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ILORAZOWE TESTY SEKWENCYJNE DLA FRAKCJI
DLA PROB NIEPROSTYCH

STRESZCZENIE. llorazowe testy sekwencyjne mogg stuzy¢ do weryfikacji hipo-
tez statystycznych nie tylko wtedy, gdy elementy do préby losowane sa sekwencyjnie w
sposéb niezalezny, ale rowniez w przypadku, gdy préba pobierana jest wedtug innych
schematéw losowania.
W pracy rozwazany jest ilorazowy test sekwencyjny dla frakcji. Rozpatrywane sa nastg-
pujace schematy losowania proby: indywidualne losowanie zalezne i warstwowe oraz
losowanie zespotowe dwustopniowe. Dla wymienionych schematéw losowania proby
wyznaczone zostaly postaci statystyk testu sekwencyjnego dla frakcji.

Slowa kluczowe: ilorazowy test sekwencyjny, statystyka testu, schemat losowania

I. WPROWADZENIE

Ilorazowe testy sekwencyjne moga stuzyé zarobwno do weryfikacji hipotez
o parametrach populacji jednowymiarowych i wielowymiarowych, jak i do we-
ryfikacji hipotez o parametrach rozktadu dwéch populacji.

Zastosowanie ilorazowego testu sekwencyjnego zwigzane jest z pobieraniem
stopniowo po jednym lub kilka elementéw na kazdym etapie sekwencyjnej we-
ryfikacji hipotez. Kazdy element lub grupa elementéw wylosowana do proby,
przy ustalonych z gory prawdopodobienstwach btedow I-go i Il-go rodzaju,
prowadzi do podjgcia jednej z trzech decyzji:

~  przyjecia hipotezy zerowe;j,

—~  przyjecia hipotezy alternatywne;j,

— kontynuacji badania poprzez wylosowanie kolejnego elementu lub gru-
py elementéw.,
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Posta¢ statystyki ilorazowego testu sekwencyjnego zwigzana m.in. jest ze
stosowanym schematem losowania préby.

W pracy rozwazany jest ilorazowy test sekwencyjny dla wskaznika struktu-
ry. Rozpatrywane sq nastgpujace sposoby losowania elementoéw na kazdym eta-
pie procedury sekwencyjnej: indywidualne losowanie zalezne i warstwowe oraz
zespotowe losowanie dwustopniowe. Dla tych schematow losowania proby
przedstawione sa, wyznaczone w sposéb indukcyjny, postaci statystyk testu
sekwencyjnego dla frakcji.

II. CHARAKTERYSTYKA ILORAZOWEGO TESTU SEKWENCYJNEGO
DLA FRAKCJI

Niech X bedzie zmienng losows o rozkladzie zero-jedynkowym z niezna-
nym prawdopodobiefistwem sukcesu 6, tzn. funkcja prawdopodobienstwa

zmiennej X ma postac:

f(x,0)=x0 +(1-x)(1-86), (1

gdzie 0 < O <1.
Weryfikujemy nastgpujace hipotezy proste o wartosci parametru 6 :

Hy:0=6, )
H :0=0,, gdzie 6,>0, (3)

Niech o i B beda ustalonymi prawdopodobienstwami bledéw I-go i II-go
rodzaju, tzn, P(odrzuceniaH(,]GO)Sa oraz P(akceptacjiHO|t9l )S B . Dla przy-
jetych wartosci o i B wyznaczamy stale A i B, korzystajac z nastepujacych
wzoréw (por.Silvey 1978):

Aicdl (4)

(04
ARk (5)
1-a
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Weryfikacja hipotezy zerowej (2) wobec hipotezy alternatywnej (3) polega
na obliczaniu na podstawie n-elementowej préby losowej X,,..., X, wartosci

statystyki:

FUX i, 56:)
f(XiIXl""’Xi—l;OO)

I =l f(XI'X2""'Xn;el)=ln f(Xl;Gl)_*_iln
i=2

(6)
f(Xl’XZ""’Xn;GO) f(Xl;eo)

i por6wnaniu jej z wyznaczonymi statymi A i B.

Jezeli I,< B, to akceptujemy hipotezg H,. Jezeli I,>A, to hipotezg H
odrzucamy i przyjmujemy H,.Jezeli B< I, <A, to kontynuujemy losowanie,
pobierajac w okre$lony sposob nastgpny element (lub kilka elementéw) do pr6-
by. Powtarzamy obliczenia az do momentu podjecia decyzji o akceptacji jednej
z rozpatrywanych hipotez.

Posta¢ statystyki /, zalezy od schematu losowania elementow do proby.

W literaturze przedstawiane sa zwykle testy sekwencyjne dla niezaleznego
losowania préby (por. np. Marek, Noworol 1987; Silvey 1978).
W pracy Pekasiewicz Pruskiej (1996) przedstawiony jest (wraz z
analiza efektywnoéci) ilorazowy test sekwencyjny dla frakcji w przypadku, gdy
na kazdym etapie procedury sekwencyjnej losujemy w sposob niezalezny po
jednym elemencie.

W pracy tej rozwazane sa inne schematy losowania préby, tj.:

— indywidualne losowanie zalezne;

~ indywidualne losowanie warstwowe z niezaleznym oraz zaleznym lo-
sowaniem elementéw z poszczeg6lnych warstw;

- zespolowe losowanie dwustopniowe, w ktérym losowanie pierwszego
stopnia (losowanie zespoléw) jest losowaniem niezaleznym, a losowanie stopnia
drugiego (losowanie elementéw) losowaniem warstwowym, przy czym warstwy
stanowia wylosowane do proby zespoty.

III. ILORAZOWY TEST SEKWENCYJNY DLA FRAKCJI DLA
INDYWIDUALNEGO LOSOWANIA ZALEZNEGO PROBY

Zatbézmy, ze zmienna losowa X ma, w N-elementowej populacji, rozktad
zero-jedynkowy okre§lony wzorem (1). W celu zweryfikowania hipotez o war-
toci parametru 0 rozktadu zero-jedynkowego, czyli hipotezy (2) wobec hipote-
zy (3) stosujemy ilorazowy test sekwencyjny, losujac na kazdym etapie w spo-
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s6b zalezny jeden element. Na n-tym etapie otrzymamy n-elementowg probg
losowa: X,,..., X, (n=1,2,3,..).

Dla tego schematu losowania préby wzory na laczna funkcjg prawdopodo-
bienstwa i statystyke I, wyprowadzone zostaly indukcyjnie w pracy Pek a -
siewicz (1999).

faczna funkcja prawdopodobienstwa f(X,,X,,..X,;0,) dla i= 0,1 ma

postac:
B e
j=1 1 i=m,,+12 1 gdy m, <n
S e S g g Lot
N N N
f(X, . X,16,)=1 , (D)
I1 , gdy m,=n
parfa =1
N
gdzie m, oznacza liczbg ,jedynek” w n-elementowym ciggu warto$ci zmien-
nych losowych X,....X,.
Statystyka I, wyraza si¢ wzorem:
9,-—1—1 4 1 el_z—(r:;+l)
m 1
In j—1+-=z+,n ) gdy m,<n
=3 60 T s 1_60 i
J=l N N
In =4 (8)
i B i bl
Y In N gdy m, =n.
o7 Rl
0
| N

Obliczong warto$¢ statystyki I, poréwnujemy ze stalymi A i B wyznaczo-

nymi w oparciu o ustalone prawdopodobienstwa biedow I-go i II-go rodzaju
i podejmujemy odpowiednie decyzje.
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IV. ILORAZOWY TEST SEKWENCYJNY DLA FRAKCJI
DLA INDYWIDUALNEGO LOSOWANIA WARSTWOWEGO PROBY

Zat6zmy, ze zmienna losowa X ma rozklad zero-jedynkowy w N-elementowe;j
populacji, przy czym w populacji tej wyréznionych jest G warstw.

W przypadku podziatu populacji na warstwy bardziej efektywne moze oka-
za¢ sig¢ wnioskowanie statystyczne przeprowadzone w oparciu o proby uzyskane
w wyniku losowania warstwowego. W metodach sekwencyjnych, w szczegblndsci
w ilorazowych testach sekwencyjnych mozna rowniez stosowaé losowanie war-
stwowe.

Niech k bgdzie ustalong liczbg elementéw pobieranych z populacji na kaz-
dym etapie postgpowania sekwencyjnego, natomiast k, liczba elementéw loso-

wanych z g-tej warstwy, g = 1, ..., G. Liczebno$ci k, mozemy wyznaczy¢ wy-

korzystujac np. schemat Neymana lub losowanie proporcjonalne (por. Zasg¢p a
1992).

Jesli nie bierzemy pod uwagg kosztow badania, a znamy wariancje zmiennej
X w poszczeg6lnych warstwach, to liczbg elementéw k, pobieranych z g-tej

warstwy mozemy wyznaczy¢ z wzoru (schemat Neymana):
N,o
k, ==2—4-k. ©)]
2N0;
j=1
gdzie N, oznacza liczbg elementéw g -tej warstwy (g =1, ..., G ), natomiast o,

- odchylenie standardowe zmiennej X w g-tej warstwie.
Gdy nie znamy wariancji zmiennej losowej X w poszczegblnych warstwach,
to mozemy stosowa¢ losowanie proporcjonalne. Wtedy wartoéci k . obliczamy,

korzystajac z wzoru:
k ie k (10)
g N '
Wyznaczone, w oparciu o jeden z wzoréw (9) lub (10), liczebnoéci k, moga

nie by¢ liczbami naturalnymi. W takich przypadkach za k, przyjmujemy liczby
naturalne najblizsze wyznaczonym pamigtajac, aby spetniona byta réwno$¢:



94 Dorota Pekasiewicz

k=Y k, . (11)

Losowanie, w okre§lony sposob, k elementéw na kazdym etapie prowadzi do
otrzymania na n-tym etapie k-n-elementowego ciggu wartoci zmiennych lo-

doWyiehs L B o R R R L X R B R Y e
wierajacego po n, =k, +n elementéw z g- tej warstwy (2= 1500, G)

Je$li elementy z poszezeg6lnych warstw losowane byly w sposéb niezalez-
ny, to w n-tym kroku otrzymamy Kk -n -elementowy ciag wartosci niezaleznych

zmiennych  Tosowych: ' Xijy e X veis Xpo v Xy s oen Kilsores X s oo
X cibnciin X {}kc i w celu weryfikacji hipotezy (2) wobec hipotezy (3) obliczamy
warto$¢ statystyki [, postaci:

G U
{8 E[m"‘ lng—'+(n8 -m, nll_zl }, (12)
0

8=l 0

§ ) ; . i
gdzie m, oznacza liczbg ,,jedynek” w ciagu n, -elementowym.

Przy losowaniu elementéw z poszczeg6lnych G warstw mozemy stosowac
schemat losowania zaleznego. Wtedy zmienne losowe X|,,.., X ,',q Wit
1 1 . y s o
X Gis s XGig s oo X1 oer Xk o voms X1y o0y Xy, 88 Zmiennymi zaleznymi i sta-

tystyka testu weryfikujacego hipotezy o parametrze 6 rozkiadu zero-
jedynkowego zmiennej X wyraza si¢ wzorem:

g = (m, +1
G| ™ 91—171 n, 1_6l—l (’:/"8 )
n = ln——g—'f' In . (—* A ) 13
; g 0 Lief =il i=§+l { l—kmnk+l) (13)
Y s g b e
8 NB

gdy m, <ng dlag =1,...,G
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lub wzorem:
s—l _j—l i-(mn,+l)
m, 1 m, 1 N—
2 3 Yt B Sy 3+21n e a4
geLy; s=1 00 ___1 gely| Jj=1 9 i i=m, +l e oo (mnk + 1)
N Ng 0 N

gdy dla pewnych warstw m, =ng.

Symbol Lj; oznacza zbiér indekséw wszystkich tych warstw, dla ktérych

m

e = By

V.ILORAZOWY TEST SEKWENCYJNY DLA FRAKCJI DLA
ZESPOLOWEGO DWUSTOPNIOWEGO LOSOWANIA PROBY

Rozwazana populacja generalna moze by¢ bardzo liczna. Podziat jej na ze-
spoly stwarza mozliwo$¢ zastosowania zespotowego schematu losowania proby.
Zespolowe losowanie, w szczegélnosci losowanie dwustopniowe mozna stoso-
wa¢é przy weryfikacji hipotez testami sekwencyjnymi. Sekwencyjne losowanie
moze dotyczy¢ tylko zespoléw lub tylko elementéw losowanych z ustalonej
liczby wylosowanych zespolow, ewentualnie sekwencyjnie mozemy losowaé
zarowno zespoly jak i elementy z tych zespotoéw.

Zalozmy, ze zmienna losowa X o rozkladzie zero-jedynkowym z nieznang
warto$cig parametru 0 rozwazana jest w populacji, w ktorej wyrézniono K réw-
nolicznych zespotéw, zawierajacych po M elementéw. Weryfikacje hipotez o
warto$ci parametru 6 mozemy przeprowadzi¢ za pomoca ilorazowego testu
sekwencyjnego dla frakeji, stosujac zespotowe losowanie dwustopniowe. Roz-
wazmy przypadek sekwencyjnego pobierania elementéw z wylosowanych ze-
spotow, ktorych liczba jest ustalona na poczatku badania.

Niech k bedzie ustalong liczbg zespoléw wylosowanych w losowaniu pierw-
szego stopnia wedtug niezaleznego schematu losowania. Na kazdym etapie pro-
cedury sekwencyjnej z kazdego wylosowanego zespotu losujemy po m ele-
mentéw (m =1, 2, ...).W n-tym kroku otrzymujemy nim elementdw z kazdego
zespotu.

Jesli w losowaniu drugiego stopnia stosowanym schematem losowania ele-
mentéw jest losowanie warstwowe z niezaleznym losowaniem elementow
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z poszezegOlnych warstw, ktére stanowia wylosowane zespoly, to statystyka 7,
ma postac:

k po—
I,,=2 m"(j)ln-e-'—+(nﬁ-mn(j))ln1_—9‘ . (15)
6, 1-6,

J=l

gdzie m,; oznacza liczbg ,jedynek” sposréd nm elementéw wylosowanych

z j-tego zespotu.
Jesli w losowaniu drugiego stopnia z kazdego z k wylosowanych zespotow
losujemy elementy w sposob zalezny, to statystyka I, wyraza si¢ wzorem:

k | Ma 91_;1 nm=m, ; l—el—-s—:l-
M M
P TR  Lerr gdy L, =@
ol =1 !
R M e e
M M
1, =3
Fel 7 3 §53.1
nm 61_ M— My j) 91—-57_ nm=m, el——Il____—
2 Xn r—l+2 zln_}':i"" 21"——s'_—1 gdy L, #@
JeL, r=l 90__=_ JjeL,| i=l 60— o g 90— e
L =

(16)

gdzie L, oznacza zbi6r indeksow tych wszystkich zespoltéw sposrod k wyloso-

wanych zespotow, dla ktérych na n-tym etapie zachodzi rowno$¢ m,, ;, =nm .

Obliczong warto$¢ statystyki I, (wzér (15) lub (16)) poréwnujemy ze sta-
tymi A i B, podejmujac decyzj¢ o akceptacji jednej z weryfikowanych hipotez
lub decyzj¢ o kontynuowaniu losowania proby poprzez pobranie kolejnych m
elementéw z kazdego z k wylosowanych zespotow.

Ilorazowy test sekwencyjny dla frakcji z zespolowym dwustopniowym lo-
sowaniem proby mozna stosowa¢ w przypadku podziatu populacji na réznolicz-
ne zespoty. Konieczne jest wtedy ustalenie liczby elementéw losowanych z po-
szczeg6lnych zespotéw w kazdym kroku sekwencyjnym, np. proporcjonalnie do
wielko$ci zespotow.

Niech M oraz [ ; oznaczajg odpowiednio liczbg wszystkich elementow

J-tego zespotu oraz ustalong liczbg elementow losowanych na kazdym etapie
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procedury sekwencyjnej z j-tego zespotu wylosowanego w losowaniu pierwsze-
go stopnia (j = 1, ..., k).

W przypadku niezaleznego losowania elementéw z poszczegdlnych zespo-
tow statystyka I, wyraza si¢ wzorem:

L 1-6
Z( a1 0, ("lm nm)l“‘l‘_‘_‘éi‘)v (17)

j=1

gdzie m,; oznacza liczbg ,jedynek” sposrod nl j elementéw wylosowanych

z j-tego zespotu.
Jesli z kazdego z k wylosowanych zespotéw elementy losowane sa w sposob
zalezny, to statystyka /, ma postaé:

( gl 1-g 3571
o ) l_M R T M
et v Srolin | gdy L, =@
P I Y e B
0 0 M
I" 2 ) ()
re=] gl Pk i
nl ‘_ My M, mommg UM
z ﬁln (J) o 2 _____%4. E]n———i"i gdy L" E )
kb=l g~ Ll =g 1 L d
\ M ) M My,
(18)

gdzie L, oznacza zbior indeksow tych wszystkich zespotéw sposréd k wyloso-

wanych zespotow, dla ktérych na n-tym etapie zachodzi rownosé m,, p=nl.

Ilorazowy test sekwencyjny dla frakcji mozna stosowaé, gdy w sposob se-
kwencyjny losujemy zespoty, z ktorych w losowaniu drugiego stopnia pobiera-
my ustalong liczbg elementéw lub tez w przypadku, gdy sekwencyjnie losujemy
zaréwno zespoly jak i elementy z wylosowanych zespotow.

VI. PODSUMOWANIE

Przedstawiane w literaturze ilorazowe testy sekwencyjne z niezaleznym
schematem losowania préby charakteryzuje wysoka efektywno$é w poréwnaniu
z niesekwencyjnymi testami klasycznymi. Zastosowanie tych testéw pozwala
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zmniejszy¢ liczebno§é proby, na podstawie ktorej podejmujemy decyzjg o ak-
ceptacji jednej z weryfikowanych hipotez nawet o polowg. Wydaje sig¢ wige
uzasadnione rozszerzenie problemu weryfikacji hipotez statystycznych przy
uzyciu bardzo efektywnych ilorazowych testéw sekwencyjnych na przypadki,
gdy préba losowana jest wedtug innych schematéw losowania.

W pracy przedstawione zostaly zmodyfikowane postaci statystyki ilorazo-
wego testu sekwencyjnego dla wskaznika struktury, pozwalajace weryfikowaé
hipotezy o parametrze rozkladu zero-jedynkowego na podstawie préb niepro-
stych, tj. uzyskanych w wyniku losowania zaleznego, warstwowego oraz dwu-
stopniowego.

Ilorazowe testy sekwencyjne dla prob nieprostych moga znalez¢ szerokie
zastosowanie w badaniach spoleczno-ekonomicznych kraju i wyodrgbnionych w
kraju regionéw administracyjnych.
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Dorota Pekasiewicz

SEQUENTIAL PROBABILITY RATIO TESTS OF FRACTION
FOR NONSIMPLE SAMPLES

Sequential probability ratio tests may be used to verify statistical hypotheses not only when
sample is drawn sequentially independently but also when the sampling is performed according to
other patterns. In the paper a sequential probability ratio test for fraction is considered. The follo-
wing sampling patterns are considered: individual dependent and layer sampling and aggregate
two stage sampling. For these sampling patterns the samples were deterrmined in the form of the
statistics of the sequential test for fraction.



