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O INKLUZYWNEJ TEORII KWANTYFIKACJI

W pierwszej czesSci pracy oméwione zostaly zalozenia tkwigce u
podstaw inkluzywnej teorii kwantyfikacji oraz pewne wlasnosci tej
teorii. Dyskutowane sg zwigzki miedzy inkluzywng i standardowg
teoria kwantyfikacji, przedstawione sg roéwniez niektére argumen-
ty przemawiajqce za, badZ tez przeciw stosowaniu teorii inklu-
zywnej w miejsce teorii standardowej. W czesci drugiej oméwiono
rézne sformulowania inkluzywnej teorii kwantyfikacji: A. Mosto-
wskiegol, B Hailperinaz, W. V. O. Quine’a3 oraz R. K. Meyera i
K. Lamberta‘. W trzeciej cze$Sci pracy zaprezentowana zostala pe-
wna koncepcja inkluzywnej teorii predykatéw, oparta, podobnie jak
teoria Meyera i Lamberta, na idei rozwazania w jezyku pierwszego
rzgdu nazw nieoznaczajgcych. 2definiowano semantycznie cztery re-
lacje konsekwencji i pokazano, w jaki sposéb zalozenia dotyczace
realizowania sie w dziedzinach nazw indywiduowych jezyka warunku-
ja posta¢ teorii kwantyfikacji. Omawiane relacje konsekwencji zo-
staly réwniez scharakteryzowane aksjomatycznie, przy czym podane
aksjomatyki réznig sie jedynie sposobem potraktowania formui po-
staci vxao -+ c1[§], gdzie t jest nazwa (termem) jezyka pierwsze-
go rzedu.
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Standardowe sformulowania teorii kwantyfikacji nie uwzgle-
dniajg interpretacji jezyka pierwszego rzedu w pustych dziedzi-
nach indywiduéw. W konsekwencji formula logicznie poprawng nazy-
wa sig kazdg formule, ktdéra prawdziwa jest przy dowolnej inter-
pretacji jezyka w niepustej dziedzinie obiektdéw. Wsréd tak zdefi-
niowanych formu: logicznie poprawnych znajduja sie jednak formuly
ktérych nie mozna uznaé za prawdziwe w dziedzinie pustej, np.:

VXP(x) + 3xP(x), 3xP(x) V Ix1P(x), Ix(P(x) - P(x))

(P jest symbolem predykatu l-arg.). Jesli wiec interpretacje w pu-
stej dziedzinie obiektéw chcielibysmy potraktowaé na réwnych pra-
wach z innymi interpretacjami, to powinnismy zmienié zakres po-
jecia formuly logicznie poprawnej. Mozna zatem pokusicé sie o
skonstruowanie teorii, ktérej twierdzenia bedy prawdziwe w kazdej
interpretacji, wiaczajac dziedzine pusty. Teorie tak pomyS$lang
nazywa sig inkluzywng teorig kwantyfikaciji.

Fakt, Ze standardowa teoria kwantyfikacji stosuje sig wyiacz-
nie do dziedzin niepustych jest powszechnie znany. Prowadzié on
moze do przekonania, ze istnienie przynajmniej jednego obiektu
jest postulatem ontologicznym rachunku predykatéw. Zatrzymajmy
sie chwile nad tym stwierdzeniem. Oté6z wspomniany postulat onto-
logiczny gioszacy istnienie przynajmniej jednego obiektu nie musi
byé i chyba nie jest organiczng czes$cia rachunku predykatéw, je-
§1li tylko przez rachunek predykatéw rozumieé bedziemy nie stan-
dardowa teorie kwantyfikacji, lecz teorie majgcq na celu wyjas-
nienie regul rzadzacych posiugiwaniem sie kwantyfikatorami. Bez
tego postulatu istnienia obywa sie inkluzywna teoria kwantyfika-
cji. Teoria standardowa, przyjmujac zatozenie o istnieniu przy-
najmniej jednego obiektu w rozpatrywanych dziedzinach, nie czyni
tego, jak sie wydaje, dlatego, Ze kwantyfikacja w dziedzinie pu-
stej jest nie do pomys$lenia, lecz jedynie w celu uproszczenia se-
mantyki (trudnos$ci zwijzane z wlaczeniem dziedziny pustej beda
oméwione pézniej). Nalezy zauwazyé, ze dyskutowany postulat .ist-
nienia nie powinien byé utozsamiany z metafizycznym zalozZeniem o
istnieniu przedmiotéw w ogéle, dotyczy on bowiem istnienia obie-
ktéw w dziedzinach dopuszczalnych interpretacji jezyka pierwszego
rzedu. W ten wiasnie sposéb trzeba rozumieé termin "postulat
ontologiczny".



0 inkluzywnej teorii kwantyfikacji 27

Poniewaz inkluzywna teoria kwantyfikacji odrzuca postulat o
istnieniu przynajmniej Jjednego obiektu, wigec tym samym oparta
jest ona na innych zatozeniach niz standardowa teoria kwantyfika-
cji. To przede wszystkim nalezy mieé na uwadze przy poréwnywaniu
obu teorii. Zauwazmy, e zdanie stwierdzajgce istnienie przynaj-
mniej jednego obiektu daje sig sformutowaé w Jjezyku pierwszego
rzedu (jezyku przedmiotowym). Moze mieé ono postaé¢ formuiy 3Ix1,
gdzie 1 jest symbolem zdania prawdziwego (jest spéjnikiem O-argu-
mentowym); Jje$li nie chcemy mieé¢ w jezyku takiego symbolu, to
zamiast 1 mozemy uzyé pewnego (dowolnego) zdania bedjcego tauto-
logia. 2danie 3x1 nie jest tezg inkluzywnej teorii kwantyfika-
cji, jest natomiast teza teorii standardowej. Ten ostatni fakt
jest odzwierciedleniem dyskutowanego wczesniej (metajgzykowego)
zalozenia o niepustosci rozpatrywanych dziedzin.

Jednym z zadan inkluzywnej teorii predykatéw jest ustalenie
znaczenia kwantyfikacji w pustej dziedzinie obiektdw. Zanotujmy
nastepujgca uwage Quine'a5 dotyczacq tej kwestii: "Zatwy uzupel-
niajgcy test umozliwia nam rozstrzygniecie czy dana formuia jest
prawdziwa w dziedzinie pustej. Powinnisémy jedynie wszystkie kwan-
tyfikacje uniwersalne potraktowaé jako prawdziwe, natomiast egzy-
stencjalne jako falszywe 1 zastosowaé metode tablic prawdziwo-
Sciowych". Dodajmy tutaj, ze test Quine a dotyczy formui dom-
knietych; w jego ujeciu teorii kwantyfikacji jedynie fcrmuly dom-
kniete mogg byé twierdzeniami. Status zmiennych indywiduowych
wolnych i zwigzane 2z tym zagadnienie prawdziwosci formul otwar-
tych nie s3 przez Quine a rozwazane. Fakt ten podkreslamy tutaj
dlatego, ze pewne interesujgce zalozenia dotyczace zmiennych i
statych indywidualnych stanowily punkt wyjscia dla twércéw taw.
uniwersalnie wolnej logiki - pewnej wersji inkluzywnej teorii
kwantyfikacji, ktéra pdiniej omowimy.

Sformulowanie testu sprawdzajgcego prawdziwo§é formuty w dzie-
dzinie pustej nie wyczerpuje wszystkich kwestii zwigzanych z in-
kluzywna teorig kwantyfikacji. Quine zauwaza: "Dowdéd twierdzenia
mégiby skiada¢ sie Ppo prostu z dowodéw w teorii standardowej i
nastepujgcego potem sprawdzenia podang metoda. Mozemy jednak by¢
zainteresowani ujrze¢ proste i autonomiczne sformuiowanie, nie
takie, ktére skiada sie, jak powyzsze, ze standardowej teorii i
reguty okrawania"s. OczywisScie méwigc o inkluzywnej teorii kwan-

5
6

Quine, op. cit.
Ibidem.
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tyfikacji, takiego wiadénie sformulowania oczekujemy - niezalezne-
go od teorii standardowej, jednorodnego w potraktowaniu wszy-
stkich interpretacji, 2gcznie z dziedzing pusta i posiadajgcego
odrebng aksjomatyke.

Obok argumentédw przemawiajgcych za traktowaniem dziedziny pu-
stej na réwnych prawach z innymi dziedzinami indywiduéw, istnieijag
réwniez argumenty przeciwne. Spotkaé mozna m. in. nastepujgce
stanowisko: 'zastrzezenie, %e dziedziny puste wyklucza sig z roz-
wazan, nie jest w istocie zadnym ograniczeniem, poniewaZz nie moze
byé pustych dziedzin indywiduéw"7. Ze stanowiskiem tym trudno
jest polemizowaé inaczej, jak réwniez stanowczo twierdzié, ze pu-
ste dziedziny indywidudéw istniejga.

Niekiedy sadzi sie, Ze trywialno§é zbioru pustego jest wy-
starczajgcym argumentem dla wykluczenia go z rozwazan. W wielu
teoriach matematycznych badajgcych struktury pewnego okreflonego
rodzaju, u géry przyjmuje sie, ze dziedzina kazdej z rozwazanych
struktur jest zbiorem niepustym. Jednak teoria tak podstawowa,
jak teoria kwantyfikacji, teoria operujgca terminem "poprawnosé
logiczna" nie powinna, jak sie wydaje, ograniczaé swoich zasto-
sowan wylgcznie do dziedzin niepustych, tym bardziej, 2ze wiacze-
nie dziedziny pustej zmienia zakres pojecia '"formula logicznie
poprawna".

Inkluzywna teoria kwantyfikacji stosujgc sie do wiekszej ilo-
Sci struktur, bedac teorig ogdélniejsza niz standardowa teoria
kwantyfikacji, posiada tym samym mniej tez. Dlatego tez mozna by
przeciwko niej wysunaé nastepujgcy zarzut: "Wigczenie dziedziny
pustej oznaczalo bedzie wyrzeczenie sie pewnej iloéci formu kté-
re prawdziwe s wszedzie indziej, s3g wiec ogdlnie uzyteczne"s.
Zatrzymajmy sie nieco diuzej nad tym stanowiskiem i rozpatrzmy
pewne rozumowanie pozostajgce z nim w Scisitym zwigzku. Przyjmijmy,
ze mamy do czynienia 2z czystym jezykiem predykatéw (bez symboli
statych indywiduowych i symboli funkcji) i ponadto, Ze interesu-
ja nas jedynie zdania (formuiy domkniete) tego jezyka. Oznaczmy
symbolami Tst L 8 Tinkl zbiory tez standardowej i inkluzywnej
teorii kwantyfikacji. Symbolem Fo oznaczmy zbidér wszystkich zdan
falszywych w dziedzinie pustej; zbiér Fo moze byé wyznaczony

7W.1. M. Kneale, The Development of Logic, Oxford 1962, s.

532-707. cyt. za: G. Hunter, Metalogic, MacMillan, London 1971, s.

¢ Quine, op. cit.
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dzieki istnieniu testu sprawdzajgcego prawdziwosé formuily w dzie-
dzinie pustej (test ten cytowaliémy wczedniej). Zachodzi wéwczas
réwnosé T ALY ™ Tst\ Foe Zbidér tez teorii inkluzywnej moze byé

wiec otrzymany ze zbioru tez teorii standardowej. Teoria inklu-
zywna wydaje sie zatem byé teoria wtérng, zas teoria standardowa
mie¢ znaczenie podstawowe; dysponujac nig bowiem mozemy otrzymaé
teorige inkluzywng, a ponadto mamy w dalszym ciggu pod reka zbiér
g = zbiér formut "ogélnie uzytecznych". Podobne  rozumowanie
mozna jednak przeprowadzié dla wykazania, ze by¢é moze jest prze-
ciwnie, Ze to wiaénie teoria inkluzywna ma znaczenie podstawowe.

Nalezy mianowicie pokazaé, 3ze Tst = {a:(3x1 » a)e Tinkl) albo
tez, ze Tst = C"1nk1‘3x1" gdzie c"inkl oznacza operacje konse-

kwencji inkluzywnej teorii kwantyfikacji. Tak wiec nie jest prawdg
2e w ramach teorii inkluzywnej utracimy zbiér Tst - formuiz "ogdél-
nie uzytecznych". 2biér ten mozna tu réwniez zdefiniowaé seman-
tycznie - przez ograniczenie sie do interpretacji o niepustych
dziedzinach. Na marginesie zauwazmy, 2e pordéwnujac  inkluzywng
i standardowa teorig kwantyfikacji, formuami ogélnie uzyteczny-
mi nalezaloby raczej nazwaé zbidér tez teorii inkluzywnej a nie
standardowej.

Wspomnielismy juz o wystepujacym w wielu teoriach matematycz-
nych zalozeniu, 2e dziedzina kazdej z rozwazanych struktur jest
zbiorem niepustym. Nie dzieje sig tak bez powodu. Otdéz w badaniu
struktur pewnego ustalonego typu stosuje sie niekiedy jezyk pier-
wszego rzedu zadany przez typ rozpatrywanych struktur. Przykiado-
wo, dla opisu algebr typu zadanego przez pewien zbidr symboli re-
prezentujgcych dziatania w tych algebrach, definiuje sie jezyk
pierwszego rzedu, ktérego specyficznymi symbolami sa wspomniane
symbole funkcyjne i symbol identycznosci. Wprowadzajjc taki jezyk
dla opisu struktur danego typu, wykorzystuje sige przy tym stan-
dardowa teorie kwantyfikacji. Jednak teoria ta stosuje sie tylko
do dziedzin niepustych; fakt ten jest przyczyng przyjmowania w
definicji struktury, iz dziedzina kazdej =z rozwazZanych struktur
jest zbiorem niepustym. Dlatego tez chcac opisywaé struktury za-
réwno przy uzyciu specyficznego dla nich jezyka pierwszego rzedu
(jezyka przedmiotowego, jezyka "wewnetrznego"), Jjak i "z zew-
natrz" (w metajezyku), zmuszeni jestesmy wykluczyé struktury o
dziedzinie pustej albo tez =zastosowaé inkluzywng teorie kwantyfi-
kacji w miejsce teorii standardowej. To drugie rozwigzanie wyda-
ie sie bardziej naturalne. Jest ono réwniez korzystne z tech-
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nicznego punktu widzenia, gdyz wykluczenie dziedziny pustej pro-
wadzi niekiedy do pewnych niepotrzebnych komplikacji teorii. Po-
kazemy to na przykladzie zaczerpnietym z algebry uniwersalnej.

Przyjmuje sig, Ze nosnik kazdej algebry jest zbiorem niepu-
stym. Dla ustalonej algebry 2 rozwazmy rodzine wszystkich jej
podalgebr, niech Sub(%) bedzie zbiorem noénikéw tych podalgebr
(kazda podalgebra jest 2z definicji algebrg, a wiec ma nosnik nie-
pusty). Jesli w sygnaturze algebry 24 nie wystepuja symbole ope-
racji O-argumentowych, to polézmy Sub(%) = Sub(%) u {¢}, w prze-
ciwnym wypadku niech Sub(%) = Sub(%). Struktura (Sub(t),c) ma
bardzo interesujqce wtasnosci i peini wazng role w algebrze uni-
wersalnej. Jest ona kratg algebraiczng, za$ Sub(%) jest (alge-
braicznym) systemem domkniqég, podczas gdy rodzina Sub(#4) nie mu-
si by¢ nawet domknigta na operacje brania iloczynu dwéch zbioréw
nalezacych do Sub(%). Gdyby jednak zmienié definicje algebry w
ten sposdb, 2Zeby nie wyklucza¢ przypadku, 2e nosnik algebry moze
byé zbiorem pustym, to nie musielibysmy pézniej w sposéb sztuczny
wzbogaca¢ rodziny Sub(?%) i definiowaé zbioru Sub(%4). Role stru-
ktury (Sub(d), ¢) peinilaby wéwczas struktura (Sub(¥), c). Wyja-
$nienia wymagaé moze jeszcze nastepujgca kwestia. Oté6z mimo tego
iz w definicji algebry nie zadalismy, zeby nosnik byl niepusty,
to jednak w przypadku wystepowania w sygnaturze pewnej algebry
symboli operacji O-argumentowych (symbole staiych), no$nik tej
algebry musiatby byé zbiorem niepustym.

Podany przykiad sugeruje, ze niekiedy korzystnie byloby przy-
jaé, ze struktury mogg mieé pusty dziedzine, jes§li tylko pozwala-
ja na to inne warunki nakiadane na rozpatrywane struktury. Jednak
odrzucenie zalozenia o tym, 2e dziedzina struktury jest zbiorem
niepustym musi i§¢é w parze z przyjeciem inkluzywnej teorii kwan-
tyfikacji w jezyku pierwszego rzedu stosowanego do opisu struktur
rozwazanego typu.

8

Dotychczas kilkakrotnie posiugiwalismy sie pojeciem interpre-
tacji, obecnie uscislimy to pojecie. Przyjmijmy, Ze  jest czy-
stym (bezfunkcyjnym) jezykiem pierwszego rzedu. Strukturg (dla

9 G. Gratzer, Universal Algebra. Van Nostrand, Princeton, 1968,
s. 47,
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&) nazywaé bedziemy dowolny zbiér M wraz =z funkcja przyporzgdko-
wujgcq kazdemu symbolowi n-argumentowego predykatu jezyka £ pewna
n-argumentowg relacje w zbiorze M. Nazwijmy waluacjg w strukturze
8 dowolng funkcje czesciowa ze zbioru Var (zmiennych jezyka £) w
zbiér M (dziedzine struktury 9 ). Interpretacja (dla « ) bedzie
para ziozong ze struktury 4 i waluacji w tej strukturze. Speinia-
nie formuly definiowane jest w odniesieniu do interpretacji, zas
prawdziwos§é formuly w odniesieniu do struktury.

W wigkszoSci sformutowan standardowej teorii kwantyfikacji
przyjmuje sig, ze kazda waluacja wartosciuje wszystkie zmienne
jezyka £, czyli jest funkcjg peing ze zbioru Var w zbiér M (wa-
luacje takie nazywaé bedziemy waluacjami peinymi, za$ interpreta-
cje przez nie wyznaczone - interpretacjami peinymi). Zauwazmy, ze
w dziedzinie pustej nie istniejg waluacje peine, dlatego tez
prawdziwosé formuly w strukturze o dziedzinie pustej nie moze byé
okre$§lona na podstawie pojecia speiniania dla interpretacji peiz-
nych.

W inkluzywnej teorii kwantyfikacji musimy wiec posiugiwaé sie
waluacjami czeSciowymi; w strukturze o dziedzinie pustej istnieje
bowiem tylko jedna waluacja, mianowicie waluacja nigdzie nie o-
kreSlona. Jednak réwniez w teorii standardowej zamiast waluacji
peinych rozwaza¢ mozna waluacje czesSciowe. Jest znanym faktem, ze
dla ustalonej formuly a jezyka £, struktury 3 i waluacji peinej
s W tej strukturze, speinianie formuly a w interpretacji pel-
nej (4, s) zalezy jedynie od tego, jakie wartosci przyjmuje walu-
acja s na zbiorze Var (a) (zmiennych wolnych formuly o ); warto-
Sciowanie przez waluacje s pozostalych zmiennych nie jest istot-
ne. Dlatego tez definicje prawdziwosci formuly o w strukturze 9
oprze¢ mozna wylacznie na takich interpretacjach o e ol w
ktérych s jest funkcjg czesSciowa, okre§long na zbiorze Var (a).
Dla formui domknigtych wystarczy ograniczyé sie do waluacji, kté-
ra nie jest okreslona dla zadnej zmiennej. Znajduje to wyraz w na-
stepujgcej uwadze A. Tarskiegolo, "Co sie tyczy pojecia prawdy
to naleizy zauwazy¢, Ze - na gruncie powyzszej koncepcji - zdanie,
tj. funkcje bez zmiennych wolnych, speiniaé moze jeden tylko ciag
mianowicie cigg »pusty«, nie posiadajgcy ani jednego wyrazu; praw-
dziwymi wypadnie wigc nazwaé takie zdania, ktére cigg »pusty«
istotnie speilnia".

10 A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Warsza-
wa 1933.
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Przedstawiong powyzej koncepcjg waluacji czeéciowych zastoso-
wak Mostowski11 w semantyce dla inkluzywnej teorii kwantyfikacji.
Dla dowolnej struktury definiuje on prawdziwoéé formuiy w tej
strukturze, okresla zbidér formui logicznie poprawnych (tj. praw-
dziwych we wszystkich strukturach), podaje aksjomatyke zbioru
tez teorii inkluzywnej i udowadnia twierdzenie o peinosci, wyko-
rzystujgc przy tym twierdzenie o peinosci dla teorii standardowej

Kilka kwestii 2zwigzanych z teorig Mostowskiego zasiuguje na
uwage. Pilerwsza dotyczy tzw. pustego wigzania kwantyfikatorowego.
Hailperin12 zauwaza, ze w nastgpstwie przyjetej przez Mosto~
wskiego definicji prawdziwosci, formule Vx 3y(P(y) A = P(y)) na-
lezy uzna¢ za falszywa w strukturze 2z dziedzing pusta (tak samo
inne formuty Vxa, gdzie o jest faiszywa i x nie wystepuje w
). Pokazuje on, ze teorie bardziej eleganckg otrzymamy przyj-
mujgc, ze kazda formula postaci Vxa jest prawdziwa w dziedzi-
nie pustej. Wymaga to innego niz uczynit to Mostowski, bardziej
naturalnego, jak sie wydaje, sformulowania warunku speiniania dla
formuty Vxa. Quine13 podziela stanowisko Hailperina, ale jego
argumentacja jest bardziej stanowcza; wykazuje, 2Ze puste wigza-
nia kwantyfikatorowe nie tylko mozemy, lecz musimy traktowaé i-
naczej niz uczynii to Mostowski. W inkluzywnej teorii kwantyfika-
cji Hailperina i Quine a formuly a i Vxa (dla x ¢ Var(a)) nie
muszg byé réwnowazne (podobnie formuly a i 3Ixa, x ¢ Var(a)), na-
tomiast w standardowej teorii kwantyfikacji i w teorii inkluzyw-
nej Mostowskiego formuly te sg rdéwnowazne: kwantyfikator pusto
wigzgcy moze byé pominiety w kazdej formule.

W sformuiowanej przez Mostowskiego inkluzywnej teorii kwanty-
fikacji prawdziwe i logicznie poprawne mogq byé nie tylko formuly
domknigte, ale réwniez otwarte. W dziedzinie pustej kazda formula
otwarta jest prawdziwa. Konsekwencjg tego jest stwierdzenie, ze
regula Modus Ponens nie zachowuje prawdziwo$ci i poprawnosci lo-
gicznej. Zeby to pokazaé wezmy pod uwage dwie formuty a i B;
niech a = P(x) V 7 P(x), B = 3Ix(P(x) V 1 P(x). Formuly a i a » B
sa prawdziwe w dziedzinie pustej (poniewaz sg otwarte) i s one
logicznie poprawne, natomiast feormuta B jest w dziedzinie pustej
faiszywa (dlatego tez nie jest ona logicznie poprawna). Reguile a,

11 Mostowski, op. cit.

ke Hailpertin, op. cit.

13 Quine, op. cit.
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a - f/B mozna jednak zachowaé, nakladajgc pewne warunki na zmien-
ne wolne formui a i B; 2adajac mianowicie, zeby Var(a) ¢ Var(g).
Tak ograniczong reguig Modus Ponens stosuje Mostowski w aksjoma-
tyce dla zbioru tez inkluzywnej teorii kwantyfikacji (tylko to
ograniczenie rézni aksjomatyke Mostowskiego od aksjomatyki Churcha
dla teorii standardowej).

Omawiane problemy dotyczace prawdziwosci formul otwartych i
ograniczenia stosowania reguily Modus Ponens nie wystepujg w sfor-
mutowaniach inkluzywnej teorii kwantyfikacji przedstawionych w
pracach Hailpetinal4 i Quine'als. Sformutowania te sg bowiem wzo-
rowane na standardowej teorii kwantyfikacji w ujeciu Quine'als,
ktéry przyjmuje, ze twierdzeniami teorii mogg byé jedynie formuly
domknigte. Obie wspomniane prace koncentrujg sie wokétr aksjoma-
tyzacji zbioru tez inkluzywnej teorii kwantyfikacji; aksjomatyka
Quine’'a jest uproszczeniem aksjomatyki podanej przez Hailperina i
jest nieznaczng tylko przerdbka aksjomatyki teorii standardowej,
przedstawionej w drugim wydaniu ksigzki Quine'a17. Uktad aksjoma-
téw dla inkluzywnej teorii kwantyfikacji, pokrewny aksjomatyce
Hailperina i Quine’a, znaleZé moZna takze w ksijzce A. Grzegor-
czyka 8. (

Inkluzywna teoria kwantyfikacji zgodna jest z koncepcjg tzw.
logik wolnych, ktére réwniez odrzucajy pewne zalozenia egzysten-
cyjne tkwigce u podstaw standardowej teorii kwantyfikacji. "Lam-
bert chce traktowaé wzrastajace zainteresowanie sie logikami wol-
nymi, jako oznake takiego spojrzenia na logike, ktére wyraza sie
w aforyzmie, Ze logika ma wstret do istnienia" - czytamy w pracy
Meyera i Lambertalg. Cechq charakterystyczng logik wolnych jest
odrzucenie zalozen dotyczacych realizowania sie w dziedzinach
statych indywiduowych jezyka. Nie zada sie, zeby kazda stala in-
.dywiduowa byta interpretowana jako nazwa obiektu istniejacego w

..;,dziedzinie realnej przedmiotéw. Nie przesgdza to oczywiscie o
[

t':) 1I‘H‘nllper:in. op. cit.
;‘TS - Quine, op. cit.
o 16 W. V. 0. Quine, Mathematical logic. Harvard University Press,
Cambridge (Mass.) 1940.
’ 17 Quine, Mathematical logic... oraz toz,wyd. 1I, Cambridge (Mass.)
1951.
18 A. Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej, Warszawa 1981,
s. 144-145.
19

Meyer, Lambert, op. cit.



34 Andrzej Nowicki

ksztaicie teorii logicznej, gdyZ mozliwe s tu rézne rozwiazania
semantyczne. Je$li dodatkowo zazadamy, zeby twierdzenia teorii
byty prawdziwe w kazdej dziedzinie z wigczeniem dziedziny pustej,
to otrzymamy teorie bedacq poiaczeniem logiki wolnej i inkluzyw-
nej teorii kwantyfikaciji. Teoria taka, przedstawiona zostaia
przez Meyera i Lambertazo i nazwana przez nich uniwersalnie wolnag
logika. Oba postulaty, ktére legly u podstaw uniwersalnie wolnej
logiki sq niezalezne, na co zwracaja uwage Meyer i Lambert jednak,
jak piszq, naturalne jest zgdanie uwzglednienia pustej dziedziny
indywidudéw w obecnosci postulatu dopuszczajgcego, zeby stale in-
dywiduowe nie realizowaly sie jako elementy dziedziny (dziedziny
realnej - w terminologii Meyera i Lamberta).

Jezyk pierwszego rzedu, w ktérym Meyer i Lambert prowadzg
swoje rozwazania zawiera symbol pewnego wyréznionego predykatu:
E!, "E!x" czytamy jako "x istnieje". Kazdy element dziedziny
realnej speinia relacje odpowiadajgca predykatowi E!. Dyskutujgc
problem statych indywiduowych, podajac przyktady zdan jezyka natu-
ralnego zawierajgcych nazwy indywidualne, Meyer i Lambert nie
rozpatruja jednak jezyka ze staiymi indywiduowymi; operuja czy-
stym jezykiem pierwszego rzedu, bez symboli statych i symboli
funkcji. Wediug autordéw jest to tylko pozornie paradoks, poniewaz,
jak pisza, rozwazaja oni czysts, a nie stosowang logike i wobec
tego nie musza odrdziniaé zmiennych od statych indywiduowych, albo
tez moga traktowa¢ zmienne wolne jako miejsce dla statych indywi-
duowych.

Semantyka dla uniwersalnie wolnej logiki Meyera i Lamberta ma
charakter wielostopniowy. Dla kazdej interpretacji realnej okre-
$§la sie tzw. nominalne interpretacje, bedace rozszerzeniem real-
nej interpretacji. 2 kolei dla dowolnej nominalnej interpretacji
definiuje sie tzw. punkty logiczne - inne nominalne interpretacje
o tej samej dziedzinie.

Interpretacja realna zadana jest przez: 1) dowolny zbiér M
nazwany dziedzing realng (M moze by¢ zbiorem pustym), 2) waluacje
czgsSciowga w zbiér M, 3) przyporzadkowanie symbolom predykatéw re-
lacji w zbiorze M. Poniewaz nie wszystkie zmienne musza byé in-
terpretowane, wigc nie wszystkie formuly atomowe majg okreslong
warto§¢ (T lub F); spéjniki i kwantyfikatory rozumiane sag tak,
jak w silnej tréjwartosciowej logice Kleene go, w ktérej oprécz

20 Ibidem.
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wartoéci T i F wystepuje warto§é n - nieokreslonosci badz niezde-
terminowania.

Interpretacja nominalna zadana jest przez: 1) dziedzine realng
M, 2) niepusta dziedzing nominalng N taka, 2e M ¢ N, 3) waluacje
peing w zbiér N, 4) przyporzadkowane kazdemu symbolowi n-argumen-
towego predykatu n-argumentowej relacji czesciowej (R*, R7) w
zbiorze N (RY, R"c N, R* n R" =9; R' i R” nie muszq sie do-
peiniaé w N", zada sie jednak, zeby M c R+ U R7). Podobnie jak w
realnej interpretacji, rdéwniez w interpretacji rfiominalnej nie
wszystkie formuiy atomowe maja okreslong warto$§é jednak powodem
jest tu sposob w jaki interpretujemy predykaty, a nie zmienne in-
dywiduowe. Dzialanie kwantyfikatoréw ograniczone jest do zbioru M,
za§ znaczenie spéjnikéw i kwantyfikatordéw znéw jest takie, jak w
logice trojwartosciowej Kleene go.

JeSli w punkcie 4) definicji intepretacji nominalnej zazadamy,
zeby relacja czesciowa (R', R”) byia relacja peinq (tzn. RTu R =
= Nn), to otrzymamy definicje punktu logicznego. W punkcie lo-
gicznym kazda formuta ma okreslong wartoséé (T lub F), mozna wiec
zastapi¢ logike tréjwartoéciowa klasyczna logika dwuwartosciowa.

Dla ustalonej interpretacji nominalnej % dowolng formuie nazy-
wa siq % - poprawng, gdy dla kazdego punktu logicznego bedacego u-
zupeinieniem interpretacji <%, formula ta przyjmuje warto$é T. 2
kolei, dla ustalonej interpretacji realnej % formuie nazywa sie
J - poprawng, gdy jest ona ¢ - poprawna dla kazdej interpretacji
nominalnej % bedacej rozszerzeniem realnej interpretacji %¥. Wre-
szcie, formuig nazywamy logicznie poprawng, gdy jest ona poprawna
dla kazdej realnej interpretacji. Pojgcia 9=, 9 - poprawnosci oraz
poprawnosci logicznej s3 niezupeine; moga istnieé¢ formuly takie,
ze ani one, ani ich negacje nie sg (9-, 9- badz logicznie) po-
prawne.,

Przyjecie takiej wiasnie semantyki dla uniwersalnie wolnej lo-
giki jest wynikiem przeprowadzonej przez Meyera i Lamberta analizy
prawdziwosci réznych zdan jezyka naturalnego zawierajgcych nazwy
nieoznaczajgce (nazwy takie traktuje sie jak stale indywiduowe
badz zmienne, ktore nie realizujq sie w dziedzinie realnej). Roz-
patruja oni odmienne, niekiedy wigec sprzeczne, stanowisko dotycza-
ce prawdziwosci takich zdan. Nie opowiadaja sie za zadnym z tych
stanowisk; ich wielopoziomowa semantyka ma za zadanie stanowiska
te pogodzié, wskazac¢, gdzie lezy zrdédio nieporozumien. Staje sie
to mozliwe dzigki temu, 2e w ich teorii funkcjonuje wiele pojeé
prawdziwosci i poprawnosci (prawdziwosé formuly w interpretacji
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realnej, prawdziwo§é w interpretacji nominalnej, prawdziwogé w
punkcie logicznym, poprawno&é w interpretacji realnej, poprawnosé
w interpretacji nominalnej, logiczna poprawnosé) .

Meyer i Lambert podaja réwniez aksjomatyke dla zbioru tez
uniwersalnie wolnej logiki. Wyrézniong i istotng role ©peini w
niej predykat E!. Zamiast spotykanego w standardowej teorii kwan-
tyfikacji schematu aksjomatéw: Vxa - a[%] (o ile x jest wolne dla
Y W o), w uniwersalnie wolnej logice przyjeli oni schemat:
Vxa + (Ely ~+ a[%])(qdy x Jjest wolne dlay w a). Predykat E!
jest ponadto scharakteryzowany aksjomatem VxE!(x). W przedsta-
wionym przez Meyera i Lamberta dowodzie twierdzenia o pelnosci,
wykorzystuje sie petno&é teorii standardowej oraz podobienstwo
aksjomatyki. W uniwersalnie wolnej logice, inaczej niz w inklu-
zywnej teorii kwantyfikacji Hailperina i Quine’a, twierdzeniami
teorii mogg byé zaréwno formuiy domknigte, jak i otwarte; reguia
Modus Ponens nie podlega jednak zadnym ograniczeniom, jak to byilo
W teorii Mostowskiego. Pelna lista schematéw aksjomatéw 1 regui
uniwersalnie wolnej logiki przedstawia sie nastepujaco:

101. Jesli A jest formuia tautologiczng, to A jest aksjomatem,

102. vx(A » B) » (A » vxB), gdzie x ¢ var(A).

103. ¥YxA(x) = (Et(y) + A(y); Aly) powstaje z A(x) przez pod-
stawienie zmiennej y w miejsce kazdego wolnego wystepowania zmien-
nej x; przyjmujemy, ze x jest wolne dla y w A(x).

104. YxE!(x).

105 2K &' A'"'B wnioskuj B.

106. 2 A wnioskuj VxA.

107. Vx(A - B) » (VXA » ¥xB).

Przyjeto, ze w jezyku wystepuje implikacja, negacija, kwanty-
fikator ogélny, zmiennie i symbole predykatéw. Reguia 106 moze
byé ograniczona jedynie do aksjomatéw, natomiast schemat 102 mo-
Ze byé uproszczony do postaci A - VxA(x ¢ Var(a)).

Istota zaproponowanego przez Meyera i Lamberta podejscia do
teorii kwantyfikacji jest sposéb potraktowania zmiennych. Zmienne
wolne, na ktére mozna patrzeé jak na state indywiduowe (nazwy in-
dywidualne) nie muszg realizowaé sie w dziedzinie interpretacji
realnej, za$ zmienne zwigzane kwantyfikatorami przebiegajg tylko
zbidér obiektéw realnych - dziedzing realna. Dlatego tez formuly
VXP(x) » P(x), P(x) + 3xP(x) nie s3 tezami systemu. Mostowski,
ktéry réwniez dopuszczai, zeby formuly otwarte byly prawdziwe lub
faiszywe, przyjal inny punkt widzenia. W kazdej formule otwartej
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interpretowat on zmienne wolne jako nazwy obiektéw dziedziny re-
alnej; dlatego w jego teorii wymienione formuiy sg tezami.

III

Przedstawimy teraz pewna koncepcje inkluzywnej teorii kwanty-
fikacji, ktéra ma wiele cech wspélnych z teorig Meyera i Lamberta,
jest jednak mniej rozbudowana w warstwie semantycznej. U podstaw
tej teorii lezg uboZsze zalozenia ontologiczne, postuluje sie bo-
wiem istnienie jedynie dziedziny realnej obiektéw, podczas gdy
semantykq¢ uniwersalnie wolnej logiki Meyera i Lamberta buduje sie
na podstawie pojeé dziedziny realnej i dziedziny nominalnej. 2a-
miast trzech réznych definicji interpretacji, ktére wystepuijg w
teorii Meyera i Lamberta (interpretacji realnej, interpretacji
nominalnej i punktu logicznego) bedziemy posiugiwaé 'sie inter-
pretaciami jednego rodzaju, okreSlonymi nad dziedzing realns.
Nie utracimy jednak korzysci, ktére w uniwersalnie wolnej logice
piyng w wielcsSci typéw rozwazanych interpretacji i mozliwosci po-
stugiwania sie kilkoma pojeciami prawdziwosci 1lub poprawnosci.
Intuicje Meyera i Lamberta dotyczace réznych sposobéw rozumienia
prawdziwosci (badZz poprawnosci) moga byé odtworzone w prezento-
wanej tu teorii jako pewne przypadki okreslenia prawdziwosci w
réznego typu strukturach. Nie bedziemy szerzej dyskutowaé¢ tego
problemu, gdyZz naszym celem jest jedynie sformutowanie teorii
kwantyfikacji, a wigec okreslenie logiki, przez ktérg rozumiemy
operacje konsekwencji, a te mozna zdefiniowaé na podstawie po-
jecia interpretacji.

Przyjmiemy ogdlnie, Ze kazda interpretacja (i struktura réw-
niez) zadana jest nad pewng algebrg czesciowg i zdefiniujemy dwie
inkluzywne operacje konsekwencji semantycznej: jedna okreslona
bedzie przez klase wszystkich interpretacji zadanych nad algebra-
mi czeSciowymi, druga natomiast przez interpretacje zadane nad
algebrami. Obie operacje konsekwencji zostana scharakteryzowane
aksjomatycznie. 5

Nie bedziemy zakladaé¢, Ze w rozwazanym przez nas jezyku ist-
nieja wyréznione symbole predykatéw: istnienia badZ identyczno-
§ci. Wymienione predykaty mozna scharakteryzowaé semantycznie i
aksjomatycznie, Jjednak, inaczej niz w uniwersalnie wolnej logice
przedstawiona przez nas aksjomatyka dla inkluzywnej teorii kwan-
tyfikacji jest wolna od uwiklania wyrdznionych predykatdw.
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Przypu$émy, Ze pewna interpretacja ¥ jest zadana nad algebra
czeSciowg . Wezmy pod uwage zdanie P(e), gdzie P jest symbolem
predykatu l-argumentowego, natomiast e Jjest stalg indywiduowg
rozwazanego jezyka pierwszego rzedu (e moze byé traktowane jako
symbol operacji O-argumentowej). 2astanéwmy sie nad sposobem o-
kreslenia prawdziwosci zdania P(e) przy interpretacji 9. W inter-
pretacji ° symbol P realizuje sig jako pewna relacja l-argumento-
wa na zbiorze M - nosniku algebry «£M; oznaczmy te relacje p?. Ppo-
niewaz o jest algebra czeSciowa, kazdy symbol operacji n-argumen-
towej realizuje sie w b jako dziatanie cze$ciowe n-argumentowe w
zbiorze M; dzialanie odpowiadajqce symbolowi f oznaczaé bedziemy
£ W szczegolnosci mamy do czynienia z dziataniami czeSciowymi
O-argumentowymi., Kktdére albo sj okreslone jako element dziedziny
M, albo teZz nie sg okreSlone w ogdéle. Ustalenie prawdziwosci zda-
nia P(e) w przypadku, gdy e jest okreslone (i jest elementem
zbioru M) polega na sprawdzeniu, czy eMe p7?. Jednak w przypadku
gdy e nie realizuje sie w M jako element zbioru M (tzn. e# nie
jest okreslone), prawdziwos¢ badz falszywo$é zdania P(e) (w in-
terpretacji ) musi by¢é ustalona w inny sposéb. Przyjmiemy, ze
wartos¢ logiczna zdania P(e) zadana jest wéwczas przez pewna kon-
wencjg okreslong w interpretacji .

Konwencje, o ktérych mowa, powinny umozliwiaé m. in. ustale-
nie wartosci logicznej wszystkich zdan postaci P(n), gdzie n jest
dowolng nazwag nieoznaczajjca rozwazanego jgzyka. Na konwencje na-
Ytozymy tylko jeden warunek, Kktdéry w tym miejscu sprébujemy wyjas-
ni¢ na przyktadzie. WeZmy pod uwage dwie nazwy postaci f(el) q.
f(ez) (f jest symbolem funkcji l-argumentowej, natomiast e i e,
sq symbolami funkcji O-argumentowych, f mozemy wigc traktowaé ja-
ko funktor nazwotwdrczy od jednego argumentu nazwowego, zas ey,
jako nazwy). PrzypusSémy, ze w algebrze czesciowej il dziatania

p L egL sa okreslone (sg to elementy zbioru M) i ponadto éf =

e
e

e

natomiast f# (funkcja czeSciowa l-argumentowa) nie jest o-
kreslona na elemencie e:w. Obie nazwy f(el) i f(ez) sa wol nazwa-

mi nieoznaczajacymi, przyjmiemy jednak, ze nie sg one odrdznialne
ze wzgledu na jakgkolwiek konwencje obowigzujgcqg w dowolnej in-
terpretacji 7} nad algebry czesciowg di.

Przystapmy obecnie do sformalizowania przedstawionych wyzej
intuicji.

Dla dowolnego zbioru X, X* oznaczaé bedzie zbidr wszystkich
ciagdéw skonczonych elementdw zbioru X. Ciag jednoelementowy, kté-
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rego elementem jest a oznaczaé bedziemy réwniez symbolem &, €o
nie powinno prowadzié do nieporozumiefi. 2ZXozenie dwéch ciggéw «,
B e X* oznaczamy a . Typem funkcyjinym nazywac
bedziemy pare (F, o), gdzie F jest dowolnym zbiorem, natomiast o
jest funkcja ze zbioru F w zbiér liczb naturalnych. Po1ézmy Fn =

= {feF s olf) =°n}j Fn nazywa¢ bedziemy zbiorem symboli fun-

keji n-argumentowych, Fo nazywamy zbiorem stalych. T y p r e-
lacyijny - definiujemy podobnie jak typ funkcyjny.

Algebra czes8ciowa typu t = (F, o) nazywamy
zbidér M wraz z funkcjqa ¢ okreslona na zbiorze F: jedli f e L
to ¢(f) jest dziataniem czeSciowym n-argumentowym w 2zbiorze M.
Jesli M = (M, ¢) jest algebryq czesciowa i fe€ F, to zamiast @(f)
bedziemy pisaé £, Algebre czgsciows nazywamy algebra, jesli dla
katdego fe F, £ jest dziataniem wszedzie okre$lonym. Nie wyklu-
czamy przypadku, Ze nosnik algebry lub algebry czesciowej jest
zbiorem pustym.

Jezykiem termoduw nazywamy pare (Var, o)
gdzie v = (F, o) Jjest typem, za§ Var - zbiorem takim ze varnf = @.
Zbidr termow dla jezyka terméw (var, 1) oznaczamy ¢ (Var, 1),
(termy okreslamy jako ciagi: T (var, t)c (Varu F )*; przyjmujemy
tu znang definicje zbioru 7 (var, t). 2biér Var nazywamy zbiorem
zmiennych dla jezyka terméw (Var, t). Dla termu t e Jivax, 1),
Var(t) oznaczaé¢ bedzie zbiér wszystkich zmiennych wystgpujacych
w t (t jest ciggiem). Bedziemy pisaé t = t(xo, e xﬂ-l) dla
wyrazenia faktu, ze Var(t) c (xo, <is xn-l} i Xge woes X1 Sa
wzajemnie rézne.

Niech (Var, t) begdzie jezykiem terméw, natomiast o = (M, @)
algebrg czgsciowg typu 1. Waluac ja w b nazywamy dowol-
ng funkcje czesciowa ze zbioru Var w zbiér M. 2bidr wszystkich
waluacji w b oznaczamy Val (var). Jesli se Valy(var), to &m(s)
oznacza¢ bedzie dziedzine waluacji s. Niech se Vaku(Var), xevar,
ae M; wodwczas s[g] jest waluacja zdefiniowang nastepujgco: dla

X _ ¢(S(x), gdy y # x
vevar: s[3](y) = (a, o g v

Dla te I (var, 1), seVal“(Var) zdefiniowaé mozna wartosé
termu t przy waluacji s, oznaczamy jq t% S; t*% S ey 1up t %S
nie jest okreslone. Pominiemy tutaj definicje £ 8y ktérg tatwo
jest zbudowaé. Nieokreslonosé t™ S moze byé wynikiem tego, ze
g (dla feF) sag dziataniami czeSciowymi 1lub tez byé konsekwen-
cja tego, ze s jest funkcija czesciowy.
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Niech (V, 1) bedzie jezykiem terméw, natomiast ok = (M, ¢ ) al-
gebrg cze$ciowg typu 1. 2definiujemy teraz zbidér ‘.TM(V), elementa~-
mi ktérego bgdq zardwno elementy zbioru M, jak réwniez nazwy nie-
oznaczajace. 2biér Tu (V) Jest zasadniczym elementem prezentowa-
nej konstrukcji i posiuzy nam péiniej do okreslenia interpretacji.
Elementy zbioru ‘J’“‘(V) sq ciggami elementdéw ze zbioru MuVulF (tak
wige Ty (V) ¢ (MuVulF)* i beda one budowane podobnie jak termy.
Przyjmiemy dla uproszczenia, 2e zbiory M i Vu F sq roziaczne,
w przeciwnym wypadku kazdy element zbioru M nalezaioby zaopatrzyc
w indeks pozwalajgcy wlasciwie go zinterpretowaé. Kazidy element
zbioru V bedziemy traktowaé jako pewne nazwe nieoznaczajgcy.

Majgc juz teraz na uwadze pdiniejszg definicje interpretacji,
wyjasnijmy, 2e 2zbidér V bedzie tam wystepowal jako czg$¢é wigksze-
go zbioru Var (tzn. V ¢ Var); zmienne ze zbioru Var \V, w odréz-
nieniu od zmiennych ze zbioru V, bedgq interpretowane jako elemen-
ty dziedziny (zbioru M).

1) Jesli a e M, to ae T (V) -

2) JeSli x eV, to Xe T (V).

3) Niech f € IFn, 50, P14 7 sn_l 13 ‘::S“(V). wowczas:

a) jesli So' v ay ‘Sn-l €eMmMiLt (So, o A Sn_l) jest okre-~
&lone, to (s, ..., B _;) € Tyv),

b) jesli &, ..., S, €M1 fUB,, ..., 8 ;) nie jest

okreslone, to f&o, ol S ‘Bn-l € :rw(v),
c) Hesli %, ¢ M dla pewnego k(O<k<n), to £& ... & _ € L(V).

Zauwazmy, ze w definicji tej punkt 3a jest zbedny ze wzgledu
na punkt 1. Na zbiorze T, (V) okreslié mozna strukture algebry
typu t - algebre te oznaczaé¢ bedziemy symbolem _@(V). Przyjmujemy
ze dziatania w algebrze 7, (V) zdefiniowane sga w sposéb okreslony
w punkcie 3 definicji zbioru 7, (V). Algebra czgsciowa A  moze
byé utozsamiana z relatywna podalgebrg algebry 7, (V). Poldzmy
Ta = Ty(®). Algebra Ty(= Ty (9)) ma bardzo interesujace wiasno-
Sci ( izomorficzna z nig algebra, bedaca rozszerzeniem algebry
czesciowejdl, zdefiniowana jest przez G. Gratzeran). Zauwazmy, ze
jesli 4 jest algebrg, to M mozna utozsamiaé z algebrs _‘:I_;“

Niech t € 7 (var, 1), s e Valfu(Var) i niech Var\ 8m(s) ¢ V.
zdefiniujemy t<% S e 7, (v).

21 Gritzer, op. cit., s. 84-90.
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(s(x) , gdy x € dm(s)

<chy S> _
Var. Wéw x =
L RRGRiN Ao FSE bl X, gdy x € Var\&m(s)c V.

2) Niech fe F, t,, «.., t 4 € T (Var, 1). Wéwczas (fty ..

<y, s> _ Ty (V) <, s> <M, s>
tn-l) f ‘ol (to v e tn-l 1%

Zauwazmy, ze t““' S2e M wtw t‘u'" jest okreslone (wéwczas

t«u, s> _ tdl, s).

Przejdimy teraz do opisania jezyka i zdefiniowania interpreta-
cji. Niech  bedzie jezykiem pierwszego rzedu zadanym przez:
1) typ funkcyjny v = ([, °~r)'

2) typ relacyjny p = (R, Oe):

3) zbidér Var - zmiennych indywiduowych wolnych (przyjmujemy, ze
Var jest zbiorem nieskoficzonym),

4) zbiér Vb - zmiennych indywidualnych zwigzanych (Vb jest réw-
niez zbiorem nieskornczonym),

5) zbidér trzyelementowy {C, O, V} (C nazywamy symbolem implika-
cji, O - symbolem zdania falszywego, V - symbolem kwantyfikatora
ogdlnego).

Przyjmiemy, 2e zbiory F, R, Var, Vb, {C, O, ¥V} sg roziaczone;
kazda formuta jezyka £ jest ciggiem elementédw wymienionych zbio-
réow. Definicji zbioru formui - For({) = nie bedziemy tu przytaczad;
poniewaz jednak odrézniamy zmienne wolne od zwigzanych podamy je-
dynie fragment tej definicji, ktory pozwala budowaé formuily przy
uzyciu kwantyfikatora:

1) jesli aeFor(L), xeVar, E€ Vb 1 £ nie wystepuje w a, to

Ve a[%] € For (),
2) u[%] oznacza tu cigg powstaly w ciggu a przez zastapienie

elementu x elementem E; podobnie mozna zdefiniowaé a[% dla
teJ (var, 1).

W dalszej czesci pracy operujgc formuiami postaci Vgu[g] nie
bedziemy jawnie przytacza¢ warunku, Ze E nie wystepuje w formule
a, atwo bowiem mozna warunek ten dopisaé wszedzie tam, gdzie jest
on konieczny. 2amiast Cap bedziemy pisaé¢ (a»B). Nawiasy, podob-
nie jak znak "+", bedg peinily role pomocnicza.

I ntexrip rie t.aciiainy jezyka £ zadana jest przez:

1) algebre czesSciowg dl typu T,

2) waluacije squalw(VAr) (po1dzmy N 88 var\ &m(s,),

3) funkcje ¥ okreslong na zbiorze R: jesli Pe Rn' to Y(P)
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jest relacjy (peing) n-argumentowg w zbiorze Vm(v‘?). Zamiast Y(P)
bedziemy pisaé P%; P? = (Pz, p?).

Dla interpretacji 9% i dowolnej formuly ae For (L) okreslimy
a?e (0, 1}. Wczeéniej jednak podamy definicje a®® dla dowolnej
waluacji se VAI“(Vu) takiej, ze var\ $m(s)c V.;.

Uh R o B VB e L e TRy R 0 R e,
210 =0,
N (a+p) BS=1 wew o S=0 1w ¥ 5 =1,
X
4) (vga[é])'}’ 8 =1 wtw dla kazdego ae M; 07' s(al - 1

Poldzmy a? = o HEY jesli a? =1, to formuie «a nazywamy
speiniong w interpretacji }.

Przyjmijmy nastepujgcq definicje semantycznych relacji konse-
kwencji. Niech K bedzie klasa interpretacji. Klasa IK wyznacza
nastepujgcg relacje konsekwencji w jezyku J:

1K
dla AcFor(d), aeFor(L); A=a wtw dla kazdej interpre-

tacji Y e K jesli {p¢:Be A}g {1}, to a? = 1.
Interesowaé nas beda nastepujgce cztery semantyczne relacje
konsekwenciji:

1) konsekwencja = wyznaczona przez klase wszystkich inter-
pretacji (klasa "nt),

2) konsekwencja ¥ wyznaczona przez klase wszystkich inter-
pretaciji Y = (M, s,r ¥) takich, ze M jest algebrg (klasa ‘nt*),

3) konsekwencja 2 wyznaczona przez klase wszystkich inter-
pretacji P} = (M, Sqr ¥) takich, ze Sey jest waluacjg peing, tzn.
®m(sy) = var (klasa %4nt®),

4) konsekwencija 2 wyznaczona przez klase wszystkich inter-
pretacji % = (M, s?, ¥) takich, ze  jest algebrg, natomiast Sey
jest waluacja peina (klasa Ynt®).

Zauwazmy, ze warunek 2zadajacy, zeby S byto waluacja peing
wyklucza interpretacje o dziedzinie pustej. Konsekwencje = i %2
sg inkluzywne; jes$li |F° # @, to warunek, zeby 4 byio algebrg
réwniez wyklucza dziedzine pustsy, jest to jednak wykluczenie na-
turalne. Konsekwencja 2 jest standardowg relacja konsekwenciji.

Nastepujace warunki wyznaczajg w jezyku syntaktyczng relacje
konsekwencji ~

Al) jesli a jest formulg tautologiczng, to + a,
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A2) ~VE(a + B) [35‘-] + (vE ¢![7-;] + Vg 9[%])»
A3) ~a + VE a[-g], o ile x & Var(a) (wéwczas a[g] = a),
Ad) r—Vv)(V;a[!é]) [%] + VE (Vn a[%]) [35"].
£ X1 L o%1 [,
AS) -vn(vg afg] + alg]l [(§]
A6) jesli -a, to ~VEa[¥],

A7) {a - B, a} = B.

Status reguly A6 jest inny niz reguly A7. Podczas gdy A7 jest
reguta konsekwencji ~ , reguia A6 nie wyprowadza jedynie poza

zbiér tez (mozZna zreszta ograniczyé stosowanie A6 tylko do aksjo-
) @

matow). Niech teraz konsekwencje ¥ , - i +~ bedg wyznaczone wa-
runkami Al-A4, A6, A7 1 odpowiednio warunkiem ASx, RS As®:
X x X1 L o[X1) (Yo Yn-1
A5)T R ¥np (e (Vo (VE a[F] + alE]) [UOJ)...) [U_;__l]. dla
t= t(Yo, ceer Yooq)o

as5)° © vg a[g] - a[%],

® X X
A5)® 2 vg a[E] + afg).
Zauwazmy, Ze w obecnosci warunkéw A5° 1lub A5® mozna pomi-

naé A4.

2definiowane aksjomatycznie relacje konsekwencji odpowiadajg
tym, ktére wczesniej okre§lilismy semantycznie tzn.: = E N,
’X_zﬁ"(_):ﬁ"!___g.

Dowéd wymienionych powyzej twierdzen o peinosci zostanie
przedstawiony w nastepnej pracy po$wigconej prezentowanej tu teo-
rii. Bedq tam réwniez oméwione pewne interesujjce kwestie zwigza-
ne z dotgczeniem do rozwazanego tu jezyka, symboli wyrdznionych
predykatéw: istnienia i identycznosci. Istnieje kilka mozliwo-
§ci semantycznego i aksjomatycznego scharakteryzowania tych pre-
dykatéw; dlatego tez, byé moze, wiasciwiej byZoby méwié o kilku
rodzajach identycznosci badZ istnienia.

Przystapmy teraz do okreslenia struktury. Struktura
typu (T, 8) (t Jjest typem funkcyjnym, p - typem relacyjnym) na-
zywaé¢ bedziemy pare (i, 6) taky, ze M jest algebrg czesciows
typu v, natomiast 6 jest funkcjg okresSlona na zbiorze R : jesli
PeIRn, to 8(P) jest relacjg czesSciowa n-argumentowg w zbiorze T:ﬂ.'



44 Andrzej Nowicki

Jesli 9% = (M, B) jest strukturg i PeR to zamiast 6(P) bedziemy
pisa¢c p%; % = (23, pd).

Interpretacje ¢ = (oM, Sop ¥) Jjezyka £ nazywaé bgdziemy uzu-
peinieniem struktury 4 = (M, 6), jesli dla kazdego PeR: Péc Pz i

PE & P?. Zbiér wszystkich interpretacji bedacych uzupeinieniem
struktury oznaczamy Ynt(4§). Potézmy Ynt°(4) = Ynt(4) n 4nt°.

Zbiér formul prawdziwych w strukturze 4 zdefiniowaé mozna o-
pierajac sig na pojeciu speitniania w interpretacjach ze zbioru
Ynt(4) 1lub tez ze zbioru 7nt°(é). Rozpatrywaé mozZna pewne wy-
réznione klasy struktur, m. in.: 1) klase struktur 4 = (M, 8) ta-
kich, ze 4 jest algebra (wéwczas Tu = M), 2) klasy struktur § =
= (M, ©) takich, ze dla kazdego P e R,: a) P3 jest relacjg peilng
na zbiorze 7, (tzn. B u P? =g70) b) M"c Pu RS, c) Plu Pt M, 2a-
uwazmy jeszcze, %e prawdziwo$é formuly w strukturze 4 definiowaé
mozemy réwniez na podstawie silnej tréojwartosciowej logiki Kle-
ene‘go i jest to do&é naturalna logika dla rozwazanych przez nas
struktur. Wspomniane powyzej wielorakie mozliwosci okreslenia
prawdziwosci w strukturach i mozliwo$é ograniczenia sie do pewnej
klasy struktur powoduja, ze wystepujgce w uniwersalnie wolnej lo-
gice Meyera i Lamberta rdéine pojecia interpretacji i prawdziwosci
daja sig zrekonstruowaé w przedstawionej tutaj teorii.

Warto by¢ mozZe zauwazy¢, 2ze rozwazanie nazw nieoznaczajacych
w jezyku pierwszego rzedu przynies$é moze okreslone korzysci. 2zda-
nia o przedmiotach nieistniejgcych, w szczegdlnosci zdania
stwierdzajgce istnienie bgdZ nieistnienie pewnych przedmiotéw mo-
93 by¢ wéwczas formulowane w jezyku przedmiotowym. Jako przykiad
wezmy jezyk teorii mnogosci z symbolem € i potraktujmy kazde wy-
razenie postaci {f : a[%]} jako nazweg. Przyjmijmy, ze aksjomatem

teorii jest kazda generalizacja formux postaci Vq((me{g: al%l})++
++a[%]). Potéimy ap = {E:E ¢ E} (zbidr Russella). Otrzymamy
wowczas Vn(n eap + N ¢ n). Wykorzystajmy teraz nastgepujgcy sche-
mat aksjomatéw: vns[ﬁ] + (E!(m) - B[ﬁa), gdzie m jest dowolng na-
zwq rozwazanego jezyka; poidzmy B = (y € Ap v Y ¢ Y), natomiast
m = ap. Dostaniemy stad: 1 E!(aR). Powyzszy przyktad pokazuje,
ze w omawianej teorii kwantyfikacji, inaczej niz w teorii stan-
dardowej, nie musimy sie obawiaé, ze wprowadzanie do jezyka pew-

nych wyrazen nazwowych moze spowodowaé sprzecznoéé teorii; wpro-
wadzenie do jezyka nazwy m jest niezalezne od przyjecia zaiozenia:
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E!(m). W naszkicowanej powyzej '"teorii mnogosdci'", mozna zdefinio-
waé np. @ = {E: O} nie otrzymamy stad jednak tezy: E!(®) istnie-
nie zbioru pustego musimy zagwarantowaé oddzielnym aksjomatem.
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ON THE INCLUSIVE THEORY OF QUANTIFICATION

The first part of this paper presents the fundations and some properties
of the inclusive theory of quantification and analyses the relationship be-
tween inclusive and standard quantification theory. Some arguments concerning
application of the inclusive theory instead of the standard theory have been
discussed too. The second part of the article presents some versions of the
inclusive theory of quantification formulated by: Mostowski (1951), Hailperin
(1953), Quine (1954), Meyer and Lambert (1968).

In the third part, a new conception of the inclusive theory of predicates
has been presented. This conception is based, anallogicaly to Meyer and Lam-
bert theory, on the idea of undrsignating names ‘the first-order language.
Four consequence relations have been semantically defined, and the way, how
the fundations concerning realizing in the domain of individual names condi-
tion the form of the quantification theory has been presented. The disscused
consequence relations have been axiomatically characterised. The only diffe-
rence between the axiomatics is the way of dealing with the formulas of the
following type: vxa - a[%] » where t is the name (term) of the first-order

language.



