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PROBLEM DOBORU POCZATKOWEGO ROZKLADU
PRAWDOPODOBIENSTWA PRZY SZACOWANIU REZERW
NA NIEWYPLACONE ODSZKODOWANIA 1 SWIADCZENIA

1. WPROWADZENIE

Rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe sg istotnym elementem gospodarki
finansowej zakladéw ubezpieczen, a ich wyznaczenie jest jednym z podstawo-
wych zadan ubezpieczyciela. Obecne przepisy prawne zobowiazujg zaklady
ubezpieczeniowe do tworzenia i ujmowania w bilansie o§miu rodzajéw rezerw
techniczno-ubezpieczeniowych'.

W ubezpieczeniach majatkowych rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe
dzieli si¢ na trzy grupy w zaleznosci od ich pochodzenia:

1) rezerwy skladek,

2) rezerwy na niewyplacone odszkodowania i $wiadczenia zwane rezerwa-
mi szkod,

3) rezerwy mieszane i inne.

W zakresie rezerw na niewyplacone odszkodowania i $wiadczenia, czyli
rezerw szkod, wyodrebnia sig¢ trzy rezerwy:

1) rezerwg na niewyplacone odszkodowania i §wiadczenia za szkody i wy-
padki zaistniale i zgloszone,

2) rezerwe na szkody i wypadki zaistniale i niezgloszone,

3) rezerwe na koszty likwidacji szkdd.

Rezerwa szkdd jest obliczana na koniec kazdego okresu sprawozdawczego
i jest podawana z podzialem na rok powstania szkody’.

Celem pracy jest poznanie uwarunkowan doboru poczatkowego rozktadu
prawdopodobienistw w metodzie mnoznikowej szacowania rezerw szkod. Dobor
ten powinien uwzglednia¢ rozktad prawdopodobienistw jak najmniej roznigcy sig
od rozktadu wyznaczonego na podstawie danych historycznych. Przyjmuje si¢

* Dr, Katedra Metod Statystycznych UL.
"J.Monkiewicz(red.), Zarzqdzanie finansami ubezpieczen, Poltext, Warszawa 1999.
2 Ibidem.
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bowiem zatozenie o wzglednej stabilno$ci rozktadu prawdopodobienstw wypflat
w czasie.

1. METODA MNOZNIKOWA SZACOWANIA REZERWY SZKOD
(THE MULTIPLICATIVE METHODS)

Przedstawiona w pracy metoda wyznaczania rezerwy na niewyplacone od-
szkodowania i $wiadczenia opiera si¢ na budowie trojkata szkod zaprezentowa-
nego w tab. 1.

Tabela 1l

Trojkat skumulowanych platnosci

Rok powstania Rok wyplaty odszkodowania (/)
lub zgloszenia szkody (7) 1 2 3 k
Cy Cy C3 Cik
C2| C22 C23
&1 Cy
k Cri

Jesli C; oznacza faczng (skumulowang) kwot¢ odszkodowan wyptaconych
do roku j, odpowiadajacg szkodom powstalym w roku 7, to skumulowane sumy
odszkodowan wynosza

J
Cy= Zcih (1)
h=1

gdzie ¢, jest kwota odszkodowania wyplacana w roku A, odpowiadajaca
szkodom powstatym w roku 7.

W pierwszej kolumnie tab. 1 znajduja si¢ lata powstania szkody (najczesciej
jest to rok kalendarzowy), w kolejnych kolumnach mamy skumulowane wyplaty
odszkodowan w kolejnych latach od roku powstania szkody. Nad gléwna
przekatna trojkata szkod sg kwoty wyplaconych odszkodowan (na podstawie
danych historycznych), wartosci wyplat pod gléwnag przekatng sa nieznane
i nalezy je oszacowaé’.

7S, Wieteska, Rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe zakladéw ubezpieczen majgtkowo-
osobowych, Branta, Bydgoszcz-1.6dZ 2004,
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Oznaczmy przez R, rezerwe na niewyplacone odszkodowania i §wiadczenia
za szkody powstale w roku i oraz przez C,, laczna, nieznang kwotg¢ odszkodo-
wan za szkody powstale w roku i. Wowczas cala rezerwa na koniec roku &

wynosi

sl Z R; = Z(Ciuo e Ci,k—i+l) (2)

i=1 i=1

Gléwnym celem przedstawianych metod jest oszacowanie Ci,, i = 1, 2,
..., k, oraz rezerwy R. Niech C;,, bedzie estymatorem Cy,, R, estymatorem R;
oraz R estymatorem R. :

Zakladamy, ze wartos¢ C,, jest dana lub w przyblizeniu réwna C;.

Niech c¢; oznacza kwotg odszkodowari wyplacang w roku j za szkody
powstale w roku i, x; calag kwotg odszkodowan za szkody powstale w roku 7,
oraz p; oznacza odsetek calej kwoty odszkodowan x; wyplacanych w roku j
(j = 1, ..., k). Zakladamy, ze zmienne losowe c; sa niezalezne oraz rozkiad
{pj:j=1, ..., k} jest stabilny w czasie. Wowczas

cy=X,D; 3)
Estymatory ¥;, p, wyznacza si¢ jako minimum funkcji Lagrange’a’
k
Lhtob)= (b -y P+ 4 Db, -1 4)
iJ j=1

Otrzymujemy uklad réwnar

Brinida ) -
—é§=2;(x,pj—cy)pj—0
AL e /
<éﬁ—j=2§kx,pj—c,-j)xi+l=0 5)
2 p;=1=0
( J=1

Rozwigzujac uktad (5) otrzymujemy

1. Lemaire, Automobil Insurance, Actuarial Models, Kluwer Academic Publishers, Bos-
ton 1985.
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A'=j=] 4 ,'=],_”,k (6)

ﬁj—'—- ’=/1 ’ j=1"°-’k (7)
28
i=1
k
> p=1 (8)
j=1
J=h+l

3. WYBOR ROZKEADU PRAWDOPODOBIENSTWA WYPLAT
W POSZCZEGOLNYCH LATACH

Przyjmijmy, ze rozklad skumulowanych wyplat przedstawiono w tab. 2
oraz zalézmy, ze estymowana dla kolejnego roku skumulowana wyplata wynosi
154 j.p. Wyznaczymy rezerwe szkod.

Tabela 2

Trojkat skumulowanych platnosci C;

! J
1 2 3 4
] 30 80 120 140
2 4 110 165
3 65 156
4 65

Zr6odto: ). Lemair e, Automobil Insurance, Ac-
tuarial Models, Kluwer Academic Publishers, Boston
1985.
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W celu oszacowania rezerw szkdd dla poszczegdlnych lat przedstawiong
metoda nalezy dobra¢ poczatkowy rozklad prawdopodobienstwa {p; : j =1, ..., k}
wyplat. Jednak nalezy zadaé pytanie, czy wybor poczatkowych prawdopodo-
bienstw moze by¢ dowolny.

W pracy rozwazono cztery warianty poczatkowych rozkladéw prawdopo-
dobienstw wyplat:

e (wariant 1) poczatkowe prawdopodobienstwa wyplat sa rowne procentom
wyplat za szkody powstale w pierwszym okresie tab. 2;

e (wariant 2) poczatkowe prawdopodobienstwa wyplat sa dowolne, malejace;

e (wariant 3) poczatkowe prawdopodobienstwa wyplat sa dowolne, rosnace;

e (wariant 4) poczatkowe prawdopodobienstwa wyplat sa dowolne.

Wariant 1. Przyjmijmy, Zze procent wyplat w poszczegdlnych latach ma
nastgpujacy rozklad poczatkowy (wariant 1 — przyjete prawdopodobienstwa sg
réwne procentom wyplat za szkody powstale w 1. roku, tj. py = 30/154 = 0,19
itd.): p1 = 0,19, p, = 0,32, p; = 0,26, p, = 0,13, ps =0,1. W tab. 4 przedstawiono
szacowane za pomocg wzordéw (6) i (7) wartosci x; oraz p;.

Tabela 3
Wartosci ¢; wyplat w roku j za szkody powstate w roku 7
Rok wypla )
Rok powstania szkody (i) i
1 2 3 4 o0
1 30 50 40 20 14
2 44 66 55
3 65 91
4 65
Zr6dlo: jak do tab. 2.
Tabela 4

Estymowane wartosci )'E,- oraz i)j (p1= 0,19, p,=0,32, p;= 0,26, p4= 0,13, ps=0,1)

. Numer iteracji
Zmienna
0 1 2 3 1 5 6 7 8 9

2 0,19]0,201 910,205 9 {0,207 1] 0,207 5|0,207 6| 0,207 6 { 0,207 6| 0,207 6 | 0,207 6
P2 0,3210,308 70,3054 10,304 510,304 30,304 2|0,304 20,304 2| 0,304 20,304 2
P 0,260,258 7|0,256 20,255 20,254 80,254 7| 0,254 60,254 6| 0,254 6| 0,254 6
Pa 0,13{0,129 10,127 7{0,127 10,126 9[0,126 80,126 80,126 80,126 8| 0,126 8
Ps 0,1]0.090 4 {0,089 40,089 00,088 80,088 80,088 80,088 8| 0,088 8| 0,088 8
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Tab. 4 (cd.)
X 154,94 | 156,66 | 157,35 | 157,61 | 157,70 | 157,72 | 157,73 | 157,73 | 157,73
X3 212,42 | 214,24 | 215,11 | 215,42 | 215,52 | 215,55 | 215,56 | 215,56 | 215,56
X3 299,42 | 302,92 | 303,49 | 303,55 | 303,55 | 303,55 | 303,55 | 303,55 | 303,55
X4 342,11 321,90 | 315,65 | 313,80 | 313,26 | 313,10 | 313,05 313,05 | 313,05
5
Zp, 1 (0,988 7(0,984 6|0,9829]0,9823(0,9821(0,982 00,982 00,982 00,982 0
i=1

Zr6d1to: obliczenia whasne.
Tabela 5

Estymowane wartosci ('5,]- wyplat w roku j za szkody powstate w roku / (wariant 1)

Rok powstania szkody (7) SRl MERIY )
| 2 3 4 0
1 32,74 47,98 40,16 20,00 14,00
2 44,75 65,57 54,88 27,33 19,14
3 63,00 92,34 77,28 38,49 26,96
4 64,99 95,23 79,70 39,69 27,80

Z 1t 6d1o: obliczenia whasne.

Na podstawie danych z tablicy 2 i 5 oraz wzoru (9) wyznaczamy warto$ci
estymatorow ', oraz rezerw:

Clo =140+14 =154, R =14,
C e =165+27,33+19,14 = 211,47, R, = 46,47,
C3. =156+ 77,28 + 38,49 + 26,96 = 298,73, Ry =142,73,

A

é4w =65+95,23+79,70 + 39,69 + 27,80 = 307,42, Ry =242,42,

Rezerwa na niewyplacone odszkodowania i $wiadczenia wyznaczona dla
wariantu 1 wynosi R = 445,62,

Wariant 2. Przyjmijmy, ze procent wyplat ma nastgpujacy rozklad poczat-
kowy (wariant 2 — dowolne, malejace prawdopodobiefistwa): p; = 0,3, p, = 0,27,
p3=0,23, py=0,15, ps =0,05. W tab. 6 przedstawiono szacowane za pomocg
wzorow (6) i (7) wartosci x; oraz p;.
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Tabela 6

Estymowane wartodci %; oraz p; (p1=0,3, p,= 0,27, p3 = 0,23, ps = 0,15, ps = 0,05)

et Numer'iteracji
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P 0,300 0[0,246 2|0,237 0(0,234 60,233 9(0,233 70,233 6|0,233 6 (0,233 6 (0,233 6
P2 0,270 00,333 910,3402(0,341 6{0,342 0{0,342 20,342 20,342 210,342 20,342 2
D3 0,2300(0,2719(0,282 10,285 10,286 0|0,286 3 {0,286 3|0,286 4|0,286 40,286 4
P4 0,150010,1360(0,1403 {0,141 9(0,142 410,142 60,142 60,142 60,142 60,142 6
Ds 0,050 00,095 2 {0,098 20,099 30,099 7|0,099 80,099 80,099 8{0,099 80,099 8
X 147,01 | 142,58 | 140,97 | 140,46 | 140,30 | 140,25 | 140,24 | 140,23 | 140,23
X2 202,36 | 194,39 | 192,44 | 191,88 | 191,71 | 191,66 | 191,65 | 191,64 | 191,64
X3 270,53 | 269,54 | 269,70 | 269,80 | 269,84 | 269,85 | 269,86 | 269,86 | 269,86
X4 216,67 | 264,00 | 274,26 | 277,11 | 277,94 | 278,19 | 278,26 | 278,29 | 278,29
ip,- 1 1,083 3(1,097 81,102 5] 1,104 0( 1,104 4{1,104 5[1,104 6 (1,104 6| 1,104 6
i=1
Zr6d1o: obliczenia wlasne.
Tabela 7

Estymowane wartosci é,vj wyplat w roku j za szkody powstale w roku i (wariant 2)

Rok powstania szkody (7) RO WP
1 2 3 4 o0
1 32,76 47,99 40,16 20,00 14,00
2 44,77 65,58 54,89 27,33 19,13
3 63,04 92,35 77,29 38,48 26,93
4 6500 | 9523 79,70 39,68 27,77

Z 1 6d1o: obliczenia wlasne.

Na podstawie danych z tab. 2 i 7 oraz wzoru (9) wyznaczamy wartosci es-
tymatoréw C',,, oraz rezerw:

Cloo =140+14 =154, R =14,

C e =165+27,33+19,13 = 211,46, R, =46,46,
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C 3. =156+77,29+38,48+ 26,93 = 298,7, R, =142,70,
C 4o =65+95,23+79,7 +39,68+ 27,77 = 307,38, R, =24238.

Rezerwa na niewyplacone odszkodowania i $wiadczenia wyznaczona dla
wariantu 2 wynosi R = 445,54,

Wariant 3. Przyjmijmy, ze procent wyplat ma nastgpujacy rozklad poczat-
kowy (wariant 3 — dowolne, rosnace prawdopodobieristwa): p; = 0,05, p, = 0,15,
p3=0.23, p4=0,27, ps=0,3. W tab. 8 przedstawiono szacowane za pomocq
wzordw (6) i (7) wartodci x; oraz p.

Tabela 8

Estymowane wartoéci x; oraz p (1= 0,05, p2= 0,15, p3= 0,23, p4= 0,27, ps=0,3)

Numer iteracji
0 1 2 3 4 5 6 7 8
P 0,050 0({ 0,064 5 | 0,0806 | 0,0930 | 0,0993 | 0,101 7 | 0,1025 (0,102 7[0,102 7
2 0,1500] 0,154 5 0,1564 | 0,1545 | 0,1523 | 0,1512 [ 0,150 8 0,150 70,150 7
3 0,2300{0,1933 | 0,1625 | 0,1407 | 0,131 0 | 0,1276 | 0,126 5 0,126 2{0,126 2
P4 0,2700{ 0,173 2| 0,0976 | 0,0729 | 0,0658 | 0,063 7 | 0,063 1 (0,062 9(0,062 9
Ps 0,300 0{ 0,121 3 | 0,0684 | 0,0510 [ 0,046 0 | 0,044 6 | 0,044 1 0,044 00,044 0

Zmienna

Xy 115,45 | 204,82 | 274,51 | 304,03 | 314,04 | 317,20 |318,16|318,16
X3 317,72 | 361,86 | 397,54 | 420,94 | 430,68 | 433,92 |434,93|434.93
X3 676,00 | 651,14 | 628,86 | 618,05 | 614,52 | 613,49 [613,18]|613,18
X4 1300,00 | 1007,53 | 806,74 | 698,75 | 654,31 | 639,10 |634,32|634.32
5

ZPI

i=1

1 10,706 85[0,565 514|0,512 159(0,494 423 (0,488 748(0,486 993|0,487 00,487 0

Zr6d1o: obliczenia wiasne.

Tabela 9

Estymowane wartosci é,j wyplat w roku j za szkody powstate w roku 7 (wariant 3)

Rok powstania szkody (i) ROk Wimie W)
1 2 G L o
1 32,68 47,95 40,15 20,01 14,00
2 44,66 65,54 54,88 27,36 19,14
3 62,97 92,41 77,38 38,57 26,98
4 65,14 95,59 80,05 39,90 27,91

716 d1o: obliczenia whasne.
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Na podstawie danych z tab. 2 i 9 oraz wzoru (9) wyznaczamy wartosci es-
tymatorow C;,, oraz rezerw:

Cio =140+14=154, R =14,

C e =165+27,36+19,14 =211,5, R, = 46,5,

C 3, =156+ 77,38+ 38,57 + 26,98 = 298,93, Ry =142,93,
C 40 = 65+95,59 + 80,05 +39,9 + 27,91 = 308,45, R, =243,45.

Rezerwa na niewyplacone odszkodowania i $wiadczenia wyznaczona dla
wariantu 2 wynosi R = 446,88.

Wariant 4. Przyjmijmy, ze procent wyplat ma nastgpujacy rozklad poczat-
kowy (wariant 4 — dowolne prawdopodobienstwa): p; = 0,08, p, = 0,1, p3; = 0,22,
ps=0,35, ps = 0,25. W tab. 10 przedstawiono szacowane za pomocg wzorow (6)
i (7) wartosci x; oraz p;.

Tabela 10

Estymowane wartosci x; oraz p; (p) = 0,08, p,=0,1, p; = 0,22, ps = 0,35, ps = 0,25)

Numer iteracji

Zmienna

0 1 2 3 4 5 6 q 8 9
P 0,080 00,082 5]0,088 5(0,093 410,095 7|0,096 60,097 010,097 010,097 1]0,097 1
)2 0,100 0(0,120 7{0,1350(0,141 2(0,142 40,142 4|0,142 30,142 30,142 3 (0,142 3
s 0,220 00,179 3(0,1496 (0,130 1{0,1222]0,1199[0,1193|0,119 10,119 1[0,119 1
Pa 0,350 0]0,187 1{0,099 40,068 80,061 5]0,059 80,059 40,059 30,059 30,059 3| .
Ps 0,250 0(0,131 0{0,069 6 {0,048 2[0,043 1]0,041 9]0,041 60,041 5/0,041 5(0,041 5
X 106,89 [ 201,12 | 290,51 | 325,19 | 334,22 | 336,51 | 337,11 | 337,27 | 337,27
X2 342,90 | 400,87 | 434,20 | 451,64 | 458,24 | 460,22 | 460,78 | 460,94 | 460,94
X3 871,95 | 764,91 | 692,23 | 660,31 | 651,62 | 649,70 | 649,29 | 649,20 | 649,20
X4 812,50 | 788,17 | 734,09 | 696,21 | 678,93 | 672,56 | 670,44 | 669,77 | 669,77
i pi 1,000 00,700 6 {0,542 2 (0,481 6 {0,464 80,460 7[0,459 6|0,459 310,459 20,459 2
i=1

Zr6d1o: obliczenia wlasne.
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Tabela 11

Estymowane wartosci é,-j wyplat w roku j za szkody powstate w roku i (wariant 4)

Rok wyplaty ()
Rok powstania szkody (i)
1 2 3 4 o0
1 32,75 48,00 40,17 20,00 13,82
2 44,76 65,59 54,90 27,33 19,12
3 63,04 92,38 77,32 38,50 26,94
4 65.03 95,31 79,77 39,72 27,80

Z 1t 6d1o: obliczenia whasne.

Na podstawie danych z tab. 2 i 11 oraz wzoru (9) wyznaczamy wartosci es-
tymatoréw C,, oraz rezerw:

C o =140+13,82 =153,82, R =13,82,
C 3 =165+27,33+19,12 = 211,45, Ry = 46,45,
C 3o =156+ 77,32 +38,5 + 26,94 = 298,76, Ry =142,76,
C 4o =65+95,314 79,77 +39,72 + 27,8 = 307,6, R, = 242,60.

Rezerwa na niewyplacone odszkodowania i $wiadczenia wyznaczona dla
wariantu 4 wynosi R = 445,63,

4. PODSUMOWANIE

W tab. 12 przedstawiono wartosci rezerw wyznaczone metoda mnozni-
kowa dla czterech wariantow poczatkowych rozkladéw prawdopodobieristw

wyplat.
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Tabela 12

Wartosci rezerw na niewyplacone odszkodowania i $wiadczenia za szkody powstale w okresach:

1,23i4
Metoda mnoznikowa
Rezerwy
wariant | wariant 2 wariant 3 wariant 4
R 14,00 14,00 14,00 13,82
Ry 46,47 46,40 46,5 46,45
k3 142,73 142,70 142,93 142,76
1}4 242,42 242,38 243,45 242,60
R 445,62 445,54 446,88 445,63

Z16d1to: obliczenia whasne.

Oszacowane rezerwy maja podobne wartosci. W tab. 13 przedstawiono
bezwzgledny blad szacunku, przyjmujac za poprawny wariant 1.

Tabela 13
Bezwzgledny blad szacunku
Rezerwy Wariant 2 Wariant 3 Wariant 4
Ry 0,00 0,18 0,00
Ry 0,07 0,03 0,02
R3 0,03 0,20 0,03
Ry 0,04 1,03 0,18
R 0,08 1,26 0,01

Zr6d1o: obliczenia whasne.

Bledy szacunku sa niewielkie dla wszystkich wariantow. Jednak najwigksze
dla wariantu 3. Jest to zwigzane z tym, ze w tym wariancie rozktad prawdopo-
dobiefistw rézni si¢ najwyrazniej od rozkladu wyznaczonego na podstawie
danych historycznych. Nie jest wige spelnione zalozenie o wzglednej stabilnosci
rozkladu prawdopodobiefistw wyplat w czasie. Przeprowadzone badanie
wskazuje na dowolno$¢ doboru prawdopodobienistw, biorac pod uwage wysoko-
$ci szacowanych rezerw. Jednak w wariantach 3 i 4 suma prawdopodobienstw
wyplat znacznie rozni si¢ od jednosci. Najlepiej wypada tu wariant 1 i taki
nalezaloby przyjac.
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W tab. 14 przedstawiono bledy szacunku dla czterech wariantéw obliczone
na podstawie wzoru

Sz\/Z(c,.j—é,j)z (10)

gdzie k jest liczba szacowanych wielkosci rezerw. W tym przypadku k = 11.

Tabela 14

Blad szacunku, wyznaczony na podstawie wzoru (10)

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 4

1,283 1,284 1,286 1,284

Zr6d1o: obliczenia whasne.

Blad jest najwigkszy w przypadku wariantu 3, najmniejszy w przypadku
wariantu 1.

Problem oszacowania rezerwy na niewyplacone odszkodowania i $wiadcze-
nia jest ciagle aktualny i bardzo wazny dla towarzystw ubezpieczeniowych.
Wysokos¢ ustalonej rezerwy ma bowiem duzy wplyw na wyniki finansowe.
Dlatego poprawno$¢ metody jest szczegélnie istotna. W Polsce rozporzadzenie
ministra finansow nie precyzuje metody obliczania rezerwy na szkody powstale,
ale nie wyplacone.

Anna Szymanska

THE PROBLEM OF THE INITIAL SELECTION OF THE PROBABILITY
DISTRIBUTIONS BY ESTIMATING PROVISIONS FOR OUTSTANDING CLAIMS

Technical-insurance reserves are essential elements of insurance companies’ financial econ-
omy and their defining is one of basics insurer’s tasks. Every insurance company at the end of
a given term is obligated to determine and announce the amount of provisions for outstanding
claims. The amount and what follows the correctness of determining the provisions influences
substantially the presented financial result.

The purpose of the paper is selection of the probability distributions in the multiplicative
method the estimating provisions for outstanding claims. This selection should include the
probability distribution possibly most fitting to the distribution defined by historical data.



