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Streszczenie. a-stabilne rozklady prawdopodobiefistwa, bedace uogélnieniem rozkiadow
normalnych, maja waing ceche, nie posiadaja skoficzonej wariancji, ktéra utrudnia stosowa-
nie klasycznego formalizmu matematyczno-statystycznego do wyznaczania w sposob jawny
ich funkcji gestosci prawdopodobienistwa. Miara zaleznosci korelacyjnych nie moze by¢
W takim przypadku opisana za pomocg macierzy wariancji - kowariancji, ktora zostaje
uogélniona przez pewng miare probabilistyczng na sferze. Miara taka nazywana jest miarg
spektralng. W przypadku wielowymiarowych rozkladéw a-stabilnych fundamentalnym zagad-
Nieniem jest ustalenie relacji pomigdzy miarg spektralng a odpowiadajaca jej funkcja gestosci
Prawdopodobiefistwa. W prezentowanym artykule zastosowano metody nieabelowej analizy
harmonicznej do okreslenia miary spektralnej poprzez zastosowanie sferycznych szeregow

Fouriera.

Slowa kluczowe: rozklady a-stabilne, miara spektralna, sferyczne szeregi Fouriera,

1. WSTEP

Rozklady stabilne (w szczegblnoéci rozklady Pareto-Levy’ego, bedace
gléwnym przedmiotem tej pracy) stanowia bogata klase rozkladoéw statys-
tycznych zawierajaca w sobie migdzy innymi rozklady normalne i Cauchego,
83 rozkladami opisujacymi z dobrym dopasowaniem dobrze znane z badan
empirycznych zjawiska znacznej skosnoéci oraz ,.grubych ogonow”. Klasa
tych rozkladéw zostala scharakteryzowana przez Levy'ego (1924), ktory
badat znormalizowane sumy niezaleznych zmiennych losowych o identycznych
rozkladach. Rozklad jest stabilny (x-stabilny), jezeli posiada nast¢pujaca
Wlasnosé (Weron i Weron, 1998): suma niezaleznych zmiennych a-stabilnych
X, oraz X , (o takim samym indeksie stabilnosci ), przy dodatnich
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parametrach a, b, ¢ i d, jest zmienng stabilng, a zatem rozklady takie sa
stabilne wzgledem operacji sumowania:

aX, +bX, = cX +d (1)

gdzie symbol - oznacza, ze zmienne losowe po obydwu stronach réwnania

(1) maja taki sam rozklad prawdopodobienstwa.

Istnieja trzy szczegblne przypadki rozkladow a-stabilnych, dla ktorych
istnieja anmalityczne formy okreslajace ich gesto$¢ prawdopodobienstwa:

1. Rozklady normalne, w ktérych X ~ N(u, 02):

saoe o x — p)?
f(X)—(—zza—_)mexp<—'—E&2_>, dla 0 <X<o00 (2)
2. Rozklady Cauchy'ego, w ktorych X ~ (y, 9):

f(x)=1~l”+(: g A& —@<x<wo 3)

3. Rozklady Levy'ego, w ktérych X ~ (7, d):

y\'2 ] y .
f(X) = <2—7l) (7_5—)”-2 exp( - 2-(;:?)), BdZIe 0<X< (4)

2. JEDNOWYMIAROWY ROZKLAD a— STABILNY

Z uwagi na to, ze w innych przypadkach nie jest znana jawna postaé
funkcji gestosci prawdopodobienistwa, przytoczymy inng definicje zmiennych,
majacych rozklady stabilne w nastgpujacej postaci:

X, b X oXoed, (5)

gdzie X, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, o identycznych
rozkladach. Wielkosci ¢, moga przybiera¢ wartoéci okreslone poprzez
wyrazenie: ¢, =n'” dla a€(0, 2). Podana definicja nie umozliwia jeszcze
parametryzacji rozkladow stabilnych. Mozliwo$¢ taka daje dopiero za-
stosowanie w tym celu funkcji charakterystycznej (dla zmiennej losowej
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dyskretnej) lub tez transformaty Fouriera (w przypadku zmiennej losowe;
typu ciaglego o gestosci f). Funkcja charakterystyczng ¢(t) zmiennej losowej
X nazywamy warto$é przecigtna funkcji e, gdzie ¢ jest zmienng rzeczywista,
a i — jednostka urojong:

A o(t) = E(expitX) (6)
teR

Zastosowanie funkcji charakterystycznej, zdefiniowanej poprzez wyrazenie
(6), do definicji (5) a-stabilnych rozkladow prawdopodobienstwa prowadzi

do nastgpujacej postaci funkcji charakterystycznej:

Eexp(itX) = exp( - |t|® r1 - ip(:an "7“) - (signt)] ) o #1 (7a)

Eexp(itX) = exp(— |t|rl +iﬂ§(signt) -lnltl]), a=1 (7b)

gdzie:

-1) t<0
signt={ 0 ) t=0 (8)
1) t>0

Rozklady stabilne sa opisywane przez cztery parametry: wskaznik stabil-
nosci ae(0, 2), wskaznik sko$nosci — 1< f< 1, wskaznik skali y >0 oraz
wskaznik charakteryzujacy lokalizacje d€ R. Jezeli @ = 2, to zmienna losowa
X ma rozklad normalny. W innych przypadkach, gdy 0 <« <2, otrzymamy
rozklad o ogonach istotnie grubszych niz w przypadku rozkladu normalnego.
W sytuacji, gdy #> 0, rozklad jest skosny w prawo i odwrotnie, jezeli f<0.
Parametr skali y pelni analogiczna rolg, jak odchylenie standardowe w przy-
padku rozkladu normalnego. Parametr & dla a>1 jest rowny wartosci
oczekiwanej. W przypadku hipotezy o efektywnosci rynkow kapi!;a!owych',
a w szczegdlnosci rynkow akcji, przyjmuje sig, ze a zawsze powinien byé¢
rowny 2. W hipotezie rynku fraktalnego zaklada si¢, Ze ten parametr moze
przyjmowaé wartosci z przedziatu od 0 do 2. Konsekwencja takiego zaloZenia
jest to, ze rozklady Pareto-Levy'ego cechuja si¢ samopodobiefistwem wzgledem
czasu, tzn. sa niezmiennicze wzgledem skali (Peters, 1997).

Rozklady Pareto-Levy’ego, dla a <2, maja wysokie wierzcholki i grube
ogony, natomiast procesy stochastyczne oparte na tych rozkladach cechuja
si¢ wlasciwoscia polegajaca na wytwarzaniu trendow i cykli oraz sklonnoécia
do gwaltownych i nieciaglych zmian (Peters, 1997), tzn. duze zmiany
dokonuja si¢ poprzez mala liczbg duzych zmian. W rozkladach normalnych
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duze zmiany wywolane s3 wicloma matymi zmianami. W przypadku omawia-
nych rozkladow wariancja (dla 1<a<2) ~ podstawowy miernik ryzyka
w klasycznych teoriach rynkéw kapitalowych (w przeciwienistwie do wariancji
rozkladu normalnego) — jest nieokre§lona. Dalej przedstawimy dwa gléwne
sposoby parametryzacji rozkladéw a-stabilnych. W pierwszym z nich, Zapropo-
nowanym przez Samorodnitsky'ego i Taqqu'a (Samorodnitsky i Taqqu, 1994)
funkcja charakterystyczna rozkladu Pareto-Levy’ego ma nastepujaca postac:

Eexp(itX) = exp(— a1 ~l - iﬂ(tan %)(signt)] + iJ,t), a#1 (9a)

Eexp(itX) =exp(— 7|t -l + iﬂ’%(signt) lnltl] + iJlt), o =] (9b)

L

jezeli zmienna losowa X okreslona zaleznoscig:

4 2R a# 1

il (10)
vZ + (0, +ﬂiylny a=1

w ktorej Z = Z(x, f) okreSlona jest przez wyrazenia (7a) i (7b).
Innym rodzajem parametryzacji jest propozycja Zolotareva (1995),
w ktorej X ~ §(a,B,7,6,;0), tzn.

v y(Z—ﬁtanE)+¢5 a#1
- 2 : (11)
yZ+6o d=l

Wtedy funkcja charakterystyczna rozkladu przybiera postaé:

Eexp(itX) = cxp( — y"ltl‘[l — iﬂ(tan f;)(signt)yltl"’-— l] + i&ot), o # 1
(12a)

Eexp(itX) = exp( - yltl[l +iﬂ7—2t(signt)lnlt| +In y]+ iJot), o =1
(12b)

Warto$¢ tej reprezentacji polega na tym, ze funkcja charakterystyczna
— a co za tym idzie funkcja gestosci rozkladu prawdopodobiefistwa — jest
ciggla dla wszystkich warto$ci parametréow. Parametry o, f i y maja takie
same znaczenie dla obydwéch parametryzacji (7a-7b) oraz (12a-12b), przy

czym zwiazek miedzy J, i J, jest nastgpujacy:
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o ﬂ(tan fzf')y jezeli o #1 (13)

oraz

8, =4, —ﬂiyln y, jezeli a=1 (14)

Jezeli f(x|a,p,y,d,) bedzie gestoscia funkcji S(a,f,7.00;0), to rozklady
Pareto-Levy'ego charakteryzuja si¢ wtedy nastgpujaca wlasnoscia:

f(x|a, = B,7,86) = f(— x| B, 7. = 9) (15)

Podstawowe wlasciwoéci rozkladéow Pareto-Levy’ego zostaly odkryte
przez Samorodnitsky’ego i Taqqu’a' oraz Racheva i Mitnika, ktorzy
zaprezentowali je w obszernej monografii (Rachev i Mitnik, 2000).

W celu estymacji parametrow rozkladéw Pareto-Levy’ego zaproponowa-
no w ciggu ostatnich trzech dekad kilkanascie metod. Najwcze$niej stoso-
wana metoda szacowania parametru stabilno$ci polega na wykresleniu
empirycznej funkcji rozkladu w skali podwéjnie logarytmicznej. Udowod-

niono, ze?

lim x*P(X > x) = ¢, (1 + )" (16)

X+

Ogon empirycznej funkcji rozkladu w skali podwdjnie logarytmicznej
powinien byé¢ zblizony do linii prostej o nachyleniu a, jezeli zmienna
losowa ma rozklad a-stabilny. Gléwny problem polega jednak na tym, iz
nieznana jest postaé ogona Pareto. McCulloch pokazal (1997), ze stosowa-
nie uogblnionego modelu Pareto, sugerowanego przez DuMouchela (1983)
lub tez estymatora Hilla (1975), kiedy 1 <a <2, prowadzi do przeszacowa-
nia tego parametru. Drugie podejécie zwigzane Z estymacjg parametrow
rozkladéw stabilnych zaproponowali Fama i Roll (1968), ktorzy skon-
struowali tablice kwantyli symetrycznych rozkladow stabilnych, dla f = 0.
McCulloch (1986) rozszerzyl t¢ metodologi¢ na przypadki niesymetryczne.
Metodg estymacji parametréw rozkladéw stabilnych, oparta na empirycznej
funkcji charakterystycznej, zaproponowal pierwszy Press (1972). Sposéb ten
byl nastepnic modyfikowany m. in. przez Paulsona, Halcomba i Leitcha
(1975), Feuervergera i McDunnougha (1981b) oraz Kogona i Williamsa

(1998).

! Samorodnitsky i Taqqu (1994).
? Samorodnitsky i Taqqu (1994), s. 16.
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W ostatnich latach, w przypadku rozkladéw statystycznych, dla ktérych
nieznana jest analityczna posta¢ funkcji gestosci prawdopodobiefistwa,
zaproponowano metody estymacji parametréw oparte na metodzie najwigkszej
wiarygodnodci. Jezeli przyjmiemy sposob parametryzacji rozkladu stabilnego,
opisanego wzorami (12a) i (12b), oraz jesli oznaczymy przez 0 = (, f, 7, do)
wektor szacowanych parametréw, a przez f(x|0) gestosé funkcji praw-
dopodobiefistwa, to przestrzen parametréw jest dana przez:
6 = (0,2]' [~ 1,1] (0, 00)* (— o0, 0). Logarytm funkcji wiarygodnosci préby
X,, ..., X, jest dany przez wyrazenie:

1(6) = zl logf(X,|&) 17

Nieznana jawna posta¢ analityczna funkcji gestosci rozkladu Pareto-
-Levy'ego sprawia trudnosci techniczne zwigzane z estymacja parametréw
metoda najwigkszej wiarygodnosci na podstawie wzoru (17). Wiele pomocnych
w tym zakresic wlaSciwosci gestosci rozkladéw stabilnych przedstawil
Zolotarev (1986). Badania DuMouchela pokazaly, ze kiedy 6, przyjmuje
warto$¢ z przedzialu okre§lonego przez przestrzeri parametréow @, to estymator
najwickszej wiarygodno$ci ma asymptotycznie rozklad normalny o wartosci
§redniej 6, oraz macierzy kowariancji okre$lonej przez n™'B, gdzie B = (byy)
jest odwrocong macierza informacji Fishera I, ktora mozna zapisaé w postaci
(DuMouchel 1973):

AL,

I;= X 18
U 500,00, (18)

Gdy & znajduje si¢ blisko granicy przestrzeni parametréow €, to dla
proby o skonczonej liczebnosci trudno precyzyjnie oszacowaé parametry, co
stwarza komplikacje implementacyjne zwigzane z ta metoda estymacji
parametrow. Jedyne efektywne, w sensie czasu wykonywania obliczen,
algorytmy estymacji parametréow rozkladéw Pareto-Levy’ego opracowali
i zaimplementowali numerycznie Brorsen i Yang (1990) oraz Nolan (1997),
ktorzy wykorzystali w tym celu transformatg Fouriera. Istotna rol¢ w procesie
estymacji parametrow rozkladéw Pareto-Levy’ego, w szczegblnosci parametru
stabilnodci «, ze wzgledu na brak jawnej postaci ich funkcji gestosci
prawdopodobienstwa, odgrywa dobér metody szacunku, ktéra pozwoli na
uzyskanie estymatoréw stabilnych, niezaleznych od liczebnosci proby. Es-
tymatory najwickszej wiarygodnosci — w przeciwienstwie do innych es-
tymatoréw — spelniaja oczekiwania. Badania w tym zakresie przeprowadzil
Nolan, ktéry przedstawil asymptotyczne wartoéci odchyler standardowych
szacunk6w parametréw « i f w zaleznoéci od ich polozenia w dopuszczalnym
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—

przedziale zmienno§ci. W miarg wzrostu wartosci parametru o warto$ci
szacunkéw jego bledu maleja, ale nastgpuje bardzo istotny wzrost bledu
Szacunku parametru f3.

3. WIELOWYMIAROWY 2-STABILNY ROZKLAD PRAWDOPODOBIENSTWA

Wielowymiarowy a-stabilny rozklad prawdopodobienstwa jest calkowicie
charakteryzowany przez parametr przesunigcia i (ktory, dla a> 1, jest Srednia
rozkladu prawdopodobieristwa) oraz miarg spektralng /', miarg na sferze SP, za
pomoca ktérej mozna opisaé wielowymiarowa strukture korelacyjna rozkladu.

Niech x€[0, 2) oraz jesli p bedzie dowolnie ustalong a-stabilng miarg
prawdopodobienstwa okre§lona na sferze §?, z centrum i € R” wtedy p ma

transformat¢ Fouriera w postaci:

AE] = exp(9[¢]) (19)

gdzie & jest dane przez:

e[¢ ]=(i7, & )i+ | n”(f,s)dfls] (20)
§o-1
W ktérym:
n(0) = — |0]* = ¥, 0% 1)
Natomiast
Or sign(0) - |0]* dla a#l
o™ {0-log|0| dla z=1 (22)
Oraz
tan(?i;) dla a#l
wons 23)
~2  da.a=1
n

T jest dodatnio okreslona miara borelowska na sferze S°7*
~ Problem estymacji warto$ci miary spektralnej /" nie jest do dnia dzisiejszego
jednoznacznie rozwiazany, tzn. nie istnicje spojny matematycznie analityczny

\—
* Nolan (1997).
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sposob, ktoéry pozwolitby na efektywne jego stosowanie w sensie trwania
procesu obliczeniowego. Jest to zagadnienie wazne z uwagi na to, ze
w przypadku wielowymiarowych rozkladéw a-stabilnych, a w szczegolnosci
do ich zastosowan w analizie portfelowej, gdzie I" pelni rol¢ miary ryzyka
(jest odpowiednikiem wariancji w przypadku rozkladu normalnego).

Dotychczas zaproponowano w literaturze kilka algorytméw szacowania
warto$ci miary I'. W pierwszym z nich (Press, 1972) zaproponowano prosty
sposob, bedacy uogolnieniem metody zastosowanej w przypadku rozkladu
jednowymiarowego dla rozkladéw pseudonormalnych, dla ktorych logarytm
funkcji charakterystycznej ma postaé:

€= (i & )i+ (& 08)" 4)

gdzie £ jest symetryczng, dodatnia macierza kowariancji. Jezeli 2 ma
jednostkowe wektory wlasne w,, ..., wp z wartoSciami wlasnymi ,, ..., p,
wtedy miara spektralna takiego rozkladu jest okreslona poprzez wyrazenie:

r= f 24 (Bu,+6_0) (25)
d=1

Press zaproponowal w celu rozwigzania problemu okre$lenia sklado-
wych macierzy £ empiryczng estymacje logarytmu funkcji charakterystycz-
nej, jako zbioru czestotliwosci F,, gdzie N =D(D + 1)/2, a nastgpnie
rozwigzanie odpowiedniego ukladu N réwnan liniowych. Press udowodnil,
ze podany wyzej sposob mozna uogélnié do sumy zmiennych pseudonor-
malnych:

&)= (i )i+ ..é(?’ a,Z)" (26)

w ktorym Q,, ..., 2, sa liniowo niezaleznymi, symetrycznymi oraz dodatnio
zdefiniowanymi macierzami.

Inny sposob zostal przedstawiony przez Racheva i Xina (1993). Majac
n, d-wymiarowych obserwacji R,,, ..., R,, wektora R, mozemy jego skladowe
przedstawi¢c we wspolrzgdnych biegunowych w nastgpujacy sposob:
p= (Rln sl Rm) oraz @ = O(R) a (ol(R)! fofy on(R))v przy czym OI(R) jCSt
wektorem o (d — 1) elementach. W takim przypadku /" moze by¢ estymowana
poprzez:

= [&x, 9)dd(9) @27)
Qa,
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gdzie:

x = (r[ ¢4 sin g, r[]¢= 2 sin @, COS @41, ..., TSiN Py COS P, TCOS Py );
d-1

¢(x, 9) = |x|"'|cos @,cos 9, + ), cospcos S, [1i=4sinp,sin 9, + [ ]{= { sin
i=2

?; sin .9,r';

Q,=[0,7]*"2-[0,2x];

a, — estymator indeksu a, ktory moze by¢ okre§lony w sposob przed-
stawiony w (Rachev i Mittnik, 2000, s. 359); ;

@, (9) - jest estymatorem funkcji rozkladu I na zbiorze £, zdefiniowanym

nastgpujaco:

@,(9) = ¢, (9P,(IT),

. l n
gdmC: ”= (n' oo W, 2")6‘)" ‘9 - (91t weny 8‘—3)’ ¢u('9) . LZ’=‘1(8“8op‘>ﬂ(ﬂ)’

k
¢u(m -~ '_!pz:- 1)

Gléwna idea tej metody oparta jest na twierdzeniu Argujo i Gine
(1980), w ktérym zaklada sig, ze rozklad biegunowy zanika wolniej w kierunku
tych wspotrzednych, w ktérych koncentruje si¢ istotna wigkszo$¢ czestotliwosci

Spektralnych.

Trzecia metoda zostala opracowana przez Nolana i Panorska (1997),
ktorzy zaproponowali dyskretng aproksymacje miary spektralnej. Przy
zalozeniu, ze miara spektralna moze by¢ okreélona jako skonczona suma

skupien (ang. atoms) w postaci:

r= Y754 (28)

seA

Wtedy dla ¢e$”~! funkcja 7, (s) =”(‘)(E° ,s) jest zredukowana do funkcji

ne:A—C.
Zbiér wszystkich dyskretnych miar, ograniczony na A, jest skonczenie

Wymiarowym wektorem przestrzeni. Autorzy tej propozycji zaimplemen-
towali ja dla przypadku dwuwymiarowego dla roznych rozkladow pra-
wdopodobieristwa. Symulacje dla wymiaréw wyzszego rzedu nie byly ra-
Portowane, prawdopodobnie ze wzgledu na numeryczng zlozonos$¢ ob-

liczeniowa.
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4. ESTYMACJA MIARY SPEKTRALNEJ
ZA POMOCA SFERYCZNEJ ANALIZY HARMONICZNEJ

W przypadku rozkladéow a-stabilnych nie mozemy moéwi¢ o klasycznej
postaci funkcji korelacji czy kowariancji. Wzorem naszych poprzednich prac
proponujemy rozwaza¢ raczej pojecie alfa-kowariancji. Posta¢ funkcji alfa-
kowariancji D-wymiarowego rozkladu alfa-stabilnego w S” jest okreslona
poprzez arbitralnie wybrana miare I” zdefiniowana na sferze S” !, spelniajaca
warunki miary borelowskiej Lebesgue’ a. Nazywana jest ona miarg spektralna,
cho¢ niektorzy autorzy podnoszg, iz ta zbiezno$¢ nazwy z innymi wielkosciami
nazywanymi miarami spektralnymi — wystgpujacymi chociazby w algebrze
Banacha czy teorii sygnaléw — moze by¢ mylaca. W rzeczywistosci wielkos¢
ta jest niepowigzana z innymi ,miarami spektralnymi”, a nazwa ta ma
jedynie uzasadnienie historyczne, takg bowiem nomenklaturg przyjat definiujacy
te wielko§¢ Feldheim (1937). W przewazajacej liczbie przypadkéw nie
wystepuje ona w postaci jawnej, gdyz brak jest jawnej postaci funkcji
gestosci prawdopodobienstwa prawie wszystkich rozkladéw alfa-stabilnych.
Ponadto, jak wykazaly m. in. badania Samorodnitskiego i Taqqu’'a dla
wielowymiarowego rozkladu alfa-stabilnego o D zmiennych niezaleznych,
nie jest mozliwe zbudowanie skoniczenie wymiarowej macierzy alfa-kowariancji,
ktéora bylaby analogiem macierzy kowariancji o wymiarach D x D dla
rozkladu normalnego (x = 2). Estymacja miary spektralnej wiclowymiarowego
rozkladu alfa-stabilnego nalezy do zadan o wysokiej zlozonosci. Wczesniej
podejmowane proby estymacji miary spektralnej /" ograniczaly si¢ do
rozkladow jednej lub dwoch zmiennych. We wspomnianych pracach pro-
ponowano algorytmy ogélniejsze (dla dowolnej wartosci D) jednak mozliwos¢
ich praktycznego wykorzystania, ze wzgledu na szybko rosngca wraz
z wymiarem problemu zlozonos$¢ obliczeniowg, byla minimalna, w przypad-
kach za§ znacznego uproszczenia postaci estymatora mieliSmy do czynienia
ze stabym jego dopasowaniem.

Nowa propozycj¢ estymacji interesujacej nas miary spektralnej stanowi
praca Pivato (2002). Oparta jest na szeroko stosowanej w naukach Scistych:
geofizyce, fizyce i chemii molekularnej, analizie sygnalow, optyce, metodzie
rozwigzywania wielowymiarowych zlozonych réwnan dynamicznych poprzez
uogblniong analiz¢ fourierowska, znana w literaturze pod nazwa sferycznej
analizy harmonicznej.
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4.1. Sferyczna analiza harmoniczna

Zdefiniujmy na R3, {(x,y,2):x, x,z€M} operator nastgpujacej postaci:

. oI A
: dy, Oy, 9y, :
jest to klasyczny Laplasjan. Przechodzac do wspdlrzednych sferycznych
{(r,0,p):r€R,, 0€[0,27), p€[0,7)} (30)
gdzie:
X = rcos 0sin g,
y =rsin0sin ¢,
Z =Trcos g,
Otrzymujemy postaé operatora:

e & 0 Ry
o b (9SS sl Ak L
A, = csc ¢aoz+a¢z+cot¢a¢+2rar+r P (31)

wiclomian n-tego stopnia p,(x,y,z) wyrazony we wspoOlrzednych sferycz-
nych ma postaé: 7, q,(0,¢). Poszukujac funkcji wlasnych operatora zapi-

Szemy:
? d K
0=Ay, = [csc2 0=+ P + cot “’5& (0, @) + 2rnr" " q,(0, p) +

+ r2n(n— 1)r""2q,(0, 9)

~ Definiujac nowy operator, nazwijmy go Laplasjanem sferycznym, Asg
Jako wyrazenie

93, mnall® 0
CSCz¢50’2 +5‘;5+cot¢%’ (32)

Otrzymujemy:

A3sqn(0! ¢) S n(n 5% l)qn(oi ¢) (33)
gdzie g, jest funkcja wlasng tego operatora. Kazda funkcja tej postaci,
spelniajaca réwnanie (33), nazywana jest harmonikg sferyczna. Fakt, ze
operator ten jest grupa abelowa, implikuje, iz mozemy zdefiniowac orto-
gonalng przestrzen A, o wymiarze 2n+ 1, skladajaca si¢ ze wszystkich
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homogenicznych wielomianéw stopnia n mozliwych do ,,wygenerowania’ na
sferze n — 1 wymiarowej. Dla ustalonego n jedna z mozliwych postaci A, jest:

{P (cos p)e™/\/27} - p <mn (34)

podstawiajac do Assq,(0, ) = —n(n —1)4,(0, 9), g, = P2 (cos p)e'™//2x oraz
nakladajac warunek: Pj(l1)# + oo, otrzymujemy rdéwnanie rozniczkowe
identyfikujace tzw. skojarzone funkcje Legendre’a (pierwszego rodzaju)
stopnia n i rzegdu m. Skojarzone funkcje Legendre’a stanowia uogdélniona
posta¢ wiclomianéw Legendre’a, dla n i m niecatkowitych. Jedna z postaci
wiclomianow Legendra jest:

(—1yd"
2"n! d("

P,({) = 1=y (35)

W odréznieniu od powszechnie znanych szeregébw Taylora naleza one
do klasy wiclomianéw ortogonalnych, co zapewnia spelnienie nastgpujacych
tozsamosci:

0 (i#))

}P;(OP,(C)d(= mj2 (i=j#0) (36)
7 n (i=j=0)
Pierwsze pi¢¢ wielomianéw Legendra rzgdu pierwszego ma postaé:
Po() =1
P,(0)={¢

PO = 5 (32— 1)
PO = 558~ 30)

P, = % (35¢* - 30¢% + 3)

Do wyliczenia kolejnych wiclomianéw mozna uzy¢ nastgpujacego wzoru
rekurencyjnego:

P,(x) =xP._l(x)h':—l(xP.-,(x>—P.-z(x» (37)
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Skojarzone funkcje Legendre’a definiuje si¢ w nastgpujacej postaci
wielomianowej:

PR = (= )1~ Pi) 68)

gdzie: P,(x) zdefiniowane jest jak we wzorze (37).
Jak wynika z twierdzenia Steina-Weissa (1971), kazdy wielomian stopnia

n, okre§lony na sferze, moze by¢é wyrazony jako suma homogenicznych
wielomianow sferycznych (harmonik sferycznych) co najwyzej stopnia n,
Konstrukcja ta, stosowana powszechnie jako analiza fourierowska (dla
n=2), moz byé rozszerzona na sfer¢ o dowolnym rozmiarze. Mamy

wéwczas zdefiniowana nastepujaca posta¢ harmonicznych sferycznych:

Y™(0, p) = Xn(0)e"™* (39)

gdzie:

o ! 1/2
X7(0) = (~1 )"[2’;:(:! (: m;'_,')—] P" (cos 0) 40)

to oczywiscie skojarzona funkcja Legendre’a, a katy

W ktérym Py (cos 0),
okoéci i dhugoéci na sferze S2.

0, p stanowia odpowiedniki szer

4.2. Estymacja miary spektralnej za pomocy sferycznej analizy harmonicznej

Zalozmy dla uproszczenia, ze dany rozklad a-stabilny jest centryczny
(4 = 0) oraz przyporzadkujmy mu funkcje g:S”~'— C nazywan sferyczng
funkcjq log-charakterystyczna, ktora w odréznieniu od naturalnej funkciji
log-charakterystycznej @ jest ograniczona do sfery SP°'. Wowczas dla

Wszystkich ¢eS?"! mamy:
9(&) = J o (&, 8) dITs] (41)
gdzie:
n0):= — 0" — ¥, 0,

gw._ [sien(0)10]" dia a# 1
=1 0-loglo)* dla a=1]
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zau(f'—“) dla a#1

— dla a=1
n

I' — nieujemna miara borelowska okre§lona na S?°!.

Poniewaz wartosci funkcji ¢ mozna latwo estymowaé z danych eks-
perymentalnych poprzez odpowiednie probkowanie na sferze SP !, zatem
jedynym problemem pozostaje ,,wydobycie” z estymatora funkcji g jawnej
postaci miary I'. Upraszczajac nieco notacj¢ i dopuszczajac pewna niescislosé
zapisu, mozemy zapisa¢, ze, g =n®-I, czyli ze funkcja g jest splotem
bedacych po prawej stronie réwnania wielkosci, a wigc:

1L @) = [ n(E s™*)drs] 42)

Poza wymiarami D =2 oraz D =4 S”! nie jest grupa topologiczna
i stad funkcja splotu nie jest dobrze zdefiniowana, wtedy S?~! powinni§my
traktowa¢ jako homogeniczng rozmaito$¢ rozniczkowa pod dzialaniem
SO” (R) oraz zdefiniowaé w ogdlniejszy sposéb funkcje splotu w kategoriach
grupy dzialan. Wyrazenie funkcji na sferze S°~' poprzez ortonormalng baze
dla L? (S°7') jest analogiczne, jak w przypadku klasycznej analizy har-
monicznej z baza L? (S') i nazywane jest sferyczna transformata Fouriera.
Funkcja fe L? (S?~') nosi nazwg zonalnej, jezeli jest rotacyjnie niezmiennicza
wzgledem poszczegblnych osi ukladu wspélrzednych. Stad kazda dowolna
funkcj¢ f mozna wyrazi¢ za pomoca splotu funkcji zonalnych i splot ten
mozna przedstawi¢ w postaci zlozenia odpowiednich sferycznych transformat
Fouriera. Cheac uzyskac postaé funkcji f bedacej splotem funkcji zonalnych,
wystarczy podzieli¢ sferyczng transformat¢ Fouriera przez odpowiednia
funkcj¢ zonalna (wchodzaca w sklad splotu).

5. PODSUMOWANIE

Przedstawiona w artykule propozycja sposobu estymacji — w sposob
analityczny — parametrow wielowymiarowych a-stabilnych rozkladow praw-
dopodobienistwa pozwala poprzez liniowa kombinacj¢ harmonik sferycznych
na reprezentacjc miary spektralnej I” jako cigglego zbioru sferze S~ !.
Sytuacja taka umozliwia precyzyjniejsze i szybsze szacowanie tej miary
w poréwnaniu z metodami opisanymi w 3 czeSci opracowania. Zamiarem
autoréw jest zaimplementowanic numeryczne opisanych procedur w celu
efektywnego ich wykorzystania do okre$lania tak okreslonego ryzyka oraz
uzycia go w analizie portfelowej.
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Marek Lazewski, Krzysztof Zator

ANALITICAL METHODS FOR MULTIVARIATE 2STABLE DISTRIBUTIONS
USING SPHERICAL HARMONICS

Summary

In this paper we study the relationship between multivariate a-stable probability distributions
and their spectral measure. Analitical method based on nonabelian harmonic analysis is used
to express the spectral measure using spherical harmonics on the sphere.



