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Streszczenie. Artykul porusza zagadnienia nierozerwalnie zwigzane z prognozowaniem.
Mianowicie przy modelowaniu zmiennych ekonomicznych za pomocg proceséw stochastycznych
nalezy zastanowi¢ si¢, na ile przeszle zachowania procesu bedg aktualne w przysziosci. W tym
celu bywaja stosowane pojecia samopodobiefistwa oraz diugoterminowej zaleznofci, ktore
moga potwierdzi¢ bgdz podwazy¢ zasadno§¢ predykciji.

W opracowaniu przeprowadzono probe estymacji wykladnikéw Hursta dla pigciu szeregow
empirycznych przy wykorzystaniu narzgdzi analizy falkowej. Na tej podstawie postawiono
roboczg hipotezg, iz badane szeregi charakteryzuja si¢ krotka pamigcig. I mimo iz mozna
i powinno si¢ podejmowaé proby prognozowania rozwazonych szeregow, to jednak postawiona
hipoteza stawia pod znakiem zapytania jako$¢ i adekwatnosé tych prob.

Slowa kluczowe: samopodobiefistwo, dluga i krotka pamigé, wykladnik/wspotezynnik
Hursta, falka, wspolczynniki falkowe.

1. SLOWO WSTEPNE

W warunkach gospodarki wolnorynkowej prognozowanie odgrywa ogrom-
ng rol¢. Poczawszy od zwyklego zjadacza chleba poprzez mniej lub bardziej
Swiadomego homo oeconomicus az po wielkie instytucje finansowe czy tez
nawet cale gospodarki narodowe, wszyscy w mniejszym lub wigkszym
stopniu zainteresowani sa przewidywaniem przyszlo$ci zarbwno tej najblizszej,
jak i dalszej. Jest to czynione na bardzo wiele odmiennych sposobow.

W niniejszym opracowaniu, co prawda, kwestia samego prognozowania
nie zostaje poruszona, lecz rozwaza si¢ zagadnienie nierozerwalnie zwigzane
Z prognozowaniem. Ot6z przy naiwnych probach prognozowania zmiennych
ekonomicznych (bez uwzglednienia zmiennych réznych od zmiennej czasowej)
i modelowaniu zjawisk za pomoca proceséw stochastycznych nalezy zastanowic
si¢ nad faktem, na ile przeszle i obecne zachowania procesu moga byé
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aktualne i powtarzalne w przyszlosci. W zetknieciu z tym problemem czgsto
stosuje si¢ tzw. samopodobienstwo oraz dlugoterminows zaleznoé¢, ktore
pomimo iz bywaja pojmowane i definiowane na rozne sposoby, moga daé
odpowiedZ na pytanie, czy predykcja jest zasadna, a jesli tak, to jak daleko
nalezy siega¢ w przeszlo$é, by zyska¢ na dokladnosci.

2. PODSTAWOWE POJECIA

2.1. Samopodobieistwo i dlugoterminowa zaleznoéé

Jak juz wspomniano, pojecia samopodobiefistwa oraz dlugoterminowe;j
zalezno$ci bywaja roznie rozumiane. W zwigzku z tym na potrzeby ni-
niejszych rozwazan przyjeto definicje zawarte w pracy Embrechtsa i Mae-
jimy (2002). Mianowicie dowolny niezdegenerowany proces stochasty-
czny {X(1):t>0} o wartofciach w R, ktory jest stochastycznie ciagly
dla 7=0, nazywany jest samopodobnym z wykladnikiem Hursta
(w skrécie H-samopodobnym), gdy dla kazdej liczby a> 0 zachodz:
{X@an):t> 0} =*{a" X(1): 1 > 0}.

Najczesciej wykorzystywanym w modelowaniu samopodobnym procesem
stochastycznym jest ulamkowy ruch Browna. Zdefiniowany jest on jako
gaussowski proces H-samopodobny, dla ktérego zachodza nastg¢pujace
zwigzki: E[X(0)] = 0, E[X()X(s)] = 1/2(2" + |t —s"")E[X*(1)], natomiast
0 <H<1 jest stalg.

Pojecie dlugoterminowej zaleznosci definiowane jest dla szerokiej klasy
procesow stochastycznych, lecz w przypadku niezdegenerowanego procesu
H-samopodobnego {X(f)} o stacjonarnych przyrostach oraz takiego ze
0<H<1 i EX'(1)) <+ pojawiaja si¢ ewidentne zwiazki pomigdzy
samopodobienstwem i dlugoterminowa zaleznoscia. Ot6z niech szereg {&(n)}e n
bedzie szeregiem przyrostow procesu {X(f):¢ > 0}, czyli &(n) = X(n + 1)—X(n),
dla ne N oraz niech r(n) = E[£(0)é(n)] bedzie funkcja kowariancji przyrostow,
wtedy definicja dlugoterminowej zaleznosci moze byé postrzegana jak
nastgpuje (Embrechts i Maejima, 2002). Jezeli 0 < H < 1/2, to przyrosty
procesu {X(7)} sa ujemnie skorelowane oraz 2 W adlr®)] < + 00 i méwi sig,
ze proces charakteryzuje si¢ krétkoterminows zaleinoscia (w skrécie: ma
krotkg pamigc). Jesli H = 1/2, to przyrosty sa nieskorelowane i procesowi
brak jest pamigci. Natomiast gdy 1/2 < H < 1, to przyrosty procesu {X(0)}
sq dodatnio skorelowane oraz Y'*%_ilr(n)| = + 0. Méwi sic wtedy, ze
proces charakteryzuje si¢ dlugoterminowy zaleznoécig (w skrécie: ma dlugg

pamigé).
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W przypadku ruchu Browna proces z krotka pamigcia nazywany jest
antypersystentnym, a z dluga pamigcia persystentnym. Natomiast proces
z brakiem pamigci stanowi klasyczny ruch Browna.

2.2. Falka

Podobnie jak w przypadku poje¢ samopodobienstwa i dilugiej pamig-
ci procesow stochastycznych, tak i pojecie falki moze by¢ roznie rozu-
miane. Abry, Flandrin, Taqqu i Veitch (2002) widza falk¢ jako funkcje

rzeczywista y (), t € R, taka ze J...w(t)dt = ( i ktora spelnia dodatkowe
warunki catkowalnosci, chociazby we L'(R)n L*(R). Najczgéciej takze zaklada
sig, iz j,.w’(t) dt = 1. Co wigcej mowi sig, ze falka ma N momentdéw zero-

wych, jesli fafw(t)dt =0dla k=0, 1, .., N-1.

Na podstawie falki w jest konstruowana rodzina funkcji ;. taka, ze
wut) = 2Py(27t-k), je Z, ke Z, tworzaca tzw. analiz¢ wieloskalowa.
Istota tej procedury zasadza si¢ na takim doborze falki w, by rodzina y;,
stanowila baz¢ ortonormalng w wybranej przestrzeni funkcyjnej, np. w L*(R).
Dzigki temu zabiegowi dowolnej funkcji X(f) z rozwazanej przestrzeni
w jednoznaczny sposoéb mozna przypisa¢ wspolczynniki rozwinigcia falkowego:

dy = o X(Ow,(1) dt. Znajomos¢ tych wspolczynnikéw jest rownoznaczna ze

znajomoscig samej funkciji.

W analogiczny sposob mozna takze rozwazaé przestrzenie ciggowe typu /7
i w nich konstruowaé analogony falek w dotychczasowym rozumieniu. Tym
razem jednak warunki opisywane przez calki sprowadza si¢ do stosownych
sum, skalowanie za$§ bedzie si¢ odbywa¢ jedynie w formie rozciggania. Nie-
mniej ze wzgledu na to, ze czlowiek, zbierajac, przechowujac i obrabiajac dane,
postuguije si¢ jedynie zbiorami skoficzonymi, pojecie falki zostaje adaptowane
do przestrzeni R", w ktorej wybiera si¢ specyficzna bazg ortonormalna,
zachowujaca pierwotne postulaty analizy wicloskalowej. Takie ujecie (jako
jedno z kilku) prezentuja w swej pracy Percival i Walden (2000).

2.3. Falki i samopodobieistwo

Chcac wykorzystaé narzedzie, jakim sa falki, do badania procesow
stochastycznych, nalezy umiej¢tnie polgczy¢ rozwazone dotychczas pojecia



126 Michal Stachura

(Abry, Flandrin, Taqqu i Veitch, 2002). Niech zatem realizacje procesu
stochastycznego {X(7): ¢ > 0} beda funkcjami z przestrzeni, w ktorej zadana
jest baza falkowa. Wtedy dla ustalonej falki y przy dodatkowych zalozeniach
mozna liczy¢ dla procesu X(f) jego wspoélczynniki rozwinigcia falkowego:

dy = j.X(t) wt)dt, i co bardzo wazine, wspOlczynniki te sa zmiennymi

losowymi, dziedziczacymi pewne wlasnosci procesu X(f). Jesli bowiem
{ X(1):1 > 0} ma stacjonarne przyrosty, to dla ustalonego je Z{d,:ke Z}
jest szeregiem stacjonarnym. Je$li dodatkowo falka w ma N momentéw
zerowych, to dla ustalonego je Z przyrosty rzgdu N szeregu {d,:ke Z}
sa stacjonarne. Jednak najistotniejsza rzecza ze wzgledu na estymacje
wspolczynnika samopodobienstwa H jest fakt, ze nawet jesli proces
{ X(1):t 2 0} charakteryzuje si¢ dlugoterminowa zaleznoscia, to dla falki
o stosownie wielu momentach zerowych (wystarczy wzia¢ N > H +1/2)
szereg {dj,:ke Z} nie posiada dlugiej pamigci, gdyz Z:"_‘_’OE |djyd;g| < + c0.

3. DANE EMPIRYCZNE

W niniejszym opracowaniu wykorzystano dane dotyczace kurséw walutowych
— zaczerpnigte z Narodowego Banku Polskiego (http://www.nbp.pl/statys-
tyka/index.html) oraz dane dotyczace kurséw gieldowych — pozyskane
z Serwisu Finansowego Money.p! (http://www.money.pl/gieldy/archiwum/spo-
lki/). Pod rozwage wzigtych jest pig¢ szeregow czasowych dlugosci 1050
obserwacji z okresu od poczatku 1999 r. (przelom stycznia i lutego; roézne
daty poczatkowe w zaleznosci od szeregu) do 30.04.2003 r. Dwa szeregi to
dzienne kursy sprzedazy dolara i euro wzgledem zlotego w Narodowym
Banku Polskim (rysunki 1 i 2). Trzy pozostale sa notowaniami dziennymi
na zamkni¢cie na Warszawskiej Gieldzie Papierow Wartosciowych spélek
Okocim, Strzelec i Zywiec (rysunki 3, 4 i 5).
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4. ESTYMACJA WYKLADNIKA HURSTA

Dla kazdego z przedstawionych szeregébw czasowych zostaje podjgta
proba estymacji wspolczynnika Hursta przy zalozeniu, ze dane empiryczne
stanowig procesy H-samopodobne o stacjonarnych przyrostach. Oczywiscie
tak restrykcyjne zalozenie w ogoéle nie musi by¢ spelnione, tym bardziej ze
pod rozwage bierze si¢ szeregi, ktére z natury rzeczy przyjmuja jedynie
wartosci dodatnie. By¢é moze zasadniejsze byloby rozwazenie logarytmow
obserwacji albo zwrotéw czy tez zwrotéw logarytmicznych, cho¢ i w tych
przypadkach spelnienie zalozen jest dyskusyjne.

Wykorzystanie falek zasadza si¢ na bardzo prostym zwiazku (za Abry,
Flandrin, Taqqu i Veitch, 2002). Gdy tylko proces X(¢) jest H-samopodobny
i ma stacjonarne przyrosty, to Ed,, = 0 oraz dla ustalonego je Z prawdziwa
jest rownosé: dj, =927+ 4., Dzigki temu zachodzi kluczowy dla estymacji
i niezalezny od wyboru ke Z zwiazek: Ed, = C-20H+1 " odzie stala

C = Ed*%,. Dlatego tez po przyjeciu f; = Zd””‘ (n; oznacza liczebnosé
n

-]
wspolczynnikéw odpowiadajacych skali j) za estymatory Ed* oraz po
obustronnym zlogarytmowaniu uzyskuje si¢: logyi; = (2H + l)/+logzc
Zatem wystarczy znalezé a — wspolczynnik kierunkowy prostej regresji dla
punktow o wspolrzednych (7, log.fi), a wtedy H = "T’l. Niestety estymator A

ze wzgledu na wykorzystanie skali logarytmicznej jest estymatorem ob-
cigzonym.

W zwiazku z tym sa podejmowane préby uzyskania estymatora nie-
obcigzonego, jak i proby umiejetnego doboru zakresu, z ktorego powinno
si¢ bra¢ wspolczynniki rozwinigcia falkowego (Abry, Flandrin, Tagqu
i Veitch, 2002). Mianowicie estymator nieobcigzony uzyskuje si¢ poprzez
wprowadzenie skladnika korygujacego, oznaczonego jako f(j), do poszukiwanej
prostej regresji. Daje to regresj¢ postaci: log,# /() = 2H + 1)/ + log,C.
Natomiast dobor zakresu sprowadza si¢ do poszukiwania takich J, i J,, ze
fi; mozna rozpatrywaé jedynie dla j spomigdzy J, i J,, pomijajac wkiad z;
dla pozostalych j.

Mimo wszystko od tego momentu poszukiwania estymatorow wykladnika
Hursta dla rozwazonych szeregbw empirycznych zostana ograniczone do
pierwotnego, nieskorygowanego rozumienia. A jak czyni¢ te poszukiwania,
jest pokazane na podstawie kursu dolara. Ot6z szereg obserwacji tego kursu
jest poddany transformacji kolejno za pomoca falek Daubchies-3, Daubchies4,
Daubchies-5, Daubchies-11 i Daubchies-15 i przy przyjetym we wszystkich
sytuacjach rzedzie rozkladu réwnym 7 uzyskuje si¢ estymatory g, jak
w tabeli 1.
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Tabela 1. Wartoéci estymatorow

J 1 2 3 4 5 6 7 Falka
0,000357 | 0,000748 | 0,003498 | 0,010681 | 0,04009 0,232849 | 0,30606 | Daubchies-3
0,000345 | 0,000816 | 0,002899 | 0,011019 | 0,029634 | 0,24656 0,334023 | Daubchies-4
# | 0,000345 | 0,000827 | 0,003386 | 0,009175 | 0,028991 | 0,157152 | 0,571294 | Daubchies-5
0,000332 | 0,000772 | 0,003071 | 0,00825 | 0,024422 | 0,168546 | 0,219185 | Daubchies-11
0,000342 | 0,000695 | 0,002819 | 0,009481 | 0,024708 | 0,156901 | 0,210499 | Daubchies-15

Nastepnie kazda warto$¢ fi; z tabeli 1 nalezy zlogarytmowaé i na tej
podstawie wyznaczy¢ pig¢ prostych regresji. Sa one bardzo dobrze dopasowane
(zawsze uzyskuje si¢ R? > 0,98), a ich wspolezynniki kierunkowe pozwalaja
znalez¢ nastepujace estymatory wspolczynnika samopodobiefistwa: 0,380633;
0,385485; 0,39857; 0,332784; 0,331501. Jak wida¢, rozbiezno$¢ pomiedzy
wynikami jest do§¢ duza, co wynika z uzycia réznych falek i z obcigzenia
estymatora.

Niestety jeszcze wigksze rozbieznosci pojawiaja sig, gdy analogicznie
Wyznaczy si¢ proste regresji na podstawie roznej liczby sasiadujacych ze
soba punktow (od 4 do 7) dla kazdej z falek. Tym razem dopasowanie
weigz jest bardzo dobre, bo w kazdym przypadku R? > 0,96, lecz wyniki
oscyluja w granicach 0,261-0,437. Rozbieznoéci sa wigc tak znaczne, ze
estymacji nie mozna uzna¢ za zadowalajaca. Przypuszczalnie, procz faktu,
iz estymatory sa obcigzone, na nierewelacyjne wyniki estymacji wplywa
takze zbyt mala dlugos¢ badanego szeregu empirycznego. Dlatego tez nalezy
zdecydowac si¢ na usrednienie wszystkich uzyskanych estymatorow wykladnika
Hursta i za estymator wspélczynnika samopodobienstwa kursu dolara
mozna uzna¢ zwykla S$rednig arytmetyczng dotychczas znalezionych es-
tymatorow. Prowadzi to do wartosci ok. 0,341.

Wyniki estymacji dla wszystkich szeregébw sa zestawione w tabeli 2,
W ktorej zgrupowano po pig¢ wierszy wartosci zwiazanych z jednym
Szeregiem empirycznym. Nazwa szeregu znajduje si¢ w pierwszej kolumnie.
W kolumnach: §rednia, min i max sa umieszczone odpowiednio: S§rednie
arytmetyczne, wartoSci najmniejsze i wartosci najwigksze estymatorow
Wyznaczonych na podstawie prostych regresji o roéznej liczbie punktéow
empirycznych, lecz za pomoca tej same;j falki (jej nazwa figuruje w kolumnie
~ falka). Nastgpniec w kolumnie — laczna érednia, znajduja si¢ $rednie
Wszystkich estymatoréw wyliczonych dla ustalonego szeregu i wlasnie te
WartoSci zostaja potraktowane jako estymatory wspolczynnika samopo-
dobienistwa. I wreszcie w ostatniej kolumnie sa umieszczone minimalne
Stopnie dopasowania prostych regresji, ktére wykorzystywano podczas
Poszukiwania wykladnika Hursta dla stosownego szeregu.



130

Michat Stachura

Tabela 2. Zestawienie badanych wartosci estymatorow

w::.;; o Falka Srednia Min Max o
Daubchies-3 0,37209 0,32312 0,43702
Daubchies-4 0,3502 0,26763 0,4268
Dolar Daubchies-5 0,34367 0,31171 0,39857 0,341 0,96
Daubchies-11 0,31951 0,29109 0,37601
Daubchies-15 0,31903 0,26059 0,37729
Daubchies-3 0,31852 0,25611 0,39201
Daubchies-4 0,31443 0,25309 0,42121
Euro Daubchies-5 0,31398 0,22075 0,41467 0,303 0,96
Daubchies-11 0,29021 0,19251 0,37795
Daubchies-15 0,27648 0,17741 0,37142
Daubchies-3 0,37689 0,25392 0,47565
Daubchies-4 0,39563 0,34307 0,48002
Okocim Daubchies-§ 0,35412 0,31287 0,3996 0,374 0,97
Daubchies-11 0,37069 0,30908 0,43278
Daubchies-15 0,37099 0,31187 0,42504
Daubchies-3 0,23547 0,1535 0,27978
Daubchies-4 0,2301 0,1583 0,30748
Strzelec Daubchies-5 0,23162 0,12594 0,29686 0,228 0,97
Daubchies-11 0,21986 0,18246 0,26354
Daubchies-15 | 0,22234 0,15015 0,27019
Daubchies-3 0,3727 0,31985 0,40027
Daubchies-4 0,33573 0,25718 0,43841
Zywiec Daubchies-5 0,39422 0,37714 0,42805 0,359 0,96
Daubchies-11 0,34262 0,28178 0,38546
Daubchies-15 0,35067 0,30135 0,37756
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5. WNIOSKI.

Reasumujac przeprowadzonga probe estymacji wykladnikéw Hursta,
nalezy przyznaé, ze nie jest ona w pelni udana. Na jej podstawie mozna
jedynie postawi¢ robocza hipotezg, iz badane szeregi empiryczne charakteryzuja
si¢ krotka pamigcia, a nastgpnie nalezaloby hipotez¢ t¢ zweryfikowaé,
chociazby za pomoca testéw lub tez poprzez zastosowanie innych narzedzi
(statystyka R/S, periodogram itp.; zob. Karagiannis, Faloutsos i Riedi,
2002), pozwalajacych estymowaé wspélczynnik Hursta. Nalezy jednak
wyraznie podkresli¢, iz celem niniejszego opracowania nie bylo precyzyjne
szacowanie wspélczynnika samopodobienstwa, lecz zwrécenie uwagi na
pewne fakty.

W sytuacji gdy prognozowane zjawisko tworzy samopodobny proces
stochastyczny o dlugiej pamigci, to mozna tym swobodniej prognozowaé,
i co wigeej, na dluzszy horyzont czasowy, im wyzszy jest wykladnik Hursta.
Dzieje si¢ tak dlatego, ze wykresy trajektorii procesébw samopodobnych
0 dlugiej pamigci s3 malo ,,poszarpane” i doéé wyraznie rysujace si¢ w nich
trendy sq w niewielkim stopniu zaburzane przez , niespodziewane” odstepstwa
(wszystko to za sprawg istnienia dodatniej korelacji przyrostow). Trendy
wigc mozna modelowaé na rézne sposoby, a nastepnie poprzez ekstrapolacje
trendow dokonywaé predykcji.

Jezeli natomiast prognozowane zjawisko tworzy samopodobny proces
stochastyczny o krotkiej pamieci, to trajektorie sa tym bardziej ,,poszarpane”,
im nizszy jest wykladnik Hursta. Co wigcej, na ogo6l nie wida¢ zadnych
wyraznie zarysowanych trendow, a jeéli juz sa widoczne, to albo w bardzo
malych skalach i bardzo réznie skierowane, albo tez na troche dluzszy trend
naklada si¢ bardzo oscylujacy i chaotyczny szum (jest to skutkiem istnienia
ujemnej korelacji przyrostow). Zatem widoczne staje si¢, ze w tej sytuacji
predykcja trafia na wielki ,,opér materii".

Wracajac do rozwazonych danych statystycznych i przeprowadzonej dla
nich préby poszukiwania dlugoterminowej zaleznosci, stwierdzié nalezy, ze
Owszem mozna i nawet powinno si¢ podejmowaé préby prognozowania,
jednak postawiona hipoteza o krétkiej pamigci stawia pod znakiem zapytania
jakos¢ i adekwatnoéé tych préb.

Trzeba takze dodaé, ze proces samopodobny posiada z definicji staly,
niezmienny w czasie wykladnik Hursta. Konsekwencja tego jest to, iz chcac
z duza dokladnoscia estymowaé wspoélczynnik samopodobienstwa, nalezy
sigga¢ do mozliwie najdluzszych szeregéw czasowych. Z drugiej jednak
Strony empiryczne szeregi ekonomiczne zdaja si¢ (w intuicyjnym sensie tego
Pojecia) charakteryzowaé zmiennoscia pamigci w zalezno$ci od wyboru
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punktu czasu, z perspektywy ktorego bada si¢ pamigé. Sposréd rozwazonych
szeregbw brakiem stalo$ci w najwigkszym stopniu najprawdopodobniej
charakteryzuja si¢ notowania Zywca (wyrazna zmiana typu oscylacji poczawszy
od obserwacji nr 400).

Rzecza najistotniejsza jest zatem umiejetny dobdr dilugosci badanego
szeregu, by wlasciwie wywazy¢ pomigdzy dokladnoscia oceny wspolczynnika
samopodobienstwa a odpowiednioscia tejze oceny wzgledem aktualnego
stanu przebiegu modelowanego zjawiska. Wielka bolaczka jest fakt, ze obu
tych postulatow niestety nie da si¢ spelni¢é rownocze$nie.

6. UWAGI KONCOWE

Przedstawione poszukiwania dlugoterminowej zalezno$ci w wystarczajacy
sposob pokazaly, ze falki w wielu sytuacjach moga by¢ §wietnym narzedziem,
pozwalajacym przeprowadza¢ szeroko rozumiang analiz¢ danych statystycz-
nych. Na dodatek moga sta¢ si¢ narzedziem, bedacym alternatywa dla
klasycznych metod, alternatywa raczej uzupelniajaca, anizeli wykluczajaca
uprzednio stosowane metody. Co wigcej, latwo$é postugiwania si¢ falkami,
mnogos$¢ potencjalnych zastosowan, dostgpnos¢ gotowych falkowych pakietow
obliczeniowych pozwalaja falkom zajaé znaczaca pozycj¢ poérdéd innych
narzedzi.
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WAVELET METHODS FOR DETECTING LONG-RUN DEPENDENCE
OF STOCK INDEXES AND EXCHANGE RATES

Summary

The paper treats of an issue that is interrelated to the prediction inseparably. Namely if
one models an economic variable with the aid of a stochastic process one should realize to
what extent the past behaviour of the process would remain the same in the future. Thereby
the notions of the self-similarity and of the long-run dependence may be used to solve this
problem. And the accuracy of the prediction can be confirmed or impaired this way.

An attempt of the Hurst exponent estimation with the use of wavelet analysis tools is
contained in the article. Five empirical indexes are considered and for all of them the
estimation yields the hypothesis of short memory. Therefore even if the prediction is necessary
and desirable one should be very sceptical and careful when forecasting the deliberated data.



