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O WYZNACZANIU DOMINANTY ROZKEADU CECHY
CIAGLEJ W SZEREGACH SZCZEGOLOWYCH

1. WPROWADZENIE

Parametryczna analiza rozkladu cechy w zbiorowosci jest jedna z najczesciej
wykonywanych analiz, tak dla samego opisu badanej zbiorowosci jak réwniez
w przypadkach np. doboru zmiennych do modelu. Do gléwnych wlasnosci roz-
kiadu nalezy jego polozenie (tendencja centralna). Podstawowymi miarami ten-
dencji centralnej, okreslajacymi potozenie $rodka rozkladu, sa miary przecigtne
tj. klasyczna $rednia arytmetyczna oraz wéréd miar pozycyjnych mediana i do-
minanta. O ile $rednia arytmetyczna jest wrazliwa na warto$ci skrajne pojawia-
jace sie na krancach rozkfadu, o tyle mediana i dominanta sq na wartosci skrajne
odporne. Czgsto tez, np. w naukach medycznych, wigcej informacji dostarcza
warto$é najbardziej prawdopodobna niz pozostale miary przecigtne (Bickel 2002,
s. 154). Dodatkowo moda ma tg zaletg, Ze moze by¢ wykorzystywana do estymacji
asymetrii rozktadu (Rousseeuw, Leroy 1987, za Bickel 2002, s. 154).

Szacowanie miar przecigtnych w przypadku cechy dyskretnej nie jest skom-
plikowane. Réwniez w przypadku zmiennej ciaglej oraz danych w postaci szere-
gu szezegolowego dysponujemy dobrymi estymatorami zaréwno Sredniej aryt-
metycznej jak i mediany. Problematyczne jest w tym przypadku okreslenie war-
tosci dominanty, brak bowiem jednego, najlepszego estymatora. Dominanta
w my$l ogélnej definicji jest wartoécig najbardziej prawdopodobna. Dla zmien-
nej skokowej moze to by¢ jednoznacznie utozsamione z warto$cig najezesciej
wystepujaca, oczywiscie pod warunkiem, ze wielko$¢ proby bedzie odpowiednia
do ilogci wariantéw cechy. W przypadku zmiennej ciaglej takiego utozsamienia nie
mozna dokonaé chociazby z tego powodu, Ze dwie wartosci losowe pobrane z roz-
kiadu ciaglego praktycznie nigdy nie bgda sobie réwne. Dodatkowe problemy

:‘Dr, Katedra Statystyki, Uniwersytet Gdanski.
Mgr, Katedra Statystyki, Uniwersytet Gdanski.

[107]



108 Tomasz Jurkiewicz, Arkadiusz Kozlowski

pojawiaja si¢ w sytuacji, w ktorej wystepuje wigcej niz jedno maksimum, a wiec
w przypadku rozktadéw wielomodalnych.

Definicja, ktéra jest zgodna z intuicyjnym rozumieniem dominanty, réwniez
w przypadku zmiennej ciaglej, stwierdza, ze moda ,jest to warto$é zmiennej
odpowiadajaca punktowi maksimum idealnej krzywej, mozliwie najlepiej dopa-
sowanej do rozkladu rzeczywistego” (Yule, Kendall 1966, s. 135). Yule i Ken-
dall jako sposob wyznaczania dominanty sugeruja ,,pewien proces wygladzania
nieregularnosci wystepujacych w rozkladzie rzeczywistym”, a jako najlepszy spo-
s0b wygladzania (uwzgledniajacy wszystkie obserwacje) wskazuja proces ,,dopa-
sowania idealnej krzywej liczebnosci o danym z géry réwnaniu do danych rzeczy-
wistych” i za modg, zgodnie z definicja, przyjecie maksimum tej funkcji. Proble-
mem jest tu jednak prawidlowe okre$lenie teoretycznego rozkladu cechy. Jednym
z rozwigzaih moze by¢ wykorzystanie wiedzy a priori, wymaga to jednak do$¢ za-
awansowanej wiedzy zaréwno statystycznej, jak i znajomosci badanego zjawiska.

Jedng z popularnych metod wyznaczania dominanty jest pogrupowanie ob-
serwacji w przedzialy, a nastgpnie — wykorzystujac przedzial najgestszy i dwa
sasiednie — oszacowanie warto$ci modalnej za pomoca wzoru interpolacyjnego.
Jej niewatpliwa zaleta jest prostota obliczen i latwosé zastosowania w praktyce.
W literaturze przedmiotu mozna spotka¢ wiele réznych metod estymacji domi-
nanty. Niektore z nich, np. metoda pélprob HSM i pétrozstepéw HRM, opieraja
si¢ na prostym postgpowaniu iteracyjnym, w ktérym ciag obserwacji dzielony
jest na mniejsze podproby, tak aby wybrana podpréba zawierala warto$é modal-
na. Innym podejéciem jest stosowana np. w metodach standardowej parame-
trycznej SPM i odpornej parametrycznej RPM transformacja pierwotnej zmien-
nej w zmienng o przyblizonym rozkfadzie normalnym. Nastepnie na podstawie
oszacowania parametréw rozkladu nowej zmiennej wyznacza si¢ dominante
w rozkladzie pierwotnym. Rozwoj elektronicznych technik obliczeniowych po-
woduje, ze wcigz pojawiaja si¢ nowe, lepsze ale i bardziej skomplikowane
1 czasochlonne, estymatory dominanty.

W wielu podregcznikach statystyki problem wyznaczania dominanty w przy-
padku cechy ciaglej i danych szczeg6lowych jest catkowicie pomijany. Réwniez
w najpopularniejszych pakietach statystycznych czy arkuszu Excel dominanta
wyznaczana jest na podstawie czestosci wystapien, tak jak dla cech dyskretnych.
Celem pracy jest przedstawienie roznych mozliwo$ci wyznaczania dominanty
cechy ciaglej w szeregach szczegblowych.

W praktyce statystycznej, jak i w dydaktyce, czgsto zalezy badaczowi na
stosowaniu w miarg prostych metod, ktore jednak nie beda znaczaco gorsze pod
wzgledem efektywnoéci od najlepszych. Stad tez potrzeba wiedzy, w jakich
okolicznosciach metody proste sq wystarczajaco efektywne, a kiedy ich stoso-
wanie prowadzi do duzych bledow. Réwnolegtym celem pracy jest poréwnanie
efektywnosci metod szacowania dominanty dla rozkladéw o réznym stopniu
asymetrii.
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2. METODY WYZNACZANIA DOMINANTY
2.1. Grupowanie i interpolacja

Jedng z potencjalnych metod wyznaczania dominanty jest wykorzystanie
wzoru interpolacyjnego dla szeregéw rozdzielezych przedzialowych, znanego
z wielu podregcznikow statystyki (Sobezyk 2002, s. 42, Szulc 1976, s. 175).

W tym celu nalezy pogrupowaé dane w przedzialy klasowe, a nastgpnie po
ustaleniu przedziatu zawierajacego najwigcej obserwacji (najgestszego), skorzy-
sta¢ ze wzoru interpolacyjnego:

A n. —n,
DGrup = xiO + ' £ A ci
(n,=n_)+(n—n,)

(1)

Jezeli przedzialy maja r6zne rozpigtosci nalezy zamiast liczebnosci poshugi-
wacé sig gestosciami przedzialéow — o czym rzadko wspomina si¢ w podrgczni-
kach z zakresu statystyki. Jednym z aspektow, ktore nalezaloby rozwazy¢ przed
wykorzystaniem tej metody, jest kwestia liczby przedzialow. Wskazania okre-
Slajace optymalng liczbe przedzialéw przedstawiane w wigkszosci podreczni-
kéw, przewaznie jako funkcje liczebno$ci proby, dotyczq raczej prezentacji tabe-
larycznej materiatu statystycznego. Nickoniecznie musza by¢ one optymalne dla
wyznaczenia dominanty.

2.2. Dominanta jako funkcja $redniej i mediany

Do estymacji dominanty mozna wykorzysta¢ regule ,kciuka” podang przez
Karla Pearsona. Zaklada ona, ze w rozkladach jednomodalnych migdzy $rednia
1 mediang, ktore jest latwo estymowaé, oraz dominantg wystgpuje w przyblize-
niu stata relacja. Bez wzgledu na kierunek asymetrii mediana, wg tej reguly,
usytuowana jest migdzy $rednig i dominanta w odleglosci od $redniej rownej 1/3
odlegio$ci miedzy $rednig i dominanta. Przeksztalcajac t¢ zaleznos$¢ ze wzgledu
na dominant¢ mozna otrzymaé¢ wzor (Yule, Kendall 1966, s. 136):

A

D,, =%-3-(¥ - Me)= 3Me- 2% )

Nalezy przy tym zaznaczyé, ze wzor ten daje doktadne wyniki w rozktadach
0 umiarkowanej asymetrii (Yule, Kendall 1966).
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2.3. Metoda pélpréb — Half-Sample Mode (HSM)

Metoda HSM opiera si¢ na nastgpujacym algorytmie iteracyjnym (Bickel
2006, s. 3502-3504):

1. Z calej préby o liczebno$ci n rozwaza si¢ podproby o liczebnosci n” =n / 2
(jezeli n jest nieparzyste (n / 2) zaokragla si¢ w gorg). Podprébami sa kolejne
fragmenty uporzadkowanej niemalejaco proby, od 1 do n’, od 2 do »n’ +1, 3 do
n’ +2 itd.

2. Do kolejnej iteracji wehodzi podproba, ktora charakteryzuje si¢ najmniej-
Szym rozstepem (Xmax — Xmin)-

3. W wybranej podprébie ponownie rozwaza si¢ mniejsze podpréby o po-
lowie liczebnosci (analogicznie do p.1) i wybiera te, ktora cechuje si¢ najmniej-
$zym rozstgpem.

4. Procedura wykonywana jest do momentu, w ktérym zostanie proba co
najwyzej 2-elementowa. Estymatorem dominanty jest $rednia arytmetyczna
z elementow tej proby.

2.4. Metoda pélrozstepow — Half-Range Mode (HRM)

Metoda HRM opiera si¢ na postgpowaniu iteracyjnym analogicznym do me-
tody HSM (Bickel 2002, s. 154-155):

1. Z calej proby o liczebnosci n rozwaza si¢ podproby, ktérych rozstep row-
ny jest polowie rozstgpu catej proby.

2. Do dalszej iteracji wchodzi podproba, ktéra zawiera w sobie najwigcej
elementow.

3. Z wybranej podpréby ponownie rozwaza si¢ mniejsze proby, ktérych
rozstep réwny jest polowie poprzednio branego pod uwagg rozstepu.

4. Procedura wykonywana jest do momentu, w ktorym zostanie préba co
najwyzej 2-clementowa. Analogicznie jak w metodzie HSM estymatorem domi-
nanty jest $rednia arytmetyczna elementow tej proby.

2.5. Estymatory standardowy parametryczny i odporny parametryczny —
Standard Parametric Mode (SPM) i Robust Parametric Mode (RPM)

Estymatory SPM oraz RPM opieraja si¢ na transformacji pierwotnej zmien-
nej X' w zmienng Y = g(X), ktéra miataby rozklad mozliwie najbardziej zblizony
do rozkladu normalnego. Przyjmujac zalozenie, ze ¥ ma rozklad normalny oraz
znajac posta¢ funkcji transformujacej g, mozna wyznaczyé funkcje gestosci
zmiennej X. Wz6r na dominantg uzyskuje si¢ wyznaczajac maksimum z tej
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funkcji gestosci. Argumentami tego wzoru sa parametry zmiennej Y oraz funkcji
g. Algorytm postgpowania jest nastgpujacy:

1. Transformacja zmiennej pierwotnej X w zmienng Y o przyblizonym roz-
ktadzie normalnym. Do transformacji w metodzie SPM i RPM wykorzystuje si¢
funkcje potegowa postaci ¥ = X”. Kryterium doboru parametru « jest maksyma-
lizacja wspolczynnika korelacji pomigdzy obserwacjami zmiennej Y, a teore-
tycznymi warto$ciami skumulowanego standaryzowanego rozkladu normalnego
i-0,5

n
korelacji  liniowej Pearsona, ktéry moze by¢ wyrazony jako:

2 2
r(a) =_s;_(g)__s;(__a)’ gdzie sf(a)=0'( »,(@) it ), za$ o jest nieob-
sy(@)+s2(a) oy (@) o(z)
cigzonym odchyleniem standardowym z préby.

W metodzie RPM obliczany jest analogiczny tzw. odporny wspolczynnik kore-

) :
lacji wyrazony jako: R(a)=w, gdzie S2(ar)=A| -2 (&) o2 4
Si(a)+S2(@) Ayi(@)  Az)
za$ A jest standaryzowanym absolutnym odchyleniem mediany (ang. standard-
ized  median  absolute  deviation, ~ MAD)  definiowanym  jako

12 Vhecal
A )= [mh Melx,. - Me(x, )‘

Iteracyjnie wyszukiwane jest takie o, dla ktérego wspotczynnik korelacji
osigga maksimum (dla rozktadéw jednomodalnych jest to zawsze tylko jedno
maksimum)'.

2. Wyznaczenie optymalnej wartoéci a pozwala na przyjecie zaloZenia, ze
realizacje zmiennej ¥ pochodza z rozktadu normalnego o gestosci danej wzorem:

(y-u) ]

odwrotnego z; =(D"( J W metodzie SPM obliczany jest wspolczynnik

202

1
fY(J’,,U,O')— O'\/Eﬂ'_exp[_

Dia funkcji transformacji y,(ar) = x;* funkcja gestosci zmiennej X ma za-
tem postac:

2
a oy|_fer|x*! (xa —,u)

X, u,0,a)= fy(x*,u,0)=—=——exp| -———— |

Sy (e p )=y (x%u )‘ax, R p 257

! Szczegolowy algorytm wyznaczania a znaleZé mozna w: Bickel 2003, s. 911-912,



112 Tomasz Jurkiewicz, Arkadiusz Koztowski

3. Estymator dominanty wyznacza si¢ jako maksimum funkcji gestosci
zmiennej X czyli (z uwagi na zakladang normalno$¢ rozktadu) rozwiazujac ze
wzgledu na x warunek:

I:af,\’(xuu’o.sa)—l =10
.——' =0,
dx IR

a w konsekwencji uzyskuje si¢ nastgpujacq posta¢ wzoru:

b
~ 40 (-1 1
Dprs/rem = ';"[ﬂ'*'\/ﬂz"‘—a—%——ll ; (3)

4. W metodzie SPM jako estymatory 4 i & w powyzszym wzorze wyko-
rzystywane sa wartosci odpowiednio $redniej arytmetycznej i odchylenia stan-
dardowego zmiennej Y z proby. W metodzie RPM jako estymatory ¢ i o wy-
korzystywane s wartosci odpowiednio mediany oraz standaryzowanego abso-
lutnego odchylenie mediany (MAD) zmiennej Y. W obu przypadkach a = o

Poziom a jednocze$nie okresla jaka jest asymetria rozkladu zmiennej X. Dla
rozktadow symetrycznych a = 1 co implikuje D = u. Jezeli a jest bardzo male,
tak ze argument pierwiastka jest ujemny (co moze si¢ zdarzy¢ dla matych prob
z silng asymetria), wtedy za ocene D przyjmuje si¢ najmniejsza warto$é z proby.

2.6. Estymator Grenandera

Nieparametryczny estymator dominanty zaproponowany przez Grenande-
ra ma nastgpujaca posta¢ (Grenander 1965, s. 138):

1%t (ki ¥ %,

EZ( ‘ ),,
b T3 ) (xi+k_xi) 4)
Gre_p_k = p-k 1

it (x4 = ;)"

gdzie: p ik to liczby calkowite, spelniajace warunek: 1< p <k .
Dla k > 2p rozklad tego estymatora jest zbiezny do rozkladu normalnego

(Hall 1982, s. 994). Estymator Grenandera, podobnie _]ak estymator SPM, jest
wrazliwy na obserwacje nietypowe.
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3. SYMULACYJNA ANALIZA EFEKTYWNOSCI ESTYMATOROW

Aby oceni¢ efektywnos$¢ estymatoréw dominanty przeprowadzono szereg
symulacji na probach generowanych z rozkladow teoretycznych o znanej domi-
nancie. Proby generowane byly z rozkladu normalnego N(10, 2) oraz szesciu
rozktadow logarytmiczno-normalnych o rosnacej asymetrii.

Z kazdego rozkladu generowano préby losowe o liczebnosciach 200, 500
oraz 1000 jednostek. Dla kazdej proby obliczano warto$¢ przedstawionych wy-
zej 7 estymatorow dominanty, przy czym:

« do wzoru interpolacyjnego z danych pogrupowanych zastosowano 13 wa-
riantow grupowania: od 3 do 15 przedzialéw, przy czym grupowanie przepro-
wadzono dla réwnych przedzialéw klasowych,

« estymator Grenandera obliczano dla 50 wariantéw parametrow, dla kaz-
dej wartosci parametru p = {2, 4, 6, 8, 10} oraz parametru k = {3, 5, 7, 9, 11, 13,
LS, 1749021 %

Liczba symulacji wynosita w kazdym przypadku N = 10000.

Do oceny jakosci szacunkéw wykorzystano trzy miary:

o Sredni blad bezwzgledny j-tego estymatora:

Dl D| (5)

bi'= %ﬁ(b{ -D) (6)

o Pierwiastek bledu sredniokwadratowego j-tego estymatora (ang. root me-
an square error, RMSE):

. il

RMSE’ = ]—V-Z(D,:’ i )
i=1

gdzie:

D,.j - ocena j-tego estymatora dominanty w i-tej symulacji,

D — rzeczywista warto$é dominanty, wynikajaca z rozktadu teoretycznego.
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Ze wzgledu na rézne wartosci rzeczywistej dominanty dla kazdego rozktadu,
obliczone zostaly bledy relatywne:

RMSE , 60%.

d%=%100%, b%=%100%, RMSE% =

4. WYNIKI BADANIA SYMULACYJNEGO

W tablicy 1. przedstawione zostaly wyniki symulacji dla préb generowa-
nych z rozkladu normalnego. Z 13 wariantéw grupowania przedstawiono tylko
wariant najlepszy pod wzgledem RMSE%. W przypadku estymatoréw Grenan-
dera, zaprezentowano wariant najlepszy oraz najgorszy pod wzgledem RMSE%,
a takze $rednie oceny bledéw ze wszystkich 50 wariantow.

Tablica 1. Wzgledny $redni blad, wzgledne obceigzenie oraz wzgledny pierwiastek bledu
$redniokwadratowego dla rozktadu N(10,2)

SR =200 7 = 500 7 = 1000

G e R 15T R | d% | b% Rl“,iSE d% | b% R“,;,SE
Grup, 5* 2,07 | 004 | 263 |1,29] 0,02 | 1,63 | LIl | 0,03 | 139
odl 279 0,03 | 349 | 1,80| 0,03 | 225 |1.24] 001 | 1.5
HSM 538 | 0,01 | 6,66 | 450 0,2 | 557 [3.90] 0,09 481
HRM 5,52 | 2,04 | 684 |451|-1,06] 557 |3.92| 086 486
SPM 175 0,06 | 2,19 |1,11] 0,01 | 1,40 |0.78| 0.01 | 097
RPM 273 | 001 | 333 |195] 0,02 | 244 |143| 003 | 181
Gre p2 Ka1** 175 | 001 | 220 |1,15] 1,15 | 1,44 |081] 001 | 1.01
Bre Mpadiite 3,65| 0,03 | 461 3,00 0,03 | 383 |2.59] 000 | 333
Gre plo k3*** | 7.40| 002 | 940 |7,09] 0,01 | 9,01 |694] 0,09 | 876

* dla n=200: Grup_3; ** najlepszy pod wzgledem RMSE %; *** najgorszy pod wzgledem
RMSE %.
Zr6dlo: Opracowanie wlasne.

W przypadku rozkladu normalnego najlepsze wyniki uzyskano dla estyma-
torow SPM, RPM oraz Grenandera (p = 2, k = 21). Wartoéci RMSE% dla tych
estymatorow sg podobne, przy czym estymator SPM dla kazdej liczebnosci pro-
by jest nieznacznie efektywniejszy. W przypadku wzoru interpolacyjnego dla
prob 200-elementowych najefektywniejszy okazal si¢ podzial na 3 przedzialy,
natomiast dla préb 500- i 1000-elementowych, efektywniejsze bylo grupowanie
w 5 przedzialow klasowych. Tylko dla trzech wymienionych wyzej estymatorow
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uzyskano lepsze wyniki od klasycznego wzoru interpolacyjnego. Na wykresie 1
przedstawione zostaly wzgledne miary dobroci estymatoréw dla préb 1000-
elementowych.

W RMSE % & Var % Bd% Bb %

Gre_p2 k21 fmmmmmms

Wykres 1. Bledy oszacowania estymatoréw dla rozkladu N(10,2) oraz n = 1000
Zr6dlo: Opracowanie wlasne.

Do analizy efektywnosci estymatoréw dominanty w rozkiadach asymetrycz-
nych, wykorzystano rozklady logarytmiczno-normalne z parametrem o odpo-
wiednio 0,25; 0,5; 0,67; 1; 1,5; 2. Na wykresie 2 przedstawione zostaly schema-
tycznie odpowiednie krzywe gestosci oraz RMSE% dla kazdego estymatora.

Wraz ze wzrostem asymetrii wszystkie badane estymatory dominanty sa
coraz mniej efektywne. Najgorzej, w przypadku silnej asymetrii, radzi sobie
estymator z danych pogrupowanych. Pierwiastek bledu sredniokwadratowego
jest dla tej metody 10 razy (o = 1,5) czy nawet ponad 1000 razy (o = 2) wigkszy
niz szacowana wielko$¢ dominanty. Im wieksza sko$no$¢, tym wigcej przedzia-
16w jest wymaganych dla efektywnego szacunku’.

% Wielkos¢ bledéw dla rozkladéw o silnej i skrajnej asymetrii wynika najprawdopodobniej
Z przyjetego w symulacjach grupowania w réwne przedzialy klasowe. W przypadku skrajnej
asymetrii zdecydowana wigkszo$¢ jednostek znajdzie si¢ w pierwszym przedziale, a poniewaz
liczebnoé¢ w nastepnym bedzie minimalna, wige oszacowanie dominanty wypadnie w okolicy
Srodka przedzialu, tym samym bgdzie ono mocno zawyZone.
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o =025
a, =0,77825

D=0,9394

o =09
a, =1,7502

D=0,7788

o =0,67
a, = 2,6629
D=0,6412
o=1

D=0,3679

Grup_10
odi
HSM
HRM
SPM

RPM
Gre_p4_i21 |

Grup_15 ]
Odl |

HSM |

HRM i

SPM ]

RPM
Gre_p6_k21

Grup_11
Odl
HSM
HRM
SPM
RPM

10 15 20 25 30

|Gre_p6 ka1, jum

Grup_15
Odl

HSM

HRM

SPM

RPM
Gre_p8_k21_

Grup_15
Odl
HSM
HRM
SPM
RPM

|Gre_p10_k21

T 10 100 1000 10000 100000 1000000

Wykres 2. RMSE% dla rozktadow log-normalnych’, n = 1000

"Dla ostatnich dwéch wariantéw skala bledoéw logarytmiczna

Zrédlo: Opracowanie wiasne.
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Podobnie zte wyniki w przypadku silnej asymetrii ma estymator bedacy
funkcja $redniej i mediany, co zreszta wynika z wlasnosci rozktadu logarytmicz-
no-normalnego. Korzystajac z prawdziwych wartosci miar przecigtnych w roz-
kiadzie logarytmiczno-normalnym mozna stwierdzi¢, ze do wartosci parametru
o = 0,5 roznica (obciaZenie estymatora) miedzy rzeczywista dominanta rozktadu
a oszacowaniem ze wzoru (2) nie przekracza 10%, przy o = 1 jest to juz 180%,
a dla o = 2 wynosi ponad 600%.

Stosunkowo latwe w wyznaczaniu, nawet bez zastosowania elektronicznych
technik obliczeniowych, estymatory nieparametryczne HSM i HRM, jakkolwiek
malo efektywne w przypadku rozktadéw symetrycznych oraz umiarkowanie
asymetrycznych, wypadaja znacznie lepiej, na tle estymatoréw (1) i (2), w przy-
padku silnej asymetrii. Ich przecigtny blad réwniez rosnie wraz ze wzrostem
asymetrii, jednak wzrost ten jest znacznie wolniejszy.

Najefektywniejszym estymatorem w kazdym z prezentowanych przypadkow
jest parametryczny estymator SPM. Nawet przy silnej asymetrii jego RMSE%
zwieksza sie relatywnie nieznacznie. Estymator odporny RPM, wypada nieco
gorzej od SPM i najlepszego z estymatoréw Grenandera w przypadku rozktadow
symetrycznych. Przy wystepujacej asymetrii, co jest poniekad wynikiem odpor-
noéci, jest on lepszy od najlepszego z estymatoréw Grenandera.

Estymator Grenandera, podobnie jak w przypadku rozkladu symetrycznego,
jest najefektywniejszy dla wartosci parametru k& = 21. Wraz ze wzrostem sity
asymetrii rozkladu efektywniejsze sq warianty estymatora dla rosnacej warto$ci
parametru p. Warto zaznaczy¢, ze wartosé parametru k = 21 byla najwyzsza
z testowanych, by¢ moze przy wyzszych wartosciach wyniki estymatora charak-
teryzowalyby si¢ mniejszymi bledami. W tablicy 2. przedstawione zostaly szcze-
golowe wyniki symulacji dla prob generowanych z rozktadow log-normalnych.

Prezentacje wynikow dla rozktadéw logarytmiczno-normalnych ograniczo-
no do préb 1000-clementowych. W stosunku do préb 200- i 500-¢lementowych
wyniki byly zblizone, aczkolwiek mozna zauwazy¢, ze wzrost efektywnosci
estymatorow wraz ze zwigkszaniem wielko$ci préby jest rozny i zalezny od
stopnia asymetrycznosei rozkladu. Najwigkszy wzrost wystgpowat w przypadku
estymatoréow SPM i RPM, najmniejszy w przypadku grupowania, w przypadku
silnej asymetrii rozktadu zaobserwowano nawet spadek efektywnosci tego esty-
matora. Jednakze mozna to wytlumaczy¢ wigkszym prawdopodobiefistwem
pojawienia si¢ wartosci skrajnych, co automatycznie powodowalo, ze rozpigto-
Sci przedziatow byly wigksze a oszacowania dominanty gorsze. Estymator do-
minanty jako funkcji $redniej i mediany rowniez w przypadku silnej asymetrii
bardzo malo zyskuje na efektywnosci, co byé moze jest efektem wrazliwosci
$rednicj na obserwacje odstajace. W przypadku estymatorow HSM i HRM
wzrost efektywnosci byt wigkszy przy bardzo silnej asymetrii.
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Tablica 2. Bledy estymatoréw dla rozkladow log-normalnych, n = 1000

Estymator d% | b% | MVSF| Estymaor | d% L ey

o=0,25 c=10,5
Grup 10 2,4 1,7 2,9 | Grup_15 8,1 i) 9,6
QOdl 1,7 -0,3 201 QOdl 6,5 =5,7 7.9
HSM 4,9 0,6 6,1 HSM 10,0 25 12,6
HRM 4,8 -0,4 6,0 | HRM 9,7 0,3 12,1
SPM 0,8 0,4 1,1 SPM 1.8 0,7 2,2
RPM 1,4 0,8 19 | RPM 2,8 ) ) 3,8
Gre p4 k21 2:3 1,9 2,8 | Gre p6 k21 6,9 5,9 8,4
Gre S$rednia 3,9 2,0 4.9 Gre $rednia 10,7 8,1 13,0
Gre pl0 k3 8,9 2,3 11,5 | Gre pl0 k3 19,9 10,1 26,7

o= 0,67 o=1
Grup 11 24,8 24,8 26,7 | Grup 15 191,4 191.,4 218,3
QOdl 21,5 - 234 | Odl 180,2 -180,2 183.4
HSM 14,4 4,9 18,2 HSM 24,1 12,5 31,1
HRM 13,8 1,6 17,3 | HRM 22,4 6,8 28,6
SPM 2.5 0,7 32 | SPM 4.4 0,3 5,6
RPM 3,9 1,1 50 | RPM 6,9 -1,3 8,7
Gre p6 k21 1 e 10,9 13,9 | Gre p8 k21 24,2 22,3 29,4
Gre s$rednia 17,9 152 21,3 Gre $rednia 40,7 38,3 47,4
Gre pl0 k3 30,2 19,6 41,3 | Gre pl0 k3 60,1 50,0 86,0

o=1,5 c=2
Grup 15 4907 | 4907 6447 | Grup 15 161523 161523 | 250457
Odl 3094 = 3140 | Odl 64427 | -64427 66679
HSM 52 39 70 | HSM 125 114 172
HRM 45 25 60 | HRM 98 78 140
SPM 10 -2 12 | SPM 19 -8 24
RPM 19 ~11 25 | RPM 36 -23 45
Gre pl0 k21 58 55 72 | Gre pl0_k21 140 138 173
Gre $r 115 113 133 | Gre $r 319 318 370
Gre pl0 k3 158 150 243 | Gre pl10 k3 428 423 739

Zrédlo: Opracowanie wiasne.
5. WNIOSKI

Eksperymenty symulacyjne wskazuja, ze klasyczne postgpowanie, czyli
grupowanie i korzystanie ze wzoru interpolacyjnego, nie jest najefektywniejsza
metoda wyznaczania dominanty. Szczegdlnie w przypadku rozkladéw silnie
asymetrycznych szacunki obarczone sa stosunkowo duzym bledem. Metody
parametryczne SPM oraz RPM, oparte na potegowej transformacji danych dla
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uzyskania w przyblizeniu rozktadu normalnego, w kazdym analizowanym przy-
padku dostarczaja efektywniejszych ocen rzeczywiste] dominanty. Wada tych
metod jest jednak ich zlozono§¢ obliczeniowa, gdyz konieczne jest iteracyjne
ustalenie parametru najlepszej funkcji potegowej. W przeciwienstwie do pode;j-
$cia klasycznego, zastosowanie tych metod w praktyce wymaga juz znacznej
wiedzy statystycznej.

Sposréd prostszych metod warto wykorzystywac szerzej w dydaktyce zalez-
noéé pomiedzy dominanta, mediang i $rednia. Efektywnosc takiego sposobu
wyznaczania dominanty w przypadku rozkladéw umiarkowanie asymetrycznych
jest porownywalna z efektywnoscia tradycyjnego podejscia. Proste iteracyjne
metody HSM i HRM nie daja zadawalajacych wynikow w przypadku syme-
trycznosci czy niewielkiej asymetrycznosci rozkladu, lecz moga by¢ uzyteczne,
w przypadku bardzo duzej skosnosci.

Estymator Grenandera przy odpowiednim doborze parametrow, jest efek-
tywniejszy od podejécia klasycznego. Problemem jest jednak odpowiedni dobor
parametréw, aczkolwiek na podstawie sprawdzanych w symulacjach rozktadow
mozna wstepnie okresli¢ przestanki doboru parametréw, wysoka warto$¢ para-
metru k oraz rosnaca wraz z sita asymetrii warto$¢ parametru p.

W celu oceny jakosci zaprezentowanych metod nalezatoby przeprowadzi¢
dalsze analizy, szczeg6lnie pod katem odpornosci na obserwacje nietypowe oraz
mozliwodci wyznaczania przedzialu ufnosci. Warto tez zbadac efektywnosé
estymatora opartego na grupowaniu przy zréznicowanych rozpigtosciach prze-
dziatow.
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ON DETERMINING THE MODE OF A CONTINUOUS VARIABLE
IN RAW DATA

One of the main descriptive characteristics is the mode. For continuous variables it
is not always easy to properly determine the mode. There are some estimates of the
mode provided in literature, however, unlike the median or the arithmetic mean, for the
mode there does not exist the estimator which would be commonly considered as the
best one. Moreover, in many statistical textbooks and computer packages this problem
seems to be ignored.

In this paper authors consider seven different methods of estimation the mode pre-
sented in literature. The efficiency of the estimation procedures has been evaluated on
the basis simulation experiments for the normal and lognormal distributions with differ-
ent degrees of skewness. The evaluation criteria of those procedures involve not only the
efficiency of estimation but also simplicity of computation, which is an important aspect
of teaching statistics.




