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ROZKLAD STOP ZWROTU PORTFELI AKCJI ZBUDOWANYCH
W OPARCIU O SEMIWARIANCIJE

Streszczenie. Porownano rozktady stop zwrotu portfeli zbudowanych w oparciu o klasycz-
ny model Markowitza z portfelami efektywnymi minimalizujgcymi semiwariancj¢ od zatozonej
stopy zwrotu. Przeanalizowano podstawowe charakterystyki rozkladu stép zwrotu oraz
zbadano ich zgodno$¢ z rozkladem normalnym. Badania objgly wszystkie spotki (56), ktore
w calym okresie od 01.01.1996 r. do 28.02.2001 r. byly notowane na WGPW.

Zaden z badanych portfeli nie charakteryzuje si¢ normalnym rozkladem stép zwrotu.
Dla portfeli minimalizujacych semiwariancje od zalozonej stopy zwrotu, odstgpstwo od
rozkladu normalnego jest wyrazniejsze niz dla portfeli zbudowanych zgodnie z klasycznym
modelem Markowitza.

Oznacza to, ze dla polskiego rynku akcji wlasciwsze jest budowanie portfeli z wykorzys-
taniem semiwariancji od zalozonej stopy zwrotu niz wariancji.

Slowa kluczowe: portfel efektywny, ryzyko, stopa zwrotu, wariancja, semiwariancja,
semiwariancja od zalozonej stopy zwrotu.

W klasycznym modelu Markowitza (1952) zaklada si¢, ze inwestorzy
dokonuja wyboru pomigdzy poszczegblnymi portfelami na podstawie $redniej
stopy zwrotu i wariancji. Takie podejécie ma uzasadnienie, gdy stopy
zwrotu poréwnywanych portfeli maja rozklad normalny lub funkcje uzytecz-
nosci poszczegdlnych inwestorow sa kwadratowe (Elton, Gruber 1997,
Haugen 1996).

Kwadratowa funkcja uzytecznosci posiada pewne niepozadane wlasnosci,
przez co zle opisuje faktyczne zachowania inwestorow (Haugen 1996).
Przede wszystkim dla pewnej stopy zwrotu osigga maksimum i jej warto§¢
nastgpnie maleje wraz z rosnaca stopa zwrotu. Jest to w jawnej sprzecznosci
z preferencjami inwestorow, ktorzy zawsze wola posiada¢ wigcej niz mniej.

Rozklady stop zwrotu niektorych spélek notowanych na WGPW istotnie
odbiegaja od rozkladu normalnego (Kolupa, Plebaniak 2000; Kowalewski,
Kuziak 2001; Markowski 2000; Rutkowska-Ziarko 2002). Dodatkowo, aby
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portfele zbudowane z akcji o normalnym rozkladzie stop zwrotu mialy
rowniez rozklad normalny, stopy zwrotu poszczegélnych akcji powinny byé
niezaleznymi zmiennymi losowymi, co jak pokazuja badania, w praktyce
nie wystgpuje (Kolupa, Plebaniak 2000).

W pionierskiej pracy o wyborze portfela Markowitz (1959) — pozniejszy
noblista — proponuje alternatywng do wariancji miar¢ ryzyka, semiwariancje
od zalozonej stopy zwrotu, ktora dobrze odwzorowuje rzeczywiste preferencie
i obawy inwestorow, w sytuacji gdy traktuja oni ryzyko jako mozliwoéé
uzyskania stopy zwrotu nizszej od zadanej (Jajuga, Jajuga 1997). Poszukujac
efektywnego portfela dla takiej miary ryzyka, minimalizowana jest suma
kwadratow odchylen ,,w dol” od zalozonej stopy zwrotu, nie ma natomiast
zadnych ograniczen nalozonych na odchylenia ,,w gor¢™” od zalozonej stopy
zwrotu,

Celem artykulu jest poréwnanie rozkladu stép zwrotu portfeli zbudo-
wanych na podstawie klasycznego modelu Markowitza z portfelami efek-
tywnymi, minimalizujacymi semiwariancj¢ od zalozonej stopy zwrotu.

Inwestor ma do dyspozycji k akcji, A,, 4,, ..., 4, , z ktérych mozna
budowaé portfele. Sklad portfela opisuje wektor: X = (x,, X3, ..., X)7
o skladowych nieujemnych (x;>0) oraz unormowanych do jednosci:

k
rx=1 (1)
i=1

W zapisie macierzowym:

X'l =1 @)

gdzie I, = (1, 1, ..., 1)" jest wektorem k-wymiarowym o skladowych réwnych
jeden.

Stopy zwrotu z;, kazdej akcji A(i= 1, 2, ..., k) sa rejestrowane w usta-
lonych m jednostkach czasowych (t =1, 2, ..., m).
Srednia stope zwrotu z portfela zawierajacego k akcji wyraza:

k
z,= l;x{z‘, =X"Z 3

gdzie Z = (z, ..., Z,)" jest wektorem §rednich stép zwrotu akcji.
Stopa zwrotu z, w momencie t zalezy zarébwno od skladu portfela, jak
i od stép zwrotu poszczegélnych akcji w momencie t:

k
Iy = X'Z, = Zx,z‘,, t=(1, ..., m) 4)
i=1

gdzie Z, = (zy, ..., z,)7 jest t-ta kolumna macierzy Z o elementach z;.
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W klasycznym modelu Markowitza (1952) za miar¢ ryzyka przyjmuje
si¢ wariancj¢ stopy zwrotu portfela:

s: -~ ;l—l:_. ,.il(zor e Ep)z - ;l:]- gglxr(zr - 7)(Zt i 2—)TX = XWX
(&)
gdzie:
' AT = =
W= S '2 (Z,-Z\2,-2)" (6)

1

jest (k x k) wymiarowa macierza wariancji-kowariancji z proby.

Problem wyznaczenia wektora X udzialow akcji sprowadza si¢ do
rozwigzania nastgpujacego zagadnienia optymalizacyjnego — zminimali-
zowac:

ss=X"WX (7
przy ograniczeniach:
XL =1 8)
XZ>y ©)
XeR', X>0 (10)

gdzie y jest okreslona z gory stopa zwrotu calego portfela, przy zalozeniu
y<maxz,.

Podstawiajagc za y réine wartosci z przedzialu <minz; maxz, >,
otrzymujemy granicg¢ efektywna, utworzona z portfeli posiadajacych najniz-
sze wariancje dla poszczegblnych zadanych stop zwrotu. Postgpujac wedlug
tej procedury, mozemy uzna¢ za nieefektywne portfele o niskich ujemnych
odchyleniach od zadanej stopy zwrotu i jednocze$nie duzych odchyleniach
dodatnich, a wigc bardzo korzystne dla inwestorobw mimo wysokiej wa-
riancji.

Wyznaczenie portfeli efektywnych dla ryzyka, rozumianego jako mozliwosé
osiggnigcia stopy zwrotu nizszej od zadanej, sprowadza si¢ do minimalizacji
semiwariancji od zalozonej stopy zwrotu przy okre§lonym z gory y, a wigc
do rozwiazania nastgpujacego zagadnienia optymalizacyjnego — zminimali-
zowacg:

dsy(y) = X"D() X (11)
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przy ograniczeniach (8-10), gdzie D(y) jest macierza semiwariancji-semiko-
wariancji od zalozonej stopy zwrotu y o elementach d(y):

l m
du = o Z dije () (12)
i=1
gdzie:
_ {0 dla z,>y
G (1) = {(Zt: —Nzp—y) dla z,<y (3)

Wyznaczajac macierz D(y), musimy wiedzie¢, w ktoérych okresach stopa
zwrotu calego portfela byla nizsza od zalozonej, a to zalezy zar6wno od
zalozonej stopy zwrotu, jak i od skladu portfela. Sprawia to, ze wyznaczanie
portfeli efektywnych dla semiwariancji od zalozonej stopy zwrotu jest
bardziej zlozone niz dla wariancji i moze by¢ rozwiazane w ramach
procedury iteracyjnej (Rutkowska-Ziarko, Olesinkiewicz 2002), wychodzacej
z dowolnego portfela spelniajacego warunek (1), np. portfela Markowitza.
Zagadnienie to r6zni si¢ od klasycznego modelu Markowitza tym, ze
macierz wariancji-kowariancji we wzorze (7) zostala zastapiona macierza
D (y), ktora zalezy nie tylko od zalozonej przez inwestora stopy zwrotu 7,
ale takze od wektora X otrzymanego w poprzedniej iteracji. Szczegoly
metody wykorzystujacej algorytm Wolfa (Grabowski 1982) programowania
kwadratowego opisano w pracach (Olesinkiewicz, Rutkowska-Ziarko 2003;
Rutkowska-Ziarko, Olesinkiewicz 2002).

Portfel efektywny minimalizujacy ryzyko rozumiane jako wariancja stop
zwrotu bedziemy nazywaé portfelem Markowitza, natomiast minimalizujacy
semiwariancj¢ od zalozonej stopy zwrotu — portfelem SEM.

W pracy (Rutkowska-Ziarko, Olesinkiewicz 2002) zbudowano portfele
Markowitza i portfele SEM ze wszystkich spolek (56), ktore w calym
okresic od 1.01.1996 r. do 28.02.2001 r. byly notowane na gieldzie, dla
nastgpujacych zalozonych polrocznych stép zwrotu: 1%, 5%, 10%, ...,
35%, 40%, 44% (43,9997). Najwyzsza stopa zwrotu, dla ktérej prze-
prowadzono obliczenia wynika z faktu, Ze najwyzsza §rednia stopa zwrotu
dla jednej spoiki (Optimus) wynosila 43,9997%.

Stopy zwrotu zostaly obliczone wedlug wzoru:

b ci'-*c‘———““loo"/., (14)
it
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gdzie:

s — dlugos¢ okresu inwestycyjnego wyrazona w dniach;

ci — warto§¢ notowania i-tego aktywu w momencie t;

Ci1+s — warto§¢ notowania i-tego aktywu po s dniach inwestowania
rozpoczgtego w momencie f.

Liczba jednostek czasowych m, w ktorych rejestrowane s stopy zwrotu,
zalezy od liczby notowari i od dlugodci okresu inwestycyjnego:

m=n—s (15)

gdzie n to liczba notowan.

Dla portfeli SEM i portfeli Markowitza obliczono nastgpujace charak-
terystyki rozkladu stop zwrotu: §rednig, mediang, minimum, maksimum,
rozstgp, wariancj¢, semiwariancj¢ od zalozonej stopy zwrotu, wspolczynnik
asymetrii oraz wspolczynnik splaszczenia. Zbadano takze normalno$é rozkladu
stop zwrotu testem D’Agostino-Pearsona. Z uwagi na duza warto$é m,
ktora w naszym przypadku wynosi 1165, zastosowano zmodyfikowana
funkcje testowa sluszng dla m> 200, o postaci (Domanski 1990):

K? = 22 [4(b,)* +b3] (16)

gdzie b, = ':;’g jest wspolczynnikiem asymetrii, b, = %—3 wspolczynnikiem
splaszczenia, S odchyleniem standardowym, a m,, m, sa momentami
centralnymi trzeciego i czwartego rzgdu.

Przy prawdziwoici hipotezy H,, zakladajacej normalnoéé rozkladu,
statystyka K? ma rozklad x* o dwoch stopniach swobody. Dla poziomu
istotnosci a = 0,05 warto$¢ krytyczna tego testu wynosi 5,991.

Zaden z badanych portfeli niec ma normalnego rozkladu stép zwrotu
(tabela 1), przy czym odstepstwo od rozkladu normalnego jest wyrazniejsze
dla portfeli SEM (wyzsze wartoéci statystyki DD’Agostino-Pearsona) i to
zarobwno pod wzgledem skosnosci, jak i splaszczenia. Wszystkie portfele sa
prawostronnie skoéne, co jest korzystne dla inwestoréw (Elton, Gruber
1997; Jajuga, Jajuga 1997; Kolupa, Plebaniak 2000; Haugen 1996), portfele
SEM sa bardziej ,asymetryczne” i jednocze$nie ,bardziej wysmukle” od
portfeli Markowitza. Nawet dla portfeli efektywnych w sensic minimalnej
wariancji nie jest spelnione podstawowe zalozenie klasycznego modelu
Markowitza o normalnoéci rozkladu stop zwrotu.
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Tabela 1. Badanie normalnodci rozkladu stép zwrotu

y Typ portfela W:P;::m?ik \mn;k Statystyka K?

1 | Markowitza 0,562 2,604 390,442
SEM 1411 3,852 1106,655

5 | Markowitza 0,562 2,604 390,442
SEM 1,336 3,311 878,555

10 | Markowilza 0,746 1,060 162,465
SEM 1,199 2,502 582,975

15 | Markowitza 0,208 0,263 11,776
SEM 1,453 2,116 627,428

20 | Markowitza 0,362 0,562 40,836
SEM 1,778 3452 1192,333

25 | Markowitza 0,761 0,340 118,130
SEM 1,909 4,067 1510,758

30 | Markowitza 0,911 0,640 181,183
SEM 1,979 4,345 1676,601

35 | Markowilza 1,427 2,677 743,243
SEM 2,052 4,677 1879,746

40 | Markowitza 1,957 4,518 1734,585
SEM 2,110 4,964 2060,392

44 | Markowilza 2,139 5,037 2119,772
SEM 2,139 5,037 2119,772

Zr6dlo: obliczenia wiasne.

Wybér portfeli, oparty na $redniej i wariancji, nie jest wigc uzasadniony.
Przynajmniej dla czgéci mozliwych do zbudowania portfeli rozklad stop
zwrotu odbiega istotnic od normalnego. Dla polskiego rynku akcji powinno
dokonywaé si¢ wyboru portfela inwestycyjnego na podstawic §redniej
i semiwariancji od zalozonej stopy zwrotu.

Dla wszystkich portfeli mediana jest nizsza od §redniej, przy czym dla
portfeli Markowitza dla niskich zalozonych stép zwrotu réznice migdzy
tymi dwiema miarami sg niewielkie (tabela 2).

Nalezy zwréci¢ uwage, ze portfele SEM, posiadajac wyzsze mini-
mum stopy zwrotu, charakteryzuja si¢ jednocze$nie wigkszym rozstgpem.
Zwigkszenie obszaréw zmiennosci nastapilo tu na skutek zwigkszenia wartosci



Tabela 2. Wybrane charakterystyki rozkiadu stop zwrotu

y Typ portfela Srednia | Mediana | Minimum | Maksimum | Rozstep | Wariancia ms?'“"j"“mopy"z::om
1 | Markowitza 5,193 4,709 16,650 45,577 62,227 55,628 9,413
SEM 9,090 7,699 9,578 63,525 73,103 88,687 200 |
5 | Markowitza 5,193 4,709 16,650 45,577 62,227 55,628 23,845
SEM 9,241 7,674 10,013 62,283 72,29 90,238 9,865
10 | Markowitza 10,000 9,036 11,107 57,275 68,382 97,151 39,942
SEM 10,000 8,317 10,696 64,349 75044 | 105245 37456
15 | Markowitza 15,000 14,894 26,649 79,500 | 106,149 | 337,767 160,849
SEM 15,000 8,695 15,684 | 10698 | 122671 | 422,585 124,021 Es
20 | Markowitza 20,000 18,581 35398 | 118,343 | 153741 | 1023215 461,182 b
SEM 20,000 10,118 26400 | 179411 | 205811 | 1144,745 296,163
25 | Markowitza 25,000 17,371 55,568 | 219,991 | 275558 | 2259832 883,756 —
SEM 25,000 10,758 34799 | 254719 | 289,518 | 2298594 565,450
30 | Markowitza 30,000 15,937 46476 | 229726 | 276203 | 3011,620 1129,861
SEM 30,000 10,764 41275 | 331,6% | 372969 | 3963904 944795
35 | Markowitza 35,000 15,711 54037 | 331,673 | 385709 | 5005334 1623423 i
SEM 35,000 10,296 46479 | 416425 | 462904 | 6273316 1445480
40 | Markowitza 40,000 13,373 55,567 | 468,135 | 523,702 | 8411464 2132,939 E
SEM 40,000 10,454 52084 | 506215 | 558299 | 9278261 2084,128
44 | Markowitza 44,000 11,290 58953 | 580,380 | 639,333 12377242 2707890
SEM 44,000 11,290 58953 | 580,380 | 639,333 |12377,242 2707,890

Zrodio: obliczenia wiasne.

ffoxe fopod moimz dois pepRZOY
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maksymalnych. Portfele SEM sa bezpieczniejsze (nizsza semiwariancja od
zalozonej stopy zwrotu). Dla niskich zalozonych stép zwrotu obydwa typy
portfeli maja $rednic stopy zwrotu wyzsze od zalozonych, przy tym dla
portfeli SEM efekt ten jest wyraznie wigkszy.

Portfele Markowitza, z zaloZzenia, maja minimalng wariancje, wigc ze
wzgledu na t¢ miar¢ ryzyka posiadaja przewage nad portfelami SEM.

Oznacza to, ze w portfelach SEM, w poréwnaniu z portfelami Markowitza,
wystepuje wigksze rozproszenie stopy zwrotu wokol $redniej, jednocze$nie
mniejsze sq odchylenia ponizej, a wigksze powyzej zaloZzonej stopy zwrotu.
Z tego wzgledu nalezy portfele SEM uzna¢ za lepsze dla inwestorow,
poniewaz przy mniejszym ryzyku uzyskania stopy zwrotu nizszej od zalozonej
stwarzaja jednocze$nie szans¢ na wysokie stopy zwrotu.
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THE DISTRIBUTIONS OF THE RATES OF RETURN ON FIXED TARGET
SEMI-VARIANCE PORTFOLIOS
Summary

The distributions of the rates of return on the fixed target portfolios and classic
Markowitz's ones are compared on example of companies listed on the Warsaw Stock
Exchange. The data used in the analysis refer to the period from 1.01.1996 to 28.02.2001.
The basic parameters of returns distribution are calculated. The returns on portfolios are
non-normally distributed.

The analysis of empirical results suggests that, for the Warsaw Stock Exchange, fixed
target semi-variance is a more appropriate risk measure than variance.



