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Streszczenie. Sposréd czynnikéw wplywajacych na warto$¢ opcji, a tym samym na
warto$¢ portfeli instrumentéw zawierajacych opcje, ktérych szacunek jest obarczony
ryzykiem, nalezy wymieni¢: ceng¢ instrumentu pierwotnego, wariancj¢ stopy zwrotu
z instrumentu pierwotnego, stopg¢ zwrotu wolng od ryzyka.

Wycena kazdego instrumentu finansowego ma na celu ustalenie jego wartoici dla
inwestora, bedacej podstawg do podjecia decyzji o zakupie. Sposrod wielu stosowanych
w praktyce strategii inwestowania w portfele instrumentéw zawierajgcych akcje lub opcje
w artykule analizuje si¢ strategie zabezpieczajgce przed ryzykiem, zwigzane z modelami
wyceny opcji —~ dwumianowym oraz Blacka-Scholesa.

Badaniu poddano rzeczywiste instrumenty rynkowe — warranty na akcje spotek gieldo-
wych i strategie zabezpieczajgce z ich uwzglednieniem. Analizowano dynamike wyceny
wartofci warrantéw za pomoca symulacji Monte Carlo procesu cenowego akcji, aktualizujac
szacunki stép zwrotu i zmiennosci. Obok ilustracji dynamiki cen akcji, ocen stép zwrotu
z akeji i dynamiki szacunkéw zmiennoéei stop zwrotu pokazano dynamike szacunkowej
wartodci badanych instrumentéw oraz rozklady prawdopodobiefistwa wartosci warrantow.

Slowa kluczowe: opcje, warranty, modele wyceny opcji, symulacja stochastyczna.

1. WPROWADZENIE

Wspolczesny $wiatowy rynek kapitalowy postuguje si¢ bardzo waznym

i ciekawym instrumentem finansowym, nalezagcym do klasy instrumentéw
pochodnych, jakim jest opcja. Przytoczymy najistotniejsze elementy charak-
teryzujace opcje, ktorych aktywem bazowym jest akcja spolki, metody
analizy wartosci tego instrumentu oraz niektore strategie inwestowania
portfelowego z wykorzystaniem opcji. Wycena wartoéci tego instrumentu
jest §cifle zwigzana z przewidywaniami odnoénie do ksztaltowania sie
Procesu generujacego ceny czy tez stopy zwrotu.

* Dr, starszy wykladowca, Katedra Badan Operacyjnych, Uniwersytet L.odzki.
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Opcja jest instrumentem finansowym dajacym posiadaczowi prawo do
zakupu lub sprzedazy innego instrumentu finansowego (nazywanego pier-
wotnym, bazowym) po okreslonej cenie w terminie wykonania. Opcja nie
stwarza zobowigzania dla kupujacego (zajmujacego tzw. pozycje dhuga),
tylko dla sprzedajacego (zajmujacego tzw. pozycje krotka). Posiadacz opcji
korzysta z nabytego prawa, jezeli jest to oplacalne. Podstawowe rodzaje
opcji ze wzgledu na termin wykonania to: opcja amerykanska, ktéra mozna
wykona¢ w dowolnym dniu migdzy terminem nabycia a terminem wygas-
nigcia, oraz opcja europejska, ktora mozna wykonaé jedynie w terminie
wykonania.

W niniejszym artykule przyjrzymy si¢ blizej europejskiej opcji kupna
akcji. Przytoczymy klasyczne modele wyceny tego instrumentu oraz dynamicz-
na metod¢ analizy jego wartosci przy uzyciu techniki symulacyjnej. Na
rynku polskim opcje akcyjne zaczgly by¢ notowane w systemie notowan
cigglych, poczawszy od 24.11.1999 r. — warranty® kupna i sprzedazy na
akcje spolek wystawiane przez BRE S.A. oraz od 2.11.2000 r. warranty
kupna i sprzedazy na akcje spolek emitowane przez BDM SA. W artykule
przytoczymy wyniki analiz przykladowo wybranych warrantow szescio-
miesi¢gcznych emitowanych przez BRE SA.

Wymiefimy charakterystyki opcji, definiujgce ten kontrakt finansowy:

1) termin wygasnigcia opcji — termin, po ktérym opcja traci wazno$é;

2) termin wykonania — termin, w ktorym opcja jest wykonana;

3) cena wykonania - ustalona w momencic wystawienia opcji i nie
zmienia sig¢;

4) cena opcji (premia) — cena kupna lub sprzedazy opcji;

5) cena instrumentu pierwotnego — warto$¢ rynkowa instrumentu pier-
wotnego.

Odpowiedz na pytanie: ,Kiedy posiadacz opcji skorzysta z posiadanego
prawa?”’, brzmi:

- w przypadku opcji kupna, gdy cena rynkowa instrumentu pierwotnego
bedzie wyisza od ceny wykonania opcji;

— w przypadku opcji sprzedazy, gdy cena rynkowa instrumentu pierwo-
tnego bedzie nizsza od ceny wykonania opcji.

Opcja stanowi zabezpieczenie posiadacza przed ryzykiem niekorzystnego
ruchu cen. Kosztem tego zabezpieczenia jest premia, jaka otrzymuje wy-

! Warranty sq instrumentami o charakterze opcji, emitowanymi przez spétki lub instytucje
finansowe. Dajg one prawo zakupu/sprzedazy akcji spotki, ktore beda emitowane w przysztosci
(w terminie wygasnigcia) — warrant subskrypcyjny lub wyplate w gotéwee réwng roznicy ceny
rynkowej akcji i ceny wykonania — warrant opcyjny, podczas gdy opcje dotycza akeji bedacych
juz w obrocie rynkowym. Na GPW w Warszawie obok warrantéw opcyjnych na akcje spotek
s§ notowane warranty na indeksy gieldowe (WIG20, NIF, subindeksy sektorowe indeksu WIG,
TechWIG), warranty na bony skarbowe, warranty na kontrakty terminowe na WIG20.
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Stawiajacy (sprzedajacy) opcje. Ryzyko posiadacza (kupujacego) jest zwiazane
z mozliwa strata w wysokofci jedynie ceny opcji (nie wykona on opcji,
jezeli nie bedzie to oplacalne). Wystawiajacy opcje kupna moze duzo
straci¢, jezeli cena akcji w terminie wykonania opcji znacznie przekroczy
cen¢ wykonania.

Na rysunkach 1 i 2 sq prezentowane dochody posiadacza i wystawiajacego
opcj¢ kupna akcji w zaleznosci od ceny akcji w terminie wykonania — cena
wykonania opcji — 100 zl, cena opcji — 10 z. Rysunki te ilustruja réwniez
mozliwe zagrozenia — ryzyko mierzone mozliwg utrata dochodu w przypadku
nickorzystnej ceny akcji w terminie wykonania.

Do transakcji zakupu/sprzedazy opcji kupna dochodzi, gdy jej uczestnicy
maja rézne oczekiwania odnosnie do poziomu ceny akcji w terminie
Wykonama Kupujacy liczy na to, ze cena akcji przekroczy cen¢ wykonania,
i zabezpiecza si¢ na wypadek zdarzenia przeciwnego, placac ceng opcji.
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strata dla wystawiajgcego opcje wykonania
moze by¢ teoretycznie bardzo
duza

Rys. 2. Dochéd wystawiajacego opcje kupna
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Sprzedajacy oczekuje, Ze na transakcji zarobi — opcja nie bedzie wykonana,
czyli ze cena akcji w terminie wykonania z duzym prawdopodobienistwem
bedzie nizsza od ceny wykonania opcji. Cena opcji jest wartoscig ryzyka,
przed ktorego poniesieniem kupujacy sie zabezpiecza. Mozna postawié
pytanie, czy cena ta jest dobrze okreslona — czy kupujacy opcj¢ nie placi
zbyt wiele lub czy tez cena jest niedoszacowana.

Problemem wyceny opcji zajmowalo si¢ wielu badaczy — statystykow,
ekonometrykéw, teoretykéw i praktykow zarzadzania finansami. Nalezy
wymieni¢ takie fundamentalne prace, jak: Black, Scholes (1973), Merton (1973).

W niniejszym artykule, obok krétkiego przedstawienia idei klasycznych
juz metod wyceny, pragniemy zwrécié uwage na najwazniejsze problemy
z nimi zwigzane, a mianowicie: problem prognozowania cen akcji oraz
problem oceny zmiennoéci stop zwrotu z akcji. Stosowanie roznych metod
prognozowania i estymacji prowadzi do réznych ocen ryzyka inwestowania.
Pokazemy, ze symulacja komputerowa procesu cenowego jest cennym
narzgdziem wspomagajacym inwestora w podejmowaniu decyzji oraz wyceny
instrumentéw finansowych.

2. WARTOSC OPCJI

Przytoczmy najwazniejsze wyniki pokazujace, w jaki spos6b mozna
analizowa¢ warto$¢ opcji. Na warto$¢ opcji skladaja sig:

1. Warto§¢ wewnetrzna jest wigksza od zera tylko wtedy, gdy opcja jest
in-the-money, w przeciwnym przypadku réwna si¢ zeru. Jest to:

-~ w przypadku opcji kupna: cena instrumentu pierwotnego w terminie
wykonania minus cena wykonania;

= w przypadku opcji sprzedazy: cena wykonania minus cena instrumentu
pierwotnego w terminie wykonania.

2. Warto$¢ zewnetrzna (cena czasu) jest zwigzana z faktem odleglosci
w czasie migdzy terminem zakupu opcji a terminem wygasnigcia; maleje
w miarg zblizania si¢ do terminu wygasnigcia opcji, do zera w dniu wykonania.

Warto$¢ opcji jest nieujemna - to prawo a nie obowiazek. Ponadto
warto$¢ opcji nie moze byé nizsza niz jej wartoéé wewnetrzna — spadek
ponizej wartosci wewnetrznej uruchamia transakcje arbitrazowe.

Spoéréd czynnikow wplywajacych na wartosé opcji wyroznimy:

a) cen¢ instrumentu pierwotnego P;

b) cen¢ wykonania X;

¢) czas do terminu wygasnigcia opcji T

d) wariancj¢ stopy zwrotu z instrumentu pierwotnego o?;

e) stop¢ zwrotu wolng od ryzyka R,
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Warto$¢ opcji mozemy przedstawi¢ jako funkcje wymienionych czynnikéw:
c =f(P’ X: 62: T: Rf)

Zalezno§¢ migdzy wartoscia opcji a wyrdznionymi czynnikami, ceteris
Pparibus, jest roznokierunkowa:

ad a) P, zwigzek dodatni w przypadku opcji kupna, ujemny — w przypadku
opcji sprzedazy;

ad b) X, zwigzek ujemny w przypadku opcji kupna, zwigzek dodatni
w przypadku opcji sprzedazy;

ad c) T, dodatni wplyw na oba typy opcji — im dluzszy czas do terminu
wygasnigcia opcji, tym wigksza szansa, ze opcja bedzie in the money,

ad d) ¢?, dodatni wplyw na oba typy opcji; wicksza wariancja zwigksza
Szans¢ zarowno na wyzsza cen¢ od ceny wykonania, jak i na nizsza;

ad e) R, dodatni wplyw na wartoé¢ opcji kupna, ujemny wplyw na
warto$¢ opcji sprzedazy, wzrost stopy wolnej od ryzyka dziala jak spadek ceny
wykonania — przy wzroscie stopy procentowej zmniejsza si¢ warto$é biezaca.

Mozna ustali¢ pewne granice wartoci opcji na akcje spolek nie wy-
placajacych dywidendy (por. Hull 1997), co pokazuje tabela 1.

Tabela 1. Ograniczenia wartoéci opcji

Rodzaj opcji Granica dolna wartosci Granica gérna wartoéci
Europejska opcja kupna ¢ P—Xe MT P
Europejska opcja sprzedazy p Xe MT_.p Xe M7

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Goérne ograniczenia wartosci opcji wynikaja z tego, ze opcja nie moze
kosztowaé wigcej niz akcja, na ktorg jest wystawiona. Dlatego tez granicg
g0rng wartoéci stanowia:

1) biezaca cena akcji P w przypadku opcji kupna;

2) biezaca zdyskontowana wedhlug stopy wolnej od ryzyka cena wykonania
opcji X w przypadku opcji sprzedazy.

Dolne ograniczenia warto$ci opcji wynikaja z niedopuszczenia do czerpania
zyskbw bez ryzyka z nastgpujacych transakcji arbitrazowych:

1) sprzedazy akcji i zakupu opcji kupna, zainwestowania wynikowej
kwoty transakcji wedhug stopy wolnej od ryzyka na T okreséw, a w terminie
wykonania realizacji opcji albo zakupu akcji na rynku;

2) pozyczenia kwoty wedlug stopy wolnej od ryzyka na zakup akcji
i opcji sprzedazy, a w terminie wykonania zwrotu pozyczki i wykonania
opcji albo sprzedazy akcji na rynku.
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W formulach zawartych w tabeli 1 wykorzystano rachunek dyskon-
towania ceny wykonania opcji wedlug stopy wolnej od ryzyka z ciagla
kapitalizacj.

3. MODELE WYCENY OPCJI

3.1. Model dwumianowy jednookresowy

Omawiajac model dwumianowy jednookresowy (Cox, Ross, Rubinstein),
postuzymy si¢ nastgpujacymi oznaczeniami:

P — cena biezaca instrumentu pierwotnego;

R, — roczna stopa wolna od ryzyka;

X - cena wykonania;

¢ — cena opcji;

u — indeks wzrostu ceny instrumentu pierwotnego P, u>1, u> 1+ R "

q — prawdopodobienstwo wzrostu ceny P do wartosci uP;

d - indeks spadku ceny P, 0<d<1:

1 — g — prawdopodobiefistwo spadku ceny P do wartoéci dP.

W odniesieniu do wspomnianego modelu przyjmiemy dwa zalozenia, ze:

— warto§¢ opcji kupna w przypadku wzrostu ceny P ma postaé:

c'=max {0; uP - X};
— warto$¢ opcji kupna w przypadku spadku ceny P to:

¢! =max {0; dP - X}.

uP c
/ /
P ¢
I-q I-q
\ = \ cd

OdpowiedZ na pytanie: ,,Jaka ceng mozemy zaplaci¢ za opcje?”’, wymaga,
w og6lnym przypadku, znajomosci funkcji uzytecznosci kupujacego opcje.
W przypadku inwestora neutralnego w stosunku do ryzyka, charakteryzujacego
si¢ liniowa funkcja uzytecznofci, oczekiwana warto$¢ opcji moze stanowié
podstawg jej wyceny. Inwestor posiadajacy awersj¢ do ryzyka, a takich jest
wigkszo$¢, gotowy jest zaplaci¢ ceng wyzsza. Sprobujemy pokazaé, jak moze
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przebiega¢ wycena opcji kupna, jezeli celem zakupu jest zabezpieczenie si¢
inwestora przed ryzykiem zmiany ceny akcji.

Skonstruujmy portfel inwestycyjny skladajacy si¢ z jednej akcji w cenie
P i wystawionych h opcji kupna tej akcji. Ile wynosi liczba opcji, aby taka
inwestycja nie byla obarczona ryzykiem?

Portfel inwestycyjny (zwany hedging portfolio) ma byé pozbawiony
ryzyka — rozumiemy przez to, ze jego warto§¢ nie bedzie zaleze¢ od wzrostu
czy tez spadku ceny akcji. Zatem dla tak skonstruowanego portfela zachodzi:

uP — he* = dP — hc*.
Ilos¢ opcji w portfelu, ktéra zapewnia spelnienie powyzszego warunku, to:

P(u —
h= —E(——. o c‘? (1)

Wspolczynnik h jest nazywany wspolczynnikiem zabezpieczenia (hedge ratio).

Inwestycja wolna od ryzyka powinna da¢ w okresie inwestowania stope
zwrotu réwng stopie zwrotu wolnej od ryzyka — warto$é biezaca inwestycji
musi byé réwna zdyskontowanej wedlug stopy wolnej od ryzyka wartosci
przyszlej:

uP — hc*
—hc = =
1+R,
_uP—hc:'
Ty 1+R, =P(1+Rl)uP+hc“.
h h(1+R)

Podstawiajac jako iloS¢ opcji h ilo§¢ zabezpieczajaca inwestora przed
spadkiem ceny akcji (hedge ratio), cen¢ opcji mozna dalej wyznaczy¢ jako:

P(1+R,—u)+P‘;—,(S,9

CcC= =
P(u—
BoRuR)

c(u—d)
1 +RI—N+—C—'—:C—"

u—d
c"—c‘(l +R))
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(I +Ry—u)(c*—c? +c'(u~—d) -

(@-d)(1+R)
_ (1 +R—d)—c'(1+ R, —u) _
Y (@—d)(1+R)
R b =
3 1+R, s

Jezeli wprowadzimy nastgpujace oznaczenie:

1+R,)—d
e @

to zachodzi

| _w—d-(+R)+d_ul+R)
" u—d Thyay

Cen¢ opcji kupna przy przyjeciu powyzszego oznaczenia mozna zapisaé
jako:

pc* + (1 —p)c?
gy v o ®)

Parametr p, zdefiniowany wzorem (2), jest nazywany prawdopodobiefstwem
zabezpieczenia (hedging probability) i jest interpretowany jako prawdopodobieri-
stwo wzrostu ceny akcji w warunkach rownowagi, tzn. gdy nie ma ograniczen
ze strony rynku i inwestorzy moga zakupié tyle opcji, ile potrzebuja, oraz
w przypadku gdy wszyscy inwestorzy konstruuja portfele inwestycyjne
wolne od ryzyka zmiany ceny akcji. Mozna to uzasadnié w nastgpujacy
sposob.

Jezeli rozwazymy sytuacje, w ktérej cena akcji jest rowna wartoci
biezacej oczekiwanej przyszlej ceny akcji zdyskontowanej wedlug stopy
wolnej od ryzyka R,, okazuje si¢, ze wowczas prawdopodobienistwo wzrostu
ceny jest rowne prawdopodobienstwu zabezpieczenia p.

_ quP+(1 +g)dP L QLRJ)—_‘—{, co jest rowne wartosci p.

A+R) = T oned
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Wynika z tego, ze hedging probability moina interpretowaé réwnicz
jako prawdopodobienistwo wzrostu ceny akji odpowiadajace sytuacji, gdy
akcje przynosza oczekiwany zysk, rowny stopie procentowej inwestycji bez
ryzyka?,

Sposob wyceny opcji kupna wedlug formuly wyprowadzonej dla jedno-
okresowego modelu dwumianowego, przy zalozeniu, ze inwestorzy konstruuja
portfele bez ryzyka, posiada wazne zalety:

1. Cena opcji nie zalezy od g, prawdopodobiefistwa wzrostu ceny akcii.
Zatem nawet gdy inwestorzy maja rézne oczekiwania na temat q, moga si¢
zgodzi¢ na pozostale warunki i uzgodni¢ cen¢ opcji.

2. Przy wycenie opcji wedlug tej formuly nie czyni si¢ zalozen na temat
sity awersji indywidualnego inwestora do ryzyka® — zaklada si¢ tylko, ze
funkcja uzytecznosci jest rosnaca.

3. Jedyna zmienng losowa, od ktorej zalezy cena opcji, jest cena
instrumentu pierwotnego.

Wzory (2) i (3) maja swoje odpowiedniki dla przypadku kapitalizacji
ciaglej odsetek w okresie jednego roku:

eRrt—d
i (2a)
¢ = [pc* + (1 — p)cfle Rt (3a)

gdzie t oznacza ilo§¢ rocznych odcinkéw czasu inwestycji do terminu
wykupu opgji.

Przyklad. Biezaca cena akcji PKN Orlen wynosi P, = 19 zI. Zaléimy
przykladowo, ze za 3 miesigce od dnia dzisiejszego cena tej akcji w najbardziej
niesprzyjajacych warunkach na rynku gieldowym wyniesie 18 zt lub w naj-
korzystniejszej sytuacji — 22 zh. Stopa wolna od ryzyka — przecigtne
oprocentowanie lokat trzymiesigcznych — wynosi 7% rocznie.

Rozwazmy trzymiesigczng europejska opcje kupna akcji o cenie wykonania
20 z. Za 3 miesiace opcja ta bedzie warta:

nzwi * Interpretacja ta musi budzi¢ pewne kontrowersje. Z inwestycji w akcje, jako inwestycji
qzanej z ryzykiem, oczekuje si¢ zazwyczaj dochodu wyzszego od dochodu z inwestycji bez
wedYZyka (bony skarbowe, lokaty itp.), gdyz inaczej jest to wariant inwestycyjny zdominowany
~=Pr2ez inwestycj¢ bez ryzyka. Prawdopodobiefistwo zabezpieczenia p, wymagajace znajomosci
Stopy wzrostu ceny u i stopy spadku ceny d, jest konstrukcja teoretyczng i mozna ja, naszym
zdaniem, wykorzysta¢ jedynie do poroéwnan z szacunkami rozkladu prawdopodobienstwa ceny
akcji na podstawie proby historycznej czy tez w analizach empirycznych nad stosunkiem
inwestoréw do ryzyka.
% Jednak przy wycenie przyjmuje sig, ze portfel zabezpieczajgcy jest catkowicie pozbawiony
Tyzyka, czyli wycena opcji jest na poziomie maksymalnym. Inwestor nie bedacy skrajnym
Pesymista wyceni opcje ponizej wartoci wyprowadzonej za pomoca formuly (3).
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1) w najkorzystniejszej sytuacji 2 z}, gdyz mozna ja wykonaé kupujac
akcje za 20 zl i natychmiast sprzeda¢ za 22 zk:

2) 0 zt w sytuacji najmniej korzystnej — przy cenie akcji 18 7t wykonanie
opcji nie bedzie racjonalne.

Analiza pokazuje, ze portfel, skladajacy si¢ z jednej akcji i wystawio-
nych dwoéch opcji kupna bedzie posiadal taka samg warto§¢ bez wzgledu
na stan rynku, co oznacza, ze jest to inwestycja pozbawiona ryzyka
(tabela 2).

Tabela 2. Analiza portfela akcji wediug stanu rynku

Stan rynku za 3 miesigce Wartoé¢ portfela
Sprzyjajacy 1:22 z24—2-2 24 =18 zt
Niekorzystny 1-18 zt—2:0 zt = 18 z

Zrodio: opracowanie wlasne.

Dzisicjsza warto$¢ tego portfela to 18e¢~225:0.907 — 17 68774 z1. Ile
zatem wynosi dzisiejsza warto$¢ opcji kupna? Oznaczmy ja przez c. Zachodzi:
19 —2¢ = 17,68774, z czego wynika, ze ¢ = 0,65613 zl.

Takie podejécie do wyceny opcji jest racjonalne bez wzgledu na stosunek
inwestora do ryzyka. Analize wartoéci opcji mozna roéwniez przeprowadzié
nastgpujaco:

Zakladajac, ze p oznacza prawdopodobiefistwo, a stan rynku bedzie za
3 miesigce sprzyjajacy (wzrost ceny akcji), natomiast 1— p, niekorzystny
(spadek ceny akcji), mozemy znalezé wartoéé p odpowiadajaca wyznaczonej
powyzej cenie opcji. Oczekiwana warto$¢ akcji za 3 miesiace wynosi:

E(P) = p-(22) + (1 - p)(18).

Przyjmujac neutralng wobec ryzyka postawg inwestorow na rynku
oczekiwana, przyszla warto$é akcji jest rowna biezacej cenie akcji rosnacej
w ciggu 3 miesiecy wedlug stopy wolnej od ryzyka:

E(P) = 19:¢%23:0.07 _ 19 33543,

Przyrébwnujac do siebie oba wyrazenia, mozemy obliczyé, przy jakim

prawdopodobienstwie p (hedging probability) takie prognozy cenowe moga

si¢ sprawdzié:

_1,33543
PN

= 0,33386.
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Dla wigkszych wartoéci p oczekiwana cena rynkowa bedzie wyzsza,
a tym samym wyzsza bedzie realna warto$¢ opcji kupna.

Wartoé¢ trzymiesigeznej opcji kupna mozna wyznaczyé jako wartosé
oczekiwang zdyskontowanych dochodéw z jej posiadania:

E(c) = e~%2%:912[0,33386 - (2) + (1 — 0,33386) - (0)] = 0,656137 zi

Warto kupi¢ opcje za cen¢ nie przekraczajaca c = 0,65613 zl, jezeli
inwestor ocenia prawdopodobiefistwo wzrostu ceny akcji na wyisze niz p.

3.2. Rozwinigcie modelu dwumianowego do modelu z czasem cigglym

Rozwijajac dotychczasowe rozwazania w kierunku zmniejszania jedno-
stki czasowej wyznaczajacej okres, definiujemy T' jako czas trwania opcji,
wyrazony jako czg$¢ roku — miesigc, tydzien, i dzielimy go na n mniej-
Szych odcinkéw czasowych. Zwigkszajac n, czyli zmniejszajac przedzial
Czasowy migdzy kolejnymi dwumianowymi zmianami cen instrumentu pier-
wotnego, dochodzimy w granicy do ciaglego procesu stochastycznego
Zmian cen.

Roczng stopg zwrotu R, mozemy przeksztalcié na stopy zwrotu dla
podokreséw wedlug nastgpujacego wzoru:

AN
lim (1+,,L) =el=(1+R) @)
n- o T
gdzie:

J — stopa zysku z inwestycji bez ryzyka dla podokresu przy podziale
okresu T (T jest czgécia roku) na n interwaléow czasowych.

Rozwazajac proces stochastyczny dwumianowych ruchéw ceny akcji
W ciggu roku, przy n—» 0o, mozemy proces ten aproksymowaé za pomoca
normalnego rozkladu przyrostow ceny. Cox, Ross i Rubinstein (1979)
znajduja nastgpujaca relacje pomiedzy indeksami wzrostu i spadku a od-
chyleniem standardowym stép zwrotu z akgj:

u=e"ﬁ_’"
d=e_” Tin

(%)

gdzie o jest rocznym odchyleniem standardowym stopy zwrotu z akcji
(instrumentu pierwotnego).



26 Iwona Konarzewska

Rozwijajac model do modelu z czasem cigglym, biorac pod uwage, ze
cena akcji zmienia si¢ w czasie powstaje problem dostosowywania skladu
portfela zabezpieczajacego do ruchéw ceny. W modelu zaproponowanym
przez Blacka-Scholesa (1973) przyjmuje si¢, ze takie dostosowywanie jest
mozliwe — mozna utrzymywaé portfel zabezpieczajacy, dostosowujac w sposob
ciagly proporcje akcji i opcji kupna. Warto§é portfela zabezpieczajacego
moze by¢ wyrazona w nastgpujacy sposéb:

Va=P+ch (6)
gdzie
Vu — wartos¢ portfela zabezpieczajacego;
P - cena akgji;

¢ - cena opcji kupna;

h - ilo§¢ opcji kupna w portfelu zabezpieczajacym.

Zmiana wartosci portfela zabezpieczajacego moze byé zatem zapisana
nastgpujaco:

dVy = dP + hdc (7)

W modelu Blacka-Scholesa zaklada si¢, ze cena akcji podlega geomet-
rycznemu procesowi Browna. Stopa zwrotu z akcji moze byé przy takim
zalozeniu zapisana jako:

d?? = udt + adW (8)

gdzie

u — chwilowa oczekiwana stopa zwrotu, tzw. wspolczynnik dryfu;

o — chwilowe odchylenie standardowe stopy zwrotu, tzw. wspolczynnik
dyfuzji;

dt — marginalny przyrost czasu;

dW — proces Wienera o zerowym wspblezynniku dryfu i jednostkowym
wspolczynniku dyfuzji.

Poniewaz cena opcji jest funkcja ceny akcji, jej ruchy w czasie musza
by¢ zwigzane z ruchem ceny akcji. Black i Scholes (1973) pokazali,
przy przedstawionych zalozeniach odnoénie do ceny akcji, ze zmiany
ceny opcji mozna opisa¢ nastgpujacym stochastycznym réwnaniem ré-
zniczkowym:

dc dc 8% iq.
dc —Eidp'}'a—tdl'f'imé P%dt 9)
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We wzorze (9) opisujacym dynamik¢ ceny opcji jedynym wyrazeniem
losowym jest dP. Pozostale wyrazenia sa deterministyczne.

Zmiang¢ wartosci portfela zabezpieczajacego, przy uwzglednieniu formuty
(9) mozna wyrazi¢ jako:

(10)

dc 1 d%
ot 2 oP?

dVy = dP+h|:§%dP+—-dt+- —— a?Pdt

Eliminacja ryzyka w portfelu zabezpieczajacym oznacza pozbycie si¢ we
Wwzorze (10) skladnika zwigzanego z dP. Mozna to osiagnaé, przyjmujac
ilo§¢ opeji kupna na jedna akcje w portfelu jako

1
b = (11)

P

Pamigtajac, ze ilo§¢ ta musi podlega¢ cigglemu dostosowywaniu do ceny
akcji. Warunkiem sukcesu procesu dostosowawczego jest rébwnowaga rynkowa
i efektywnos¢ rynku. Wartosé portfela zabezpieczajacego bedzie wowczas
rosta w sposob ciagly wedlug stopy wolnej od ryzyka R "

dVy

= Ry (12)

Jezeli w portfelu zabezpieczajacym jest jedna akcja, to podstawiajac we
wzorze (10) ilo$¢ opcji h wedtug formuly (11) oraz wykorzystujac zalozenie
© stopie zwrotu z portfela zabezpieczajacego (12), a takze réwnanie (6)
okreslajace warto§¢ portfela, otrzymujemy wyrazenie

ac dc 1 d%

—_— = it A IR e PP
5= Reo— Ry Pog=s g 6P (13)

Rozwigzanie réwnania (13) przy warunkach

¢ = max(0,P — X),
e(P=0)=0
doprowadzito Blacka i Scholesa (1973) do nastgpujacego rozwigzania:
¢ =PN(d,) — Xe ®*TN(d,) (14)
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In f +R,T

d, = . +la\/7'

1 U\/T 2 ’
dz=dx—”ﬁ,

natomiast N(d,), N(d,) sa wartoéciami dystrybuanty rozkladu normalnego
N(0,1) w punktach d, i d,.

gdzie:

3.3. Wykorzystanie symulacji stochastycznej do wyceny opcji

Zgodnie z koncepcja wyceny opcji, zaproponowang przez Coxa, Rossa
i Rubinsteina (1979), cena opcji moze by¢ wyznaczona jako zdyskontowana
wedhlug stopy wolnej od ryzyka warto$¢ przeplywéw pienigznych zwigzanych
z posiadaniem opcji na aktywa charakteryzujace si¢ taka samg zmiennoscia
jak aktywa, na ktoére opcjg¢ wyceniamy, i stopa zwrotu réwng stopie wolnej
od ryzyka. Jezeli opcja jest wyceniona zgodnie z ta regula, nie istnieje
mozliwo$¢ uzyskania zyskow arbitrazowych.

Oba podejscia prowadza do tej samej ceny opcji, przy zalozeniu, ze
logarytmiczna stopa zwrotu z aktywéw ma normalny rozklad prawdopo-
dobienstwa. Nalezy zwroci¢ uwage, ze cena opcji nie zalezy od stopy zwrotu
z aktywéw, na ktére jest wystawiona, lecz od stopy wolnej od ryzyka
i zmiennoSci stopy zwrotu z aktywow.

Cena aktywow w okresie T, w sytuacji gdy logarytmiczna stopa zwrotu
z aktywow ma rozklad normalny, moze byé modelowana jako:

2 26
o Pocxp[(p—%)T+aZ\/T] (15)

gdzie:

Py, Py — odpowiednio, cena biezagca aktywOw (znana) i cena w terminie
wykonania opcji;

T - termin wykonania opcji w latach;

Z - zmienna losowa o standaryzowanym rozkladzie normalnym;

u, o — odpowiednio, roczna przecigtna stopa zwrotu z aktywodw, roczne
odchylenie standardowe stopy zwrotu z aktywow

W przeprowadzonym badaniu symulacyjnym postuzyliémy si¢ rOwnaniem
(15) do generowania cen akcji. Wartoéci u, o byly szacowanie na podstawie
poélrocznej proby historycznej.
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4. BADANIE EMPIRYCZNE - WARRANTY

Podstawa badania bylo 10 pélrocznych warrantéw na akcje spolek.
Instrumenty te byly po raz pierwszy notowane 19.11.2001 r., a termin
wygasdnigcia przypadal na 17.05.2002 r. W tabeli 3 pokazujemy podstawowe
dane i szacunki stop zwrotu i zmiennosci instrumentéw bazowych, wykonane
na podstawie polrocznej proby historyczne;j.

W przypadku warrantéw notowanych na GPW w Warszawie ostatecz-
ne rozliczenie jest dokonywane w gotowce. W przypadku warrantéw ku-
Pna inwestor nie dostaje akcji, ale roznicg w cenach miedzy cena akcji
na pgieldzie (tzw. ostateczna cena rozliczeniowa jest okreslona w dniu
Wygasnigcia, wazona obrotami §rednig arytmetyczna wszystkich transakcji
akcjami bedacymi instrumentem bazowym) i cena wykonania warrantu
pomnozong przez liczb¢ akcji spolki przypadajaca na jeden warrant
~ mnoznik.

W tabeli 4 przedstawiamy wyniki wyceny warrantbw na podstawie
modelu Blacka-Scholesa (B-S)* w dniu pierwszego notowania, $rednia
Wycen¢ uzyskang metodq symulacyjng (5000 realizacji pseudolosowych ceny
akeji) oraz uzyskang w symulacjach cen¢ maksymalng i wybrane percentyle
losowej wyceny opcji. Ponadto dokonano szacunkéw wspoblczynnika zabez-
Pieczenia h oraz prawdopodobiefistwa zabezpieczenia p. Na tej podstawie
Oszacowano hipotetyczny zysk/strat¢ na dzieni 17.05.2002 r. dla inwestora
dokonujgcego w dniu 19.11.2001 r. zakupu portfela zabezpieczajacego
i kupujacego opcje po cenie B-S. Jako stope zwrotu wolna od ryzyka
Przyjeto obserwowang przeci¢tng dla tego okresu stope rentownosci bonow
skarbowych R ¢ =0,10281. Wyniki tych szacunkéw sa przedstawione réwniez
W tabeli 4. W celu okreslenia wartosci wspolczynnika zabezpieczenia dokonano
Wyznaczenia ,,optymistycznej” ceny akcji, przyjmujgc dla zmiennej Z we
Wzorze (15) warto$¢ 2, oraz ceny ,,pesymistycznej”, przyjmujac dla zmiennej
Z we wzorze (15) warto$é 2.

W badaniu symulacyjnym analizowano dynamik¢ wyceny wartosci
warrantow przy zmieniajacych si¢ szacunkach stép zwrotu i zmiennosci
akeji w miar¢ naplywu nowych obserwacji (na podstawie rolowanej pol-
focznej préby historycznej). Badania wskazuja na duze rozbieznosci wycen
Za pomoca wykorzystanych metod. Szczegblowe wyniki wyceny za pomo-
€a symulacji Monte Carlo dla spolek Agora, PeKaO, Prokom, Softbank
84 pokazane na rysunkach 3 i 4. Ponadto przedstawiono na nich ksztal-
towanie si¢ cen akcji, przecigtnych stop zwrotu i zmiennoéci oraz roz-
klady prawdopodobienistwa cen warrantéw szacowanych w dniu pierw-
Szego notowania.

* Model ten stanowi podstawg ustalania cen sprzedazy warrantow.



Tabela 3. Wyniki badari warrantéw na akcje spélek

N: 75 Srednia Biezaca cena Cena Ce. S 2
3 standardowe E 2 ~ w terminie Wielkos¢ -
Spotka 1 dzienna stopa akcji wykonania 2 e Mnoznik
Sinych zwrotu (19.11.2001) opcii wgkonguin P
stép zwrotu - (17.05.2002)
—

Agora 347 0,62 58,1 55,0 58,6 5 000 10
Debica 1,36 0,31 32,1 350 42,0 10 000 10
Elektrim 3,10 -0,06 18,6 27,0 41 15 000 10
Kable Holding 1,76 0,72 47 50 52 75 000 10
KGHM 4,14 0,22 14,8 14,0 13,6 20 000 10
Orbis 2,75 0,34 18,2 20,0 23,1 10 000 10
PeKaO 2,16 0,54 85,0 80,0 115,0 5 000 10
Prokom 3,60 1,03 117,0 120,0 154,0 3 000 10
Softbank 407 0,84 218 30,0 25,2 10 000 10
TPSA 3,57 1,06 17,25 18,0 14,9 20 000 10

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Tabela 4. Wyniki wyceny warriantéw wedlug modelu Blecka-Scholesa

Srednia’ Max .
ot | maa | s | e | R PPRIER | e | sk | Dod
Scholesa | 7 i 60% 5% 90% ;

Agora 10,1886 49316 | 94,8931 | 0,0000 60479 | 17,6454 | 05869 1,7500 1493
Debica 1,8980 21243 | 279259 | 05649 3,1685 72811 | 04898 1,8200 17,36
Elektrim 1,3050 00651 | 41,6982 | 0,0000 0,0000 00000 | 08066 + B
Kable Holding 0,4436 0,5757 64747 | 03955 09222 1,795 | 04416 1,5700 0,18
KGHM 29225 08425 | 264572 | 0,000 0,0000 31460 | 0,655 2,0250 818
Orbis 1,6454 02613 | 19,1985 | 0,000 0.0000 00000 | 07735 39242 9.46
PeK2O 133824 | 21,4987 | 1748390 | 228319 | 33,1917 | 500929 | 03528 1,2443 51,67
Prokom 186567 | 17,5661 | 3353028 | 13,6061 | 240526 | 595863 | 04282 1,5783 53,69
Softbank 4,7007 34715 | 904673 |  0,0000 29275 | 125730 | 04246 1,6712 1229
TPSA 2,5083 07113 | 282388 | 0,0000 0,0000 2439 | 06415 2,3500 943 |

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Agora - ceny akcji
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Agora
Zdyskontowana warto$¢ przeplywéw pienigznych
w terminie wykonania warrantu
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0
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PeKaO
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3. Ceny, érednic stopy zwrotu, zmiennoé¢ stop zwrotu, wyniki symulacji dynamiczne;

wyceny warrantéw, rozkiad prawdopodobiefistwa ceny warrantu — Agora i PeKaO
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Prokom - ceny akcji
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Rys. 4, Ceny, érednie stopy zwrotu, zmiennoé¢ stéop zwrotu, wyniki symulacji dynamicznej
Wyceny warrantéw, rozklad prawdopodobierfistwa ceny warrantu — Prokom i Softbank
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W przypadkach, kiedy w terminie wykonania warranty byly out-of-the-
money (dotyczy to spolek: Elektrim, KGHM, Softbank, TPSA), inwestor,
ktory zakupil warranty i przetrzymal je do terminu wykupu, poniost strate.
Strate poniést takze inwestor w przypadku Agrory — strata ta wyniknela
z zawyzonej wyceny wedlug modelu B-S. Jedynie w przypadku spolki Kable
Holding mozemy moéwi¢, Ze portfel zabezpieczajacy przynibst zysk bliski
stopie wolnej od ryzyka, choé nieco nizszy. W tym przypadku wyceny
warrantu — B-§ i symulacyjna byly zblizone. Spoétka Elektrim zawiodla
inwestoréw — cena akcji w okresic wykupu uplasowala si¢ nawet ponizej
ceny ,pesymistycznej” — wysokosci straty nie dalo si¢ oszacowaé.

5. PODSUMOWANIE

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze opieranie si¢ przy tworzeniu in-
dywidualnego portfela inwestycyjnego zawierajacego instrumenty pochodne
jedynie na modelu Blacka-Scholesa, moze prowadzi¢ do podejmowania
decyzji obarczonych ryzykiem straty, wynikajacej ze zlego oszacowania
udzialéw instrumentéw w portfelu. Przyczyna blednych szacunkéw jest
odbieganie procesu cenowego od teoretycznych normalnych rozkladow stop
zwrotu, niestacjonarno$¢ wariancji stop zwrotu (a tym samym wystgpowanie
duzych bledéw szacunku zmiennosci), bledy w wycenie wartodci skladowych
portfela. Poszukiwania lepszych rozwigzan prowadza z pewnofcia poprzez
doskonalenie metod prognozowania cen i zmiennoséci instrumentow bazowych
oraz analizy symulacyjne. Przeprowadzone badanie daje poglad, jak prezentuja
si¢ wartodci opcji jako zmienne losowe — pojawiaja sie wprawdzie realizacje
skrajnie wysokie, ale w przewazajacej wigkszoci sa one nizsze niz wynikaloby
to z wycen Blacka-Scholesa. Bazowanie jedynie na tym modelu moze
prowadzi¢ do strat — poréwnanie wycen B-S z wycenami uzyskanymi na
podstawie symulacji pomaga te straty przewidzieé.
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PRICING OF SELECTED TRANSACTIONS INCLUDING OPTIONS AND MONTE
CARLO SENSITIVITY ANALYSIS

Summary

Among factors which influence option value as well as values of portfolios composed
with options which estimates are burdened with risk, we can mention: the stock price of basic
imt!'umenl, a variance of the rate of return on stock, a rate of return on risk-free asset.

The aim of pricing financial instruments is to arrive at its value as a basis for buying
decision for the investor. Among many practical portfolio investment strategies we analyse
the ones protecting investor against the risk. These strategies are connected with option pricing
formulas - binomial and Black-Scholes.

In our empirical study we analysed real market instruments - warrants on stocks and
hedging strategies including them. With Monte Carlo simulation we generated stochastic
Processes of stock prices bringing rates of return and volatility estimates dynamically up to
date. Apart from illustration of the prices, rates of return and volatility dynamics we give
the dynamics of the estimated value of the warrants under examination as well as probability
distributions of its values.
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