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ANALIZA STOPY BEZROBOCIA W POLSCE Z WYKORZYSTANIEM
PRZESTRZENNEGO MODELU MESS'

Streszczenie. W roku 2007 J. P. LeSage oraz R. K. Pace w pracy ,,A Matrix Exponential Spa-
tial Specification” zaproponowali model przestrzenny z macierza wyktadnicza MESS (Matrix
Exponential Model). Przestrzenna struktura autoregresyjna zmiennej objasnianej zostata w nim
zastapiona transformacja, ktdra jest wyznaczona przez macierz wyktadnicza, zwiazana z macierza
sasiedztwa. Ta innowacja znacznie utatwia estymacj¢ parametrow modelu, w poréwnaniu z trady-
cyjnym podejsciem przestrzennym.

Model MESS zostanie w referacie wykorzystany do analizy stopy bezrobocia w Polsce w ro-
ku 2007. Wstepne badanie autokorelacji przestrzennej bezrobocia uzasadni wykorzystanie modelu
przestrzennego. Dalej zbadane zostang powigzania tego procesu z innymi procesami ekonomicz-
nymi, takimi jak PKB na osobg, inwestycje na osobg, poziom wynagrodzen, wydajnos¢ pracy oraz
liczba przedsigbiorstw na 10000 mieszkancow. Postuza one do budowy modelu hipotetycznego.

Nastepnie przeprowadzona zostanie estymacja modeli MESS oraz regresji liniowej. Konfron-
tacja uzyskanych wynikéw wskaze na potrzebe¢ uwzgledniania zaleznos$ci przestrzennych w anali-
zie procesow ekonomicznych.

1. WPROWADZENIE

W obszarze zainteresowan autorow artykutu leza badania nad rozwojem regional-
nym, w szczeg6lnosci dotyczace regionalnych centréw rozwoju. Decydenci poszukuja
narzgdzi, ktore pomoga im skutecznie walczy¢ z lokalnymi problemami, w tym z bezro-
bociem. Potrzebne sq modele, ktore dobrze oddadza charakter tego zjawiska, m.in. ob-
serwowang zaleznos$¢ przestrzenna. Stad podjg¢ta proba wykorzystania w celu opisu sto-
py bezrobocia modelu przestrzennego z autozaleznosci zmiennej objasniane;.

Wybrano do analiz model MESS (matrix exponential spatial specification), ktory
zostal zaproponowany w 2007 r. przez LeSage’a i Pace’a’ jako kontrpropozycja
dla modelu z przestrzenng czg¢scig autoregresyjna (SAR).

Aby podkresli¢ znaczenie uwzgledniania w modelach zaleznosci przestrzennych,
wyniki otrzymane w oparciu o model MESS skonfrontowane zostaty z wynikami otrzy-
manymi w oparciu o klasyczny model regresji. Ponadto porownano je z podejsciem
opartym o modelu SAR.
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2. METODOLOGIA

Model klasycznej regresji liniowej moze zosta¢ uogdlniony tak, by przy jego uzyciu
mozliwe bylo uwzglednienie zalezno$ci przestrzennych. Jedna z mozliwosci jest
uwzglednienie w modelu opdznien przestrzennych zmiennej objasnianej, ktore opisuja
usredniony wpltyw sasiadéw na obserwacj¢ w danym punkcie przestrzeni. Model taki,.
zwany autoregresyjnym modelem przestrzennym SAR (spatial autoregressive model)’,
okreslaja wzory:

Y = pWY +BX+¢, (1)
Y=(I-pW) 'BX+(I-pW) ¢, ()
£~ N(0,5°1),

gdzie W jest ustalong z géry macierza sgsiedztwa, natomiast proces ¢ jest szumem prze-
strzennym. Parametr autoregresji przestrzennej p odzwierciedla w takim modelu sitg
powiazan migdzy obserwacjami zmiennej objasnianej w roznych lokalizacjach.

Model przestrzenny SAR jest szczegdlnym przypadkiem modelu, w ktorym zmien-
na zalezna podlega transformacji liniowej SY:

SY =pX+¢, (3)
g~ N(0,5°T).

W modelu SAR transformacja liniowa okreslona jest jako S=I-pW, mozliwe sg jed-
nak inne, ktdre nadadza odmienng postac¢ funkcji autokowariancyjnej modelu.

LeSage oraz Pace pod wplywem rozwazan Chiu, Leonarda i Tsui* zaproponowali
inng specyfikacj¢ modelu okreslonego réwnaniem (3). Za S przyjeli transformacje wy-
znaczona przez macierz wyktadnicza, definiowana rownaniem:
S=e™ =3 i ‘:V ,

i=o A

“)

gdzie W' wyznacza sasiedztwo i-tego rzedu. Otrzymany w ten sposéb model przestrzen-
ny, nazwany matrix exponential spatial specification (MESS), okreslaja wzory:

e™Y =pX+¢g, (3)
£~ N(0,5°T),

gdzie W oznacza macierz sasiedztwa, a proces € jest szumem przestrzennym.

W modelu MESS parametr a odzwierciedla sit¢ autozaleznosci przestrzennej mig-
dzy sasiadami pierwszego rzedu zmiennej objasnianej. Zas$ funkcja autokowariancji
przestrzennej, odzwierciedlajaca réwniez zaleznosci wyzszych rzgdow przyjmuje postac
wykladnicza, inaczej niz w modelu SAR, gdzie jej opadanie jest geometryczne.

Dla estymacji modelu okre$lonego wzorem (1), jak i modelu okreslonego wzorem
(5) wykorzystywana jest metoda najwigkszej wiarygodnosci. Jednak zaleta modelu
MESS jest znaczne uproszczenie procedury w oparciu o wlasnos¢:

? Nazwe te przyjeto za autorami pracy J.P. LeSage, R.P. Pace, [2007], A Matrix Exponentials Spatial
Specifications, Journal of Econometrics, 140:1, s. 190-214.

*Y.M. Chiu, T. Leonard, K. Tsui, [1996], The Matrix-Logarythmic Covariance Model, Journal of Com-
putational and Graphical Statistics, 15, s. 1-17.
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aW :eil‘(aw) — eO — 1 . (6)

Dla modelu MESS logarytm funkcji wiarygodnosci redukuje si¢ do postaci:

e

InL = —(g) In(zo?) —% , (7)

gdzie:
u=y-pWy-pX, ®)
podczas gdy dla modelu SAR zawiera on dodatkowy, klopotliwy w obliczeniach, sktad-
nik:
In|T - pW]|. 9)
Walory estymacyjne modelu MESS oraz posta¢ umozliwiajaca interpretacj¢ ekono-
miczng parametrow kwalifikuja go jako atrakcyjne narzgdzie w badaniach, szczegélnie
wtedy, gdy mamy do czynienia z duza liczba obserwacji w przestrzeni.

3. DANE

Dane, wykorzystane w badaniu, zwiazane byly ze stopa bezrobocia w Polsce w roku
2007. Kazda z rozwazanych zmiennych skladala si¢ z 379 obserwacji, tylu ile jest po-
wiatow.’

Poczatkowa faza analizy dotyczyta wylacznie zmiennej objasnianej, czyli stopy bez-
robocia. Wstegpnie zbadano istnienie trendu przestrzennego, opisanego rownaniem:

Y=Yy 'y +e, (10)

i+j<s
g~ N(0,5°T),

w ktorym x i y oznaczajg wspolrzedne geograficzne. Zidentyfikowano liniowy trend
przestrzenny. Wartosci jego parametrow zamieszczono w tabeli 1.

Tab. 1. Wyniki estymacji parametréw modelu przestrzennego trendu liniowego
dla stopy bezrobocia

Parametry | Oceny | Statystykat | P-value
Yoo 7,948 5,288 2,10e-07
V10 0,169 0,873 0,383
Yol 1,174 5,840 1,13e-08

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Warto zauwazy¢, ze parametry przy trendzie swiadczace o globalnej przestrzennej
tendencji wzrostu stopy bezrobocia w Polsce w kierunku pétnocno-wschodnim, dobrze
odzwierciedlaja rzeczywista sytuacje stabszego rozwoju tych obszarow kraju.

Analiza reszt z modelu trendu wykazata ich autokorelacj¢ przestrzenng i uzasadnita
stosowanie do opisu stopy bezrobocia modeli przestrzennych. Warto§¢ wspotczynnika

* Dane zostaty zaczerpniete ze strony internetowej WWw.stat. gOV.pl.
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determinacji, wartos¢ globalnej statystyki Morana oraz oceng jej istotnosci zamieszczo-
no w tabeli 2.

Tab. 2. Wlasno$ci modelu trendu liniowego dla stopy bezrobocia

R 1 (-E(D)/S(I) P-value
0,083 | 0471 13,868 <2,2e-16

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Przy konstrukcji modelu przestrzennego wzigto pod uwage zmienne wyszczegol-
nione w tabeli 2. Tylko dwie sposrod nich, X; oraz X, okazatly si¢ statystycznie istotne.
W oparciu o nie skonstruowano model wykorzystany do dalszej analizy bezrobocia.

Tab. 3. Zmienne rozwazane przy budowie modeli bezrobocia

Zmienna Oznaczenie
Stopa bezrobocia (%) Y
Inwestycje na mieszkanca (1000 z}) X
Liczba podmiotéw gospodarczych na 10 000 mieszkancow X,
Wynagrodzenia (zt) Xs
Udzial zatrudnionych w rolnictwie do ogoétu zatrudnionych (%) X4

Zrodlo: opracowanie wlasne.

4. REZULTATY

Zgodnie z wyznaczonym celem, jako pierwszy rozwazony zostal model MESS
z trendem przestrzennym postaci:
e™MY =Yy, x'y +pX+g, (11)
i+j<s

£~ N(0,5°1),

w ktérym macierz W charakteryzuje geograficzne sasiedztwo powiatdéw w sensie wspol-
nej granicy. Po estymacji parametrow modelu istotne okazaty si¢ tylko wspdtczynniki
przy trendzie pierwszego rzedu. Stad, ostateczna wersja modelu dla stopy bezrobocia
przyjeta postac:

e™Y =y + 710X+ 70 Y + B X, +B,X; +e, (12)

e~ N(,5°1).

Otrzymane w wyniku estymacji parametry modelu MESS z trendem liniowym
dla stopy bezrobocia w Polsce w 2007 r. przedstawiono w tabeli 3, natomiast w tabeli 4
zamieszczono wlasnosci modelu.
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Tab. 4.Wyniki estymacji modelu MESS dla stopy bezrobocia

Parametry | Oceny | Statystykat P-value
a -0,753 -11,613 3,517012e-31
Yoo 12,686 7,974 1,531322e-15
710 -0,436 -2,832 4,622456e-03
Vo1 0,556 3,675 2,373907e-04
) -0,716 -6,154 7,534226e-10
5, -0,571 -5,518 3,418502¢-08

Zrédlo: opracowanie wlasne.
Tab. 5. Wlasno$ci modelu MESS dla stopy bezrobocia

R 1 (-E(D)/S(I) | P-value
0,521 | -0,006 -0,098 0,539

Zrédlo: opracowanie wiasne.

5. DYSKUSJA

Omowienie, otrzymanych w poprzednim podrozdziale wynikow, najlepiej jest prze-
prowadzi¢ na tle klasycznego modelu regresji z trendem liniowym, dopasowanego
do tych samych danych empirycznych. W tabeli 6 przedstawiono parametry takiego
modelu, a w tabeli 7 opisano jakos¢ jego dopasowania.

Tab. 6. Wyniki estymacji modelu regresji liniowej dla stopy bezrobocia

Parametry | Oceny | Statystykat | P-value
Yoo 19,847 10,601 2e-16
Y10 -0,544 -2,896 0,004
Yoi 1,164 6,468 3,11e-10
B -0,001 -6,064 3,24e-09
B -0,007 -5,827 1,22e-08

Zrédlo: opracowanie wlasne.
Tab. 7. WlasnoSci reszt modelu regresji liniowej dla stopy bezrobocia

R 1 | IFEQ)/S() | P-value
0,292 | 0,465 13,700 <22¢e-16

Zrédlo: opracowanie wiasne.

W wyniku nieuwzglednienia autozaleznosci zmiennej objasnianej, parametry przy
trendzie w modelu regresji, cho¢ zachowaly odpowiednie znaki, sa na zupehie innym
poziomie niz w modelu MESS. Parametry przy zmiennych objasniajacych sa zawyzone
i moga prowadzi¢ do falszywych wnioskéw. Ponadto dopasowanie jest duzo stabsze niz
w modelu MESS i wynosi 0,292. Statystycznie istotna jest rowniez statystyka Morana /,
ktora swiadczy o istnieniu autokorelacji w resztach.
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Walory poznawcze modelu MESS sa szczegdlnie widoczne przy badaniu wptywu
zmiennych objasniajacych na zmienng objasniang. W przypadku zmiennych rozwaza-
nych w artykule zagadnienie to ma szczegolne znaczenie praktyczne. W polityce regio-
nalnej, przy znacznie ograniczonej ilosci srodkéw, duze znaczenie ma wiedza na temat
efektow zwiazanych ze wzrostem nakltadow na inwestycje w danym powiecie. Decyden-
ci chea wiedzieé, gdzie inwestowacé, aby korzys¢ dla calej lokalne spotecznos$ci byta jak
najwigksza

Dla przyktadu w oparciu o dwa modele, model MESS oraz model regresji liniowej,
nicuwzgledniajacy zaleznosci przestrzennych, oszacowano jaki wplyw na stopg bezro-
bocia w poszczegolnych powiatach wojewodztwa kujawsko-pomorskiego miatby wzrost
inwestycji w Toruniu o 1000 zt na osobg¢ oraz przyrost 100 podmiotow gospodarczych
w tym miescie na 10000 jego mieszkancow. Torun zostal wybrany jako jedno z centow
rozwoju wojewddztwa. Wyniki rozwazan przedstawiono w tabeli 8.

Tab. 8. Wplyw zmiany poziomu inwestycji oraz ilo$ci podmiotéow gospodarczych w Toruniu
na stope bezrobocia w powiatach wojewdédztwa kujawsko-pomorskiego

Model MESS Model regresji liniowej
Powiat Efekt Efekt

Laczny | Inwest. | Podm. | Laczny | Inwest. | Podm.
Aleksandrowski -0,192 | -0,107 | -0,085 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Brodnicki -0,021 | -0,012 | -0,009 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Bydgoski -0,133 | -0,074 | -0,059 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Chelminski -0,186 | -0,104 | -0,083 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Golubsko-dobrzynski | -0,196 | -0,109 | -0,087 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Grudziadzki -0,018 | -0,010 | -0,008 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Inowroctawski -0,146 | -0,081 | -0,065 | 0,000 0,000 | 0,000
Lipnowski -0,134 | -0,074 | -0,059 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Mogilenski -0,012 | -0,007 | -0,005 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Nakielski -0,032 | -0,018 | -0,014 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Radziejowski -0,025 | -0,014 | -0,011 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Rypinski -0,025 | -0,014 | -0,011 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Sepolenski -0,024 | -0,013 | -0,011 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Swiecki -0,028 | -0,016 | -0,012 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Torunski -0,170 | -0,095 | -0,076 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Tucholski -0,031 | -0,017 | -0,014 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Wabrzeski -0,198 | -0,110 | -0,088 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Wioctawski -0,016 | -0,009 | -0,007 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Zninski -0,034 | -0,019 | -0,015 ] 0,000 | 0,000 | 0,000
Bydgoszcz -0,364 | -0,203 | -0,162 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Grudziadz -0,005 | -0,003 | -0,002 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Torun -1,381 | -0,768 | -0,613 | -1,593 | -0,860 | -0,733
Wioctawek -0,025 | -0,014 | -0,011 | 0,000 | 0,000 | 0,000

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Mozna zauwazy¢, ze model klasycznej regresji nie uwzglednia istnienia zaleznosci
przestrzennych. Nie dos¢, ze pomija on oczywisty wpltyw bodzcow dziatajacych w jed-
nym powiecie na bezrobocie w innych powiatach, to jeszcze przecenia ich wplyw na
poziom bezrobocia w miejscu dziatania.
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Niedoskonalos¢ modelu regresji jest jeszcze bardziej widoczna, gdy rozwazymy taki
sam wzrost wartosci zmiennych objasniajacych w dwodch gltéwnych osrodkach rozwoju
regionu, Bydgoszczy i Toruniu, ktére geograficznie leza w niedalekiej odlegtosci. Sytu-
acje¢ te przedstawia tabela 9.

Tab. 9. Wplyw zmiany poziomu inwestycji oraz ilo§ci podmiotow gospodarczych w Bydgosz-
czy i w Toruniu na stope¢ bezrobocia w powiatach wojewédztwa kujawsko-pomorskiego

Model MESS Model regresji liniowej
Powiat Efekt Efekt

Laczny | Inwest. | Podm. | Laczny | Inwest. | Podm.
Aleksandrowski -0,243 | -0,135 | -0,108 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Brodnicki -0,025 | -0,014 | -0,011 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Bydgoski -0,297 | -0,165 | -0,132 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Chelminski -0,379 | -0,211 | -0,168 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Golubsko-dobrzynski | -0,240 | -0,133 | -0,106 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Grudziadzki -0,035 | -0,019 | -0,015 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Inowroctawski -0,298 | -0,166 | -0,132 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Lipnowski -0,163 | -0,091 | -0,073 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Mogilenski -0,035 | -0,019 | -0,015 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Nakielski -0,226 | -0,126 | -0,100 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Radziejowski -0,038 | -0,021 | -0,017 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Rypinski -0,028 | -0,016 | -0,013 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Sepolenski -0,174 | -0,097 | -0,077 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Swiecki -0,161 | -0,090 | -0,072 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Torunski -0,326 | -0,181 | -0,144 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Tucholski -0,224 | -0,125 | -0,099 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Wabrzeski -0,252 | -0,140 | -0,112 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Wioctawski -0,019 | -0,010 | -0,008 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Zninski -0,202 | -0,112 | -0,090 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Bydgoszcz -1,750 | -0,973 | -0,777 | -1,593 | -0,860 | -0,733
Grudziadz -0,030 | -0,017 | -0,013 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Torun -1,904 | -1,059 | -0,845 | -1,593 | -0,860 | -0,733
Wioctawek -0,029 | -0,016 | -0,013 | 0,000 | 0,000 | 0,000

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Gdy wzrost zmiennych objasniajacych dotyczyt tylko jednego osrodka rozwoju (ta-
bela 8), wywotany przez niego efekt byt mniejszy niz wynikajacy z regresji liniowej.
Gdy natomiast wzrost dotyczyl dwoch osrodkdw potozonych w niedalekiej odlegtosci
(tabela 9) wptyw zmian byt wigkszy niz szacowany zwykla regresja. Bodzce dzialajace
w powiazanych ze soba os$rodkach maja wigkszy efekt, niz gdyby tych powiazan nie
bylo. Zjawisko to zostatlo dobrze odzwierciedlone w modelu MESS, natomiast nie od-
zwierciedlil go model regresji.

Oba rozwazane przyktady wskazuja réwniez na ostrozno$¢ przy interpretacji para-
metréw przy zmiennych objasniajacych w modelu MESS. Efekt zmian np. zmiennej X;
nie jest mierzony jedynie parametrem f5;, ma na niego réwniez wpltyw sila powigzan
migdzy jednostkami przestrzennymi.

Kolejnym rozwazanym zagadnieniem jest porownanie modelu MESS z modelem
SAR. Podczas estymacji modelu SAR, analogicznie jak dla modelu MESS, okazalo sig,
ze istotny jest tylko trend liniowy. Ostatecznie model ten przyjat postaé:
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Y = pWY + 7y + 70X+ 70,y + B, X, +B, X, +¢€, (13)
£~ N(0,6°1).

W tabeli 10 zamieszczono wyniki estymacji parametrow modelu SAR, natomiast jakos¢
dopasowania przedstawia tabela 11.

Tab. 10. Wyniki estymacji modelu SAR dla stopy bezrobocia

Parametry Oceny Statystyka t P-value
P 0,639 14,412 2,22E-16
Yoo 11,416 7,338 2,167E-13
710 -0,427 -2,934 0,003
Yo1 0,420 2,825 0,005
B -0,677 -6,1520 7,651E-10
B, -0,553 -5,572 2,509E-08

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tab. 11. Wlasnosci reszt modelu SAR dla stopy bezrobocia

R 1 | I-E@)/S(I) | P-value
0,572 [ 0,013 0,467 0,320

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Zarowno w modelu MESS jak i w modelu SAR parametry przy trendzie przestrzen-
nym oraz przy zmiennych objasniajacych sa na podobnym poziomie. Roznica wystgpuje
natomiast w parametrach odpowiedzialnych za autozalezno$¢ przestrzenna. Zwiazek
pomig¢dzy tymi parametrem a modelu MESS a parametrem p modelu SAR powinien by¢
w przyblizeniu rowny®

prl—e”. (14)

Z zalezno$ci (14) wynika warto§¢ parametru autoregresji p na poziomie 0,53 zamiast
otrzymanej na poziomie 0,63. Poniewaz dopasowanie modelu SAR jest lepsze niz mode-
lu MESS, oznacza to, ze w rozwazanym przypadku model MESS nie doszacowat auto-
zaleznosci i model SAR lepiej opisuje zaleznosci przestrzenne.

6. WNIOSKI

Przeprowadzone badania wykazaty skuteczno$¢ modelu MESS jako narz¢dzia ana-
liz zjawisk charakteryzujacych si¢ autozaleznoscig przestrzenna. Jakos¢ dopasowania
modelu, gorsza niz dla modelu SAR, wskazuje jednak na ostrozno$¢ przy jego stosowa-
niu. Mimo to, tatwo$¢ estymacji modelu MESS moze mie¢ duze znaczenie, gdy analizie
poddawana bedzie wigksza liczba danych. Taka sytuacja moze mie¢ miejsce, gdy auto-
rzy rozwaza dane w ukladzie przestrzenno-czasowym, co bedzie stanowito dalszy kieru-
nek ich badan.

® Por. J.P. LeSage, R.P. Pace, [2007].
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SPATIAL MATRIX EXPONENTIAL MODEL OF THE UNEMPLOYMENT RATE
IN POLAND

J. P. LeSage and R. K. Pace have proposed Matrix Exponential Model (MESS) in 2007.
A spatial autoregressive process, in the conventional specification, has been replaced by a matrix
exponential transformation connected with a spatial weight matrix. This alternative has a computa-
tional advantage.

The article will present an analysis of the unemployment rate in Poland in 2007 by means
of MESS. Spatial approach to modeling of this process will be justified by previous research of the
spatial autocorrelation. A connection between the unemployment and other economic processes
will be examined in order to construct a hypothetical model.

Finally, MESS and regression model will be compared. The confrontation of the results will
show that spatial dependence should be taken into consideration in the analysis of economic proc-
esses.






