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Lechostaw Stgpier*

UOGOLNIENTIE STATYSTYKI X2
W WIELOWYMIAROWEJ ANALIZIE STATYSTYCZNED

wa tepn

W teorii statystyki oraz w je) zastosowaniach bardzo waing
\;olq odgrywa X 2, 2 nazwg tg wig2e siq na ogdét tirzy rdzne ter-
miny: :
- rozktad X 2.

-~ statystyka xz. a wigce zmienna losowa posiadajgca rozktad
X2, '
- test X 2. jako metoda sprawdzenia hipotezy zgodnosci roz-
ktaddéw lub niezaleznodci zmiennych, wykorzystujgca Jako spraw-
dzian statystyke X 2 o rozktadzie chi-kwadrat.

Rozktad X zostal po raz pierwszy znaleziony przez He l-
merta wlB76 r. [5], a nastgpnie niezaleznie przez P e a r-
sona w190 r. [6]. Teoria dotyczgca rozkladu x, 2 oraz kon-
strukcji statystyk podlegajacych rozktadowi xz jest na ogét o-
pracowana w sposdéb wyczerpujacy. ZnaleZé jq mo2na niemal we wszy-
stkich znaczgcych publikacjach z zakresu rachunku prawdopodobieri-
stwa 1 statystyki matematyczne). Nie jest celem niniejszegb ar-
tykutu jej powielanie.

Rozpatrujgc natomiast problem weryfikacji hipotez nieparame-
trycznych przy wykorzystaniu statystyki (sprawdzianu) % 2.. wy-
rézniamy trzy rodzaje testéw istotnosci:

- test zgodnosci Xz.

2 Dr, adiunkt'u Instytucie Ekonometrii i Statystyki UL.
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-test X 2. jako' test Jednorodnoscl préb,

- test niezaleznosci X 5 : ;

Pierwszy z nich - test zgodnotci x’ ~ stuzy spraudzeniu czy ba-
dana cecha ma okredlony rozkiad (np. rozkiad normalny, dwumiano~- '
wy ...). Dwuwariantowg - przy znajomoéci lub nieznajomodci para-
metréw rozktadu - konstrukcje tego testu znaleZé mozna m. in, w
(21, (1.

Drugi rodzaj testdw X 2. test jednorodnosci préb - sluzy spraw-
dzeniu hipotezy, ze s préb jest pobrane =z tej samej populacjii,
tzn. 2e sg pod tym wzgledem jednorodne.

Trzeci rodzaj, to testy niezalenodci Xz. Ich omdwienie bg-~
dzie m. in. tematem niniejszego opracowania. Zajmiemy sig szcze-
gdlnie problemem badania niezaleznodci cech w wielowymiarowej . a-
nalizie statystycznej. .

2. Test niezaleznodci

Ww_dwuwymiarowej tablic ngenc

Weryfikacje hipotezy ‘o niezaleznasci cech w dwuwymiarowej ta-
blicy kontyngencyjnej przeprowadza sig na podstawie testu nieza-
leznodci X W literaturze test ten omawiany jest na ogdt dla
jednego tylko przypadku - nieznanych rozkiaddéw brzegowych m‘. 0=
raz ﬂ‘. Nalezy jednak, jak potwierdzajq to rozwazania zawarte w
9], rozréznié¢ dwa przypadki: :

- prawdopodobierstwa teoretyczne Wi. oraz ﬂl.j w rozktadach
brzegowych sg znane,

- prawdopodobieristwa teoretyczne w rozktadach brzegowych sg
nieznane.

W pierwszym przypadku sumaryczng rozbieznos$é¢ pomigdzy czgsto-
$ciami zaobserwowanymi 1 czgstosciami oczekiwanymi mierzymy za po-
mocyg statystyki

r s o 2
(nyg = n T30
(1) xZ B E -2- i ‘_.. 1’ )
is1 3=l it

przy liczbie stopni swobody rs - 1,
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Wyodrebnié tu ioteny dwa skladniki:

&

r ; 2
(4 e SRR G
(2) A g xi s Z . 1- =8 g N
: ' 151 oL Ty,
Zz liczbg stopni swobody r - 1 oraz
2 S tn Mo 'J'nd)2
(3) xa = z s O
3=l s FL5 m.J‘ ;

z liczbg stopni swobody 8 - 1.

Mierzg one rozbieinosé¢ pomigdzy zaobserwowanymi 1 oczekiwany-
mi czgstosciami brzegowymi. Za pomocg statystyk k:‘; oraz Xg zZwe-
_ryfikowaé mozna hipotezg zgodnodci dla rozkladéw brzegowych. Po-
_®mniejszajac wartodc x? dang wzorem (1) o X :.oraz Xg otrzy-

mujemy odchylenie od niezaleznodci [9]:

1)) PR LIOME Y s b o
i S RS T el R e
fal gud L e

Aby ustalié¢ liczbg stopni suobody uykorzyatamy ogdlne twier-
dzenie ([9], s. 203).

Twierdzenie. Jezeli Q =0, + 02, a~%? (a), Q~ %% (b) oraz
Q Jest nieujemne to Q,~ Xz (a - b)*, ;

Poniewaz statystyka ‘)(.2 ma rg - 1 stopni swobody, statystyki
Xz. Xg odpowiednio r - 1, 8 - 1 stopni swobody, wige staty-
styka Xia ma na mocy rozszerzonej wersji tego twierdzenia

(r8 - 1) - (r = 1) .~ (9= 1) e (p ~1)(g - 1)
stopni swobody,

* zepis 0~ x? (a) oznacza, te zmienna losowa Q ma rozkiad
x2 o a stopniach swobody,
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Statystyka (4) moze wobec tego stuzyé jako sprawdzian przy
weryfikacji hipqtazy o{nlezaleznoéci cech przy znanych rozktadach
brzegowych. S B i . AR TS

- Drugi przypadek to badanie niezaleznoéci przy nieznanych roz-
ktadach brzegowych. Trzeba je osiacowaé stosujgc estymatory _naj-~
wiekszej wiarygodnodci: - ¢ e
"jl‘i_ = ‘—‘:-L- oraz fﬁj = ;—-1

Dowsd na to, ze ‘ﬁi.' q .y B8 estymatorami najwigkszej wiary-
godnodci przeprowadzony jest m. in. w ([3], s. 474) :

Uwzgledniajgc te oszacowania otrzymamy wzdér na X W nastg-
pujgce) postaci:

LBy n :
& 0N ey
(5) A R nin" T
i=1 j=1 ——
nl'
Poniewaz z prdéby wyznaczylidmy r + s - 2 parametry, przeto

statystyka (5) ma rozklad x% o
(ve - 1) = (ns o = ) (risi 00 (e &)

stopniach swobody,

3. Test niezaleznodci X
w_tablicach kontyngencyjnyoh tréjwymiarowych

W niektdrych badaniach statystycznych, szczegdlnie 2z zakresu
nauk spotecznych czy przyrodniczych, badacza interesuje czy ist-
nieje 1tgczna wspdéizaleznosé trzech cech statystycznych A, 8, C
- majqcych odpowiednio .r, 8, t wariantdw. Nalezy wéwczas zwery-
fikowaé hipotezg o niezaleznosci migdzy trzema cechami statysty-
cznymi. ' ;
 Podobnie jak w przypadku badania niezaleznosci dwdch cech sta-
ty;tycznych;nalezy wyrdznié dwie sytuacje:
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f - hrzegowe rozk?ady q 13, gi.jk' g‘i.k oraz 9!1'.. m'J..
3 ”..k‘ 53 znane, i)
- brzegowe rozktady nie sg znane. ' -
Rozpatrzmy pierwszg z nich. Statystyka 'xz . mierzgcg sumary-
‘czng rozbiezno$é wmigdzy czgstodciami zadbaatwowanymi i czgsto-
éciéni oczekiwanymi ma postad: bk

‘ t 2
P zrz i 3 Sy TR MRy A )
1e1 jed ksl o A Ty R Ty

Statystyka ta ma rozklad chi-kwadrat z 1liczbg stopni swobody rst
AR I

Wyodrebnimy tutaj trzy skladniki, ktdre anulbglcznla jak we
wzorze (4) sg nastgpujgce:

it 20 OSBRSS0 Or IR bl WA Y
TN S o TR ST Pl ATVl it
Lsl/3el T TR SR

z liczbg stopni swobody (r - 1)(s - 1).

P ! : . 2
(n -n b | -n .7 +n 90 70 )
2 1.k L) . . .. L L ..
@ x2 ¥ 5 i k kT i k
r=l k=l LB B O

z liczbg stopni swobody (r - 1) (t - 1).

S - :
AT T A T e R R RY, PoLh
351 k=1 A Wi

o

z liczbg stopni swobody .(s - 1) (t - 1),
Wyodregbnimy rdwniez skladniki:

2
(10) w Ak i("i..'"...mi..)
i=1 0 ey

2z liczbg stopni swobody r - 1,
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QD e e s e
; n G iy LA
. J'l g e ljl
z 1£czb§ stopni swobody s -'1.,
: o L £ A L o g
v(lz) xg = Z Q.k .. ..k
\ k=1 \ nccumoak

z liczbg stopni swobody t - 1,

Mierzq one rozbieznosci pobiqdzy zaobserwowanymi i oczekiwa-
nymi czgstosciami brzegowymi zawartymi odpowiednio w tablicach
brzegowych A x B, A xC, B x C orazw rozklabach brzegowych ze
wzgledu na cechy A, B, C. : _

Odejmujgc (7), (8), (9), (10), (11), (12) od (6), otrzy-
mujemy : ; -

2 PR i Sl TS S |
(13) . Xjge =X -Xpg Xy -Xgg -Xp ~Xg -%g:

Statystyka 5(:50 ma

(est - 1) - (r-1)(s-1)-(c-1)(t-1)-(s~-1) (t-1)-
~(r-1)-(s-1) - (t=1)=(r=-1)(a-1)(t - 1) stopni swobody.
Moze ona stuzyé do testowania niezaleznodci migdzy trzema zmien-
nymi, Ygcznie, gdy znane sg w populacji rozkiady brzegowe.
Przypudémy obecnie, ze teoretyczne rozktady brzegowe nie 83
znane. 0Oszacujemy je metodg najwigksze) wiarygodnosci - podobnie
jak w przypadku tablic kontyngencyjnych dwuwymiarowych:
s ki ﬁ ML 1) B {5 e
f e BRI A R

Statystyka X,2 “przyjmuje postad:
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T 8 5k ("ljk ) " 5

';:liczbi stﬁbnl swobody rdwng (r - 1)(s - 1)(t - 1).

g ¥

4. Test niezaleznodci X2

T icac ntyngenc ch_m-wymiarow

Rozwazania dotyczgce testu niezaleznosci 7(2 dla tablic kon-
7tyn9ency3nych trdjwymiarowych uogélnié mozna na m-wymiarowe ta-
~~bl{ce kontyngencyjne. Podobnie jak miato to miejsce w dwu- l'trdj-
wymiarowych tablicach kontyngencyjnych, wyrézni¢ mozna dwa przy-
padki dotyczgce rozktaddéw brzegowych,

: Statystyka X w przypadku, gdy rozktady brzegowe 8§  znane
przybiera postad:

oy s 5 z(‘_

kyel kel kyel

1 Moy mkm)z

n Yl 9 el

n‘J'k

z liczbg stopni swobody rdqna Tys gy veey Fpo= 1,
;  Statystykg (15) nalezy, analogicznie jak (13) pomniejszyé o

wartodci 0&2 dla rozkladdw brzegowych odpowiednio m - 1, m -\2,
vesy 2, 1 - wymiarowych, Otrzymamy ostatecznie: ;

fig) ox 2 g «x? (xx? S e g ey
Mg i piy. v S G

]

-
\-

SBT e

AP L by I Ao
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gdzie; : : i
A b .‘ i {Al, Az. -no. A'}‘
Ail ; i - " . Lo 5 \ A ‘ {l‘ -y .}‘
My i \'th’ '“‘2)' "1_':., g = {1, it J
A AN\ ; A k = 2 i
s [ o = R m=1.
1112."..1"_ pU"l lp ! » ‘

Statystyka X §1A2""’Am ma: (r; - 1)(ry = 1) ... (ry - 1) stopni

swobody.

Gdy rozktady brzegowe nie sg znane azacujemj Je wediug wzordw:

L i A i
& o & 2 m
m 11 L T, Ji 12 8 n 3 ey mim ' n .

Statystyka x? przyjmuje wéwczas postad:

o 4 nrlnlz..... n%n)Z
Ey Tm Y S i
, ’ 1°m a" 1
xz‘ Z “en z n n ﬁ
Rt Wb Bt

1=l 1,51 _.L_L_r_m

n™

z liczbg stopni swobody (r1 B 1)(r2 ol ® PRCCTUR S PR §

5. Przyktad

Zaproponowane w poprzednich punktach ‘rozwazanla teoretyczne za-
stosujemy obecnie do przyktadu empirycznego. W trdjwymiarowej ta-
blicy kontyngencyjnej 2 x 2.x 2 {tabi. i) rawarte sy dane z bada-
nia przeprowadzonegq’ w, okreglonym szpitalu kllnlcznyﬁ w todzi. Ba-
daniem objgto 74 chorych poddanych operacji. Stan zdrowia przed
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operacjg (cecha A) i tuz po operac)i (cecha B) oceniano w punk-
tach od 9 do 10. 'Iim wy2sza liczba punktdéw, tym gorszy, zgodnie z
oceng sttauiona przez lekarzy, stan zdrowia pacjenta. Trzecia ce-
cha (C) oznacza wynik operacji (pozytywny bgadZ negatywny), przy
czym negatywny wynik niekoniecznie oznacza zgon pacjenta podczas
lub tuz po operacji (zgon nastgpil tylko w jednym przypadku).

Tablica 1

Stan zdrowia przed operacja, tu2 po operacji
i wynik operacji pacjentdw i
_pewnego szpitala klinicznego w todzi

T T
A B Ogdéiem
g 8y
8, e 25 25
i 8, . 5 5
g s 30 30
B, 1 24 25
"2 8, 6 13 s b 8
Ay 7 37 a4
B, 1 49 50
8, 6 18 24
N 7 67 %

fré6d1o: Obliczenia wkasne.

Dla uproszczenia zapisu w tablicy wyspecyfikujemy symbole na-
dane cechom i ich poszczegdlnym wariantom:
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AL ocena stahu zdrowia pacjenta przed operacja (u punktach),
A, - mniej niz 5 punktéw, A, -5 punktéw lub wigced;
AT ocena stanu zdrowia pacjenta w czasie operacji ,(u punk;
tach), 81 ~ 0 punktdw, 82 - wigee) niz 0 punktdw; : N

C - wynik operacji, Cl - pozytywny, -32 - negatyuny..“ A

Aby rozstrzygngé, czy istnieje wspéizaleznosé migdzy rozpa-
trywanymi trzema cechami w populacji generalnej operowanych pa-
cjentdw tego szpitala stawiamy hipctezg zerowg o niezaleznosci -
cech A, B, C, wobec hipotezy alternatywnej, 2e cechy sg zalezne.

Obliczona .zgodnie ze wzorem (14) wartodé statystyki x? wynosi
24,392. Pordwnujgc tg wartosé z X& odczytanymi 2z tablic dla
X = 0,005 oraz dla o= 0,001 i dla jednego stopnia swobody o-
trzymujemy odpowiednio 7,879 1 10,828, Poniewaz X2>'X.‘2x. na
poziomach istotno$ci 0,005 i 0,001, hipoteze o tgcznej niezalez-
nodci cech A, B, C nalezy odrzucié. Sg one zatem zalezne.

6. Podsumowanie

Przeprowadzona w opracowaniu analiza statystyki.')L2 dotyczyta
gidwnie jej zastosowania do badania niezaleznosci w tablicach kon-
tyngencyjnych dwu- i trédjwymiarowych 2z uogdélnieniem na wielowy-
iiarowq analizg statystyczng., Jest to, jak nam sie wydaje, zagad-
nienie dod$¢ istotne, szczegdlnie w naukach rolniczych, spotecznych
i medycznych, bowiem tam czgsto badacz ma do czynienia 2z tgcznym
dziataniem kilku cech niemierzalnych. :

Braligmy pod uwage' jedynie przypadki "czyste" -  znanych 1lub
nieznanych rozkladéw brzegowych. W praktyce mogq mieé miejsce sy-
'tuacje "mieszane"., Juz dla dwuwymiarowe) tablicy kontyngencyjnej
rozpatrujemy w niektdrych badaniach przypadek jednego brzegu usta-
lonego, a drugiego nieznanego. Problem jeszcze bardziej sig kom-
plikuje, gdy przechodzimy do wigksze) liczby wymiaréw (w tablicy
kontyngencyjnej trdjwymiarowe) jest ju2 lgcznie B przypadkdw). Mo-
ze to byé jednak przedmiotem innych opracowan.
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Lechostaw Stepien

GENERALIZATION OF STATiSTIC X2 IN MULTIDIMENSIONAL
STATISTICAL ANALYSIS

Generalization of statistic Xz has been performed in the
article and then the statistic has been applied to solving pro-
blems concerning the m$ltldimensional statistical analysis.

Independency test X? has been examined and its application has
been i%lustrated by an empirical example derived from medical
research. )



