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UOGÓLNIENIE STATYSTYKI X 2 

N WIELOWYMIAROWE J  ANALIZIE STATYSTYCZNEJ

1. Uwaal wstępne

W t e o r i i  s ta t y s t y k i  oraz w J e j  zastosowaniach bardzo ważną 

ro lę  odgrywa X 2. Z nazwą tą wiąże s ię  na ogół trzy  różne t e r ­

miny :

- rozkład X 2,
o

- s ta tys tyka  X. , a więc zmienna losowa posiadająca rozkład

X 2.
2

- tes t  X , Jako metoda sprawdzenia hipotezy zgodności roz­

kładów lub n ieza leżnośc i zmiennych, wykorzystująca jako spraw-
2

dzlan s ta tys tykę  X o rozkładzie chi-kwadrat.
2

Rozkład X zosta ł po raz pierwszy znaleziony przez H e 1- 

m e r t a w 1876 r .  [5 ] ,  a następnie n ieza leżn ie  przez P e a r ­

s o n a  w 1900 г. Гб]. Teoria dotycząca rozkładu X 2 oraz kon-
2

s t ru k c j i  s ta ty s tyk  podlegających rozkładowi X  je s t  na ogół o- 

pracowana w sposób wyczerpujący. Znaleźć ją  można niemal we wszy­

s tk ich  znaczących publikacjach  z zakresu rachunku prawdopodobień­

stwa i s ta t y s t y k i  matematycznej. Nie j e s t  celem n in ie jszego a r ­

tykułu j e j  powielan ie.

Rozpatrując natomiast problem w e ry f ik a c j i  hipotez nieparame-
o

trycznych przy wykorzystaniu s ta t y s t y k i  (sprawdzianu) X , wy­

różniamy trzy  rodzaje testów is to tn o ś c i :
o

- te s t  zgodności X ,
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o
-test X , jako tes t  jednorodności prób,

2 i
- te s t  n iezależnośc i X .

2
Pierwszy z nich - te s t  zgodności X - służy sprawdzeniu czy ba­

dana cecha ma określony rozkład (np. rozkład normalny, dwumiano­

wy . . . ) .  Owuwariantową - przy znajomości lub nieznajomości para­

metrów rozkładu - konstrukcję tego testu  znaleźć można m. in ,  w

[2 ] ,  [7 ] .

Drugi rodzaj testów X - tes t  jednorodności prób służy spraw­

dzeniu hipotezy, że s prób je s t  pobrane z t e j  samej pop u lac j i ,  

tzn. że są pod tym względem jednorodne.

Trzeci rodzaj, to tes ty  n iezależnośc i X . Ich  omówienie bę­

dzie m. in .  tematem nin ie jszego opracowania. Zajmiemy s ię  szcze­

gólnie  problemem badania n iezależności cech w wielowymiarowej a- 

n a l iz ie  s ta tys tyczn e j .

2. Test n iezależności 

w dwuwymiarowej t a b l ic y  kontvnoencv 1ne1

W eryfikację  hipotezy o n iezależności cech w dwuwymiarowej t a ­

b l i c y  kontyngencyjnej przeprowadza s ię  na podstawie testu nieza-
o

leżności X . W l i t e r a tu rz e  test ten omawiany Je s t  na ogół dla 

jednego ty lko  przypadku - nieznanych rozkładów brzegowych o-

raz OTy Należy Jednak, jak potwierdzają to rozważania zawarte w 

E»3. rozróżnić dwa przypadki:

- prawdopodobieństwa teoretyczne 51  ̂ oraz 7\  ̂ w rozkładach 

brzegowych są znane,

- prawdopodobieństwa teoretyczne w rozkładach brzegowych są 

nieznane.

W pierwszym przypadku sumaryczną rozbieżność pomiędzy często ­

ściami zaobserwowanymi 1 częstościami oczekiwanymi mierzymy za po­

mocą s ta ty s ty k i

Г S , G7 -.2

(1 ) » ’ . И  ч  - 4  ,

i s 1 j  = l  n . .  J l i j

przy l ic z b ie  stopni swobody rs - 1.



Wyodrębnić tu możemy dwa s k ła d n ik i:
4

9 vr (Hj - П 5i j)
( 2) x \ .  2  ‘ -n у  ■

1-1 " . .  J l l .

z licz b ą  stopni swobody r - l  oraz

o x—» (u  i  *  Л 5i i )

(3) x l ■ X  —^ J —

j - i  * . i

z licz b ą  stopni swobody з - 1.

Mierzą one rozbieżność pomiędzy zaobserwowanymi i  oczekiwany-
2 2

mi częstościam i brzegowymi. Za pomocą s ta ty s ty k  Хд  oraz X g  zwe­

ryfikować można hipotezę zgodności d la  rozkładów brzegowych. Po-

o 9 9

m niejszając wartość X  daną wzorem (1 ) о X д oraz X ß  o trz y ­

mujemy odchylenie od n ieza leżnośc i [9 ] :

( * )  x 2B .  x 2 - x 2 : * 2 .

ť

. ^  2  ( П п  ~ ni . a . i  ~ n . i ^ i .  * n . . , J i i . I J i . i )2 

i » i  j =i  n . . ^ i .  ^ . j

Aby u s ta l ić  licz b ę  stopni swobody wykorzystamy ogólne tw ie r ­

dzenie (L 9 j ,  s. 203).

Tw ierdzen ie. Je ż e l i  Q * Qj + Q2, Q ~ X 2 ( a ) ,  X 2 (b ) oraz
2

Q Je s t  nieujemne to Q2~ X  (a  - b )* .
9

Ponieważ s ta ty s tyk a  X ma rs - I stopni swobody, s ta ty s ty k i 
2 2

Хд, X B odpowiednio r - l ,  s - 1 stopni swobody, więc s ta t y ­

styka ХдВ ma na mocy rozszerzonej w e rs ji tego tw ierdzen ia 

( r s  - 1) - ( r  - 1) - (s  - 1) * ( r  - l ) ( s  - 1) 

stopni swobody.

* 2
Zapis Q ~  X  ( a )  oznacza, że zmienna losowa Q ma rozkład

2
X o a stopniach swobody.



Sta tys tyka  (4 )  może wobec tepo służyć jako sprawdzian przy 

w e ry f ik a c j i  hipotezy o niezależności cech przy znanych rozkładach 

brzegowych.

Orugi przypadek to badanie n ieza leżności przy nieznanych roz­

kładach brzegowych. Trzeba je  oszacować stosu jąc estymatory n a j ­

większej wiarygodności:

У о I л n 1

* i .  = 7777 oraz 51 ^  = K . '

А л

Dowód na to, że U  ̂ , gr j  są estymatorami najw iększej w ia ry ­

godności przeprowadzony je s t  m. in . w (  [з ] , s. 474).
2

Uwzględniając te oszacowania otrzymamy wzór na X w nastę ­

pu jące j postac i:

r 3 (n - ,  £ ,  « tn i j  n ;

<5> X Š • ľ  S  — ň ; ’ n ■
i = l  j » l  - - Г --Д

Ponieważ z próby wyznaczyliśmy r + s - 2 parametry, przeto
о

sta tys tyka  (5 ) ma rozklad X  o

( r s  - 1) - ( r  + s - 2) * ( r  - l ) ( s  - 1) 

stopniach swobody.

2
3. Test n iezależności X. 

w tab l icach  kontynnencyjnyoh trójwymiarowych

W niektórych badaniach statystycznych , szczególnie z zakresu 

nauk społecznych czy przyrodniczych, badacza in te resu je  czy i s t ­

n ie je  łączna współzależność trzech cech sta tystycznych  А, В, С

- mających odpowiednio r ,  s, t wariantów. Należy wówczas zwery­

fikować hipotezę o n ieza leżnośc i między trzema cechami s t a t y s t y ­

cznymi .

Podobnie jak w przypadku badania n ieza leżnośc i dwóch cech s t a ­

tystycznych, należy wyróżnić dwie sy tuac je :



- brzegowe rozkłady ÜI ^  , Oi !J11 k oraz 91  ̂ , Я  ̂ ,

Я k są znane,

- brzegowe rozkłady n ie  są znane.
2

Rozpatrzmy pierwszą z n ich. S ta tys tyka  X  mierzącą sumary­

czną rozbieżność między częstościami zaobserwowanymi i  często ­

ściami oczekiwanymi ma postać:

(6) x2 - t  t íI --Mk ~
i » l  j * l  k« l n . . .^  i . . j .  ^ . ,k

S ta tys tyka  ta ma rozkład chi-kwadrat z l icz b ą  stopni swobody r s t

- 1.

Wyodrębnimy tu ta j  trzy sk ład n ik i ,  które analog iczn ie  Jak we 

wzorze (4 )  są następujące:

(7 )  x j 0 - £  £  (ПЦ -- "  n- . 71. j .  ~ n . j . a i i . .  * n . . . q i i . . <Jl. j . )2

I>1 n . . .  ^  i . .  ^  . j .

z l iczb ą  stopni swobody ( r  - l ) ( s  - 1).

(8 )  Х д С 3 £  £» (n l . k  '  ni . . !n. .k  '  п . . к Ш1.. + n . . . ^ l . .  ^ . . k )2

r * l  k* l n . . .  ^ i . . ^ . .k

z l iczbą  stopni swobody ( r  - 1) ( t  - l ) .

2 . v*  V» ( n . Jk  '  n . j .  ^ . . k  '  H . i k ^ . J .  + n . . . J .  ^  . . k )2 
( ? )  * B C  2.* L .  — * ,Ł-   —  * 

k» l n . . ,  . j .  . .k

z l iczb ą  stopni swobody (s  - 1) ( t  - 1).

Wyodrębnimy również sk ład n ik i :

d o )  y  1 °  Z  ( n i "  '  n---J l l -->2

1 = 1 n . . , T| i . .

z l iczb ą  stopni swobody r - l .



( 11)

z l iczbą  stopni swobody s - 1. ,

(12)

'k=l

- n 7\ . ) 2 
i  » t  »______ i  t f t

к

z l iczbą  stopni swobody t - 1.

Mierzą one rozbieżności pomiędzy zaobserwowanymi i  oczekiwa­

nymi częstościami brzegowymi zawartymi odpowiednio w tab l icach

względu na cechy А, В, C.

Odejmując (7 ) ,  (8 ) ,  ( 9 ) ,  (10 ),  (1 1 ) ,  (12) od (6 ) ,  o t rzy ­

mujemy :

( r s t  - 1) - ( r  - 1) (s  - 1) - ( r  - 1) ( t  - 1) - (s  - 1) ( t  - 1) -

- ( r  - 1) - (s  - 1) - ( t  - 1) = ( r  - 1) (a - 1) ( t  - 1) stopni swobody. 

Może ona służyć do testowania n ieza leżnośc i między trzema zmien­

nymi łączn ie ,  gdy znane są w popu lac ji  rozkłady brzegowe.

Przypuśćmy obecnie, że teoretyczne rozkłady brzegowe n ie są 

znane. Oszacujemy je  metodą najw iększej wiarygodności - podobnie 

jak w przypadku t a b l i c  kontyngencyjnych dwuwymiarowych:

brzegowych А x B, A x C ,  B x C  oraz w rozkładach brzegowych ze

(13)

O •

S ta tys tyka  X ma:

2
S ta tys tyka  X, przyjmuje postać:



r s t  • (n i jk

<U) X2 - x Z  Z
* П л П к

i = l Ml I j l l jSL...:!:*
n

•  •  •

z lic z b ą  stopni swobody równą ( r  - l ) ( s  - l ) ( t  - 1).

2
4. Test n ieza leżności % 

w tab lica ch  kontvnoencyInvch m-wymiarowvch

o
Rozważania dotyczące testu  n ieza leżnośc i X  d la  t a b l ic  kon- 

tyngencyjnych trójwymiarowych uogóln ić można na m-wymiarowe t a ­

b l ic e  kontyngencyjne. Podobnie jak m iało to m iejsce w dwu- i  t r ó j ­

wymiarowych tab lica ch  kontyngencyjnych, wyróżnić można dwa p rzy­

padki dotyczące rozk ł adów brzegowych, 
o

S ta tys tyk a  X w przypadku, gdy rozkłady brzegowe są znane 

p rzyb iera  postać;

, i* а

(,5 ) Л к £ г Л  nTikk l * l  k2» l km=l k2 km

г lic z b ą  stopni swobody równą r^, r 2 , rm - 1.

S ta tys tyk ą  (15) należy, ana log iczn ie  jak (13) pomniejszyć o 

w artości X 2 dla rozkładów brzegowych odpowiednio m - 1, m ~ |2 , 

, , , ,  2, 1 - wymiarowych. Otrzymamy o s ta te czn ie :

cu) xl a A = x2 Ysxj ♦ s Xj ♦ ... +
* 1 * 2 » / ” ' йт V i i  1 ]> 2 11i 2

+ X *2 o
—* Л. i i  /  r

4 * 2 ....................... * •  1 2 ..........................  m



gdzieś

A * A j ,  . . . ,  Am| j

.A  ̂ °  A \  l j  -® ■* *'*■• ®|*

^ = A \  (A^ u A j^ ) , i p i j ^ ^ l » * * * * ^ ^ *

к
iA* i j !  A \  u  A, j к * 2, >•■, т-1.

V 2 ........ l k p-l *p

Sta tys tyka  Х д  д д ma : (r^ - l X r j  - 1) . . .  ( г т - 1) stopni

swobody.

Gdy rozkłady brzegowe nie są znane szacujemy Je  według wzorów:

П. Пi n.

TT c _ L Ł  í  B 2l Í  - _ ü i 
J l i 2 ■ — ..........  J , l „  - » ■

2
S ta tys tyka  X  przyjmuje wówczas postaói

• Л, \ 2

X2

(n_ W ..X )
Г 1 ^  _m-l '

H  " •  X I  n, n, ........ n

i  i * 1 i  »1 *1 *2
' i m

m
nm-l

z l iczbą  stopni swobody (c, - l ) ( r 2 - 1), . . . ,  ( r m - 1).

5. Przykład

Zaproponowane w poprzednich punktach rozważania teoretyczne za­

stosujemy obecnie do przykładu empirycznego. W trójwymiarowej t a ­

b l ic y  kontyngencyjnej 2 x 2 x 2 ( t a b l . i )  zawarte są dane z bada­

nia przeprowadzonego w, określonym szp ita lu  klinicznym w Lodzi. Ba­

daniem objęto 74 chorych poddanych o p e ra c j i .  Stan zdrowia przed



operacją (cecha A) i  tuż po o p e rac ji (cecha B ) oceniano w punk­

tach od 9 do 10. I *  wyższa licz b a  punktów, tym gorszy, zgodnie z 

oceną wystawioną przez lek a rzy , stan  zdrowia p acjen ta . T rzecia  ce ­

cha (C ) oznacza wynik o p e rac ji (pozytywny bądź negatywny), przy 

czyw negatywny wynik n iekon ieczn ie  oznacza zgon pacjenta podczas 

lub tuż po o p e rac ji (zgon n as tą p ił ty lk o  w jednym przypadku).

T a b l i c a  1

Stan zdrowia przed operacją , tuż po op e rac ji
i  wynik o p e rac ji pacjentów 

pewnego s z p ita la  k lin icznego  w Lodzi

A В
С

Ogółem

C1 C2

B1 - 25 25

A1 CM
co

- 5 5

nl .k - 30 30

B1 1 24 25

A2
B2 6 13 19

n2.k 7 37 44

B1
1 49 50

B2 6 18 24

n ..k 7 67 74

Ź r ó d ł o :  Obliczenia własne.

Dla uproszczenia zapisu w ta b l ic y  wyspecyfikujemy symbole na­

dane cechom i  ich  poszczególnym wariantom:



A - ocena stanu zdrowia pacjenta przed operacją (w punktach), 

Â  - mniej niż 5 punktów, Aj punktów lub w ięce j; .

0 - ocena stanu zdrowia pacjenta w czas ie  operac ji  (w punk­

tach ) ,  - 0 punktów, B2 - w ięcej niż 0 punktów;

С - wynik o p e rac j i ,  Cj - pozytywny, C2 - negatywny.

Aby rozstrzygnąć, czy i s t n ie je  współzależność między rozpa­

trywanymi trzema cechami w popu lac ji generalnej operowanych pa­

cjentów tego szp ita la  stawiamy hipotezę zerową o n ieza leżnośc i 

cech А, В, C, wobec hipotezy a lte rnatyw ne j,  że cechy są zależne.

Obliczona zgodnie ze wzorem (14) wartość s ta t y s ty k i  X.2 wynosi
o

24,392. Porównując tę wartość z X ^  odczytanymi z t a b l ic  dla 

oc = 0,005 oraz dla o( = 0,001 i  dla jednego stopnia swobody o- 

trzymujemy odpowiednio 7,079 i 10,020. Ponieważ X 2 > X #  , na 

poziomach is to tnośc i 0,005 i 0,001, hipotezę o- łączne j n ieza leż ­

ności cech А, В, С należy odrzucić. Są one zatem zależne.

6. Podsumowanie

Przeprowadzona w opracowaniu analiza  s ta t y s t y k i  \ 2 dotyczyła 

głównie j e j  zastosowania do badania n iezależności w tab l icach  kon- 

tyngencyjnych dwu- i  trójwymiarowych z uogólnieniem na wielowy- 

. '.arową ana lizę  s ta tystyczną. J e s t  to, jak nam s ię  wydaje, zagad­

n ien ie  dość is to tn e ,  szczególnie w naukach ro ln iczych ,  społecznych

i medycznych, bowiem tam często badacz ma do czyn ien ia  z łącznym 

działaniem k i lku  cech niemierzalnych.

Braliśmy pod uwagę jedynie przypadki "czys te "  - znanych lub 

nieznanych rozkładów brzegowych. W praktyce mogą mieć miejsce sy ­

tuacje  "mieszane". Już dla dwuwymiarowej t a b l ic y  kontyngencyjnej 

rozpatrujemy w n iektórych badaniach przypadek jednego brzegu usta ­

lonego, a drugiego nieznanego. Problem jeszczo bardz ie j  s ię  kom­

p l ik u je ,  gdy przechodzimy do większej l iczby  wymiarów (w ta b l ic y  

kontyngencyjnej trójwymiarowej j e s t  już łączn ie  0 przypadków). Mo­

że to być jednak przedmiotem innych opracowań.
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Lechosław Stępień

GENERALIZATION OF STATISTIC X 2 IN MULTIDIMENSIONAL 
STATISTICAL ANALYSIS

G enera liza tion  of s t a t i s t i c  X 2 has been performed in the 
a r t i c l e  and then the s t a t i s t i c  has been applied to so lv ing  pro­
blems concerning the multidimensional s t a t i s t i c a l  an a ly s is .

Independency te s t  X2 has been examined and i t s  a p p l ica t io n  has 
been i l l u s t r a t e d  by an em pir ica l example derived from medical 
research.


