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' APROKSYMACJA WARTOSCI KRYTYCZNYCH TESTU MANNA-WHITNEYA
: DLA MALYCH PROB

1. Wprowadzenie

W wielu badaniach stosowany jest nieparametryczny test M a n-
‘na-Whitneya [7] dla poréwnania dwéch populacii. Fakt ten
uzasadnia dajqce siq zaobserwowaé w literaturze nieslabnace zain-
teresowanie wiasnosciami statystyki tego testu. éwiadczq 0 tym
liczne artykuty dotyczgce zardwno Jje) rozkiadu przy zatozeniu
prawdziwodci hipotezy zerowej o réwnodci dystrybuant badanych po-
pulacji (a wigc praca na temat tablic wartosci krytycznych i ich
apraksymacji), jak i mocy testu. :

W tym artykule prezentujemy prostszg, a zarazem doktadng apro-
ksymacjq wartosci krytycznych statystyki Manna-Whitneya w pordw-
naniu z najczeécie) stosowang aproksymacja za pomocg rozkladu nor-
malnego.

‘

2. Podstawowe wissnodci statystyki testu Manna-Whitneya-.
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bgdzie préba ztozong z n .niezaleznych obserwacji wylosowanych z
populacji o ciggle) dystrybuancie F; niech e ;

Yl, Yz' B Yn
bgdzie prdbg ztotdhq z n niezaleznych obserwacji wylosowanych z
populacji o ciggie)j dystrybuancie G. Nalezy zweryfikowaéd hipo@aze'
(1) ' B g ik m 8 e

Statystykg testu Manna-Whitneya jest liczba U tych par (xi,
YJ) sposrod wszystkich par, dla ktérych Xy < Yi' Formalnie

n
us= 3 D
1=1 321 13’
gdzie .
Uij i 1 jesli X1 < YJ.

0 Jedli X, >Y,.

Réwnodé Xi = Yj mozna pomingé, gdyz zgodnie z zatoZeniem ciggto-
éci dystrybuant

P(Xi = YJ) = 0,

Duza liczba par X1 < YJ dwiadczy na rzecz hipotezy alternaty-
wnej '

(2) Hy F(x) > G6(x),

zatem dla: tej hipotezy obszar krytyczny jest prawostronny. Na od-
wrdt, w przypadku hipotezy

(3) Hy ¢ F(x) < G(x),

obszar krytyczny jest lewostronny. Dwustronny obszar krytyczny sto-
suje sig dla ogdlniejszej hipotezy

(4) Hy ¢ F(x) # 6(x).

Przypomnijmy podstawowe wtasnos$ci rozktadu statystyki U (por.
LR TR N I G R T v i O e DR |1 R T YR Y
Shorack [9, 6ibbans [5]; s 140-150).
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(a) Statystyka U przyjmuje wattd!c_§ z przedziatu
' 0 <V < mn. ‘
{,gu‘)‘ Rozktad statystyki U jest w tym przedziale symetryczny
‘ P(U = u) = P(U = mn - u).

(c) Jesli m =1, to U ma rozklad rdwnomierny:

L rewephn wee

Jedli n =1, to U ma rozktad réwnomierny:
P(u‘u)‘n—ir| u“o; 1. ceey M.

(d) $rednia i wariancja statystyki U sg nastgpujace:
(5) ECU) = py(n, m) = 2D,

%) 02w =o2tn, m «+ 2 (n 4+ 1)
(e) Rozkilad statystyki U Jjest zbiezny do rozkladu normalnego,
gdy n —) © i m=— o.
“(f) Rozktad statystyki U Jjest symetryczny wzgledem n i m:
P(U = u; n, m) = PCU = u; m, n). .

(g) Dla prawdopodobieristw rozktadu statystyki U zachodzi wzdr
tekurency jny

n PCU = ui ny m) = PCU = uj n, m- DB,
' +PU=u-mn-1, n)=0r -

3. Zrandomizowany test Manna-Whitneya
i kwantyle interpolowane '

Rozklad statystyki U jest dyskretny. Z tego wzgledu nie zaw-
sze mozna-dla danego poziomu istotnosci o« tak dobraé wartodé kry-
tyczng uc(n, m, x), aby

P(U € ub(n. m, o)) = .
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W zastosowaniach przyjmuje qie N
€8)Hah ug(n, m o) = mx{u ' P(usu) }._ T

wobec czego na ogdi
- PUsun, m))S i

Dla teoretycznych badari statystyki U, szczepélnie dla analgiy
mocy testu Manpa-Whitneya, fakt ten jest _bardzo kiopotliwy, gdy2z
pordéwnywanie testdéw o réznych rozmiarach budzi zawsze powazne za-
strzezenia. 7 tego wzgledu znacanie przydatniejsze w analizach
mocy sg testy zrandomizowane.

Zrandomizowany lewostronny test Manna-Whitneya polega na:

- odrzuceniu Hy, gdy U < uc(n, m, &),

- przyjgeiu Hy, gdy U >u (n, meo¢) + 1,

- przyjeciu Hn z prawdopodobiodatwem
” P(U ‘ u (ﬂ, m’ “))
\(9) rand("' m x) = F(U = u (n, m, ot) + 1)1

gdy: U =u (n, m,oc) + 1.

Rozwazania nasze prowadzimy dla testu lewostronnego odpowiada-’
jacego hipotezie alternatywnej (3). Dla testu prawostronnego i
dwustronnego rozumowanie przebiega analogicznie. '

Ze zrandomizowanym testem ZYqozy sig pojecie kwantyla interpo-
lowanego, wprowadzone przez Domarfskiego 1 T om ga
szewicza [2] (por. tez Domanski [1], s. 170 o-
raz Tomaszewicz [10], s. 320). Lewostronny kwantyl
interpolowany ui(n, m,o¢) definiuje sig jako sumg '

(10) ugln, m o) = ug(n, M, 0¢) +* Prand(n' m, &),
Znajac kwantyl interpolowany moina oczywiscie wyznaczy¢ kwantyl
catkowity u.(n, m,&): :

(11) Ug (n, myo) = entier('uil(n, My ¢£))

oraz prawdppodobieﬁstwo randomizacyjne

(12) Prang(M M o) = uy(n, m, &) - ug (n M, o()
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4, Agfoksxbgg)g interpolowanych kwantyli
testu Manna-Whitneya

Mozliwo$é wyznaczenia obszaru krytycznego testu zalezy na o-
g6l od faktu dysponowania odpowiednimi tablicami, zawierajgcymi
wartodci krytyczne dla wybranego poziomu istotnodci 1 wielkosci
préby. Do najbardziej znanych nalezg tablice Jacobsona
[6J, Mi1tona [8] oraz Verdoorena [11], ktéry
wyspecyfikowal ponadto istniejgce we wczesniej opublikowanych ta-
blicach btedy.

Ze wzglgdu na znaczne - na ogdét - ich rozmiary, korzystanie z
tablic jest czgsto niewygodne, szczegdlnie w obliczeniach kompu-
terowych. Stgd tez pojawiajq sig liczne préby aproksymacji warto-
$ci krytycznych. :

"Mann i Whitney [7] wykazali, 2e rozklad staty-
styki U dg2y do rozktadu normalnego (por. wtasnod$é (e) w pkt. 2).
Fakt ten sugeruje mozliwo$¢ aproksymacji wartoscl krytycznych U
za pomocg tego rozktadu. Odpowiednia formula aproksymacyjna dla
kwantyla interpolowanego ma postad

(13) ul(n, m, o) ::u';(n. m, &) =

'¢-1(wdu(nn m) "}Ju(nv m) + %.)

gdzie: du(n, m) i Juu(n, m) sg okredlone przez (5) i (6), zad

¢ -1 jest dystrybuanta rozktadu normalnego N(O, 1). Wystepujaca w
ostatnim czionie (13) 1liczba 1/2 jest zwigzana 2z powszechnie sto-
sowang tzw. poprawkg na ciggtosé (por. np. Jacobson [6]).
Aproksymacja (13) jest jedng z mozliwych. Najczedciej stoso-
wanymi jej alternatywami sg aproksymacje utworzone za pomocg roz-
winiecié Edgewortha (por. m., in. Fellinghesm, 5 t o~
k e r [3]). Niezaleznie od wymienionych, ktére mozna juz nazywad
klasycznymi, dla testdw zrahdomizowanych istnieje bardzo prosta
- mozliwoé¢ aproksymacji kwantyli interpolowanych (10), ktérych cig-
gi sg znacznie bardziej "gladkie" niz odpowiednie ciggi kwantyli
‘ catkowitych (8).
- W tym artykule prezentujemy taka aproksymacje. Ograniczamy a~



66 Kazimiera Guraj-Kaczmarek, Andrze)'s. Tomaszewicz ;

nalize do przypadku réwnolicznych préb m = n, W zwigzku z  tym
stosujemy uproszczone symbole u‘c(n, o), ui(n, o), Prand("’ o) itp.

zamiast odpowiednio uc(n, m, o), ui(n, m, o), Prand("' m, o).
Formuta aproksymacyjna ma postaé p

Uitﬂo al o) x U:(ﬂ, m, ) =

(1) @n g a4 g ¢y eont + gy’

'Dla kazdego 2 14 wybrasnych pozioméw istotrodci o funkcje (14)
dopasowalismy do ciggodw ui(n, o) za pomocqg metody naimniejszych
kwadratdw. Wyznaczone wspdtczynniki ra(ol.) prezentujemy w tabl, 1.

T.a b 1 fes ]}

Parametry J"&(ot) do aproksymacji interpolowanych kwantyli

statystyki Manna-Whitneya za pomoca funkcji (14)
w przedzisle 5< n < 50 1

o PATICONN B R C ) ¢ () () | @y

X, = 0,00010 959,42 | -400,567 | 67,4469 | -7,28112 | 0,409107
oy = 0,00020 933,38 | -389,904 | 64,6332 | -6,97648 | 0,413871
o4 = 0,00025 916,77 | -384,064 | 63,5316 | -6,86969 0,315398
a4 = 0,00050 847,84 | -359,897 | 59,5044 | -6,50602 | 0,420066
«g = 0,00100 765,07 | -330,940 | 55,0016 | -6,10933 | 0,424852
o ¢ = 0,00200 665,13 | -294,868 | 49,7592 | -5,66769 | 0,429703
oy = 0,00250 643,44 | -286,494 | 48,3503 | -5,52964 | 0,431438
og = 0,00500 574,71 | -258,470 | 43,7067 | -5,07482 | 0,437026
Ag = 0,01000 533,46 | -236,862 | 39,4750 | -4,60228 | 0,443259
%40 = 0,02000 471,88 | -208,833 | 34,5768 | -4,07153 | 0,449946

«4p = 0,02500 455,34 | -200,711 | 33,0452 | -3,89249 | 0,452287
%o = 0,05000 379,85 | -167,565 | 27,4343 | -3,27133 | 0,459967
4,3 = 0,10000 291,18 | -129,249 | 21,0641 | -2,55111 | 0,468806
914 = 0,20000 193,59 --85,430 | 13,6530 | -1,68000 | 0,479546

Z aproksymacjg ug(n.o&) zwigzane sg oceny kwantyla calkowite-
go i prawdopodobiedstwa randomizacyjnego, ktdére wyznacza sig na
podstawie analogicznych do (11) i (12) wzordw:
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(1s) Aieui ey 00 entier(ul(n, «)),
CLRYT: ‘P:‘nd(‘n. ot)'- uftn, &) = ulln, o).

W konsekwencji rozmiar testu -okreslonego przez (15) 1 (16)  jest
réwny ) -

«?': P(U < u:(n. o)) + P: ngMy &) PQU = u:_(n. «) + 1),

a
Jako miernik biegdu aproksymacji przyjqnény' réznice
(17) o« - ‘

Trudno bowiem nie zgodzid sieg ze‘ zdaniem, 2e im mniejsza rdznica
(17), tym aproksymacja jest lepsza. Znacznie gorszym miernikien
.wydaje sig byé rdznica

~(18) d:(n, o) = u?(n.u) - uyln, ),

gdy2 nie ma ona tak wyraZne) interpretacji jak (17).
Dczywidcie, analogiczne rozumowanie przedstawiéd mozna dla a-
prosymacji (13), otrzymuj)ac w konsekwencji mierniki

(19) o = ot
oraz A
(20) dg(n, &) = uin, o) - uyn, o).

Tablice 2 i 3 =zawlera)q blgdy aproksymacji (17) i (19) dla
14 poziomdw istotnosci. Ohliczone kwantyle interpolowane, ich a-
proksymacje 2za pomocg formuty (14) i rozktadu normalnego oraz bile-
dy aproksymacji dla cztecech poziomdw istotnodci

«= 0,0001; O0,0L; 0,05; 0,10

prezentujemy w tabl. 4-7.

Liczby zawarte w tych tablicach pozwalajg sformutowaé nastepu-
Jjace wnioski:

L. Dla maltych wartodci of bledy w rozmiarach testdéw mozna uznaé
za niewlelkie, z wyjgtkiem przypadkdéw bardze matych préh,

.2, Réznice w rozmiarach testdw zbudowanych na podstawie doktad-
nych i aproksymowanych kwantyli interpolowanych wskazujg na zna-
czng przewage aproksymacji (14) nad sproksymacja (13) za  pomoca
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Wartosci dl, d?’ R dlh podane sg w tabl. 1.

*



Bigdy aproksymacji kwantyli interpolowanych statystyki Manna-Whitneya

za pomocg rozkiadu normalnego (pomnozone przez 10%5)*

Tablica 3

SBE TR T e |l WG B RO Bt G s % | % | g | %11 %2 | %3] G
5 |-10 |-20 |-25 |-50 |-100 | -112 | -27 | 162 | 479 |1 112 |1 503 |2 989 |4 887 |7 197
6 |-10 |-20 |-25 |-50 | -78 -35 -37 | 67 | 284 859 |1 113 |2 185 |3 733 |5 510
7 |-10 |-20 |-25 |-43 -47 -42 -41 21 221 596 | 806 |1 643 |2 891 |4 423
8 |-10 |-20 [-22 |-32 = O e T e T S L 5 461 625 |1 312 |2 381 {3 635
9 |-10 |-16 {-18 |-28 -38 | -37 -33 6 124 382 506 |1 092 |1 989 |3 060
10 | -9 [-18 }-17 |-26 -33 -35 | -32 1 97 315 424 | 918 |1 695 |2 625
11 -8 |23 |-18 {23 3 -33 | -3 -4 78 264 356 784 |1 469 |2 283
19 .} 7 1% pav |29 -29 -31 -30 | -8 63 223 308 | 682 |1 288 |2 Q13
13 -7 ¥ {-15 |-28 -26 -30 25 | -5 52 193 | 267 604 [.1 138 |1 8OO
14 -6 |-11 |-12 | -18 -25 28 1 397 | -1 42 170 | 235 541 |1 027 |1 617
15 | -6 |-10 |-12 |-1 3§ %¢ | % | -12 35 151 209 | 486 925 |1 467
18 | -8 § S9-}aax |16 92 3 51 =h 1 a8 30 133 188 | 439 | 845 |1 337
17 -6 | -9 |-10 |15 -21 -26 | -28 | -14 25 120 168 | 401 772 |1 229
18 | -5 | -8 i-10 |-15 fof 95 1.9 [é 21 109 154 368 709 |1 132
W 15 L8 Yk N Tt ]l 18 98 139 | 338| 657 |1 049
» 'S8 }|-9-13 38| =92 1 92 1-14 15 90 { 128 | 313| 610 | 977
21 35§29 | 28 |I-18 S =h -21 | -1a 13 82 118 | 291 569 | . 912
2% | 8 L2918 [i-19 17 | <201 <29 | -15 11 75 108 | 27 532 | 855
25 % X § V.| 8 [i-18 =f6 '} =19 § 30| -19 9 69 101 253 500 803
24 ¥ 15619411 ' ciyf = | -8 7 64 94 2371 | an | 757
25 % k78] =v -1} -15 1 <18 | -19 | -1a 3 59 87 223 | asa | 715
26 ) -4 | -6} =171-10. }-<1a -18 | -18 | -14 5 55 82| 211 421 | 677
20 3 =6 | =6 < 1-10 .} -14 -17-1 - =18 }5-14 ‘8 s1| 77 199 398 | 642
28 -4 L6170 ] -1a 27§ =17 |- -1s 3 49 72 188 | - 379.| 610
29 ooy 108 Loop 1 w9 t-Cts <26=4-- 13- o318 2 45 68 179 | 360 581 |
1R RS B9 EAC RS B R W N BN -16 | -16 | -1a 1 42 64 170 343 555
3t | -3 -5|-6]-95 | -12 -15 | -16 | -14 1 40 60 | 162 328 | 530
32§ 3 1 5.1 <61 9.1 -1 -15 -16 | -13 -5 37 57 154 313 507
33 3 E5 gl «B:-005512 | a-3S § Si5 [o-As -0 35 54 | 148| 380 | 4B7
34 37T .5 1 51 .8 -11 <387 12 A5~ {548 -1 33 52 141 288 467 |
35 3fs ISt -14 =35 [3-13 1 31 49 135 277 449
36 S geE e A e AR -14 -14 | -13 =2 30 47| 130| 266 | 432
37 { 3 1-a.]-5]-8.]-~11 ~13:4 =18 |23 *2 28 45 124 256 416
38 =% 3 ST R -10 <334 e {38 -2 27 42 120 | 247 | 401
39 =30 A P08 S -10 -13 | =13 | -12 -3 25 &1 115 238 | 387
40 =5 Acachoas o -10 =5 13 .1.-12 =3 24 39 111 | 230 373
a1 = s AR U -10 -12 -13 | -12 -3 23 37 107 222 361
42 24 A Lk Lo < iy e <13 | =22 3 22 36 103 215 | 350
43 2 hoa 124 1.3 591 212 212 {12 -4 21 34 100 208 339
44 S T e T B -9 -12 212 | =12 -4 20 33 96| 201 328
A5 7 =2 bk bl =8 -9 =3 512 =32 -4 19 32 93 195 318
A t=2 1 -4 ks kg -9 =ikt =121 =1k -4 18 30 90 190 | 309
47 T B G -9 <23 <12 4 33 -4 17 29 88 184 300
e e e e e s e e ) -8 12 5 o -4 17 28 85 179 291
49 SR B S e -8 | -11 =11 k<31 -4 16 27 82 174 283
50 =2 =3 Py -8 | -10 -11 | -11 -4 15 26 80 169 276

* Wartosci jek w tabl.




Tablica 4

Aproksymacja kwantyli interpolowanych statystyki Manna-Whitneya
w przedziale 5 < n < 50 dla o = 00,0001

ui(n, o)

Yo

n ' ug(n, o) dﬁ(n, o) o® - o u;'(n, o) d:(n, o)
5 -0,9748 -0,4675 0,5073 0,00201 -4,8037 -3,8289 -0,00010
3 -0,9076 -1,6225 -0,7149 -0,00010 -4,7256 -3,8180 <0,00010 |
¥ -0,6568 -1,1185 -0,4617 -0,00010 -4,1064 -3,4496 : .40,00010"5
8 -0,2870 -0,3009 0,0138 0,00000 -2,9127 -3,1997 - 40,00010 -
9 2,2873 2,3918 0,1044 0,00001 -1,1176 -3,4049 40,00010 V
10 4,9251 5,0839 0,1589 0,00001 1,3013 ~3,6238 -0,00009 1|
11 8,1181 8,3705 0,2524 0,00001 4,3629 -3,7552 -0,00008
12 11,9?94 12,2670 0,2875 0,00001 8,0838 -3,8957 -0,00007
13 16,4914 16,7957 08,3043 0,00001 12,4781 -4,0133 ~0,0000?
14 21,7189 21,9793 0,2604 0,00001 17,5585 ~-4,1608 -0,00006
15 27,6319 27,8388 0,2069 0,00000 23,3364 -4,2956 -0,00006
16 34,2560 34,3927 0,1367 0,00000 29,8218 -4,4342 -0,00006
17 41,5881 41,6569 0,0687 0,00000 37,0240 ~4,5641 -0,00006
18 49,6475 49,6449 ~-0,0026 -0,00000 44,9514 -4,6962 -0,00005
19 58,4349 58,3685 -0,0664 -0,00000 53,6115 -4,8234 -0,00005
20 67,9741 67,8376 -0,1366 -0,00000 63,0116 -4,9625 -0,00005
21 78,2352 78,0606 -0,1746 -0,00000 73,1580 -5,0771 -0,00005
22 89,2552 89,0448 -0,2104 -0,00000 84,0570 -5,1982 -0,00004
23 101,0389 100,7965 ~0,2823 --0,00000 95,7140 -5,3249 -0,00004 1
24 113,5676 113,3211 -0,2465 -0,00000 108,1345 -5,4331 -0,00008 |
25 -126,8777 126,6232 -0,2545 -0,00000 121,3233 -5,5544 -0,000048
26 140,9555 140,7070 -0,2485 -0,00000 135,2851 -5,6704 -0,00004-
27 155,8023 155,5760 -0,2263 -0,00000 150,0245 -5,7779 -0,00004
28 171,4302 171,2333 -0,1969 ~0.00Qp0 165,5451 -5,8852 -0,00004 |
29 187,548% 187,6817 -0,1673 -0,00000 181,8512 -5,9977 -0,00003.
30 205,0534 204,9235 -0,1299 —0,00ﬁ00 198,9465 -6,1069 -0,00603
31 2i3,0#69 222,9609 -0,0860 -0,00000 216,8345 -6,2125 -0,00003
32 241,8323 241,7960 -0,0364 -0,00000 235,5185 -6,3139 -0,00003
33 261,4155 261,4302 0,0147 0,00000 255,0017 -6,4138 -0,00003
34 281,8045 281,8652 0,08607 0,00000 275,2871 -6,5174 -0,00003
35 302,9989 303,1023 0,1034 0,00000 296,3778 -6,6211 -0,00003
36 324,9961 325,1428 0,1467 0,00000 318,2764 -6,7197 -0,00003
37 347,7995 347,9878 06,1883 0,00000 340,9857 -6,8138 -0,00003
38 371,4166 371,6382 00,2215 0,00000 364,5081 -6,3085 -0,00003
39 395,8526 396,0949 0,2424 0,00000 382,8463 -7,0063 -0,00003
40 421,103¢ £21,3589 0,2554 0,00000 414,0025 -7,1011 -0,00003
41 847,1723 447,4308 0,2585 0,00000 439,9790 -7,1933 '-0,00003
42 474,0650 474,3114 0,2464 0,00000 466,7781 -7,2869 -0,00002
43 501,7779 502,0011 0,2233 0,0000¢C 494 ,4017 -7,3761 -0,00002
44 530,3177 530,5007 0,1830 0,00008 522,8521 -7,4656 -0,00002
45 559,6861 559,8107 0,1246 0,00000 552,1311 -7,5550 -0,00002
46 S89,8858 589,9314 0,0458 0,00000 582,2407 -7,6452 -0,00002
47 620,9157 620,8635 -0,0522 -0,00000 613,1827 -7,7330 -0,00002
48 652,7771 652,6072 -0,1700 -0,00000 644 ,9588 -7,8183 -0,C0002
49 685,4740 685,1629 ~-0,3111 -0,00000 677,5709 -7,90}1_ -0,00002
50 719,0120 718,5311 -0,4809 -0,00000 711,0206 -7,9914 -0,00002




Aproksymacja kwantyli interpolowanych stat

Tablica 5

ystyki Manna-Whitneya

W przedziale 5 <n <50 dla o = 0,01
n u; (n, o) ui(n, o) d(n, o) o? - o ui(n, &) dg(n, &) o -«
5 1,2600 1,5110 0,2510 0,00199 1,8635 0,6035 0,00479
6 3,4480 3,1599 -0,2881 -0,00156 3,9720 0,5240 0,00284
7 6,2880 6,0282 -0,2598 | -0,00114 6,793 | 10,5054 0,00221
8 9,8868 9,7529 -0,1339 -0,00040 10,3487 0,4619 0,00163
9 14,2188 14,2264 0,0076 0,00002 14,6547 0,4358 0,00124
10 19,3108 19,4266 0,1158 0,00027 19,7253 0,415 0,00097
11 25,1887 25,3602 0,1715 0,00035 25,5725 0,3838 0,00078
12 31,8480 32,0431 0,1951 0,00032 32,2065 0,3585 -0,00083
13 39,2954 39,4927 0,1973 0,00030 39,6362 0,3408 0,00052
14 47,5492 47,7250 0,1758 0,00023 | . 47,8696 0,3208 0,00042
15 56,6158 56,7544 0,1386 0,00016 56,9138 0,2980 0,00035
16 66,4974 66,5929 0,0955 0,00010 66,7750 0,2776 0,00030
17 77,2055 77,2511 0,0456 0,00005 77,4591 0,2536 0,00025
18 88,7362 88,7376 0,0013 0,00000 . 88,9712 0,2350 0,00021
19 | 101,1038 101,0597 -0,0841 -0,00004 101,3162 0,2124 0,00018
20 | 114,3008 114,2238 -0,0770 -0,00006 114,4985 0,1977 0,00015
21 | 128,342 128,2351 -0,1072 -0,00008 128,5222 0,1798 0,00013
22 | 143,2305 143,0982 -0,1323 ' -0,00009 143,3910 0,1605 0,00011
23 | 158,969 158,8170 -0,1524 -0,00009 159,1086 0,1392 0,00009
246 | 175,5505 175,3947 -0,1558 -0,00009 175,6781 0,1277 0,00007
25 | 192,997 192,8343 -0,1634 -0,00009 193,1028 0,1051 0,00006
26| 211,2920 | 211,1382 | -0,1538 -0.0:00: :;;-:::; :'g::; g‘:g:gi
27| 230,4508 230,3087 -0,1621 -0,0000 : o il
28 | 250,4735 250,3477 -0,1258 -0,00006 250,5356 o’obso i
29| 271,3620 271,2568 -0,1052 -0,00005 271,4081 2’0234 b
30 | 293,1203 293,0375 -0,0828 -0,00003 293,1487 b sasal
31| 315,7449 315,6911 -0,0538 -0,00002 315,7597 0.0002 e
32 | 339,2832 339,2188 -0,0244 -0,00001 339,2430 -0, g i i
363,6149 363,6216 0,0067 0,00000 363,6008 -0,01 J ’
| e | swos | e | o) s | | o
35| 414,9931 | 415,0561 0,0630 0,000 ’ '0’0601 S
36 | 441,9993 442,0894 0,0901 0,00003 441,9391 - A Jegast
37| 469,8854 470,0009 0,1155 0,00003 469,8128 _o’oeAa igrsts
38 | 498,654 498,7913 0,1369 0,00004 498,5696 -0,098‘ i
39 | 528,309 528,4611 0,1516 0,00004 528,2111 -0, o
B B R R el o e
a1 | 590,2793 590,4409 0,1617 0,00004 » 5 ’1378 L0005
a2 | 622,5962 622,7518 0,1556 0,00004 622,4584 -0'1516 -0, 00004
3| 655,8046 655,9438 0,1392 0,00003 655,6530 -0, =
w| oo | ewom | o | ooms | anom | coaer | o
ol B e St vt e 0,189 -0,00008
AL s A Bl i e siooile ¥ Bl ot ~0,2010 -0, 00006
47| 797,5603 797,5299 -0,0304 -0,00001 797,3593 -0,2138 ot
a| wmme | wson | o | s | esims | onn | o
873,6175 -0,1942 -0, , :
;Z :Ii::iii 912,9858 -0,2978 -0,00006 913,0458 -0,2377 PeNina




w przedziale

LDk i é

Aproksymacja kwaniyli interpolowanych statystyki Manna-Whitneya
5 <ng 50 dla o= 0,05

n uy (n, &) ui(n, @) d3(n, ) «? - « uitn, o) d(n, ) a2 iw
S 4,0857 4,2579 0,1722 0,00478 5,1259 1,0401 0,02989
6 7,1778 6,9891 -0,1887 -0,00362 8,2279 1,0501 0,02144
7 11,0868 10,8876 -0,1992 -0,00272 12,1270 1,0402 6,016‘3
8 15,7766 15,6911 -0,0855 -0,000%94 16,8379 1,0613 0,01312 -
9 21,3109 21,3208 0,0099 0,00010 22,3724 1,0615 . 0,01092

10 27,6781 27,7597 0,0816 0,00065 28,7405 1,0625 . 0,00918’

11 34,8949 35,0117 0,1168 0,00080 < 35,9508 1,0560 0,00784

12 42,9550 43,0876 0,1326 0,00083 44,0103 1,0553 0,00685,

13 51,8648 51,9994 0,1346 0,00071 52,9254 1,0606:. 0,00604

14 61,6351 61,7582 80,1231 0,0005% 62,7016 1,0665 0,00541

15 12,2774 72,3741 0,0967 0,00043 73,3440 1,0666 0,00486

16 83,7903 83,8554 0,0651 0,00026 84,8571 1,0668 0,00439

17 96,1772 96,2096 0,0324 0,00012 97,2449 1,0677 0,00401

18 109,3394 109,4428 0,0033 0,00001 110,5112 1,0717 0,00368

19 123,5864 123,5600 -0,0264 -0,00008 124,6593 1,072% 0,00338

20 138,6183 138,5657 -0,0526 -0,00015 139,6923 1,0740 0,00313

21 154,5376 154,4637 -0,0739 -0,00020 155,6132 1,0755 0,002%1

22 171,3482 171,2571 -0,0911 -0,00023 172,424¢6 1,0764 0,00271

23 189,0545 188,9487 -0,1059 -0,00024 190,1290 1,0745 0,00253

24 207,6499 207,5407 -0,1092 -0,00023 208,7288 1,0789 0,00237

25 227,1476 227,0354 -0,1122 -0,00023 228,2262 1,0786 0,00223

26 247,5414 247,4343 -0,1071 -0,00020 248,6231 1,0818 0,00211

27 268,8403 268,7390 -0,1012 -0,00018 269,9216 1,0814 0,00199

28 291,0421 290,9509 -0,0911 -0,0001s6 292,1235 1,0814 0,00188

29 314,1466 314,0712 -0,0754 -0,00012 315,2305 1,0838 0,00179

30 338,1589 338,1009 -0,0580 ‘-0,00009 339,2442 1,0852 0,00170

31 363,0804 363,0410 -0,0394 -0,00006 364,1662 1,0858 0,00162

32 388,9108 388,8921 -0,0187 -0,00003 389,9980 1,0871 0,00154

33 415,6511 415,6552 0,0041 0,00001 416,7410 1,0899 0,00148

34 443,3056 443,3307 0,0252 0,00003 444 ,3965 1,0909 0,00141

.35 471,8748 471,9194 00,0836 0,00005 472,9659 1,0911 0,00135

36 501,3570 501,4217 0,0648 0,00008 502,4503 1,0934 0,00130

37 531,7569 531,8381 0,0812 0,00009 532,8510 1,0%941 0,00124

38 563,0749 563,1691 0,0942 0,00010 564,1691 1,0943 0,00120

39 595,3091 595,4149 0,1058 0,00011 596,8057 1,0966 0,00115

40 628,4638 628,5760 0,1122 0,00011 629,5618 1,0980 0.001;;

41 662,5394 662:6527 0,1134 0,00011 663,6384 1,0990 0,00107

42 697,5364 697,6453 0,1089 0,00010 698,6366 1,1001 0,00103

43 733,4560 733,5540 0,0981 0,00009 734,5571 1,1012 0,00100

4k 770,2991 770,3792 0,0801 0,00007 771,4010 1,1020 0,00096

45 808,0671 808,1209 0,0537 0,00005 809,1692 1,1020 0,00093

46 846,7585 » B46,7794 0,0209 0,00002 B47,8624 1,1039 0,00090

47 886,3762 886,3549 -0,0213 -0,00002 887,4815 1,1052 0,00088

48 926,9219 926,B476 -0,0743 -0,00006 928,0272 1,1053 0,00085

49 968,3931 968,2576 -0,1355 -0,00010 969,5004 1,1073 0,00082

50 1 010,7939 1 010,5851 -0,2087 -0,00015 1 011,9017 1,1079 0,00080




Tablica

7
Aproksymacja kwantyli interpolowanych statystyki Manna-Whitneya
w przedziale 5 < n < 50 dla.a = 0,1
n ug(n, o) uitn, ) | d3(n;) | o - « ui(n, ) |ditn, o) | o -
5 5,6889 5,8260 0,1371 0,004%0 6,8650 1,1762 0,04887.
6 9,3357 9,1812 -0,1545 -0,00468 10,4967 1,1610 0,03733
7 13,3027 13,6561 -0,1466 -0,00320 14,9703 1,1676 0,02891
B 19,1294 19,0523 -0,0771 -0,00153 20,2972 1.1678 0,02381
9 25,3031 25,3112 0,0081 0,00013 26,4867 1,1837 0,01989
10 32,3554 32,4205 0,0650 0,00089 T 33,5467 1,1912 0,01695’
11 40,2868 40,3839 0,0971 0,00115 41,4835 1,1967 -0,01469
12 49,1038 49,2101 0,1063 0,00112 50,3029 1,1991 0,01288
13 58,8016 58,9086 0,1069 0,00095 60,0097 1,2081 0,01138
14 69,3916 69,4880 0,0964 0,00079 70,6085 1,2169 0,01027
15 80,8835 80,9563 0,0728 0,00052 82,1029 1,2194 0,00925
16 93,2686 93,3200 0,0513 0,00035 94,4966 1,2280 0,00845
17 106,5577 106,5847 0,0270 0,00016 107,7927 1,2350 0,00772
18 120,7546 120,7554 0,0008 0,00000 121,9940 152395 0,00702
19 135,8593 135,8359 -0,0235 -0,00012 137,1034 1,2440 0,00657
20 151,8735 151,8297 -0,0438 -0,00021 153,1230 1,2495 0,00610
21 168,7994 168,7397 -0,0598 -0,00026 170,0553 1,2559 0,00569
22 186,6400 186,5683 -0,0717 -0,00030 187,9023 1,2623 0,00532
23 205,3982 205,3177 -0,0805 -0,00031 206,6659 1,2677 0,00500
24 225,0774 224,9897 -0,0877 -0,00032 226,3481 1,2706 0,00471
25 245,6727 245,5858 -0,0869 -0,00030 246,9503 1,2776 0,00444
26 267,1925 267,1075 -0,0850 -0,00028' 268,4744 1,2819 0,00421
27 289,6341 289,5559 -0,0782 -0,00024 290,9218 1,2877 A0,00393
28 313,0037 312,9321 -0,0717 -0,00021 314,2938 1,2901 0,00379
29 337,2950 337,2369 -0,0581 -0,00016 338,5920 1,2970 0,00360
30 362,5154 362,4712 -0,0842 -0,00012 363,8B175 1,3021 0,00343
31 388,6651 388,6357 -0,0294% -0,00007 389,9715 1,3064 0,00328
32 415,7445 415,7310 ~-0,0136 ~0,00003 417,0552 1,3107 0,00313
33 443,7546 443 ,7577 0,0030 0,00001 445,0698 1,3152 0,00300,
34 472,6964 472,7162 0,0198 0,00004 474,0162 1,3198 0,00288
35 502,5711 502,6071 0,0361 0,00007 503,8955 1,3244 0,00277
36 533,3800 533,4308 0,0509 0,00010 534,7086 1,3287 0,00266
37 565,1244 565,1876 0,0631 0,00012 566,4565 1,3320 0,00256
38 597,8034 597,8778 0,0744 0,00014 599,1400 1,3366 0,00247
39 631,4187 631,5017 00,0831 0,00015 632,7600 1,3413 0,00238
40 665,9732 666,0597 0,0865 0,00015 667,3173 1,3441 0,00230
41 701,4631 701,5519 0,0887 0,00014 702,8126 1,3495 ﬁ,00222
42 737,8942 737,9785 0,0843 0,00013 739,2468 1,3526 0,00215
43 775,2634 775,3399 0,0764 0,00012 776,6206 1,3572 0,00208
44 813,5733 B813,6361 0,0628 0,00002 814,9347 1,3614 0,00201
45 852,8250 852,8674 0,0424 0,00006 854,1897 1,3647 0,00195
46 893,0183 893,0339 - 0,0155 0,00002 894,3863 1,3680 0,00150
47 934,1528 934,1357 -0,0172 -0,00002 935,5252 1,3724 0,00184
48 976,2306 976,1730 -0,0576 -0,00007 977,6069 1,3764 0,00179
49 1 019,2520 1 019,1459 -0,1061 -0,00013 1-020,6321 1,3802 0,00174
50 1 063,2176 1 063,0545 -0,1631 -0,00020 1 064,6014 1.3838 0,00169
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‘rozkladu horﬁalnegd. Szczegdlnie jest to widbcine dla” ;uigkstych
poziomdw istotnoscl..vf.’ ‘ :

3. Dla uiqkszych uartoéci o rdznlce W rozmiarach testdw W przy-
padku aproksymacji za pomoce rozktadu normalnego malejq, lecz dosé
“-poweli, chociaz, z wyjatkiem o bliskich 0,01, daje sig zauwazyd
wzrost rdznic d"(n o) '

4, W znacznej wigkszogci badad empirycznych blad rzedu 0,002
przy o = 0,1 (tj. weryfikagja hipotezy na poziomie istotnodci
10,2% zamiast 10%), jaki obserwujemy dla n = 40, uwaza sig Jjako
nieznaczny. Niemniej jednak, w niektérych analizach, szczegélnie
teoretycznych, réznica ta moze okazaé sig zbyt duza,

5. Wzér (14) jest latwy do zaprogramowania, jes$li korzysta sig
z jednego lub kilku wybranych pozioméw istotnosci (wymaga wprowa-
dzenia do programu jednego lub kilku wierszy tabl. 1). Pewng prze-
wagq aproksymacji normalnej jest to, ze nie wymhga ona dodatko~
wych parametréw. Warunkiem jednak mozliwodci jej zastosowania jest
posiadanie odpowiedniego software, w szczegélnosci procedury ob-
liczajgce) wartosci funkcji $ =1 odwrotne)j do dystrybuanty rozkla-
du normalnego. Ceng jest rdwniez diuzszy czas obliczenr.

3. Uwagi koricowe

Wyniki naszego badania pozwalajg ocenié¢ aproksymacjg rozkla-
du statystyki ‘U za pomocg rozktadu normalnego przy m = n. 0gdl-
niejsze rozwazania dla m = n 83 znacznie bardziejl skomplikowane,
gdyz warunegk fn =3 © j g —) © moze byé spelniony przy réz-
nych proporcjach n/m. (Z uwagi na wtasnosé (b) z pkt. 2 nalezy sie
spodziewad, 2e im stosunek n/m bardziej rézni sig od 1, tym
zbieznosé do rozktadu normalnego bedzie gorsza. Trudniej te2 w
tym przypadku znaleZ¢ dobre uogélnienie aproksymacji (14).

Niezaleznie od mozliwodci uogdlnied, badania przypadku m=n
nie mozna uzna¢ za wyczerpane. Jak pokazujg Fellinghawum
i Stoker [3], aproksymacja przy zastoscwaniu rozwinigcia
Edgewartha okazuje sig w wielu przypadkach lepsza od aproksymacji
za pomocq rozkiadu normalnego. Rdwniez warto zbadad¢ aproksymacje
dla wigkszych préb, Mozna sig takze pokusié o znalezienie formuty
aproksymacyjnej dla funkcji dwu zmiennych: n i .
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APPnoxmnou oF cnmcu VALUES OF MANN- WHITNEY n—:sr
- FOR SMALL SAMPLES i

The article deals with important, from the point of view 'of
application, Mann-Whitney test used for comparing distribution of
two populations, After a short review of the known from 1litera-
ture basic properties of the test’s statistic, a definition of
randomized test and interpolated quantiles is given. Then a simp-
le and at the same time quite exact (for a sample of the size
5< n < 50) approximation of these quantiles is presented, due to
which the using of tables becomes needless. Moreover, it has
been proved that the recommended in many works approximation by
m:ans of normal distribution leads to large errors in the sample
size.



