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UWAGI O MOCY TESTU
WIELONYMIAROWED NORMALNOSCI SHAPIRO-WILKA

‘. adz

Na podstawie szeroko prowadzonych badarfi wtasnosci testéw por-
malnosci, w przypadku rozkladdéw jednowymiarowych, wynika, 2e test
Shapiro-Wilka - spodgrdd innych testéw normalnodci - jest testem
optymalnym 2 punktu widzenia mocy (por. np. S hapliro, Wilk
[12) oraz Domadnski, Tomaszewicz [2])

Wydaje sig naturalne =zbadanie wtasnodci uogdlnionego testu Sha-
piro-Wilka w przypadku rozkltadéw wielowymiarowych. Zatem celem ni-
niejszego opracowania jest podanie mocy testu wielowymiarowej nor-
malnodci Shapiro-Wilka. W te) czedci opracowania przedstawione zo-
atana"dotychczas prezentowane wyniki oraz ich analiza oraz omdwio-
ny bedzie program dalszych badad mocy testu Shapiro-Wilka i po-
réwnania jego wtasnodci z innymi testami. Istnieje szeroka klasa
testéw wielowymiarowe) normalnddci (por. np. Domanskii,
Wagner [3]), powstaje wigc pytanie, ktéry z nich jest naj-
lepszy w sensie mocy, ktdry ma wtasnodé testu omnibusu, a ktéry z
nich jest testem ukierunkowanym, a przede wszystkim, ktéry ‘'stoso-
waé w praktyce statystycznej. Prdba rozwigzania postawionych tutaj
probleméw bgdzie celem opracowania.
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Niech. X = (X)) sena xp)  bedzie p-wymjarowym wektorem losowym
0 rozktadzie okrcelonyn przez dystrybuantg F (1), X € Rp; . gdzie
RP oznacza p- wymiarowq przestrzed rzoczyullte Ponadto niech U =
(51, AN —n) oznacza prébg n wektoréw p-wymiarowych bedgcych nie-
zaleznymi realizacjami wektora loaowego X. Za pomocg dostgpne)
préby U zamierzamy sprawdzié hipotezg, iz dystrybuanta Fp(g) na-
lezy do klasy Np, dystrybuant p-wymiarowego rozktadu normalnego
o nieznanych parametrach Mo Z;. Hipotezg zerowg zapisujemy w po-
staci H0 s F (x) € , natomiast hipotezg alternatywny jako
Hy @ F (x) § Nb Do sprawdzenia hipotezy Hu zostosujemy statysty~-
ke teatowa typu Shapiro-Wilka. 3

Dla wektora C # 0, C e RP okredlamy zmienne losowe Zj = EZJ"
3 =1, ..., n bedgce kombinacjami liniowymi zmiennych le. Ay
an. Wartodci przyjmowane przez zmienne ZJ porzgdkujemy w cigg
niemalejgcy 2(1) oy Z(n) i budujemy kombinacje liniowj

n
b(D) = D1y Z(yy:
31

gdzie: dy ., =1, vv., n sg pewnymi wspétczynnikami dla n = 3,
P |

Definicia 1. Statystyke testowa typu Shapiro-Wilka (5 h a-
piro, Wilk [12]) nazywamy zmienng losowa

n n ‘
H'(Q) . Zdj,ﬂz(j) 2/2 (Z(J) '|i)2,
3=1 3=l I

gdzie: 2 = Z(n) et Z(n)/n.
W zapisie wektorowo-macierzowym zmienng N.(Q) wyratamy

@n®  bio
PR LT

Wie) =

gdzie: d = (d) e oo dn.n)" z (i(l);';~~"z(n)r{ H=(L~
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00, W) =g 2t SA = 2 M 2'sCAC UMY D orez

A=UHU'. Zmienna W*(L) wyraiona jest poprzez wektor cC#o0,

Uyznac;enien tego wektora zajmujemy sig dalej. Mozliwe jest przed-
stawienie W*(L) Jjeszcze w innej wersji

W) = E'T I'C/C’AC = (e'D?/ c'AC,
udfic: I }: dj,n-l(J) x X(y) o8 wektorami kolumnowymi  ma-

cierzy U ustauionyli w kole)nosci zgodnej z porzgdkiem Z(l), ooy

Z( .

n)
Niektére wiasnosci W*(C) wyrazajg nastgpujgce lematy:
Lemat 1. We(C) < I'A"!1 dla kazdego C € RP.

Lemat 2. sup W' (C) = I'A” ll. przy czym supremum jest osigg-

nigte przez ( = 5’11.
“Lemat 3. we(L) = 0°P 0/0°D, D = (AYPyg, p - a2 1 al/?y,

gdzie: 51/2 Jest pierwiastkiem kwadratowym macierzy A takim, 2e

Lemat 4. sup W*(C) = A, gdzie A jedyng niezerowg wartoscig
wtasng macierzy P okreslone) w lemacie 3.

Lemat 5. W*(C) Jjest niezmiennicza wzgledem liniowego prze-

ksztatcenia nieosobliwego, gdy g; 1l=0,

Dowody lematdéw wynikaja 2z wtasnosci form kwadratowych (patrz
np. Rao [9]).

Dla sprawdzenia hipotezy HO wymaga sig wyznaczenia
W* = min W*(C), C e RP i pordwnania W* 2z wartoscig krytyczng

K*(a) taka, 2e P(W* < K’(d)lHo) = o, , gdzie o jest zadanym praw-
dopodobieristwem (poziomem istotnosci). Hipoteze Ho odrzucamy, gdy
¥r £ K*(cl), Test oparty na statystyce W* wymaga lewostronnego ob-
szaru krytycznego.

Przechodzimy teraz do sprecyzowania statystyki testowe) W*(C).
Przyjoujemy za d  wektor a = (81.d' AR an;n)" ktérego sktado-

we sg wspéiczynnikami kombinacji liniowe) obserwacii z préby dla
wyznaczenia najlepszego liniowego nieobcigzonego estymatora od-
chylenia standardowego w rozktadzie normalnym (S a r h a n,
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Greenberg [11]). wspéPczynniki te podali S ha p i-
ro, Wilk [12] dla n = 3(1)50 ‘(takze P e a r s o n,
Hartley [8]). Royston [10] podat odpowiednie wzo-
ry dla obliczania wspéiczynnikéw dla n € <3, 2000>, Program ob-
liczeniowy tych wspdiczynnikéw na emc RIAD przygotowali D o-
manski, Gadecki, Wagner [1].

Wektor a, speinia warunki: g_:‘ b R B | g"‘ | . 1 0znaczmy

przez W(C) statystyke W*(C), gdy d, = 3, tzn.

W) = (al Z0)%/2%H 7.

Widocznym jest, ze W(C) speinia warunki lematu 5,

Lemat 6. Dla kazdego C € jP 1 C # 0 speiniona jest nierdw-
noéé ' '

naf /(n - 1) € W(E) € 1,
Dowéd (S hapico, Wilk [12]). .

Z lematu 6 wynika, 2e W(L) sg ograniczone w pewnym przedzia-
le dla kazdego C € RP, Wybierzemy takie C, aby W(Z) przyjmowato

n

dolne ograniczenie. Zauwazamy, 2¢ C'A C = jﬂl(g'gj)z, Ry = Xy - X.
Aby osiggngé C’A C = min nalezy dobraé¢ wspéiczynniki W= ("l'
AT un)' takie, aby w’l =0 | (Ww o= (n - l)lpaf‘n,. Wprowadzamy
oznaczenia g = w; = n - llnalln ‘1 d = Wy 'l/ml,n' B 1 TR
n, MWybieramy C, minimalizujgc funkcjie

n n

UL = X (LR - wp? = (R - @ 4 T (LR, + )2,

J=1 J=2

Rézniczkujqc wzglegdem L, otrzymujemy

aQ(e) / ik Voo ¢
T 2(C'Ry - @)R} + 2 ng(g BJ t d)ﬁj L R
z czego po prostych przeksztajceniacii mamy C'A - 93_; | _R_i s 9%

. E ;
gdy2 Jﬁl By [ ‘32513-3 3-:1 X A Dalej LC'A = B-l‘/al,n oraz
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C= '1R /a1 = A *(xl - X)/a1 n+ Dla tak wyznaczonego C  obli-
0 »

czmy ile wynosi Q(C). Szczeg6iowe obliczenia prowadzg “do uzyska-~

nia:
w - fun 0% gty b |

A1.0

F n 2
’ -1 2 L4 -l n - 1 L 1
§ ;f;tjgn(s‘ TR - AR ¢+ () b }

gl gt £ S R N ﬂ—,.—l] (B ey Ry,
1,

ni °l n

Postepowanie odniedlidmy do wektora 11. Wczesnie) podaligmy
~mianownik W(C) w postaci C'A C, do ktdrego podstawiajgc podane

’

juz € otrzymany Ri A”'A A7 R /a2 = I A7! R /el

’ L}
Zatem aby uzyskaé¢ minimum Q(C), ewentualnie najmniejszg wartosdé
W(C) winnidmy tak wybra¢ wektory XJ, =1, ..., n, aby forma kwa-
dratowa ﬁ; A'lgj osiggngla wartod¢ meksymalng, Oznaczmy przez

ij ] 5'1/2(13 - z) i niech maksimum, o ktdrym mdéwilidmy, bgdzie

osiggnigte przez @ = 2; zm = max (25 XJ). Statystykg Shapiro-Wil-
ka przy dobranym C wyrazamy w postaci (Mal ko vich, Af i~
Sy b
= (a7 D,

gdzie: £ = (2(1). e Z(n)). 5(1) & Z(n) oraz ~J =X XJ.
Poniewaz min W(C) osiggamy dla C = A” (x - R)/a1 n’ zatem
sprawdzenie hipotezy "0 polega, na pordwnaniu wartodci W, wyzna-
czonej z prdby U 2z wartoscig krytyczng K(o) takg, by P(Um <
€ K(a)|Hy) = o. Jezeil wystgpi nierdwnos¢é W < K(x), to hipotezg
“0 odrzucemy na poziomie o,

Doktadny rozktad l nie jest znany, a empiryczne wartodci kry-
tyczne dla p = 2(1)8, n = 10(5)50 podat L udwiczak 6]},

v 1 Dokladniejaze tablice uz s ali autorzy (por. Domanski,
Gad ecki, Wagner
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Odnotujmy jeszcze interesujace wyprowadzenie wektora € r‘dokOnan‘e.
przez G rec o [5], ktéry wykorzystal lemat 6 dla gérnego o-
graniczenia statystyki W(C). P i

3. MWprowadzenie do badania mocy

Sprawdzenie hipotezy Ho przeprowadzamy testem “m' Statystyke
testowg tego testu oznaczylidmy przez . ‘

Wy = W (W) = Wo(X, oeny XD

Hipoteze Ho odrzucamy na zadanym poziomie istotnosci o/, gdy
umsK(oL) = K(aty py, n),

gdzie: P(W < K()|Hy) = o

Podzielmy przestrzer préb * na dwie rozlgczne podprzestrzenie
Zfo i '.!:1 takie, e 3:0 U :!:1 = ¥£. Statystyka W Jest funkcja

U z podprzestrzeni '330. ktérg tak dobieramy, aby
P(U € X |Hy) = .

Podprzestrzen 3:0 okreslamy jako obszar krytyczny dla testu Hm 0
rozmiarze . Przez o rozumiemy prawdopodobieristwo popelnienia blg-
du I rodzaju, a przez /A prawdopodobieristwo popeinienia biegdu II
rodzaju, czyli P(U € xllul) = @. Powstaje zagadnienie wyznacze-
nia prawdopodobiedstwa, odrzucenia Hy na korzy$¢ alternatywy H
zaleznie od dobranych rozktaddéw ? nie nalezqcych do klasy Np. co
notujemy P¢ Np. Prawdopodobieristwo to traktowane Jjako funkcja
dla wszystkich dopuszczalnych rozktadéw ¥, nazywamy funkcja mocy
testu i oznaczamy przez 4

MCE,, @) = P e X |P).

Wartosé funkeji M( :!:o,@ ) dla konkretnego rozktadu P nazywamy mo-
cq testu przy alternatywie Hl' : !

Tak wigc zagadnienie wyznaczenia mocy testu opartego na sta-
tystyce testowej W, sprowadza sig do Wznaczeni.a wartosci funk-
cji
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M(K(e);®) = PN, SK@)[D),

‘gdzie: P(W, < K(eO)|Hg) = o . :

Doktadny rozklad Nm przy hipotezie Ho nie jest znany. Unie-
- mo2liwia to wyznaczenie kwantyli K(). Nieznane wielkodci K(o )
zastepujemy kwantylami empirycznymi K(x), ktére znajdujemy meto-
dq symulacji Monte Carlo.

Kwantyle K(o¢) rozktadu W, pozwalajy okresli¢ moc empiryczng
testu, W tym celu wyznaczamy statystykeg Hm dla zadanego rozkladu
? 4 Np reprezentowanego przez prébe U. Przyjmujemy, 2e wyzna-
czonych zostato q = 1001, 1€ N (wartosci statystyki "ﬁ(l) i

dry W;(q)). Zliczamy nastgpnie 1ile wyrazéw ciggu Whcays oo

"a(q) poprzedza wyraz K(x). Niech ta liczba wyrazow uynoéi o1
3 Moc empirycing testu opartego na statystyce W_  okreslamy ilora-
zem '

m

M(K(x); P) = r/q.

Dla badania mocy za rozkiady P przyjmuje sig takie rozklady
wektora losowego X, aby wszystkie jego rozklady brzegowe byly i-

dentyczne. Wybiera sig wtedy rozkiady jednowymiarowe ze znanymi
J?% i Pz' . .

Moc testu W byta analizowana przez wielu autordw, lecz wyni-
ki 53 odniesione tylko do niewielkich prdb (n = 50).. Wynika to z
nieznajomosci wspdiczynnikdw 8y nt ktére zostaty opublikowane dla
n=3, 4, ..., 50. Najobszerniejsze badania mocy wm zostaty prze-
prowadzone przez 6 iorgi, Fattorini ([4], tabl. 1)
oraz Ludwiczaka ([6], tabl. 2).

Z przedstawionych wynikdw mozna wyciggnqdé nastgpujgce wnioski:

a) badania mocy agraniczono do matych préb (n < 50);

b) poniewa2 symulacja Monte Carlo byla przeprowadzona tylko
dla q = 500 préb, wigec w niektdrych przypadkach jest naruszona za-
sada, 2e moc testu rodnie wraz ze wzrostem liczebnosci préby (tak
jest np. dla testu W, przy p = p I A ¢ fo, kiedy moc przy n = 20
wynosi 0,702, a przy n = 30 tylko 0,680);

c) moc testu maleje przy rozkitadach, gdy rognie liczba stopni
swobody dla tych rozkiaddéw (np. przy p =3, n= 30 i % E Jest
moc rdwna 0,902, a przy p =3, n =30 i X 30 jest 0,68B0) wtas-
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nodé ta wynika z tego, 2e rozkiad X.2 przy duzej liczbie‘ stopni
swobody jest dobrze przyblizony r%zkladon normalnym; ek
d) moc testu rodnie ze wzrostem wielkodci préby n oraz zmien-
nych p, wtasnos¢ ta wynika z tego, 2e przy duzej prébie, bgdacej
realizacjq zmiennej losowej o danym rozkiadzie P, bddzie ona le-
pie) dopasowana do tego rozkladu niz do rozkiadu normalnego; ;
¢ e) przy rozktadzie ? o skiadowych wektora losowego bgdacych
zmiennymi losowymi o rozkiadzie LN(0,1) moc testu jest bardzo du-
2a.

T b Yt cia 7'}

Empiryczna moc testu Shapiro-Wilka
dla p=2, 3,48, 5; n=12, 16, 20, 24, 30, 40, 50;
) q =1500; o= 0,10

P Rozktad ns= 12 20 30 40 50

2 r 0,526 0,720 0,840 | 0,898 0,928
e 0,400 0,404 0,562 0,590 0,728
LNCD,1) 0,894 0,984 0,996 1,000 | 1,000

n o= 16 20 30 40 50
3 i 0,796 0,844 0,902 | 0,932 0,934
%3 0,683 0,702 | 0,680 | 0,766 | 0,744
LNCO,1) 0,982 0,992 0,998 1,000 1,000

n = 20 30 40 50
’ xf . 0,958 0,956 | 0,958 0,982
8 0,848 | 0,834 | 0,872 0,842
LNCO,1) 1,000 | 1,000 1,000 1,000

ne 24 30 40 50
’ x4 0,966 | 0,988 | 0,984 | 0,976
x5 10,958 | 0,928 | 0,938 | 0,922
ENT Gy oh s 1,000 1,000 1,000 1,000
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Rozktady ® wektordéw losowych 3_ 3 niezaleznych skiadowych bg-
dgcych zmiennymi losouymi o rozktadach: A1 - wykladniczy (A = 1),
A2 - t-Studenta z 5 stopniami swobody, A, - rdwnomierny na symple-
ksie, A‘ - céwnomierny na sferze.

T's brl 1:c a 2

Empiryczna moc testu Shapiro-Wilka
dla p=3, 5, 8; n = 10, 20, 25, 50; q = 100;
o= 0,01, 0,02, 0,05, 0,10

p | Rozktad | o | «=o0,00 [ 0,02 0,05 0,10
1 2 ipi ¥ 4 5 6 7
S Y 10 0,58 0,69 0,79 0,91
: 20 0,73 0,86 0,90 0,92

25 0,85 0,90 0,95 0,98

M 50 0;97 | 0,97 0,98 0,99
A, 10 0,34 0,42 0,66 0,81

20 0,52 0,61 0,75 0,82

25 0,57 0,61 0,80 0,87

50 0,63 0,66 0,75 0,82

Ay 10 0,27 0,39 0,60 0,73

20 0,43 0,58 0,69 0,75

25 0,44 0,55 0,67 0,79

50 0,71 0,86 0,89 1,00

Ay 10 0,08 0,17 0,27 0,41

20 0,00 0,04 0,10 0,17

25 0,01 0,03 0,06 0,15

50 0,10 0,18 0,32 0,61

5 Ay 10 0,99 0,99 1,00 1,00
20 0,97 0,99 1,00 1,00

25 0,93 0,95 0,99 0,99

50 0,97 0,98 1,00 1,00

A, 10 0,91 0,97 0,98 0,99

20 0,88 0,95 0,98 0,98

25 0,88 0,91 0,95 0,98

50 0,84 0,91 0,96 0,98

Ay 10 0,89 0,98 0,99 1,00

20 0,80 0,95 0,93 0,98

25 0,79 ' 0,87 0,95 0,98

50 0,87 0,94, 0,96 0,98
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Tablica 2 (cd.)

ot sl s RS ey T W PSSR
BTV T Vo SN e e G T VR B 0,98
20 0,06 0,15 | 0,24 0,43
50 0,00 0,02 | 0,08 0,05
8 Ay 10 1,00 1,00 1,00 1,00
20 1,00 .1,00 1,00 1,00
25 1,00 1,00 1,00 1,00
, 50 1,00 1,00 1,00 1,00
A, 10 1,00 - 1,00 1,00 1,00
20 0,99 1,00 1,00 1,00
25 0,99 0,99. |*. 1,00 1,00
50 0,99 ' 0,99 1,00 1,00
Ay 10 1,00 1,00 1,00 1,00
: 20 1,00 1,00 1,00 1,00
25 1,00 1,00 1,00 1,00
50 1,00 1,00 1,00 1,00
A, 10 1,00 1,00 1,00 1,00
20 0,98 0,99 1,00 |- 1,00
25 0,76 0,86 0,99 1,00
50 0,04 0,08 0,22 0,35

Z podanych wynikdéw mozemy sformulowadé nastegpujace unloukix

a) moc testu Um. podobnie jak to wynika z liczb zawartych w
tabl. 2, Jjest bardzo wysokaj;

b) dla ustalonego n moc testu wzrasta wraz ze wzrostem p, co
oznacza, ze test "m charakteryzuje sig tendencja do odrzucenia
hipotezy HD dla duzych p, tzn. dla duzych p nale2y dysponowaé
prébami o duzej liczebnosci n;

c) mata jest moc przy AA in=50, co moze byé wynikiem ma-
to efektywnego algorytmu generowania prdb dla rozktadu réwnomier-
nego na sferze przy q = 100.
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[}

4, P am dals adani

Prezentowane wyniki dotyczgce mocy testu wielowymiarowej nor-
malnosci Shapiro-Wilka nie daj)a podstaw do wnioskdw prakfycznych.
gtdwnie dlatego, 2e opieraja s;i ane na matej liczbie powtdrzed
eksperymentu Monte Carlo q = 100 lub g = 500 oraz wgskiej kla-
sie rozktaddw alternatywnych. W zwigzku z tym nale2y przeprowadzic¢
badania metody Monte Carlo spelniajyce nastgpujqace warunki:

(i) liczba powtdrzend w eksperymencie wynosié bedzie przynaj-
mniej q = 1000 (jedli koszty bedg zbyt wysokie zmniejszymy q, ale
jedynie w przypadkach sprawdzonych);

(11) klasa rozktaddw alternatywnych oprdécz omdwionych bedzie
. poszerzona m. in. przez rozktad Wisharta (opis programu GENW B85
dotyczgcy generatora tego rozkladu zostal podany w [1], podobnie
‘jak dla rozktadu réwnomiernego);

(iii) badanie mocy zardwno dla hipotez prostych Jak i ztoZo-
nych; ;
(iv) przy pordwnaniach testéw opartych na statystykach o roz-
ktadzie dyskretnym 1 rozkladzie ciggtym zastosowania'testéw zran-
domizowanych;

(v) zréznicowanie p, n i o dla testu Shapiro-Wilka Wi

(vi) interpretacja wynikdw, :

Omdwiony eksperyment realizowany jest na emc RIﬁD 32 na pod-
stawle programéw RMOCT 871,
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Czestaw Domanski, Wiestaw Wagner

REMARKS ON THE SHAPIRU-WILK MULTIDIMENSIONAL
NORMALITY TEST ‘

In the view of the preformed examinations one can conclude

that the Shapiro-Wilk one dimensional normality test is the
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:d:: powerful one as against broad class of alternative distri-
utions. g \

The article presents the Shapiro-Wilk generalized test of mul-
tidimensional normality and its power for n < 50, p=3.5, B8 and
- four distributions: exponential, = t-Student’s, uniform .on sim-
plex and wuniform on sphere. % ;



