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Wstep

Metody ilosciowe umozliwiaja prowadzenie analiz zjawisk spoleczno-gospodar-
czych, tym samym wspomagaja podejmowanie decyzji i obiektywna ocene ist-
niejacej sytuacji. Oprdcz tego pozwalaja rozpoznaé mechanizmy funkcjonowania
ukladow gospodarczych, zidentyfikowac istniejace determinanty zjawisk ekono-
micznych, a takze przewidywac¢ skutki podjetych dzialan oraz zmiany zachodzace
w badanych procesach. Tworzg zatem przestanki do okreslania przyszlego rozwo-
ju spoteczno-gospodarczego. Metody ilosciowe sa réwniez wykorzystywane do
weryfikacji teorii ekonomicznych, a nawet krazacych pogladéw i opinii.

Przez ponad 40 lat pracy zawodowej autorka stara si¢ aktywnie wykorzystywac
bogatg palete metod statystycznych, ekonometrycznych i optymalizacyjnych, za-
réwno w badaniach naukowych, jak i tych realizowanych dla praktyki gospodar-
czej. Celem tej monografii jest przekazanie jej doswiadczen badawczych z zakresu
aplikacji wybranych metod statystycznych.

Kiedy autorka zaczynata prace jako nauczyciel akademicki, wszyscy studenci kie-
runkéw ekonomicznych musieli realizowac znaczna liczbe godzin dydaktycznych
przeznaczonych na przedmioty ilosciowe, takie jak matematyka ekonomiczna,
statystyka, ekonometria rozumiana w jej szerokim pojeciu, tzn. obejmujaca nie
tylko modele opisowe, ale réwniez tzw. modele przeplywéw miedzygalteziowych
(stworzone przez Wassilyego Leontiefa, a dzisiaj zwane analizami input-output)
i metody programowania liniowego (tzn. modele optymalizacyjne bedace ele-
mentem badan operacyjnych). Wéwczas kazdy absolwent posiadal podstawowa
wiedze z tego zakresu i rozumial przynajmniej elementarne pojecia, a przeszkode
do aplikacji metod ilo$ciowych w praktyce stanowily mozliwosci obliczeniowe,
poniewaz nie kazdy wyksztalcony ekonomista mial nawet posrednio dostep do
komputeréw. Wynikato to przynajmniej z dwoch powodéw. Po pierwsze, kom-
putery byly w posiadaniu jedynie duzych i ,,strategicznych” jednostek, takich jak
np. uczelnie, duze przedsigbiorstwa i niektore agencje rzagdowe. Wprawdzie ist-
nialy tzw. Zaklady Elektronicznej Techniki Obliczeniowej (ZETO), bedace ko-
mercyjnymi osrodkami przetwarzania danych, z ktérych ustug mozna byto od-
platnie korzysta¢, ale nie byly one powszechnie dostepne, chociazby z powodu
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ograniczonych (sprzgtowych i pracowniczych) mozliwosci wykonywania ustug.
Po drugie, obstuga komputeréw, nawet jesli si¢ miato do nich dostep, wymagata
wiedzy informatycznej' daleko bardziej zaawansowanej niz obstuga wspolcze-
snych przyjaznych uzytkownikom urzadzen.

W okresie gospodarki socjalistycznej nie do konca tez wierzono, ze obiektyw-
ne i racjonalnie prowadzone metodami ilo§ciowymi analizy mogg by¢ przydatne
w praktyce gospodarczej, czego wyrazem byty watpliwosci pracujacych studentow:
»co tu optymalizowac, jak mam plan do wykonania” Z podobnym podejsciem au-
torka spotkata sie réwniez wiele lat pozniej, tj. juz w okresie gospodarki rynkowej,
kiedy to jeden z dyrektoréw duzego banku dzialajacego w Polsce stwierdzit, ze nie
s3 mu potrzebne nowoczesne metody oceny zdolnosci kredytowej, bo jego rozli-
czaja z procedur, a straty wynikajace z bfednych decyzji kredytowych sg wliczone
w koszty obstugi klientow.

Ostatnie 30 lat to dla autorki nie tylko przeksztalcenie polskiej gospodarki z cen-
tralnie planowanej w rynkowa, ale przede wszystkim przemiany technologiczne,
ktorych nieustannie doswiadczamy. Jednakze prawdziwa rewolucja tego pokolenia
okazal sie wrecz niewyobrazalny rozwdj technologii, ktory sprawil, ze koncepcje
rodem z powiesci science fiction Lema staly si¢ nasza codziennoscig. Pojawily sie
bowiem komputery osobiste, oprogramowanie rozwiazujace skomplikowane pro-
blemy numeryczne poprzez jedno kliknieciem, Internet bedacy nieograniczong
wrecz skarbnicg wiedzy wszelakiej i komunikatory bedace imitacja bliskosci. Ko-
nieczne stalo si¢ zatem nabywanie innych umiejetnosci — w tym obstugi kompute-
réw, smartfonéw i portali spotecznosciowych. Jednoczesnie (niestety) uznano, ze
technologia i nowe kompetencje zastapig logiczne rozumowanie.

Szkolnictwo wyzsze réwniez ulegalo stopniowej zmianie — komercjalizacji, bo-
wiem $rodki budzetowe dla uczelni ,szly za studentem” zatem w ,walce konku-
rencyjnej” pozbywano si¢ z programdéw nauczania ,,nieprzyjemnych” i nielubianych
przez studentéw przedmiotéw ilosciowych. W konsekwencji od ponad 10 lat ab-
solwenci wielu kierunkéw ekonomicznych majg znikomy dostep lub w ogoéle nie
poznaja metod ilosciowych, a co najwyzej przechodza kurs ,,klikania” bez rozumie-
nia istoty wykorzystywanych metod, a zatem nie wiedza, jakie informacje otrzy-
mujg w wyniku zastosowania profesjonalnego oprogramowania, i nie umieja ani
zinterpretowac uzyskanych wynikoéw, ani przeprowadzi¢ ich krytycznej analizy. Co
wigcej, w wielu przypadkach nawet nie potrafig odpowiednio przygotowa¢ danych
empirycznych, bedacych ,wsadem” do programéw komputerowych. Znana reguta

1 Przyktadowo, aby przygotowal prace magisterska, musiatam sobie sama napisa¢ program
w jezyku ALGOL, a dostep do komputera w O$rodku Obliczeniowym Uniwersytetu tddzkie-
go miatam ograniczony do kilku pétgodzinnych sesji okoto pétnocy. Natomiast do doktoratu
program (liczacy okoto 2 tys. kart perforowanych) napisat dla mnie programista z Politechniki
Warszawskiej, a obliczenia robitam w Instytucie Badan Jadrowych w Swierku pod Warszawa,
bo na Uniwersytecie £édzkim nie byto dostepnych terminéw na wielogodzinne przetwarza-
nie danych.
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garbage in, garbage out wydaje sie ich nie dotyczy¢, a brak znajomosci metod i za-
sad ich stosowania, pozostawia pseudoanalitykom nieograniczone pole do aplikacji
najbardziej wyszukanych i skomplikowanych metod, ktdre wymagaja jedynie klik-
niecia w odpowiedni klawisz na klawiaturze lub w ikone na ekranie monitora.

Autorka jest zdecydowanie przeciwna takim praktykom i cho¢ popiera stoso-
wanie metod ilo$ciowych w analizach spoteczno-ekonomicznych, woli, aby uzy-
wano nieskomplikowanych, ale zrozumiatych (przez analitykéw) metod, zamiast
betkotania przez ignorantéw o ,wyklikanych” wynikach. Wszelkiego rodzaju dane
pozwalaja na wyciagniecie wielu interesujacych wnioskow, ktére uzyska¢ moz-
na za pomocg relatywnie prostych narzedzi, a problemem jest jedynie wielkos¢
i gwaltowny rozrost zbioréw danych (tzw. big data). Wykorzystywanie bardziej
zaawansowanych metod czgsto wiaze si¢ z wieloma rozczarowaniami i koniecz-
nosdcig stosowania wielu podejs¢ w celu uzyskania zadowalajacych wynikow?,
czego tez jakby sie nie zauwaza, pokazujac bezkrytycznie (m.in. w artykutach ,,ni-
by-naukowych”) bezsensowne wyniki, ktére majg swiadczy¢ o ,kompetencjach”
autora lub braku przydatnosci metod. Na drugim biegunie niekompetencji zdarza
sie, ze do rangi osiagniecia naukowego podnosi sie obliczenie procentéw, pro-
stego indeksu lub estymacje funkgji trendu. Innym przykltadem moze by¢ proba
aplikacji dla polskich jednostek gospodarczych modelu predykeji bankructwa,
oszacowanego przez Edwarda I. Altmana w 1968 roku dla gospodarki amerykan-
skiej. Przy czym nie dostrzega sig, Ze mineto juz ponad poét wieku od estymaciji
parametréw tego modelu, a przedsiebiorstwa dzialajace w USA podlegajg innemu
prawu i regulom funkcjonowania niz polskie firmy. Jednocze$nie w pseudonau-
kowych publikacjach bezmyslnie poszukuje sie przyczyn braku skutecznosci tego
modelu, np. w zaokragleniach lub przekltamaniach wartosci parametru?, podczas
gdy przyczyna jest prosta i dawno odkryta - trzeba ten model dyskryminacyj-
ny oszacowa¢ na nowo, uwzgledniajac istniejace (tu i teraz) realia gospodarcze,
o czym zresztg pisal sam Altman.

Rozwdj technologii gromadzenia i przetwarzania danych oraz globalizacja
rynkéw finansowych sprawiaja, ze podejmowanie wlasciwych decyzji wymaga
postugiwania si¢ metodami ilosciowymi. Dlatego niniejsze opracowanie zawiera
omodwienie wybranych metod statystycznych i ekonometrycznych wykorzystywa-
nych w finansach. Zadaniem, ktére postawita przed sobg autorka, byto pokazanie,

2 Niejednokrotnie zdarzato sie, ze np. podczas budowania modelu ekonometrycznego akcep-
towalny okazywat sie jego dwudziesty lub piecdziesiaty wariant, co pokazuje, jak wiele wysit-
ku wymaga tak - zdawatoby sie - proste zadanie.

3 Celowo nie zacytowano tutaj tego typu prac z dwdch powoddw: po pierwsze, aby nie wyty-
kac nikogo palcem i nie zawstydza¢, zwtaszcza jesli autor jest na poczatku kariery, bo istnieje
nadzieja, ze sie doksztatci; po drugie, w dzisiejszych czasach ocena ,,jakosci” naukowca doko-
nywana jest na podstawie liczby cytowar i to niezaleznie od tego, w jakim kontekscie omawia
sie dang prace. Nie warto zatem przysparzac tym autorom dodatkowych punktéw w ocenie
ich dorobku naukowego, przytaczajac ich btedne lub bezwartosciowe prace.
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ze stosowanie nawet relatywnie prostych metod istotnie wspomaga podejmowa-
nie decyzji.

Gromadzenie danych rzeczywistych i prowadzenie zaawansowanych analiz
wymaga oczywiscie korzystania z komputeréw i (najlepiej) profesjonalnego opro-
gramowania, ale to analityk musi zdecydowac, ktore z metod sg adekwatne do
charakteru zgromadzonych obserwacji, i dokona¢ ich §wiadomego wyboru z ka-
talogu dostepnych w pakiecie. Niezbedna jest roéwniez umiejetno$¢ wyciagania
poprawnych wnioskéw na podstawie uzyskanych wynikéw oraz krytyczna ocena
ich akceptowalnosci. Innymi stowy, trzeba wiedzie¢, co otrzymuje si¢ w wyniku
zastosowania konkretnego narzedzia oraz w jaki sposéb mozna przeprowadzi¢
badanie poprawnosci uzyskanych wynikow.

Monografia sklada sie¢ z jedenastu rozdziatéw, w ktoérych oméwiono wybrane
zagadnienia z zakresu statystyki opisowej i matematycznej, modelowania ekono-
metrycznego i wielowymiarowej analizy poréwnawczej. Wigkszos$¢ przedstawio-
nych metod zostala zilustrowana przykladami z zakresu finanséw*. Prezentowane
wyniki badan empirycznych wskazuja na pojawiajace sie problemy i ograniczenia
w stosowalnosci omawianych metod. Kolejnos¢ rozdzialéow wynika z checi syste-
matyzacji rozpatrywanych zagadnien.

I tak rozdzial pierwszy zawiera oméwienie zagadnien zwiazanych z: pomiarem
zjawisk spoteczno-gospodarczych, metodami pozyskiwania danych oraz ich wia-
$ciwa prezentacja. Rozdzial drugi poswigcono metodom opisu struktury danych,
wskazujac na ich ograniczenia. W kolejnej czesci pokazano, jak uogdlnia¢ wyni-
ki uzyskane na podstawie badania niepelnego. Czwarty rozdzial dotyczy analizy
wspolzaleznosci. Nastepny zawiera omoéwienie metod analiz dynamiki zjawisk.
Kolejny dedykowany jest modelom ekonometrycznym i to zaréwno tym klasycz-
nym, jak i modelom zmiennych binarnych oraz modelom szeregéw czasowych.
Rozdzial sid6dmy stanowi wprowadzenie do prognozowania, a 6smy do wielo-
wymiarowej analizy poréwnawczej’. Natomiast ostatnie trzy rozdzialy stanowia
pogtebiong ilustracje aplikacji w finansach wiekszo$ci metod omawianych wcze-
$niej. Tak wiec rozdzial dziewiaty to opis przeprowadzonych analiz finansowych
szeregow czasowych na przykltadzie szeregu notowan cen akcji wybranej spotki
gieldowej. Natomiast dziesiaty dotyczy dwoch problemdéw - pierwszy zwigzany
jest z zastosowaniem wybranych metod klasyfikacji do oceny wiarygodnosci kre-
dytowej klientéw banku, drugi polega na ocenie kondycji ekonomiczno-finan-
sowej spotek z uwzglednieniem roznych aspektow ich funkcjonowania, przy za-
stosowaniu miernikéw taksonomicznych. Ostatni rozdziat poswiecono budowie
hedonicznych indekséw cen dziet sztuki, ktére uwzgledniaja ich charakterystyki
jakosciowe.

4 Wszedzie tam, gdzie byto to mozliwe bez nadmiernej komplikacji obliczeniowej, w rozdzia-
tach 1-8 pokazano rzeczywiste dane.
5 llustracje metod omawianych w rozdziale 8 i cze$ciowo 6 przedstawiono w rozdziale 10.



Rozdziat 1
Wprowadzenie do analizy danych

Niniejszy rozdzial ma charakter wprowadzajacy, zatem pos$wigcony bedzie pod-
stawowym zagadnieniom zwigzanym z obserwacja, pomiarem i grupowaniem
danych wykorzystywanych w finansach. Omdwione zostang podstawowe pojecia,
gdyz kazda dziedzina wiedzy postuguje sie charakterystycznym dla niej jezykiem.
Rozwazania rozpocznie oméwienie zagadnien pomiaru, a dalej wskazane zostang
zrodta danych i sposéb ich prezentacji, a w ostatnim podrozdziale podstawowe
pojecia z rachunku prawdopodobienstwa.

1.1. Podstawowe pojecia

Statystyka jest nauka o metodach badania prawidtowosci wystepujacych w zjawi-
skach masowych, czyli takich, ktére moga zachodzi¢ nieograniczong liczbe razy
i w duzej masie zdarzen wykazuja pewne prawidlowosci, jakich nie mozna za-
obserwowa¢ w pojedynczym przypadku. Przedmiotem badan statystycznych sg
zbiorowosci statystyczne (populacje), ktére stanowia zbiér elementéw (jednostek)
powigzanych ze sobg logicznie i jednoczesnie nieidentycznych. Zbiorowos¢ sta-
tystyczna to zbior jednostek (oséb, rzeczy lub zjawisk) objetych badaniem staty-
stycznym. Prawidlowe prowadzenie badania wymaga, aby zbiorowos¢ statystycz-
na byla jednoznacznie okreslona i wyodrebniona. Dokonuje si¢ tego, ustalajac cel
badania i precyzujac, kto lub co nalezy do badanej zbiorowosci, czyli definiuje si¢
jej elementy. Poszczegolne jednostki (elementy), ktére wchodza w sklad badanej
zbiorowosci statystycznej, posiadaja wspolng ceche (wlasciwos¢, charakterystyke,
atrybut), a jednoczesnie r6znia si¢ miedzy sobg innymi, sobie wlasciwymi cecha-
mi. Pojedyncza cech¢ oznacza si¢ przez X, a warianty, jakie moze przyjmowac,
przez x, (dlai=1,2,...,k), czyli: Xy Xy ovs Xo W analizach uwzglednia sie tylko te
cechy, ktore sg istotne z punktu widzenia celu realizowanego badania.
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Analizy zjawisk i obiektéw mozna prowadzi¢ na podstawie:
1) badania pelnego (wyczerpujacego lub catkowitego), obejmujacego wszyst-
kie jednostki danej zbiorowosci statystycznej,
2) badania niepelnego (czgsciowego), obejmujacego jedynie wybrane jednost-
ki badanej zbiorowosci statystyczne;j.
Wybdr sposobu badania wynika z celu i zakresu badania, a takze wiaze si¢
z zastosowaniem odpowiednich narzedzi badawczych. W pierwszym przypadku
beda to metody umozliwiajace statystyczny opis badanej zbiorowosci. Natomiast
w drugim istotny jest sposob doboru elementéw do badania, aby mozliwe bylo za-
stosowanie metod statystyki matematycznej w celu wnioskowania statystycznego
o calej zbiorowosci na podstawie danych pochodzacych z préby’.

1.2. Pomiar zjawisk, skale pomiarowe

W analizach finansowych wykorzystuje si¢ r6znego rodzaju informacje dotyczace
zaréwno pojedynczych charakterystyk, jak i ztozonych zjawisk, obiektéw lub pro-
ceséw spoleczno-gospodarczych. Badania prowadzone w naukach spolfecznych,
w tym w szeroko rozumianych finansach, charakteryzuja si¢:

1) zlozonoscia przedmiotow badania (tj. obiektow, procesdw i zjawisk),

2) trudnoscig prowadzenia obserwacji i dokonywania pomiaru,

3) zmiennoscig w czasie.

ZYozonos¢ badan spotecznych wynika z koniecznosci jednoczesnego uwzgled-
nienia w analizach wielu réznych charakterystyk. Innymi stowy, rozpatrywane
zjawiska i obiekty sa wielowymiarowe (wielocechowe) i do ich opisu wykorzystu-
je sie wiele cech (zmiennych). Przyktadem obiektu badania jest przedsi¢biorstwo
lub kredytobiorca, a zjawiska — notowania cen akcji wybranej spotki. Atrybuta-
mi przedsigbiorstwa moga by¢: liczba pracownikéw, osiggany przychdd, forma
wlasno$ci, udzial w rynku etc. Wiarygodnos¢ kredytowa klienta indywidualnego
oceniana jest m.in. z punktu widzenia uzyskiwanych dochodéw, wykonywane-
go zawodu, miejsca pracy, plci itp. W przypadku analiz cen akcji bierze si¢ pod
uwage wiele czynnikéw, zaréwno zwigzanych ze spotka (np. wskazniki ekono-
miczno-finansowe, charakter dzialalnosci, sposéb zarzadzania), jak i dotyczacych
jej szeroko rozumianego otoczenia (np. parametry makroekonomiczne, takie jak
poziom stép procentowych, faza wzrostu gospodarczego, sytuacja na rynkach ka-
pitalowych, branza itp.).

1 Szersze omdwienie tych problemdw znalezé mozna w bogatej literaturze przedmiotu, np.
w pracach: [Aczel 2000; Luszniewicz, Staby 2003; Witkowska 2004].



1.2. Pomiar zjawisk, skale pomiarowe 17

Trudno$¢ obserwacji i pomiaru zwigzana jest z faktem, ze wigkszo$¢ zjawisk
nie jest bezposrednio obserwowalna i wystepuja problemy z ich pomiarem. Przy-
kladowo popyt na dane dobro oznacza che¢ nabycia go, ale nie kazdy chetny moze
dokona¢ zakupu, zatem popytu si¢ nie obserwuje, a jedynie tzw. popyt zrealizo-
wany, ktory mierzony jest wartoscig lub wielkos$cia zakupu danego dobra. Innym
przykladem jest inflacja, ktora oznacza wzrost kosztow utrzymania, ale z uwagi na
to, Ze ceny na rézne towary i ustugi nie rosng w taki sam sposdb, to wzrost kosztow
utrzymania zalezy od koszyka ddbr i ustug, bedacych przedmiotem konsumpcji
poszczegdlnych gospodarstw domowych. Inflacja jest zatem réznie odczuwalna,
a wiec nie mozna jej bezposrednio zaobserwowa¢ w skali gospodarki, a jej pomiar
zalezy od przyjetych zatozen, np. odnosnie do koszyka dobr i ustug oraz formu-
ly obliczeniowej wskaznika zmiany cen. Innym przykladem jest wiarygodnos¢
kredytowa, ktora nie moze by¢ bezposrednio obserwowana ze wzgledu na swoja
zfozonos¢, jest natomiast okreslana za pomoca réznych metod, odmiennych dla
klientéw indywidualnych i przedsiebiorstw.

Rozwoj spoteczno-gospodarczy sprawia, ze warunki, w jakich funkcjonuja jed-
nostki gospodarcze oraz gospodarstwa domowe, ulegaja cigglym zmianom. W kon-
sekwencji badane obiekty i zjawiska réwniez podlegaja przeobrazeniom w czasie.
Ta zmienno$¢ sprawia, ze konieczna jest ciagla aktualizacja danych i prowadze-
nie analiz na biezaco.

Obserwacje zjawisk i obiektow badania prowadzone sa w réznorodny sposob,
w roznych miejscach i momentach. W zwigzku z tym uzyskane w wyniku obser-
wagji statystycznej informacje mogg przyjmowac posta¢ danych przekrojowych,
czasowych lub panelowych. Dane przekrojowe powstaja, gdy w okreslonym cza-
sie obserwuje si¢ rozne obiekty badania, np. w konkretnym okresie analizuje si¢
oferte réznych bankéw w celu zalozenia lokaty lub zaciggniecia kredytu. Innym
przykladem moze by¢ analiza wynikéw finansowych spélek na koniec danego
roku obliczeniowego. Dla tego typu danych moment dokonania pomiaru nie jest
istotny, a numer kazdej obserwacji zazwyczaj oznacza sie przez i, (i = 1, 2, ..., n).
O danych czasowych mowi sie, kiedy analiza prowadzona jest dla jednego obiektu
w réznych momentach lub okresach czasu. Przy czym przez moment rozumie si¢
punkt na osi czasu, a przez okres przedzial na osi czasu. Przykladowo badanie do-
tyczy rozwoju konkretnego przedsigbiorstwa w kilkuletnim okresie, wowczas licz-
ba obserwacji T réwna jest liczbie okreséw (lub momentéw) objetych badaniem,
np. kolejnych lat. Szereg czasowy tworza notowania kurséw akcji rejestrowane
w trakcie kolejnych sesji gietdowych. W szeregach czasowych numer kazdej ob-
serwacji oznacza si¢ przez t, t = 1, 2, ..., T, a kolejne obserwacje s porzadkowane
chronologicznie. W przypadku danych panelowych obserwacja prowadzona jest
jednoczes$nie w dwdch wymiarach. Przy czym w praktyce najczgsciej wykorzystu-
je sie dane przekrojowo-czasowe oznaczajace obserwacje poszczegdlnych jedno-
stek statystycznych w réznym czasie. Przykladem tego typu danych jest ocena roz-
woju wielu spoélek w kilkuletnim horyzoncie czasowym w celu budowy portfela
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inwestycyjnego, wowczas liczba obserwacji nT réwna jest iloczynowi liczby spét-
ek i liczby okreséw (lub moment6w) objetych badaniem.

Kluczowym pojeciem uzywanym w statystyce sa cechy (statystyczne), czyli wla-
sciwosci charakteryzujace jednostki wchodzace w sklad badanej zbiorowosci. Jak
wczesniej wspomniano, ceche statystyczng oznacza si¢ przez X, a jej warianty pod-
legajace obserwacji zapisuje si¢ jako x , x,, ..., x,, gdzie k, to liczba wyréznionych
wariantow badanej charakterystyki. Wsérdd cech statystycznych wyroéznia sie:

« cechy mierzalne (ilosciowe, wymierne), ktére mozna wyrazi¢ za pomoca
liczb z podaniem odpowiednich uniwersalnych jednostek miary (np. war-
to$¢ majatku w mln PLN, dochdd w tys. PLN, wartos¢ srodkow trwatych
w tys. EUR, kurs euro w ztotéwkach, liczba rat, wiek w latach, masa w ki-
logramach, diugos¢ w metrach, czas w godzinach, wielko$¢ firmy mierzona
liczbg zatrudnionych);

o cechy niemierzalne (jakosciowe, niewymierne), ktérych nie mozna zmie-
rzy¢ za pomoca uniwersalnych jednostek miary, a jedynie stwierdza si¢ wy-
stepowanie lub nie okreslonego wariantu danej cechy (np. forma wlasno-
$ci, branza, w jakiej dziala przedsigbiorstwo, waluta kredytu, pte¢, zawdd,
wyksztalcenie, wielko$¢ firmy wedlug podzialu na: mikroprzedsigbiorstwa,
firmy mate, $rednie i duze).

Z terminem ,,cecha” $cidle zwigzane jest pojecie zmiennej, ktora czesto okre-
sla si¢ jako pomiar cechy. Wsrdd cech ilosciowych wyrédznia si¢ zmienne ciagte
lub skokowe. W pierwszym przypadku zmienna moze przyjmowac kazda wartos¢
z okreslonego, skonczonego przedziatu liczbowego. W drugim przypadku moze
przyjmowac ona jedynie okreslone wartosci z tego przedzialu, cz¢sto nalezace do
zbioru liczb catkowitych lub naturalnych (np. liczba pracownikéw to cecha sko-
kowa, liczba etatéw moze by¢ cechg ciagla). Sposéb pomiaru przedmiotu badania
pozwala wyrdzni¢ cztery podstawowe skale pomiarowe: nominalng, porzadko-
wa, przedzialows i ilorazowg (por. [Aczel 2000, s. 36-37; Stanimir 2006, s. 21-22;
Sobczyk 2010, s. 15-18]).

Skala nominalna dotyczy cech jako$ciowych, miedzy ktérymi mozna wyréznic
tylko dwie relacje, tj. rownosci (identycznosci) i réznosci (tj. braku identyczno-
$ci). Innymi sfowy o cechach mierzonych na tej skali w dwoch i wiecej jednost-
kach statystycznych (lub obiektach) mozna jedynie powiedzie¢, czy posiadaja taki
sam wariant tego atrybutu, lub czy réznig si¢ pod wzgledem tej charakterystyki.
W przypadku cech mierzonych na skali nominalnej stosuje si¢ kodowanie binar-
ne za pomoca zmiennych przyjmujacych wartos¢ 1, oznaczajaca wystepowanie
danego wariantu cechy, lub 0 w sytuacji przeciwnej. Szczegélnym przypadkiem
skali nominalnej jest skala dychotomiczna (dwudzielna), z ktorej korzysta sig
w przypadku cechy dwuwariantowej, ktorej przykladem jest pte¢ lub wyroéznie-
nie wérdd spolek tych z udzialem Skarbu Panstwa. Kiedy wariantow danej cechy
jest wiecej niz dwa (np. branza, zawdd, forma wlasnosci, sektor gospodarki we-
diug klasyfikacji PKD, numery tras autobusowych), to moéwi si¢ o cechach wie-
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lodzielnych (politomicznych). W przypadku cech wielodzielnych do kodowania
danych uzywa si¢ k zmiennych binarnych (gdzie k > 1).

Skala porzadkowa (rangowa) pozwala okresli¢ relacje wigkszosci i mniejszosci
miedzy wyréznionymi wariantami cech oraz umozliwia porzagdkowanie obserwa-
cji wedlug wynikéw pomiaru. Jednakze pomiar i porzadkowanie sa dokonywane
wedtug subiektywnie ustalonych jednostek pomiarowych, zatem dzialania mate-
matyczne inne niz wymienione s3 niedopuszczalne. Przyktadami pomiaréw na tej
skali moga by¢: grupa ryzyka kredytowego, poziom wyksztalcenia (podstawowe,
srednie, wyzsze), ocena produktu (dobry, $redni, zly) lub wielkos$¢ przedsiebior-
stwa (male, §rednie i duze).

Zmienne mierzone na skali przedzialowej (interwalowej) przyjmuja wartosci
liczbowe, ktoére mozna uporzadkowa¢ na osi liczbowej z podaniem statej i obiek-
tywnie istniejacej jednostki pomiarowej. Skala ta nie posiada jednak naturalne-
go punktu zerowego, ktdry wyznaczany jest arbitralnie na potrzeby konkretnego
badania, zazwyczaj wedlug przyjetej konwencji, np. skala temperatury, mierzona
stopniami Celsjusza, ma punkt zero w temperaturze zamarzania wody. Umow-
no$¢ punktu zerowego implikuje réwniez nierdwno$¢ réznic miedzy wartosciami
na przyjetej skali (np. przy temperaturze 40°C nie jest dwa razy cieplej niz przy
20°C). Skala przedzialowa umozliwia wykonywanie operacji dodawania i odej-
mowania. Niemozliwe jest natomiast mnozenie i dzielenie dwdch wielkosci inter-
walowych, ich potegowanie oraz uzywanie sredniej kwadratowej i geometrycznej
(por. [Zelias 2000, s. 34]). Przyktadem pomiaru na skali interwalowej moze by¢
wynik finansowy przedsigbiorstwa (zysk lub strata), rok rozpoczecia dziatalno-
$ci firmy. Innym przyktadem jest opinia na zadany temat podana w punktach na
skali Likerta, ktora podporzadkowana jest zasadom skalowania zréwnowazonego,
posiada bowiem tyle samo wariantéw odpowiedzi pozytywnych, co negatywnych
ijest skalg niewymuszong z neutralng odpowiedzig, kiedy nie ma si¢ zdania na za-
dany temat. Przyjmuje sie, ze odleglosci miedzy kolejnymi wariantami odpowie-
dzi sg identyczne, co pozwala traktowac¢ skale Likerta jako interwatowg. Dodatko-
wo mozna do poszczegdlnych odpowiedzi przyporzadkowaé wartosci liczbowe,
co dopuszcza pdzniejsze wykonywanie operacji matematycznych (por. [Jajuga,
Walesiak 2015, s. 8-10; Zelia$ 2000, s. 34]).

Zmienna jest mierzona na skali ilorazowej (stosunkowej), jesli zbior jej wartosci
mozna jednoznacznie uporzadkowac na osi liczbowej z podaniem statej jednost-
ki pomiarowej i jednoczes$nie wystepuje w niej naturalny punkt zerowy. Innymi
sfowy zmienna jest na skali ilorazowej, jesli stosunki migdzy dwoma pomiara-
mi na tej skali majg interpretacje w §wiecie rzeczywistym. Skala stosunkowa nie
naklada zadnych ograniczen dotyczacych stosowania operacji matematycznych
i metod statystycznych. Zatem skala ilorazowa dodatkowo (tj. w stosunku do ska-
li przedzialowej) pozwala na wykonywanie operacji mnozenia i dzielenia. Przy-
ktadem cech mierzonych na tej skali sa: temperatura w stopniach Kelvina, licz-
ba zatrudnionych, inflacja, cena ztota, kurs wymiany walut, wskaznik cena/zysk
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w stosunku do akcji?, wiek (w latach), wzrost (w centymetrach), dtugos¢ (w me-
trach), dochdd kredytobiorcy lub zysk firmy.

Omowione skale pomiarowe przedstawiono w kolejnosci od najstabszej do
najmocniejszej. Warto odnotowa¢, ze maja one wlasciwosci kumulatywne, czy-
li charakteryzuja si¢ narastajacym stopniem doktadnosci pomiaru, a kazda sil-
niejsza skala zawiera wszystkie przymioty skali stabszej. Dwie pierwsze skale (tj.
nominalng i przedzialowa) okresla sie jako stabe (niemetryczne) i stosuje si¢ je
w przypadku cech jakosciowych. Natomiast skale przedzialowa i ilorazowa okre-
sla sie jako mocne (metryczne) i wykorzystuje w przypadku cech ilosciowych.
W zastosowaniach praktycznych okreslenie skali pomiaru zmiennych jest bar-
dzo wazne, poniewaz determinuje mozliwos¢ zastosowania konkretnych metod
analiz. Problem z wykorzystywaniem niektérych metod moze si¢ pojawi¢, gdy
w analizowanym zbiorze danych wystepuja zmienne mierzone na skalach réznych
typow lub tylko na niemetrycznych. Zazwyczaj przyjmuje sig, ze metody, ktore
stosuje sie¢ do wynikéw pomiaru w skali slabszej, mozna tez zastosowaé w przy-
padku zmiennych mierzonych na skali mocniejszej, ale nie odwrotnie. Oznacza
to, ze teoretycznie nie jest mozliwe wzmacnianie skal. Jednak, jak twierdzg Gatnar
i Walesiak [2004, s. 22], w praktycznych badaniach ekonomiczno-spotecznych na
0got sztucznie wzmacnia si¢ skale pomiaru, traktujac zmienne mierzone na ska-
lach niemetrycznych jak zmienne przedzialowe i ilorazowe.

1.3. Metody pozyskiwania danych do badania,
zrodta danych

Jak wczesniej wspomniano, badanie moze obejmowa¢é wszystkie obiekty beda-
ce jednostkami danej zbiorowosci lub tylko ich cze¢$¢. Zazwyczaj to prowadzacy
badanie musi dokona¢ wyboru migdzy badaniem pelnym i czgsciowym, chociaz
zdarzajq si¢ przypadki, kiedy badanie catkowite nie jest wykonalne, np. obserwa-
cje niektorych danych ekonomicznych mozliwe sg jedynie w wybranych punktach
pomiarowych, np. zysk przedsiebiorstwa dostepny jest na koniec roku, notowa-
nie kurséw akcji podaje si¢ na otwarciu i zamknieciu sesji gietdowej. Przyktadem
badania pelnego sa spisy statystyczne, rejestracje statystyczne i sprawozdawczo$¢
statystyczna, np. lista obecnosci, zapis ksiegowy majatku przedsiebiorstwa, reje-
stracja operacji wykonanych na koncie bankowym.

2 Wskaznik cena/zysk (oznaczany réwniez jako C/Z lub P/E) jest powszechnie uzywanga przezin-
westordw gietdowych miarg optacalnosci zakupu akcji danej spétki, ktora oblicza sie, dzielac
cene rynkowa jednej akgji przez zysk netto przypadajacy na jedna akcje.
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Wybdr konkretnej formy obserwaciji jest $cisle zwigzany z celem badania, li-
czebnoscig zbiorowosci, mozliwo$cia dostepu do poszczegdlnych jednostek staty-
stycznych itp. W praktyce wybor metody warunkuje si¢ terminem (czasem), w ja-
kim nalezy przeprowadzi¢ badanie, oraz srodkami finansowymi przeznaczonymi
na ten cel. Badanie pelne, mimo niewatpliwych zalet, jest w wielu przypadkach
niemozliwe’, a czasem - zupelnie niepotrzebne. Wowczas przeprowadza si¢ bada-
nia czg$ciowe, co ma miejsce szczegdlnie w sytuacjach, kiedy:

« przeprowadzenie badania pelnego jest zbyt kosztowne lub wymagaloby zbyt
diugiego czasu (np. analiza wszystkich przedsiebiorstw dziatajacych w Polsce),

« badanie powoduje uszkodzenie lub zniszczenie badanych jednostek (np.
kontrola jakosci),

« nie jest mozliwe przeprowadzenie badania petnego z powodu braku moz-
liwosci przebadanie wszystkich jednostek statystycznych (np. nie jest
mozliwe zasiggniecie opinii na zadany temat zarzadzajacych instytucjami
finansowymi lub zjawisko obserwowane jest w okreslonych punktach po-
miarowych, np. na koniec kazdego miesigca, i nie ma mozliwosci pomiaru
poziomu zjawiska miedzy tymi punktami),

« celem badania jest uzyskanie wynikéw przyblizonych - orientacyjnych (np.
okreglenie zainteresowania klientéw nowym produktem bankowym, maja-
cym wej$¢ na rynek).

Sposréd metod badania czgsciowego na uwage zastuguje metoda reprezentacyj-
na, w ktérej do badania wybiera si¢ jedynie probe statystyczna zawierajacg pewna
liczbe jednostek reprezentujacych badang zbiorowos¢. Metoda ta jest najbardziej
prawidlowg forma badania czesciowego, poniewaz zastosowanie rachunku praw-
dopodobienstwa przy przenoszeniu wynikéw z losowej proby na cala zbiorowos¢
umozliwia okreslenie wielkosci popelnianego btedu, czego nie daja inne metody.

Warto zauwazy¢, ze cecha specyficzna analiz zjawisk spotecznych to brak
mozliwosci powtorzenia badania w dokladnie takich samych warunkach, za-
tem wykorzystanie eksperymentu naukowego w naukach spolecznych jest dos¢
ograniczone, chociaz takie proby sa podejmowane (tzw. ekonomia eksperymen-
talna). Obserwacje proceséw wystepujacych w gospodarce prowadzi sie jedynie
dla udostepnionych (do obserwacji) obiektéw badania, w czasie kiedy dokona-
nie pomiaru jest mozliwe. Innymi stowy nie ma mozliwosci pozyskania infor-
macji dotyczacych wszystkich jednostek zbiorowosci generalnej, np. z powodu
poufnosci dane o sytuacji finansowej przedsiebiorstw sg dostepne tylko w od-
niesieniu do spoélek gietdowych (i to w okreslonym przez prawo zakresie anali-
zy). Gdyby zatem przyja¢, ze zbiorowosc¢ statystyczna stanowia wszystkie zare-
jestrowane przedsiebiorstwa, to obowigzek publicznego informowania o swoim

3 Chociazby dlatego, ze pewne dane sa niedostepne, gdyz mozna je zaobserwowac tylko w wy-
branych momentach lub jednostkach pomiarowych lub mogtoby prowadzi¢ do zniszczenia
obiektu badania, np. w przypadku statystycznej kontroli jakosci.
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standingu* ma tylko ich niewielka cze$¢, a informacje o pozostatych beda udo-
stepniane tylko niektérym instytucjom, np. urzedom skarbowym. Oprécz tego
nawet w przypadku wystepowania proceséw ciagtych dane na ten temat poja-
wiajg sie w okreslonych momentach. Przykladowo notowania gietdowe na GPW
w Warszawie sg realizowane w systemie ciaglym, ale publicznie udostepniane sa
co 15 minut, a w wigkszosci analiz wykorzystuje sie ceny zamkniecia z danego
dnia sesyjnego. W tym przypadku nie bada si¢ wszystkich zarejestrowanych kur-
s6w instrumentu finansowego, a jedynie wybrany, czyli ceng zamknigcia, ktéra
reprezentuje cene waloru z danego dnia. Podobnie jest w przypadku informacji
o wielkosci zatrudnienia, ktorg podaje si¢ np. na pierwszy lub ostatni dzien mie-
sigca, zysku przedsiebiorstwa podawanym na koniec roku itd.

Warto pamietaé, ze wykorzystywana w niepelnych badaniach statystycznych
proba powinna by¢ reprezentatywna, tzn. winna opisywac strukture zbiorowosci
generalnej z przyjeta dokladnos$cia. Reprezentatywnos¢ proby zalezy od dwdch
czynnikow: sposobu doboru préby oraz wielkosci (liczebnosci) proby. Ogot me-
tod doboru préby do badan mozna podzieli¢ na dwie grupy — metody doboru
losowego i metody doboru nielosowego. Jezeli proba jest losowa, to wraz ze wzro-
stem jej liczebnosci wzrasta stopien jej reprezentatywnosci.

Informacje gromadzone w toku realizowanych badan mogg pochodzi¢ z tzw.
zrodel pierwotnych lub wtoérnych. Pierwotne zrdédia informacji obejmuja te
wszystkie zrodta, ktdre zostaly przygotowane specjalnie w celu zbadania wybra-
nego problemu. Podstawowymi pierwotnymi zrédtami informacji sg studia em-
piryczne, takie jak obserwacja i badania wykorzystujace kwestionariusze. Innymi
stowy, informacja pierwotna powstaje w momencie realizowanego badania, np. zo-
staje pozyskana przez ankietera prowadzacego badanie. Wtdrne zrédla informacji
obejmujg te wszystkie zZrddla, ktére nie powstaly w trakcie realizacji konkretnych
badan. Tego typu dane moga by¢ dostepne w formie tradycyjnych publikacji (pa-
pierowych), plikéw na nosnikach cyfrowych i publikacji internetowych o wolnym
lub ograniczonym dostepie. Gtéwnymi wtérnymi zrodtami informacji sa:

o publikacje organéw panstwowych, np. materialy Ministerstwa Finansow,
Agencji Rynku Rolnego, Zaktadu Ubezpieczen Spolecznych (ZUS), Woje-
wddzkich Urzedéw Pracy etc.;

« publikacje placéwek naukowo-badawczych, np. Polskiej Akademii Nauk
(PAN), Uniwersytetu Ldodzkiego, Szkoly Gtéwnej Handlowej (SGH), Uni-
wersytetu Marii Curie-Sklodowskiej w Lublinie (UMCS) i innych;

« publikacje wyspecjalizowanych instytucji statystycznych, takich jak Gléwny
Urzad Statystyczny (GUS) i jego oddzialy wojewodzkie (WUS), instytucje
statystyczne w innych krajach, Eurostat itp.;

« wyspecjalizowane (zazwyczaj platne) bazy danych, takie jak Notoria Serwis,
Thomson Reuters, Amadeus, EMIS (Emerging Markets Information Service) etc.;

4 Standing (lub standing finansowy) oznacza ocene sytuacji ekonomiczno-finansowej.
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« publikacje instytucji finansowych, takich jak Narodowy Bank Polski (NBP),
Komisja Nadzoru Finansowego (KNF), Gietlda Papieréw Wartosciowych
w Warszawie (GPW), Towarzystwo Funduszy Inwestycyjnych (TFI) itp.;

o serwisy i portale internetowe, np. bankier.pl, stoog.pl i inne;

« publikacje organizacji pozarzadowych i miedzynarodowych, takich jak
Fundacja im. Stefana Batorego, Centrum Informacji i Organizacji Badan
Finanséw Publicznych i Prawa Podatkowego Krajow Europy Srodkowej
i Wschodniej przy Wydziale Prawa Uniwersytetu w Bialymstoku, Stowarzy-
szenie Amnesty International, Organizacja Narodéw Zjednoczonych (ONZ),
OECD (Organization for Economic Co-operation and Development);

« publikacje miedzynarodowych instytucji finansowych, takich jak Bank Swia-
towy (World Bank), Europejski Bank Odbudowy i Rozwoju (European
Bank for Reconstruction and Development) itp.;

« sprawozdania finansowe spolek publicznych, wynikajace z obowigzku in-
formacyjnego lub inne materialy wewnetrzne przedsigbiorstw;

« biuletyny agencji badan opinii publicznej lub badan rynkowych (zazwyczaj
platne).

Na szczegolng uwage zastuguja publikacje Gléwnego Urzedu Statystycznego

i urzedéw wojewddzkich, w ktérych znalez¢ mozna dane statystyczne dotycza-
ce podstawowych charakterystyk spoleczno-ekonomicznych w ujeciu rocznym,
kwartalnym i miesigcznym, w odniesieniu do analiz w skali makro, regionalnej
i branzowej, a takze dotyczace sytuacji miedzynarodowej. Dane te dostepne sa
réwniez w Internecie, czasami w postaci fatwych do przetwarzania plikow .xlsx.

Wewnetrzne materialy przedsigbiorstw zawieraja podstawowe dane dotyczace
m.in. przychodéw i kosztéw firmy, stanu zatrudnienia, majatku. Sa one wykorzy-
stywane w analizach biezacego funkcjonowania przedsi¢biorstwa oraz do plano-
wania jego przyszlego rozwoju, bez ktorych niemozliwe bytoby chociazby uzyska-
nie kredytu bankowego. Zazwyczaj dane te majg charakter poufny, co oznacza,
ze dostep do nich posiadajg jedynie pracownicy danej firmy oraz przedstawiciele
organéw kontrolnych. Szerszy dostep do tego typu danych jest mozliwy jedynie
w przypadku spotek publicznych.

Publikacje organéw panstwowych lub terenowych, a takze placéwek naukowo-
-badawczych najczesciej zawierajg opracowany juz material statystyczny. Natomiast
dostep do danych zrédtowych ma z reguly dos¢ ograniczony krag odbiorcow. W przy-
padku wyspecjalizowanych agencji badania rynku lub opinii spofecznej korzysta-
nie z wynikoéw ich badan wigze si¢ z pewnymi (czasem znacznymi) kosztami, a zle-
cenie badan jest zazwyczaj rownie kosztowne. Informacja statystyczna stala si¢ dos¢
drogim ,towarem’, czego dowodem jest funkcjonowanie wielu instytucji (réwniez pry-
watnych) zajmujacych si¢ gromadzeniem i opracowywaniem danych statystycznych.

Przystepujac do zbierania materialu statystycznego, nalezy okresli¢ sposob
opisu i pomiaru analizowanych zjawisk, a takze rodzaj obserwacji. Innymi stowy
trzeba sprecyzowad, jakie dane statystyczne zostang uzyte w badaniach, zaréwno
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w odniesieniu do zakresu przestrzennego wyréznionych cech, jak i w odniesieniu
do czestotliwosci pomiaru.

Warto odnotowac, ze od pewnego czasu w krajach Unii Europejskiej, w tym
réwniez w Polsce, prowadzona jest tzw. polityka otwartosci nauki, ktéra polega na
tym, ze zaréwno wyniki badan, jak i dane pozyskane w trakcie realizowanych ba-
dan maja by¢ publicznie dostepne i archiwizowane w formie cyfrowej w odpowied-
nich repozytoriach. W szczegdlnosci polityka otwartego dostepu (Open Access) do-
tyczy udostepniania w Internecie publikacji naukowych oraz wynikéw wszelkiego
rodzaju badan finansowanych ze $rodkéw publicznych. Celem tych dzialann ma
by¢ upowszechnienie dostepu do wiedzy, nauki i danych pozyskiwanych w trakcie
badan naukowych ze wzgledu na rosngce ich znaczenie dla rozwoju spoteczno-
-gospodarczego. Niewatpliwie waznym aspektem otwartego dostepu do danych
jest mozliwos¢ przeprowadzenia weryfikacji poprawnosci uzyskanych wynikéw na
podstawie udostepnionych przez innych badaczy i inne osrodki badawcze danych.

1.4. Grupowanie i prezentacja zebranych danych

W wyniku obserwacji statystycznej otrzymuje sie zbiér danych, ktére nalezy upo-
rzadkowac i podda¢ analizie merytorycznej. Zadaniem tej ostatniej jest usuniecie
ze zbioru obserwacji blednie zarejestrowanych (tzw. bledy pomiaru). Uporzad-
kowanie materiatu statystycznego okresla si¢ mianem ,,grupowania”. Polega ono
na (mniej lub bardziej zréznicowanym) podziale niejednorodnej zbiorowosci
na mozliwie jednorodne grupy wedtug obranych kryteriéw, charakteryzujacych
poszczegdlne grupy, i odpowiednim zestawieniu danych statystycznych. Klasy-
fikacje jednostek zbiorowosci statystycznej przeprowadza si¢ zazwyczaj wedltug
wybranych cech, ktérych prawidlowa analiza jest mozliwa dopiero w ramach
otrzymanych jednorodnych grup. Podstawowymi czynnosciami po dokonaniu
segregacji materialu na grupy jest zliczanie danych w poszczegdlnych grupach
oraz prezentacja opracowanego materialu w postaci szeregu statystycznego.

Szeregiem statystycznym nazywa si¢ zbior wynikéw obserwacji uporzadkowa-
nych wedlug okreslonych cech (kryteriow). Szereg sklada si¢ zazwyczaj z dwoch
kolumn, z ktérych jedna podaje wariant lub klase cechy, a druga informuje o licz-
bie jednostek przypadajacych na dang klas¢ (lub wariant) atrybutu. Najczesciej
wyrdznia sie dwa kryteria podziatu szeregdw:

o kryterium formalne, zwigzane z budowa szeregu, na podstawie ktdrego mozna

wyodrebni¢: szeregi szczegolowe, szeregi rozdzielcze i szeregi kumulacyjne,
o kryterium merytoryczne, wynikajace z typu badanej cechy zbiorowosci, we-
diug ktorego wyrdznia si¢ szeregi czasowe i szeregi przestrzenne.
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Podzialy te jednak nie wykluczaja si¢ wzajemnie, gdyz np. szereg rozdzielczy
moze by¢ jednoczesnie szeregiem czasowym lub przestrzennym.

Szereg szczegdtowy to taki, w ktérym zawarto opis badanej zbiorowosci, po-
dajac informacje o wartosci badanej cechy w kazdym punkcie pomiarowym,
tj. w kazdym momencie lub dla kazdej z obserwowanych jednostek wchodzacych
w sktad zbiorowosci statystycznej. Przydatno$¢ szeregu szczegélowego bierze sig
stad, ze daje on catkowity material statystyczny, od ktérego mozna rozpoczaé pra-
ce badawcza. Jest on jednak malo przejrzysty, dlatego stosuje sie go tylko w tych
przypadkach, gdy wymagana jest duza dokfadnos¢, a liczba obserwaciji jest sto-
sunkowo niewielka. Szeregi czasowe maja zazwyczaj postaé szeregow szczegolo-
wych, gdyz w przypadku analizy dynamiki zjawisk istotne sg zmiany zachodzace
w kolejnych punktach pomiarowych.

Szeregiem rozdzielczym nazywa si¢ uporzadkowany i pogrupowany (wedlug
przyjetych kryteriow) zbior informacji dotyczacych badanej cechy wystepujacej
w okreslonej zbiorowosci lub probie. Otrzymuje si¢ go, dzielac zbiorowos¢ staty-
styczna na klasy zbiorcze wedlug pewnej cechy i podajac liczebnosci kazdej z tych
klas, zwane liczebnosciami klasowymi n,i=12,.., k. Szeregi rozdzielcze moga
dotyczy¢ zaréwno cechy jakosciowej, jak i ilosciowe]j. Charakteryzujg one struktu-
re danej zbiorowosci, stad nazywane sg czasem szeregami strukturalnymi.

W praktyce wyréznia si¢ rdwniez szeregi rozdzielcze kumulacyjne, ktére po-
wstaja przez dodanie liczebnosci kolejnych przedzialéw i obliczanie procentu
liczebnos$ci kumulowanych w stosunku do liczebnosci calego zbioru. Szeregi ku-
mulacyjne informuja, dla ilu jednostek badanej zbiorowos$ci zmienna przybiera
warto$ci mniejsze od gornej granicy konkretnego przedzialu (szereg kumulacyjny
rosnacy) lub dla ilu jednostek statystycznych zmienna przyjmuje wartosci wieksze
od dolnej granicy okreslonego przedziatu (szereg kumulacyjny malejacy — kumu-
lacyjny rozktad malejacy).

Grupujac material badawczy, rozpatruje si¢ wszystkie mozliwe warianty bada-
nych cech statystycznych x. W przypadku cech jakosciowych i mierzalnych skoko-
wych, poszczegdlne warianty badanych cech x, mozna wymienic jako: x, x,, ..., x,.
W przeciwienstwie do cech ciaglych, ktére moga przyjmowaé nieprzeliczalnie
wiele wartodci x, € <x__, x_ >, a wigc nie mozna ich wszystkich wymieni¢. W ta-
kim przypadku tworzy sie klasy, dzielgc obszar zmiennosci (x_ - x,_ ) cechy na
tzw. przedzialy klasowe, okreslone przez ich dolng x,, i gérng x, granice. Réznice
miedzy wartodcig x, - X, , nazywa si¢ rozpietoscig przedziatu klasowego.

Przedzialy klasowe zawierajace po kilka wariantéw badanej cechy mozna réw-
niez utworzy¢ dla cech skokowych. Tworzenie takich przedzialéw moze by¢ wy-
nikiem grupowania statystycznego, kiedy z powodu duzej liczby wariantéw cechy
dokonuje sie agregacji niektérych z nich w klasy. Moze to takze zosta¢ narzucone
jeszcze w trakcie zbierania danych statystycznych, kiedy to — zgodnie z celem ba-
dania - pytania dotyczg przynaleznosci do z gory okreslonych przedzialéw, a nie
konkretnych wariantéw cechy.
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W przypadku analizowania cech jakosciowych zazwyczaj wyrdznia si¢ tyle wa-
riantow, ile jest koniecznych do realizacji celu badania. Czasem jednak okazuje
sie, z reguly w trakcie opracowywania materialu statystycznego, ze pewne warian-
ty cechy wystepuja bardzo rzadko i merytorycznie uzasadniona jest ich agregacja.
Wowczas mozna utworzy¢ klasy zawierajace po kilka wariantow badanej cechy,
poniewaz oddzielne ich rozpatrywanie nie ma wigkszego sensu.

Budujac szeregi rozdzielcze, nalezy zdecydowac o liczbie klas, ich rozpigtosci
i sposobie okreslania granic przedziatéw. Nalezy pamieta¢, ze dobra klasyfikacja
powinna spetnia¢ dwa podstawowe warunki. Po pierwsze, musi by¢ przeprowa-
dzona w sposdb rozlaczny, co oznacza, ze poszczegdlne jednostki o okreslonych
cechach powinny by¢ w sposéb jednoznaczny przydzielone do poszczegol-
nych klas (grup). Po drugie, musi by¢ przeprowadzona w sposéb zupetny, co zna-
czy, ze klasy powinny obja¢ wszystkie cechy wystepujace w danej zbiorowosci.
W przeciwnym razie konieczne jest tworzenie klas zbiorczych, ujmujacych te ce-
chy, ktére maja istotne znaczenie z punktu widzenia celu badania. W praktyce wy-
bér liczby klas zalezy od liczby obserwacji i od charakteru danych. Nalezy ustali¢
takie przedzialy klasowe, ktore obejmujg wszystkie dane, oraz zadbac o to, aby
kazda jednostka mogta trafi¢ tylko do jednej klasy. Réwniez wazng rol¢ odgrywa
liczebnos¢ w przedziale klasowym, gdyz zaréwno mala liczba obserwacji podzie-
lona na wiele klas, jak i duza liczebno$¢ zbioru podzielona na nieliczne klasy nie
ujawni obrazu struktury zgodnego z rzeczywistoscia.

Dlugos¢ przedziatu nalezy dobiera¢ w taki sposéb, aby wartosci cechy oscy-
lowaly wokét punktu srodkowego klasy. Konstruowanie szeregu rozdzielczego
polega przede wszystkim na wlasciwym doborze wielkosci przedziatu klasowego,
przy ustalaniu ktérego nalezy wzig¢ pod uwage pewne kryteria (nie zawsze jed-
nolite), pozwalajace w prawidlowy sposéb ustali¢ strukture badanej zbiorowosci.
Przy doborze przedzialéw klasowych powinno si¢ dazy¢ do tego, aby szereg roz-
dzielczy dawal mozliwie szczegoélowy i przejrzysty obraz struktury zbiorowosci
statystycznej z punktu widzenia celu badania.

Poza wielko$cig przedziatéw duzy wplyw na rozklad liczebno$ci ma réwniez
przyjecie odpowiedniej wartosci dolnej granicy pierwszej klasy. Gdy przedzialy
klasowe oznaczone sg w taki sposob, ze gérna granica przedziatu poprzedzajacego
jest rowna dolnej granicy przedziatu nastepnego (przedzialy otwarte), przyjmuje
sie zwykle, ze warto$ci cechy odpowiadajace gornej granicy przedziatu zalicza sig
do przedzialu nastepnego. Innymi stowy przyjmuje sie, ze przedzialy sa domknie-
te z lewej strony i otwarte z prawej (nie musi to dotyczy¢ przedzialow pierwszego
i ostatniego).

Szeregi rozdzielcze mozna budowa¢ zaréwno dla statystycznych cech skoko-
wych, jak i ciagtych. W przypadku cech skokowych szereg rozdzielczy uwzgled-
nia poszczegdlne warianty tych cech. Méwi sie wtedy o szeregach z przedziatami
klasowymi jednojednostkowymi. Natomiast w przypadku cech ciggtych szereg
rozdzielczy uwzglednia przedzialy klasowe, grupujace wszystkie warianty cechy
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w granicach tych przedzialéw. Mowi si¢ wtedy o szeregach z przedziatami klaso-
wymi wielojednostkowymi. Do tej grupy szeregdw zalicza si¢ takze szeregi roz-
dzielcze z przedzialami klasowymi obejmujacymi po kilka wariantéw cech skoko-
wych. W niektérych przypadkach wygodnie jest analizowac¢ cechy bedace ze swej
natury cechami cigglymi jako cechy skokowe i wtedy, zamiast calego przedziatu,
podaje si¢ zwykle $rodek przedziatu X, (gdzie x, = x,_, + 0,5 - (x, - x,))) albo jego
granice gorng x, (jedli szereg uporzadkowany jest rosngco) lub (folna( x,, (dla sze-
regu malejacego).

Przyktad 1.1

W tabeli 1.1 przedstawiono rzeczywiste przychody 81 mikroprzedsiebiorstw
dzialajacych w réznych branzach na terenie wojewoddztwa 16dzkiego w latach
2016-2019, wedtug kolejnoséci pozyskiwania danych. Dane w tabeli 1.1 tworza
szereg szczegdtowy nieuporzadkowany. Jak tatwo zauwazy¢ analiza tego szeregu
jest dos¢ utrudniona z powodu znacznej liczebnosci analizowanych firm. Dla uta-
twienia analizy nalezy pogrupowa¢ pozyskane dane.

Rozwiazanie

Analizujac dane z tabeli 1.1 nalezy zauwazy¢, ze w procesie anonimizacji na-
zwy wlasne firm zakodowano numerycznie. Nadany firmie numer, tak jak jej
nazwa wlasna, jest cecha jakosciowa mierzong na skali nominalnej. Natomiast
przychdd firmy jest cechg mierzalna na skali ilorazowej. Wygodnie jest wigc upo-
rzagdkowa¢ analizowany szereg, tworzac przedzialy klasowe. W tym celu nalezy
w pierwszej kolejnosci uporzadkowac rozpatrywane firmy wedlug wartosci przy-
chodu rosngco lub malejgco.

Tabela 1.1. Przychody mikroprzedsiebiorstw dziatajgcych w wojewddztwie tédzkim

Nr firmy Prx/;}mdy Nr firmy Pr:\?/l(;llw_oNdy Nr firmy Pr@/gmdy
1 110236,07 28 122 669,33 55 98 576,61
2 136 578,64 29 1122 609,63 56 556 378,88
3 886 954,36 30 76 156,78 57 121479,09
4 754 124,78 31 55621,01 58 262 143,97
5 1103 425,62 32 356 784,25 59 186 017,45
6 125 899,03 33 789 556,32 60 77 412,31
7 98 645,12 34 207 556,89 61 211 069,32
8 138 422,33 35 147 077,92 62 3412 991,56
9 228 323,11 36 978 662,56 63 134 906,72
10 145 562,89 37 86 544,21 64 505 743,94
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Tabela 1.1 (cd.)

Nr firmy Pr\?;?_:ldy Nr firmy Pr:vy;ll%dy Nr firmy Prx;ﬁldy
11 505217,15 38 123 156,96 65 202 778,19
12 101 366,25 39 402 677,74 66 774 622,87
13 689 745,65 40 378 691,02 67 92 556,41
14 79 652,32 41 632 014,98 68 51099,13
15 126 005,63 4 446 731,46 69 464 336,09
16 174 445,01 43 247 756,41 70 134 507,66
17 89 996,47 44 88 411,02 71 252 878,94
18 223 075,67 45 122 265,74 72 708 991,37
19 67 895,75 46 389 176,33 73 4662 127,49
20 324 551,03 47 65572,23 4 261 203,65
21 98 477,32 48 845 229,65 75 253 489,71
22 178 542,39 49 177 483,12 76 813 742,33
23 2 562 766,86 50 266 911,20 7 422 110,99
24 89 744,06 51 115 966,36 78 689 116,44
25 209113,91 52 3887412,69 79 302 889,62
26 131 489,55 53 156 733,98 80 416 732,14
27 174 798,64 54 2143 229,70 81 775 069,01

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych [Kokczyriski 2019].

Szereg szczegdtowy uporzadkowany rosngco wedlug wartosci przychodow
uzyskanych przez przedsiebiorstwa zaprezentowano w tabeli 1.2.

Tabela 1.2. Przychody mikroprzedsiebiorstw uporzadkowane rosnaco

Nr firmy Pr:\?llc:fmdy Nr firmy Pr:\ylc;mdy Nr firmy Pr:\?/;ft;o\ldy
68 51099,13 136 578,64 39 402 677,74
31 55621,01 138 422,33 80 416732,14
47 65572,23 10 145 562,89 77 422 110,99
19 67 895,75 35 147 077,92 42 446 731,46
30 76 156,78 53 156 733,98 69 464 336,09
60 77412,31 16 174 445,01 11 505217,15
14 79 652,32 27 174 798,64 64 505 743,94
37 86 544,21 49 177 483,12 56 556 378,88
44 88 411,02 22 178 542,39 41 632 014,98
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Nr firmy Prx/;}mdy Nr firmy Pr\f\y;T_ONdy Nr firmy Prx/lcall%dy

24 89 744,06 59 186 017,45 78 689 116,44
17 89 996,47 65 202 778,19 13 689 745,65
67 92 556,41 34 207 556,89 72 708 991,37
21 98 477,32 25 209 113,91 4 754 124,78
55 98 576,61 61 211 069,32 66 774 622,87
7 98 645,12 18 223 075,67 81 775 069,01
12 101 366,25 9 228 323,11 33 789 556,32

1 110 236,07 43 247 756,41 76 813 742,33
51 115 966,36 71 252 878,94 48 845 229,65
57 121 479,09 75 253 489,71 3 886 954,36
45 122 265,74 74 261 203,65 36 978 662,56
28 122 669,33 58 262 143,97 5 1103 425,62
38 123 156,96 50 266 911,20 29 1122 609,63
6 125899,03 79 302 889,62 54 2143229,70
15 126 005,63 20 324 551,03 23 2562 766,86
26 131 489,55 32 356 784,25 62 3412 991,56
70 134 507,66 40 378 691,02 52 3887412,69
63 134 906,72 46 389176,33 73 4662 127,49

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 1.1.

Jak mozna fatwo zauwazy¢, uporzadkowanie elementéw szeregu ulatwia jego
analize, ale w dalszym ciggu nie jest mozliwe uogélnienie wynikéw przeprowa-
dzonego badania. Kolejng czynnoscig jest zatem pogrupowanie wszystkich ob-
serwacji w klasy i utworzenie szeregdéw rozdzielczych, co pokazano w tab. 1.3.
W prezentowanym przykladzie przychod firmy jest cechg mierzalng ciagla, zatem
istnieje konieczno$¢ utworzenia przedzialow klasowych. Nasuwa sie¢ oczywiscie
pytanie, jak takie przedzialy skonstruowac — sposobdw jest kilka.

Tabela 1.3. Przychody mikroprzedsiebiorstw pogrupowane w przedziaty klasowe

Przychody Liczebnos¢ Przychody Liczebnos¢ Przychody Liczebno$é

w tys. PLN n, n, w tys. PLN n, n, w tys. PLN n, n,
(1) 2 | 3 (4) (5) | (8) (7) 8 | (9
50-150 31 31 | 50-150 31 31 | 50-100 15 15
150-250 13 44 | 150-450 27 58 | 100-150 16 31
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Tabela 1.3 (cd.)

Przychody Liczebnos¢ Przychody Liczebnos¢ Przychody Liczebnos$¢
w tys. PLN n, n., w tys. PLN n, n, w tys. PLN n, n,
250-350 7 51 | 450-950 15 73 150-250 13 44
350-450 7 58 | 950i wiecej 8 81 250-450 14 58
450-550 3 61 | Suma 81 x 450-950 15 73
550-650 2 63 950 i wiecej 8 81
650-750 3 66 Suma 81 X
750-850 6 72
850-950 1 73
950-1050 3 76
1050 i wiecej 5 81
Suma 81 X

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 1.2.

&5

Bodaj najbardziej popularny sposéb polega na tworzeniu przedzialéw o jedna-
kowej rozpietosci, czyli tak, jak to przedstawiono w kolumnach (1)-(3) tab. 1.3.
Utworzono jedenascie przedzialow, z ktérych 10 to przedzialy otwarte z prawej
strony o rozpigtosci 100 tys. PLN, a ostatni, jedenasty jest przedziatem bez okre-
slonej gérnej granicy (identyczny efekt bylby, gdyby ta granica zostata ustalona na
poziomie warto$ci maksymalnej, czyli 4663 tys. PLN). Najwiecej przedsigbiorstw
charakteryzowato sie niskimi przychodami mieszczacymi si¢ w pierwszych dwoch
przedziatach dochodowych. Zaobserwowa¢ mozna réwniez stopniowo zmniej-
szajacy si¢ liczbe firm wraz z przechodzeniem do klas o wyzszych przychodach
(por. dane w kolumnie drugiej, gdzie podano liczbe firm 7).

Mozna oczywiscie przeprowadzi¢ agregacje mniej licznych przedzialéw klaso-
wych, jak ma to miejsce w kolumnach (4)-(6), co spowoduje stopniowe zwigksza-
nie si¢ ich liczebnodci, ale wcigz im wigksze przychody, tym mniejsza liczebnos¢
przedziatu. Dlatego w kolumnach (7)-(9) przedstawiono podzial na przedzialy
klasowe, ktore wprawdzie nie s3 jednakowej rozpigtosci, ale zapewniaja podobne
liczebnosci obserwacji w kazdej klasie®.

Warto odnotowac, ze w kolumnach (3), (6) i (9) tabeli 1.3 przedstawiono liczeb-
nosci skumulowane (co oznaczono symbolem n.) ktére informuja, ile obiektow

5 W catej publikacji strzatkg oznaczono koniec danego przyktadu.

6 Takie postepowanie jest szczegdlnie zalecane, jesli beda obliczane mierniki struktury na
podstawie danych zawartych w szeregach rozdzielczych z przedziatami klasowymi, chociaz
w przypadku wzoru interpolacyjnego na dominante wymagana jest jednakowa rozpieto$¢
przedziatéw sasiadujacych z przedziatem dominanty.
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badania (firm) charakteryzowalo si¢ wartoscia cechy nie wieksza niz goérna gra-
nica przedziatu klasowego. Zatem informacje dotyczace pierwszego przedziatu,
zawarte w kolumnie (3), oznaczaja, ze 31 firm mialo przychody do 150 tys. PLN,
a w kolumnie (9), ze 15 firm miato przychody do 100 tys. PLN.

Jednostki badania mozna pogrupowa¢ z punktu widzenia réznych charak-
terystyk, zaréwno ilosciowych (jak w przyktadzie 1.1), jak i jakosciowych. Przy
czym decyzja o tym, jakiego rodzaju jest analizowany mierzalny atrybut, nalezy
do prowadzacego badanie. Przyktadowo mikroprzedsi¢biorstwa mozna pogrupo-
waé w klasy wyznaczone na podstawie wielkosci przychodéw. W tym przypadku
prowadzacy badanie okresla przedzialy, ktére swiadcza np. o malych, srednich
i wysokich przychodach, a sama zmienna ilosciowa traktowana jest jak zmienna
porzadkowa.

Innym przyktadem zmiany charakteru analizowanej zmiennej ilosciowej moze
by¢ wielko$¢ miejscowosci, w jakiej dziataja analizowane firmy. Woéwczas miej-
scowosci mozna bedzie uporzadkowa¢ wedlug przyjetego kryterium klasyfikacji,
np. podzial na wsie i miasta o z gory okreslonej wielkosci, tj. o zalozonej liczbie
mieszkancow, nadajac odpowiednie rangi (tj. wartosci na skali porzadkowej) miej-
scowosciom o okreslonej wielko$ci. Istnieje rowniez mozliwo$¢ potraktowania tej
charakterystyki jako cechy mierzonej na skali nominalnej, wowczas przynalez-
no$¢ do kazdej klasy miejscowosci traktowana jest jednakowo, a zapis formalny
sprowadza si¢ do utworzenia zmiennych zero-jedynkowych reprezentujacych po-
szczegdlne warianty tej cechy. Oznacza to, ze dla n obiektow badania tworzy si¢
zmienne, ktorych warto$¢ wynosi 1, o ile dla i-tego obiektu dany wariant cechy
wystepuje. Przy czym w praktyce zazwyczaj tworzy si¢ (k — 1) zmiennych (gdzie:
k to liczba wariantdéw), przyjmujac wariant cechy niereprezentowany przez zadna
ze zmiennych binarnych za tzw. wariant referencyjny. Innymi stowy wariant re-
ferencyjny to taki, w ktérym zaden z (k - 1) wyrdznionych wczesniej wariantéw
cechy nie wystepuje.

Przyktad 1.2

Biorgc pod uwage miejsce prowadzenia dzialalnosci badanych mikroprzedsie-
biorstw wszystkie obserwacje pogrupowano jak w tab. 1.4. Jakkolwiek wielkos¢
miejscowosci, mierzona liczbg mieszkancow (w tys.), jest cecha ilosciows, to
mozna jg przeksztalci¢ w ceche jako$ciowa mierzong na skali porzadkowej lub
nominalne;j.

Rozwiazanie

Tab. 1.4 zawiera szeregi rozdzielcze opisujace strukture badanych przedsiebiorstw
z punktu widzenia wielkosci miejscowosci. W kolumnach, oznaczonych jako:
miejscowos¢ w tys. mieszkancow, cecha ta traktowana jest jako cecha ilosciowa.
Natomiast oznaczenie tej cechy jako: klasa miejscowosci oznacza, ze jest ona trak-
towana jako cecha jakosciowa, a $cislej jest to cecha porzadkowa.
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Tabela 1.4. Grupowanie mikroprzedsiebiorstw wedtug wielko$ci miejscowosci

Miejscowo$¢ | Liczebnosc | Miejscowos$¢ | Liczebnosé . L Liczebno$¢
Lp. | w tys. miesz- w tys. miesz- M|ertcowosF by tys.

kancoéw | M kancow Mol M mieszkancow o Mg

(1) (2) 3) | @ (5) 6) | (7 (8) (9) | (20)
1 66 13 13 6 6 3-20 19 19
2 8 2 15 8 2 20-50 13 32
3 57 11 26 14 5 13 50-100 24 56
4 22 7 33 18 6 19 100 i wiecej 25 81
5 45 6 | 39 22 7 | 26 | Klasamiejscowodci | n, | n
6 688 25 | 64 45 6 | 32 | Miejscowos¢mata | 19 | 19
7 18 6 | 70 57 11 | 43 | Miejscowo$é $rednia | 13 | 32
8 14 5| 75 66 13 | 56 | Miejscowosc¢duza | 24 | 56
9 3 6 | 81 688 25 | 81 |Miastopowyzej100tys. 25 | 81
Suma 81 X Suma 81 X Suma 81 X

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych [KokczyAski 2019].

W kolumnach (2)-(4) przedstawiono szereg rozdzielczy (bez przedziatéw kla-
sowych), uporzadkowany wedlug kolejnosci pozyskiwania informacji z réznych
miejscowosci. W kolejnych trzech kolumnach szereg rozdzielczy zostal upo-
rzagdkowany wedtug wielkosci miejscowosci. Natomiast w kolumnach (8)-(10)
w wierszach (1)-(4) pokazano szereg rozdzielczy z przedziatami klasowymi wy-
znaczonymi wedlug kryterium merytorycznego — arbitralnego podzialu na miej-
scowosci male, srednie, duze i miasta powyzej 100 tys. Ostatni z przedzialow jest
podobnie jak pozostale trzy otwarty z prawej strony, ale mozna go domknac¢ liczba
688 (bedaca wartoscig maksymalng w tym badaniu). Z kolei w wierszach (6)-(9)
analizowana cecha: klasy miejscowosci stala si¢ cechg porzadkowsa.

Gdyby potraktowa¢ analizowana ceche jako nominalng, nalezatoby zastoso-
wa¢ do jej kodowania zmienne zero-jedynkowe, ktére w przypadku kazdej z 81
obserwacji przyjmowalyby liczby 0, jesli dany wariant cechy nie wystepuje, lub 1
- w przeciwnym przypadku. W tab. 1.5 pokazano kodowanie binarne pierwszych
10 obserwacji z tab. 1.1. Pierwsze dwie kolumny tab. 1.5 to fragment tab. 1.1,
w kolumnie (3) podano, w jakiej wielko$ciowo miejscowosci znajduje si¢ siedziba
firmy, co zostalo zakodowane w kolumnach (4)-(6) w postaci trzech zmiennych
binarnych Z , Z,, Z., odzwierciedlajacych trzy warianty wielkosci miejscowosci.
Jak mozna latwo zauwazy¢, sumy wszystkich trzech zmiennych dla kazdej ob-
serwacji (po wierszach) wynosza 1, z wyjatkiem obserwacji czwartej, dla ktorej
ta suma wynosi 0. Oznacza to, Ze ostatni wariant (tj. miasta powyzej 100 tys.)
jest charakteryzowany samymi 0 wszystkich zmiennych, co oznacza tzw. wariant
referencyjny, ktorym jest w tym przypadku miasto powyzej 100 tys. mieszkancow.
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Tabela 1.5. Grupowanie mikroprzedsiebiorstw wedtug klas miejscowosci (jako cechy nominalnej)

Nr firmy Przychody Klasa miejscowosci Zmienne binarne
wtys. PLN Z mata |Z,srednia | Z,duza

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

1 110 236,07 Miejscowo$é mata 0 0 1

2 136 578,64 Miejscowo$¢ Srednia 0 1 0

3 886 954,36 Miejscowosé duza 0 0 1

4 754 124,78 Miasto powyzej 100 tys. 0 0 0

5 1103 425,62 Miejscowosé duza 0 0 1

6 125 899,03 Miejscowos¢ duza 0 0 1

7 98 645,12 Miejscowo$¢ mata 1 0 0

8 138 422,33 Miejscowo$é Srednia 0 1 0

9 228323,11 Miejscowo$¢ srednia 0 1 0

10 145 562,89 Miejscowo$é Srednia 0 1 0
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z tab. 1.4.
J

Przyktad 1.3

W tab. 1.6 przedstawiono roczne procentowe stopy zwrotu z akcji 26 spdtek
notowanych na Gieldzie Papieréw Warto$ciowych w Warszawie w latach 2012-
2017. Jest to przyklad danych panelowych, przekrojowo-czasowych. Kolejne
kolumny zawierajg informacje dotyczace rocznych stop zwrotu odnotowane dla
wyrdznionych w badaniu spélek, a dane w wierszach tworza szeregi czasowe
dla kazdej spotki oddzielnie.

Tabela 1.6. Roczne procentowe stopy zwrotu z akcji spotek notowanych na GPW w Warszawie

. Roczna stopa zwrotu (%) w kolejnych latach

Symbol spotki

2012 2013 2014 2015 2016 2017
BUDIMEX 0,06 0,69 0,16 0,35 0,06 0,13
CIECH 0,24 0,34 0,35 0,70 -0,34 -0,01
ENEA -0,12 -0,12 0,15 -0,26 -0,17 0,21
PGE -0,01 -0,07 0,17 -0,28 -0,21 0,13
TAURONPE -0,05 -0,04 0,18 -0,52 -0,01 0,07
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Tabela 1.6 (cd.)

L Roczna stopa zwrotu (%) w kolejnych latach

Symbol spétki

2012 2013 2014 2015 2016 2017
BOGDANKA 0,29 -0,03 -0,22 -1,01 0,74 -0,02
KGHM 0,69 -0,39 -0,04 -0,51 0,40 0,19
ASSECOPOL -0,02 0,07 0,16 0,16 0,00 -0,15
INTERCARS 0,06 0,79 0,17 0,06 0,16 0,11
ECHO 0,40 0,28 0,05 -0,02 0,74 -0,05
GTC 0,15 -0,28 -0,32 0,30 0,14 0,21
CCC 0,47 0,48 0,15 0,05 0,40 0,35
LPP 0,84 0,69 -0,21 -0,26 0,03 0,46
LOTOS 0,54 -0,15 -0,22 0,06 0,35 0,43
PKNORLEN 0,33 -0,16 0,21 0,35 0,26 0,24
PGNIG 0,24 0,01 -0,11 0,17 0,12 0,14
KERNEL -0,03 -0,56 -0,29 0,55 0,30 -0,28
CYFRPLSAT 0,20 0,19 0,18 -0,12 0,16 0,02
NETIA -0,20 0,21 0,14 0,06 -0,07 0,24
ORANGEPL -0,25 -0,15 -0,11 -0,18 -0,13 0,05
CDPROJECT 0,16 1,04 -0,05 0,28 0,86 0,63
AMREST 0,41 -0,07 0,11 0,63 0,45 0,33
BORYSZEW -0,05 -0,22 0,14 -0,18 0,53 0,14
EUROCASH 0,40 0,10 -0,21 0,27 -0,19 -0,37
KETY 0,38 0,45 0,31 0,14 0,27 0,13
KRUK 0,02 0,63 0,28 0,47 0,32 0,10
ORIBS 0,04 0,10 0,12 0,37 0,20 0,26

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kuznik 2019].

Tabela 1.7. Roczne procentowe stopy zwrotu z akcji spotek notowanych na GPW w Warszawie

symbol spéiki Roczna stopa zwrotu (%) w kolejnych latach

2012 2013 2014 2015 2016 2017
ASSECOPOL -0,02 0,07 0,16 0,16 0,00 -0,15
BOGDANKA 0,29 -0,03 -0,22 -1,01 0,74 -0,02
BORYSZEW -0,05 -0,22 0,14 -0,18 0,53 0,14
BUDIMEX 0,06 0,69 0,16 0,35 0,06 0,13
CcC 0,47 0,48 0,15 0,05 0,40 0,35
CDPROJECT 0,16 1,04 -0,05 0,28 0,86 0,63
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symbol spéiki Roczna stopa zwrotu (%) w kolejnych latach

2012 2013 2014 2015 2016 2017
CIECH 0,24 0,34 0,35 0,70 -0,34 -0,01
CYFRPLSAT 0,20 0,19 0,18 -0,12 0,16 0,02
ECHO 0,40 0,28 0,05 -0,02 0,74 -0,05
ENEA -0,12 -0,12 0,15 -0,26 -0,17 0,21
EUROCASH 0,40 0,10 -0,21 0,27 -0,19 -0,37
GTC 0,15 -0,28 -0,32 0,30 0,14 0,21
INTERCARS 0,06 0,79 0,17 0,06 0,16 0,11
KERNEL -0,03 -0,56 -0,29 0,55 0,30 -0,28
KETY 0,38 0,45 0,31 0,14 0,27 0,13
KGHM 0,69 -0,39 -0,04 -0,51 0,40 0,19
KRUK 0,02 0,63 0,28 0,47 0,32 0,10
LOTOS 0,54 -0,15 -0,22 0,06 0,35 0,43
LPP 0,84 0,69 -0,21 -0,26 0,03 0,46
NETIA -0,20 0,21 0,14 0,06 -0,07 0,24
ORANGEPL -0,25 -0,15 -0,11 -0,18 -0,13 0,05
ORIBS 0,04 0,10 0,12 0,37 0,20 0,26
PGE -0,01 -0,07 0,17 -0,28 -0,21 0,13
PGNIG 0,24 0,01 -0,11 0,17 0,12 0,14
PKNORLEN 0,33 -0,16 0,21 0,35 0,26 0,24
TAURONPE -0,05 -0,04 0,18 -0,52 -0,01 0,07

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 1.6.

W tab. 1.7 zostaly przedstawione dane z tab. 1.6, ale uporzadkowane alfabe-
tycznie wedtug nazw spdtek. Mozna je réwniez uporzadkowa¢ wedlug reprezen-
towanych branz, wielkosci kapitalizacji, roku zalozenia spo6tki lub roku pierwsze-
go notowania na GPW w Warszawie, ewentualnie wedlug wielkosci osiggnietych
stop zwrotu w jednym lub kolejnych latach. Natomiast nie mozna zmienia¢ chro-
nologii obserwacji.

4

Podsumowujac rozwazania dotyczace grupowania danych, nalezy podkreslic,
ze szeregi statystyczne moga przedstawia¢ badang zbiorowos$¢ w ukladzie sta-
tycznym, charakteryzujac jej stan w $cisle okreslonym momencie (np. w okre-
slonym dniu, miesigcu, roku) - sa to tzw. szeregi przekrojowe. Natomiast dy-
namike rozwoju zbiorowosci lub zjawisk w pewnym okresie opisuja tzw. szeregi
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czasowe. Powstajg one, gdy podstawa grupowania jest czas, a celem badania
analiza zmian pewnego zjawiska w czasie. Z kolei szeregi przestrzenne (geo-
graficzne) opisujg rozmieszczenie pewnych zjawisk w przestrzeni (czesci swia-
ta, panstwa, regiony gospodarcze, jednostki administracyjne). Budujac szereg
przestrzenny, mozna (podobnie jak w przypadku szeregéw rozdzielczych) dzie-
li¢ zbiorowo$¢ na wigksza lub mniejsza liczbe grup (klas) w zaleznosci od przy-
jetej jednostki terytorialnej.

Nalezy pamietaé, ze w przypadku analiz prowadzonych na podstawie sze-
regow czasowych obowigzuje porzadek chronologiczny. Podczas gdy szereg
danych przekrojowych moze zosta¢ uporzadkowany wedltug dowolnego kryte-
rium, np. wedtug:

« warto$ci rosngcych lub malejacych;

« nazw obiektow uporzadkowanych wedlug alfabetu (np. spétki w kolejnosci
alfabetycznej) lub innego kryterium je charakteryzujacego (np. liczby za-
trudnionych);

« kolejnosci dokonywania obserwacji.

Warto odnotowa¢, ze oprocz tabelarycznej formy prezentacji zebranych da-
nych (w postaci szeregdw statystycznych) czgsto stosuje si¢ prezentacje graficzng
w postaci wykresow, diagramow itp. Przyklady graficznej prezentacji danych po-
kazano na rys. 1.1-1.5.

Przyktad 1.4

Bioragc pod uwage strukture zbioru mikroprzedsigbiorstw rozpatrywanego
w przyktadzie 1.2 (z punktu widzenia ich przychodéw), do jego analizy wygodnie
jest wykorzysta¢ tzw. wykres kotowy (diagram).

Rozwiazanie

Dane zapisane w kolumnach (7) i (8) w tab. 1.3 przedstawiono na rys. 1.1. Jak
mozna zauwazy¢, na wykresie poszczegolne czesci kola informujg o tym, jaka
cze$¢ wszystkich badanych mikroprzedsiebiorstw ma przychody mieszczace si¢
w przyjetych przedzialach. Na diagramie podano liczebnosci wzgledne (procen-
towe) w miejsce liczebnosci bezwzglednych (z kolumny (8) w tab. 1.3).

Zastosowanie liczebnosci wzglednych ulatwia analize struktury, niezaleznie
bowiem od liczebnosci badanej zbiorowosci (tzn. niewazne, czy liczba badanych
przedsiebiorstw wynosi 15, 90, 150 czy 7000) zawsze suma czesci sktadowych jest
identyczna i wynosi 100% (lub 1, jesli korzysta sie z liczebnosci wzglednych nie-
mianowanych). Warto przy tym zauwazy¢, ze zastapienie udzialéw procentowych
liczebnosciami bezwzglednymi nie zmieni ksztaltu wykresu. Innym sposobem
prezentacji danych jest zapisanie ich w postaci wykresu stupkowego, co pokazano
narys. 1.2.
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Rysunek 1.1. Struktura mikroprzedsiebiorstw z punktu widzenia wielkosci przychodéw
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Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie kolumn (7) i (8) w tab. 1.3.
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450-950 950 wiece]j

Rysunek 1.2. Liczebnosci przedsiebiorstw wedtug warto$ci przychodéw

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie kolumn (7) i (8) w tab. 1.3.

&
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Przyktad 1.5

Dane przedstawione w tab. 1.7 mozna zaprezentowac na wykresie liniowym dla
kazdej omawianej spotki — powstang w ten sposob wykresy szeregdw czasowych
stop zwrotu dla poszczegdlnych spoétek, co pokazano na rys. 1.3 dla dwoch pierw-
szych (uporzadkowanych alfabetycznie) spotek.

Z kolei rys. 1.4 przedstawia szereg danych przekrojowych, sa to bowiem sto-
py zwrotu z akcji wszystkich przedstawionych w tab. 1.7 spétek, obliczone dla
2017 roku. Natomiast szereg przekrojowo-czasowy, zawierajacy wszystkie dane
z tab. 1.7, zostal przedstawiony na rys. 1.5, na ktérym réznokolorowe krzywe re-
prezentujg kolejne lata badania.
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Rysunek 1.3. Stopy zwrotu spotek AMREST i ASSECOPOL w latach 2012-2017

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 1.7.
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Rysunek 1.4, Stopy zwrotu analizowanych spétek w 2017 roku

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 1.7.
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Rysunek 1.5. Stopy zwrotu analizowanych spétek w latach 2012-2017.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 1.7.

&

Podsumowujac, nalezy zauwazy¢, ze istniejg dwie popularne metody prezen-
towania szeregéw danych, tj. w formie tabel lub wykresow. Pierwsza z nich po-
zwala dokladnie opisa¢ badane zjawisko, co stanowi podstawe do dalszych analiz
- chociazby badanie struktury lub dynamiki analizowanego zjawiska. Nie pozwa-
la natomiast na pewna syntetyzacje obserwacji, ktéra wygodnie jest zrobi¢, korzy-
stajac z roznego rodzaju wykreséw. Przykladem takiej syntetyzacji jest diagram
z rys. 1.1, z ktérego mozna tatwo odczytac strukture firm z punktu widzenia wy-
sokosci uzyskiwanego przychodu, lub wykresy szeregéw stop zwrotu z rys. 1.5,
wskazujace na to, ze najwyzsze stopy zwrotu uzyskiwaty spotki w 2017 roku, spo-
$rdod ktorych liderem byta spotka: CDPROJEKT.

1.5. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Zmienna losowa jest pojeciem podobnym do cechy statystycznej i do jej oznacze-
nia uzywa si¢ identycznego symbolu. W przypadku zmiennej losowej X méowi si¢
o jej realizacjach, ktére oznacza sie przez x, dla wszystkich i = 1, 2, ..., k (skon-
czony zbidr realizacji) lub dla i = 1, 2, ... (nieskonczony, ale przeliczalny zbior
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realizacji). Zmienna losowa jest pojeciem podstawowym podczas wnioskowania
statystycznego.

Warto przy tym zauwazy¢, ze o ile wyrdéznione w badaniu warianty cechy sg
zawsze zbiorem skonczonym i wystepuja z okreslona czestotliwoscig empiryczng
(co okresla sie mianem rozkladu empirycznego), to realizacje zmiennej losowe;j
moga by¢ skonczone lub nie i wystepuja z okreslonym prawdopodobienstwem,
tworzac rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej. W omawianych wcze-
$niej przykiadach 1.1-1.5 pokazano rozklady empiryczne rzeczywistych danych,
ktore prezentowano w tabelach i na wykresach. Zawarte tam liczebnosci (tab. 1.3-
1.4) lub udzialy procentowe (rys. 1.1) informuja o liczebnosciach lub strukturze
danych pochodzacych z obserwacji.

Przykladami zmiennych losowych moga by¢:

« ocena mozliwosci zbytu produkeji pewnego przedsiebiorstwa ubiegajacego

sie o kredyt, ktére wyrazane jest w punktach od 1 do 10;

« cena akcji zmieniajaca si¢ w kolejnych transakcjach znajdujaca si¢ w prze-

dziale (a, b) - s3 to tzw. dane tikowe (tick-by-tick);

o kurs walutowy, np. EUR, notowany przez NBP w danym dniu, wyrazony

jako cena otwarcia w PLN.

W pierwszym przykladzie przedstawiono zmienng losowa skokowa, a w dru-
gim ciagla. W trzecim przyktadzie kurs walutowy mozna traktowac jako zmien-
na typu skokowego, jezeli przyjmie si¢, ze wyznaczany jest on z dokladnoscia do
jednego grosza, poniewaz warto$ci tej zmiennej zmieniajg si¢ co pewien interwat.
W takim przypadku cena 100 EUR bedzie liczbg naturalng. Jesli natomiast przyja¢
kurs walutowy jako liczbe o nieskonczonej liczbie cyfr po przecinku, to bedzie on
zmienng losowa ciagla. W praktyce z uwagi na duza zmiennos$¢ kurséw waluto-
wych najczesciej traktuje sie je jako zmienne ciagte i wyznacza si¢ prawdopodo-
bienstwa ich realizacji dla pewnych przedziatow.

Rozklad prawdopodobienstwa (zmiennej losowej) przypisuje prawdopodo-
bienstwo, z jakim realizujg si¢ pewne warianty (wartosci) tej zmiennej i moze by¢
przedstawiony:

« dla zmiennej losowej skokowej jako rozklad punktowy przez podanie funk-
cji prawdopodobienstwa lub dystrybuanty,

« dla zmiennej losowej ciaglej jako rozktad przedziatowy opisany przy pomo-
cy funkgji gestosci prawdopodobienstwa lub dystrybuanty.

Dystrybuanta jest niemalejacg funkcja, ktérej wartos¢ w punkcie x, réwna
sie prawdopodobienstwu tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartosci mniejsze
od x. Innymi stowy, dystrybuanta (obliczona w punkcie x,) oznacza warto$¢ sku-
mulowanego prawdopodobienstwa zmiennej losowej X dla jej realizacji z prze-
dziatu (-o0; x). Dla x € R dystrybuanta wyraza si¢ wzorem:

F(x)=P(X<x)=) P(X=x,) (L1)

X;<x
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Zatem w przypadku zmiennej losowej ciagtej dystrybuanta jest postaci:
F(x)=P(X<x)= [ f(t)dt 12)

a dla zmiennej losowej skokowej ma wzor:

0 dlax<x,

P, dlax <x<x,

F(x)= (1.2a)

ptp, dlax, <x<x,

Warto odnotowac¢, ze w przypadku zmiennej losowej skokowej mozna wy-
znaczy¢ prawdopodobienstwo pojedynczej jej realizacji, natomiast dla zmiennej
losowej ciaglej prawdopodobienistwo mierzone w punkcie jest rowne 0. Dlatego
w tym drugim przypadku wyznacza si¢ prawdopodobienstwa dla zalozone-
go przedziatu liczbowego realizacji zmiennej losowej, a nie dla jej pojedynczej
realizacji.

Wartos$¢ oczekiwana, inaczej zwana nadzieja matematyczna, jest oznaczana
symbolem E(X). Dla zmiennej losowej skokowej jest definiowana jako suma ilo-
czynu realizacji zmiennej losowej (x,) i prawdopodobienstw ich wystgpienia (p,)
i wyrazana jest wzorem w przypadku:

« zmiennych osiagajacych skonczong liczbe wartosci jako:

E(X)=>"x,p, (1.3)
i=1
« dla zmiennych osiagajacych przeliczalng liczbe wartosci jako:
E(X)=)"xp, (1.4)
i=1

Natomiast warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej ciaglej definiowana jest jako
catka oznaczona iloczynu realizacji zmiennej losowej (x)) i funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa f(x):

+o0

E(X)= I xf (x)dx (1.5)

—00

Warto$¢ oczekiwana jest miarg poltozenia i oznacza przecietng warto$¢ realiza-
cji zmiennej losowej.
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Wariancja zmiennej losowej okresla jej zmienno$¢ wokot wartosci oczekiwanej
i jest odpowiednio definiowana dla zmiennych losowych skokowych i ciaglych.
Wariancja zmiennych losowych typu skokowego jest postaci:

D*(X)=E(X-E(X))’ = ) (x,—E(X))’p, (16)
a zmiennych losowych typu ciaglego postaci:

D*(X) = E(X - E(X))’ = [ (x—E(X))’ f(x)dx (17)

Istotng role we wszelkiego rodzaju analizach odgrywa odchylenie standardo-
we, bedace pierwiastkiem kwadratowym z wariancji’.

Przyktad 1.6

Klient agencji nieruchomosci sprawdza oprocentowanie kredytéw hipotecznych
na podstawie informacji pochodzacej z pieciu bankéw komercyjnych, w ktérych
odpowiednie stopy procentowe wynosza: 7,65, 6,97, 7,25, 8,10 i 7,30%. Nalezy
przeprowadzi¢ analize oprocentowania tych kredytéw, dla wyznaczenia funkcji
prawdopodobienstwa, dystrybuanty oraz podstawowych parametréw rozkladu
tej zmiennej losowej.

Rozwigzanie

W tym celu nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang, wariancje i odchylenie stan-
dardowe analizowanej skokowej zmiennej losowej. Oprocentowanie kredytow X
jest zmienna losowa skokowa, a poniewaz analizie podlega 5 bankéw to praw-
dopodobienstwo realizacji kazdej z wymienionych stop procentowych wynosi
p = 1/5=0,2. Funkcja prawdopodobienstwa moze zosta¢ przedstawiona w postaci
tabelarycznej (tab. 1.8) lub na wykresie (rys. 1.6).

Tabela 1.8. Funkcja prawdopodobienstwa

Oprocentowanie x, [%] 6,97 7,25 7,30 7,65 8,10

Prawdopodobieristwo p, 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20

Zrédto: opracowanie wtasne.

7 Wiecej informacji na temat rozktadéw zmiennych losowych i wtasnosci ich parametréw zna-
lez¢é mozna w wielu publikacjach m.in. [Aczel 2000; Witkowska 2004].
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Rysunek 1.6. Wykres funkcji prawdopodobieristwa stop kredytowych

Dystrybuanta tego rozkladu jest postaci:

F(x)=

0,0
0,2
0,4
0,6
0,8

L0

dla
dla
dla
dla
dla
dla

Nadzieja matematyczna wynosi wiec:

Zrédto: opracowanie wtasne.

x<6,97
6,97 <x<7,25
7,25<x<7,30
7,30<x<7,65
7,65<x<8,10
x>8,10

5
E(X)=Y x,p,=0-0,2+(7,65+6,97 +7,25+8,10+7,30) = 7,454 ~ 7,45

i=1

co oznacza, ze nalezy si¢ spodziewa¢ oprocentowania w wysokosci 7,45%. Wa-

riancja tej zmiennej wynosi:

5 5
D*(X)=) (x,~7,45) p, = Y (x,~7,45)*-0,2=1,4908 ~ 1,49
i=1 i=1
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a odchylenie standardowe jest rowne:

D(X)=+/1,49 ~1,22

Ostatecznie stwierdza sig, ze stopa procentowa srednio odchyla si¢ od warto-
$ci oczekiwanej 0 1,22% i to stanowi 16% wartosci oczekiwanej, a zréznicowanie
oprocentowania kredytéw hipotecznych w bankach komercyjnych jest niewielkie.

%

Przyktad 1.7

Dzienne ceny otwarcia akcji spotki ORBIS za lata 2002-2004 przedstawiono na
rysunku 1.7. W analizowanym okresie ceny te zmienialy si¢ od 14,90 do 29,90
PLN. Nalezy przeprowadzi¢ analiz¢ notowan cen akcji badanej spotki, w celu opi-
su funkgji gestosci, wyznaczenia dystrybuanty oraz podstawowych parametrow
rozkladu tej zmiennej losowe;j.

Rozwiazanie

Na podstawie 742 notowan cen akcji spotki Orbis za lata 2002-2004 zostanie
przeprowadzona analiza rozkladu tej zmiennej losowej ciaglej.

29 4
27 4
25 +
23 4
21 4
19 -

Realizacje zmiennej losowej

17 4

15 T T T T T T T T T T T T T —>
1 51 101 151 201 251 301 351 401 451 501 551 601 651 701

Numer obserwacji

Rysunek 1.7. Ceny otwarcia akcji sp6tki Orbis w latach 2002-2004

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych GPW.

Wszystkie notowania kursu akcji zawieraja si¢ w przedziale od 14,9 do 29,9 PLN.
W zwigzku z tym dla analizowanej zmiennej losowej utworzono 10 przedzialow
klasowych o rozpigtosci 1,5 PLN. Po zliczeniu wszystkich obserwacji utworzono
szereg rozdzielczy, przedstawiony w tab. 1.9.
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Tabela 1.9. Szereg rozdzielczy notowan cen sp6tki Orbis

Przedziaty - Liczebno$¢
klasowe Liczebnodé n, Prawdopodobienstwo skumulowana Dystrybuanta
[Xl.d; X/.g) p; Ny, Py
[14,9; 16,4) 32 0,0431 32 0,0431
[16,4;17,9) 161 0,2170 193 0,2601
[17,9;19,4) 66 0,0889 259 0,3491
[19,4;20,9) 45 0,0606 304 0,4097
[20,9; 22,4) 62 0,0836 366 0,4933
[22,4; 23,9) 161 0,2170 527 0,7102
[23,9; 25,4) 117 0,1577 644 0,8679
[25,4;26,9) 58 0,0782 702 0,9461
[26,9; 28,4) 35 0,0472 737 0,9933
[28,4; 29,9) 5 0,0067 742 1
Suma 742 1
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GPW.
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Rysunek 1.8. Rozktad prawdopodobienstwa cen akcji spotki Orbis w latach 2002-2004

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 1.9.

Na podstawie danych z tab. 1.9 oraz wykresu 1.8 fatwo zauwazy¢, ze funkcja
gestosci prawdopodobienstwa badanej zmiennej losowej jest postaci:



46

fx)=

0,000
0,040
0,220
0,090

0,050
0,007
0,000

Wprowadzenie do analizy danych

dla
dla
dla
dla

dla
dla
dla

x<14,9
14,9<x<16,4
16,4<x<17,9
17,9<x<19,4

26,9<x<28,4
28,4<x<29,9
x>29,9

Z wykresu (rys. 1.8) wynika takze, iz przebieg zmienno$ci notowan cen akcji
posiada kilka ekstremoéw lokalnych. Najczesciej kursy akcji wpadaja do przedzia-
tu, ktérego gérne granice wynosza odpowiednio 17,9 i 23,9 PLN.

Dystrybuanta notowan cen moze zosta¢ odczytana bezposrednio z tab. 1.9,
z kolumny zawierajacej skumulowane prawdopodobienstwa wyznaczone dla wy-
réznionych przedzialéw zmiennosci cen akgji p . i wynosi:

F(x)=

0,0000
0,0431
0,2601
0,3491

0,9933
1,0000

dla
dla
dla
dla
dla
dla

x<14,9
x €[14,9;16,4)
x €[16,4;17,9)
x€[17,9;19,4)

x €[26,9;28,4)
x €[28,4;29,9)

Najczestsze, tj. najbardziej prawdopodobne, byly notowania kursow akeji spot-
ki ORBIS w przedziatach 16,4-17,9 PLN oraz 22,4-23,9 PLN, przy najwigkszym
prawdopodobienstwie 0,217. Prawdopodobienstwo, ze ceny akcji beda ponizej
19,4 PLN, wyniosto 0,3491, czyli tyle, ile wyniosta wartos¢ dystrybuanty obliczo-
nej dla przedziatu [17,9; 19,4).

Wartos¢ oczekiwana, wyznaczona dokladnie na podstawie rozkladu empirycz-
nego, wynosi 21,54 PLN, natomiast odchylenie standardowe D =+/12,4389 =3,53

PLN, co zostalo obliczone w tab. 1.10.

Tabela 1.10. Obliczenie wartosci oczekiwanej i wariancji cen akcji spotki Orbis

(x4 x9) P, X, X p, X-EX) | (x-EX)* | X -EX)* - p,
[14,9; 16,4) 0,0431 15,65 0,6749| -5,8908| 34,7019 1,4966
[16,4; 17,9) 0,2170 17,15 3,7212| -4,3908 | 19,2794 4,1833
[17,9; 19,4) 0,0889 18,65 1,6589 |  -2,8908 8,3569 0,7433
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D5 x2) P %, dop, | A-EX) [ G- E0O)2 [ (- EX) - p,
[19,4; 20,9) 0,0606 20,15 1,2220|  -1,3908 1,9344 0,1173
[20,9; 22,4) 0,0836 21,65 1,8090 0,1092 0,0119 0,0010
[22,4; 23,9) 0,2170 23,15 5,0231 1,6092 2,5894 0,5619
[23,9; 25,4) 0,1577 24,65 3,8869 3,1092 9,6669 1,5243
[25,4; 26,9) 0,0782 26,15 2,0441 46092 | 21,2444 1,6606
[26,9; 28,4) 0,0472 27,65 1,3042 6,1092 | 37,3219 1,7605
[28,4;29,9) 0,0067 29,15 0,1964 7,6092 | 57,8994 0,3902

Suma 1 21,5408 12,4389

Zrédto: opracowanie wtasne.

&

W wielu badaniach, w szczeg6lno$ci w procesie wnioskowania statystycznego,
wykorzystuje sie teoretyczne rozklady zmiennej losowej jednowymiarowej. Do
najczesciej stasowanych nalezg rozklady:
« dwupunktowy, ktory jest rozktadem skokowym (rys. 1.9),
« normalny i t-Studenta bedace przykladami rozkladéw ciagtych i symetrycz-
nych (rys. 1.10),

o chi-kwadrat (y?) i Fishera-Snedecora, ktdre sg rozkladami cigglymi i niesy-

metrycznymi (rys. 1.12).

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
03 @
0,2
0,1

Rysunek 1.9. Wykres funkcji prawdopodobienstwa dla rozktadu zero-jedynkowego

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rozktad dwupunktowy charakteryzuje sie tym, Ze zmienna losowa przyjmuje tylko
dwie wartodci, tj. x, i x, z prawdopodobienistwem p i (1 - p), co zapisuje si¢ jako:

p X =X
(I-p) x,=x,

(1.8)

P(szi):{

Szczegolnym przyktadem tego rozkladu jest rozklad zero-jedynkowy, kiedy
zmienna losowa przyjmuje warto$ci 0 lub 1, czyli x, = 1 oraz x, = 0.

Najczgsciej wystepujacym w przyrodzie i najczegsciej wykorzystywanym w ana-
lizach statystycznych jest rozklad normalny, zwany tez rozktadem Gaussa. Jest to
rozktad ciggly i symetryczny w charakterystycznym ksztalcie dzwonu. Polozenie wy-
kresu tego rozktadu zalezy od jego wartosci oczekiwanej E(X) = y, a rozpietosc (sze-
rokos$¢) dzwonu determinowana jest przez odchylenie standardowe D(X) = o, czyli
pierwiastek z wariancji. Na rys. 1.10 pokazano wykresy funkcji gestosci czterech roz-
nych zmiennych losowych o rozkladzie normalnym N(y, 0). Warto zauwazy¢, ze wy-
kresy zmiennych losowych o rozkladzie N(0, 1) i N(3, 1) s3 identyczne w ksztalcie,
podobnie jak N(0, 2) z N(3, 2), ale przesuniete na osi poziomej. Natomiast zmienne
losowe o rozktadzie N(0, 1) i N(0, 2) oraz N(3, 1) i N(3, 2) znajduja si¢ w tych samych
miejscach na osi, ale te drugie s bardziej sptaszczone niz pierwsze wspomniane.

N(0,1) N(3,1)  seeeesues N(0,2) = = =N(3,2)

Rysunek 1.10. Funkcje gestosci rozktadu normalnego N(u, o) dla réznych wartosci i o

Zrédto: opracowanie wtasne.

Funkcja gestosci rozkladu normalnego ma nastepujace wlasnosci:

o okreslonos¢, gdyz ksztalt funkeji gestosci zalezy od warto$ci dwdch para-
metrow: g i o (4 decyduje o przesunieciu krzywej, natomiast parametr o
decyduje o ,,smukiosci” krzywej);
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o symetryczno$¢ wzgledem prostej x = y, co oznacza, ze prawdopodobien-
stwo, iz zmienna losowa o rozkladzie N(y, o) jest mniejsza niz wartos¢
oczekiwana y, jest identyczne jak prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa
o rozkladzie N(y, o) jest wieksza od y i wynosi 0,5;

+ jednomodalnos¢, co oznacza, ze w punkcie x = y krzywa rozkladu osiaga
warto$¢ maksymalna, czyli wartosci zmiennej losowej rowne wartosci ocze-
kiwanej wystepuja najczesciej;

« zmienno$¢, gdyz ramiona funkcji gestosci majg punkty przegieciadlax =y -0
oraz x = y +0. Wlasno$¢ ta wigze si¢ z tzw. regulg trzech sigm, wedtug ktorej
przyjmuje sie, ze prawdopodobienstwo, iz realizacje zmiennej losowej cig-
glej X nie beda sie roznily (in plus, in minus) od warto$ci oczekiwanej wiecej
niz o trzy odchylenia standardowe (rys. 1.11), wynosi w przyblizeniu 1, co
mozna zapisa¢ w postaci relacji:

P{u-3c<X<u+30}=09973~1 (1.9)

Zasada trzech sigm wykorzystywana jest do identyfikacji tzw. obserwacji niety-
powych (odstajacych). Wynika z niej bowiem, ze jesli warto$¢ cechy jest mniejsza
od y - 30 lub wigksza od y + 30, to prawdopodobienstwo, iz obserwacja ta pocho-
dzi z tej samej zbiorowosci co pozostale, jest réwne 0 (oczywiscie przy zatozeniu,
ze rozklad jest normalny).

=50 —-40 -30 -20 -lo 0 lo 20 30 40 S50

Rysunek 1.11. llustracja reguty trzech sigm

Zrédto: opracowanie wtasne.

W procedurze wnioskowania statystycznego najczesciej korzysta sie z rozkladu
normalnego standaryzowanego N(0, 1), czyli takiego, dla ktorego nadzieja mate-
matyczna wynosi 0, a odchylenie standardowe jest rowne 1. Procedura standaryzacji
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polega na takim przeksztalceniu zmiennej losowej X o rozkladzie N(y, o), aby
otrzymac zmienng U o rozktadzie N(0, 1), czyli:
_XTH

u, = (1.10)
o

gdzie:

u, x, — odpowiednio realizacje zmiennych losowych X'i U,

y, 0 — odpowiednio nadzieja matematyczna i odchylenie standardowe zmiennej
losowej X.

Warto doda¢, ze znaczenie rozkladu normalnego zwigzane jest rowniez z fak-
tem, ze dla odpowiednio duzej liczby obserwacji zmienne losowe charakteryzuja-
ce sie roznymi rozktadami prawdopodobienstwa zaczynaja mie¢ rozktad zbiezny
do rozktadu normalnego, zgodnie z tzw. centralnym twierdzeniem granicznym.

Innym czesto uzywanym w badaniach rozktadem jest rozktad t-Studenta. Uznaje
si¢ go za przyklad rozkladu ciaglego i symetrycznego, w ksztalcie zblizonym do roz-
ktadu N(0, 1). Okresla sie go jako szybko zbiezny do rozkladu normalnego, poniewaz
przyjmuje si¢, Ze wystarczajaca jest liczebnos¢ 30 obserwacji, aby rozklad t-Studenta
byl zblizony do rozktadu Gaussa. W przypadku rozktadu t-Studenta waznym jego pa-
rametrem jest tzw. liczba stopni swobody, ktéra definiuje si¢ jako liczbe niezaleznych
wynikow obserwacji pomniejszong o liczbe zwigzkow, ktore tacza te wyniki ze soba.

Kolejnym czesto stosowanym w badaniach rozkladem jest rozklad chi-kwa-
drat (y*). To rozklad ciagly i niesymetryczny, a jego podstawowym parametrem
jest liczba stopni swobody, oznaczona na rys. 1.12 przez k. Rozktad ten jest wol-
nobiezny do rozkladu normalnego (przyjmuje sie, ze minimalna liczba stopni
swobody wynosi 60). Podobny w ksztalcie jest tzw. rozklad Fishera-Snedecora,
ktory opisuje sie za pomoca dwdch wartosci stopni swobody.

M

f(x)

......... k=20

W

Rysunek 1.12. Wykres funkgji gestosci rozktadu chi-kwadrat

Zrédto: opracowanie wtasne.



Rozdziat 2
Analiza struktury danych

Jednostki statystyczne, ktore podlegaja badaniu, opisane sg za pomoca jednej lub
kilku cech charakteryzujacych zbiorowos¢ statystyczna. Analizy mozna zatem
prowadzi¢ dla kazdej cechy osobno lub badajac, czy wystepuja zaleznosci miedzy
nimi.

Parametrami opisowymi badanej zbiorowosci nazywa si¢ charakterystyki licz-
bowe umozliwiajace sumaryczny i skrécony opis zebranych danych. Parametry
opisowe pozwalaja na okreslenie:

« przecigtnej warto$ci analizowanej cechy statystycznej, przez wyznaczenie

pojedynczej wartosci bedacej miara przecigtng (miarg polozenia),

« zmiennosci warto$ci cechy w obserwowanej zbiorowosci za pomocg tzw.

miar zmiennosci (dyspersji, rozproszenia),

 w jakim stopniu badany szereg odbiega od idealnej symetrii, do czego wy-

korzystuje si¢ miary asymetrii.
Analiza parametréw opisowych pozwala wykry¢ réznice miedzy zbiorowoscia-
mi, ktére sprowadzaja si¢ do trzech przypadkow:
1) rozklady danych mogg sie r6zni¢ potozeniem, tzn. wartoscig cechy, w pobli-
zu ktdrej skupiajg si¢ obserwacje,

2) obserwacje moga si¢ skupia¢ wokot tej samej wartosci, lecz r6zni¢ obszarem
zmiennosci,

3) rozklady obserwacji moga wreszcie roznic si¢ jednoczesnie co do obu tych
charakterystyk liczbowych.

W opisie wlasciwosci réznych zbioréw danych, istotnym pojeciem jest ich jed-
norodno$¢ (homogeniczno$¢) i jej przeciwienstwo, heterogenicznosé¢. Pojecia te
dotycza czgsto przyjmowanego zalozenia, ze wlasciwosci statystyczne dowolnej
czesdci calego zbioru danych sg identyczne jak kazdej innej czedci.
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2.1. Wskazniki struktury

Jak pokazano w poprzednim rozdziale, liczebnosci przedziatéw klasowych moga
by¢ wyrazone w liczbach bezwzglednych (absolutnych) lub w liczbach wzgled-
nych. W tym drugim przypadku moéwi si¢ o liczebnosci (czestosci) wzglednej,
inaczej nazywanej wskaznikiem struktury w, ktéry definiuje si¢ jako stosunek
liczebnosci czesci zbiorowosci (w jakis§ sposob wyroézniajacej si¢) do liczebnosci
calej zbiorowosci, czyli:

w =—L (2.1)

gdzie:

n, - liczba jednostek statystycznych charakteryzujaca sig i-tym wariantem danej
cechy (i=1,2,..., k),

n - liczba wszystkich jednostek statystycznych objetych badaniem, n = ZI,; n.

Wskaznik struktury informuje, jaki jest udzial jednostek statystycznych posiada-
jacych i-ty wariant cechy w calej badanej zbiorowosci. Wskazniki struktury sg czesto
wyrazane w procentach po przemnozeniu w, przez 100 (jak to pokazano na rys. 1.1).

Wskazniki struktury nie zmieniajg proporcji pomiedzy liczbami absolutnymi.
Whioski formulowane przy ich uzyciu mozna wyciggna¢ na podstawie liczb abso-
lutnych, jednak znacznie tatwiej poznaje si¢ strukture zjawisk, jesli jest ona przed-
stawiona za pomocg liczb wzglednych. Stanowig one jedna z form opisu rozkladu
danej cechy, ulatwiaja réwniez poréwnywanie struktury zbiorowosci. W przy-
padku analizy cech jakosciowych wskazniki struktury s3 jednym z podstawowych
sposobow analizy struktury badanej zbiorowosci.

Czestosci wzgledne mozna kumulowa¢, uzyskujac w ten sposob udzial jedno-
stek statystycznych, charakteryzujacych si¢ wariantem cechy siggajacym pozio-
mu gornej granicy wybranego przedziatu, dla ktérego wyznaczono skumulowany
wskaznik struktury. Podawane w szeregach statystycznych liczebnosci wzgledne,
tzw. wskazniki struktury w, odpowiadaja prawdopodobienstwu pojawienia sig
okreslonego wariantu cechy w badanej zbiorowosci (czyli p,). Natomiast skumu-
lowane wskazniki struktury, opisujace czestos¢ wzgledna dla wszystkich warian-
tow cechy mniejszych od gérnej granicy wybranego przedziatu, czyli {x: X < x},
nazywane s3 dystrybuantg empiryczna.

Przyktad 2.1

Na danych z przyktadu 1.1 i zwigkszonej do 120 liczbie przedsiebiorstw poka-
zane zostanie jakie informacje mozna uzyska¢ z analizy rozkladu tych danych.
W tab. 2.1 przedstawiono strukture badanych firm wedlug wielkosci miejscowo-
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$ci w liczebnosciach bezwzglednych (tj. w liczbie firm dzialajacych w danej kla-
sie miejscowosci — kolumna (3)) oraz liczebnos$ciach wzglednych obliczonych na
podstawie wzoru (2.1) jako ulamki calego 120-elementowego zbioru - kolum-
na (5), i udzialy procentowe — kolumna (7). Liczebnos$ci skumulowane przedsta-
wiono w kolumnach: (4), (6) oraz (8). Informuja one, ile (lub jaka cze$¢) przed-
siebiorstw funkcjonuje w miejscowosciach, w ktérych liczba mieszkancéw nie
przekracza gornej granicy przedziatu. Tak wiec polowa firm zlokalizowana jest
w miejscowosciach matych i srednich (tj. do 50 tys. mieszkancow).

Tabela 2.1. Struktura zbioru przedsiebiorstw wedtug wielkosci miejscowosci

Liczba Liczebnosci Liczebnosci wzgledne
Klasa miejscowosci mieszkaricow | bezwzgledne

W tys. n, n, w, w,, w, w,,

(1) (2) (B) | ) (5) (6) () (8)
Miejscowo$¢ mata 3-20 29 29 | 0,2417 | 0,2417 | 24% 24%
Miejscowos¢ Srednia 20-50 31 60 | 0,2583 | 0,5000 | 26% 50%
Miejscowos¢ duza 50-100 34 94 10,2833 |0,7833 | 28% | 78%
Miasto powyzej 100 tys. 100 i wigcej 26 120 | 0,2167 | 1,0000 | 22% | 100%
Suma 120 1,0000 100%

Zrédto: opracowanie wtasne.

40
35
30
25
20
15
10

Miejscowosc mata  Miejscowosé  Miejscowosc duza Miasto powyiej
srednia 100 tys.

Rysunek 2.1. Struktura zbioru przedsiebiorstw wedtug wielkos$ci miejscowosci
(w liczebnos$ciach bezwzglednych)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W celu pokazania, ze rozklad empiryczny pozostaje bez zmian niezaleznie od
tego, czy zastosuje sie liczebnosci bezwzgledne i wzgledne, dane z tab. 2.1 przed-
stawiono na rys. 2.1 i 2.2. Pierwszy z nich pokazuje rozklad wyznaczony wedtug
liczby przedsigbiorstw, a na drugim przedstawiono strukture procentowa firm.
Jak wida¢, oba wykresy sg identyczne, co oznacza, ze struktura danych nie zalezy
od tego, czy do jej opisu uzyje sie liczebnosci bezwzglednych czy wzglednych.

30%

25%
20%
15%
10%
5%
0%

Miejscowosc mata  Miejscowose srednia Miejscowosc duza  Miasto powyzej 100
tys.

*

Rysunek 2.2, Struktura zbioru przedsiebiorstw wedtug wielko$ci miejscowosci
(w liczebnosciach bezwzglednych, tj. w procentach)

Zrédto: opracowanie wiasne.

2.2. Miary potozenia

Miary $rednie (zwane tez miarami przecigtnymi albo potozenia) stuzg do okresla-
nia warto$ci zmiennej, wokot ktorej skupia si¢ wigkszos¢ wartosci. Sg one najbar-
dziej rozpowszechnionymi miarami statystycznymi uzywanymi w praktyce, po-
niewaz za pomoca jednej liczby podajg one charakterystyke poziomu zmiennej,
czyli centralng tendencje (stad tez czgsto nazywane sg rowniez miarami tendencji
centralnej). Istnieje kilka réznych typéw miar $rednich. Ich stosowanie nie jest
jednak dowolne, zalezy bowiem od celu badania oraz posiadanych danych staty-
stycznych. Wyro6znia si¢ dwa podstawowe rodzaje miar $rednich:

« miary klasyczne, do ktérych zalicza si¢: srednig arytmetyczng, harmonicz-

na, chronologiczng i geometryczna,
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« miary pozycyjne, do ktérych zalicza si¢: dominante i kwartyle, przy czym
szczegllna role odgrywa mediana, czyli kwartyl drugi, bedaca wartoscia
srodkowa szeregu. Oprécz kwartylow wyrdznia si¢ rdwniez decyle, per-
centyle itp., zwane ogolnie kwantylami. Kwartyle oznaczaja wartos$ci cechy
bedace punktami podzialu uporzadkowanego szeregu obserwacji na cztery
réwnoliczne czeéci, decyle — przy podziale na dziesig¢ czedci, a percentyle
- przy podziale na sto cze$ci.

Miary klasyczne sg obliczane jako wypadkowe wartosci wszystkich wariantéw
cechy wystepujacych w badanych jednostkach zbiorowosci, podczas gdy miary
pozycyjne wskazujg na okreslona pozycje jednostek statystycznych w szeregu.
Wszystkie miary przecietne sa mianowane i wyrazane w takich samych jednost-
kach pomiarowych jak cechy, na podstawie ktérych sa wyznaczane.

Srednia arytmetyczna wyraza warto$¢ cechy, ktéra posiadataby kazda jednost-
ka zbiorowosci, gdyby podzial sumy wartosci byl réownomierny, tzn. u kazdej
jednostki zbiorowoéci wystepowataby ta sama wartoé¢ cechy. Srednig arytme-
tyczng definiuje sie jako sume wartosci cechy mierzalnej podzielong przez liczbe
jednostek skonczonej zbiorowosci statystycznej. Warto$¢ sredniej arytmetycznej
wyznacza si¢ na podstawie wzoréw uwzgledniajacych sposéb prezentacji danych
w szeregu statystycznym. W przypadku szeregu szczegélowego (prostego) korzy-
sta sie z relacji:

X== X (2.2)
[ l

Dla szeregu rozdzielczego zawierajacego k przedzialéow klasowych, w ktorych
zmienna reprezentujaca badang ceche statystyczna jest skokowa, a przedzialy kla-
sowe jednojednostkowe (punktowe), stosuje si¢ wzdr na tzw. srednig wazona:

1 k
X= _inni (2.3)

Omawiajac wzory wykorzystywane do wyznaczenia $redniej arytmetycznej
warto pamigtac, ze dotyczg one zaréwno liczebnosci bezwzglednych n,, jak i li-
czebnos$ci wzglednych w,. Wtedy

n
X= in W, (2.3a)
i=1

a dla sprawdzenia poprawnosci tego wzoru wystarczy podstaw1c (2.1) do (2. 3a) co

n,
prowadzi do tozsamos$ciowego przeksztalcenia x = Zx W, Zx RUEY Zx n,
i wzoru (2.3). i1 n
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Natomiast w przypadku szeregu rozdzielczego o k przedzialach klasowych wie-
lojednostkowych $rednig arytmetyczna wyznacza si¢ wedtug wzoru:

k

X = 12;&,@ (2.4)

nig

gdzie:
x;j — i-ty wariant badanej cechy (warto$¢ zmienne;j),
n, - liczba obserwacji w i-tym przedziale klasokwym (tzw. wagi),
n - liczba jednostek objetych badaniem, n= Zﬂ,- ,
i=1
k - liczba przedzialéw klasowych,
%, - $rodek i-tego przedzialu klasowego wielojednostkowego.

Podobne przeksztalcenia liczebnosci bezwzglednych na wskazniki struktury
mozna przeprowadzi¢ dla szeregu rozdzielczego z przedzialami klasowymi, wtedy
wzor (2.4) jest rownowazny zapisowi:

n
xX= chi W, (2.4a)
i=1

Warto odnotowac, ze wskaznik struktury w, opisuje czestotliwo$¢, tzn. prawdo-
podobienstwo wystapienia i-tego wariantu cechy, ktére w przypadku zmiennych
losowych oznacza si¢ przez p.. Zatem wzor (2.3a) jest rownowazny wzorowi (1.3)
opisujacemu warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej skokowe;j.

Zwrdci¢ nalezy uwage na kilka podstawowych wlasnosci $redniej arytme-
tyczne;j.

1) Jest ona wypadkowa wszystkich wartosci badanej cechy, w zwigzku z czym
nie moze by¢ nizsza od najmniejszej warto$ci zaobserwowanej w badaniu
ani wyzsza od wartoéci najwickszej, czylix >x2>x , gdzie:x ,x to
odpowiednio najmniejsza i najwicksza warto$¢ szeregu.

2) Warto$¢ $redniej zalezy nie od liczebnosci klas, lecz od ich wzajemnej propor-
cji, co oznacza, Ze mozna j3 rowniez wyznaczy¢ z szeregow, gdzie liczebnosci
bezwzgledne zastapiono wzglednymi, a otrzymane wyniki beda jednakowe'.

3) Suma odchylen warto$ci badanej cechy od $redniej arytmetycznej jest row-
na 0, czyli: X (x, - x) = 0.

4) Suma kwadratéw odchylen poszczegdlnych wartosci zmiennych badanej
cechy od $redniej arytmetycznej rozkladu jest najmniejsza. Oznacza to, ze
suma kwadratéw odchylen poszczegdlnych wartosci zmiennej rozkltadu od
wartosci roznej od $redniej bedzie zawsze wigksza.

1 Poréwnajwzory (2.3)i(2.4) z (2.3a) i (2.4a).
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Srednia arytmetyczna jest wprawdzie najprostszg z miar $rednich, jednak nie
zawsze jest ona dobrym miernikiem tendencji centralnej. Chodzi tu o sytuacje,
kiedy najwieksze liczebnosci skupiaja si¢ wokdt najnizszych lub najwyzszych war-
tosci cechy. Niekiedy $rednia arytmetyczna wprowadza po prostu w btad. Dzieje
sie tak wowczas, gdy wyznacza si¢ $rednig ze zbioréw niejednorodnych?, poniewaz
$rednia arytmetyczna zaciera réznice indywidualne. Innym przypadkiem, kie-
dy $rednia arytmetyczna nie powinna by¢ stosowana, jest wystepowanie zbio-
rowosci z jednostkami odstajacymi, poniewaz $rednia zawiera¢ bedzie wartosci
nietypowe, a tym samym nie bedzie poprawnie opisywac potozenia. W tej sytuacji
mozna policzy¢ $rednig arytmetyczng, odrzucajac jednostki odstajace pod wa-
runkiem, Ze stanowia one co najwyzej 3% liczebnosci calej zbiorowosci.

Stosujac wzor (2.4), mozna obliczy¢ $rednig arytmetyczng dla zamknigtych
przedzialéw klasowych, poniewaz tylko wtedy daje si¢ wyznaczy¢ srodki
tych przedziatéw. W przypadku gdy przedziaty klasowe (pierwszy lub ostatni)
s otwarte, a ich liczebnosci sg stosunkowo mate’, mozna dokona¢ umownego
ich zamkniecia i ustali¢ wartosci $srodkow przedziatéw. Nie mozna jednak tak
postapi¢ w przypadku, gdy udzial liczebnosci otwartych przedzialéw w ogdlnej
sumie liczebnosci jest znaczny. Innymi stowy, w tej sytuacji nie da si¢ wyznaczy¢
sredniej arytmetyczne;j.

Kiedy nie mozna lub nie nalezy stosowa¢ miar klasycznych, zaleca si¢ korzysta-
nie z tzw. miar pozycyjnych. Miarg, ktdra rozdziela calg populacje na dwie réwne
czesci, jest mediana, tzn. drugi kwartyl, a takze piaty decyl i pig¢dziesiaty percen-
tyl. Podzialu dokonuje si¢ tak, ze w jednej grupie znajduja si¢ jednostki o warto-
$ciach nizszych (lub réwnych) od mediany, a w drugiej o wartosciach wyzszych,
a kazda czgs$¢ zawiera 50% zbiorowo$ci. Wynika z tego, ze dla znalezienia mediany
trzeba najpierw uporzadkowac zbiorowos¢ wedlug wielkosci jej elementdw, tzn.
od ich wartosci najmniejszej do najwigkszej (lub odwrotnie).

W celu wyznaczenia kwantylu oblicza si¢ jego tzw. numer, ktéry dla mediany

wynosi N, =g. W przypadku gdy numer mediany jest liczbg niecalkowita,
zaokragla sie go w gore do pierwszej liczby catkowitej. Nastepnie w uporzadko-

wanym szeregu szczegélowym znajduje si¢ jednostke o numerze mediany i jej
wartos¢ jest mediang. Innymi stowy:

Me=x, dla i=N,, gdzie N,, =g (2.5)
Jesli liczebno$¢ szeregu jest liczba parzysta, istnieja dwie liczby ,,srodkowe”.

W takiej sytuacji za mediang mozna przyja¢ dowolng z liczb (byle zawsze poste-
powa¢ wedlug tego samego schematu) lub $rednig arytmetyczng z obu wartosci.

2 Zbiory niejednorodne maja rozktady z kilkoma o$rodkami dominujacymi.
3 Przyjmuje sie, ze nie przekraczaja 3 do 5% liczebnosci catej zbiorowosci.



58 Analiza struktury danych

W podobny sposéb jak mediang (bedaca kwartylem drugim), wyznacza si¢
warto$ci pozostatych kwantylow* (wartosci ¢wiartkowych). Kwartyl pierwszy
(Q,) jest wartoscig, ktdra dzieli szereg w taki sposob, ze 1/4 jednostek ma od nie-
go wartoséci mniejsze lub réwne, a 3/4 zbiorowosci — wigksze lub réwne. Kwartyl
trzeci (Q,) to taka warto$¢, od ktorej 3/4 jednostek zbiorowosci ma wartosci nie
wieksze od Q,, a 1/4 nie mniejsze. Numery odpowiadajgce kwartylom znajduje

n n
sie wedlug wzoréw: N, = " i No;= R Z przedstawionych wzoréw wynika, ze

numery kwartyléw N, mogg by¢ liczbami catkowitymi badz mie¢ cz¢$¢ utamko-
wa. W tym drugim przypadku numer kwartylu zaokragla si¢ w gére do najblizszej
liczby catkowitej.

W przypadku liczebnie duzej zbiorowosci, ujetej w szereg rozdzielczy, przy po-
szukiwaniu mediany wykorzystuje si¢ szereg skumulowanych liczebnosci, a war-
to$¢ mediany wyznacza si¢ na podstawie wzoru:

h
Me=Q,=x,+ n_O(NMe _nsk—l) (2.6)

0

gdzie:

x, - dolna granica przedzialu mediany,

h, - rozpietos$¢ przedziatu mediany,

n, - liczebno$¢ przedziatu mediany,

N,, — numer mediany,

n, , — liczebno$¢ skumulowana przedziatu klasowego poprzedzajacego przedziat

mediany.

W podobny sposéb jak we wzorze (2.6) wyznacza si¢ wartosci pozostalych
kwartylow dla szeregow rozdzielczych, czyli:

h

Q =x, +_0(NQl -1y ) 2.7)
nO
h,

Q =x,+ _(NQ3 - nsk—l) (2.8)
nO

gdzie oznaczenia jak poprzednio.

Najpopularniejszg wsrod miar przecietnych pozycyjnych jest dominanta, zwa-
na niekiedy warto$cig dominujacg, modalng lub moda. Dominanta to wartos¢ ce-
chy, ktérej odpowiada najwicksza liczba obserwacji. Innymi stowy jest to wartos¢

4 Kwartyle nie sa jednak miarami tendencji centralnej, bo nie wyrazaja wartosci przecietnej zjawi-
ska. Zostaty tu zamieszczone ze wzgledu na podobienstwo rachunkowe w stosunku do mediany.



2.3. Miary zréznicowania 59

najczesciej wystepujaca w szeregu. Mozna jg stosowac zaréwno do cech niemie-
rzalnych, jak i mierzalnych. W przypadku indywidualnych informacji, tj. szeregu
prostego, fatwo mozna wyznaczy¢ dominante przez zliczenie jednostek o danej
wartosci cechy. Wariant cechy, ktéry ma najwigksza czestotliwos$é, jest dominan-
ta. W przypadku szeregu z punktowymi przedzialami klasowymi mozna atwo
dostrzec, w ktérym z nich pojawia si¢ najwieksza liczebnos¢. W celu wyznaczenia
przyblizonej wartosci dominanty na podstawie szeregu rozdzielczego z przedzia-
tami klasowymi wielojednostkowymi korzysta si¢ z nastepujacego wzoru:

n,—n,

(”0 _n—l) +(no _”H)

Do=x,+ ‘hy (2.9)
gdzie:

x, — dolna granica przedzialu dominanty,

n, - liczebnos¢ przedziatu dominanty,

n_, - liczebnos¢ przedziatu poprzedzajacego przedzial dominanty,

n,, - liczebno$¢ przedziatu nastepujacego po przedziale dominanty,

h, - rozpietos¢ przedziatu dominanty.

Warto zauwazy¢, ze dla cech cigglych dominanta powinna by¢ wyznaczana
z danych pogrupowanych. Nalezy podkredli¢, ze dominant¢ mozna wyznaczy¢
tylko wtedy, gdy sa spetnione ponizsze warunki:

1) rozkltad musi by¢ jednomodalny, tzn. mie¢ jeden, wyraznie zaznaczony
os$rodek dominujacy (wyrazne skupienie najwigkszej czesci jednostek wokot
jednej wartosci),

2) jezeli wartosci cechy sg podane w przedziatach klasowych, to przynajmniej
przedzial dominanty i dwa z nim bezposrednio sasiadujace przedziaty mu-
szg by¢ jednakowej rozpietosci,

3) szereg nie moze by¢ skrajnie asymetryczny ze skrajnym przedzialem domi-
nujacym (ostatnim lub pierwszym).

Niespelnienie warunku (1) oznacza, ze szereg nie posiada wartosci dominuja-

cej i jest np. bimodalny. Natomiast warunki (2) i (3) uniemozliwiaja wyznaczenie
mody ze wzoru (2.9).

2.3. Miary zroznicowania

Miary $rednie okreslaja przecietny poziom zjawiska, nie informujg jednak
o zréznicowaniu badanej cechy. W tym przypadku niezwykle pomocne oka-
zuja si¢ miary dyspersji, zwane inaczej miarami rozrzutu, zréznicowania lub
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rozproszenia. Nalezg wigc one do charakterystyk opisujacych rozklad cechy,
pozwalajg bowiem mierzy¢ zréznicowanie wartosci zmiennej w ramach ba-
danej zbiorowosci, a zatem informuja, jak duze s3 réznice (odchylenia) mie-
dzy poszczegdlnymi wartosciami jednostek zbiorowosci a miarg przecietna.
Stopien, w jakim poszczegdlne wartosci odbiegaja od wartosci $redniej, czy-
li stopien zmiennosci, decyduje niejednokrotnie o znaczeniu danej miary poto-
zenia jako charakterystyki badanego szeregu. Im mniejszy jest stopient zmienno-
$ci, tym wigksze jest znaczenie danej miary. Praktycznie wszystkie zbiorowosci
statystyczne charakteryzuje wigksza lub mniejsza zmiennos¢, czyli wartosci jed-
nostek rdznig si¢ od siebie w wigkszym lub mniejszym stopniu. Bywa czesto tak,
ze $rednie arytmetyczne dwoch szeregéw sg jednakowe, a mimo to szeregi roz-
nig si¢ bardzo miedzy sobg stopniem zmiennosci i skupieniem poszczegoélnych
warto$ci wokol $redniej arytmetycznej (poréwnaj rys. 1.10). Wnioskowanie
o badanych zbiorowosciach wylacznie na podstawie ich miar $rednich jest wiec
niewystarczajace i jednostronne, a niekiedy moze nawet prowadzi¢ do falszywej
oceny badanego zjawiska.

Miary dyspersji dzieli si¢ na dwie podstawowe grupy:

 bezwzgledne (absolutne) miary zmiennosci, ktére s3 wielko§ciami miano-

wanymi (podobnie jak miary $rednie),
« wzgledne (relatywne) miary zmiennosci, ktére sg wielko$ciami niemiano-
wanymi lub moga by¢ wyrazone w procentach.

Jednoczes$nie, z uwagi na fakt, ze miary rozrzutu okreslaja odchylenia od sred-
nich, wyrdznia sie wsrdd nich:

« miary klasyczne, takie jak odchylenie przecigtne i standardowe,

 miary pozycyjne, do ktorych naleza rozstep i odchylenie ¢wiartkowe.

Najprostsza miara rozproszenia jest rozstep, nazywany inaczej obszarem
zmiennosci, ktory jest wyznaczany jako réznica miedzy najwyzsza i najnizsza
wartoscig cechy w badanej zbiorowosci statystycznej, czyli:

R=x -x_ (2.10)

gdzie:
x ,x —toodpowiednio najmniejsza i najwieksza wartos¢ szeregu.
min max

Miara ta uzywana jest tylko przy wstepnej analizie danych, poniewaz opierajac
sie na dwodch skrajnych wartosciach, trudno jest okredli¢ rzeczywista dyspersje
wystepujaca w badanej zbiorowosci.

Najbardziej popularnym miernikiem dyspersji jest odchylenie standardowe,

wyznaczane jako pierwiastek kwadratowy z wariancji §* = 1 Z (x,—-x )2 , bedacej
n

i=1
srednig arytmetyczng kwadratéw odchylen poszczegolnych wartosci zbiorowosci
statystycznej od ich $redniej arytmetyczne;.
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Odchylenie standardowe S (a takze wariancja), podobnie jak §rednia arytmetycz-
na, obliczane jest wedlug wzoréw uwzgledniajacych konstrukcje szeregu statystycz-
nego. W przypadku szeregu prostego odchylenie standardowe wyznacza si¢ jako:

S= /lZ(xi -x) (2.11)
ne3

W przypadku szeregu rozdzielczego o punktowej prezentacji wariantéw danej
cechy w szeregu odchylenie standardowe jest postaci:

1 k
;Z(x,- -x)’n (2.12)
i=1

a dla szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi wielojednostkowymi postaci:

/1 Lo
S= —Z(xi—x)z-ni (2.13)
nig

gdzie wszystkie oznaczenia jak poprzednio.

Réwnowaznym, cho¢ rzadziej stosowanym miernikiem dyspersji jest odchy-
lenie przecietne d, ktére — podobnie jak odchylenie standardowe — okresla, o ile
wartosci wszystkich jednostek badanej zbiorowosci $rednio réznia sie od wartosci
sredniej arytmetycznej. Wyznacza si¢ je jako srednia arytmetyczng bezwzglednych
wartos$ci (moduléw) odchylen poszczegdlnych wartosci zbiorowosci statystycznej
od $redniej. Dla szeregu prostego warto$¢ tego odchylenia wyznacza si¢ jako:

d= Zj:l X%

’ (2.14)
n

Dla szeregéw rozdzielczych stosuje sie wzory na odchylenie przecigtne wazone,
ktére w przypadku przedzialéw klasowych jednojednostkowych wyraza relacja:

k _
DI i
izl T (2.15)
n
a dla przedzialéw wielojednostkowych wzor:
k. =
S |5, -]
d=%=i=' 1 ! (2.16)
n

gdzie wszystkie oznaczenia jak poprzednio.
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Mozna wyr6znic kilka wlasnosci odchylenia przecigtnego i standardowego:

1) jako miary klasyczne s3 one wielko$ciami obliczanymi na podstawie wszyst-
kich obserwacji i mozna je poddawac przeksztalceniom algebraicznym,

2) ich warto$¢ nie ulega zmianie, jesli liczebnosci szeregu zostang wyrazone
w liczbach wzglednych (procentach)?,

3) dodanie lub odjecie od wszystkich wartosci zmiennej w szeregu jakiejkol-
wiek (tej samej) liczby nie zmienia ich wartosci,

4) jesli wszystkie wartosci szeregu zostang pomnozone lub podzielone przez
jakakolwiek (te sama) liczbe a > 0, to odchylenia przecietne i standardowe
beda réwniez tylokrotnie wieksze lub mniejsze,

5) oba odchylenia przedstawiaja zroznicowanie cechy w stosunku do $redniej
arytmetycznej i s3 wyrazone w takich samych jednostkach pomiarowych jak
cecha,

6) miedzy odchyleniem przecietnym i standardowym zachodzi relacja:

d<s$§ (2.17)

Niekiedy w analizach statystycznych chodzi o wydzielenie z badanej zbiorowo-
$ci takiego podzbioru, ktéry sklada si¢ z najbardziej typowych jednostek. Przyj-
muje sie, ze typowy przedzial zmiennosci to przedziat o dtugosci dwoch odchylen
standardowych, czyli: [x - S, x+ S]. Zupelnie inng kwestig jest identyfikacja takich
obserwacji, ktore sa nietypowe (inaczej odstajace), za ktore przyjmuje sie¢ obser-
wacje nienalezace do przedziatu réznigcego sie od sredniej o trzy odchylenia stan-
dardowe®, tj. [x - 3 - S, x + 3 - S]. Wystepowanie obserwacji odstajacych powoduje,
ze zastosowanie klasycznych miar opisowych nie oddaje poprawnie charakteru
zbiorowosci. Zaleca si¢ wtedy:

« korzystanie wyltacznie z miar pozycyjnych,
« usunigcie lub kalibracje obserwacji nietypowych przed zastosowaniem miar
klasycznych.

Pozycyjng, bezwzgledna miarg dyspersji jest odchylenie ¢wiartkowe Q, bedace
polowa réznicy miedzy kwartylem trzecim a kwartylem pierwszym, czyli:

Q= -Q (2.18)
2

Ze wzgledu na to, ze kwartyl pierwszy oddziela czwartg czes$¢ jednostek o war-
tosciach najnizszych, a kwartyl trzeci - czwartg czg$¢ jednostek o wartosciach
najwyzszych, odchylenie ¢wiartkowe mierzy rozpigtos¢ potowy najbardziej typo-
wych jednostek zbiorowosci. Miare te stosuje sie¢ wowczas, gdy do opisu tenden-

5 Warto zauwazy¢, ze wyrazenie pod pierwiastkiem wzoru (2.12) jest wariancja, ktéra mozna
. . L . 1 - _
zapisaé w podobny sposéb jak wariancje (1.6), jako: S = ;Z;(X, -X)-n = Zl_kzl(x,. -X)-w,

6 Wywodzi sie to z reguty trzech sigm, ktdra zostata zilustrowana na rys. 1.11.
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cji centralnej zastosowano mediane, szczegdlnie jezeli rozklad cechy jest skraj-
nie asymetryczny lub wystepuja obserwacje nietypowe. Interpretacja odchylenia
¢wiartkowego, wyrazanego w identycznych jednostkach jak mediana, jest podob-
na do wcze$niej omawianych miar, tzn. informuje, o ile wartosci cechy przecigtnie
réznig si¢ od mediany. Czasami, zwlaszcza w literaturze anglosaskiej, korzysta sie
z tzw. odchylenia miedzykwartylowego, zwanego tez rozstepem ¢wiartkowym be-
dacym licznikiem wzoru (2.18).

Wprawdzie odchylenia ¢wiartkowe, standardowe i przecigtne, sg czulymi
miarami rozproszenia wartosci zmiennej, ale nie moga by¢ one uzywane do po-
réwnan zmiennosci poszczegolnych cech, obiektow, zbiorowosci lub obserwacji
poczynionych w réznych momentach pomiarowych, gdyz ich wartos$ci uzaleznio-
ne s3 m.in. od absolutnych wielkosci obserwacji. W tym przypadku stosuje si¢
wzgledne miary rozrzutu, tzw. wspdlczynniki zmiennosci. Definiuje si¢ je jako
stosunek wartos$ci bezwzglednej miary dyspersji do sredniej wyznaczonej dla ba-
danej zbiorowosci i wykorzystuje do poréwnywania dwu lub kilku zbiorowosci.
Wspotczynniki zmienno$ci wyraza si¢ wzorami:

V= S (2.19)

kiedy miernik oparty jest na odchyleniu standardowym, a dla odchylenia prze-
cietnego jest on postaci:

(2.20)

Wspolezynnik zmiennosci oblicza si¢ rowniez dla odchylenia ¢wiartkowego jako:

1
v :E(Q3_Q1) Q

=— (2.21)
Q Me Me

Wspdlczynniki zmiennosci charakteryzujg stosunek nasilenia przyczyn ubocz-
nych do przyczyn gléwnych. Jako liczby niemianowane (lub wyrazone w procen-
tach) ufatwiajg poréwnywanie zmiennosci w zbiorowosciach, w ktérych wielkosci
cech s3 wyrazone w réznych jednostkach. Pozwalaja rowniez lepiej oceni¢ dys-
persje wystepujaca w réznych obiektach lub zjawiskach, nawet jesli dotyczy to
tej samej cechy. Zmienno$¢ jest jedng z wlasnosci wszystkich szeregéw, ktora jest
$cisle zwigzana z rodzajem zjawiska, jakie opisuja. Przykladowo finansowe szeregi
czasowe odzwierciedlajace dzienne notowania stop procentowych (np. WIBOR)
charakteryzuja si¢ niewielka zmiennoscig, a ceny akcji charakteryzuje zazwyczaj
wysoka zmiennos¢.

Warto zauwazy¢, ze wspotczynniki zmiennosci mozna wykorzysta¢ do wyboru
adekwatnej miary polozenia analizowanego zjawiska. W szczegdlnosci znaczna
réznica ich wartosci wyznaczonych dla klasycznych i pozycyjnych miar potozenia
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oznacza zazwyczaj, ze lepiej (bardziej poprawnie) strukture zbiorowosci opisuja
miary pozycyjne. Wzgledne miary zmiennosci wykorzystywane s3 rowniez przy
wyborze cech reprezentujacych rozpatrywane zbiorowosci lub zjawiska, pozwala-
ja bowiem ustali¢ atrybuty réznicujgce badang zbiorowos¢.

Przyktad 2.2

Zbadano po 500 agentéw ubezpieczeniowych z 2 towarzystw ubezpieczeniowych
oferujacych podobny zakres i rodzaj ubezpieczen. Jedna z analizowanych infor-
macji jest kwota sktadek wptaconych przez klientow za zawarte polisy w tygodniu,
kiedy prowadzone bylto badanie. Zebrane dla obu towarzystw dane utworzyly dwa
szeregi o tej samej wartosci $redniej arytmetycznej réwnej 7 tys. PLN, ale o znako-
micie réznych wartosciach odchylenia standardowego, ktére w przypadku pierw-
szego towarzystwa ubezpieczeniowego wynosi 1 tys. PLN, a w przypadku drugie-
go jest dwa razy wieksze (tj. wynosi 2 tys. PLN), co jest widoczne na rys. 2.3.

Liczba agentow

0 5 10 15 20
Kwota zebranych sktadek w tygodniu badania [tys. PLN]

towarzystwo ubezpieczeniowe 1 = = = towarzystwo ubezpieczeniowe 2

Rysunek 2.3. Poréwnanie szeregdw wartosci zebranych sktadek

Zrédto: opracowanie wtasne.

Jak wida¢ na rysunku, w obu towarzystwach zebrane w ciagu tygodnia przez
agentow ubezpieczeniowych sktadki najczesciej wynosity 7 tys. PLN, co stanowi
dominante. Przy czym w pierwszym towarzystwie ubezpieczeniowym bylo dwa
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razy wiecej agentow (tj. 40 osob), ktérzy zebrali sktadki tej wysokosci niz w dru-
gim towarzystwie ubezpieczeniowym (20 0sdb), co mozna odczytac z osi opisuja-
cej liczbe agentéw dla 7 tys. PLN wartosci zebranych skladek. Latwo tez zauwazy¢,
ze w drugim towarzystwie ubezpieczeniowym wiecej osdb niz w pierwszym to-
warzystwie ubezpieczeniowym placito skfadki ubezpieczeniowe wyzsze (a takze
nizsze) niz 7 tys. PLN, co jest przyczyna wiekszego rozrzutu wysokosci sktadek
w tym towarzystwie.

W prezentowanym przykladzie nie tylko srednia i dominanta sg rowne, ale
réwniez mediana, ktéra dzieli oba szeregi na dwie takie same czgsci. Dzigki temu
wiadomo, ze polowa agentéw ubezpieczeniowych (tj. 250) zbiera w badanym
tygodniu sktadki o mniejszej wartosci niz warto$¢ srodkowa, a potowa o wigk-
szej wartosci w obu towarzystwach ubezpieczeniowych. Natomiast pozostale
dwa kwartyle w obu szeregach sg rézne. I tak w przypadku pierwszego towa-
rzystwa ubezpieczeniowego 125 agentéw zebralo w danym tygodniu mniej niz
6,22 tys. PLN - kwartyl pierwszy (Q,), a pozostali (tj. 375 agentéw) wiecej
niz Q,, natomiast wartos¢ kwartylu trzeciego (Q,) wynosi 7,58 tys. PLN. Zatem
375 agentdw zebrato w ciggu tygodnia mniej niz wskazana kwota, a 125 wiecej
niz wartos$¢ kwartylu trzeciego. W przypadku drugiego badanego towarzystwa
ubezpieczeniowego warto$¢ kwartylu pierwszego wynosi 5,55 tys. PLN, a trze-
ciego — 8,25 tys. PLN. Oznacza to, ze 125 agentéw zebralo mniejsze sktadki
niz Q, i tyle samo wigksze niz Q,. Zréznicowana zmienno$¢ obu szeregow jest
réwniez widoczna, jesli do jej oceny zastosuje sie odchylenia ¢wiartkowe, ktore
w przypadku pierwszego towarzystwa wynosi 0,68 tys. PLN, a drugiego 1,35
(czyli dwa razy wigcej).

Jak wczesniej wspomniano, poréwnanie zmienno$ci réznych szeregéw powin-
no si¢ przeprowadzié, korzystajac ze wskaznikéw zmiennosci. W prezentowanym
przykladzie §rednia arytmetyczna i mediana obu szeregéw sa identyczne, zatem
wnioski wysnute na podstawie miar bezwzglednych beda identyczne jak w przy-
padku miar wzglednych. Do odmiennych wnioskdéw dochodzi si¢ poréwnujac
wspodtczynniki zmiennosci (2.19) i (2.21) — w przypadku pierwszego towarzystwa

ubezpieczeniowego wynosza one odpowiednio dla miar klasycznych 5= 14,29%

i pozycyjnych 9,65%, a w przypadku drugiego: 2 28,57% oraz 19,31%, odpo-
wiednio dla miar klasycznych i pozycyjnych.

W przypadku obserwacji dotyczacych pierwszego towarzystwa ubezpieczenio-
wego wykres (rys. 2.3) jest smukty, co §wiadczy o malej zmiennosci szeregu. Inny-
mi stowy poszczegolne obserwacje nie odbiegaja znaczaco od wartosci $redniej.
Zupelnie inny charakter ma wykres danych uzyskanych dla drugiego towarzystwa
ubezpieczeniowego - jest splaszczony, co swiadczy o znacznym zréznicowaniu
wartosci szeregu wokot srednie;.

4
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Przyktad 2.3

Analiza sktadek zebranych przez 500 agentéw ubezpieczeniowych w ciagu jed-
nego tygodnia charakteryzuje si¢ r6znymi warto$ciami $redniej arytmetycznej,
wynoszacymi odpowiednio 4 i 7 tys. PLN dla pierwszego i drugiego towarzystwa
ubezpieczeniowego, ale jednakowgq wartoscig (rdwnag 1 tys. PLN) odchylenia stan-
dardowego, co zilustrowano na rys. 2.4.

Liczba agentow

Kwota zebranych sktadek [tys. PLN]

pierwsze towarzystwo ubezpieczeniowe

= = = drugie towarzystwo ubezpieczeniowe

Rysunek 2.4. Poréwnanie szeregdw wartosci zebranych sktadek

Zrédto: opracowanie wtasne.

Oba wykresy na rys. 2.4 maja ten sam ksztalt, ale réznia si¢ potozeniem’.
W przeciwienstwie do wykreséw zamieszczonych na rys. 2.3, ktérych ksztalty sa
zasadniczo rdzne, ale miary polozenia, tj. rednie, mediana i dominanta, s iden-
tyczne. Wracajac do danych z przyktadu 2.3, zauwaza sie rowniez, ze w obu szere-
gach mediana i dominanta sg réwne $rednim warto$ciom tygodniowych sktadek
zebranych przez agentéw obu towarzystw ubezpieczeniowych, co wraz z obliczo-
nymi miarami zmienno$ci przedstawiono w tab. 2.2.

7 Stad miary $rednie nosza nazwe miar potozenia, okreslaja bowiem miejsce wykresu na osi
wsp6trzednych. Jak tatwo odczytaé z rysunku, $rednia warto$¢ zebranych sktadek w przy-
padku agentéw pierwszego towarzystwa ubezpieczeniowego wynosi 4 tys. PLN, a drugiego
7 tys. PLN.



2.4. Miary asymetrii i koncentracji

67

Tabela 2.2. Opis struktury wartosci sktadek zebranych w ciagu tygodnia
w dwdch towarzystwach ubezpieczeniowych

Towarzystwo Towarzystwo
ubezpieczeniowe 1 ubezpieczeniowe 2

Srednia arytmetyczna 4 tys. PLN 7tys. PLN
Dominanta 4 tys. PLN 7tys. PLN
Mediana (kwartyl drugi) 4tys. PLN 7tys. PLN
Kwartyl pierwszy 3,22 tys. PLN 6,22 tys. PLN
Kwartyl trzeci 4,58 tys. PLN 7,58 tys. PLN
Odchylenie standardowe S 1tys. PLN 1tys. PLN
Odchylenie ¢wiartkowe Q 0,68 tys. PLN 0,68 tys. PLN
Wspdtczynnik zmiennosci S 25% 14%
Wspdtczynnik zmiennosci Q 17% 10%

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jak mozna wyczyta¢ z tab. 2.2 zmiana polozenia obu wykreséw skutkuje
przesunigciem kwartylow w obu szeregach. Mozna takze zauwazy¢, ze chociaz
bezwzgledne miary dyspersji s3 identyczne, to miary wzgledne wskazuja na
mniejsze zréznicowanie danych dotyczacych drugiego towarzystwa ubezpiecze-
niowego.

4

W przypadku analizy cech niemierzalnych najczesciej poprzestaje sie na anali-
zie wskaznikow struktury i skumulowanych czestosci wzglednych oraz na wyzna-
czeniu najczesciej wystepujacego wariantu cechy, czyli dominancie, co oczywiscie
nie wyklucza mozliwosci graficznej prezentacji danych statystycznych. Zauwazy¢
nalezy, ze dla cech mierzonych na skali nominalnej nie wyznacza si¢ miar dysper-
sji, bo nie mozna wyznaczy¢ miar potozenia.

2.4. Miary asymetrii i koncentracji

Pomiar asymetrii mozna oprze¢ na spostrzezeniu, Ze w szeregu symetrycznym
(poréwnaj rys. 2.3 i 2.4) $rednia arytmetyczna, dominanta i mediana sg identycz-
ne, tzn. x= Me = Do, natomiast w szeregu asymetrycznym ksztaltujg sie one na
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réznym poziomie. Im wigkszg sko$noscig charakteryzuje sie szereg, tym wigk-
sze s3 réznice migdzy tymi miarami. Pozycja dominanty w szeregu nie jest stala.
Mediana zajmuje stale miejsce w szeregu, a $rednia arytmetyczna pozostaje pod
wplywem wartosci skrajnych. Fakty te zostaly wykorzystane do okreslenia kie-
runku i sity asymetrii, ktérg mozna mierzy¢ np. jako réznice pomiedzy srednig
arytmetyczng a warto$cig modalng. Jest to najprostsza miara asymetrii nazywana
wskaznikiem asymetrii:

M_=x- Do (2.21)

Wskaznik asymetrii (2.21), zwany rowniez miernikiem skosnosci, dla szere-
gu symetrycznego jest rowny 0. W szeregach asymetrycznych miernik skosnosci
moze by¢ wigkszy lub mniejszy od 0, mowi si¢ wowczas o asymetrii prawostron-
nej (dodatniej) lub lewostronnej (ujemnej). W szeregu o sko$nosci prawostronnej
wartosci skrajne polozone s3 z prawej strony $redniej. Powoduje to przesuniecie
sredniej arytmetycznej w kierunku prawym w stosunku do dominanty i media-
ny. Innymi stowy, rozklad prawostronnie skosny to rozklad, ktérego prawy ogon
jest dluzszy, co oznacza, ze w szeregu wystepuje duzo obserwacji, ktdre przyjmuja
warto$ci mniejsze od Sredniej. W szeregu o skosnosci lewostronnej sytuacja jest
odwrotna.

Inna miara sko$nosci zostata skonstruowana dzieki spostrzezeniu, iz w sze-
regu symetrycznym rdznica pomiedzy kwartylem trzecim a mediang jest
taka sama jak roznica pomiedzy mediang a kwartylem pierwszym. W szeregu
asymetrycznym obie réznice bedg mialy inng wartos¢. Wspdtczynnik skosnosci
okresla zaréwno kierunek, jak i site asymetrii, a wyznacza si¢ go na podstawie
relacji:

A = (Q3 _Me)_(Me_Ql) (2.22)

’ (Q3_Me)+(Me_Q1)

Wspoélczynnik skosnosci (2.22) jest miarg niemianowana i unormowang
o wartosciach z przedzialu <-1, 1> (poza przypadkami skrajnej asymetrii), co
umozliwia poréwnywanie asymetrii roznych rozkladéw. Dla szeregu symetrycz-
nego A =0.

Przyktad 2.4

Szereg rozdzielczy przedstawiony w tab. 2.3 zawiera strukture rocznych wydat-
koéw na ubezpieczenie emerytalne w grupie 100 losowo wybranych pracownikow
pewnej korporacji.
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Tabela 2.3. Dane do przyktadu 2.4

Numer klasy Wydatki roczne w PLN Liczba pracownikéw
1 0-100 15
2 100-500 30
3 500-1000 40
4 1000-2000 10
5 2000-5000 5
Razem 100

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy przeprowadzi¢ poglebiong analize statystyczng badanej proby oraz
okresli¢, jakie miary statystyczne mozna zastosowaé w prowadzonych analizach
i ktdre z nich sg najbardziej adekwatne.

Rozwiazanie

Rozwigzanie tego zadania sprowadza si¢ do wyznaczenia omawianych wczes$niej
miar polozenia, dyspersji i asymetrii. Tab. 2.4 zawiera dane z tab. 2.3 opatrzone
oznaczeniami przyjetymi we wczesniej omawianych wzorach (2.4), (2.13) i (2.16),

a w tab. 2.5-2.7 przedstawiono wyniki obliczen pomocniczych, stuzacych do
k

R S .
wyznaczenia $redniej arytmetycznej X = —le. -n, oraz odchylenia standardowego

n
2

Srednie roczne wydatki na ubezpieczenie emerytalne (2.3), przypadajace
na jednego pracownika badanej grupy, wynosza 722,5 PLN. Natomiast srednie
odchylenie od $redniej arytmetycznej wynosi 753,57 PLN, jesli mierzone jest od-
chyleniem standardowym (2.13), i 455,25 PLN, jesli zmienno$¢ mierzy si¢
odchyleniem przecigtnym (2.16). W pierwszym przypadku wspotczynnik zmien-
nosci (2.19) wynosi 1,04 (104% wartosci $redniej), a w drugim (2.20) jest réwny
0,63 (63%).

n X —X|-n
S= \/lZ(J'ci —X)*n, iprzecigtnego d = : | -
n

i=1 n

Tabela 2.4. Dane do przyktadu 2.4

L Wydatki roczne Liczba Srodki przedziatéw Rozpietosé
P- w PLN x, pracownikéw n, X, przedziatéw h,
1 0-100 15 50 100

2 100-500 30 300 400
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Tabela 2.4 (cd.)

Lp. Wydatki roczne Liczl'oa' Srodki prgedziaiéw Rozpiqtc?éé
w PLN x. pracownikow n, X, przedziatow h,
500-1000 40 750 500
4 1000-2000 10 1500 1000
2 000-5000 5 3500 3000
Razem 100

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 2.5. Obliczenia do przyktadu: miary klasyczne

Lp. | X% n | x-n, X -X (%, - X)? % -Xx)?-n, |x-x | X-X"n
1 50| 15 750 | -672,5 452256,25 | 6783 843,75 672,5| 10087,5
2 300 30| 9000 -422,5 178 506,25 | 5355187,50 422,5| 12675,0
3 750 | 40| 30000 27,5 756,25 30 250,00 27,5 1100,0
4 | 1500| 10| 15000 777,5 604 506,25 | 6045 062,50 77,5 7775,0
5 | 3500| 5| 17500| 2777,5| 7714506,25| 38572531,25 2777,5| 138875

Suma 100 | 72250 X X 56 786 875,00 X 45525,0

Srednia 722,5 x wariancja 567 868,75 x x

Odchylenie standardowe 753,57 | przecietne 455,25

Wspdtczynniki zmiennosci 1,04 0,63

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 2.6. Obliczenia do przyktadu: miary czestosci

Liczebnoéé Wskazniki Wskazniki struktury

Lp. X, n h. skumulowana struktury skumulowane
M w; w, [%] Wi w,, [%]
1 0-100 15 100 15 0,15 15 0,15 15
2 100-500 30 400 45 0,3 30 0,45 45
4 1000-2000 10 1000 95 0,1 10 0,95 95
5 2000-5000 5 3000 100 0,05 5 1 100
Suma 100 X X 1,00 100 X X

Uwaga: kolorem z6ttym oznaczono przedziat, zawierajacy Q,, kolorem zielonym przedziat,
w ktérym znajduje sie dominanta i pozostate dwa kwartyle, tj. mediana oraz Q..

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Kolejnym krokiem jest analiza struktury (czestosci) badanych pracownikéw
z punktu widzenia kwot przeznaczonych na ubezpieczenie emerytalne. Wy-
znaczone zostang zatem wskazniki struktury (2.1). Z tab. 2.6 wynika, zZe naj-
wiecej (tj. 40%) pracownikéow odklada na ubezpieczenie emerytalne od 500 do
1000 PLN, a 5% pracownikéw kwoty nalezace do najwyzszego przedziatu. Nie-
mal potowa badanych (a dokladnie 45%) przeznacza na przyszla emeryture do
500 PLN rocznie, o czym informuje skumulowany wskaznik struktury w, (po-
réwnaj tab. 2.6).

Na podstawie tak skonstruowanego szeregu mozna jedynie wyznaczy¢ prze-
dzial dominanty [500; 1000) PLN, ale nie da si¢ obliczy¢ dominanty ze wzoru
interpolacyjnego (2.9), poniewaz rozpigtosci tego przedzialu i dwoch z nim sgsia-
dujacych nie sg réwne, co jest warunkiem stosowalnosci tego wzoru. Natomiast
mozna zastosowa¢ wzory interpolacyjne na obliczenie trzech kwartylow (2.6)-
(2.8), co pokazano w tab. 2.7.

W celu wyznaczenia kwartyléw nalezy okresli¢ przedzialy, w jakich si¢ one
znajdujg na podstawie skumulowanych liczebnosci. I tak kwartyl pierwszy (tj. ob-
serwacja o numerze N, = 25) znajduje si¢ w przedziale drugim, dla ktérego liczeb-
no$¢ skumulowana n_, wynosi 45, a kwartyle drugi (tj. mediana, czyli obserwacja
o numerze N, = 50) i trzeci (o numerze N, = 75) znajduja si¢ w przedziale trzecim,
gdyz liczebno$¢ skumulowana n,, wynosi 85. Obliczone warto$ci kwartyléw oraz
odchylenia ¢wiartkowego (2.18) przedstawiono w tab. 2.7. Wynika z nich, ze po-
fowa badanych wydawata na zabezpieczenie emerytalne do 562,5 PLN, a polowa
powyzej tej kwoty. 25% pracownikéw wydawato do 233,3 PLN rocznie, a 75% po-
wyzej tej kwoty. Z kolei 25% badanych przeznaczato na ten cel ponad 875 PLN,
a pozostali mniej niz podang kwote. Odchylenie ¢wiartkowe informuje o tym,
ze przecigtnie zréznicowanie wydatkow na zabezpieczenie emerytalne wynosi
320,83 PLN wokot mediany.

Tabela 2.7. Obliczenia do przyktadu: miary pozycyjne

Dolna Rozpieto$¢ | Liczebnosé
Numer granica pie Liczebnosé WartOéCi
0 kwartylu X skumulowana ;
przedziatu kwartylu . miar
przedziatu”
N, X, h, n,
1 25 100 400 30 15 233,33
2 50 500 500 40 45 562,50
3 75 500 500 40 45 875,00
Odchylenie ¢wiartkowe 320,83 Wspdtczynnik zmiennosci 0,57

Uwaga: 7 Liczebno$¢ skumulowana przedziatu poprzedzajacego przedziat kwartylu.

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Miara asymetrii (2.22) wynosi:

_(Q,—Me)—(Me—-Q,) (875-562,5)—(562,5-233,33) —16,67 _
*(Q,—Me)+(Me—-Q) 312,5+329,17 641,67

-0,026

Swiadczy to o nieznacznej ujemnej (lewostronnej) asymetrii. Zatem do opi-
su tego szeregu mozna korzysta¢ zaréwno z miar klasycznych, jak i pozycyjnych,
chociaz réznica miedzy wartoscia srodkowa (Me) i $rednig arytmetyczng jest
znaczna, a zroznicowanie obliczone dla miar pozycyjnych wynosi jedynie 57%,
podczas gdy dla miar klasycznych 104% w przypadku odchylenia standardowego
i 63% dla odchylenia przecietnego. Zatem bardziej adekwatnymi w analizie bada-
nego szeregu wydaja si¢ by¢ miary pozycyjne niz klasyczne.

4

Wspotezynnik sko$nosci wyznaczany przez pakiety komputerowe dany jest
wzorem:

n " (x,—x)°
A= — )
e § 22
gdzie:
éz 1 . —2_ h s
_Ez(xi_x) —E' (2.24)
i=1

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Oceneg asymetrii uzupelnia tzw. wykres pudelkowy, zwany tez wykresem
skrzynkowym lub ramkowym (box-plot), ktérego przyklad zamieszczono na
rys. 2.5. Sktada si¢ on z prostokata, ktdrego wysokos¢ wyznaczajg pierwszy i trze-
ci kwartyl. Wewnatrz pudeltka zaznacza si¢ mediane. W rozkladzie symetrycznym
mediana dzieli pudetko doktadnie na pot. Gdy asymetria jest prawostronna, odle-
glo$¢ miedzy trzecim kwartylem jest wigksza niz pomiedzy kwartylem pierwszym
a mediang. W przypadku asymetrii lewostronnej sytuacja jest odwrotna. Dodat-
kowo na wykresie zaznacza si¢ tzw. wasy, ktore okreslajg wartosci:

Q -3Q jesli x  <Q -3Q (2.25)
Q,+3Q jesli x >Q,+3Q (2.26)

Za obserwacje nietypowe przyjmuje si¢ dane spelniajace warunek:
x<Q -3Q lub x<Q,+3Q (2.27)

gdzie oznaczenia jak poprzednio.
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Miarg koncentracji jest kurtoza, ktéra charakteryzuje wzgledna spiczastos¢ lub
plaskos¢ rozkladu w poréwnaniu z rozktadem normalnym. Dodatnia kurtoza ozna-
cza rozktad o stosunkowo duzej spiczastosci. Ujemna kurtoza oznacza rozklad sto-
sunkowo plaski. Klasyczny wspétczynnik kurtozy obliczany jest wedtug wzoru:

n —\4 2
_ n-(n+1) Z:(xi - x)"  3:(m-1 (228
(n-1-(n-2)-n-3)7 & (n=2):(n-3)

Kurioza réwna 0 oznacza rozklad normalny. Zatem rozklad o kurtozie wiek-
szej od 0 jest rozkladem bardziej wysmuklym niz rozklad normalny, tzn. charak-
teryzuje si¢ wigckszym skupieniem jednostek wokot $redniej. Natomiast rozkiad
o kurtozie mniejszej od 0 jest rozktadem bardziej splaszczonym od rozktadu nor-
malnego, czyli charakteryzuje si¢ znacznym rozproszeniem jednostek wokét §red-
niej. Pierwszy z nich nazywany jest rozktadem leptokurtycznym, a drugi - platy-
kurtycznym.

W literaturze przedmiotu podstawowe parametry opisowe zbiorowosci okre-
$lane s3 mianem momentdéw statystycznych, wsréd ktérych:

« $rednia arytmetyczna (2.2) to moment zwykly I rzedu,

« wariangja (2.24) to moment centralny II rzedu,

o sko$nosc¢ (2.23) to moment centralny III rzedu,

« kurtoza (2.28) to moment centralny IV rzedu.

Przyktad 2.5

Przeprowadzono badania ankietowe 494 punktdw sprzedazy detalicznej i hurto-
wej produktéw chemii gospodarczej i spozywczej w Lodzi. Jedng z uwzglednio-
nych cech jest powierzchnia sprzedazy. Zebrane dane przedstawiono w tab. 2.8.
Nalezy przeprowadzi¢ analize tych danych.

Tabela 2.8. Analiza powierzchni sprzedazy punktéw handlowych

Nr przedziatu | Powierzchnia Liczba Liczebno$¢ | Wskazniki Wskazniki
) - struktury
klasowego [m?] przedsiebiorstw | skumulowana | struktury
skumulowane
k Xi ni nski Wr'

Wski

1 0-25 93 93 18,8 18,8

2 25-50 131 224 26,5 45,3

6 125-150 5 420 1,0 85,0

7 150-175 12 432 2,4 87,4
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Tabela 2.8 (cd.)

Nr przedziatu | Powierzchnia Liczba Liczebno$¢ | Wskazniki Wskazniki
) S struktury
klasowego [m?] przedsiebiorstw | skumulowana | struktury
skumulowane
k X, n Ny, w,

! 1 SKI ! Wsk’-

175-200 5 437 1,0 88,4

9 200-400 31 468 6,3 94,7

10 400-600 15 483 3,0 97,7

11 600-800 11 494 2,2 99,9

Suma 494 X 99,9~ 100 X

Uwaga: kolorem zéttym oznaczono przedziat, w ktorym znajduje sie dominanta i Q,, kolorem
niebieskim przedziat, gdzie znajduje si¢ mediana, a zielonym - przedziat zawierajacy Q,.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie badar ankietowych [Witkowska, Witkowski 1997a].

Rozwiazanie

Dla danych zamieszczonych w tab. 2.8 wyznaczy¢ nalezy miary pozycyjne. Z ana-
lizy tej tabeli wynika, ze pierwsze 8 przedzialéw klasowych ma jednakowa rozpie-
to$¢ wynoszaca 25 m*. Dominanta znajduje si¢ w drugim przedziale, natomiast
przedzialy poszczegolnych kwartylow to odpowiednio drugi (N, = 124), trzeci
(N,, =247) i pigty (N, = 371). Jako pierwszg nalezy obliczy¢ dominante, korzy-
stajac ze wzoru interpolacyjnego (2.9):

131-93
Do =x,+ -h, =25

+ -25=39,84
(n,—n_)+(m,-n,) ° (131-93)+(131-105)

Z kolei mediana obliczona ze wzoru (2.6) to:
h, 25
Me=Q, =x,+—(N,, —n, ) =50+——-(247-224) = 55,48
1, 105
a pozostale kwartyle wyznacza si¢ ze wzordw (2.7)-(2.8):
h 25
H(Ng, =1y ,) =25+"+(124-93) =30,92

1y

Q =x,+

h 25
Q, =x, +n—°(NQ3 —n,) =100+E-(371—368):101,60

0
Stad odchylenie ¢wiartkowe obliczone ze wzoru (2.18):
Q,-Q, 101,60-30,92

Q= = =35,34
2 2




2.4. Miary asymetrii i koncentracji 75

oraz wspolczynnik zmiennosci (2.21):

35,34
V, = Q33,64
Me 55,48

W podsumowaniu tej czesci obliczen zauwazy¢ nalezy, ze minimalna wartos¢
szeregu to 0, a maksymalna 800. W omawianym badaniu, najczesciej spotyka sie
punkty sprzedazy o powierzchni 39,84 m* Jedna czwarta wszystkich badanych
miata powierzchnig¢ do 30,92 m? a polowa do 55,48 m?* natomiast w przypadku
75% punktow sprzedazy ich powierzchnia nie przekraczata 101,6 m? Odchylenie
¢wiartkowe wynosi 35,34 m? wokot mediany i wynosi 64% jej wartosci.

Z kolei asymetrie rozkladu mozna oceni¢ przy wykorzystaniu wykresu pudet-
kowego. W celu wyznaczenia diugosci wasow i stwierdzenia wystepowania obser-
wagcji nietypowych, oblicza si¢ warunki (2.26) i (2.27). Pierwszy z wymienionych
warunkow wskazuje warto$¢ x =0 > Q, - 3Q = -75,1, dlatego na wykresie za-
znacza si¢ minimalng warto$¢ szeregu obserwacji tzn. 0. Natomiast z drugiego
otrzymuje si¢: x =800 > Q, + 3Q = 207,62, zatem na wykresie znajdzie si¢ war-
tos¢ 207,62 i wszystkie wartosci obserwacji wieksze od tej liczby mozna traktowaé
jako jednostki nietypowe. Wykres pudetkowy przedstawiono na rys. 2.5. Wynika
z niego wyrazna asymetria prawostronna (dodatnia), co oznacza znaczng przewa-
ge punktow sprzedazy o mniejszej powierzchni.

207,62 T

101,60

5548 |
30,92 _|

0,00 _|]

Rysunek 2.5. Wykres pudetkowy dla danych z tab. 2.8

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Wprawdzie wykazano, ze szereg z tab. 2.8 jest asymetryczny i adekwatnymi
miarami do jego opisu sa miary pozycyjne, to wyznaczono dla niego réwniez
miary klasyczne w celu ilustracji przedstawionych wczesniej rozwazan. Stosowne
obliczenia wykonane w Excelu zamieszczono w tab. 2.9.

Stosujac wzor (2.4) na $rednig arytmetyczng, otrzymuje sie jej warto$¢:
x =49412,5/494 = 100,0253, ktdra jest niemal réwna kwartylowi trzeciemu, za-
tem znaczgco wieksza od mediany i dominanty. Obliczone odchylenie standar-
dowe (2.13) wynosi: S=./(281604042/494) =+/570048,669 =755,0157 i stad
wspolczynnik zmiennosci (2.19) wyniesie V, = 755,0157/100,0253 = 7,55. Jak
zatem wida¢é, miary klasyczne pokazujg znacznie wigksze zrdéznicowanie po-
wierzchni wokdt sredniej arytmetycznej niz pozycyjne (wartosci wspotczynnikow
zmienno$ci wynosza odpowiednio 7,55 i 0,64). Swiadczy to o asymetrii szeregu
i jednoznacznie wskazuje, ze do opisu analizowanego szeregu adekwatne sa jedy-
nie miary pozycyjne (innymi stowy w tym przypadku nie nalezy korzysta¢ z miar
klasycznych).

Tabela 2.9. Obliczenia miar klasycznych

Nr przedziatu S’roc}ki . Lic':zb.a . - o
Klasowego k przed2|a{ovy przedsiebiorstw | X, - n, (x.-X) - n, (x,-X)* - n,
klasowych x, n,
1 12,5 93 1162,5| -8139,8532 712 443,126
2 37,5 131 4912,5| -8190,8148 875 708,645
3 62,5 105 6562,5| -3940,1569 463 280,828
4 87,5 39 3412,5 -488,4868 57 733,029
5 112,5 47 5287,5 586,3107 64 581,490
6 137,5 5 687,5 187,3735 589 828,204
7 162,5 12 1950,0 749,6964 1686 133,880
8 187,5 5 937,5 437,3735 3343 846,430
9 300,0 31 9300,0 6199,2156 18 715 263,500
10 500,0 15 7500,0 5999,6205 77270223,000
11 700,0 11 7700,0| 6599,7217 | 177 825000,000
Suma 494 49412.5 0| 281604042,392

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 2.8.

4

Przyktad 2.6

Jak zmieni si¢ opis szeregu zamieszczonego w tab. 2.8, jesli przedzialy klasowe
zostang zagregowane, tak jak przedstawiono w tab. 2.10?
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Tabela 2.10. Analiza powierzchni sprzedazy punktéw handlowych

Numer przedziatu Powierzchnia Liczba Liczebno$é
klasowego k [m?] x, przedsiebiorstw n, skumulowanan_,
1 0-50 224 224
2 50-100 144 368
3 100-150 52 420
4 150 -200 17 437
5 200 -800 57 494
Suma X 494 X

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 2.8.

Rozwigzanie

Numery poszczegdlnych kwartylow pozostajg bez zmian i wynosza: N, = 124,
N, =2471N,,=371. Jednakze znajdujg si¢ one w pierwszych trzech przedziatach
klasowych, a ich warto$ci wyznaczone ze wzoréw wynosza:

50
Me=Q, =50+—-(247—224) =57,99
2 144 ( )
50
=0+—-(124—0)=27,68
Q ) ( )

50
Q, = 100+5—2-(371—368) =102,88

Zatem warto$¢ odchylenia ¢wiartkowego oblicza si¢ jako (2.18):

_102,88-27,68

Q =37,60

a wspdtczynnik zmiennosci (2.21):

37,60

= =0,65
2 57,99

Jak zatem wida¢, miary pozycyjne obliczone dla szeregu zawartego w tab. 2.10
réznig si¢ nieznacznie od tych wyznaczonych dla szeregu z tab. 2.8. Nalezy zatem
obliczy¢ miary klasyczne w tab. 2.11.

Na podstawie wykonanych obliczen uzyskana zostanie wartos¢ sredniej arytmetycz-
nej: x = 54375/494 = 110,0709, ktora jest wieksza od kwartylu trzeciego. Obliczone od-
chylenie standardowe wynosi: S = \/(4401076943/494) =/8909062 = 2984,8053,




78 Analiza struktury danych

stad wspdtczynnik zmiennosci wyniesie V, = 2984,8053/110,0709 = 27,12. Ozna-
cza to, ze agregacja przedzialéw klasowych spowodowata znaczace zmiany w wy-
znaczonych miarach klasycznych.

Tabela 2.11. Analiza powierzchni sprzedazy punktéw handlowych

) Srodki Liczba
Nr przedziatu s S . . . v
przedziatéw | przedsiebiorstw X n (X -X)-n (X -Xx)?-n
klasowego k . o i i i i
klasowych x, n,
1 25 224 5600 -19 055,87 40527 477,5
2 75 144 10800 -5050,20 13283617,0
3 125 52 6500 776,32 1448716,8
4 175 17 2975 1103,80 12 541 988,6
5 500 57 28 500 2222596 | 4333275143,1
Suma 494 54 375 0 4401076943,0

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 2.10.

W celu zilustrowania, jak zmienit si¢ rozklad empiryczny w szeregu po agrega-
cji wartosci cech w przedziatach klasowych, na rys. 2.6. i 2.7 przedstawiono szere-
gi zapisane w tab. 2.8. i 2.10. Jak wida¢ na prezentowanych wykresach, agregacja
danych w znaczacy sposdb zmienita rozklad danych.
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Rysunek 2.6. Szereg przed agregacja

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 2.8.
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Rysunek 2.7. Szereg po agregacji

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 2.10.
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Rozdziat 3
Metody wnioskowania
statystycznego

Analiza zjawisk gospodarczych najczesciej prowadzona jest na podstawie badan cze-
$ciowych. W tym przypadku wartosci podstawowych miar mozna obliczy¢ jedynie
dla jednostek wchodzacych w sktad proby statystycznej i na tej podstawie mozna
ewentualnie wnioskowa¢ o rozktadzie i podstawowych charakterystykach zbiorowo-
$ci generalnej, wykorzystujac w tym celu metody wnioskowania statystycznego, tj.:

« estymacje nieznanych parametréw zbiorowosci generalnej,

« weryfikacje hipotez statystycznych.

Warto przy tym podkresli¢, ze uogélnianie wynikéw uzyskanych dla proby sta-
tystycznej na cala zbiorowos¢ mozliwe jest na podstawie odpowiednio dobranej
proby losowej. Przyjmuje sig, ze proba zostala wylosowana w sposdb nieograni-
czony i niezalezny. Zaktada si¢ tez, ze jest to proba losowa o strukturze odpowia-
dajacej strukturze populacji.

W poprzednich rozdzialach oméwione zostaly podstawowe parametry, cha-
rakteryzujace zbiorowos¢ statystyczna, takie jak: miary $rednie, dyspersji asyme-
trii, koncentracji i wskazniki struktury. Niniejszy rozdzial poswigcony zostanie
metodom wnioskowania statystycznego w odniesieniu do tych parametréw. Pod-
stawowg zaletg wnioskowania statystycznego jest mozliwos¢ okreslenia wielkosci
bledu, z jakim formulowane sg wnioski ogdlne, czego nie uzyskuje si¢ w przypad-
ku korzystania z innych metod.

3.1. Podstawowe pojecia zwigzane z estymacja
nieznanych parametrow

Parametrem zbiorowosci generalnej, oznaczanym jako 6, nazywa si¢ miare opiso-
w3, ktorej warto$¢ nie jest znana. Estymatorem nazywa sie statystyke T stuzaca
do oszacowania nieznanej wartosci parametru w populacji generalnej 6. Inaczej
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moéwigc, estymatorem jest zmienna losowa, ktorej rozklad zalezy od rozkladu
szacowanego parametru. Przez rozklad estymatora rozumie si¢ rozktad prawdo-
podobienstwa zmiennej losowej T , ktérego parametrami sg wartos¢ oczekiwa-
na E(T) oraz wariancja D*(T ). Konkretng warto$¢ liczbows ¢ , jakg przyjmuje
estymator T (parametru 6) dla okreslonej proby, nazywa si¢ oceng estymatora
parametru 6. Oznacza to, ze, warto$¢ ¢ , bedgca oceng estymatora parametru 6,
jest realizacjg zmiennej losowej T .

W przypadku badania czgsciowego wartosci parametréw zbiorowosci general-
nej sg szacowane (w przeciwienstwie do badania petnego, kiedy sa one doklad-
nie obliczane) z pewnym bledem. Standardowy blad szacunku jest odchyleniem
standardowym, czyli pierwiastkiem kwadratowym z wariancji D*(T) rozktadu
estymatora T, za pomocg ktdrego szacuje si¢ parametr 6 populacji generalnej.
W celu uzyskania mozliwie duzej precyzji szacunku od estymatora wymaga sie,
aby posiadal pewne wtasnosci, ktérymi sa miedzy innymi: nieobcigzonos¢, zgod-
nos$¢ i efektywnosc.

Estymator T,, parametru 6 jest zgodny, jesli jest on zbiezny wedlug prawdopo-
dobienstwa do szacowanego parametru 6, tzn. dla kazdego € > 0 i n — oo zachodzi:

LmP{|T - 6] >} =0 (3.1a)
co jest rownowazne z zapisem:

limP{|T - 6| <e} =1 (3.1b)

gdzie:

P — symbol prawdopodobienstwa,

T - estymator,

6 - nieznany parametr,

& — dowolnie mala liczba,

n — liczebnos¢ proby,

| 1] - oznaczenie wartosci bezwzgledne;.

W przypadku estymatora zgodnego, tj. spelniajacego warunek (3.1) dla do-
statecznie licznej proby, szansa otrzymania oceny estymatora réznego od para-
metru jest bliska 0. Innymi stowy, dla estymatora zgodnego wzrost liczebnosci
proby daje dokladniejsze dopasowanie do rzeczywistej warto$ci nieznanego pa-
rametru.

Estymator T, jest nieobcigzonym estymatorem parametru 0, jesli jego war-
tos¢ oczekiwana rowna jest szacowanemu parametrowi, czyli jest spetniony wa-
runek:

E(T)=06 (3.2)
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Jesli warunek (3.2) nie zachodzi, to taki estymator nazywany jest obcigzonym,
a roznice:

o(T)=E(T)-0 (3.3)

nazywa si¢ obcigzeniem estymatora.

Estymatorem najbardziej efektywnym nazywa si¢ ten sposrod nieobcigzonych
estymatoréw parametru 6, ktory ma najmniejszg wariancje D*(T). Stosowanie es-
tymatora najbardziej efektywnego oznacza, ze w trakcie estymacji popelniania si¢
najmniejszy biad szacunku.

Korzystanie z estymatora T;, posiadajacego opisane wyzej wlasnosci pozwala
najlepiej oszacowac nieznany parametr 6, poniewaz z duzym prawdopodobien-
stwem mozna przyjaé, Ze wyznaczona ocena estymatora T, jest bliska rzeczywi-
stej wartosci 0. W literaturze i praktyce wyroéznia sie¢ dwa rodzaje estymacji:

« estymacje punktowsy,
« estymacje przedzialowa.

W pierwszym przypadku za nieznang warto$¢ parametru zbiorowosci gene-
ralnej przyjmuje si¢ konkretng warto$¢ oceny estymatora wyznaczonego na pod-
stawie n-elementowej proby. Innymi stowy, warto$¢ oczekiwang szacuje si¢ za
pomocg $redniej arytmetycznej z proby, wariancje i odchylenie standardowe zbio-
rowosci za pomocg miar dyspersji wyznaczonych dla proby, a frakcje populaciji,
korzystajac ze wskaznika struktury obliczonego dla danych z proby. Warto przy
tym nadmieni¢, ze $rednia arytmetyczna z proby jest zgodnym, nieobcigzonym
i najbardziej efektywnym estymatorem nadziei matematycznej w zbiorowosci.
Natomiast odchylenie standardowe (zatem i wariancja) wyznaczone ze Wzoré6w
(2.11)-(2.13) jest estymatorem obcigzonym. Aby uzyska¢ estymator nieobcigzo-

ny, korzysta si¢ ze wzoru:
A 1 <
S=,—Y(x,-x) (3.4)
1/n_ ! ;( ;= X)

dla szeregu prostego. Kiedy dane sg pogrupowane w przedzialy klasowe i korzysta
sie z szeregow rozdzielczych, to nalezy wzory (2.12)-(2.13) odpowiednio zmody-
fikowa¢ w celu uzyskania nieobcigzonego estymatora odchylenia standardowe-
go. Warto doda¢, ze wyznaczony z proby wspotczynnik skosnosci wedltug wzoru
(2.23) i kurtoza ze wzoru (2.28) s3 nieobcigzonymi estymatorami miar asymetrii
i skupienia w populacji generalne;j.

W przypadku estymacji przedzialowej wyznacza si¢ przedzial liczbowy, kto-
ry z ustalonym prawdopodobienstwem zawiera nieznang warto$¢ szacowanego
parametru zbiorowosci generalnej. Prawdopodobienstwo to nosi nazwe wspodt-
czynnika ufnosci i oznaczane jest jako 1 - «, a znaleziony przedzial nazywany jest
przedziatem ufnosci. Informuje on o tym, w jakich granicach nalezy spodziewa¢
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sie wartoéci poszukiwanego parametru 6 z zadanym z goéry prawdopodobien-
stwem. Ogoélng posta¢ przedziatu ufnosci mozna zapisac jako:

Pf(T)<0<f(T)}=1-«a (3.5)
gdzie:
P — symbol prawdopodobienstwa,
1 - a — poziom ufnosci,
T - estymator,
6 - szacowany parametr,
fAT), fg (T) - dolna i gorna granica przedziatu ufnosci.

Wyzszo$¢ estymacji przedzialowej nad punktowa polega na tym, ze przedzial
ufnosci pozwala okresli¢ prawdopodobienstwo, z jakim wartosci nieznanego pa-
rametru znajdg si¢ w oszacowanym przedziale, czego nie daje estymacja punkto-
wa. Nalezy przy tym pamietac, ze:

o przy zadanym poziomie ufnosci 1 — «, im wieksza jest liczebno$¢, tym krot-

szy przedzial ufnosci,

o przy ustalonej liczebnosci proby wraz ze wzrostem poziomu ufnosci rosnie

rozpieto$¢ (dlugosé) przedziatu ufnosci,

o im krétszy przedzial ufnosci, tym mniejszy maksymalny btad szacunku, co

oznacza wigksza dokladnos¢ oszacowania.

Dlugos¢ przedziatu ufnosci oznaczana jest przez 2d, a wiec:

2d =fg(Tn) —f(T) (3.6)
gdzie:
d — maksymalny btad szacunku.

Praktyczna uzyteczno$¢ wyznaczonych przedzialéw ufnosci zalezy od maksy-
malnego btedu szacunku, a wiec polowy dlugosci tegoz przedziatu. Z kolei diu-
go$¢ przedziatu jest funkcjg wspoélczynnika ufnosci 1 - «, ktéry w badaniach spo-
tecznych zazwyczaj ustala si¢ na poziomie 0,95, oraz liczebnoséci proby n. Zatem
w celu zapewnienia odpowiedniej doktadnosci estymacji, przy zadanym pozio-
mie ufnosci, istnieje koniecznos$¢ obliczania niezbednej liczebnosci proby n dla
przedzialéw ufnosci konstruowanych dla wybranych parametrow.

Podsumowujac, proces estymacji przedzialowej nieznanych parametréw moz-
na opisac za pomocg kilku krokdow:

1) okreslenie rodzaju szacowanego parametru;

2) wybdr estymatora i okreslenie jego rozkladu prawdopodobienstwa;

3) ustalenie wspolczynnika ufnosci oraz wartosci maksymalnego btedu szacunku;

4) wyznaczenie minimalnej liczebnosci préby;

5) wyznaczenie ocen estymatora;

6) budowa przedziatu ufnosci.
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3.2. Estymacja podstawowych parametrow
opisowych zbiorowosci

Podstawowymi parametrami, szacowanymi dla populacji generalnej, s3: warto$¢
oczekiwana ($rednia) E(X) = y, wariancja D*(X) = 0% odchylenie standardowe o
oraz frakcja (wskaznik struktury) p. W praktyce stosuje sie wiele sposobow esty-
macji konkretnych parametréw, co jest zwigzane przede wszystkim z rodzajem
posiadanej proby, informacja dotyczaca rozkladu zbiorowosci generalnej, a takze
przyjetym stopniem doktadnosci szacunku.

Najczesciej szacowanym parametrem populacji generalnej jest wartos¢ oczeki-
wana badanej cechy mierzalnej. Najlepszym estymatorem nadziei matematycznej
¢ w populacji generalnej jest $rednia arytmetyczna z préby x, ktérg wyznacza
sie na podstawie jednego ze wzoréw (2.2)-(2.4). Chociaz w wielu przypadkach
praktycznych zastosowan wykorzystuje si¢ wyniki estymacji punktowej, to bez-
pieczniejsza metoda jest stosowanie estymacji przedziatowe;j.

Konstrukcja przedziatu ufnosci jest $cisle zwigzana z rozktadem estymatora.
W przypadku nadziei matematycznej, w zaleznosci od przyjetych zatozen, jest to
rozklad normalny lub t-Studenta. Wyrdznia sie tutaj 3 przypadki:

1) Populacja generalna ma rozklad normalny i znane jest jego zréznicowa-
nie mierzone odchyleniem standardowym (o). Jest to sytuacja niezmiernie
rzadka, ktéra pozwala na wykorzystanie malej proby’, a rozklad estymatora
réwniez ma rozklad normalny.

2) Dana jest mala proba losowa o nieznanej wariancji populacji generalnej. Je-
8li przyja¢, ze rozklad cechy w populacji jest normalny, to estymator warto-
$ci oczekiwanej ma rozktad t-Studenta.

3) Brak jest wiedzy o rozkladzie cechy w populacji, ale dana jest duza préba
losowa, wowczas estymator nadziei matematycznej ma rozktad normalny.

Przedzial ufnosci dla wartoséci oczekiwanej w przypadku matej (tj. do 30 ele-
mentéw) proby losowej, pochodzacej z populacji generalnej o rozkladzie normal-
nym z nieznang wariancjg (tj. przypadek 2 z ww.) wyraza si¢ wzorem:

— S _ S
P{x—ta—<,u<x+ta—}=l—a 3.7)
n—1 n—1

gdzie:
x - $rednia warto$¢ cechy pochodzaca z n-elementowej préby, wyznaczona na
podstawie jednego ze wzorow (2.2)-(2.4),

S - odchylenie standardowe z proby, wyznaczone z jednego ze wzoréw (2.11)—(2.13),

1 Pojecie mateji duzej proby jest umowne i zalezy miedzy innymi od celu badania i szacowane-
go parametru. W niektérych badaniach mata proba jest préba do 30 elementéw, w innych do
60 lub wiecej elementdw.
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n — liczebnos¢ proby,
t - warto$¢ krytyczna wyznaczona dla (n - 1) stopni swobody z rozkfadu t-Studen-
ta dla zadanego poziomu ufnosci 1 — a w taki sposob, aby spetniony byt warunek:

P(t|<t)=1-«a (3.8)
Zatem przedzial ufnosci jest funkcja oceny estymatora punktowego x i maksy-

S
Vn—1

. Interpretujac informacje przedstawione wzorem (3.7),

malnego bledu szacunku ¢

S
Vn—1
z prawdopodobienstwem rownym poziomowi ufnosci (1 - «), stwierdza sie, ze po-

szukiwana wartos$¢ oczekiwana (oznaczana przez E(X) lub y) znajdzie si¢ w prze-
dziale otwartym:

. Jest to przedzial symetryczny, jego dlugos¢

bowiem wynosi 2-f_

S S
X—t, ———, X +1, (3.9)
[ Jn—1 Jn—1 ]
a maksymalny blad szacunku wynosi:
d=t, S (3.10)
n—1

W sytuacji gdy korzysta sie z nieobcigzonego estymatora wariancji (3.4.),
wzor (3.7) jest postaci:

Pix—t S <UL<X+t S l-a (3.7a)
Tt T a =1 -fa
n n

Graficzng prezentacje przedziatu ufnosci zbudowanego na podstawie rozktadu
t-Studenta dla poziomu ufnosci (1 - «) przedstawiono na rys. 3.1.

ta to

Rysunek 3.1. Przedziat ufnosci zbudowany na podstawie rozktadu t-Studenta
dla poziomu ufnosci 1 - a

Zrédto: opracowanie wtasne.



3.2. Estymacja podstawowych parametréw opisowych zbiorowosci 87

W przypadku duzej proby i braku informacji o rozktadzie cechy (ww. przypa-
dek 3) przedzial ufnoéci dla nadziei matematycznej jest postaci:

P{E—uai<,u<7c+uai}=1—a (3.11)

n Jn

gdzie:
u, — warto$¢ krytyczna wyznaczona z rozkladu Gaussa dla zadanego poziomu
ufnosci 1 - « aby spetniony byl warunek:

Plu|<u)=1-«a (3.12)

Zatem z tablic dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego odczytu-
je si¢ taka wartos¢, ktora spetnia réwnanie:

D(u,)=1-< (3.13)
2
gdzie:
®(u,) - dystrybuanta rozktadu normalnego standaryzowanego,

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Innymi stowy, z prawdopodobienstwem (1 - &) mozna twierdzic, ze:
N S
E(X)=pe|x-u,—=,x+u,— (3.14)
()=ne{z-n o

co przedstawiono na rys. 3.2.

-U al2 u al2

Rysunek 3.2. Przedziat ufnosci zbudowano na podstawie standaryzowanego
rozktadu normalnego dla poziomu ufnosci 1 - o

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Natomiast dla opisanego wyzej przypadku pierwszego? kiedy znane jest od-
chylenie standardowe populacji, przedzial ufnosci wyznacza si¢ dla estymatora
o rozkladzie normalnym w podobny sposdb jak (3.11) z ta rdznica, ze w miejsce
odchylenie standardowego z proby wstawiona zostaje wartos¢ odchylenie stan-
dardowego badanej zbiorowosci o, czyli:

P{E—uai<y<7c+uai}=l—a (3.15)

Jn Jn

gdzie:
0 - odchylenie standardowe w populacji,
a pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Waznymi parametrami opisowymi s3 miary dyspersji, a wérdéd nich warian-
cja oznaczana jako D*(X) lub ¢? i odchylenie standardowe 0. W przypadku malej
(tj. do 60 elementow) proby losowej pochodzacej z populacji generalnej o rozkta-
dzie normalnym, przedzial ufnosci dla wariancji wyznacza si¢ ze wzoru:

2 2
P{£<az<£}=1—a (3.16)

2

X X

gdzie:

X35 X3 — wartosci krytyczne wyznaczone z rozkladu chi-kwadrat (y2) odczytane
dla (n - 1) stopni swobody i zadanego poziomu ufnosci 1 - «, aby spelnione byly
réwnosci:

P()(2 2)(12):% (3.17a)

oraz

P(%2 S%f)=% (3.17b)

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Zatem z prawdopodobienstwem réwnym wspoétczynnikowi ufnosci przyjmuje
sie, ze wariancja znajdowac si¢ bedzie w przedziale:

, [ nS* nS
o" € 7,? (3.18a)
1 2

2 Przypadek ten rzadko pojawia sie w praktyce, poniewaz warto$¢ odchylenia standardowego
populacji moze by¢ znana jedynie w wyniku wczesniejszego przeprowadzenia badania petne-
go lub estymacji tego parametru w trakcie innego badania.
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lub réwnowaznie stosujac nieobcigzony estymator wariancji:

, (m-n? m-n?]
O €

, (3.18b)
7 Z

Jak pokazano, w przypadku budowy przedzialu ufnosci dla wariancji stosuje
sie statystyke o rozkladzie chi-kwadrat i sam przedzial jest niesymetryczny, co
widac na rys. 3.3.

X%’ X

Rysunek 3.3. Przedziat ufnosci zbudowany na podstawie rozktadu chi-kwadrat
i poziomu istotnosci 1 - a

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla duzych préb wyznacza si¢ przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego
postaci:

<o < =l-a (3.19)
u
1+ = 1-—=

Van N

Innymi stowy w tym przypadku graficzna ilustracja przedzialu ufnosci jest
identyczna jak na rys. 3.2. Natomiast dla przyjetego poziomu ufnosci (1 - &) od-
chylenie standardowe znajdzie si¢ w przedziale:

S S
oe T » (3.20)
T 1

Jan o an
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Przyktad 3.1

Kurs akcji pewnej spotki zmienia si¢ do$¢ czgsto. Na podstawie obserwacji 26 lo-
sowo wybranych dziennych kurséw zamkniecia w ostatnim kwartale okazalo sig,
ze przecietnie ksztaltuje sie on na poziomie 120 PLN, a wspolczynnik zmiennosci
wynosi 8%. Przyjmujac 95% wiarygodnos¢, trzeba okresli¢, jakiej wielkosci kursu
akcji mozna sie spodziewaé w kolejnym miesigcu, jesli zalozy sie, ze warunki ryn-
kowe beda identyczne jak w minionych 3 miesigcach.

Rozwiazanie s v
Dane: n = 26, x = 120, V =—=-100%, czyli: S= F())C =9,6, a warto$¢ krytyczna

X
odczytana z tablic rozktadu t-Studenta dla & = 0,95 réwna si¢ t_= 2,06. Przy zato-
zeniu normalnego rozkladu cen akcji, do oszacowania cen w kolejnym miesigcu
wykorzystuje si¢ formute (3.9)

P{E—tai<y<7c+ta S }zl—a,
n—1 n—1
otrzymujac:

9,6
P{120—2,06-—< n< 120+3,96} =P{116,04 < u < 123,96} =0,95

J25

Stad z prawdopodobienstwem 0,95 mozna uznac, ze kurs akeji bedzie w prze-
dziale (116,04; 123,96) PLN.

%

W badaniach statystycznych, zwtaszcza kiedy dotycza cech jakosciowych, in-
teresujace jest stwierdzenie, jaki udzial jednostek populacji generalnej charakte-
ryzuje si¢ okreslonym wariantem badanej cechy. Stuzy temu estymacja wskaznika
struktury (frakeji). W tym przypadku wymagana jest duza (przynajmniej 100-ele-
mentowa) proba losowa, gdyz zmienna losowa ma rozktad dwupunktowy (jak na
rys. 1.6), ktory jest stabo zbiezny do rozkltadu Gaussa. Wowczas przedzial ufnosci
dla frakcji wyznacza si¢ ze wzoru:

p[wi_ua [roOw) /M]Zl_a 521
n n
gdzie:

p - frakcja (wskaznik struktury) w populacji generalnej,

n - liczebnos$¢ badanej proby,

u_ — warto$¢ odczytana z tablic dystrybuanty standaryzowanego rozktadu nor-
malnego przy poziomie ufnosci 1 - «, dla ktdrej zachodzi (3.13),

w, — wskaznik struktury wyznaczony dla préby ze wzoru (2.1).
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Przyktad 3.2

W przykladzie 2.4 pokazano dane (w tab. 2.3) o rocznych wydatkach 100 losowo
wybranych pracownikow pewnej korporacji (zatrudniajacej kilka tys. pracownikéw)
na ubezpieczenie emerytalne. Obliczona (tab. 2.5) $rednia arytmetyczna wyniosta
722,5 PLN, a odchylenie standardowe 753,57 PLN. Wykazano réwniez (tab. 2.6), ze
najwiecej pracownikow, tj. 40%, przeznacza na ubezpieczenie emerytalne od 500 do
1000 PLN. Nalezy opisa¢ mozliwie najpetniej wydatki pracownikéw tej korporacji na
zabezpieczenie emerytalne, przyjmujac, ze wybrana prdba jest reprezentacyjna.

Rozwiazanie

W tym przykladzie wszyscy pracownicy korporacji tworzg zbiorowos¢ statystycz-
ng, z ktérej wylosowano 100-elementowa probe. Korzystajac z wezesniej wykona-
nych obliczen, nalezy zbudowa¢ przedzialy ufnosci dla $redniej, odchylenia stan-
dardowego i frakcji na poziomie ufnosci 0,95. Préba wynosi 100 pracownikoéw,
zatem jest to duza proba i do wyznaczenia przedzialéw ufnosci mozna skorzystaé
ze wzoréw: (3.11) dla sredniej, (3.19) dla odchylenia standardowego i (3.21) dla
wskaznika struktury. Wszystkie przedzialy skonstruowane zostang na podstawie
estymatoréw o rozkladzie normalnym, dlatego z tablic dystrybuanty rozkladu
Gaussa (np. w Excelu) odczytuje si¢ wartos¢ odpowiedniej statystyki dla prawdo-

podobienstwa (1 - %) =0,975, ktora wynosi u, =1,96. Dla wartosci oczekiwanej

ze wzoru (3.11) otrzymuje sig:

S 753,57 753,57
P{Tc—ua S cu <Ftu, —}:P(722,5—1,96—<u<722,5+1,963—J
Jn Jn J100 J100

=P(722,5-1,96-75,357 < 1 < 722,5+147,6997)

Stad P(574,80 < u < 870,20) = 0,95. Na podstawie zbudowanego przedzialu
ufno$ci mozna twierdzi¢ z prawdopodobienstwem 0,95, Ze pracownicy tej korpo-
racji przeznaczaja na zabezpieczenie emerytalne srednio od 574,8 do 870,2 PLN.

Kolejnym szacowanym parametrem jest odchylenie standardowe, dla ktérego
przedzial ufnosci zostanie wyznaczony z (3.19):

S S 753,57 753,57
P <o < =P ——mM<o<—— |=
u, u, 1,96 1,96

I+ = 1- 1—

—= 1+
Jan Jan J200 J200

753,57 753,57 753,57 753,57
=P| ————<o<— |=P <0 <
N 1,96 1-0,1386 1,1386 0,8614
14,1421
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Stad P(661,84 < 0 < 874,81) = 0,95 i ostateczny wniosek — przecietne zréznico-
wanie oszczednosci na staros¢ wsrod pracownikow badanej korporacji miesci sie
zatem w przedziale (661,84; 874,81) PLN z prawdopodobienstwem 0,95.

Ostatnim szacowanym parametrem jest frakcja pracownikéw wydajacych od
500 do 1000 PLN, dla ktorej przedzial ufnosci wyznaczony zostanie ze wzoru
(3.20):

1w, 1w,
p[wi_ua o) /M]:
n n
Pl 0,4-1,96 22 U"0D g4y 06 2406 |
100 100

=P(0,4-1,964/0,0024 < p <0,4+1,96-0,049)

Stad ostatecznie przedzial ufnosci wynosi P(0,304 < p < 0,496) = 0,95, co upo-
waznia do wniosku — w$rdd pracownikow tej korporacji najwiecej z nich, tj. od 30
do 50% (co stwierdzi¢ mozna z 95% prawdopodobienstwem), odklada na zabez-
pieczenie emerytalne od 500 do 1000 PLN.

4

3.3. Wprowadzenie do weryfikacji hipotez
statystycznych

Hipoteza statystyczna to osad (przypuszczenie) odnoszacy sie do nieznanego
poziomu parametréw lub do nieznanej postaci rozkladu zmiennych losowych
w zbiorowosci generalnej. Wyrdznia sie¢ dwa rodzaje hipotez — parametryczne
i nieparametryczne. Celem weryfikacji hipotez parametrycznych, tj. sadéw do-
tyczacych parametrow rozkladu cechy w populacji generalnej, jest sprecyzowanie
wartosci parametru rozktadu populacji generalnej znanego typu. Natomiast celem
weryfikacji hipotez nieparametrycznych, np. dotyczacych ksztattu rozkltadu popula-
cji generalnej, moze by¢ sprecyzowanie typu rozkladu cechy w okreslonej po-
pulacji generalnej. Innymi przyktadami hipotez nieparametrycznych moga by¢
losowos¢ proby lub niezaleznos¢ cech.

Celem weryfikacji hipotez statystycznych jest sprawdzenie poprawnosci sfor-
mutowanych hipotez statystycznych, czyli podjecie okreslonych decyzji statystycz-
nych. Procedura weryfikacji hipotez statystycznych opiera si¢ zawsze na dwoch,
konkurencyjnych w stosunku do siebie, hipotezach - zerowej i alternatywne;.
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Hipoteza zerowa (H,) jest podstawowg hipotezg statystyczna, bedaca przedmio-
tem weryfikacji. Zatem proces weryfikacji moze doprowadzi¢ do jej odrzucenia
badz do stwierdzenia, ze nie ma podstaw, aby ja odrzuci¢. Hipoteze t¢ formuluje
sie w czesto w ten sposob (czasem wbrew rozsagdkowi), aby mozna jg byto fatwo
odrzuci¢. Hipoteza alternatywna (H,) stanowi inaczej niz H. Jesli odrzuca sie
hipotez¢ zerows, to przyjmuje si¢ hipoteze alternatywng. Warto w tym miejscu
zauwazyc, ze:

« w przypadku, kiedy hipoteza zerowa jest nieparametryczna, to hipoteza al-
ternatywna jest formulowana w postaci przeciwnej w stosunku do hipotezy
Zerowej,

« w przypadku, kiedy hipoteza zerowa jest parametryczna, to hipoteze alter-
natywng mozna sformulowaé dwustronnie (tzn. jest rézne), prawostronnie
(tzn. jest wieksze od) lub lewostronnie (tzn. jest mniejsze od), przy czym
sposob formulowania hipotezy zalezy nie tylko od celu badania, ale réwniez
od rodzaju informacji statystycznych uzyskanych z proby losowe;.

Hipotezy statystyczne weryfikuje si¢ za pomocg testow statystycznych, przy czym
w zaleznosci od rodzaju hipotezy wyrdznia sie testy parametryczne, ktore stuza
do weryfikacji hipotez parametrycznych, i nieparametryczne (np. testy zgodnosci,
losowosci, niezaleznosci), stuzace do weryfikacji hipotez nieparametrycznych.

Przy weryfikacji hipotez statystycznych wazny jest tzw. poziom istotnosci «
oraz obszary odrzucenia hipotez zerowych. Oba te pojecia wigza sie z teorig ble-
dow popelnianych przy podejmowaniu decyzji w trakcie weryfikacji hipotez sta-
tystycznych na podstawie proby, brakuje bowiem catkowitej informacji o zbioro-
wosci, z ktdrej zostala ona pobrana. Tak wiec weryfikujac hipoteze zerowa, mozna
podja¢ decyzje poprawng lub popelni¢ blad. Rozréznia si¢ dwa rodzaje bledow,
ktdére wystepuja z okreslonym prawdopodobienstwem (tab. 3.1):

« blad I rodzaju, ktéry polega na odrzuceniu hipotezy zerowej wtedy, gdy jest
ona w rzeczywistosci prawdziwa; prawdopodobienstwo jego popelnienia
oznacza si¢ przez a,

o blad II rodzaju, ktéry polega na przyjeciu hipotezy zerowej wtedy, gdy jest
ona w rzeczywistosci falszywa, czyli jesli hipoteza alternatywna jest praw-
dziwa; prawdopodobienstwo jego popelnienia oznacza si¢ przez f.

Tabela 3.1. Btedy popetniane przy weryfikacji hipotez statystycznych

Decyzja

Hipoteza H, prawdziwa

Hipoteza H, fatszywa

Przyjecie weryfikowanej
hipotezy H,

Decyzja poprawna

Decyzja btedna
- btad Il rodzaju

Odrzucenie weryfikowanej
hipotezy H,

Decyzja btedna
- btad | rodzaju

Decyzja poprawna

Zrédto: [Witkowska 2004, s. 187].
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Prawdopodobienstwo popelnienia bledu I rodzaju («) ustalone jest z gory jako
dowolnie niskie prawdopodobienstwo odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej
i nazwane jest poziomem istotnosci. W naukach ekonomicznych prawdopodo-
bienstwo btedu I rodzaju przyjmuje si¢ zazwyczaj z przedziatu <0,001; 0,1>, przy
czym najczesciej o = 0,05. W programach komputerowych podawana jest zazwy-
czaj warto$¢ prawdopodobienstwa, tzw. p-value, ktéra jest minimalng wartoscia «
poziomu istotnosci, dla ktérego hipoteza H moze zosta¢ odrzucona na podstawie
wynikéw proby. Zatem H odrzuca sie, jesli p < a. Mocg testu nazywa si¢ prawdo-
podobienstwo niepopelnienia bledu II rodzaju, czyli (1 - j).

Test statystyczny to regula postepowania, ktéra na podstawie wynikéw z pro-
by ma doprowadzi¢ do odrzucenia (lub nie) postawionej hipotezy statystycznej.
W tym celu oblicza si¢ wartos¢ tzw. sprawdzianu testu (statystyki testu), bedacego
zmienng losowa o okreslonym rozktadzie, ktérego warto$¢ wyznacza si¢ na pod-
stawie danych z préby. Najczesciej uzywanymi w praktyce sg tzw. testy istotnosci,
ktére umozliwiaja odrzucenie hipotezy z ryzykiem réwnym poziomowi istot-
nosci a bez uwzgledniania prawdopodobienstwa popelnienia btedu II rodzaju.
Stosujac testy istotnosci, podejmuje si¢ decyzje odnosnie do odrzucenia hipotezy
zerowej na rzecz hipotezy alternatywnej albo decyzje o braku podstaw do od-
rzucenia hipotezy zerowej, co nie jest rownoznaczne z jej przyjeciem. W zwiaz-
ku z tym w przypadku testow istotnosci hipoteze zerowa dobrze jest formutowac
w taki sposob, aby mozna ja bylo stosunkowo tatwo odrzucic.

Obszar odrzucenia jest zbiorem wartosci zmiennej losowej bedacej spraw-
dzianem testu, ktory pozwala na odrzucenie hipotezy zerowej’. W zaleznosci od
rodzaju testu oraz sposobu sformulowania hipotezy alternatywnej wyroéznia si¢
jedno- lub dwustronny obszar odrzucenia. Przyktady obustronnych obszaréw od-
rzucenia przedstawiono na rys. 3.4 i 3.5. Ilustracje przykladowego lewostronnego
obszaru odrzucenia pokazano na rys. 3.6 dla rozkladu Gaussa, a prawostronnego
na rys. 3.7 dla rozkladu t-Studenta. Natomiast na rys. 3.8 poréwnano obszary
odrzucenia prawostronny i dwustronny.

al2 al2

-U al2 u al2

Rysunek 3.4. Obustronny obszar odrzucenia dla standaryzowanego rozktadu normalnego
i poziomu istotnosci a

Zrédto: opracowanie wtasne.

3 Obszar odrzucenia hipotezy zerowej stanowi dopetnienie tzw. obszaru przyjecia.
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Rysunek 3.5. Obustronny obszar odrzucenia dla rozktadu chi-kwadrat dla poziomu istotnosci a

Zrédto: opracowanie wtasne.

Obustronny (dwustronny) obszar odrzucenia jest budowany w przypadku te-
stow nieparametrycznych oraz gdy H, jest stawiana dwustronnie (w przypadku
testow parametrycznych). Jest to zbior wszystkich wartosci zmiennej losowej, kto-
ra przyktadowo jest o rozkladzie normalnym u, dla ktérych zachodzi:

lu > u (3:22)

gdzie:
u, — warto$¢ krytyczna odczytana z tablic rozkltadu normalnego dla ustalonego
z gory poziomu istotnosci « taka, ze zachodzi:

Plul2u)=«a (3.23)

Wartos¢ krytyczna testu to warto$¢ zmiennej losowej o okreslonym rozktadzie,
ktéra przy danym « stanowi koniec przedziatu odrzucenia. W procesie weryfi-
kacji hipotez sprawdza sie, czy obliczona warto$¢ statystyki testowej znalazta si¢
w obszarze odrzucenia czy obszarze przyjecia. W pierwszym przypadku odrzuca
sie hipoteze zerowa i przyjmuje hipotez¢ alternatywna. W przypadku drugim na
zadanym poziomie istotnosci a nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej,
co oznacza, ze test nie rozstrzygnal, czy postawione twierdzenie jest prawdziwe.
Zaleca si¢ wtedy zwiekszenie liczebnos$ci proby lub modyfikacje hipotez staty-
stycznych, co jednak nie zawsze jest mozliwe.

Jednostronny obszar odrzucenia hipotezy jest budowany wtedy, gdy hipoteza
alternatywna H, jest stawiana jednostronnie. Wowczas:

« lewostronny obszar odrzucenia stanowi zbiér wszystkich warto$ci zmiennej

losowej, np. o rozkladzie normalnym u takich, ze:
us-u (3.24)

o
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gdzie:
u - wartos¢ krytyczna odczytana z tablic rozktadu normalnego dla pozio-
mu istotnosci « taka, ze zachodzi (3.22), zatem:

Plu<-u)=a (3.25)

'Ua

Rysunek 3.6. Lewostronny obszar odrzucenia zbudowany na podstawie standaryzowanego
rozktadu normalnego dla poziomu istotnosci a

Zrédto: opracowanie wtasne.

 prawostronny obszar odrzucenia stanowi zbiér wszystkich warto$ci zmien-
nej losowej, np. o rozkladzie normalnym u takich, ze:

u=u (3.26)

gdzie:
u, — warto$¢ krytyczna odczytana z tablic dla ustalonego z gory poziomu
istotnos$ci « taka, ze zachodzi:

Pluzu) =« (3.27)

toa

Rysunek 3.7. Prawostronny obszar odrzucenia zbudowany na podstawie rozktadu t-Studenta
dla poziomu istotnosci a

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.8. Jednostronny i dwustronny obszar odrzucenia zbudowany na podstawie rozkta-
du t-Studenta dla poziomu istotnosci

Zrédto: opracowanie wtasne.

Reasumujac, w procesie weryfikacji hipotez statystycznych mozna wyréznic¢
kilka etapow:

1) sformufowanie hipotezy zerowej (H ) oraz hipotezy alternatywnej (H,);

2) wybdr testu statystycznego stuzacego do weryfikacji hipotezy zerowej;

3) wyznaczenie wartosci sprawdzianu testu;

4) ustalenie poziomu istotnosci (&) oraz wyznaczenie obszaru odrzucenia hi-

potezy zerowej;
5) podjecie decyzji z okreslonym prawdopodobienstwem bledu.

3.4. Weryfikacja hipotez dotyczacych parametrow
opisowych populacji

Testy parametryczne stuza do weryfikacji hipotez odnosnie do parametréw roz-
ktadu rozpatrywanej zbiorowosci. Przy czym weryfikacja hipotez moze dotyczy¢:
+ jednej populacji generalnej — wowczas celem jest sprawdzenie, czy badany
parametr charakteryzujacy zbiorowo$¢ statystyczng ma okreslong wartos¢,

o« dwoch lub wigcej zbiorowosci — celem jest weryfikacja hipotezy o réwnosci

wartos$ci badanego parametru w analizowanych zbiorowosciach.

W podrozdziale 3.1 stwierdzono, ze estymatorami nieznanych parametréw
zbiorowosci mogg by¢ adekwatne parametry obliczone na podstawie odpowied-
nio dobranej proby statystycznej. Jednakze wyznaczona ocena estymatora moze
nie by¢ wartoscig poszukiwanego parametru. Stad istnieje koniecznos¢ weryfika-
cji hipotezy, czy nieznana warto$¢ parametru jest rowna lub statystycznie rozni sie
(albo jest wigksza lub mniejsza) od pewnej (np. przyjetej z gory) wartosci.
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Weryfikujac hipotezy dotyczace wartosci oczekiwanej w populacji, rozstrzyga
sie, czy warto$¢ oczekiwana jest rowna konkretnej wartosci liczbowej. Stawia sig
zatem hipoteze zerowg:

HyEX)=p, lub Hi:u=u, (3.28)

gdzie:
1, jest zadang liczba,

wobec jednej z mozliwych hipotez alternatywnych:

H:E(X) # t, lub H:p=# H, (3.29a)
H:EX)>u, lub H:p>uy, (3.29b)
H:E(X) <y, lub H:p<uy, (3.29¢)

wskazujacych odpowiednio na obustronny, prawostronny lub lewostronny obszar
odrzucenia, tak jak pokazano na rys. 3.4-3.8. Sformulowanie hipotezy alterna-
tywnej w postaci zaprzeczenia hipotezy zerowej jest zawsze mozliwe i nie wymaga
dodatkowych wyjasnien. Natomiast w przypadku jednostronnego obszaru odrzu-
cenia sposob sformutowania hipotezy zalezy od wartosci parametru wyznaczone-
go w probie. Przyktadowo, jesli srednia z proby jest wieksza od wartosci zatozo-
nej, tj. x > y,, to hipoteza alternatywna sformutowana zostanie w postaci (3.29b),
zatem obszar odrzucenia bedzie znajdowal si¢ w prawym ogonie rozkladu sta-
tystyki testowej. W przypadku kiedy okaze sig, ze x < p, hipoteza alternatywna
bedzie postaci (3.29¢) i obszar odrzucenia bedzie lewostronny. Warto przy tym
zaznaczy¢, ze jednostronne sformulowanie hipotezy alternatywnej niesie wiecej
informacji praktycznej niz w przypadku hipotezy bedacej zaprzeczeniem hipo-
tezy zerowej. Co wigcej, hipotezy stawiane jednostronnie tatwiej jest odrzuci¢, co
widaé na rys. 3.8.
Podobnie jak w przypadku budowy przedzialéw ufnosci, przy weryfikacji hi-
potez statystycznych wyréznia si¢ 3 przypadki.
1) Populacja generalna ma rozklad normalny i znane jest jej zréznicowanie
mierzone odchyleniem standardowym (o). Wéwczas sprawdzian testu ma
standaryzowany rozklad normalny i jest postaci:

="t [y (3.30)
(02

gdzie:

x - $rednia z proby,
pozostale oznaczenia jak poprzednio.
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2) W przypadku malej proby losowej i braku znajomosci wariancji populacji
generalnej o zakladanym rozkladzie Gaussa sprawdzian testu ma rozklad
t-Studenta o (n - 1) stopniach swobody postaci:

_uo'

X
t=""""n-1 (3.31a)

jesli korzysta si¢ z odchylenia standardowego z proby. Natomiast jesli esty-
mator odchylenia standardowego jest nieobciazony, to sprawdzian testu jest
postaci:

x —
u= éu‘) n (3.31b)

3) Brak jest informacji o rozkladzie cechy w populacji, ale préba jest duza,
wowczas statystyka testowa ma rozklad normalny i jest postaci:

U= %-\/Z (3.32)

Dalsze analizy dotyczy¢ beda dwoch wartosci oczekiwanych, np. pochodza-
cych z roznych populacji albo obserwowanych w réznym czasie. W tym przypad-
ku hipoteza zerowa jest postaci:

H:E(X))=EX, lub H:u =u, (3.33)
gdzie:

E(X)), E(X,) oraz u,, i, 0 0znaczajg nadzieje matematyczne odpowiednio w pierw-
szej i drugiej badanej zbiorowosci.

Zakladajac, ze dopuszczalne sg jedno- i dwustronne obszary odrzucenia, hipo-
tezy alternatywne mozna sformutowac jako:

H:E(X)#EX, lub H:u #u, (3.34a)
H:E(X))>EX,) lub H:u >p, (3.34b)
H:E(X))<EX) lub H:u <py, (3.34¢)

Podobnie jak wczesniej rozpatruje si¢ kilka sytuaciji.

1) Obie badane populacje maja rozktad normalny N(u,, 0,) oraz N(u,, 0,), a od-
chylenia standardowe o, i 0, s3 znane. Z obu populacji wylosowano préby
o liczebnosciach odpowiednio 7, i n,. W tym przypadku statystyka testowa
jest o rozkladzie normalnym postaci:
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2)

3)

4)
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(3.35)

gdzie:
x,, X, — $rednie wartosci cechy wyznaczone w obu prébach.

Dane s3 mate proby pobrane z dwu populacji (tj. n, + n, < 60) o rozktadzie
normalnym N(u,, 0,) oraz N(u,, 0,). Odchylenia standardowe o, i 0, nie
s znane, ale sg rowne. Wowczas sprawdzian testu ma rozktad t-Studenta
o (n, + n, - 2) stopniach swobody i jest postaci:

— 2
t= - - (3.36)
n S, +n,-S, i+i
n+n,—2 n, n,

Z dwu populacji o rozkladzie normalnym N(u,, 0,) oraz N(u,, 0,) pobrano
mate préby. Odchylenia standardowe o, i 0, nie s3 znane, ale nie jest spetnio-
ne zalozenie o jednorodnosci wariancji, tzn. o7 # o7. Wowczas na podstawie
wynikow niezaleznych préb wyznacza si¢ wartos¢ statystyki testowej o roz-
ktadzie t-Studenta postaci:

—X,

% -

3.37

S S (3.37)
n, n

Test ten nosi nazwe testu Cochrana-Coxa. Istnieje kilka sposobdw okresla-
nia liczby stopni swobody w celu wyznaczenia wartosci krytycznej dla tego
testu. Przyktadowo w [Malarska 2005, s. 139] postuluje sie, aby liczbe stopni

t:

2 2
swobody wyznacza¢ jako: E{(T +T,-2)- [ S-S, i lﬂ gdzie E[] ozna-
cza funkgje entier. Si+S;, 2

Brak wiedzy o rozkladzie cechy w populacji, ale proby sa duze. Wowczas
statystyka testowa ma rozklad normalny i jest postaci:

X =%

U=—
@ g (3.38)
n, n,

gdzie:
S,» S, - odchylenia standardowe wyznaczone w obu prébach,
pozostale oznaczenia jak poprzednio.
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Waznymi parametrami opisowymi sg wariancja i odchylenie standardowe,
w odniesieniu do ktérych weryfikuje si¢ stosowne hipotezy statystyczne. Po
pierwsze bada sie, czy odchylenie standardowe (lub wariancja) maja okreslong
warto$¢, a po drugie sprawdza sig, czy zmienno$¢ w dwu populacjach jest iden-
tyczna.

Rozwaza sie zbiorowos¢ o rozkladzie Gaussa, przy czym wartos¢ oczekiwana y
i odchylenie standardowe populacji ¢ nie s znane. Z badanej populacji wyloso-
wano niezaleznie n-elementowa probe. Na podstawie tej proby nalezy zweryfiko-
wac hipoteze zerowg o tym, ze wariancja ma okreslong wartos¢ o;:

H:ad* =0} (3.39)

Hipotezy alternatywne moga przyjac jedna z postaci:

H:o*# 0} (3.40a)
H:0*>0; (3.40b)
H:0' <o} (3.40¢)

W przypadku malej proby warto$¢ statystyki testowej ma rozklad chi-kwadrat
o (n - 1) stopniach swobody i jest postaci:

nS? (n—l)§Z
7= > - 2 (3.41)

O, O,

Weryfikacja hipotez o dwdch wariancjach prowadzona jest dla dwdch prob
losowych pochodzacych z populacji o rozkladzie normalnym, ale o nieznanych
parametrach. Formutuje si¢ hipoteze zerowa postaci:

Hy:o!=0; (3.42)

i hipoteze alternatywna:
Hy:o!>o0] (3.43)
Przy czym przyjmuje si¢*, ze wariancje z proby spelniajg nieréwnos¢: S* > S2.

Statystyka testowa ma rozklad Fishera-Snedecora o (n,- 1) i (n,- 1) stopniach

swobody i jest postaci:
SZ
F=2L
(3.44)
S;

4 Warunek ten wynika z klasycznej budowy tablic rozktadu Fishera-Snedecora.
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Przyktad 3.3

Dostepne s3 akcje spotek A i B o $rednich zwrotach r, = -2% i r,= 5% oraz odchy-
leniach standardowych S, = 5% i S, = 12% odpowiednio, wyliczonych na probie
T = 100. W celu wyboru instrumentu inwestycyjnego nalezy zbada¢, czy stopy
zwrotu istotnie r6znia si¢ od 0 oraz czy oba wybrane instrumenty majg istotnie
rézne stopy zwrotu i ryzyka mierzone odchyleniami standardowymi.

Rozwiazanie

Notowania akcji spolek, mimo ze sg procesem ciaglym, dokonywane sa w wy-
branych momentach pomiarowych t =1, 2, ..., T, i dlatego traktuje si¢ je jako
obserwacje zmiennej losowej. W konsekwencji, wyznaczone na ich podstawie
stopy zwrotu r, i r,, s3 traktowane jako realizacje zmiennych losowych R, i R,
odpowiednio dla spotki A i B. Natomiast wartosci $rednich zwrotéw r, i r, petnig
role $rednich z obu préb statystycznych o 100 elementach, podobnie jak S, i S, s3
odchyleniami standardowymi z tych préb.

W celu wyboru instrumentu inwestycyjnego warto najpierw sprawdzi¢, czy
rozpatrywane akcje przynosza zyski czy straty, co sprowadza sie do rozstrzygnie-
cia hipotez H: E(R,) =0 vs. H: E(R,) < 0 dla spétki A oraz H: E(R,) =0 vs. H: E
(R,) > 0 dla spotki B. Hipotezy alternatywne s jednostronne, postawione zgodnie
z podanymi w zadaniu warto$ciami $rednimi r, <01ir, > 0.

Tak sformulowane hipotezy weryfikuje si¢ z wykorzystaniem statystyki (3.32)
dla duzych préb. Na potrzeby tego przykladu sprawdzian testu przyjmuje postac:

2
u= (g JT , co prowadzi do wynikoéw: dla spotki A: u = [—EJ V100 =—4, adla

spotki B: uz(aj-10:4,17. Poniewaz warto$¢ krytyczna testu dla poziomu

istotnosci a = 0,05 i lewostronnego obszaru odrzucenia wynosi -1,64 oraz 1,64 dla
obszaru prawostronnego, to na poziomie istotnosci « = 0,05 odrzuca si¢ hipotezy
zerowe na rzecz alternatywnych dla obu instrumentéw. Zatem oczekiwane zwroty
z akcji spotki A sg istotnie mniejsze od 0, a akeji spotki B sg istotnie wieksze od
0. Innymi stowy akcje spotki B generuja zyski (bo hipoteza alternatywna ma pra-
wostronny obszar odrzucenia i dotyczy zwrotéw dodatnich), podczas gdy akcje
spotki A - straty (bo hipoteza alternatywna ma lewostronny obszar odrzucenia
i dotyczy zwrotow ujemnych). Wniosek — nie oplaca si¢ inwestowa¢ w akcje spotki
A i dalsze analizy w zakresie porownan stop zwrotu i ryzyka mozna pomingc.

%

Przyktad 3.4

Na potrzeby decyzji inwestycyjnych nalezy poréwnac stopy zwrotu z akcji spotek
AiB o $rednich zwrotach r, = 2% i r,= 4% oraz odchyleniach S, = 5% 1S, = 12%
odpowiednio, wyliczonych na prébie T' = 100.
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Rozwiazanie

Analogicznie jak w przyktadzie 3.3 rozwigzanie zadania rozpoczyna si¢ do rozstrzy-
gniecia hipotez o zerowych zwrotach H: E(R,) = 0 vs. H: E(R,) > 0 dla spotki
A oraz H; E(R,) = 0 vs. H: E(R,) > 0 dla spétki B. Obie hipotezy alternatywne
zostaly postawione jednostronnie, zgodnie z podanymi warto$ciami srednich stop
zwrotu r, > 0ir, > 0. Sprawdzianem testu (dla duzej proby) jest (jak w poprzednim

2
przykladzie) statystyka: u = (%Jﬁ » czyli: dla spotki A: u = s 100 =4,

adlaspotki B: u= [E} -10=3,33.. Poniewaz wartos$¢ krytyczna testu dla poziomu

istotnosci a = 0,05 i prawostronnego obszaru odrzucenia wynosi u = 1,64, to od-
rzuca si¢ obie hipotezy zerowe na rzecz hipotez alternatywnych. Wniosek - stopy
zwrotu obu spotek sg istotnie dodatnie.

Tym razem jednak nie mozna zakonczy¢ zadania, bowiem nadal nie wiadomo,
ktdre akcje sg lepszym instrumentem inwestycyjnym pod wzgledem rentownosci
i ekspozycji na ryzyko. Najpierw trzeba zatem sprawdzi¢, czy stopy zwrotu z ak-
cji spotki B sg (jak sugeruje tres¢ zadania) istotnie wieksze od stop zwrotu spot-
ki A. Zadanie sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy o réwnosci stép zwrotu
H;E(R,) = E(R) vs. H: E(R,) < E(R)).

Korzystajaczestatystykitestowej (3.35) dladuzych préb u =

7"A
A

—%,wyliczyc’

sz 8

T, T,

2-4 -2 A7
= =—1,54|u|<u, =1,64.

25 1 fio

100 100 100

co upowaznia do wniosku o braku podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej na
poziomie istotnosci & = 0,05 i stwierdzenia, ze stopy zwrotu obu instrumentow
nie rdznig si¢ istotnie.

Pozostaje do rozstrzygniecia ostatnie kluczowe pytanie, tj. czy oba instrumenty
charakteryzuje identyczne ryzyko, co sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy o réw-
nosci wariancji obu instrumentéw: H: D*(R,) = D*(R,) vs. H: D*(R,) > D*(R,), dla
ktdrej sprawdzian testu (3.34) wynosi

mozna warto$¢ sprawdzianu u =

2
F:S—BZ%:5,7-F>F =139
§: 25 B
Warto$¢ krytyczna testu F dla poziomu istotnosci a = 0,05 wynosi 1,39 dla ob-
szaru prawostronnego. W konsekwencji na poziomie istotnosci a = 0,05 odrzuca
sie hipoteze zerowa na rzecz alternatywnej i wnioskuje o (statystycznie) istotnie
wyzszym ryzyku instrumentu B (mierzonym odchyleniem standardowym) niz
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akeji spotki A. Ostateczny wybor instrumentu zalezy w tym przypadku od indy-
widualnej awersji inwestora do ryzyka.

4

Kolejnym analizowanym parametrem jest frakcja odzwierciedlajaca strukture
populacji, tj. udzial wybranego wariantu cechy w populacji. W celu sprawdzenia,
czy wskaznik struktury jest na okreslonym poziomie, stawia si¢ hipoteze zerowa
postaci:

H:p=p, (3.45)
gdzie p, — zatozona wartos¢ frakcji.

Hipotezy alternatywne moga przyjac jedna z postaci:

H:p#p, (3.46a)
H:p>p, (3.46b)
H:p <P, (3.46¢)

Na podstawie duzej (przynajmniej 100-elementowej) proby, wyznacza si¢ war-
tos¢ statystyki testowej o standaryzowanym rozkladzie Gaussa:

w. —
u=—tiP (3.47)

po(l_po)

n

Badanie réwnosci dwdch wskaznikow struktury przeprowadza si¢ na podsta-
wie duzych préb pobranych z dwoch populacji o liczebnosci n,, n, formutujac
hipotezy:

H:p =p, (3.48)
H:p #p, (3.49a)
H:p, >p, (3.49b)
H:p <p, (3.49c¢)

gdzie:
P, p, — wskazniki struktury odpowiednio w pierwszej i drugiej badanej zbioro-
wosci.
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Wowczas sprawdzian testu ma rozklad asymptotycznie normalny N(0, 1) i jest
postaci:

u= h~—~2’ (3.47)
pq
fl
gdzie:
. N, +n,
p=—"- (3.48)
n, +n,
q=1-p (3.49)
~_ h-n,
n=—-2
— (3.50)
nli nZi R . . . .. .. 1.
wy, =—, w,, = — —wskazniki struktury odpowiednio w pierwszej i drugiej probie,
nl nZ

n,, n,, - liczebno$¢ i-tego wariantu cechy odpowiednio w pierwszej i drugiej prébie,
n, n, - liczebno$¢ odpowiednio pierwszej i drugiej proby.

Przy badaniu ksztaltu rozkladu istotne jest stwierdzenie, czy rozklad jest sy-
metryczny oraz czy mozna go uznac za zblizony do normalnego. W zasadzie sg
to hipotezy nieparametryczne, ale do ich weryfikacji mozna wykorzysta¢ in-
formacje o parametrach rozkladu. W pierwszym przypadku para hipotez ma
posta¢ ogolng H : rozklad zmiennej jest symetryczny, H: rozklad zmiennej nie
jest symetryczny.

W celu sprawdzenia, czy rozklad jest symetryczny, bada si¢ wspolczynniki
skosnosci. Jezeli warto$¢ wspotczynnika skosnosci A(8) jest réwna 0, to roz-
klad zmiennej jest symetryczny. W rzeczywistosci warto$¢ tego wspolczynnika
odbiega od 0, z tego wzgledu testuje sie jego istotno$¢, stawiajac hipoteze ze-
rowa:

H:AM®)=0 (3.51)
wobec hipotezy alternatywnej postaci:
H:A(®)>0lubH:A®)<0 (3.52)

gdzie:
A(8,) - asymetria procesu generujgcego szereg obserwacji.
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W celu weryfikacji hipotezy zerowej korzysta si¢ z tzw. standaryzowanego
wspotczynnika sko$nosci (por. [Luszniewicz, Staby 2003, s. 40-41])°, ktéry pelni

role sprawdzianu testu:
n
SA=A |-
gdzie:

A - wspolczynnik skosnosci wyznaczony wediug (2.23) dla n-elementowej proby.
Przy obliczaniu wartosci statystyki A nalezy uwzgledni¢ zatozenie, ze n > 3.

W przypadku gdy liczebnos¢ proby n wynosi co najmniej 150 obserwacji, staty-
styka SA ma standaryzowany rozklad normalny. Jezeli warto$¢ bezwzgledna tego
wspolczynnika jest rowna lub wigksza od warto$¢ krytycznej (odczytanej z ta-
blic dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego), to hipoteza zerowa,
w ktorej zaklada sig, ze rozklad jest symetryczny, zostaje odrzucona (por. [Dobosz
2004, s. 25 i 64; Luszniewicz, Staby 2003, s. 40-42]). Standaryzowany wspolczyn-
nik sko$nosci SA (przy umiarkowanej sile asymetrii) na ogét przyjmuje wartosci
z przedzialu <-3; 3>, co oznacza, ze w przypadku znalezienia sie statystyki (3.53)
w tym przedziale badany rozktad empiryczny mozna uzna¢ za symetryczny.

W badaniach normalnosci rozkladu korzysta si¢ zazwyczaj z testow niepara-
metrycznych, np. testu normalnosci Shapiro-Wilka i testu Jarque-Bera lub testow
zgodnosci rozkladu, np. chi-kwadrat i Kotmogorowa-Lillieforsa, ktére implemen-
towane s3 w popularnych programach komputerowych. Z ich wykorzystaniem
rozstrzyga sie pare hipotez (nieparametrycznych) postaci H : empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa jest zgodny z rozktadem normalnym, H,: empiryczny roz-
kfad prawdopodobienstwa nie jest zgodny z rozkladem normalnym.

Przy weryfikacji hipotezy zerowej mozna réwniez skorzysta¢ ze znacznie prost-
szego do wykonania testu parametrycznego dotyczacego stopnia splaszczenia
rozkladu analizowanej zmiennej w stosunku do rozkladu normalnego. Dokonuje
sie tego w trakcie testowania kurtozy, co umozliwia odpowiedz na pytanie, czy
rozpatrywany rozktad symetryczny mozna uznac za rozktad Gaussa. W tym celu
hipotezy nieparametryczne zastepuje si¢ hipotezami parametrycznymi postaci:

H; K(9) =0 (3.54)

H:K(®)>0lubH:K(®)<0 (3.55)

gdzie:
K(8) - kurtoza procesu generujacego szereg obserwacji.

5 Przy obliczaniu wartosci statystyki A wedtug (1.16) nalezy uwzglednic zatozenie, ze T> 3.
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Dla rozktadu normalnego wspoétczynnik K przyjmuje wartos¢ 0. Do statystycz-
nej oceny, czy wartos¢ kurtozy istotnie rézni sie od 0, wykorzystuje sie standary-
zowany wspolczynnik kurtozy SK postaci (por. [Luszniewicz, Staby 2003, s. 42]):

SK = K|~ (3.56)
24
gdzie:

K - kurtoza wyznaczona wedtug (2.28) dla proby n-elementowej. Przy obliczaniu
wartosci statystyki SK nalezy uwzglednic¢ zalozenie, ze n > 4.

Jezeli liczba obserwacji n wynosi co najmniej 150, to wspétczynnik SK ma stan-
daryzowany rozklad normalny. Zatem jesli warto$¢ bezwzgledna tego wspolczyn-
nika jest réwna lub wigksza od warto$¢ krytycznej, to hipoteza zerowa, w ktdrej
zaklada sie, ze warto$¢ wspodlczynnika kurtozy jest rowna 0, zostaje odrzucona
(por. [Dobosz 2004, s. 25 i 64; Luszniewicz, Staby 2003, s. 40-43]). Wspdtczynnik
SK przy umiarkowanej kurtozie na ogé! przyjmuje wartosci z przedzialu <-3; 3>.
W przypadku gdy (3.56) < -3, to wystepuje znaczace splaszczenie badanego roz-
kfadu empirycznego, natomiast jesli (3.56) > 3, to wystepuje znaczna wysmuklosé
tego rozkladu. Zatem jesli (3.56) znajdzie si¢ w zalozonym przedziale, to mozna
uznac rozpatrywany rozktad za normalny, bez koniecznosci stosowania znacznie
bardziej pracochlonnych testéw zgodnosci rozkladu.






Rozdziat 4
Analiza wspotzaleznosci zjawisk

Dotychczasowe rozwazania dotyczyly analiz pojedynczych cech. Jednakze w ba-
daniach spotecznych rozpatruje si¢ wiele z nich, mierzonych na réznych skalach
pomiarowych. Nasuwa si¢ wiec naturalne pytanie, czy badane cechy i zjawiska
s3 ze soba w jaki$ sposob powigzane. Analiza wspolzaleznosci umozliwia wery-
fikacje pogladow dotyczacych wystepujacych zaleznosci miedzy zjawiskami oraz
identyfikacje czynnikéw na nie wplywajacych. W analizach dwu i wiecej cech,
czyli inaczej analizach wielowymiarowych (wielocechowych), bada si¢ charakter
i site oraz (o ile to mozliwe) kierunek tych zaleznosci.

4.1. Rozktad dwuwymiarowy

Punktem wyjsciowym do badania wspoélzaleznosci cech sa dane, w ktérych dla
kazdej jednostki statystycznej, obiektu lub momentu pomiarowego okreslono jed-
nocze$nie wartosci dwoch cech: X i Y. Pojawia si¢ wigc zbior n jednostek i przy-
porzadkowane im obserwacje dotyczace pary cech (x,y),i=1,2, ..., n, co przed-
stawiono w tab. 4.1.

Tabela 4.1. Szereg szczegdtowy dla dwdch obserwowanych cech

Numer obserwacji / Obserwacje cechy X: x, Obserwacje cechy Y: y,
1 X, Y,
2 X, Y,
N X, Y,

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Jezeli liczebno$¢ zbiorowosci jest duza i zachodzi potrzeba pogrupowania da-
nych w szeregi rozdzielcze, to ze wzgledu na dwa rézne wymiary grupowania do-
tyczace k wariantéw dla cechy X i [ wariantéw cechy Y otrzymuje si¢ (k - [) par
obserwacji dotyczacych obu cech jednoczesnie, czyli (k - I) wartosci n,, oznaczajg-
cych liczebnosci klas dla i-tego wariantu cechy X (i =1, 2, ..., k) i j-tego wariantu
cechy Y (j = 1, 2, ..., I). Takie przyporzadkowanie nazywa si¢ dwuwymiarowym
rozkladem empirycznym cech (X, Y). Dane pogrupowane umieszcza si¢ zwykle
w tablicy, ktéra w przypadku danych ilosciowych nosi nazwe tablicy korelacyjnej
(tab. 4.2). Kiedy analizie poddawane s3 cechy jakosciowe, tablice te nosza nazwe
tablic asocjacji lub kontyngencji.

Tabela 4.2. Tablica korelacyjna

!
Przedziaty klasowe _
wartoéci cech Wy Y3) Yo Ya) Wi ¥iy) ;”ff =M.
[de’ Xlg) nll n12 A nl[ nl-
[XZd’ XZg) n21 nZZ A nZI n2-
[Xkd’ ng) nkl nkz nkl nk'
k ! 1
Z”u:”/ n1 nz n[ Z”f-ZZ”/:”
i=1 Jj=1 Jj=1

Zrédto: opracowanie wtasne.

Symbole w pierwszej kolumnie i pierwszym wierszu tab. 4.2, tzn.: x,, x, oraz
Vi ¥, 0znaczajg odpowiednio dolng i gorng granice przedziatow klasowych dla
cech X i Y. Natomiast wewnatrz tabeli podano liczebnosci n, wyrazajace liczbe
obserwacji, ktore charakteryzujq si¢ i-tym wariantem cechy X oraz j-tym warian-
tem cechy Y. Tablice asocjacji i kontyngencji wygladaja podobnie z tg réznica, ze
warianty cech s3 przedstawione w sposob adekwatny do skali pomiarowej kaz-
dej z cech. W ostatnim wierszu tablicy korelacyjnej umieszczone zostaly sumy
liczebnosci wszystkich klas cechy X dla danego wariantu Y oznaczonego przez
n,, tworzace rozklad empiryczny cechy Y w badanej zbiorowosci, nazywany tutaj
rozkladem brzegowym tej cechy. Podobnie w ostatniej kolumnie tablicy powstat
rozktad brzegowy cechy X, oznaczony jako n,. Innymi stowy, w ostatnim wierszu
zliczono wszystkie obserwacje (suma po wierszach) dla kolejnych j =1, 2, ..., [
wariantow cechy Y, a w ostatniej kolumnie zliczono wszystkie obserwacje (suma
po kolumnach) dla kolejnych i = 1, 2, ..., k wariantéw cechy X.
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W analizach wielowymiarowych czesto bada si¢ tzw. rozktad warunkowy, wy-
znaczony dla jednej z cech przy zalozeniu, ze cecha druga przyjmuje konkretny
wariant. Rozkladem warunkowym cechy Y dla czesci populacji (n,, jednostek)
posiadajacej ceche X w pierwszym wariancie’, tj. dla wartosci x, nalezacej do

przedziatu (x1 H xlg), przedstawiono w tab. 4.3.

Tabela 4.3. Rozktad warunkowy cechy Y dla pierwszego wariantu cechy X

Przedziaty wartosci cechy Y Liczebnos¢ klasy
[yld’ yla) ny
Yoo Yoo) n,
[-y[d’ .qu) nll

Zrédto: opracowanie wtasne.

4.2. Wystepowanie wspotzaleznosci

Wspélzaleznos¢ wystepujaca miedzy cechami moze by¢ funkcyjna, tj. doktadna lub
stochastyczna — probabilistyczna. Pierwsza wystepuje, kiedy zmiana wartosci jednej
cechy pociaga za sobg konkretng zmiang drugiej, czyli y = f(x), gdzie x, y — warto$ci
cech, f — symbol pewnej funkeji. Druga, gdy réznym wariantom jednej cechy od-
powiadaja rozne rozklady drugiej cechy. Przeciwnie, jezeli dla réznych wariantow
jednej cechy druga ma stale taki sam rozklad, to cechy sa niezalezne stochastycznie.
W naukach spotecznych w wiekszosci przypadkéw wystepuja zaleznosci stocha-
styczne. Szczegblnym przypadkiem zaleznoéci stochastycznej jest zaleznos¢ korela-
cyjna (statystyczna). Dwie cechy sg zalezne korelacyjnie, jezeli réznym wariantom
jednej cechy odpowiadajg rézne $rednie warunkowe drugiej. Przy czym, $rednie
warunkowe sg to $rednie liczone dla rozkladéw warunkowych. W przykiadzie z tab.
4.3 jest to srednia cechy Y wyznaczona dla pierwszego wariantu cechy X.

Na rys. 4.1 i 4.2 przedstawiono przyklady zaleznosci funkcyjnej. Jak mozna
zauwazy¢, kazdy punkt na wykresie reprezentuje obserwacje poczynione jedno-
cze$nie dla zmiennej X oraz Y. Relacje miedzy zmiennymi maja charakter liniowy,
punkty bowiem tworza proste. Oczywiscie zalezno$¢ funkcyjna moze mie¢ réw-
niez charakter nieliniowy. Z kolei rys. 4.3 i 4.4 przedstawiaja zaleznosci korelacyj-
ne o roznej sile — na rys. 4.3 ta relacja jest silniejsza niz na rys. 4.4.

6 Tab. 4.3 przedstawia przetransponowany pierwszy wiersz tab. 4.2.
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Obserwacje cechy ¥
O =N W R U N 0
®

0 2 4 6
Obserwacje cechy X

Rysunek 4.1. Przyktad zaleznos$ci funkcyjnej liniowej dodatniej

Zrédto: opracowanie wtasne.

Obserwacje cechy ¥
[ T e S ¥ R L "L =) TN B e +]

Obserwacje cechy X

Rysunek 4.2. Przyktad zaleznosci funkcyjnej liniowej ujemnej

Zrédto: opracowanie wtasne.

Obserwacje cechy ¥

0 2 4 6
Obserwacje cechy X

Rysunek 4.3. Przyktad silnej zaleznosci korelacyjnej dodatniej

Zrédto: opracowanie wtasne.

10

10



Przyktad 4.1

Obserwacje cechy ¥
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4 6
Obserwacje cechy X

10

Rysunek 4.4. Przyktad umiarkowanej zaleznosci korelacyjnej dodatniej

Zrédto: opracowanie wtasne.

Badano wyst¢epowanie korelacji miedzy powierzchnig biurowa a okresem
dzialalnos$ci 30 firm deweloperskich, oferujacych nieruchomosci komercyjne.
Obserwacje jednostkowe przedstawiono w tab. 4.4, podajac: numer obserwa-
cji (zastgpujacy nazwe firmy deweloperskiej) wedtug kolejnosci uzyskania da-
nych, okres dzialalnosci firmy w latach oraz powierzchni¢ biurowa w m?. Nato-
miast zbiorcze dane w postaci tablicy z danymi pogrupowanymi przedstawiono

w tab. 4.5.

Tabela 4.4. Dane z badania firm deweloperskich
Nr | Okres | Powierzchnia| Nr | Okres | Powierzchnia Nr | Okres | Powierzchnia

firmy | [Lata] [m?] firmy | [lata] [m?] firmy | [lata] [m?]

1 4 42 11 3 58 21 4 64

2 2 48 12 4 72 22 4 56

3 1 37 13 5 96 23 2 30

4 2 56 14 1 38 24 4 93

5 3 46 15 5 64 25 1 49

6 4 102 16 3 75 26 3 66

7 4 33 17 5 68 27 3 56

8 5 4 18 3 46 28 4 104

9 5 63 19 2 4 29 3 43

10 2 42 20 5 85 30 2 39

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tabela 4.5. Dane pogrupowane

Powierzchnia uzytkowa Okres dziatalnosci w latach - cecha Y
Razem
[m?] - cecha X 1 2 3 4 5
30-50 3 4 3 2 x 12
50-70 X 1 3 2 3
70-90 X 1 1 1 2
90-110 X X X 3 1
Razem 3 6 7 8 6 30

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 4.4.

Liczba oddanych lokali

O
”30/ A2 2
g 3
“ Okres dziatalnosci [lata]
’\(D '\"\Q 5
Powierzchnia [m?] o
m 30-50
m 50-70
m 70-90
90-110

Rysunek 4.5. Dane z tab. 4.5

Zrédto: opracowanie wtasne.

Z danych w tab. 4.5 wynika, ze spo$rdd badanych firm deweloperskich 3 dzia-
taja od roku, 6 z nich funkcjonuje 2 1 5 lat, 7 przez 3 lata i 8 przez 4 lata. Najwie-
cej jest biur o matej powierzchni, tj. od 30 do 50 m? (w 12 firmach), a najmnie;j
najwigkszych biur - o powierzchni 90-110 m* Dane z tab. 4.5 przedstawiono na

trojwymiarowym wykresie (rys. 4.5).
%
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Sposéb pomiaru wspolzaleznosci jest SciSle zwigzany z charakterem danych,
tzn. zalezy od skali pomiarowej oraz od liczby cech uwzglednionych w badaniu,
co przedstawiono na rys. 4.6 i 4.7. Jednakze, podobnie jak miato to miejsce przy
analizie struktury, w przypadku cech jakosciowych istnieje niewiele miar stuza-
cych do ich pomiaru i miary te sg mato ,wyraziste”. W przypadku analiz wielowy-
miarowych czesto pojawia si¢ problem réznych skal uzywanych do pomiaru cech.
Pojawia si¢ wtedy watpliwos¢, jakie miary wspolzaleznosci zastosowal. Regula
jest, ze zawsze stosuje sie miary, ktdre sa przeznaczone do najstabszej skali, w ja-
kiej dokonywany jest pomiar cech.

‘ Wspotzaleznosé ’

v

A\
‘ Trzy i wiecej cech ’

‘ Cechy ilosciowe ’

2

i porzadkowe

‘ Cechy jakosciowe ’ Cechy ilosciowe

Rysunek 4.6. Badanie wspétzalezno$ci w zalezno$ci od skali pomiarowej i liczby cech

Zrédto: opracowanie wiasne.

S

Wspotzaleznosc

;|_J

[ ! 1

4 )
Skala nominalna Skala porzadkowa Skala przedziatowa
iilorazowa
¢ Yule’a, Q Kendalla, 7Kendalla, kowariancja,
T Czuprowa, R Spearmana r Pearsona,
C Pearsona, V Cramera & j stosunek korelacji

Rysunek 4.7. Miary wspétzalezno$ci dwdch cech w zaleznosci od skal pomiarowych

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przy badaniu wspdlzaleznosci cech przyjmuje sie zwykle jedng ceche za nieza-
lezna, ktérej zmiennos¢ jest uwarunkowana czynnikami zewnetrznymi, a druga
za zalezng, tzn. jej wahania probuje sie wyjasnic¢ (przynajmniej czesciowo) zmien-
noscig cechy niezaleznej. Zazwyczaj pierwszg z nich oznacza si¢ przez X, a druga
przez Y, chociaz czesto bada si¢ relacje obustronne.
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4.3. Podstawowe miary korelacji dwoch cech
mierzalnych i porzadkowych

Najczesciej stosowanym miernikiem wspdtzaleznosci cech mierzalnych (ilo$cio-
wych) jest wspdtczynnik korelacji liniowej Pearsona, okreslany w literaturze réw-
niez jako wspotczynnik korelacji prostoliniowej. Opiera si¢ on na pojeciu kowa-
riancji, ktorg dla szeregu szczegdétowego (tab. 4.1) wyznacza si¢ wedtug wzoru:

1 _ _
cov,, =;Z(xi -X)(y,-Y) (4.1)

lub réwnowaznie

1< S
cov,, 2;29@)’1 Xy (4.2)

oraz dla szeregu pogrupowanego w tablicy korelacyjnej (tab. 4.2) wyznacza sie ze
wzoru:

1 k 1
covxy=nZZ(x X)(y,~ ), (4.3)

i=1 j=1

lub

G} - -
COny:;ZZ =Xy (4.4)

gdzie:

x, y, - i-te obserwacje wartosci odpowiednio cech Xi Y,

%, y, - $rodki przedziatéw klasowych odpowiednio cech X i Y,

x, y - $rednie arytmetyczne cech X i Y,

S, S, — odchylenia standardowe zmiennych Xi Y,

n, - liczba obserwacji posiadajacych jednoczesnie i-ty wariant cechy X i j-ty wa-
riant cechy Y,

cov, - kowariancja cech X 1Y,

r,, — wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona dla cech Xi Y.



4.3. Podstawowe miary korelacji dwdch cech mierzalnych i porzadkowych 117

Wspotczynnik korelacji liniowej , jest miarg symetryczng i przyjmuje warto-
$ci z przedzialu <-1, 1>. Wskaznik ten informuje o sile oraz kierunku korelacji
liniowej migdzy zmiennymi. Warto$¢ wspétczynnika korelacji Pearsona r, = 0
swiadczy o braku korelacji liniowej migedzy badanymi cechami (jednak mozliwe
jest, ze istnieje miedzy nimi korelacja krzywoliniowa). Warto$¢ wspotczynnika
korelacji Pearsona wigksza od 0 (r,, > 0) oznacza korelacj¢ dodatnig, tzn. wraz ze
wzrostem wartosci jednej cechy wzrasta §rednia warunkowa drugiej cechy (po-
réwnaj rys. 4.3). Wartos¢ wspotezynnika korelacji Pearsona mniejsza od 0 (r, < 0)
informuje, ze korelacja jest ujemna, tzn. wzrostowi wartosci jednej cechy towa-
rzyszy spadek drugiej. Przy r_ =1 lub -1 wystepuje liniowa zaleznos¢ funkeyjna,
tzn. y = ax + b (tj. dodatnia, jak na rys. 4.1, i ujemna, jak na rys. 4.2).

Przyktad 4.2
Dla danych z przykladu 4.1 obliczy¢ nalezy wspoélczynnik korelacji liniowe;.

Rozwiazanie

Tablica korelacyjna, zbudowana na podstawie danych pogrupowanych z tab. 4.5,
zostala uzupelniona o dane konieczne do obliczenia S, S oraz cov, i przedsta-
wiona w tab. 4.6. Srednie arytmetyczne cech na podstawie przedstawionych da-
nych oblicza sie jako:

k
zxini Zyjnj
_ 1820 _ = 98
x:L:—:60)67 }/:]1 :—:3,27
n 30 n 30

Kowariancja zostata obliczona wedtug wzoru (4.4):
6380
cov, =———060,67-3,27 =14,49
7 30

Odchylenia standardowe oblicza si¢, podobnie jak $rednie, na podstawie rozkta-
déw warunkowych:

1& 13186,67
S = /— (x,—%x)’n = /—’:20,97
X n; 1 1 30
1< 47,87
S =1-Ny.-y)’n =,/——=1,26
) 1/;1; T s

Zatem wspOlczynnik korelacji liniowej jest réwny:
cov,, 14,49
r, =t

- or = - =0,5484 ~ 0,55
7SS, 20,97-1,26
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Tabela 4.6. Obliczenia dla danych z przyktadu 4.1

; Warianty cechy Y
5, | Wartanty S=n.| xn, | %-% | (x-22 | (x-2en,
cechyX | 1 2 3 4 5
40 | [30;50) | 3 4 3 x 12 | 480(-20,67| 427,11| 512533
60 | [50;70) | x 1 3 2 3 540| -0,67| 0,44 4,00
80 | [70;90) | x 1 1 1 2 5 400 19,33| 373,78| 1868,89
100 | [90;110) | x x x 3 1 4 400| 39,33|1547,11| 6188,44
Y=n, 3 6 7 8 6 30 |1820] x x | 13186,67
yn, 3 | 12|21 |32 30| 98
Y-y -2,27|-1,27]-0,27| 0,73| 1,73|
,-7) 514| 1,60 0,07| 0,54| 3,00/ x
,-91n, 154| 9,63| 0,49| 4,30| 18,00| 47,87
k
D, 120 | 300 | 380 | 580 | 440 |
i=1
k
dxany, 120 | 600 | 1140 | 2320 | 2200 | 6380
i=1

Zrédto: obliczenia na podstawie tab. 4.5.

W tym przypadku cechy sa wyraznie dodatnio skorelowane, cho¢ nie jest to sil-
na wspolzalezno$¢. Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze czym dluzej dziata
firma deweloperska, tym wynajmuje wieksze biuro.

Analiza przykladu prowadzi ponadto do istotnego spostrzezenia — wartosci
miernikéw, podobnie jak to miato miejsce w przypadku obliczania miar opiso-
wych, zaleza od sposobu agregacji danych. I tak, wartos¢ wspotczynnika kore-
lacji dla danych niepogrupowanych, tj. danych z tab. 4.4, bedzie si¢ rézni¢ od
warto$ci wyznaczonej dla danych z tab. 4.6. Dzieje si¢ tak poniewaz przy obli-
czeniu wartos$ci $redniej i odchylenia standardowego powierzchni wykorzysta
sie wzory (2.2) i (2.11) dla szeregéw prostych, zamiast wczesniej uzytych wzo-
réw (2.4) i (2.13) dla szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi wielojed-
nostkowymi. W konsekwencji kowariancja zostanie wyznaczona na podstawie
wzoru (4.1), zamiast wczesniej zastosowanego wzoru (4.3). A zatem x = 60,63;
S, =20,27icov, = 17,7978, stad r = 0,5779. Jak wida¢, wyznaczone wskazniki
korelacji liniowej Pearsona rdéznia sie od siebie i to juz na drugim miejscu po
przecinku.

&
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Inng miarg korelacji jest stosunek korelacjie  ie , nazywany tez wspofczynni-
kiem korelacji nieliniowej Pearsona. Mierzy on site korelacji cech niezaleznie od
ksztaltu tej zaleznosci, tj. zaréwno wtedy, kiedy zalezno$¢ jest liniowa, jak i wte-
dy, gdy jest nieliniowa. Wyznacza si¢ go dla danych pogrupowanych, przy czym
cecha zalezna musi by¢ cecha mierzalng. Natomiast cecha niezalezna moze by¢
ilosciowa lub jakosciowa. Innymi stowy, wspotczynnik korelacji nieliniowej moze
by¢ stosowany w przypadku, gdy jedna z cech mierzona jest na skalach stabych
(zwlaszcza nominalnej) pod warunkiem, ze zmienna ilo§ciowa zostanie uznana
za zmienng zalezng. Stosunek korelacji cechy Y do X jest dany wzorem:

2
Vi

X; = 2 (46)
Y Sy
gdzie S? jest wariancjg érednich warunkowych cechy Y, czyli:
1 k
2 - —\2
S, = ;Z;(J’,- -y, (4.7)

natomiast y, jest $rednig warunkowg cechy Y dla i-tego wariantu cechy X, czyli:

1
PR
p— ]=1

¥, = - i=12,...k (4.8)

ie

gdzie S} jest wariancjg og6lng cechy Y.

Analogicznie konstruuje si¢ stosunek e korelacji cechy X do cechy Y. Stosunek
korelacji moze przyjmowaé wartosci z przedzialu <0, 1>, co oznacza, Ze mierzy
jedynie sile zwigzku migdzy dwiema cechami, ale nie mozna na jego podstawie
okresli¢ kierunku zaleznosci. Na 0got jest to miara niesymetryczna, tzn. e # e,
poza dwoma przypadkami: e, =e,= 0 (brak korelacji) oraz e, =e, = 1 (zalez-
no$¢ funkcyjna miedzy Y a X).

Istnieje zaleznod¢ migdzy e i, postaci:

<
Ir,l<e, (4.9)
ktdra stata si¢ podstawg do utworzenia miary krzywoliniowosci zwigzku zmien-
nych, tzw. miernika krzywoliniowosci, ktéry przy badaniu zaleznosci cechy Y od
X jest postaci:

m =e> —r? (4.10)
y yx yx
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a dla zaleznosci cechy X od Y jest postaci:

m =e -1 (4.11)

X xy Xy

Przyktad 4.3

Czy zalezno$¢ miedzy powierzchnig biurows a dltugoscia okresu dziatalnosci fir-
my z przykladu 4.1 mozna uzna¢ za liniowg?

Rozwiazanie

Nalezy obliczy¢ stosunek korelacji nieliniowej e_, tj. zaleznosci powierzchni wy-
najmowanych biur od okresu dziatalnosci firmy deweloperskiej, a nastepnie wiel-
kos$¢ miernika krzywoliniowosci (im jego warto$¢ jest mniejsza, tym bardziej za-
lezno$¢ mozna uznac za liniowg).

Na podstawie danych z tab. 4.6 mozna obliczy¢ warto$ci srednich warunko-
wych cechy X — powierzchni biur, dla poszczegélnych wariantéw cechy Y - liczby
lat funkcjonowania na rynku. Tak wiec w grupie najmtodszych firm sg tylko 3
jednostki i wszystkie majg powierzchnie biur w przedziale 30-50 m?, zatem

4,
_ D &M 40-3+60-0+80-0+100-0

X = 3 40

n

W nastepnej grupie — firm dzialajacych przez 2 lata, srednia powierzchnia biur

4,

D KM, 40-4+60-1+80-1+100-0 _ -

== = =50 ianalogicznie:
n

wynoslt x, = 6

2

X,=54,28571; X,=72,5; x,=73,3333

Uwzgledniajac obliczong w przykladzie 4.2 $rednig 60,67, wariancje srednich
warunkowych oblicza si¢ ze wzoru (4.7) jako:

1& 1
S ==S'(x.—-x)n, =—((40-60,67)* -3+ (50—-60,67)* -6+
% nJZ_:‘ / 730
+(54,28571-60,67)" -8+(73,3333—-60,67)* - 6) = 144,3968
Wariancja cechy X na podstawie obliczen z przykladu 4.2 wynosi

§2=(13186,67/30) = 439,5557. Ostatecznie wiec stosunek korelacji nieliniowe;j
(4.6) jest rowny:

S: [144,3968
ex = 2j = Il = 0,573155
7S\ 439,5557
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a warto$¢ miernika krzywoliniowosci wynosi:

m_=e —-r> =(0,573)*-0,3=0,33-0,3=0,03
x xy xy

Poniewaz obliczona warto$¢ m_jest bardzo bliska 0, zatem zalezno$¢ z przy-
kfadu 4.2 mozna uzna¢ za liniowa. W przykladzie wystepuja dwie cechy mie-
rzalne, co pozwala réwniez wyznaczy¢ wspolczynnik korelacji nieliniowej Pe-
arsona e, .

Dlax,=60sumaXyn,=1-0+2-1+3-3+4-2+5-3=341irednia warun-
kowa to:

34
y. =—=3,78
4 9

1

wariancja warunkowa wynosi:

23,01
S: ="2"20,767
Y30

a stosunek korelacji na warto$¢

_ (0.767)

Xy

=4/0,4795 =0,69.

>

Wspotcezynnik korelacji liniowej Pearsona obliczony w przykiadzie 4.2 wyniost
7. = 0,55. Spetniony jest zatem warunek (4.9) |ryx| < e, a ponadto zachodzi obli-
czona wyzej relacja e # e, . Miernik krzywoliniowosci wynosi wigc:

m =e> -r2 =(0,69)*-0,3=0,1761
Yy yx yx
g

Miarg korelacji, dedykowang cechom porzadkowym, jest wspotczynnik kore-
lacji kolejnosciowej (rang) Spearmana R ;
N
6) d’

— —1__i=l 4.12
R, =R, =1-—1— (4.12)

gdzie:

d, - réznice miedzy kolejnymi numerami (rangami), nadawanymi w kolejnosci
niemalejacej (lub nierosnacej) osobno dla kazdej cechy od 1 do n. Jezeli kilka
elementow w szeregu ma taka sama wartos¢ jednej cechy, to nadaje im si¢ rangi
bedgce $rednig arytmetyczng (przypadajacych na te elementy) rang. Wartos¢ R
nalezy do przedziatu <-1, 1> i okresla sil¢ oraz kierunek korelacji.
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Przyktad 4.4

Eksperci finansowi ocenili 14 przedsiebiorstw ustugowych i uszeregowali je na
pozycjach od 1 do 9, przypisujac pozycje 1 najlepszej firmie i 9 najgorszemu za-
ktadowi ustugowemu. Kazda z firm jest réwnolegle ewaluowana przez jej klien-
tow, ktorzy dysponuja ocenami od 2 do 5, gdzie 5 to ocena najwyzsza. W tab. 4.7
zamieszczono informacje dotyczace obu ocen, tj. pozycji rankingowej nadane;j
przez ekspertow oraz Sredniej ocen wystawionych przez klientéw. Nalezy zbadac¢,
czy miedzy tymi ocenami wystepuje zwigzek i jaka jest jego sifa.

Tabela 4.7. Oceny przedsiebiorstw ustugowych

Nrfirmy | Symbol firmy Miejsce wedtug oceny ekspertow Srednia ocen klientéw
1 A 1 4.4
2 B 2 3,8
3 C 2 4,0
4 D 3 45
5 E 3 3,4
6 F 3 42
7 G 4 3,8
8 H 5 4,2
9 [ 5 3,3
10 J 5 3,8
11 K 6 41
12 L 7 3,9
13 M 8 3,5
14 N 9 3,2

Zrédto: opracowanie wtasne - dane umowne.

Rozwigzanie

Ocena ekspertéw i klientow to klasyczny przypadek pomiaru cechy na skali porzad-
kowej. Do rozwigzania zadania nalezy zatem zastosowa¢ wspotczynnik korelacji
rang Spearmana. Nalezy zwroci¢ uwage, ze miejsca firm nadane im przez ekspertow
nie beda doktadnie réwne rangom przypisanym tym miejscom, poniewaz wartosci
rang s3 przypisywane od 1 do liczby elementéw w probie, czyli 14, natomiast przy-
znano miejsca od 1 do 9. Oprocz tego w sytuacji, kiedy wartos¢ cechy porzadkowej
sie powtarza, rangi moga przyjmowac warto$ci utamkowe. Przykladowo, firmy BiC
majg te samg oceng ekspertow, ale zajmuja pozycje druga i trzecia, zatem aby nada¢
im te¢ samg range, kazda z firm uzyska range bedaca polowa sumy pozycji, czyli
0,5 (2 + 3) = 2,5. Z kolei firmy usytuowane na pozycjach czwartej, piatej i szostej,
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tj. D, E 1 E uzyskaly w ocenie ekspertow trzecig lokate, zatem otrzymuja one range
réwna sredniej arytmetycznej przypadajacych na nich rang, czyli (4 +5+6) /3 =5
itd. W przypadku opinii klientéw najwyzsza srednia ocena wynosi 4,5, a najnizsza
3,2. Firmy ustugowe zostaty uporzadkowane w taki sposob, ze najgorzej oceniony
zaktad ma pozycje 1, a najlepiej oceniony ostatnig, tj. 14. Mozna zauwazy¢, ze firmy
FiH oraz B, Gi]J otrzymaly takie same oceny, zatem ich pozycje rankingowe zostaly
ustalone odpowiednio jako pozycje jedenasta i dwunasta oraz pigta, szdsta i siod-
ma. Stad wyznaczone dla tych firm jednolite rangi to 11,5 dla firm F i H oraz 6 dla
firm B, G i]. Tab. 4.8 zawiera wszystkie niezbedne dane do obliczenia wspdtczyn-
nika korelacji kolejnosciowej Spearmana, ktory zgodnie ze wzorem (4.12) wynosi:
R, =1--2%% _ 4 446
" 14’ 14
Istnieje zatem wyrazny zwigzek miedzy badanymi cechami: im wyzsza $rednia
ocena klientow, tym wyzej ocenili przedsigbiorstwa eksperci. Zauwazy¢ nalezy, ze
im wigksza liczba oznaczajaca $rednig, tym mniejsza liczba oznaczajaca miejsce
w rankingu, dlatego wspoélczynnik korelacji jest ujemny.

Tabela 4.8. Obliczenia do danych z tab. 4.7

irmy (x) v) (dx)) (dy) (d) d?

A 1 4,4 1,0 13,0 -12,0 144,00
B 2 3,8 2,5 6,0 -3,5 12,25
C 2 4,0 2,5 9,0 -6,5 42,25
D 3 4,5 5,0 14,0 -9,0 81,00
E 3 3,4 5,0 3,0 2,0 4,00
F 3 4,2 5,0 11,5 -6,5 42,25
G 4 3,8 7,0 6,0 1,0 1,00
H 5 4,2 9,0 11,5 -2,5 6,25
I 5 3,3 9,0 2,0 7,0 49,00
J 5 3,8 9,0 6,0 3,0 9,00
K 6 4,1 11,0 10,0 1,0 1,00
L 7 3,9 12,0 8,0 4,0 16,00
M 8 3,5 13,0 4,0 9,0 81,00
N 9 3,2 14,0 1,0 13,0 169,00

Suma 658,00

Zrédto: opracowanie wtasne.

4
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W praktycznych zastosowaniach czesto pojawia sie dylemat dotyczacy okre-
$lenia granic dla wartosci poszczegdlnych miernikéw korelacji umozliwiajacych
uznanie danej zaleznosci jako stabej, umiarkowanej lub silnej. Mozna oczywiscie
przyjac za graniczne pewne wartosci bezwzgledne miernika, np. (0,0; 0,3) oznacza
stabg zaleznoé¢, (0,3; 06) — umiarkowang oraz (0,6; 1,0) - silng. Jednakze takie
podejscie oznacza si¢ znaczng doza subiektywizmu, ktérego mozna unikna¢, po-
stugujac sie testami statystycznymi pozwalajacymi na stwierdzenie wystepowania
(lub nie) statystycznie istotnej zaleznoéci migdzy cechami. Hipotez¢ o liniowej
niezalezno$ci cech, tj. braku korelacji, formuluje si¢ w postaci:

H:p=0 (4.13)

wobec hipotezy alternatywnej wskazujacej na wystepowanie istotnej korelacji, da-
nej w jednej z postaci:

H:p#0 (4.14)
H:p>0 (4.15)
H:p<0 (4.16)

gdzie:
p korelacja miedzy dwiema cechami.

Sprawdzianem tego testu jest statystyka t-Studenta o (n - 2) stopniach swobo-
dy postaci:

(4.17)

gdzie:
r — wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona r, ze wzoru (4.5) lub korelacji rang
Spearmana R ze wzoru (4.12) obliczone na podstawie obserwacji.

Badanie wystepowania istotnej korelacji mozna réwniez przeprowadzi¢, uwzgled-
niajac stosunek korelacji. Wowczas hipoteza zerowa jest postaci (4.13), a alternatyw-
na postaci (4.15), gdyz wspolczynnik przyjmuje jedynie wartosci z przedziatu [0; 1].
Sprawdzianem testu jest statystyka o rozkladzie Fishera-Snedecora o (k- 1) i(n - k)
stopniach swobody (k oznacza liczbe klas zmiennej niezaleznej X) postaci:

_ & n—k
T_¢ .k—l (4.18)
yx

gdzie:
e, — wspolczynnik korelacji nieliniowej Pearsona wyznaczony ze wzoru (4.6).
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Odrzucenie (dla przyjetego poziomu istotnosci) hipotezy zerowej postaci
(4.13) oznacza istotng statystycznie zalezno$¢ korelacyjna.

Przyktad 4.5

Nalezy sprawdzi¢, czy analizowana w przyktadzie 4.1 zaleznos¢ pomiedzy wielko-
$cig powierzchni biurowej a okresem dziatalnosci firm jest istotna statystycznie.
Dla 30 obserwacji, w przykladzie 4.2 obliczono warto$¢ wspdtczynnika korelacji
liniowej Pearsona, réwng 0,55, a w przykladzie 4.3 — warto$¢ stosunku korela-
cji réwna 0,57.

Rozwiazanie

Z tresci zadania wynika konieczno$¢ weryfikacji hipotezy zerowej o braku zalez-
nosci miedzy powierzchnig biurowa a okresem dzialalnosci firmy, czyli:

H:p=0

oraz hipotezy alternatywnej, ze miedzy tymi zjawiskami wystepuje dodatnia ko-
relacja, czyli:

H:p>0
Wartos¢ sprawdzianu testu wyznacza sie ze wzoru (4.17):

_rin-2 _05530-2 29103

Ji-r 1055 0,8352

=3,4847

Wartos$¢ krytyczna testu dla prawostronnego obszaru odrzucenia, poziomu
istotnosci 0,05 i 28 stopni swobody wynosi 1,7011. Zatem odrzuca si¢ hipoteze
zerowa na rzecz hipotezy alternatywnej i stwierdza, ze istnieje statystycznie istot-
na korelacja liniowa miedzy okresem dzialalnosci przedsiebiorstwa i powierzch-
nig wynajmowanego przez nie biura. Innymi stowy, na poziomie istotnosci 0,05
wspolczynnik korelacji Pearsona jest istotnie wigkszy od 0.

W podobny sposob postepuje sie, badajac istotnos¢ stosunku korelacji, ale tym
razem korzysta si¢ ze wzoru (4.18):

2
e

Fo_»_IZ
2
l—eyx k—

k 057 30-4 0,3249 26
= — = .22=0,4813-8,6667 = 4,1709
1 1-0,57> 4-1 0,6751 3

Wartos$¢ krytyczna testu dla prawostronnego obszaru odrzucenia dla pozio-
mu istotnosci 0,05 i 3 oraz 26 stopni swobody wynosi 2,9752. Zatem powinno
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sie odrzuci¢ hipoteze zerowq na rzecz hipotezy alternatywnej i nalezy stwier-
dzi¢, ze istnieje statystycznie istotna korelacja miedzy okresem dziatalnosci
przedsiebiorstwa i powierzchnig wynajmowanego przez nie biura (lub inaczej
stosunek korelacji jest istotnie wiekszy od 0 na poziomie istotnosci 0,05).

4

Przyktad 4.6

Nalezy sprawdzi¢, czy analizowana w przykladzie 4.4 zalezno$¢ jest istotna staty-
stycznie.

Rozwigzanie

Rozwiazujac zadanie nalezy sformulowac hipotezg zerowa o braku zalezno$ci mie-
dzy ocenami ekspertéw i klientow H : p = 0 oraz hipotezg alternatywng, ze migdzy
tymi zjawiskami wystepuje ujemna korelacja H,: p < 0, a ponadto obliczy¢ wartos¢
sprawdzianu testu ze wzoru (4.17):

Crdn-2  -0,446-V14-2 1,545

= = = =-1,7262
Vi \1-(-0,446)> 0,895

Wartos¢ krytyczna testu dla lewostronnego obszaru odrzucenia dla poziomu
istotnosci 0,05 i 12 stopni swobody wynosi -1,7823, dlatego nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej. Nie mozna zatem stwierdzi¢, ze istnieje statystycz-
nie istotna korelacja miedzy opiniami klientéw i ekspertéw. Innymi stowy, na po-
ziomie istotnosci 0,05 nie mozna twierdzi¢, ze wspdtczynnik korelacji rang Spear-
mana jest istotnie wigkszy od 0.

&

4.4. Podstawowe miary wspotzaleznosci dwoch
cech niemierzalnych

W przypadku cech stricte jako$ciowych, tj. mierzonych na skali nominalnej
badanie relacji migdzy nimi dokonuje si¢ za pomoca miar asocjacji (poréwnaj
rys. 4.7), ktére wprawdzie pozwalajg oceni¢ site zaleznosci, ale nie pozwalajg oce-
ni¢ jej kierunku. Warto réwniez zauwazy¢, na podstawie tych miar do$¢ trudno



4.4, Podstawowe miary wspoétzaleznosci dwdch cech niemierzalnych 127

jest okresli¢ czy uzyskana warto$¢ miernika wskazuje na silng czy tylko umiarko-
wang zaleznos$¢. Warto zatem korzystac z testu niezaleznosci chi-kwadrat, ktéry
umozliwia weryfikacje hipotez o wystepowaniu statystycznie istotnej korelacji
miedzy dwoma zjawiskami lub cechami i to niezaleznie od skali pomiarowej, na
jakiej mierzone sg cechy.

Test niezaleznos$ci chi-kwadrat (y*) jest testem nieparametrycznym pozwalajg-
cym na weryfikacje hipotezy zerowej postaci:

H; obie cechy sa niezalezne (4.19)
wobec hipotezy alternatywnej

H : obie cechy sg zalezne. (4.20)

Test niezalezno$ci opiera si¢ na tablicy 4.2, w ktdrej zamieszczono informacje
dotyczace liczebnosci poszczegélnych par wariantéw obu zmiennych. Przypo-
mnie¢ trzeba, ze liczebnosci brzegowe wyznacza si¢ na podstawie zalezno$ci:

i i (4.21)
k
n;= Znij (4.22)

Ik k
n= Zznij = Z”l,». =2 1. (4.23)

gdzie:

n, — liczebno$¢ empiryczna i-tego wariantu cechy X i j-tego wariantu cechy Y,
n, — liczebnos¢ brzegowa i-tego warianty cechy X (i=1, 2, 3, ..., k),

n, - liczebnos¢ brzegowa j-tego wariantu cechy Y (j=1,2, 3, ..., I).

W pierwszym kroku dla kazdej kombinacji (7, j) cech X i Y wyznacza si¢ tzw.
liczebnosci teoretyczne (hipotetyczne) na podstawie liczebnosci brzegowych ta-
blicy niezaleznosci (4.2), ktore przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej sa
postaci:

n. = (4.24)

gdzie:
7, - jest liczebnoscig Klasy (i, j) przy teoretycznym zalozeniu niezaleznoci cech X, Y.
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Nastepnie oblicza si¢ warto$¢ statystyki testowej, ktora jest zmienng losowa
o rozkladzie chi-kwadrat o [(k - 1) - (I - 1)] stopniach swobody i jest postaci:

k o o
=) —— (4.25)

W przypadku tego testu obszar odrzucenia jest prawostronny, zatem jesli
warto$¢ sprawdzianu jest wieksza od odczytanej z tablic rozkladu (dla zadanego
poziomu istotnosci &) wartodci krytycznej x2, to odrzuca si¢ hipoteze zerowa na
rzecz hipotezy alternatywnej, co oznacza, ze obie cechy lub oba zjawiska sa wspot-
zalezne.

Przyktad 4.7

Na podstawie przeprowadzonych badan 1000 mikroprzedsiebiorstw, dzialajacych
w wybranych 4 branzach, zbadano, czy generowanie zyskow jest zalezne od ro-
dzaju dziatalnosci. Wyniki przeprowadzonych analiz zapisano w tab. 4.9. Nalezy
sprawdzi¢, czy miedzy wyréznionymi cechami wystepuje istotna zalezno$¢ na po-
ziomie istotnosci 0,05 oraz 0,01.

Tabela 4.9. Dane: liczebno$ci empiryczne: n,

Branza, w jakiej prowadzona jest dziatalnosc¢ Razem
Czy firma osiaggneta zysk?
rolnictwo handel ustugi edukacja n,
Tak 110 500 150 40 800
Nie 40 100 50 10 200
Razemn,, 150 600 200 50 1000

Zrédto: dane umowne.

Rozwigzanie

Rozpoczac trzeba od sformutowania pary hipotez:

H : zysk nie zalezy od branzy, w jakiej dziataja mikroprzedsigbiorstwa;

H : zysk zalezy od branzy, w jakiej dziatajg mikroprzedsigbiorstwa.

Na podstawie danych z tab. 4.9 oszacowa¢ mozna liczebnosci teoretyczne 7,
korzystajac ze wzoru (4.24), ktére zapisane zostang w tab. roboczej 4.10. Przykfa-
dowo w pierwszej komorce znajdzie si¢ warto$c:

. m.om, 800150
= ~120,
n 1000



4.4, Podstawowe miary wspétzaleznosci dwoch cech niemierzalnych

w kolejnej komorce:

n, -n, :200-150 ~30

b=
& n 1000

a w komoree (2, 2):

n, -n, 200-600

>
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ﬂzz = =120.
n 1000
Tabela 4.10. Liczebnosci teoretyczne ﬁ,.j
Branza, w jakiej prowadzona jest dziatalno$¢ Razem
Czy firma osiagneta zysk?
rolnictwo | handel ustugi edukacja n,
Tak 120 480 160 40 800
Nie 30 120 40 10 200
Razemn, 150 600 200 50 1000

Zrédto: obliczenia na podstawie tab. 4.9.

Zauwazy¢ nalezy, ze suma wartosci teoretycznych po wierszach i kolumnach

w tab. 4.10 jest zgodna z warto$ciami z tab. 4.9. W kolejnych etapach wyznaczone
zostang w tabelach warto$ci niezbedne do obliczenia statystyki testowej (4.25).
Zatem w tab. 4.11 przedstawiono obliczone réznice migdzy liczebno$ciami empi-
rycznymi i teoretycznymi: (n, - 71,), a tab. 4.12 przedstawia kwadraty tych réznic

podzielone przez liczebnosci teoretyczne.

Tabela 4.11. Rdznice miedzy liczebnos$ciami empirycznymi i teoretycznymi: (n,,j, - r?,,j)

Branza, w jakiej prowadzona jest dziatalnos¢ Razem
Czy firma osiagneta zysk?
rolnictwo handel ustugi edukacja n,
Tak -10 20 -10 0 0
Nie 10 -20 10 0 0
Razemn, 0 0 0 0 0

Zrédto: obliczenia na podstawie tab. 4.9 4.10.



130 Analiza wspotzaleznosci zjawisk

Tabela 4.12. llorazy (”;j - ﬁij)2 / ﬁij

] ) Branza, w jakiej prowadzona jest dziatalno$¢ Razem
Czy firma osiggneta zysk? - - -
rolnictwo handel ustugi edukacja n,
Tak 0,83 0,83 0,63 0,00 2,29
Nie 3,33 3,33 2,50 0,00 9,17
Razem n, 4,17 4,17 3,13 0,00 11,46

Zrédto: obliczenia na podstawie tab. 4.10i 4.11.

W ostatniej rubryce tab. 4.12 znajduje sie warto$¢ poszukiwane;j statystyki te-
stowej, czyli y* = 11,46. Z tablic rozkladu y* odczytac nalezy warto$¢ krytyczna dla
poziomu istotnosci « = 0,01 i « = 0,05 oraz (2 -1)(4 - 1) = 3 stopni swobody. War-
tosci te wynoszg odpowiednio y2 = 11,3449 i x? = 7,8147, co prowadzi do wniosku
o koniecznosci odrzucenia hipotezy zerowa na rzecz hipotezy alternatywnej dla
obu poziomoéw istotnosci. W ten sposoéb wykazano, ze osiaganie zyskow przez
mikroprzedsiebiorstwa jest zwigzane z branza, w jakiej one dzialaja.

4

Przedstawiony powyzej przyktad wykazal, ze test niezaleznosci chi-kwadrat
moze by¢ z powodzeniem stosowany dla cech mierzonych na skali nominalnej, co
oznacza, ze mozna go rowniez wykorzystywa¢ w przypadku zjawisk mierzonych
na dowolnych skalach i w dowolnej ich kombinacji. Statystyka testowa y* jest row-
niez podstawa do wyznaczenia kilku znanych miar asocjacji.

Przykladem miar asocjacji jest wspolczynnik zbieznosci Czuprowa, ktory
jest miarg zalezno$ci stochastycznej cech. Porownuje on bowiem dwuwymia-
rowy rozklad empiryczny z rozkladem uzyskanym na podstawie rozktadow
brzegowych cech i przy zalozeniu niezaleznosci cech (tzn. rownomiernosci
rozkladéw warunkowych). Wspolczynnik zbieznosci Czuprowa jest dany

WZorem
I,=T,= %—2 (4.26)
o ny(k-1)(1-1)
gdzie:

X — warto$¢ statystyki obliczona ze wzoru (4.25),
k, I - liczba wariantéw odpowiednio cechy X i Y,
n - liczba obserwacji.
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Innymi popularnymi miarami asocjacji sa:
« wspolczynnik kontyngencji Youlea postaci:

2
6= /%7 (4.27)

 wspolczynnik kontyngencji Cramera postaci:

2

X
V=
n(w - 1) (4.28)

gdzie:
@ - mniejszy z wymiaréw tablicy kontyngencji, czyli min{k, [}.

Wyznaczenie wspdtczynnikow Czuprowa i Youlea wymaga danych pogrupo-
wanych, a oba mierniki nalezg do przedziatu [0; 1].

Przyktad 4.8

Przeprowadzone badanie 360 punktéw sprzedazy na terenie wojewddztwa 16dz-
kiego (z pominig¢ciem Lodzi) dotyczyto zaréwno cech ilosciowych, jak i jakoscio-
wych. Sposrdd cech mierzonych na skali nominalnej uwzgledniono m.in. rodzaj
punktu sprzedazy (X) oraz typ wlasnosci (Y). Na podstawie danych z ankiet okre-
slono po 7 wariantow kazdej z cech. Wyrdznione przez ankietowanych rodzaje
punktu sprzedazy to:

a) hurtownia specjalistyczna,

b) hurtownia wielobranzowa,

c) specjalistyczny punkt sprzedazy detalicznej,

d) wielobranzowy punkt sprzedazy detalicznej,

e) stoisko w domu handlowym,

f) inne.

Natomiast typ wlasnosci wystepuje w nastepujacych wariantach:

a) spoldzielczy,

b) spoétkazo.o.,

c) spotka akcyjna,

d) spoétka cywilna,

e) firma prywatna,

f) firma prywatna - rodzinna.

Po uporzadkowaniu danych i zliczeniu wszystkich obserwacji wyniki badania
przedstawiono w tablicy kontyngencji (tab. 4.13). Zbada¢ nalezy, czy wystepuje
istotna zalezno$¢ miedzy rodzajem punktu sprzedazy i formg wlasnosci, oblicza-
jac wspdtczynniki Czuprowa, Youle’a i Cramera.
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Tabela 4.13. Dane pogrupowane w tablicy niezaleznosci - liczebnosci empiryczne n,

Rodzaj wtasnosciy, Liczebnoéé
a b c d e f brzegowa n,,
a 0 0 6 8 15
2 x b o o] 1 2 4
c >
a3 ® C 27 4 0 6 38 | 135 210
— o
TR d 31 8 0| 12| 27| 49 127
T a
g @ e o| o 1 2
f 0 0 0 2 2
Liczebno$¢ brzegowa n.; 60 | 12 1| 25| 65 | 197 360

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska, Witkowski 1997b].

Rozwigzanie

W pierwszym kroku zadanie sprowadza si¢ do rozstrzygniecia hipotez (4.19)-
(4.20) testu niezaleznosci chi-kwadrat poprzez obliczenie statystyki testowej. Zgod-
nie z podanymi wzorami obliczenia rozpoczyna si¢ od wyznaczenia teoretycznych

n.n

liczebnosci klas nU =

= Przy zalozeniu, Ze obie cechy sg od siebie niezalezne,

otrzymuje sie ciag liczeBhosci teoretycznych A, kKtorymi uzupetnia si¢ tab. 4.14:

. n.n 15-60 . n.n 15-12 N n.n 15.1 1 .
n, = L l—— =25 n, = 2 =-—_—=0,5 n, = LS - ——itd,
n 360 n 360 n 360 24
Tabela 4.14. Liczebnosci teoretyczne ﬁij
x.1y, a b o d e f n,
1 25 65 197
a 2,5 0,5 - — — - 15
24 24 24 24
s | 22| 25| B W],
3 15 90 18 18 90
7 175 445 1379
C 35 7 - | = | = - 210
12 12 12 12
d 127 | 127 | 127 | 635 | 1651 | 29019 127
6 30 360 72 72 360
e | L L5 | B3]l
3 15 180 36 36 180
oy s || ]
3 15 180 36 36 180
n. 60 | 12 1 25 65 197 | 360

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tab. 4.13.
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Do wyznaczenia wartosci statystyki x* nalezy jeszcze obliczy¢ wartosci

(n.—n.)
——— czyli kolejno:
! (n,, T:%H)2 _(1-2,5" 2,25 0.9
n, 2,5 2,5
(my =) _(0-0,5° g

f, 0,

Nastepnie, sumujgc obliczone wartosci wedlug wzoru (4.25), otrzymuje sie:
X* = 151,2. Biorac pod uwage, ze dla poziomu istotnosci 0,05 oraz (6 — 1)(6 - 1) = 25
stopni swobody warto$¢ krytyczna wynosi x> = 37,6525, stwierdzi¢ nalezy, ze
miedzy rodzajem punktu sprzedazy i forma wlasnosci zalezno$¢ wystepuje sta-
tystycznie istotna. Jesli tak, to warto zbadac sile tej zaleznosci analizujac wartosci
wspolczynnikéw Czuprowa, Youle’a i Cramera (4.26)-(4.28).

Miara Wzdr Obliczenia
2 151,2 151,2
Czuprowa T=|——£ T= =\/ ~0,29
nJlk=1)(I-1) 360,/(6-1)(6—1) V1800
2
Youle’a g=.|% $= /151’2=Jo,42zo,65
n 360
2
Cramera V= 4 V= 151,2 =4/0072 0,26
n(@-1) 3606

Z przedstawionych obliczen wynika, ze wartosci obliczonych wspolczynnikéw
réznig si¢ od siebie. Mozna jednak stwierdzi¢, ze istnieje zalezno$¢ miedzy rodza-
jem punktu sprzedazy a typem wlasnosci, jednakze na podstawie wyliczonych
warto$ci miernikdw asocjacji trudno jest wyrokowa¢, czy jest ona silna czy sta-
ba. Dlatego wazne jest stwierdzenie, ze ta zaleznos¢ jest statystycznie istotna, co
sprawdzono w procedurze weryfikacji hipotez statystycznych (tj. testu niezalez-
nosci y*) na podstawie obliczonej statystyki x>

&

Przyktad 4.9

Badaniem objeto 9 towarzystw ubezpieczeniowych, ktdre scharakteryzowano za
pomocg 9 cech (tab. 4.15). Tab. 4.16 stanowi macierz danych zaobserwowanych
dla kazdego towarzystwa ubezpieczeniowego. Nalezy sprawdzi¢, czy wyrdznione
charakterystyki badanych towarzystw ubezpieczeniowych sa ze soba skorelowane.
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Tabela 4.15. Lista i symbole towarzystw ubezpieczeniowych wraz z listg zmiennych

Towarzystwo
ubezpieczeniowe

Zmienne uwzglednione w badaniu

Nazwa Symbol | Opis Symbol
ERGO-HESTIA | ERG | Wynik finansowy netto [tys. PLN] X,
FILAR FIL Liczba grup ubezpieczeniowych X,
GENERALI GEN | Udziat zaktadu w rynku ubezpieczen komunikacyjnych [%] X,
PZU PZU | Kapitaty wtasne [tys. PLN] X,
TRYG TRY | Kapitaty podstawowe [tys. PLN] X,
UNIQA UNI | Sktadka zarobiona na udziale wtasnym [tys. PLN] X,
WARTA WAR | Sktadka przypisana brutto [tys. PLN] X,
COMPENSA COM | Swiadczenia i odszkodowania wyptacone brutto [tys. PLN] X,
LINK4 LIN | Akcjonariusze zagraniczni [%)] X,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 4.16. Czynniki charakteryzujace towarzystwa ubezpieczeniowe
Towa- Zmienne
rzystwo | X, X, | X X, X, X, X, X, X,
ERG 40690| 18 4,57| 734700| 167481 548291| 832714| 534984 99,40
FIL 700| 13 0,61 63800f 73140 120769| 178859 82193 88,71
GEN -7 13 0,51 38470 29000{ 31867 77263 44894 100,00
PZU 1248320 18 | 64,31|3551080| 86352|6415295|7394195(4471756 20,91
TRY 12000, 14 2,40| 123649 55000 157578| 274853| 142223 94,14
UNI -11260| 15 2,96/ 59650f 95920 136392 324589| 191432 99,16
WAR 112080 17 | 11,62| 774120 81277|1377874|1789270| 999640 32,58
COM -12390| 13 1,24 6186 105988| 80373| 145240 128533 99,73
LIN -35536 9 0,15/ 83000{ 38000 44534 20165 12189 100,00

Zrédto: opracowanie na podstawie danych z Rocznika Ubezpieczeri i Funduszy Emerytalnych
2000-2002 KNUIFE oraz sprawozdan finansowych dla poszczegdlnych zaktadéw ubezpieczen
za lata 2000-2002.

Rozwigzanie

Badanie polega na wyznaczeniu wartos$ci wspolczynnikéw korelacji liniowej Pe-

arsona miedzy wszystkimi parami zmiennych X, X,

.oy Xy N2 podstawie obser-

wacji pochodzacych z dziewieciu towarzystw ubezpieczeniowych. Innymi stowy,
dla kazdej pary zmiennych X, oraz X, wyznaczono wspdtczynniki korelacji, kt6-
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rych jest 81. Jednakze z uwagi na symetrycznos¢ wspolczynnikow korelacji oraz
liniows zaleznos¢ funkeyjng dla i = j (kiedy r, = 1), mozna si¢ spodziewac jedynie
36 roznych wartosci wspotczynnikow korelacji, co jest widoczne w tab. 4.17, kto-
ra zawiera wspolczynniki korelacji liniowej Pearsona miedzy parami wszystkich
analizowanych cech’.

Tabela 4.17. Wspotczynnik korelacji cech charakteryzujgcych towarzystwa ubezpieczeniowe

Zmienne
Zmienne X, X, X, X, X, X, X, X, X,
X, 1,000 | 0,524 | 0,997 | 0,983 | 0,077 | 0,994 | 0,990 | 0,992 | -0,782
X, 0,524 | 1,000 | 0,559 | 0,620 | 0,655 | 0,570 | 0,597 | 0,595 | -0,594
X, 0,997 | 0,559 | 1,000 | 0,989 | 0,100 | 0,999 | 0,998 | 0,998 | -0,818
X, 0,983 | 0,620 | 0,989 | 1,000 | 0,192 | 0,992 | 0,993 | 0,994 | -0,815
X, 0,077 | 0,655 | 0,100 | 0,192 | 1,000 | 0,108 | 0,131 | 0,141 | -0,021
X, 0,994 | 0,570 | 0,999 | 0,992 | 0,108 | 1,000 | 0,999 | 0,999 | -0,839
X, 0,990 | 0,597 | 0,998 | 0,993 | 0,131 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | -0,847
X, 0,992 | 0,595 | 0,998 | 0,994 | 0,141 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | -0,835
X, -0,782 | -0,594 | -0,818 | -0,815 | -0,021 | -0,839 | -0,847 | -0,835 | 1,000

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu programu Excel.

Najsilniejsza zalezno$¢ miedzy zmiennymi wida¢ w przypadku zmiennych
X, aX, X, X, X, X, X,. Zatem mozna zauwazyc, ze wraz ze wzrostem wyniku
finansowego nastepuje wzrost kapitaléw wilasnych, udzialu zaktadéw ubezpie-
czen w rynku ubezpieczen komunikacyjnych, sktadki przypisanej brutto, sktad-
ki zarobionej na udziale wlasnym, $§wiadczen oraz odszkodowan, jak rowniez
zmniejsza si¢ wysoko$¢ akcjonariatu zagranicznego. Kolejno najwieksza zalez-
no$¢ miedzy badanymi cechami wida¢ pomigdzy cecha X,aX,X,X,X,X,,co
oznacza, ze wraz ze wzrostem udziatu towarzystw ubezpieczeniowych w rynku
ubezpieczen komunikacyjnych wzrasta przecigtna wysoko$¢ kapitalow wia-
snych, liczba skfadek przypisanych brutto, skladek zarobionych na udziale wila-
snym, $wiadczen i odszkodowan wyplacanych brutto, natomiast maleje przeciet-
nie wysoko$¢ inwestycji zagranicznych. W dalszej kolejnosci wysokie wartosci
wspotczynnikéw korelacji obserwuje si¢ migdzy zmienng X, a zmiennymi: X,
X, X, X,, co pozwala zauwazyc¢, ze wyzszym wartosciom kapitaléw wlasnych
towarzyszy wyzszy przecietny poziom liczby sktadek przypisanych brutto, skia-
dek zarobionych na udziale wltasnym §wiadczen i odszkodowan, lecz nizsza jest
przecietna wysokos$¢ udzialu akcjonariatu zagranicznego. W przypadku sktadki

7 Sato wartosci nad lub pod przekatna utworzong z jedynek.
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zarobionej na udziale wlasnym wida¢, ze wyzszym jej wartosciom towarzyszy
wyzszy przecietnie poziom $wiadczen, odszkodowan i spadek udziatlu akcjona-
riatu zagranicznego. Ciekawg rzeczg jest fakt, iz w przypadku zmiennych takich
jak $wiadczenia i odszkodowania wyplacane przez towarzystwo ubezpieczenio-
we oraz skfadki zebranej brutto wystepuje liniowa zaleznos¢ funkcyjna. Bardzo
silnie skorelowane s3 réwniez cechy X_ i X, oraz X, i X, dla ktorych wspotczyn-
nik korelacji oznacza, ze wzrostowi $wiadczen i odszkodowan towarzyszy prze-
cietny spadek wysokosci akcjonariatu zagranicznego, jak réwniez wzrostowi
sktadki przypisanej brutto towarzyszy przecigtny spadek udzialu akcjonariatu
zagranicznego.

%

4.5. Analiza regresji

Badanie wystepowania jednoczesnej wspolzaleznosci miedzy wiecej niz dwie-
ma cechami ilo§ciowymi mozna przeprowadzi¢ za pomoca tzw. analizy regresji,
ktdra stuzy do badania relacji miedzy tzw. cecha zalezng i cechami niezalezny-
mi. W tym celu buduje si¢ tzw. model regresji. Mozna wyrdzni¢ kilka etapow
analizy regresji:

« zdefiniowanie zmiennej zaleznej i zmiennych niezaleznych,

« zebranie danych statystycznych,

« estymacja rdwnania regresji,

« weryfikacja statystyczna modelu regresji,

« wnioskowanie o wystepowaniu zalezno$ci.

Ogolna posta¢ modelu regresji mozna zapisac jako:

Vom0 6y 0y s s X Xy s X)) HE (4.29)

Rozwazania w tym podrozdziale zostang ograniczone do liniowej postaci tej
funkgji, ktérag mozna zapisac jako:

yo=o, o e x o X, A X T E (4.30)

gdzie dla kazdegoi=1,2, ..., n:

y, - obserwacje zmiennej zaleznej,

X, X, --+» X,, — Obserwacje kolejnych j-tych (j = 1, 2, ..., k) zmiennych niezaleznych,
Oy Oy Oy ey O = nieznane parametry strukturalne réwnania regresji,

¢, — sktadnik losowy.
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Przedstawiony zapis (4.29) lub (4.30) oznacza, ze zostalo wyrdznionych k cech
mierzalnych, opisanych za pomocg zmiennych niezaleznych (x, x,, ..., x,), ktd-
re maja wplyw na ksztaltowanie si¢ zmiennej zaleznej y, wyrazajacej opisywana
ceche ilosciowq. Obecnos¢ w réwnaniach regresji (4.29) i (4.30) skladnika loso-
wego ¢, thumaczy si¢ kilkoma przyczynami. Przede wszystkim wystepujace w zja-
wiskach spotecznych zaleznosci maja zazwyczaj charakter stochastyczny, co ozna-
cza, ze nie kazda jednostka badania reaguje w identyczny sposob. Moze réwniez
okazac¢ sie, Ze charakter analizowanego zwigzku migdzy wyréznionymi cechami
nie jest liniowy, w modelu nie uwzgledniono wszystkich zmiennych, a takze po-
miar zmiennych obarczony jest bledem.

Parametry funkcji regresji &, &, O, ..., @, Nie 53 Znane (obserwowane), po-
dobnie jak skladnik losowy, dlatego réwnania (4.29) i (4.30) sa rownaniami sto-
chastycznymi. W celu zbadania wptywu k wyréznionych zmiennych niezaleznych
(pelnigcych w réwnaniu regresji role zmiennych objasniajacych) na zmienng za-
lezna (tj. objasniang przez model) nalezy oszacowac parametry strukturalne row-
nania regresji (4.30). W wyniku estymacji modelu otrzymuje si¢ rownanie:

y=& + & - x

=4 +&-x, .. t4E X (4.31)

1i 2i k ki
gdzie:
¥, - warto$ci teoretyczne zmiennej obja$nianej (zalezne;j),

&, a, &, ..., & — oszacowane parametry strukturalne modelu (oceny estymato-

0’ 1
réw parametrow),

a pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Oceny estymatorow parametréw funkeji regresji & (=12, .., k) informu-
ja, jak jednostkowa zmiana j-tej zmiennej niezaleznej (objasniajacej) wplynie na
warto$¢ zmiennej zaleznej (objasnianej przez model) przy zalozeniu, ze pozo-
stale zmienne pozostang na tym samym poziomie. Innymi stowy, jezeli warto$¢
zmiennej x, wzrosnie o jednostke, to przy zalozeniu stalego poziomu pozosta-
tych zmiennych objasniajacych, warto$¢ zmiennej zaleznej y wzroénie (lub zma-
leje) $rednio o &. Wyrazu wolnego czgsto si¢ nie interpretuje, chyba ze mozna go
traktowa¢ jako pewien poczatkowy stan badanej zmiennej zaleznej, tj. poziom,
jaki przyjetaby ta zmienna przy zerowych wartosciach zmiennych objasniajacych.

Jak fatwo zauwazy¢, w oszacowanym réwnaniu (4.31) brak jest skladnika lo-
sowego, a oceny estymatorow parametrow &0, &1, 0"42, e dk sg liczbami rzeczywi-
stymi. Zatem oszacowane rownanie jest deterministyczne. Opisuje ono zaleznos¢
funkcyjng wystepujacg miedzy k zmiennymi objasniajgcymi x , x,, ..., x, a warto-
$cig teoretyczng zmiennej zaleznej . Mozna zatem powiedziec, ze szacujac para-
metry stochastycznego réwnania regresji postaci (4.30), otrzymuje sie réwnanie
deterministyczne (4.31), w ktérym znane sg parametry (bedace ocenami estyma-
torow nieznanych parametréw), a zaleznos¢ miedzy wyréznionymi zmiennymi
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jest funkcyjna. Nalezy jednak zauwazy¢, ze po lewej stronie réwnania (4.31) nie
wystepujg zaobserwowane wartosci zmiennej zaleznej y, ale jej wartosci teore-
tyczne y, wyznaczone na podstawie oszacowanego modelu regresji.

Przyktad 4.10

Wykorzystujac obserwacje notowan cen akgji spétki KGHM i indeksu gietdo-
wego WIG, oszacowano liniowg funkcje regresji®. Relacje miedzy wartosciami
empirycznymi zaobserwowanymi w okresach ¢t = 1, 2, ..., T, czyli warto$ciami y,
i warto$ciami teoretycznymi zmiennej zaleznej wyznaczonymi na podstawie
oszacowanego modelu z jedng zmienng niezalezng, postaci: y, =&, + &, - x,, przed-
stawiono na rys. 4.8.
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Rysunek 4.8. Poréwnanie wartosci empirycznych i teoretycznych na przyktadzie funkcji
regresji opisujacej liniowa zalezno$¢ miedzy indeksem gietdowym WIG i notowaniami
akcji KGHM w okresie 24.01-28.02.2019

Zrédto: opracowanie wtasne.

%

Jak wida¢ na rys. 4.8, dla wielu obserwacji wartosci teoretyczne znajdujgce sie
na prostej regresji roznia si¢ od wartosci zaobserwowanych, reprezentowanych
przez punkty na wykresie. Roznice miedzy warto$ciami teoretycznymi i empi-
rycznymi nazywa si¢ reszta empiryczng i jest ona miernikiem btedu, jaki popet-
nia sig, stosujac do opisu stochastycznej relacji postaci (4.30) zaleznos¢ funkcyj-
ng (4.31).

8 Model zostat oszacowany przy wykorzystaniu funkcji REGLINP w Excelu.
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Reszty empiryczne wyznacza si¢ dla kazdej obserwacji jako:
e=y.-J, (4.32)

i s3 one traktowane jako oceny estymatora sktadnika losowego ¢..

W procesie estymacji podstawowym problemem jest zdefiniowanie odpowied-
niego estymatora nieznanych parametréw réwnania regresji, za pomoca ktore-
go wyznacza si¢ wartosci ocen parametréw ;. Najczesciej stosowana metoda
estymacji jest metoda najmniejszych kwadratéow (MNK), u podstaw ktorej lezy
minimalizacja sumy kwadratéw bledéw e, stad nazwa tej metody. Innymi stowy,
poszukuje sie takich estymatoréw nleznanych parametrow strukturalnych aby
uzyskac jak najmniejsze bledy, czyli wyznacza si¢ takie wartodci &, &, &, ..., &,,
dla ktérych osiaggnie minimum funkcja postaci:

n n n

N .2 n R N N 2
E €; :E (yi_yi) = E |:yi_(ao+a1'x1i+a2'x2i+"'+ak'xki)] (4.33)
i=1 i=1 i=1

Estymacje¢ nieznanych parametréw przeprowadza si¢ na podstawie danych
statystycznych opisujacych n obserwacji zmiennej zaleznej i zmiennych nieza-
leznych’. Otrzymanie zadowalajacych oszacowan parametréw modelu regresji za
pomocg MNK wymaga spelnienia tzw. zalozen Gaussa-Markowa, ktore sformu-
fowano ponize;j.

1. Zmienne niezalezne sg nielosowe.

2. Skiadniki losowe dla i = I, 2, ..., n s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi

o rozkladzie normalnym o:

2a. wartosci oczekiwanej réwnej 0, czyli: E(e )=0,
2b. stalej wariancji, czyli: Ee, ¢) = o> dlai = j,

2c. zerowej kowariancji, czyli: E(e, ¢) = 0 dlai # .

3. Informacje dotyczace obserwacji zmiennej zaleznej {y } i zmiennych nieza-
leznych {x , x,, ..., x,} s3 jedynymi informacjami, na podstawie ktorych
oszacowana zostanie funkcja regresji.

4. Nie wystepuje wspolliniowo$¢ miedzy zmiennymi niezaleznymi, a liczba
szacowanych parametréw jest mniejsza od liczby obserwacji.

9 W niniejszym opracowaniu ograniczono sie do przedstawienia wybranych zagadnien po-
zwalajacych na zrozumienie podstawowych kwestii i interpretacje uzyskanych wynikéw.
Pominieto natomiast doktadne omdwienie zagadnien estymacji za pomoca metody naj-
mniejszych kwadratdw, ktdre mozna znalez¢é w wielu podrecznikach m.in. [Aczel 2000; Lusz-
niewicz, Staby 2003; Witkowska 2012]. Przyjeto bowiem zatozenie, ze przy rozwigzywaniu
zagadnien praktycznych korzysta sie z profesjonalnego oprogramowania, tj. STATISTICA,
STATA, SPSS, SAS, GRETL lub przynajmniej z popularnego pakietu Excel. W zwigzku z tym nie
s potrzebne zadne wzory pozwalajace wyznaczy¢ oceny estymatoréw parametréw struktu-
ralnych funkgji regresji.
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W przypadku spelnienia zalozen Gaussa-Markowa (1)-(3) estymatory para-
metréw modelu oszacowane klasyczng MNK sa zgodne, nieobciazone i najbar-
dziej efektywne w danej klasie estymatorow, zatem spelniaja wymogi ,,dobrych”
estymatoréw. Zalozenie (4) okresla warunek konieczny wykonalnosci dziatan
w celu oszacowania parametrow funkcji regresji za pomocg metody najmniej-
szych kwadratow.

Oprécz ocen estymatoréw parametrow szacuje si¢ tzw. standardowe bledy
szacunku, czyli érednie bledy estymatora S(a), ktére informujg o $rednim od-
chyleniu wartosci oszacowanej oceny estymatora & od rzeczywistej (nieznanej)
warto$ci parametru strukturalnego . Standardowe bledy szacunku wykorzystuje
sie do budowy przedzialéw ufnosci nieznanych parametréw funkcji regresji i we-
ryfikacji hipotezy o istotnosci parametréw modelu regresji. Przedzial ufnosci dla
parametrow funkcji regresji jest postaci:

Pla,~t,-Sa)<a;<a;+t,-S@))=1-a (4.34)

gdzie:
t — warto$¢ statystyki t-Studenta o n - (k + 1) stopniach swobody.

Natomiast weryfikacja modelu polega m.in. na sprawdzeniu, czy uzyte w mo-
delu zmienne niezalezne (objasniajace) majg statystycznie istotny wplyw na
zmienng objasniang. Test opiera si¢ na zestawie hipotez:

Hya =0 (4.35)
H;: a, #0 (4.36)
H;:a >0 (4.37)
H:a <0 (4.38)

a jego sprawdzianem jest statystyka postaci:
a,

t=— (4.39)
S(aj) :

Statystyka (4.39) ma rozklad t-Studenta o [n - (k + 1)] stopniach swobody, o ile
w modelu wystepuje wyraz wolny lub o (n - k) stopniach swobody w modelach
bez wyrazu wolnego.

Sposdb sformutowania hipotezy alternatywnej jednoznacznie okresla polozenie
obszaru odrzucenia, a poziom istotno$ci umozliwia odczytanie wartosci krytycz-
nych z tablic rozktadu t-Studenta. Odrzucenie hipotezy zerowej pozwala twierdzi¢,
ze badana zmienna X, istotnie wplywa na zmienng y, poniewaz parametr przy niej
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stojacy istotnie rézni si¢ od zera. Weryfikacja poprawnosci modelu obejmuje réw-
niez sprawdzenie stopnia doktadnosci opisu zmiennej zaleznej przez model oraz
weryfikacje merytoryczng modelu. Badanie stopnia dopasowania modelu do da-
nych empirycznych opiera sie na wspolczynniku determinacji R* postaci:

2.6 2 bimh)

R = (4.40)

Zl = v Z,.zl(y,- 7)

gdzie:
y - jest $rednig arytmetyczng wyznaczong dla zmiennej zaleznej,
a pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Wspdlczynnik determinacji okresla, w jakim stopniu zmiennos$¢ zmiennej za-
leznej (objasnianej) zostala wyjasniona za pomoca zmian zmiennych niezalez-
nych w oszacowanej funkcji regresji. Innymi stowy okresla on wpltyw (na zmienng
zalezng) tych czynnikoéw, ktére w modelu regresji zostaly uwzglednione. Model
tym lepiej objasnia ksztaltowanie si¢ zmiennej zaleznej, im warto$¢ wspdtczynni-
ka determinacji jest blizsza jednosci®.

Inng miarg uzywang do opisu poprawnosci modelu jest tzw. wariancja reszto-
wa modelu, bedaca nieobcigzonym estymatorem wariancji skfadnika losowego:

1 n
= - N2
C T —(k+1) Ee e (k ) 4 z(% 7. (4.41)

i=1

Miara ta informuje o rozrzucie wartosci empirycznych wokoél wartosci teore-
tycznych.

Modele regresji znajdujg szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach i dyscy-
plinach badawczych, w tym réwniez wykorzystywane s3 w badaniach procesow
i zjawisk spoleczno-gospodarczych. Warto doda¢, ze modele postaci (4.29)-
(4.31) nosza w literaturze nazwe modeli regresji wielorakiej, poniewaz zawieraja
wiele (tj. k) zmiennych niezaleznych. Najprostszy model regresji zawiera, tak jak
w przykladzie 4.10, tylko jedng zmienng niezalezng, czyli jest postaci:

Y=o, ta - x e (4.42)
a po oszacowaniu jego parametrow otrzymuje sie:

V=4 x, (4.43)

10 Najogdlniej przyjmuje sie, ze wartosci wspotczynnika determinacji sg dodatnie, co jest praw-
da w przypadku modeli regresji zawierajacych wyraz wolny. Jednakze w przypadku modeli
regresji bez wyrazu wolnego moze zdarzy¢ sie, ze wspdtczynnik determinacji jest ujemny, co
oczywiscie oznacza, ze taki model nie nadaje sie do wykorzystania w praktyce.
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Ilustracje relacji miedzy wartosciami empirycznymi opisanymi modelem
(4.42) i teoretycznymi (4.43) przedstawiono na rys. 4.8. W liniowych modelach
regresji zawierajacych jedng zmienng niezalezng wspolczynnik determinacji jest
kwadratem wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona (4.5) miedzy zmienng za-
lezng i niezalezna, tj. R* = e

Warto zauwazy¢, ze w przypadku funkeji regresji z jedng zmienng niezalezna
postaci (4.42) istnieje mozliwos$¢ skonstruowania zaleznosci odwrotnej, czyli:

x =P+ B,y +¢ (4.44)

co po oszacowaniu modelu daje:

£=PB,+p -y, (4.45)

Wowczas wspdlczynnik determinacji wyznaczony dla modeli (4.42)-(4.43)
i (4.44)-(4.45) jest identyczny i wynosi:

A

R =d B (4.46)

gdzie:
&, 3, - s3 ocenami estymatoréw wspotczynnikéw kierunkowych funkcji regresji
odpowiednio (4.42) i (4.44) zapisanymi w rownaniach (4.43) i (4.45).

Oczywiscie szacowanie obu funkgji regresji (4.42) i (4.44) jest jedynie mozli-
woscig, ktdéra nie zawsze ma sens i uzasadnienie merytoryczne, budujac bowiem
model regresji z gory nalezy ustali¢, ktéra ze zmiennych jest zmienng zalezna.
Innymi stowy w modelu regresji (w przeciwienstwie do liniowej korelacji) zakta-
da sig, ze relacja jest jednokierunkowa. Klasycznym przyktadem zaleznosci jed-
nokierunkowej jest wystepowanie zwigzku miedzy zarobkami (zmienna zalezna)
i stazem pracy (zmienna niezalezna). Mozna jednak znalez¢ przyklady relacji
dwukierunkowych, chociazby miedzy zarobkami i wydajnoscia pracy lub w przy-
padku zaleznosci notowan dwoch instrumentéw finansowych.

Przyktad 4.11

Na podstawie danych jednostkowych z przykladu 4.1 nalezy oszacowa¢ funkcje
regresji z jedng zmienng niezalezng postaci (4.42) i przeprowadzi¢ jej analize.
W tym celu wykorzystac¢ nalezy funkcje REGLINP programu Excel.

Rozwiazanie

W przykladzie 4.2 obliczony zostal wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona mie-
dzy powierzchnia (X) wynajmowanych biur, a okresem (Y) dziatalnosci firmy.
Oszacowanie modelu regresji (4.42) dla tak zdefiniowanych zmiennych jest oczywi-
$cie mozliwe — otrzymuje si¢ wtedy réwnanie y.=1,0834 + 0,0360 - x; R*= 0,3339.
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Jednakze préba oceny merytorycznej tego modelu pokazuje btad kierunku posta-
wionej zaleznosci. Tak skonstruowany model opisuje bowiem sytuacje, w ktdrej
na okres dzialalnodci firmy (w latach) oddzialuje wielkos¢ wynajmowanej po-
wierzchni biurowej, a to jest rozumowaniem niepoprawnym. W zwiazku z tym
za zmienng zalezng nalezy uznaé zmienng Y opisujaca powierzchnie, a okres
funkcjonowania przedsiebiorstwa — za zmienng niezalezng X. Otrzymuje si¢ wte-
dy oszacowanie y, = 30,3370 + 9,2744 - x; R* = 0,3339, ktére odczyta¢ mozna
z tab. 4.18, bedacej wynikiem obliczen funkcji REGLINP.

Tabela 4.18. Tabela wynikowa funkcji REGLINP

Opis zawartosci niezacienionych elementéw tablicy REGLINP a, a,

Oceny estymatoréw parametréw 9,2743 30,3370
Standardowe btedy szacunku 2,4753 8,6693
Wspdtczynnik determinacji 0,3339 17,1254
Liczba stopni swobody 14,0386 28
Suma kwadratéw reszt empirycznych 4117,2034 8211,7632

Uwaga: w tabeli przytoczono cata tablice wynikowa funkcji REGLINP, przy czym kolorem
szarym oznaczono wartosci nieistotne w omawianym przyktadzie.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Jak tatwo mozna zauwazy¢ oba oszacowane modele, roznig si¢ ocenami esty-
matoréw parametrow funkcji regresji, ale stopienn dopasowania tych modeli do
danych empirycznych pozostal na tym samym poziomie — w obu przypadkach
wspolczynnik determinacji wynosi tyle samo. Co wiecej, jego warto$¢ jest rowna
iloczynowi ocen estymatoréw parametréw stojacych przy zmiennej niezaleznej
obu modeli, czyli: 0,0360 - 9,2744 = 0,3339. Jednoczesnie R? jest réwny kwadrato-
wi wspolczynnika Pearsona, obliczonemu dla danych niepogrupowanych w przy-
kladzie 4.2. Wystarczy przypomnie¢, ze obliczony wspétczynnik korelacji liniowej
wyni6str, =0,5779 tj. tyle, ile wyniesie pierwiastek ze wsp6tczynnika determina-
cji (z dokladnoscia do btedow zaokraglen)''.

Z oszacowanej funkcji regresji wynika, ze wzrost okresu dziatalnosci firmy de-
weloperskiej o jeden rok powoduje wzrost wynajmowanej powierzchni biurowej
09,27 m?* (warto$¢ oceny estymatora parametru stojacego przy zmiennej niezalez-
nej). Jednocze$nie mozna przyjac, ze minimalna powierzchnia wynajmowanego

11 De facto pierwiastek ze wspotczynnika determinacji jest w tym przypadku réwny modutowi
(warto$ci bezwzglednej) wspdtczynnika korelacji liniowej Pearsona, ktérego znak ustala sie
na podstawie wartosci wspdtczynnika kierunkowego oszacowanego réwnania regresji.
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przez firme¢ deweloperska biura to 30,33 m? (warto$¢ wyrazu wolnego). Zmiany
wielkos$ci powierzchni biurowej wyjasniane s3 zmianami okresu funkcjonowania
firmy na rynku w 33% (warto$¢ wspotczynnika determinacji), co oznacza, ze na
zmienng zalezng wplywajg inne (tj. nieuwzglednione w modelu) czynniki.

Oceniajac poprawnos$¢ modelu nalezy oszacowac przedziaty ufnosci dla para-
metréw (4.34) oraz zweryfikowa¢ hipotezy dotyczace istotnosci oszacowanych
parametréw (4.35)-(4.38) za pomoca sprawdzianu testu (4.39). W pierwszym
przypadku przyjmuje si¢ wspdtczynnik ufnosci rowny 0,9, a w drugim - poziom
istotnos$ci 0,05. W tym celu z tab. 4.18 odczyta¢ nalezy wartosci standardowych
bledéw szacunku, ktére wynosza S(oco) = 8,6693 i S(ocl) = 2,4753, a z tablic roz-
kiadu t-Studenta — warto$¢ krytyczng dla obustronnego obszaru odrzucenia,
a = 0,11 28 stopni swobody"?, ktéra wynosi t =1,7011. A zatem przedzial ufno-
$ci (4.34) dla wyrazu wolnego:

P(& -t -S(a) <a, <& +t -S(a)) =
= P(30,3370 - 1,7011 - 8,6693 < @, < 30,3370 + 1,7011 - 8,6693) =
= P(15,5894 < o, < 45,0847) = 0,9

i wspotczynnika kierunkowego (tj. parametru stojacego przy zmiennej x):

P(&, -t -S(a) <a <& +t -S(a)) =
=P(9,2744 - 1,7011 - 2,4753 < o, <9,2744 + 1,7011 - 2,4753) =
= P(5,0636 < a, < 13,4851) = 0,9

Jak zatem wida¢, rozpieto$¢ obu przedzialéw ufnosci jest duza, mimo ze po-
ziom ufnosci wynosi 0,9 (co oznacza, ze w kazdym z ogonéw rozkltadéw pole
pod funkcja gestosci wyniesie —=0,05 ). Dalej zweryfikowane zostang hipotezy
(3.35) dla wyrazu wolnego:

H: a =0 wobec hipotezy H: a >0
i parametru stojacego przy zmiennej x:
H: a =0 wobec hipotezy H: a, > 0

W obu przypadkach wystepuje prawostronny obszar odrzucenia, bo oceny
estymatoréw obu parametréw s3 dodatnie. Zatem odczytana z tablic rozkltadu
t-Studenta wartos$¢ krytyczna dla & = 0,05 i 28 stopni swobody wynosi ¢t = 1,7011.
Obliczone wartosci sprawdzianu (4.39) to:

12 Byto 30 obserwacji i 2 szacowane parametry funkcji regresji, czyli liczba stopni swobody
wynosi 30 - 2 = 28. Wprawdzie obszar odrzucenia jest prawostronny, a poziom istotnosci
wynosi a = 0,05, ale w Excelu funkcja ROZKEAD PRAWDOPODOBIENSTWA dla obszaru dwu-
stronnego wymaga podwojenia a.
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d, 30,3370

-~ -~ =3,4994
S(ar,)  8,6693

A

L6, 9,274
S(a,)  2,4753

t =3,7468

Z obliczen wynika, ze oba parametry sg istotnie wieksze od 0, poniewaz na
poziomie istotnosci 0,05 odrzuci¢ nalezy hipotez¢ zerowa na rzecz hipotezy al-
ternatywne;j.

&

Warto zauwazy¢, ze w przypadku weryfikacji statystycznej istotnosci wptywu
kilku zmiennych niezaleznych (na zmienng zalezng w modelu regresji wielorakiej)
za pomocy testu (4.36)-(4.39) podejmuje si¢ decyzje o pozostawieniu (jesli para-
metr przy niej stojacy jest istotnie rézny od 0) lub usunieciu (kiedy nie ma podstaw
do odrzucenia hipotezy zerowej) testowanej zmiennej z modelu. Nie zawsze jednak
podjecie decyzji o usunieciu konkretnej zmiennej jest merytorycznie uzasadnione
iw takim przypadku pozostawia si¢ nieistotng zmienng w modelu, zwlaszcza kiedy
jej usuniecie powoduje drastyczny spadek dopasowania modelu do danych empi-
rycznych lub istnieja inne przestanki uzasadniajace takie postgpowanie.

Inng istotng kwestig jest postugiwanie si¢ wspotczynnikiem determinacji (4.40)
w modelach regresji wielorakiej"’. Wiadomo bowiem, ze czym wigcej zmiennych
niezaleznych (nawet jesli ich wplyw na zmienng zalezng jest nieistotny), tym
wieksza warto$¢ wspolczynnika R%. W zwiazku z tym w przypadku, gdy ocenie
podlegaja modele regresji wielorakiej zamiast R* ze wzoru (4.40), wyznacza si¢
tzw. skorygowany wspoétczynnik determinacji wedtug wzoru:

n—1

R Zl—(l—R )m

(4.47)

gdzie oznaczenia jak poprzednio.

Skorygowany wspotczynnik determinacji R* (4.47) ma te istotng wlasno$¢, ze
jest niezalezny od liczby zmiennych w modelu oraz liczby obserwacji. Wykorzy-
stuje si¢ go do sprawdzenia, czy nalezy dodawa¢ (usuwac) zmienne z modelu. Je-
zeli po dodaniu (usunieciu) zmiennej warto$¢ skorygowanego wspotczynnika R>
ro$nie (maleje), to oznacza, ze nalezy doda¢ (usuna¢) analizowana zmienna.

13 Przyktady modeli regresji wielorakiej przedstawione beda w rozdziale 6, dotyczagcym modeli
ekonometrycznych.






Rozdziat 5
Analiza dynamiki zjawisk

Jak wczedniej wspomniano, zjawiska spofeczno-ekonomiczne charakteryzuje
zmienno$¢ w czasie, dlatego istnieje potrzeba badania ich dynamiki. Obserwacje
pewnego zjawiska, procesu lub zmiennej dokonywane w réznym czasie tworza
tzw. szeregi czasowe. Szeregiem czasowym (chronologicznym, dynamicznym)
nazywa si¢ uporzadkowany (wedlug czasu) zbidr obserwacji statystycznych cha-
rakteryzujacych zmiany zjawiska w czasie. Zatem w szeregach chronologicznych
istotna jest kolejno$¢ jego poszczegdlnych elementdw, niesie ona bowiem infor-
macje o zmianach, jakie zaszly w analizowanym zjawisku w kolejnych punktach
pomiarowych. Przyklad szeregu czasowego przedstawiono w postaci wykresu li-
niowego na rys. 1.3.

Wisrdd szeregdw czasowych wyrdznia sie dwa podstawowe ich rodzaje, ktore
wynikaja z istoty badanego zjawiska. Sg to szeregi czasowe momentéw i okre-
sow. Przyktadem pierwszych sa notowania cen akeji na gietdzie, a drugich wo-
lumen obrotéw. Szeregi czasowe momentdéw zawieraja informacje o poziomie
zjawiska w okreslonych momentach pomiarowych. Nie wiadomo zatem, jak si¢
ono ksztaltowato miedzy kolejnymi momentami obserwacji. W zwigzku z tym
danych prezentowanych w szeregach tego typu nie mozna agregowac, jesli np.
trzeba wydtuzy¢ okres obserwacji. Istnieje jednak mozliwo$¢ ominigcia tego
problemu poprzez wyznaczenie przecigtnego poziomu zjawiska na podstawie
pomiardw przeprowadzonych w kilku momentach nalezacych do okresu przy-
jetego za nowa (zagregowang) jednostke czasu. Przyktadowo kursy akcji na giel-
dzie podawane sa w réznych momentach, ale szczegélne znaczenie maja ceny
otwarcia i zamkniecia, a takze $redni kurs dnia. Mozna takze wydluzy¢ okresy
obserwacji, pomijajac czgs$¢ szczegélowych danych, np. mozna jedynie dokony-
waé pomiaréw cen zamknigcia w kolejne pigtki i w ten sposob z danych dzien-
nych uzyska si¢ dane tygodniowe. Szeregi czasowe okreséw podaja rozmiary
danego zjawiska w calym okresie przyjetym za jednostke czasu. Istnieje zatem
mozliwo$¢ wydluzania okreséw, w jakich dokonuje si¢ pomiaru, np. poprzez
przechodzenie z danych miesigcznych na kwartalne i roczne, za pomocg agre-
gacji (sumowania) danych.
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W celu wyznaczenia przecigtnego poziomu zjawiska dla szeregéw czasowych
momentéw wykorzystuje sie srednig chronologiczna:

yl—;y2+y2;y3+“'+yT712+yT 1 y -1 y
V., = = Ly +<L 5.1
Yo T-1 T—1{2 2 2} oy

t=2

gdzie:
¥, — obserwacje szeregu czasowego w kolejnych punktach pomiarowych t=1,2, ..., T.

Srednia chronologiczna daje jedynie ogélng orientacje o przecietnym poziomie
badanego zjawiska, bowiem nie wiadomo, jak ksztaltowato si¢ zjawisko miedzy
momentami pomiaréw. Warto$¢ sredniej chronologicznej (5.1) dla duzych T jest
zbiezna do wartosci $redniej arytmetycznej, postaci:

_ 1
y:¥zyt (5.2)

t=1

ktora jest adekwatng miarg $rednig dla szeregéw okresow.

5.1. Mierniki dynamiki

W analizie szeregdw czasowych interesujace sa zmiany, jakim podlega badane
zjawisko w kolejnych momentach lub okresach czasu. Najprostszymi miarami s
przyrosty absolutne i stosunkowe. Przyrost absolutny (dy,) to réznica w poziomie
zjawiska mierzonego (obserwowanego) w dwoch réznych momentach lub okre-
sach czasu, czyli:

dyr, LD PR . (5.3a)

gdzie:
¥, - poziom zjawiska y w okresie lub momencie ¢,
¥, .— poziom zjawiska y w okresie lub momencie poprzedzajacym okres ¢ o T okreséw.

Zapis (5.3a) opisuje tzw. przyrosty absolutne tanicuchowe, ktére mierza zmiany,
jakie zachodza w biezacym okresie w stosunku do tzw. okresu bazowego (pod-
stawowego), ktéry we wzorze (5.3a) zmienia si¢ w kolejnych punktach pomia-
rowych. W analizach dynamiki okres pomiarowy jest okreslany przez prowa-
dzacego badanie, np. godzina, dzien, tydzien, miesigc, rok. Dla 7 = 1 przyrosty
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tancuchowe mierzg zmiany, jakie zachodza z okresu na okres. Przyrosty absolutne
moga by¢ réwniez wyznaczane w stosunku do pewnego stalego poziomu, jezeli
w relacji (5.3a) odjemna y, zostanie zastgpiona przez stalg y, oznaczajacg po-
ziom zjawiska w okresie bazowym (poczatkowym), ktérym moze by¢ dowolnie
wybrany okres lub moment. Wyznaczone w taki sposob przyrosty nazywane s3
jednopodstawowymi, poniewaz wyznaczane sg w stosunku do statej wartosci zja-
wiska y,, czyli:

dyt,o =,-, (5.3b)

Przyrost wzgledny, zwany réwniez stosunkowym (dy,), definiuje sie jako stosu-
nek przyrostu absolutnego do poziomu zjawiska w okresie bazowym, czyli:

Vi Vi
6yt,t—r = (5.4a)
Vit
lub
Vi)
0y, ="— : (5.4b)

0

gdzie oznaczenia jak poprzednio.

Przyrosty absolutne sg wielko$ciami mianowanymi, wyrazonymi w tych sa-
mych jednostkach co analizowane zjawisko lub cecha. Natomiast przyrosty
wzgledne nie s3 mianowane i sg zwykle wyrazane w procentach (po przemnoze-
niu przyrostéw (5.4) przez 100). We wszystkich przypadkach okreslaja one, o ile
wzrést lub zmniejszyt si¢ poziom zjawiska w okresie badanym w stosunku do po-
ziomu tegoz zjawiska w okresie bazowym, tj. przyjetym za podstawe poréwnan,
z t3 roznicy, ze przyrosty (5.3) sg warto$ciami mianowanymi, a (5.4) — stosunko-
wymi. Warto zauwazy¢, ze przyrosty wzgledne (5.4) sa jednym z podstawowych
parametréw wykorzystywanych w finansach, okreslaja one bowiem stope zwrotu
z inwestycji, ktorej zmiany wartoéci w czasie przedstawia szereg czasowy. Jest to
tzw. prosta stopa zwrotu. Natomiast w ekonometrii przyrosty wzgledne okreslane
$3 mianem tempa wzrostu.

Poréwnania poziomoéw zjawiska w dwoch momentach lub okresach czasu do-
konuje si¢ réwniez za pomocg wskaznikéw dynamiki zwanych indeksami. Indeks
jest stosunkiem wielko$ci zjawiska w okresie badanym do wielkosci tego zjawiska
w okresie przyjetym za podstawe. W zaleznosci od stopnia zlozonosci badane-
go zjawiska wyrodznia si¢ dwa rodzaje indeksow, tj. indeksy indywidualne, zwane
prostymi, i indeksy zespolowe, zwane agregatowymi. Przyktadami powszechnie
stosowanych w praktyce indeksow indywidualnych s3 stopa procentowa i dys-
kontowa, za pomoca ktdrych przeszacowuje si¢ wartosci w czasie. Przykladem
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indeksow agregatowych moga by¢ stopa inflacji oraz indeksy gieldowe. Indeksy
indywidualne stosuje si¢ w przypadku zjawisk jednorodnych i bezposrednio su-
mowalnych. Ze wzgledu na przyjeta podstawe poréwnan dzieli si¢ je, podobnie
jak przyrosty, na:

« indeksy jednopodstawowe, czyli wyznaczane w stosunku do stalej podstawy:

;= 55)
t,0 .
Yo

« indeksy fancuchowe, kiedy ich podstawa si¢ zmienia:

i — yt (5 6)
tt—7 .
Vit

wsrod ktorych najczesciej poréwnania prowadzone sag w odniesieniu do okresu
poprzedniego, czyli:
Y

by == 5.7
(-1 Vi (5.7)

Ciag indeksow jednopodstawowych (5.5) pokazuje, jak zmienia si¢ poziom
zjawiska w stosunku do jednego stalego okresu, przyjetego za bazowy. Natomiast
indeksy tancuchowe (5.7) wskazuja na zmiany z okresu na okres. Indeksy sg mia-
rami niemianowanymi', a ich interpretacja polega na analizie ich warto$ci w sto-
sunku do jedno$ci, gdyz warto$¢ indeksu rowna 1 oznacza, ze poziom zjawiska
w badanym okresie nie ulegl zmianie. Wartos¢ indeksu wigksza od 1 wskazuje na
wzrost poziomu zjawiska w pordwnaniu z okresem przyjetym za podstawe, nato-
miast mniejsza od 1 na spadek poziomu zjawiska w poréwnaniu z okresem przy-
jetym za podstawe. Przykladowo wartos¢ indeksu 7, , | = 1,13 oznacza, ze nastapit
wzrost poziomu zjawiska o 13% w stosunku do okresu poprzedniego, a warto§¢
indeksu i, = 0,87 - spadek o 13% w stosunku do okresu poczatkowego. Warto
odnotowad, ze interpretacja indekséw statystycznych (5.5)-(5.7) jest de facto in-
formacja o przyrostach wzglednych (5.4), co wynika z prostego przeksztalcenia

—1=2eg =ty

Yo Yo

12,0

Przecig¢tne tempo zmian w calym przedziale czasowym wyznacza si¢ za pomo-
ca Sredniej geometrycznej obliczanej z indeksow tancuchowych:

1 Czasami wartosci indeksdéw podaje sie po ich przemnozeniu przez 100, np. indeksy publiko-
wane przez GUS.
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. Y Ve -
Vo oy ee gy py =7 lro  (5.8)
Yo N Yro yTl Yo

lub jako pierwiastek T-tego stopnia z indeksu jednopodstawowego?. Interpretacja
$redniej geometrycznej prowadzona jest (podobnie jak w przypadku indeksow)
w odniesieniu do jedno$ci. Zatem interpretuje si¢ warto$c:

Gz%—l (5.9)
ktdra informuje o przecigtnym wzroscie (jesli G > 0) lub spadku (jesli G < 0) zja-
wiska z okresu na okres. Jest ona zwykle wyrazana w procentach.

Jak wida¢ w zapisie wzoru (5.8), indeks jednopodstawowy i, , opisujacy zmiang
poziomu zjawiska w okresie lub momencie T w stosunku do okresu poczatkowego
(t=0), wyznaczony zostal jako iloczyn indeksow tancuchowychii i, |, ..., 7., wy-
razajacych zmiany obserwowane z okresu na okres. Zatem wyznaczenie indeksu
jednoodstawowego z ciggu indekséw fancuchowych polega na ich przemnozeniu,
a warto$ci indekséw tancuchowych wyznacza si¢ jako ilorazy odpowiednich in-
dekséw jednopodstawowych.

Indeksy agregatowe (zespolowe) s3 wskaznikami zmian dla wielko$ci zagrego-
wanych, czyli zawierajacych kilka (przynajmniej 2) sktadnikéw. Szczegdlnie uwaz-
nie nalezy wyznacza¢ wartosci indeksow dla zjawisk niejednorodnych, w ktérych
tworzace je elementy moga nie by¢ bezposrednio sumowane, np. indeks cen dla
grupy towar6éw o réznym charakterze. W przypadku takich zjawisk, w celu do-
prowadzenia ich do sumowalnosci, wprowadza si¢ okreslone wspotczynniki prze-
liczeniowe, spelniajace role wag, takie jak np.: ilo$¢, cena, liczba zatrudnionych,
czas pracy. Najbardziej znane w zastosowaniach finansowych indeksy to: indeks
wartosci, cen i indeksy gieldowe. Ogélnie indeks agregatowy wyraza si¢ wzorem:

Z it i
I e i=] MW
ZZ =1 10 i

gdzie dla okresu badanego (t) oraz podstawowego (0):
w, - X, W, - X, to wartodci i-tej skladowej, a k - liczba wyrdéznionych sktadowych.

(5.10)

it

Obliczony indeks informuje, o ile zmienit si¢ poziom zjawiska w okresie bada-
nym w poréwnaniu z okresem podstawowym. Przykladowo w indeksie wartosci
obliczonym wedtug (5.10) przyjmuje si¢ nastepujace oznaczenia: w,, w, — wagi,

2 Nalezy zauwazyd, ze stopien pierwiastka jest taki sam jak liczba indekséw taricuchowych

tt-17
do wyznaczenia ktérych potrzebnych jest T+ 1 obserwacji (t=0, 1, 2, ..., ).
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np. ceny i-tej skladowej, x,, x,, — ilosci i-tej skladowej. W literaturze przedmio-
tu wyrdznia si¢ rézne formuly wyznaczania indekséw w celu uwzglednienia,
ktéry z wyrdznionych skltadowych (np. cena, waga czy ilo$¢) ma wplyw i z jaka
sila oddzialuje na badane zjawisko. Przykltadem sa indeksy cen wyznaczane we-
dlug formuly Laspeyresa (ceny ustalone na poziomie okresu podstawowego) lub
Paaschego (ceny ustalone na poziomie okresu badanego).

Indeksy gietldowe obliczane sg dla kazdej sesji gietdowej i zalezg od zmiany kur-
sow papieréw wartosciowych. Dzigki nim mozna okresli¢, czy w danym okresie
wystepuje tendencja spadkowa lub zwyzkowa kursow akcji. Szybki wzrost war-
tosci indeksu oznacza, Ze na gieldzie jest hossa, czyli kursy wigkszosci papierow
wartosciowych ida w gore. Spadek warto$ci wskaznika jest charakterystyczny dla
bessy, czyli sytuacji odwrotne;j.

Wiekszos¢ indeksow gietdowych to agregatowe indeksy wartoséci (czasem w pe-
wien sposob zmodyfikowane), reprezentujace zmiane wartosci rynkowej pewne-
go koszyka akcji gieldowych w poréwnaniu do pewnej wartosci bazowej, ktora
zazwyczaj jest wartos¢ portfela indeksu z pierwszego notowania indeksu na danej
gieldzie. Indeksy gieldowe pelnig nastepujace funkcje (por. [Jajuga 2002, s. 96]):

« s3 wskaznikami koniunktury na danej gietdzie,

o ulatwiajg monitorowanie zmian wartosci kapitatu na rynku,

« s3 odbiciem tendencji charakteryzujacych dang gospodarke,

 wykorzystywane s3 do prognozowania trendow,

« indeks gieldy moze by¢ traktowany rowniez jako instrument finansowy, co

ma znaczenie przy opcjach i instrumentach pochodnych.

Dobry indeks gieldowy powinien spelnia¢ nastepujace warunki:

 wskazywa(, jakie zaszly zmiany w cenach akcji (papieréw warto$ciowych)
na gietdzie w danym dniu w poréwnaniu do pewnego okresu podstawowe-
go, tzn. rosna¢, gdy rosng ceny wiekszosci akcji, a spada¢, gdy spadaja ceny
wigkszosci akeji,

o opierac sie na stosunkowo duzej liczbie akcji, reprezentujacych przewaza-
jaca czes¢ rynku akcji, ktorymi obraca si¢ na danej gieldzie, lub sektora,
charakteryzowanego przez dany indeks (np. dla indekséw branzowych),

« nie zaleze¢ od samych wartosci akcji, a jedynie od zmian ich wartosci,

« uwzglednia¢ udziaty akeji danej spotki w zbiorze wszystkich akeji, ktoérymi
sie obraca na danej gieldzie.

Pierwszy indeks gieldowy Dow Jones Industrial Average zostal opracowany

i obliczony przez Charlesa Dowa w 1884 roku dla 11 wybranych spoétek notowa-
nych na gieldzie w Nowym Jorku. Szacuje si¢, ze obecnie obliczanych jest na swie-
cie ponad 150 tys. indekséw gietdowych, a same indeksy na rynku kapitalowym
spelniajg coraz wigcej funkcji.

Indeks gieldowy moze uwzglednia¢ wszystkie lub tylko cze$¢ akeji notowanych
na gieldzie. Wraz ze wzrostem liczby notowanych spdtek zazwyczaj zwigksza sie
liczba notowanych indekséw, ktére opisuja wybrane segmenty rynku, np. spotki
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o roznej wielkosci lub nalezace do réznych branz, ewentualnie spotki charaktery-
zujace sie pewnymi cechami, np. majace siedzibe w danym kraju, przestrzegajace
zasad fadu korporacyjnego (corporate governance) lub wyplacajace dywidende
akcjonariuszom. Przykladem indekséw notowanych na Gietdzie Papierow Warto-
sciowych, dedykowanych spotkom réznej wielkosci, sg indeksy WIG20, mWIG40
i sSWIG80, a uwzgledniajacych branze, w jakich dzialajg spoiki, sa indeksy:
WIG WIG WIG WIG WIG itp. Z kolei indeks

banki’ budownictwo’ chemia’ informatyka’ spozywezy

WIG,, zawiera w swym portfelu spétki uznawane za odpowiedzialne spotecznie,
a indeks WIG, spotki, ktére w okresie ostatnich 5 lat obrotowych regularnie do-

konywaly wyptaty dywidendy swoim akcjonariuszom.

5.2. Dekompozycja szeregu czasowego

W szeregach czasowych wyrdznia si¢ zazwyczaj dwie sktadowe: systematyczna,
bedaca efektem oddzialywan statego zestawu czynnikéw, oraz przypadkowa (nie-
regularng). Sktadowa systematyczna moze wystepowac w postaci:

« tendencji rozwojowej (trendu), odzwierciedlajacej dlugookresowa sklon-
nos$¢ do jednokierunkowych zmian (wzrostu lub spadku) wartosci analizo-
wanej zmiennej,

« stalego (przecigtnego) poziomu analizowanej zmiennej, co czasem (zwlasz-
cza przez inwestoréw gieldowych) nazywane jest trendem horyzontalnym,

« skladowej okresowej (periodycznej), ktéra moze wystapi¢ w postaci wahan
cyklicznych lub sezonowych.

Wahania cykliczne to dlugookresowe, rytmiczne wahania wartosci zmiennej
wokot statego (przecietnego) poziomu lub wokét trendu badanej zmiennej. Wa-
hania sezonowe s3 wahaniami, ktére powtarzajg si¢ w ciagu jednego roku. Od-
zwierciedlajg one wplyw zachowan ludzkich wynikajacych z pogody i kalendarza
(por dnia i roku, $wiat itp.) na ksztaltowanie si¢ zjawisk gospodarczych. Najcze-
$ciej wyroznia si¢ wahania kwartalne, miesieczne, tygodniowe. W celu identy-
fikacji poszczegolnych skltadowych szeregu czasowego dla konkretnej zmiennej
czesto wykorzystuje sie wykresy szeregdw czasowych.

Kazda z wymienionych sktadowych szeregu czasowego wywiera specyficzny
wplyw na ksztaltowanie si¢ analizowanej zmiennej. Jednakze nie sg one (tj. kazda
z osobna) bezposrednio obserwowalne, dlatego ich pomiar nastepuje przez de-
kompozycje szeregu czasowego, co w przypadku wystepowania tendencji rozwo-
jowej mozna zapisac jako:

Y, =) +g(t) +¢, (5.11)
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lub

y,=f(t) - g(t) - 10% (5.12)

gdzie:

¥, - poziom badanego zjawiska zaobserwowany w okresie lub momencie ¢,

f(t) - funkcja trendu,

g(t) - funkcje aproksymujace wahania okresowe,

¢, — sktadnik losowy (resztowy) modelu odzwierciedlajgcy wahania przypadkowe.

Modele (5.11) i (5.12) nazywa si¢ modelami wahan w czasie odpowiednio typu
addytywnego i multiplikatywnego. Modele addytywne (5.11) stosuje si¢ tylko
wtedy, kiedy funkcja trendu jest funkcja liniowa lub da si¢ do takiej sprowadzic.
W pozostatych przypadkach stosuje sie model multiplikatywny (5.12) lub modele
mieszane. W modelu addytywnym zaktada sig, ze obserwowane wartosci zmien-
nej czasowej sa suma (wszystkich lub niektérych) skladowych szeregu czasowego.
Jednoczes$nie zaklada sig, ze nie wystepuja interakcje pomiedzy poszczegdlnymi
sktadowymi szeregu, tzn. sktadowe sa niezalezne. W modelu multiplikatywnym
przyjmuje sie, ze obserwowane warto$ci zmiennej czasowej stanowig iloczyn skta-
dowych szeregu czasowego. Model multiplikatywny jest czgsto uzywanym mo-
delem dekompozycji szeregéw czasowych. W modelu tym tylko jedna ze skfado-
wych - na ogot trend lub staly (§redni) poziom czasowej zmiennej — jest wyrazana
w jednostkach analizowanej zmiennej. Pozostale skladowe szeregu s3 w procesie
dekompozycji wyrazane jako wzgledne odchylenia od trendu badz od stalego
(przecietnego) poziomu zmienne;j.

Przedstawione modele (5.11)-(5.12) dekompozycji szeregu czasowego
uwzgledniajg wystepowanie trendu oraz wahan okresowych i przypadkowych.
Mozna dokona¢ dalszej dekompozycji modelu, w wyniku czego zostang wyod-
rebnione wahania cykliczne i sezonowe, np. dla modelu addytywnego:

g(t) =g, (t) + gi(t) (5.13)

gdzie funkcje: g (t), g; (f) opisywac beda sktadowe cykliczne i sezonowe dla wy-
réznionych podokreséw odpowiednio l1 =1,2,...,L oraz 12 =1,2,...,L,

Warto zauwazy¢, ze w szeregu czasowym mogg jednoczes$nie wystepowac wa-
hania o réznej czgstotliwosci, wykazujac istnienie cyklu miesiecznego, tygodnio-
wego i dobowego. W innych przypadkach moze okaza¢ si¢, Ze w szeregu czaso-
wym nie wystepuje trend, a wahania oscylujg wokét pewnego stalego ($redniego)
poziomu zmiennej, wtedy modele wahan w czasie sg postaci:

y,=const + g(t) + ¢, (5.14)
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lub
y,= const - g(t) - 10 (5.15)

gdzie: const oznacza staly (Sredni) poziom zjawiska.

Do opisu wielu szeregdéw czasowych wystarczajace moga okaza¢ si¢ modele za-
wierajace tylko niektore skladowe szeregu czasowego, np. staly ($redni) poziom
zmiennej i wahania przypadkowe, albo tendencje¢ rozwojowa i wahania przy-
padkowe lub trend, wahania sezonowe i wahania przypadkowe. Wyodrebnianie
poszczegdlnych skladowych szeregu czasowego przeprowadza sie krok po kroku,
stosujac odpowiednie metody. Zanim jednak zastosuje si¢ adekwatne metody, na-
lezy przeprowadzi¢ wstepna analize szeregu czasowego, nazywang jego wstepnym
wyréwnywaniem (pre-adjustment), ktore polega na:
1) okresleniu, czy zwigzek miedzy poszczegdlnymi skladowymi szeregu ma
charakter addytywny (5.11) czy multiplikatywny (5.12),

2) identyfikacji obserwacji nietypowych (odstajacych) w szeregu,

3) uzupelnieniu brakujacych danych szeregu czasowego, np. dniami roboczy-
mi, w ktérych nie odbywaly si¢ notowania gieldowe (np. dni §wigteczne).

Celem pierwszego dzialania jest sprawdzenie, czy nie ma potrzeby zastosowania
wstepnej transformacji logarytmicznej szeregu obserwacji. Obserwacje nietypowe,
ktére moga by¢ wynikiem zaréwno bledu pomiaru, jak i pojawieniem sie spora-
dycznych zaburzen, powodujg znieksztalcenia w prowadzonej analizie i mogg pro-
wadzi¢ do niepoprawnych wnioskéw. W praktyce stosuje si¢ odpowiednie metody
stuzace wykrywaniu obserwacji odstajacych?® oraz eliminowaniu ich wptywu.

Dekompozycje szeregu czasowego zwykle rozpoczyna si¢ od wyodrebnienia
tendencji rozwojowej za pomocg metody:

« analitycznej, polegajacej na oszacowaniu funkcji trendu lub

« mechanicznej, opartej na srednich.

Modele trendu zwane rowniez modelami tendencji rozwojowej zawieraja tylko
jedna zmienng objasniajaca, ktdra jest czas ¢ (zmienna czasowa), czyli:

V. =fH) +¢, (5.16)
gdzie:
f - symbol dowolnej funkeji,
t — zmienna czasowa przyjmujaca najczesciej wartoscit =1, 2, ..., T,
¥, — zmienna objasniana, opisywana przez model,
¢, — sktadnik losowy.

W zaleznoséci od postaci analitycznej funkeji f wyrdznia si¢ rézne rodzaje
trendu. Do najczesciej wykorzystywanych nalezg funkcja liniowa, wykladnicza,

3 Najprostsza metoda jest sprawdzenie czy istnieja dane, ktdre nie mieszcza sie w przedziale
trzysigmowym, o czym byta mowa w podrozdziale 1.5.
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potegowa i paraboliczna (wielomian stopnia drugiego)*. Trend liniowy mozna za-
pisac jako:

Y, =B, Bt+e, (5.17)

gdzie:
B, B, — nieznane parametry funkcji trendu, przy czym B oznacza wyraz wolny,
a B, - staly przyrost warto$ci zmiennej objasnianej z okresu na okres.

Funkcje (5.17) mozna, podobnie jak funkcje regresji (4.30) lub (4.42), oszaco-
wacé za pomocg metody najmniejszych kwadratow. Wartosci teoretyczne zmien-
nej objasnianej wyznacza si¢ z relacji:

y,=b,+bt (5.18)

gdzie:
§ — wartosci teoretyczne wyznaczone na podstawie oszacowanej funkcji trendu,
b, b, — oceny MNK estymatoréw parametréw trendu liniowego.

W analizach szeregéw czasowych mozna rozpatrywa¢ staly poziom zjawiska
wyznaczony jako $rednia arytmetyczna (5.2) lub chronologiczna (5.1) liczone na
podstawie wszystkich elementéw szeregu albo jako $rednie ruchome’ k-okresowe.
Najlatwiej wyznacza si¢ tzw. prosta srednig ruchoma, ktéra liczona dla nieparzy-
stej liczby obserwacji k (k < T) obserwacji jest postaci:

t

L :% >y, darzk (519

gdzie:
y, — wartosci $rednich ruchomych obliczone dla kolejnych podokreséw,
k - krok usredniania.

Przedstawiony sposob wyznaczania sredniej ruchomej (kroczacej) oznacza, ze
jej warto$¢ przypisuje si¢ srodkowej obserwacji szeregu, na podstawie ktérego zo-
stala ona wyznaczona. Nalezy zauwazy¢, ze korzystanie ze $rednich kroczacych
pozwala wyznaczy¢ T - (k — 1) $rednich w przypadku nieparzystego kroku usred-
niania oraz T - k $rednich dla parzystego k.

W sytuacji kiedy $rednie ruchome maja by¢ wykorzystane do eliminacji wahan
okresowych, musza obejmowac §cisle okreslong liczbe jednostek czasu, odpo-
wiadajacg zaobserwowanemu cyklowi wahan. Na przyktad pojawienie si¢ wahan
przy danych kwartalnych oznacza potrzebe zastosowania 4-okresowej $redniej

4 Szczegbtowo zagadnienia te omowione sa m.in. w pracy [Cieslak 1997, s. 77-87].
5 Omawiane beda szczegdtowo w dalszej czesci niniejszego rozdziatu.
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ruchomej, a wahan dla danych miesiecznych - $redniej 12-okresowej. Pojawia si¢
wtedy problem liczenia $rednich ruchomych z parzystej liczby okreséw, sa to tzw.
srednie scentrowane, ktore wyznacza si¢ zgodnie z relacja:

t—1
Vo= [ Vet D Y= jdlat>k+1 (5.20)
2

i=t—k+1

Nalezy pamietaé, ze w przypadku scentrowanych $rednich ruchomych, wy-
znaczanych z k danych, réwniez traci si¢ tyle samo obserwacji (k/2) na poczatku
i koncu szeregu.

Wiele zjawisk charakteryzuje si¢ wystepowaniem wahan okresowych, kto-
rych szczegélnym przypadkiem sg wahania sezonowe. Przykladowym szeregiem
tego typu jest szereg obserwacji produktu krajowego brutto w ujeciu kwartalnym
(rys. 5.1).

640 000
590 000
540 000

490 000

440 000

Rysunek 5.1. Produkt krajowy brutto (ceny biezace) w [mln PLN]
Zrédto: GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/ (dostep 23.11.2019)

Wyodrebnianie wahan sezonowych przeprowadza si¢ za pomocg tzw. wskazni-
ka sezonowosci, ktéry mozna wyznaczy¢ analitycznie w postaci:

Sl ==l (5.21)
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lub mechanicznie jako:

Sl _ _i=1 (522)

gdzie:

9, — wartosci teoretyczne wyznaczone na podstawie oszacowanej funkgji trendu (5.18),
y, — wartodci §rednich ruchomych (5.19) lub (5.20) obliczone dla kolejnych pod-
okresow,

S, - wskazniki sezonowosci,

t=1,2,...,T,1=1,2,..., L.

Wskazniki sezonowosci interpretowane sg jako wzgledne odchylenia poziomu
zjawiska od trendu lub stalej wartosci. Wyrazona w procentach warto$¢ (S, - 1)
informuje, o ile procent warto$¢ szeregu w danym ,,sezonie” (np. kwartale) jest
wyzsza (jedli S, > 0) lub nizsza (jesli S, < 0) od poziomu, jaki bylby osiagniety,
gdyby w szeregu nie wystepowaly wahania sezonowe i jego rozwoj przebiegalby
zgodnie z wyznaczong tendencja.

Suma wskaznikéw sezonowosci powinna by¢ réwna L, czyli:

L
.S =L (5.23)
=1
Jedli ta relacja nie zachodzi, to S, nazywany jest surowym wskaznikiem sezono-
wosci i nalezy wyznaczy¢ wskazniki skorygowane postaci:

S/ =v-§, (5.24)
gdzie:
v — wspodlczynnik korygujacy, ktory wyznacza sie jako:
L
V=

7 (5.25)
Zz=1sl

Absolutng wielkos¢ odchylen sezonowych wyznacza si¢ z relacji:

gy=8"-y-y (5.26)
gdzie:
y - $redni poziom zjawiska y, wyznaczony dla wszystkich obserwacjit=1,2, ..., T.
W modelach szeregéw czasowych wahania przypadkowe odzwierciedlane sa
przez skladnik resztowy postaci:
£=Y,-3,- 80 =y-17,+gW] (5.27)
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Skladnik losowy uwzglednia wszystkie czynniki, ktére nie zostaly wyjasnione
tunkcjg trendu oraz wielko$cig wahan okresowych. Dla lepszej ilustracji stopnia
dopasowania modeli uwzgledniajacych wahania sezonowe (5.12)-(5.15) do da-
nych empirycznych oblicza si¢ procentowy udzial tych wahan w $redniej wartosci
szeregu czasowego, czyli:

¢, =<.100% (5.28)
y

Mozna réwniez wyznaczy¢ $redni blad dopasowania obliczony jako srednia
wartosci bezwzglednych odchylen utworzonego szeregu od danych empirycz-
nych postaci:

T
Me = Zt;Jg" (5.29)
T

oraz procentowy $redni btad dopasowania postaci:
M
PMe =2 .100% (5.30)
y

Przyktad 5.1

Jak pokazano na rys. 5.1, produkt krajowy brutto w ujeciu kwartalnym charak-
teryzuje sie trendem wzrostowym i wyraznymi wahaniami sezonowymi. Szereg
zawiera 22 obserwacje kwartalne z lat 2014-2019, przy czym dane z ostatniego
roku obejmuja jedynie pierwsze 2 kwartaly. Nalezy przeprowadzi¢ dekompozy-
cje tego szeregu czasowego (tab. 5.1), szacujac MNK trend liniowy i wyznaczajac
wskazniki sezonowosci dla poszczegdlnych kwartatow.

Rozwiazanie

W pierwszym kroku na podstawie 22 obserwacji oszacowana MNK® zostaje funk-
cja trendu liniowego (5.17):

y,=403758,245 + 6600,107 - ¢ R*=0,6714

Oba parametry sg statystycznie istotne i wieksze od 0, bowiem wartosci staty-
styki testowej (4.28) wynosza odpowiednio ¢ = 6,39 dla wspolczynnika kierun-
kowego i t = 29,78 dla wyrazu wolnego. Jak mozna zauwazy¢ na rys. 5.2, funkcja
trendu opisuje wylacznie ogélng tendencje wzrostowa wartosci PKB w kolejnych
kwartatach. Dekompozycja szeregu polega na jego ,filtrowaniu’, tj. pozbawianiu
go zidentyfikowanych sktadowych.

6 Funkcje trendu mozna oszacowad, korzystajac z funkcji REGLINP w Excelu.
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W kolejnym kroku wyznacza si¢ wartosci teoretyczne PKB, podstawiajac do osza-
cowanej funkgji trendu odpowiednie warto$ci zmiennej czasowej (zawarte w kolum-
nie 2), ktdre wpisuje si¢ w kolumnie 4 tab. 5.1. Na tej podstawie oblicza si¢ wskazniki
$ezonowosci S, dla kazdego kwartatu, czylidla L =4 (I=1, 2, 3,4). W tym celu obliczane
sa sumy dla T/L = 6 elementéw stanowigce licznik i mianownik wzoru (5.21) w przy-
padku pierwszego i drugiego kwartatu oraz dla 5 obserwacji w przypadku ostatnich
dwdch kwartatéw, co zapisano w kolumnach 5 i 6 tab. 5.1. A ponizej w tych samych
kolumnach przedstawiono obliczone, surowe wskazniki sezonowosci oraz ich sume.
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Rysunek 5.2. PKB - dane kwartalne: poréwnanie danych empirycznych i trendu

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wyznaczone wartosci surowych wskaznikdéw sezonowych nie sumuja si¢ do 4
(ich suma wynosi 4,0135), zatem obliczono wspodtczynnik korygujacy (5.25):
L 4
g 4,0135
=1 !

V= 0,9966

W dalszym postepowaniu wskazniki sezonowosci zostaly skorygowane o wy-
znaczony wspotczynnik korygujacy i w konsekwencji otrzymano wskazniki sko-
rygowane (5.24), ktore zapisano w kolumnach 5 i 6. Na ich podstawie (po wczes-
niejszym wyliczeniu $redniej szeregu obserwacji w kolumnie 7) wyznaczono
wartosci odchylen sezonowych dla kazdego kwartatu. Okazuje sie, ze w przypad-
ku pierwszych 3 kwartatéw PKB jest przecietnie nizsze od wartosci znajdujacej
sie na prostej trendu o 26 198,64; 12 032,99 i 10 737,18 mln PLN, odpowiednio
w pierwszym, drugim i trzecim kwartale, a w czwartym kwartale PKB jest wyzsze
od trendu o0 48 968,80 mln PLN (co podano w kolumnie 7).
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Tabela 5.1. PKB dane kwartalne oraz wartosci teoretyczne i obliczone wskazniki i efekty sezonowe

Kwartaty | t Y, y,2(5.18) Sumy wartosci Srednia
(1) (2) (3) (4) (5) | (6) (7)

2014Q1 1 399536,9 410 358,35 empirycznych y, y

2014Q2 2 418230,9 416 958,46 I kw. 2711190,9 479 659,5

2014Q3 3 425004,3 423 558,57 Il kw. 2834623,6

2014Q4 4 477 657,9 430 158,67 I kw. 2336361,0

2015Q1 | 5 | 4157014 | 436758,78 IV kw. 2670 333,1

2015Q2 6 434227,3 443 358,89 teoretycznych

2015Q3 7 439967,9 449 959,00 I kw. 2858 156,6

2015Q4 8 510331,0 456 559,10 1l kw. 2897 757,2

2016Q1 9 430 165,1 463 159,21 11 kw. 2381797,1

2016Q2 10 450 116,2 469 759,32 IV kw. 2414 797,7

2016Q3 | 11 | 454810,4 | 476359,43 Wskazniki sezonowosci

2016Q4 | 12 | 526019,9 | 482959,53 surowe (5.21)

2017Q1 | 13 | 458461,0 489 559,64 I kw. 0,9486

2017Q2 14 478 886,8 496 159,75 1l kw. 0,9782 Absolutna

2017Q3 | 15 | 4913981 | 502759,86 I kw. 0,9809 wielkos¢

2017Q4 16 560 568,2 509 359,96 IV kw. 1,1058 seoz(:):g/lveyrlh

2018Q1 | 17 | 487129,3 | 515960,07 | Suma (5.23) 4,0135 (5.26)

2018Q2 | 18 | 507606,2 522 560,18 skorygowane (5.24)

2018Q3 | 19 | 525180,3 529 160,29 I kw. 0,9454 -26198,64

2018Q4 | 20 | 595756,1 535760,39 11 kw. 0,9749 -12032,99

2019Q1 21 520197,2 542 360,50 11 kw. 0,9776 -10737,18

2019Q2 | 22 545 556,2 548 960,61 IV kw. 1,1021 48968,80

Zrédto: dane w kolumnie y,pochodza z GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-
makroekonomiczne/ (dostep 23.11.2019), w pozostatych obliczenia wtasne.

W tab. 5.2 dwa wyréznione w szeregu czasowym PKB elementy, tj. trend i waha-
nia kwartalne, zostaly ze sobg zlozone i obliczono wahania przypadkowe w warto-
sciach absolutnych oraz procentowych jako miara dopasowania ztozonego z trendu
i wahan kwartalnych szeregu do danych empirycznych. Jak mozna zauwazy¢, dla
wszystkich kwartalow z wyjatkiem pierwszego wahania przypadkowe nie przekra-
czaja 3% $redniej obliczonej dla wszystkich obserwacji. Dobre dopasowanie szeregu
trendu z wahaniami sezonowymi jest widoczne na rys. 5.3, na ktérym obie krzywe
niemal si¢ pokrywaja. Natomiast na rys. 5.4 pokazano poréwnanie szeregéow da-
nych rzeczywistych i wahan przypadkowych. Wida¢ na nim, ze wartosci niewyja-
$nione przez model (zawierajacy trend i wahania kwartalne), uznane jako wahania
przypadkowe, stanowig niewielki ulamek obserwacji PKB w badanym okresie.


https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/
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Rysunek 5.3. PKB - dane kwartalne: poréwnanie danych empirycznych i trendu z wahaniami
sezonowymi, wyznaczonymi metoda analityczna

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 5.2. PKB - dane kwartalne oraz wartosci teoretyczne i odchylenia losowe

Kwartaty Y, 7, g/t) J.+g,t) £,2(5.27) €,2(5.28)
2014Q1 399536,9 | 410358,35 | -26198,64 | 384159,71 | 15377,19 3,2%
2014Q2 | 418230,9 | 416958,46 | -12032,99 | 404 925,47 | 13 305,43 2,8%
2014Q3 | 425004,3 | 423558,57 | -10737,18 | 412821,39 | 12182,91 2,5%
2014Q4 | 477657,9 | 430158,67 | 48968,80 | 479127,48 | -1469,58 -0,3%
2015Q1 415701,4 | 436758,78 | -26 198,64 | 410560,14 5141,26 1,1%
2015Q2 | 434227,3 | 443358,89 | -12032,99 | 431325,90 | 2901,40 0,6%
2015Q3 | 439967,9 | 449959,00 | -10737,18 | 439221,82 | 746,08 0,2%
2015Q4 | 510331,0 | 456559,10 | 48968,80 | 505527,91 | 4803,09 1,0%
2016Q1 | 4301651 | 463159,21 | -26198,64 | 436 960,57 | -6795,47 -1,4%
2016Q2 450116,2 | 469759,32 | -12032,99 | 457 726,33 -7610,13 -1,6%
2016Q3 454 810,4 | 476359,43 | -10737,18 | 465622,25 | -10811,85 -2,3%
2016Q4 | 526019,9 | 482959,53 | 48968,80 | 531928,34 | -5908,44 -1,2%
2017Q1 | 458461,0 | 489559,64 | -26 198,64 | 463361,00 | -4899,98 -1,0%
2017Q2 | 478886,8 | 496 159,75 | -12032,99 | 484 126,76 | -5239,95 -1,1%
2017Q3 491398,1 | 502759,86 | -10737,18 | 492 022,68 -624,59 -0,1%
2017Q4 560568,2 | 509359,96 | 48968,80 | 558328,77 223941 0,5%
2018Q1 | 487129,3 | 515960,07 | -26 198,64 | 489 761,43 | -2632,17 -0,5%
2018Q2 | 507606,2 | 522560,18 | -12032,99 | 510527,19 | -2921,03 -0,6%
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Kwartaty Y, ¥, g,t) y.+g[t) €,2(5.27) €,2(5.28)
2018Q3 | 525180,3 | 529160,29 | -10737,18 | 518423,11 | 6757,22 1,4%
2018Q4 595756,1 | 535760,39 | 48968,80 | 584 729,20 11 026,90 2,3%
2019Q1 520197,2 | 542360,50 | -26 198,64 | 516 161,86 4035,34 0,8%
2019Q2 | 545556,2 | 548960,61 | -12032,99 | 536927,62 | 8628,58 1,8%
Zrédto: dane w kolumnie ¥, pochodza z GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-
makroekonomiczne/ (dostep 23.11.2019), w pozostatych obliczenia wtasne.
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Rysunek 5.4. PKB - dane kwartalne: poréwnanie danych empirycznych i wahan przypadkowych

Zrédto: opracowanie wtasne.

&

Podobny (do dekompozycji szeregu czasowego, zilustrowanego przykla-
dem 5.1) efekt modelowania szeregu czasowego z regularnymi wahaniami sezo-
nowymi mozna uzyskac, stosujac tzw. trendy jednoimiennych okreséw. Metoda ta
polega na szacowaniu kilku funkcji trendu, ktére opisuja zachowanie si¢ szeregu
w tzw. jednoimiennych okresach, ktorymi moga by¢ np. kwartaly, jesli wahania
sezonowe maja charakter odchylen kwartalnych. Waznym ograniczeniem tej me-
tody jest konieczno$¢ posiadania prob o takiej diugosci, aby zastosowanie MNK
do estymacji modeli trendu byto mozliwe.

Przyktad 5.2

Na podstawie danych z przykladu 5.1 nalezy oszacowa¢ modele trendu dla kazde-
go kwartalu i sprawdzi¢, czy wyznaczone na ich podstawie wartosci teoretyczne


https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/
https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/
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szeregu PKB s3 zgodne z warto$ciami empirycznymi. Ponadto poréwnaé nalezy
stopien dopasowania wartosci teoretycznych do empirycznych w obu przyktadach.

Rozwiazanie

W pierwszym kroku tworzy sie szeregi jednoimiennych okreséw, czyli dane zosta-
ja podzielone na 4 szeregi, w ktorych znajda si¢ obserwacje z wszystkich analizo-
wanych lat, ale dotyczace konkretnego kwartatu. Tak pogrupowane dane przed-
stawiono w tab. 5.3.

Tabela 5.3. Obserwacje kwartalne PKB uporzadkowane dla kolejnych kwartatow,
oszacowania modeli trendu jednoimiennych okresdw i warto$ci teoretyczne

Lata y ¢ Oszacowane modele WarFoéFi teoret.yczne
t trendu trendow jednoimiennych

Kwartat |

2014 399536,9 | 1 | §,=367277,045+24168,028 - t 391 445,07
2015 4157014 | 2 R?=0,9760 415 613,10
2016 4301651 | 3 Warto$¢ statystyki t-Studenta 439781,13
2017 458461,0 | 4 B, B, 463 949,16
2018 4871293 | 5 12,747 49,739 488117,19
2019 520197,2 | 6 512 285,22
Kwartat I

2014 418230,9 | 1 }7t =383883,893 +25300,963 - t 409 184,86
2015 4342273 | 2 R?=0,9723 434 485,82
2016 450116,2 | 3 Warto$¢ statystyki t-Studenta 459 786,78
2017 478886,8 | 4 B, B, 485 087,74
2018 507606,2 | 5 11,853 46,178 510 388,71
2019 545556,2 | 6 535 689,67
Kwartat 11

2014 4250043 | 1 | § =391737,529+25178,225 - ¢t 416 915,75
2015 439967,9 | 2 R?=0,9572 442 093,98
2016 4548104 | 3 Warto$¢ statystyki t-Studenta 467 272,20
2017 491398,1 | 4 Bl BO 492 450,43
2018 525180,3 | 5 8,192 38,431 517 628,65
Kwartat IV

2014 477657,9 | 1 yt =448136,542 + 28643,358 - t 476 779,90
2015 5103310 | 2 R?=0,98763 505 423,26
2016 526019,9 | 3 Warto$¢ statystyki t-Studenta 534 066,62
2017 560568,2 | 4 B, B, 562 709,97
2018 595756,1 | 5 14,721 69,443 591 353,33

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W kolejnym kroku dla kazdego kwartalu szacuje sie funkcje trendu liniowego
(5.17) na podstawie danych z lat 2014-2019. Mozna zauwazy¢, ze w przypadku
ostatnich 2 kwartalow brakuje danych za rok 2019, zatem szeregi dla kwartatéw 3
i4 s3 0 jedng obserwacje krotsze. Innymi stowy, dla dwoch pierwszych kwartatow
modele szacowane sg na podstawie 6 obserwacji t = 1, 2, ..., 6, a dla 2 ostatnich
dlar=1,2,...,5. W tab. 5.3 przedstawiono oszacowane modele trendu liniowego
dla kazdego z kwartatéw. Dla wszystkich 4 jednoimiennych okreséw wspolczyn-
niki determinacji sa bliskie jednosci i zasadniczo wyzsze niz w przypadku funkeji
trendu oszacowanej w przykladzie 5.1. Podane warto$ci statystyk testowych t-Stu-
denta dla wszystkich 4 modeli trendu wskazujg na istotne zaleznosci. W zwigzku
z tym w kolejnym kroku wyznaczono na podstawie oszacowanych modeli trendu
wartosci teoretyczne dla kolejnych kwartatow.

Tabela 5.4. Obserwacje kwartalne PKB i wartosci teoretyczne wyznaczone z modeli trendu
jednoimiennych okreséw

Wartosci teoretyczne Modut g, Modut g,

Kwartaty PKB trendoéw £,2(5.27) z z

jednoimiennych okreséw przyktadu 5.2 | przyktadu 5.1

2014Q1 | 399536,9 391 445,07 8091,83 8091,83 15377,19
2014Q2 | 418230,9 409 184,86 9046,04|  9046,04 13 305,43
2014Q3 | 425004,3 416 915,75 8088,55| 8088,55 12182,91
2014Q4 | 477 657,9 476 779,90 878,00 878,00 1469,58
2015Q1 | 415701,4 415613,10 88,30 88,30 5141,26
2015Q2 | 4342273 434 485,82 -258,52 258,52 2901,40
2015Q3 | 439967,9 442 093,98 -2126,08 2126,08 746,08
2015Q4 | 510331,0 505423,26 4907,74 4907,74 4 803,09
2016Q1 | 430165,1 439781,13 -9616,03| 9616,03 6 795,47
2016Q2 | 450116,2 459 786,78 -9670,58 9670,58 7610,13
2016Q3 | 454 810,4 467 272,20 -12 461,80 12 461,80 10811,85
2016Q4 | 526019,9 534 066,62 -8046,72| 8046,72 5908,44
2017Q1 | 458461,0 463 949,16 -5488,16 5488,16 4 899,98
2017Q2 | 478 886,8 485 087,74 -6200,94|  6200,94 5239,95
2017Q3 | 491398,1 492 450,43 -1052,33| 1052,33 624,59
2017Q4 | 560568,2 562 709,97 -2141,77 2141,77 2239,41
2018Q1 | 487129,3 488 117,19 -987,89 987,89 2632,17
2018Q2 | 507 606,2 510388,71 -2782,51 2782,51 2921,03
2018Q3 | 525180,3 517 628,65 7551,65 7551,65 6 757,22
2018Q4 | 595 756,1 591 353,33 4 402,77 4 402,77 11 026,90
2019Q1 | 520197,2 51228521 7911,99| 7911,99 403534
2019Q2 | 545556,2 535 689,67 9 866,53 9 866,53 8 628,58
Suma 121 666,71 136 058,00

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Ostatnim etapem postgpowania jest przypisanie wartosci teoretycznych kolej-
nym obserwacjom, poczynajac od pierwszego kwartatu 2014 roku, a na drugim
kwartale 2019 roku konczac. Przykladowo wartosci teoretyczne dla 4 kwartatow
2014 roku wyznaczane sg dla t = 1, ale wedtug réznych modeli, opisujacych kwar-
taly. W ten sposob otrzymuje sie szereg wartosci teoretycznych uwzgledniajacych
juz wahania sezonowe, co pokazano w ostatniej kolumnie tab. 5.3, oraz po upo-
rzadkowaniu (dla kolejnych kwartaléw i lat) w tab. 5.4.

Jak mozna zauwazy¢ na rys. 5.5, stopienn dopasowania szeregu wygenerowane-
go przez zlozenie wartosci teoretycznych (wyznaczonych z funkcji trendu jedno-
imiennych okreséw) do danych empirycznych jest bardzo wysoki. Dla poréwnania
wyznaczono warto$ci procentowego $redniego bledu dopasowania dla szeregow
wygenerowanych w przykfadzie 5.1 i 5.2. Podstawowe obliczenia przedstawio-
no w ostatnich dwoch kolumnach tab. 5.4. W przypadku dekompozycji szeregu
czasowego na trend i wahania sezonowe (przyklad 5.1) btad ten wynosi 1,29%,
a stosujac metode trendow jednoimiennych - 1,15%, co oznacza bardzo wysokie
dopasowanie w obu przypadkach.
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Rysunek 5.5. PKB - dane kwartalne: poréwnanie danych empirycznych i wartosci teoretycz-
nych trenddw jednoimiennych okreséw

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przyktad 5.3

Dla danych z przyktadu 5.1 nalezy wyznaczy¢ wskazniki sezonowe metodg me-
chaniczng.



Rozwiazanie
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W obliczeniach kwartalnych wskaznikéw sezonowosci metoda mechaniczng
wykorzystuje si¢ scentrowang $rednig ruchomg 4-okresows, ktéra wyznacza sie
na podstawie wzoru (5.20). Pierwsza ze $rednich przypisana zostanie trzeciemu
kwartatowi roku 2014 i zostanie obliczona nastepujaco:

_ 1

Vs :Z'(O’S‘yl D S e +O’5‘y5):
=0,25-(0,5-399536,9 +418230,9 + 425004,3+ 477657,9+0,5-415701,4) =
=432128,1

W podobny sposéb oblicza si¢ $rednie ruchome dla t = 4, 5, ..., 20, co przed-
stawiono w tab. 5.5 i na rys. 5.6.

Tabela 5.5. PKB - dane kwartalne, wartosci teoretyczne trendu, $rednie ruchome i obliczone
wskazniki oraz efekty sezonowe

Kwartaty | ¢ Y, y,2(5.18) Srednie Sumy wartosci Srednia
2014Q1 | 1 | 399536,9 | 410358,35 | ruchome empirycznychy, y
2014Q2 | 2 | 418230,9 | 416 958,46 ¥, I kw. 17914568 | 479 659,5
2014Q3 | 3 | 425004,3 | 423 558,57 | 432 128,06 11 kw. 2289 067,4

2014Q4 | 4 | 477657,9 | 430 158,67 | 436 148,18 111 kw. 2336 361,0

2015Q1 | 5 | 4157014 | 436 758,78 | 440018,18 | IVkw. |2670333,1

2015Q2 | 6 | 434227,3 | 443 358,89 | 445972,76 $rednich 7,

2015Q3 | 7 | 439967,9 | 449959,00 | 451 864,86 | kw. 1899 534,7

2015Q4 | 8 | 510331,0 | 456 559,10 | 455 658,94 11 kw. 1926 819,0

2016Q1 | 9 | 430165,1 | 463159,21 | 459500,36 | Illkw. |2386771,3

2016Q2 | 10 | 450116,2 | 469 759,32 | 463 316,79 IV kw. 2417 769,5

2016Q3 | 11 | 454 810,4 | 476 359,43 | 468 814,89 | Wskazniki sezonowosci

2016Q4 |12 | 526019,9 | 482 959,53 | 475 948,21 surowe (5.22)

2017Q1 | 13 | 458 461,0 | 489559,64 | 484 117,99 | kw. 0,9431

2017Q2 | 14 | 478 886,8 | 496 159,75 | 493 009,99 11 kw. 1,1880 Absolutna
2017Q3 | 15 | 491398,1 | 502 759,86 | 500 912,06 | Il kw. 0,9789 wielkodd
2017Q4 | 16 | 560 568,2 | 509 359,96 | 508 085,50 | IV kw. 1,1045 odchyler
2018Q1 |17 | 487 129,3 | 515960,07 | 515898,20 | Suma (5.23)| 4,2144 | sezonowych
2018Q2 | 18 | 507606, | 522560,18 | 524 519,47 | skorygowane (5.24) (5.26)
2018Q3 | 19 | 525180,3 | 529 160,29 | 533 051,46 I kw. 0,8951 | -49980,29
2018Q4 | 20 | 595756,1 | 535760,39 | 541928,70 11 kw. 1,1276 60 781,86
2019Q1 | 21 | 520197,2 | 542 360,50 111 kw. 0,9291 -33799,57
2019Q2 |22 | 545556,2 | 548 960,61 IV kw. 1,0483 22 997,99

Zrédto: dane w kolumnie ¥, pochodza z GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-
makroekonomiczne/ (dostep 23.11.2019), w pozostatych obliczenia wtasne.
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W dalszym postepowaniu obliczone zostang wskazniki sezonowosci wedlug
wzoru (5.22), przy czym nalezy pamigta¢, ze korzystajac ze scentrowanych sred-
nich ruchomych 4-okresowych, traci si¢ po dwie obserwacje na poczatku i koncu
szeregu. Dlatego obliczone sumy dotyczy¢ beda obu szeregdw y, i y, jedynie w od-
niesieniu do danych, ktdére sg wspdlne (u nas dla t = 3, 5, ..., 20). Dalej nalezy
postapi¢ podobnie jak w przyktadzie 5.1, zatem wyznaczone zostang wartosci od-
chylen kwartalnych, ktére zostang dodane do obliczonych wczesniej wartosci teo-
retycznych.

Dalej wyznaczone beda bledy dopasowania wygenerowanego szeregu do da-
nych empirycznych. Jak mozna zauwazy¢ w tab. 5.6, zastosowanie $rednich ru-
chomych do wyznaczenia wskaznikéw sezonowosci wygenerowalo wyzsze bledy
dopasowania niz w przypadku metod analitycznych. Btedy wzgledne przekraczaja
nawet 16% dla pojedynczych okreséw, a sredni blad procentowy wynosi 8,06%,
zatem jest wyzszy od tych wyznaczonych w przykladach 5.1 5.2, co jest widoczne
réwniez na rys. 5.7.
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e KB = = = = Srednie ruchome

Rysunek 5.6. PKB - poréwnanie notowan kwartalnych i $rednich ruchomych

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 5.6. PKB - dane kwartalne oraz warto$ci teoretyczne i odchylenia losowe

Kwartaty Y, y.+g/t) €.z (5.27) €,2(5.28) Modut g,
2014Q1 399 536,9 360378,1 39158,8 8,2% 39 158,84
2014Q2 418 230,9 477 740,3 -59509,4 -12,5% 59 509,42
2014Q3 425 004,3 389759,0 352453 7,4% 35245,30
2014Q4 477 657,9 453 156,7 24501,2 5,1% 24 501,23
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Kwartaty Y, J.+g/t) €,2(5.27) €,2(5.28) Modut €,
2015Q1 415701,4 386 778,5 28922,9 6,1% 28922,91
2015Q2 434 227,3 504 140,8 -69913,5 -14,7% 69 913,45
2015Q3 439 967,9 416159,4 23808,5 5,0% 23 808,47
2015Q4 510331,0 479 557,1 30773,9 6,5% 30773,90
2016Q1 430165,1 413178,9 16 986,2 3,6% 16 986,18
2016Q2 450 116,2 530541,2 -80425,0 -16,9% 80 424,98
2016Q3 454 810,4 442 559,9 12250,5 2,6% 12 250,54
2016Q4 526 019,9 505 957,5 20062,4 4,2% 20 062,37
2017Q1 458 461,0 439579,3 18881,7 4,0% 18 881,67
2017Q2 478 886,8 556 941,6 -78054,8 -16,4% 78 054,80
2017Q3 491 398,1 468960,3 22437,8 4,7% 22 437,80
2017Q4 560 568,2 532358,0 28210,2 5,9% 28210,22
2018Q1 487129,3 465979,8 21149,5 4,4% 21 149,49
2018Q2 507 606,2 583342,0 -75735,9 -15,9% 75735,88
2018Q3 525180,3 495 360,7 29 819,6 6,3% 29 819,61
2018Q4 595 756,1 558 758,4 36997,7 7,8% 36997,71
201901 520197,2 492 380,2 27817,0 5,8% 27 816,99
2019Q2 545 556,2 609 742,5 -64186,3 -13,5% 64 186,27
Suma 844 848,05

Zrédto: dane w kolumnie y,pochodza z GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-
makroekonomiczne/ (dostep 23.11.2019), w pozostatych obliczenia wtasne.
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Rysunek 5.7. Poréwnanie PKB i trendu z wahaniami sezonowymi, wyznaczonymi metoda mechaniczng
Zrédto: opracowanie wtasne.
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5.3. Metody wygtadzania szeregow czasowych

Szeregi czasowe sg szeroko wykorzystywane w praktyce zaréwno do analiz prze-
sztosci i biezacej sytuacji, jak i prognozowania. Dlatego tez istotne znaczenie
praktyczne maja metody wygtadzania szeregéw czasowych. Najczesciej wykorzy-
stywane s3 do tego celu modele $srednich ruchomych (kroczacych).

Srednia kroczaca wyznaczana jest na podstawie okreslonego zbioru danych.
Wygladzanie szeregu za jej pomocg polega na zastgpieniu pierwotnych warto-
$ci zmiennej $rednimi arytmetycznymi, obliczanymi sekwencyjnie dla wybranej
liczby obserwacji (np. dla 15 kolejnych notowan akcji danej spotki). W dalszym
postepowaniu, usuwajac ze zbioru danych kolejno wyniki najstarsze i dodajac
réwnoczes$nie coraz to nowsze, wyznacza si¢ $rednig ruchoma dla kolejnych okre-
s6w. Srednig ruchomg (kroczacy) stosuje sie, aby wygtadzi¢ wahniecia (odchyle-
nia) zmiennej, np. kursu akcji. Podstawowymi rodzajami $rednich ruchomych sa
s$rednie: arytmetyczna, wazona liniowa, wazona potegowo, wazona wykladnicza
i geometryczna.

Srednia arytmetyczna, zwana réwniez prostg $rednig kroczaca, jest najczeéciej
stosowang i najprostsza do wyznaczenia. Pierwszym elementem przy jej kon-
strukcji jest wyznaczenie liczby, ktéra okresla dlugos¢ kroku usrednienia k < ¢
(t=1,2,...). Model $redniej ruchomej prostej (5.19) mozna zapisac prosciej jako:

t—1
7, :l Z ¥, (5.31)

gdzie:

¥, — wartosci $rednich ruchomych obliczone dla kolejnych podokresow,
¥, — warto$¢ zmiennej w momencie (okresie) i,

k - stala wygtadzania.

Wadg $redniej ruchomej (zwlaszcza dla duzego k, np. k = 15) jest przypisy-
wanie takiego samego znaczenia obserwacjom odleglym i najnowszym. W celu
uwzglednienia postulatu wiekszego wptywu na srednig obserwacji najnowszych
stosuje si¢ tzw. srednig wazong liniowo, ktdra jest nastepujacej postaci:

Y = Z YWiiiikn (5.32)
i=t—k
gdzie:
W,, ..., — Waga nadana warto$ciom zmiennej w okresie i, a wagi przypisane kolejnym

k
obserwacjom spelniajg warunki 0 < w, <w, <... <w, <1 oraz Zwi =1
i=1
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Nalezy zauwazy¢, ze ten rodzaj $redniej jest celowy i przydatny tylko w przy-
padku zmiennych, ktérych wartosci zmieniajg sie ewolucyjnie bez gwattownych
wahan i odchylen.

Inng metoda stosowana do wygladzania szeregéw czasowych jest $rednia wy-
kfadnicza postaci:

y=a-y +0-a)-y , daae(0;1] (5.33)

ktéra powinno sie stosowa¢ w przypadku zmiennych, ktérych wartosci podlegaja
czestym, gwaltownym i losowym wahaniom. Po podstawieniu q,, = y, - »,,
wzo6r (5.33) mozna zapisaé nastepujaco:

Y=y, -%-q, (5.34)
gdzie:
a — tzw. parametr wygladzania, czyli waga dla ostatniej (najnowszej) obserwacji
zmiennej,
q,, - blad sredniej kroczacej wyznaczonej na okres ¢ - 1.

Podstawowym problemem w przypadku stosowania $rednich wyktadniczych
jest ustalenie wartoéci parametru wygladzania. Dokonuje si¢ tego zazwyczaj eks-
perymentalnie, tj. przyjmujac rézne wartosci «, i sprawdza sig, dla ktorej z nich
blad jest najmniejszy.

Przyktad 5.4

Dane kwartalne GUS odnoszace si¢ do wskaznikéw makroekonomicznych doty-
czace dzialalnosci finansowej i ubezpieczeniowej za lata 2014-2019 przedstawio-
no w kolumnie 4 tab. 5.7. Nalezy wygladzi¢ szereg czasowy za pomoca prostych
srednich ruchomych 3- i 5-okresowych oraz 3-okresowej sredniej wazonej linio-
wo dla wag w, =02, w,=0,3iw,=0,5.

Rozwiazanie

Na podstawie wzoru (5.19) lub (5.31) wyznaczy¢ nalezy proste $rednie ruchome
postaci:

« 3-okresowa: y2:y1+y2+y3 'y _at Yty s § otV Ty

3 3 3 T-1 3
oraz
. 5-OkI'CSOW2}: y3:y1+)’z+);3+)’4+}’5,y4:)’2+)’3+);4+)’5+}’6’ .
= _Yrat Vet Vet Yty

yT—Z - 5

Wartosci obliczonych $rednich zapisano w tab. 5.7 oraz na rys. 5.8.
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W dalszym postgpowaniu wyznaczone zostang $rednie wazone. Tak wigc
pierwsza $rednia (przypisana drugiej obserwacji) wyznaczona zostata jako:
Vy=Wy Yyt Wy )yt Wiy,
druga jako:
Vs=Wy Yyt Wy Yyt Wiy,

Jak mozna zauwazy¢ na rys. 5.8, szeregi czasowe $rednich ruchomych sg bar-
dziej gladkie niz szereg danych empirycznych. Przy czym im dluzszy krok usred-
niania k, tym wykres szeregu jest bardziej gladki. Z kolei na rys. 5.9 poréwnano
srednie ruchome 3-okresowe proste i wazone.

Tabela 5.7. Dane dotyczace dziatalno$ci finansowej i ubezpieczeniowej [w min. PLN]
oraz obliczone proste Srednie ruchome 3- i 5-okresowe

Rok | kwartat | t | Zmiennay, Srednie ruchomey, Srednie ruchome
(1) (2) (3) (4) (5) (6) Wagi Wazone y,
3-okresowe | 5-okresowe

2014 | 1 15933,4
Il 2 19 852,0 17500,9 0,2
m | 3] 167173 | 177033 | 16969,0 03
v 4 16 540,5 16 353,2 17131,8 0,5

2015 | 5 15801,9 16 363,3 16 550,4 0,2 16 422,42
Il 6 16 747,5 16 498,1 16290,3 0,3 | 0,2 | 16657,13
1l 7 16 945,0 16 369,6 16 688,0 0,503 | 16141,2
\Y; 8 | 154164 16 963,4 17 066,4 02 | 0,5 | 17278,37

2016 I 9 | 185289 17213,1 174273 0,3 | 0,2 | 17489,00
I 10| 17694,1 18258,4 17545,9 0,5 | 0,3 | 18290,06
Il 11| 18552,1 17928,0 18088,1 02 | 0,5 | 17873,35
v |12 175378 18072,5 18107,3 0,3 | 0,2 | 18035,61

2017 I 13| 18127,7 18 096,7 18 705,4 0,5 | 0,3 | 18258,22
I 14| 18624,7 19 145,6 19038,6 0,2 | 0,5 | 19555,20
11 15| 20684,5 19842,6 19068,1 0,3 | 0,2 | 20039,54
v 16| 20218,5 19529,3 19143,5 0,5 | 0,3 | 19044,95

2018 | 17| 17685,0 18 802,7 19232,2 0,2 18 601,50
Il 18| 18504,6 18 419,4 18 869,8 0,3 18 622,68
1l 19| 19068,6 18 815,2 18 463,6 0,5
v 20| 188725 18709,5 19127,1 0,2

2019 | 21| 181873 19354,0 0,3 | 0,2 | 19731,84
1 22| 21002,3 0,5

Uwaga: kolorami zaznaczono srednie ruchome oraz zakresy zmiennych, z jakich zostaty
wyznaczone w przypadku 3 pierwszych i 3 ostatnich $rednich.

Zrédto: dane w kolumnie 4: GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/ (dostep
23.11.2019); dane w kolumnie 5i 6: obliczenia wtasne.
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Poréwnanie srednich prostych
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Rysunek 5.8. Poréwnanie $rednich ruchomych prostych o kroku usredniania 3i5
z empirycznymi warto$ciami oznaczajacymi wartos¢ dziatalnosci finansowej i ubezpieczeniowej

Zrédto: opracowanie wtasne.

Porownanie srednich 3-okresowych
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Rysunek 5.9. Poréwnanie $rednich ruchomych 3-okresowych prostych i wazonych
z empirycznymi warto$ciami oznaczajgcymi warto$¢ dziatalnosci finansowej i ubezpieczeniowej

Zrédto: opracowanie wtasne.

&

Najczesciej stosowanymi przez inwestorow srednimi ruchomymi sg $rednie
arytmetyczne oraz wykladnicze. Ze wzgledu na dlugos¢ sredniej kroczacej dzieli
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sie je na: krotkoterminowe, srednioterminowe i diugoterminowe. Wybor wlasci-
wej $redniej jest bardzo ztozony. Dobdr odpowiedniego kroku usrednienia k jest
w tym wypadku gtéwnym problemem i zalezy od badanego zjawiska.

Srednie kroczace s3 m.in. wykorzystywane przez inwestoréw gietdowych do
wyznaczania sygnaléw kupna i sprzedazy instrumentéw finansowych. Od dlugo-
$ci $redniej kroczacej zalezy np. jako$¢ i liczba uzyskanych sygnatéw. Ogélna za-
lezno$¢ jest nastepujaca: im krotszy krok usrednienia (krotsza $rednia), tym licz-
ba sygnatéw (zaréwno tych, ktore si¢ nastepnie potwierdzaja, jak i btednych) jest
wigksza i na odwrdét. Diugo$c sredniej, jaka inwestor rozpatruje i stosuje w swoich
analizach, powinna zaleze¢ od przyjetego horyzontu inwestycyjnego.

Przyktad 5.5

Dla 645 obserwacji kursow akcji spotki Okocim SA notowanych na Gieldzie Pa-
pieréw Wartosciowych w Warszawie wyznaczy¢ nalezy $rednig kroczaca prosta
15-okresows oraz $rednig wyktadnicza dla réznych parametréw wygladzania.

Rozwiazanie

Srednie ruchoma prosta i wykladnicze zostaly przedstawione na rys. 5.10 i 5.11.
W celu blizszej analizy roznic wynikajacych z zastosowania réznych warto$ci
parametru wygtadzania trzeba si¢ przyjrze¢ fragmentowi analizowanego na po-
przednim rysunku (rys. 5.12) wykresu dotyczacego obserwacji od 222 do 355, byt
to bowiem okres gwaltownych zmian kurséw akcji.

Srednia kroczaca 15-okresowa

180

srednia

kurs akcji
160

140
120
100

80

Wartosc kursu

60

40

20

0
1 51 101 151 201 251 301 351 401 451 501 551 601

Nr obserwacji

Rysunek 5.10. Poréwnanie kurséw akcji Okocim SA i sredniej ruchomej prostej 15-okresowej

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Srednie wykladnicze
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Rysunek 5.11. Przyktady Srednich wyktadniczych dla réznych parametréw wygtadzania
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.12. Poréwnanie Srednich wyktadniczych z rzeczywistymi wartosciami
kurséw akcji Okocim SA dla obserwacji od 222 do 355

Zrédto: opracowanie wtasne.

&



176 Analiza dynamiki zjawisk

Dla szeregéw czasowych, charakteryzujacych si¢ tendencja rozwojowa i waha-
niami przypadkowymi, odpowiednig metoda wygladzania moze okazac sie linio-
wy model Holta, ktdry jest postaci:

Vo =M, +(1+7)S, (5.35)
M, =ay,  +0-a)M,,+S,,) (5.36)
S.,=yM,,—M, ,)+1-7)S,, (5.37)
gdzie:
M, | - ocena warto$ci $redniej na moment lub okres t - 1; przyjmuje sie, ze

M, | =y, lub M, jest wyrazem wolnym linowej funkcji trendu, oszacowanej na
podstawie proby pilotazowej,

S, , - wygltadzona warto$¢ przyrostu trendu na moment lub okres ¢ - 1; przyjmuje
sig, ze S, =y, — y, lub §, jest wspdtczynnikiem kierunkowym linowej funkgji tren-
du, oszacowanej na podstawie proby pilotazowej,

a — stala wyréwnywania szeregu, a € [0; 1],

y — parametr wyréwnywania trendu, y € [0; 1].

Podstawowym problemem jest wyznaczenie stalej wyréwnywania szeregu oraz
parametru wygladzania. Znalezienie tych parametréow sprowadza si¢ zazwyczaj
do przeprowadzenia szeregu eksperymentéw komputerowych.

Przyktad 5.6

Dany jest szereg czasowy zlozony ze $rednich tygodniowych kurséw zamknigcia
indeksu DAX w ciggu niemal 5 lat (247 obserwacji). Szereg ten poddano wygta-
dzaniu wyktadniczemu metodg Holta. W tym celu wykorzystano pakiet STATI-
STICA dla arbitralnie ustalonych parametréw wygtadzania « = y = 0,1 oraz zasto-
sowano opcje automatycznego poszukiwania najlepszych parametréw.

Rozwiazanie

Rys. 5.13 i 5.14 zawieraja wykresy danych rzeczywistych i wygtadzonych. Mozna
zauwazyc, ze przedstawione na rysunkach reszty odpowiadajg skali zaznaczonej
po prawej stronie wykreséw, podczas gdy wartoéci indeksu DAX przedstawiono
na skali po lewej stronie wykresu. Jak tatwo mozna zauwazy¢, wygladzony szereg
znacznie lepiej przystaje do wartosci empirycznych, w przypadku gdy parametry
wygladzania zostaly dobrane eksperymentalnie przez program.
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Rysunek 5.13. Poréwnanie wartosci empirycznych i wygtadzonych metoda Holta
dla przyjetych arbitralnie parametréw wygtadzania

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.14. Poréwnanie wartosci empirycznych wygtadzonych metoda Holta
przy automatycznym wyszukiwaniu parametrow wygtadzania

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rozdziat 6
Modelowanie ekonometryczne

Ekonometria zajmuje si¢ ustalaniem, za pomocg metod statystycznych, ilosciowych
prawidlowosci zachodzacych w zyciu gospodarczym. Wedtug Gregoryego C. Cho-
wa [1995, s. 15] ekonometria ,,jest naukg i sztukg stosowania metod statystycznych
do mierzenia relacji ekonomicznych” Modele ekonometryczne wywodzg si¢ z mo-
deli regresji, ktore s3 wykorzystywane niemal we wszystkich dyscyplinach badaw-
czych. Jednakze specyfika zjawisk spoteczno-ekonomicznych sprawia, ze pierwotna
funkcja regresji musiata zosta¢ zmodyfikowana, a niektore zatozenia, np. dotyczace
braku w modelu czynnikéw jakosciowych, zniesione. Spowodowalo to, ze ekono-
metria — jako nauka - wyksztalcita wlasne metody badawcze, a rozw6j modelo-
wania ekonometrycznego pozwolil na opracowanie bogatego i zréznicowanego
instrumentarium umozliwiajagcego modelowanie zjawisk na podstawie szeregow
czasowych, danych przekrojowych i panelowych oraz mikrodanych. Wspoétczesnie
rozwijane metody ekonometryczne pozwalaja modelowa¢ zjawiska z uwzglednie-
niem ich swoistej specyfiki, np. przestrzennego charakteru - w ramach ekonome-
trii przestrzennej czy finansowo-czasowego pochodzenia - w ramach ekonometrii
finansowej. Oprdcz tego nalezy wspomnie¢ o modelach zmiennych jakosciowych
(klasyfikacyjnych), takich jak liniowe modele prawdopodobienstwa, zwane tez mo-
delami wyboréw dyskretnych, m.in. wykorzystywane do prognozowania bankruc-
twa, oraz o metodach predykcji ekonometrycznej, stosowanych w prognozowaniu.

6.1. Sformutowanie modelu ekonometrycznego

Podczas konstrukcji modelu ekonometrycznego przyjmuje sie szereg zalozen,
ktére mozna podzieli¢ na pig¢ grup':

1 Taka klasyfikacje zatozen zaproponowat Zbigniew Czerwinski [1973, s. 14].
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1) zalozenia definicyjne, wynikajace z okreslen poje¢, np. zalozenia o dopusz-
czalnych zbiorach wartosci zmiennych wystepujacych w modelu, o warto-
$ciach parametrow strukturalnych itp.;

2) zalozenia behawiorystyczne, opisujace powigzania wynikajace z typowego
zachowania si¢ ludzi bioracych udzial w procesach gospodarczych, np. zato-
zenia o sposobie wydatkowania dochodéw ludnosci;

3) zalozenia techniczne, odnoszace si¢ do techniki wytwarzania, opisywane za
pomoca odpowiednich parametréw technicznych;

4) zalozenia polityczne, dotyczace reakeji organéw wladzy wobec procesu roz-
woju gospodarczego, uznajac pewne stany gospodarki za pozadane, inne zas
za niedopuszczalne;

5) zalozenie instytucjonalne, opisujace powigzania wynikajace z istniejacego
w gospodarce systemu organizacji produkeji, podziatu i wymiany.

Czes¢ z tych zalozen wprowadzana jest do modelu w postaci réwnan lub tozsa-
mosci. Pozostale istnieja niejako poza modelem, tzn. konstruktor modelu, doko-
nujac weryfikacji merytorycznej, podejmuje decyzje o tym, czy wszystkie przyjete
zalozenia (niezapisane w sposdb jawny w modelu) zostaly spelnione.

Model ekonometryczny zazwyczaj zapisuje si¢ jako:

Vi =G 0y s 0y X X s X)) € (6.1)

gdzie dla kazdegoj=1,2,...,lorazi=1,2,.
J; 0znacza i-tg obserwaqq zmiennej y, tj. zmlenne] objasnianej przez j-te réwna-
nie modelu,
X sz, -+ X, to i-te obserwacje zmiennych objasniajacych odpowiednio: x,,
X, ..o X, 0dwzorowane na dowolnej skali pomiarowej,
0410, (le, o, — nieznane parametry strukturalne j J-tego rOwnania,
- i-ta obserwac]a skladnika losowego j-tego réwnania (tj. ¢,

€.
f]] posta¢ funkcyjna j-tego réwnania.

Jak zatem wida¢é, model ekonometryczny, podobnie jak to mialo miejsce
w przypadku modelu regresji (4.18), opisuje analizowane zjawiska (tj. zmien-
ne objasniane) za pomocg wyroznionych czynnikéw reprezentowanych przez
zmienne objasniajace. Zapis (6.1) dotyczy j-tego rdwnania (j = 1, 2, ..., [) modelu
o I réwnaniach, z ktérych (w ogdlnym przypadku) kazde moze mie¢ inng postac
funkcyjna. Przyjmujac najczesciej spotykang w analizach spoleczno-gospodar-
czych funkcje liniows, otrzymuje si¢ model:

Vi= %, + o, X, + a, X, +...+ 0yt X + g (6.2)
ktérego oszacowanie ma postac:

A A ~

yﬁ = ocjo + ocjl . xjh, + ocj2 . iji + ...+ ajk . xjki (6.3)
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gdzie dla kazdegoj=1,2,...,lorazi=1,2,.

y - wartosci teoretyczne j- te] zmiennej ob)asmanej,
(xj ” (xj . (xj o e (x - oszacowane parametry strukturalne modelu (oceny estymato-
row parametrow) W j-tym réwnaniu modelu,

a pozostale oznaczenia sg jak poprzednio.

Model opisany jednym ze wzoréw (6.1)-(6.3) dotyczy I zmiennych objasnia-
nych, opisanych konkretnymi réwnaniami zawierajacymi odpowiednie zmienne
objasniajace. Wszystkie zmienne, zaréwno te przez model objasniane, jak i te,
ktdre pelnig role zmiennych objasniajacych, sa obserwowane w n punktach po-
miarowych. Oczywiscie jesli przyja¢, ze model zawiera jedno réwnanie, to model
ekonometryczny (6.1)-(6.3) przyjmuje posta¢ odpowiednio (4.29)-(4.31).

Podzial zmiennych na zmienne objasniane i objasniajace wynika wprost
z konstrukcji modelu - zmienna objasniana jest zmienng zalezng, opisywang
(objasniang) danym réwnaniem, podczas gdy zmienne objasniajace to zmienne
niezalezne, ktore opisuja (objasniaja) ksztaltowanie si¢ zmiennej objasnianej. Jed-
nakze w przypadku modeli zawierajacych wiecej niz jedno réwnanie, taki podziat
zmiennych nie jest dostatecznie precyzyjny, gdyz zmienna objasniana w jednym
réwnaniu moze pelni¢ role zmiennej objasniajacej w innym z réwnan. Stosuje
sie zatem, odpowiednig do takiej sytuacji, klasyfikacje zmiennych, wyrdzniajac
zmienne endogeniczne, ktdre s3 objasniane przez poszczegdlne réwnania mode-
lu, i zmienne egzogeniczne, ktore pelnia w modelu role zmiennych objasniaja-
cych, a same nie sg objasniane przez zadne z rdwnan.

Integralnym elementem modelownia ekonometrycznego sa zalozenia o sto-
chastycznej strukturze modeli (por. [Welfe 1995, s. s. 27-30, 62-63])*.

1) Model jest niezmienniczy ze wzgledu na obserwacje. Zalozenie to méwi

o stabilnosci relacji wystepujacych miedzy badanymi zjawiskami. Uchylenie
tego zalozenia prowadzi do modeli o zmiennych (w czasie) parametrach,
modeli przetacznikowych, modeli o skomplikowanych konstrukcjach for-
malnych.

2) Model jest liniowy wzgledem parametréw, czyli dany w postaci (4.30)
lub (6.2) dlal=1.

3) Obserwacje zmiennych objasniajacych sa nielosowe. Uchylenie tego zalo-
zenia nie pociagga zadnych konsekwencji pod warunkiem, zZe zmienne obja-
$niajgce i sktadniki losowe sg niezalezne lub nieskorelowane.

4) Rzad macierzy obserwacji zmiennych objasniajacych réwny jest liczbie
szacowanych parametréw, czyli jezeli w modelu wystepuje wyraz wolny,
to rzad wynosi (k + 1), a jedli model jest bez wyrazu wolnego, to rzad wy-
nosi k. Z niniejszego zalozenia wynika, Ze macierz obserwacji ma pefen

2 Klasyczny zestaw zatozen nosi nazwe zatozen Gaussa-Markowa, o ktérych wspomniano w pod-
rozdziale 4.5.
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5)

6)

7)

8)
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rzad kolumnowy, tzn. nie wystepuje wspdtliniowos¢ miedzy zmiennymi

egzogenicznymi, a wiec:

o liczba szacowanych parametréw jest mniejsza od liczby obserwacji,

« zadnej z kolumn macierzy obserwacji nie mozna przedstawi¢ jako linio-
wej kombinacji kilku innych kolumn.

Jezeli warunek ten nie jest spelniony, to nie istnieje mozliwo$¢ jednoznacz-

nego oszacowania parametréw modelu ekonometrycznego (podobnie jak

réwnania regresji) za pomocg metody najmniejszych kwadratow MNK.

Sktadnikilosowe ¢, dlai =1, 2, ..., n s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi

o rozkladach normalnych. Spelnienie tego zalozenia ulatwia wnioskowa-

nie statystyczne, poniewaz odpowiednie statystyki majg wowczas pozada-

ne rozklady.

Wartos$¢ oczekiwana sktadnika losowego jest rowna 0, czyli:

E(e) = 0. (6.4)

Zalozenie to oznacza, ze skladnik losowy nie wykazuje tendencji do jed-
nostronnego odchylania si¢ in plus lub in minus. Uchylenie tego zatozenia
powoduje, ze MNK estymatory przestaja by¢ nieobcigzone.

Skladnik losowy jest homoskedastyczny — posiada stalg wariancje, co zapi-
suje sie jako:

E(si, sj) =o*dlai=j (6.5)
i nie wystepuje autokorelacja, co oznacza spelnienie warunku:
E(si, ej) =0 dlai=j. (6.6)

Zatem macierz wariancji — kowariancji sktadnika losowego jest macierza
diagonalng o takich samych elementach na gléwnej przekatnej. Uchylenie
tego zalozenia powoduje, ze estymatory MNK tracg efektywnos¢. Mode-
le, dla ktérych nie zostalo spelnione zalozenie o jednorodnosci wariancji
sktadnika losowego (6.5), nazywa si¢ modelami heteroskedastycznymi (he-
teroscedastycznymi), a modele bez spelnionego zalozenia o zerowych kowa-
riancjach skfadnika losowego (6.6) - modelami z autokorelacja. Estymacja
tego typu modeli klasyczng MNK powoduje zazwyczaj zanizenie standardo-
wych bledéw szacunku, co prowadzi¢ moze do btednych decyzji w procesie
statystycznej weryfikacji modelu.

Informacje zawarte w probie s3 jedynymi, na podstawie ktérych szacowa-
ne sg parametry strukturalne modelu. W przeciwnym przypadku wystepuje
tzw. estymacja przy warunkach pobocznych.

Warto zauwazy¢, ze spelnienie zatozen (2) i (4) umozliwia wyznaczenie ocen
estymatora MNK. Jednakze jego wlasnosci zalezg od tego, ktdre z zatozen sa spel-
nione. Nieobcigzonos¢, opisana wzorem (3.2), wymaga spelnienia zalozen (1),
(3) i (6), a zapewnienie najwickszej efektywnosci - dodatkowo spelnienia zaloze-
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nia (7). Jezeli estymator jest linowy, nieobcigzony i najbardziej efektywny (tj. ma
najmniejsza wariancje), to jest to najlepszy z liniowych, nieobcigzony estymator
(best linear unbiased estimator — BLUE).

Zalozenia dotyczace stochastycznej struktury modelu zapewniajg wprawdzie
uzyskanie w procesie estymacji MNK - wzbudzajacych zaufanie - oszacowan pa-
rametrow, sa jednak czesto w praktyce zbyt mocne i modele estymuje si¢ mimo
braku spelnienia jednego lub wiecej zatozen. W takiej sytuacji estymatory MNK
tracg pozadane wlasnosci. Zaleca si¢ wtedy uwzglednienie tego faktu w prowa-
dzonych analizach lub stosowanie innych metod estymacji’.

6.2. Klasyfikacja modeli ekonometrycznych

Ze wzgledu na réznorodnos¢ modeli ekonometrycznych klasyfikuje si¢ je wg roz-
nych kryteridw, z ktérych najczesciej stosowane to:

o liczba réwnan w modelu,

 postac analityczna réownan modelu,

o charakter poznawczy modelu,

o zakres badania,

« specyfika danych.

Biorac pod uwage pierwsze z wymienionych kryteriéw, modele ekonometrycz-
ne dzieli si¢ na modele jednoréwnaniowe oraz modele wieloréwnaniowe. Modele
jednoréwnaniowe buduje si¢ na potrzeby analizy ilosciowej pojedynczego proce-
su lub zjawiska. Przykladem tego typu modeli moga by¢ modele inflacji, modele
kosztow w przedsigbiorstwie, modele stop zwrotu z instrumentu finansowego itp.
W sytuacji, gdy celem prowadzonej analizy ekonometrycznej jest badanie zalez-
nosci wystepujacych miedzy wieloma zjawiskami lub procesami gospodarczymi,
stosuje si¢ modele wielordéwnaniowe. Przyktadem takich modeli s3 modele ryn-
koéw finansowych, gospodarki narodowej, przedsigbiorstw etc.*

Posta¢ analityczna réwnan pozwala podzieli¢ modele ekonometryczne na li-
niowe i nieliniowe’. Model liniowy to taki, w ktérym wszystkie réwnania sg linio-
we. W sytuacji, gdy przynajmniej jedno z réwnan modelu jest nieliniowe, model
jest nieliniowy. Nieliniowo$¢ w modelach moze wystepowaé wzgledem zmien-
nych lub wzgledem parametréw modelu. Wérdéd modeli nieliniowych wzgledem

3 W pracy [Tarczynski, Witkowska, Kompa 2013, s. 57-77] oméwiono rézne metody estymacji.

4 Zagadnienia ekonometrycznego modelowania gospodarki narodowej przedstawiono w pra-
cy [Welfe 2010], a modelowania w mikroskali w pracy [Dittmann 2017].

5 Omowienie modeli nieliniowych znalezé mozna w pracy [Milo 1990b].
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parametrow wyrdznia si¢ cala klase modeli, ktore za pomoca prostych operacji
matematycznych moga zosta¢ sprowadzone do modeli liniowych. W przypadku
nieliniowo$ci wzgledem zmiennych sprowadzenie modelu do postaci liniowej
moze polegac¢ na odpowiednim przedefiniowaniu zmiennych.

Biorac pod uwage charakter poznawczy modelu, istotny jest sposob opisu ba-
danych zaleznosci ekonomicznych, co prowadzi do wyrdznienia trzech podsta-
wowych typéw modeli:

« modele tendencji rozwojowej, czyli trendu, uwzgledniajace zaleznos¢ anali-

zowanych zjawisk od czasu;

« modele przyczynowo-skutkowe, w ktérych pewne zjawiska (skutki) wyja-
$niane s za pomocg innych zjawisk, ktore traktuje sie jako przyczyny tych
wcze$niej wspomnianych, np. wyniki ekonomiczno-finansowe przedsie-
biorstw maja wplyw na wysoko$¢ wyptacanych wynagrodzen, a stopa pro-
centowa, bedaca jednym z podstawowych instrumentéw polityki gospodar-
czej, ma istotny wplyw na wielkos$¢ inwestycji® itp.;

« modele symptomatyczne — budowane sa, gdy miedzy zmiennymi nie daje si¢
okresli¢ zwigzkoéw przyczynowo-skutkowych, ale wiadomo jest, ze zachodzi
miedzy nimi zaleznos¢ korelacyjna. Innymi stowy modele symptomatyczne
to modele, w ktorych role zmiennych objasniajacych pelnig zmienne sko-
relowane z odpowiednimi zmiennymi objasnianymi, ale nie wyrazaja one
zrodet zmienno$ci zmiennych objasnianych [Gruszczynski 1996, s. 239].

Kryterium zakresu badania pozwala podzieli¢ modele ekonometryczne na
modele mikro-, mezo- i makroekonomiczne. Przykladem pierwszych sag mode-
le przedsiebiorstw. Przykladem modeli w skali mezo s3 m.in. modele sektorow
gospodarki lub segmentéw rynku finansowego. Natomiast modele makroekono-
miczne odnoszg si¢ do zjawisk obserwowanych w skali calej gospodarki, w tym
krajowego rynku finansowego, dotycza relacji wystepujacych na rynkach miedzy-
narodowych lub w gospodarce $swiatowe;j.

Oprocz klasycznych kryteriéw podziatu, nalezy wymieni¢ modele uwzglednia-
jace specyfike danych opisujacych pewne zjawiska. Naleza do nich z pewnoscia
modele szeregéw czasowych, modele panelowe, a takze modele konstruowane
w ramach ekonometrii finansowej, ekonometrii przestrzennej i mikroekonometrii.

Pierwsze z wymienionych dotycza modelowania zjawisk jedynie na podstawie
szeregdw czasowych je opisujacych, to znaczy bez uwzgledniania wptywu dodat-
kowych czynnikéw. Modele szeregéw czasowych’, zwane tez modelami ekono-

6 Podniesienie stopy procentowej ma na celu ttumienie inwestycji, a jej obnizanie ma zachecaé
do zwiekszenia naktaddw inwestycyjnych.

7 Fundamentalne opracowania z zakresu analizy szeregdbw czasowych i ekonometrii dyna-
micznej w jezyku polskim to [Box, Jenkins 1983; Charemza, Deadman 1997]. O$rodkiem
akademickim, ktéry od kilku dekad zajmuje sie w Polsce modelowaniem szeregéw czaso-
wych, jest Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, a prekursorem tych badan byt prof.
Zygmunt Zielinski. Poréwnaj na przyktad prace: [Pitatowska 2002; Kufel 2002; Osifiska 2007].
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metrii dynamicznej, szacowane s3 na podstawie duzych liczebnie prob (danych
o wysokiej zazwyczaj czgstotliwosci pomiaru) i szczeg6lng uwage przykltada sie
do wewnetrznych wlasnosci tych szeregéw, np. ich stacjonarnosci. Wymagaja one
réwniez odpowiednich metod estymacji.

W przypadku danych panelowych préba zawiera obserwacje dotyczace zja-
wisk lub proceséw obserwowanych zazwyczaj w réznym miejscu i czasie. Modele
ekonometryczne budowane sa przy zalozeniu wystepowania réznic miedzy po-
szczegolnymi jednostkami badania. Innymi stowy, w modelach ekonometrycz-
nych, szacowanych na podstawie danych panelowych, z reguly przyjmuje sig, ze
na ksztaltowanie si¢ zmiennej objasnianej wptywajg, oprécz zmiennych objasnia-
jacych, czynniki niemierzalne, stale w czasie i specyficzne dla danego obiektu,
zwane efektami grupowymi i/lub czynniki stale wzgledem obiektéw specyficzne
dla danego okresu, zwane efektami czasowymi. Specyfika danych panelowych do-
prowadzita do opracowania specjalnych, dla nich przeznaczonych, metod analizy
i modelowania®.

Metody wchodzace w zakres ekonometrii finansowej dotycza szeroko pro-
wadzonych analiz zjawisk zachodzacych na rynkach finansowych oraz ich seg-
mentach - zaréwno w ujeciu charakterystycznym dla modelowania szeregow
czasowych [Osinska 2006], jak i z zastosowaniem wielowymiarowej analizy sta-
tystycznej, uwzgledniajacej czynniki wplywajace na decyzje inwestycyjne i ich
efektywnos$¢® [Luniewska 2012]. W tym pierwszym ujeciu modele ekonometrii
finansowej szacowane s3 na podstawie danych w postaci finansowych szeregow
czasowych i zazwyczaj stuza weryfikacji hipotez z zakresu teorii finanséw lub
identyfikacji prawidlowosci w danych finansowych'. Modele te zostaly skon-
struowane poprzez adaptacje¢ na potrzeby finansowych szeregéw czasowych mo-
deli ekonometrii dynamicznej lub sg specjalnie tworzone na potrzeby finanséw.
W tym drugim ujeciu stosuje si¢ metody analiz wielowymiarowych, np. do wybo-
ru instrumentéw do portfela.

Ekonometria przestrzenna (por. [Zelias 1991; Kopczewska 2007; Suchecki
2010])" zajmuje si¢ problemami zaleznosci przestrzennej oraz zréznicowania
przestrzennego, operujac m.in. na danych geo-lokalizowanych. Przestrzenne mo-
dele ekonometryczne wyjasniaja mechanizm ksztaltowania si¢ i rozwoju zjawisk
ekonomicznych uwarunkowanych terytorialnie (przestrzennie). Modele te wyko-
rzystywane s3 m.in. w badaniach regionalnych, rynku nieruchomosci, zasobow

Nie oznacza to jednak, ze badania w tym zakresie nie byty i nie s3 prowadzone réwniez w in-
nych o$rodkach naukowych (por. np. [Milo 1990a; Garnczarek-Gamrot 2014]).
8 Omodwienie tych zagadnien mozna znalez¢é m.in. w pracy [Danska-Borsiak 2011].
9 Metody te omawiane sg w rozdziale 7i 9.
10 Jednym z pierwszych opracowan dotyczacych polskiego rynku finansowego jest praca [Brzesz-
czyAski, Kelm 2002].
11 Interesujaca w kontekscie analiz rynkdw finansowych jest rowniez praca [Szulc, Wleklin-
ska 2021].
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naturalnych, lokalizacji przedsiebiorstw itp. Warto zauwazy¢, ze dane przestrzen-
ne i przestrzenno-czasowe majg bardziej skomplikowang strukture, zatem nie
moga by¢ one analizowane za pomocg klasycznych metod ilosciowych.

Z kolei mikroekonometria obejmuje modele konstruowane na podstawie da-
nych indywidualnych, tzw. mikrodanych [Gruszczynski 2010], aczkolwiek termin
ten rozumiany jest rdwniez jako zastosowanie metod statystycznych i modeli
ekonometrycznych w analizie przedsiebiorstw [Wisniewski 2009; 2016]. Pewnym
kompromisem moze by¢ mikroekonometria finansowa rozumiana jako meto-
dy mikroekonometrii stosowane do danych o przedsiebiorstwach, instytucjach
finansowych, transakcjach, klientach itd. [Gruszczynski 2012, 2020]. Do tych
ostatnich zalicza si¢ m.in. liniowe modele prawdopodobienstwa, w tym modele
regresji binarnej, logitowe i probitowe'?.

6.3. Budowa modeli ekonometrycznych

Analiza ekonometryczna obejmuje kilka etapdw, takich jak:

1) ustalenie celu prowadzonej analizy;

2) specyfikacja modelu ekonometrycznego;

3) zebranie informacji statystycznych;

4) estymacja parametréw strukturalnych modelu;

5) weryfikacja statystyczna i merytoryczna modelu;

6) wykorzystanie praktyczne.

Celem prowadzonej analizy moze by¢:
a) weryfikacja hipotez dotyczacych zaleznosci wystepujacych miedzy analizo-
wanymi zjawiskami i opis tychze zalezno$ci,
b) budowa prognoz dotyczacych przyszlego ksztaltowania si¢ relacji w gospo-
darce,

c) prowadzenie symulacji na modelu w celu poglebienia analizy zaleznosci dy-

namicznych wystepujacych w rozpatrywanych procesach.

Specyfikacja modelu ekonometrycznego jest $cisle zwigzana z celem, jakie-
mu dany model ma stuzy¢. Mozna wyrézni¢ dwa zasadnicze cele, tj. poznawczy
i instrumentalny. Pierwszy obejmuje wyjasnienie, w jakiej mierze zmienne obja-
$niajace wplywaja na ksztaltowanie si¢ zmiennej objasnianej, charakteryzujacej
wyroéznione zjawisko. Drugi cel oznacza praktyczne wykorzystanie modelu, np.
do prognozowania.

12 Pordwnajtakze prace [Bak 2013], dotyczaca badania preferencji konsumentéw na podstawie
mikrodanych.
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Specyfikacja modelu ekonometrycznego obejmuje ustalenie:

o listy podstawowych zmiennych oraz stopnia ich dezagregacji,

« zaleznosci wystepujacych miedzy zmiennymi,

« postaci analitycznej funkeji wykorzystywanej w modelu.

W trakcie budowy modelu ekonometrycznego, najwazniejsza i najtrudniejsza
rzeczg jest dobor odpowiednich zmiennych, ktdre przyczyniajg si¢ do wyjasnienia
badanego zjawiska. Najczesciej stosuje sie trzy podejscia:

» zmienne wybiera si¢ na podstawie wiedzy wynikajacej z teorii ekonomii,

« tam, gdzie teoria ekonomiczna nie jest dostatecznie rozwinieta, przy dobo-
rze zmiennych wykorzystuje si¢ doswiadczenie i intuicje,

o gdy teoria ekonomiczna i analiza empiryczna wraz z doswiadczeniem nie sg
wystarczajace, wykorzystuje si¢ odpowiednie metody statystyczne, bazujace
na analizie zwigzkow korelacyjnych miedzy zmiennymi®®.

Nalezy przy tym dazy¢ do uzyskania zestawu zmiennych, ktére w sposéb moz-
liwie pelny charakteryzuja badane zjawisko, a przy tym tworza zespdt jak naj-
mniej liczny. Wymagania te sg spelnione wtedy, gdy zmienne objasniajace posia-
dajg nastepujace wlasnosci:

« s3 silnie skorelowane ze zmienng, ktérg objasniaja,

« s3 nieskorelowane lub co najwyzej stabo skorelowane migdzy soba,

o charakteryzujg si¢ wysoka zmiennoscig (zazwyczaj przyjmuje sie, ze wspot-
czynnik zmiennosci (2.19) jest wiekszy od 0,1),

« nie ulegaja wplywom zewnetrznym.

W trakcie gromadzenia danych nalezy prowadzi¢ biezgcg analiz¢ poprawnosci
i przydatnosci zebranego materialu empirycznego. Warto zauwazy¢, ze w trakcie
realizacji tego etapu badan moze okazac sig, ze nie mozna pozyska¢ odpowied-
nich danych, co w konsekwencji spowoduje koniecznos¢ zmiany pierwotnej spe-
cyfikacji modelu. Mozna podac¢ kilka przykladowych sytuacji:

« potrzebne informacje nie sg publikowane, a koszty ich pozyskania sg wy-

sokie,

« dane dotycza sektoréw gospodarki i nie ma mozliwosci ich dezagregacji na
branze lub przedsiebiorstwa,

« dostepne dane dotyczg podzialu na sektory lub jednostki terytorialne inne
niz te zdefiniowane w badaniu,

« dane czasowe s3 o mniejszej niz zalozona w badaniu czestotliwosci'.

Powinno si¢ dazy¢ do zebrania mozliwie bogatego i doktadnego materialu sta-
tystycznego, gdyz im wieksza liczba obserwacji tym wigksza dokladnos¢ i lepsze

13 Opis metod wyboru zmiennych objasniajacych znalezé mozna m.in. w [Goryl i in. 2000,
s. 16-25]. Zagadnienia te sg rbwniez omawiane w podrozdziale 7.5.

14 Dane moga miec rdzna czestotliwo$¢ pomiaru, np. cze$¢ zmiennych dostepnych jest w po-
staci obserwacji dziennych (np. notowania kurséw walut), inne mierzone sg raz w tygo-
dniu (np. notowania bonéw skarbowych), jeszcze inne dostepne sa jako dane miesieczne
(np. wskaznik inflacji), kwartalne lub roczne.
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oszacowanie modelu. Jednakze nadmierne wydtuzanie szeregéw czasowych moze
spowodowa¢ utrate poréwnywalnodci danych. Zazwyczaj okreslenie dlugosci
szeregu czasowego podyktowane jest koniecznoscig kompromisu pomiedzy wy-
magang liczebnoscig proby estymacyjnej i wykorzystaniem mozliwie aktualnych
danych, zwlaszcza jesli konstruowany model ma zosta¢ wykorzystywany do sza-
cowania prognoz zjawisk o duzej zmiennosci w czasie.

Oszacowanie modelu polega na znalezieniu wartosci ocen estymatoréw nie-
znanych parametréw strukturalnych modelu. Dokonuje si¢ tego na podstawie
obserwacji statystycznych dotyczacych ksztaltowania si¢ analizowanych zjawisk
gospodarczych, w tym finansowych. Do estymacji wykorzysta¢ mozna dane prze-
krojowe, czasowe lub panelowe, a szacowanie parametrow modelu przeprowadza
sie z wykorzystaniem adekwatnych do charakteru zaleznosci i rodzaju danych
metod estymacji'’, z ktorych najbardziej popularng jest MNK. Istotnym pojeciem,
ktdre pojawia si¢ na tym etapie, jest identyfikowalno$¢ modelu's, ktéra wigze sie
ze stwierdzeniem wystepowania (lub nie) w modelu pewnych typéw zalezno-
$ci miedzy zmiennymi. Dotyczy to takich zwigzkow, ktére uniemozliwiajg (lub
znacznie utrudniajg) estymacje parametréw modelu.

Kolejnym etapem jest weryfikacja modelu:

« merytoryczna, polegajaca na sprawdzeniu poprawnosci i sensownosci
otrzymanych ocen estymatoréw parametréw z punktu widzenia teorii eko-
nomii (w tym finanséw), doswiadczenia wynikajacego z badan wilasnych
i innych badaczy oraz zdrowego rozsadku,

o statystyczna, polegajaca m.in. na sprawdzeniu, czy:

— wplyw zmiennych objasniajacych na zmienng objasniang jest statystycz-
nie istotny,

— spelnione zostaly réznego rodzaju zalozenia (np. zalozenia Gaussa-Mar-
kowa, dotyczace stacjonarnosci szeregu, poprawnosci postaci analitycz-
nej modelu, stabilnosci jego parametréw w czasie, wystepowania efektow
grupowych etc.),

— stopien dopasowania modelu do danych empirycznych jest akceptowal-
ny poprzez badanie roznie zdefiniowanych wspdtczynnikéw determina-
cji oraz tzw. kryteriow informacyjnych'.

15 Metody estymacji sa $ci$le zwigzane z posiadanymi (i zaktadanymi) informacjami o stocha-
stycznej strukturze modelu. Mozna je najogdlniej podzieli¢ na trzy grupy: (1) klasa metod
najmniejszych kwadratéw (MNK), (2) metody zmiennych instrumentalnych (MZI) i (3) meto-
dy najwiekszej wiarygodnosci (MNW). W przypadku modeli wielordwnaniowych stosuje sie
zaréwno metody szacowania parametréw pojedynczych réwnan (np. posrednia i podwdjna
MNK, MZI oraz MNW z ograniczona informacja), jak i metody tacznej estymacji parametréw
modelu (np. potréjna MNK i MNW z petna informacja).

16 Szerzej zagadnienia identyfikowalnosci oméwiono m.in. w pracach [Chow 1995, s. 150-161;
Charemza, Deadman 1997, s. 145-151; Maddala 2006, s. 396-421].

17 Kryteria informacyjne oméwiono w pracy [Charemza, Deadman 1997, s. 236-240], poréwnaj
réwniez prace [Maddala 2006, s. 550, 591 i 615; Osifiska 2006, s. 54].
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W wyniku weryfikacji modelu, podejmowane sa decyzje, czy zostanie on
wykorzystany w badaniach lub praktyce albo czy nalezy go podda¢ modyfika-
cjom, np. zmieni¢ specyfikacje (respecyfikacja) modelu lub zastosowa¢ inne
metody estymacji (reestymacja) parametrow strukturalnych. Warto w tym
miejscu podkresli¢, ze proces budowy modelu ekonometrycznego jest z reguly
dlugotrwaly i polega na wielokrotnym powtarzaniu ciaggu etapow (2)-(5), za-
nim model bedzie spetnia¢ przynajmniej podstawowe oczekiwania jego kon-
struktora.

Przyktad 6.1

Wykorzystujac dane z przyktadu 4.9, charakteryzujace badane towarzystwa ubez-
pieczeniowe, oszacowa¢ nalezy model opisujacy wynik finansowy netto [tys. PLN]
tych towarzystw (w przykladzie 4.9 oznaczony przez (jako) X1). Estymacje para-
metrow nalezy przeprowadzi¢ na podstawie danych zawartych w tab. 4.16.

Rozwigzanie

W tresci przyktadu sformulowano cel analizy ekonometrycznej i okreslono
zmienng objasniana. Otwarta pozostaje kwestia specyfikacji modelu, czyli wybo-
ru zmiennych, ktore wytlumacza ksztaltowanie si¢ zmiennej objasniane;j'®. Opie-
rajac sie na posiadanej wiedzy, przyjeto arbitralnie, ze odpowiednimi zmiennymi
objasniajacymi do opisu wyniku finansowego beda dwie zmienne, tj. wartosci
sktadki zarobionej na udziale wlasnym [tys. PLN] (X,) oraz warto$ci $wiadczen
i odszkodowan wyptaconych brutto [tys. PLN] (X,). Szacowana bedzie zatem
funkcja regresji postaci:

Y=o ta Xt X, g

co zostanie przeprowadzone z wykorzystaniem funkcji REGLINP w Excelu.
W wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymano tab. wynikowg 6.1, w ktdrej
zacieniono elementy dalej nieistotne. Tak wiec w modelu jest 6 stopni swobody
(bo byto 9 obserwacji, tj. 9 towarzystw ubezpieczeniowych, i 3 szacowne para-
metry: a, &, «,), a suma kwadratow reszt empirycznych wynosi 16 568 476 560.
Oszacowany model jest postaci:

§ =-35575,6205+0,3312-x_-0,1933-x,  R>=0,9879
gdzie dla kazdego i:
¥, - wynik finansowy netto [tys. PLN] (wartosci teoretyczne),

x,, — Swiadczenia i odszkodowania wyptacone brutto [tys. PLN] (obserwacje),
x,, — sktadka zarobiona na udziale wtasnym [tys. PLN] (obserwacje).

18 Por. przypis 13.
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Tabela 6.1. Wyniki wykonania funkcji REGLINP

Opis zawarto$ci tablicy a, a, a,
Oceny estymatoréw parametréw -0,1933 0,3312 -35575,6205
Standardowe btedy szacunku 0,3505 0,2421 26 421,2959
Wspdtczynnik determinacji

Liczba stopni swobody

Suma kwadratéw reszt empirycznych 16 568 476 560

Uwaga: 3 ostatnie kolumny tabeli sg kopig tablicy wynikowej funkcji REGLINP, a komorki
zacienione zawieraja informacje nieistotne w tej analizie.

Zrédto: obliczenia wtasne.

Tak oszacowany model podlega weryfikacji statystycznej. Dlatego na podsta-
wie standardowych btedéw szacunku:

S(er) =26 421,2959; S(a) = 0,2421 i S(a,) = 0,3505,

wyznaczono wartosci sprawdzianu testu (4.39):

a a a
0 —_1,3465; t=—L1-=1,367765 i t= 2 _—-_0,5514,
S(e,) S(e,) S(ar,)

0 1 2

t:

ktére poréwnano z wartoscig krytyczng ¢t = 1,9432, wyznaczong dla jednostron-
nego obszaru odrzucenia, wspdlczynnika istotnosci a = 0,05 i 6 stopni swobody.
Jak wida¢, nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Zatem zaden z para-
metrow nie jest istotnie rézny od 0, co wskazuje, Ze wyspecyfikowane zmienne ob-
jasniajace nie maja istotnego wplywu na zmienng objasniana. Mogloby to ozna-
czaé, ze zmienne niezalezne zostaly Zle dobrane, czemu przeczy bardzo wysoki
stopien dopasowania modelu do danych empirycznych (wspoétczynnik determi-
nacji R>= 0,9879). Nalezy zatem przypuszcza¢, ze zachodzi nadmierna korelacja
zmiennych objasniajacych, zwlaszcza ze obliczony dla nich wspétczynnik korela-
cji liniowej Pearsona wynosi 0,999 (tab. 4.17, korelacja migdzy X, i X,).

W sytuacji kiedy stwierdzono brak istotnego wplywu wyrdznionych zmien-
nych niezaleznych, zmienne te usuwa si¢ z modelu, o ile ich usunigcie znaczaco
nie obnizy stopnia dopasowania modelu. W omawianym przykladzie na tym eta-
pie trzeba oszacowa¢ modele z pojedyncza zmienng objasniajacg. W przypadku
modelu z usunietg zmienng x,:

y,=-59308,8539 + 0,2858 - x . R*=10,9841
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zmienna objasniajaca, tj. $wiadczenia i odszkodowania wyplacone brutto, jest sta-
tystycznie istotng, gdyz statystyka testowa dla zmiennej x, wynosi t = 20,84, a war-
to$¢ krytyczna przy zalozeniu jednostronnego obszaru odrzucenia dla « = 0,05
i 7 stopni swobody wynosi ¢ = 1,8946. Réwniez wyraz wolny jest istotnie mniej-
szy od 0, poniewaz t = -2,8072. Zauwazy¢ trzeba, ze warto$¢ wspdlczynnika de-
terminacji nadal pozostaje wysoka.

Model, w ktérym jedyng zmienna objasniajaca jest sktadka zarobiona na udzia-
le wlasnym, jest po oszacowaniu postaci:

y,=-45330,3414 + 0,1978 - x,, R*=0,9873

i charakteryzuje sie nawet wyzszym (cho¢ nieznacznie) stopniem dopasowania do
danych empirycznych. W tym modelu oba parametry sg réwniez istotne, a war-
tosci sprawdzianu testu wynosza t = 23,321 t = -2,43 odpowiednio dla parametru
stojgcego przy zmiennej x, i wyrazie wolnym.

Przedstawione postepowanie pokazuje, ze objasnienie wyniku finansowego
netto [tys. PLN] powinno zosta¢ przeprowadzone z uzyciem jednej z wybra-
nych zmiennych, ale nie obu jednoczesnie z powodu ich silnego wzajemnego
skorelowania.

W celu uzyskania lepszego dopasowania modelu do danych empirycznych
mozna oszacowac inny model z dwiema zmiennymi objasniajacymi, tym razem
nieskorelowanymi ze sobg. Beda to, arbitralnie wybrane, zmienne X, i X,, opi-
sujace:

x,, — $wiadczenia i odszkodowania wyptacone brutto [tys. PLN],

x,, — kapitaly podstawowe [tys. PLN].

Oszacowany model jest postaci:

§ =-8528,4012 - 0,6480 - x, +0,2884 - x,  R*=0,9882

Jak wida¢ wspolczynnik determinacji tego modelu jest najwyzszy w stosunku
do dotychczas oszacowanych modeli, ale jedyng zmienng istotnie wptywajaca
na wynik finansowy netto jest zmienna x, gdyz t = 22,38. Z kolei dla zmienne;j
x, sprawdzian testu wynosi ¢t = -1,45, a dla wyrazu wolnego ¢ = -0,21, co wo-
bec wyznaczonej (dla przyjetego poziomu istotnosci i 6 stopni swobody) war-
tosci krytycznej ¢ = 1,9432 nie daje podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j.
Z przedstawionej analizy wynika, ze o ile zadowalajacy jest stopienn dopasowa-
nia modelu do danych empirycznych na poziomie 98%, to zmienng x, nalezy
z tego modelu usuna¢. Model powinien zawiera¢ tylko jedng zmienna objasnia-
jaca. Jednakze mozna uznac za zasadne wzbogacenie tego modelu o dodatkowa
zmienng, co pozwoli na osiggniecie wartosci wspolczynnika determinacji na
poziomie 0,99.

&
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6.4. Rodzaje zmiennych w modelach
ekonometrycznych

Zmienne wystepujace w modelu ekonometrycznym podlegaja réznym klasyfika-
cjom. Kryteria podzialu zmiennych zaleza od funkgji, jakie poszczegolne zmienne
pelnia w modelu, oraz rodzaju informacji, jakie niosg. Wspomnianym juz wczesniej
kryterium podziatu zmiennych jest ich pozycja w modelu, tzn. stwierdzenie, czy znaj-
duja sie po lewej czy prawej stronie réwnania. Na tej podstawie wyrdzniono zmien-
ne objasniane (zalezne) i objasniajace (niezalezne) w modelach jednoréwnaniowych
oraz zmienne endogeniczne i egzogeniczne w modelach wieloréwnaniowych.
Modele ekonometryczne, ktére szacowane sg na podstawie szeregéw czaso-
wych, zazwyczaj zapisuje si¢, przy zalozeniu liniowej postaci funkcyjnej, jako:

yj = “,-o + oc]_1 X + - xﬂt +..+ oc].k . xjk[ + ejt (6.7)
gdzie:

t(t=1,2,..., T) - oznacza kolejny numer obserwacji,
pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Modele opisujace zmiany badanych zjawisk w czasie (6.7) czgsto zawierajg
zmienne opdznione: y, , ¥, , ... Y, 1%, X, s -0 X, Zmienne te odzwierciedlaja
poziom badanego zjawiska w okresach wczesniejszych odpowiednio: o 1, 2, ...,
p lub r obserwacji'®. Przyktadowo, zapis modelu (6.4) zawierajacego opoznione
zmienne objasniane jest postaci:

yo=o b X o X, ot X o oyttt Y+
o Xttt 0y, tE (6.8)

k+r+l

W przypadku modeli szacowanych na podstawie szeregéw czasowych specy-
ficzng zmienng jest tzw. zmienna czasowa (oznaczana najczesciej symbolem ¢),
ktora wyraza systematyczne zmiany w ksztaltowaniu si¢ wielko$ci zmiennej obja-
$nianej w czasie®. Wowczas model (6.7) ze zmienng czasowg jest postaci:

Y=ot x o X, + .t X o g (6.9)

19 W modelach ekonometrycznych moga pojawiac sie takze zmienne z wyprzedzeniami cza-
sowymi, oznaczane jako: y, ., ¥, -+ Ve I X,p» Xipp 5 X,,, 1tP. Opisuja one poziom zjawiska
rejestrowany w punktach pomiarowych nastepujacych po t-tej obserwacji odpowiednio
ojeden,dwaip (lub r) okreséw. Warto zauwazyc, ze chociaz - z formalnego punktu widzenia
- zapisy réwnan z opdznieniami i wyprzedzeniami czasowymi sg rownowazne, np. rbwna-
nie:y,=f(y, ,,x,) jest rwnowazne zapisowi: y,,, = f(y, x,,,), to w modelach ekonometrycznych
zmienne z wyprzedzeniami czasowymi wykorzystywane sa rzadko.

20 Jest to ta sama zmienna, ktdra wystepuje w omawianych wcze$niej modelach trendu
(5.16)(5.17).
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Zmienna ta przyjmuje zazwyczaj wartosci liczb naturalnych, tj. t = 1, 2, ..., T,
chociaz moze przyjmowa¢ dowolne wartosci* byle odleglos¢ - ,krok” miedzy
obserwacjami - byla taka sama. Przykladowo notowania w kolejne dni sesji giel-
dowej numeruje si¢ po kolei z pominieciem sobét i niedziel, tj. dni, kiedy nie ma
notowan. Natomiast okreslajac dzienne oprocentowanie kredytu uwzglednia si¢
réwniez obserwacje w dni wolne od pracy. Moze tez si¢ zdarzy¢, ze interwal mie-
dzy kolejnymi obserwacjami bedzie wigkszy niz jeden, np. podczas analizy da-
nych miesigcznych w nastepujacych po sobie latach uwzglednione zostang tylko
dane z parzystych miesigcy (wtedy zmienna czasowa przyjmowac bedzie wartosci
parzyste (np. t = 2, 4, ...) lub np. dane tylko ze styczniéw kolejnych lat, wéwczas
zmienna czasowa zmienia¢ si¢ bedzie co 12 miesiecy (np. t = 1, 13, 25, ...). Te
ostatnie tworzg szeregi czasowe jednoimiennych okreséw?.

Modele, ktore zawieraja zmienne z opo6znieniami czasowymi lub dowolng
tunkcje trendu, nazywa si¢ dynamicznymi. Modele te uwzgledniajg bowiem dy-
namiczny charakter analizowanych zjawisk w przeciwienstwie do modeli statycz-
nych, ktérych przyktadem moga by¢ modele (4.30), (6.2) i (6.7).

Czasami przy wyjasnianiu proceséw gospodarczych istotne sg cechy jakoscio-
we (niemierzalne), ktére w modelu moga by¢ reprezentowane przez tzw. zmienne
zero-jedynkowe (binarne). Zmienne te sg definiowane w taki sposob, ze przyjmu-
ja warto$¢ 1 dla tych obserwacji, w ktérych wystapito pewne zdarzenie lub pojawit
sie okreslony wariant cechy (np. wprowadzenie w zycie nowego podatku), nato-
miast dla obserwacji pozostaltych (tzn. kiedy zdarzenie nie ma miejsca) sa rowne
0. W praktyce modelowania zmienne binarne réwniez wykorzystuje si¢ w celu
uwzglednienia sezonowosci wystepujacej w zjawiskach ekonomicznych. Innymi
stowy, w modelach ekonometrycznych wykorzystuje si¢ zmienne binarne z, lub z,
ktdére odzwierciedlaja:

 pojawienie sie ,,szczegdlnej sytuacji’, np.:

y=a,tox o, x, +o o X o 2t E (6.10)

wowczas zadaniem zmiennej zero-jedynkowej (ktora jest rowna 1 tylko dla
obserwaciji ,,zaktdcajacych”) jest zniwelowanie efektu wynikajacego z poja-
wieniem si¢ ,,szczegolnej sytuacji’;

« warianty zmiennych mierzonych na skali nominalnej, np. pte¢ z,= 1 dla ko-
biety:

Pl e A A A A R o AR A (6.11)

21 Zdarza sie, ze t przyjmuje wartosci ujemne, w szczegdlnosci kiedy zmienna czasowa nu-
meruje sie w taki sposdb, aby suma wszystkich t byta rowna 0. Dopuszczalne, aczkolwiek
niezmiernie rzadkie jest tez wyrazanie zmiennych czasowych w liczbach wymiernych, o ile
interwat miedzy nimi jest staty.

22 Omawiane w podrozdziale 5.2.



194 Modelowanie ekonometryczne

« wanalizach czasowych, kiedy uwzglednia si¢ wahania sezonowe, np. waha-
nia wystepujace w kolejnych dekadach:

y=ata x to -x, +..+a-x +ta -z +a -2 +E (6.12)

gdzie:
zmienne z,, i z,, odzwierciedlajg pierwszg i druga dekade w miesigcu.

W modelu (6.12) celowo pomini¢to jedng ze zmiennych, oznaczajacy trzecia
dekade - gdyby ja uwzgledni¢, suma wektoréw sktadajacych si¢ ze zmiennych
zero-jedynkowych utworzylaby wektor skladajacy si¢ z samych jedynek, a wiec
zmiennych stojacych przy . Wéwczas macierz obserwacji zmiennych objasnia-
jacych stataby si¢ macierza niepelnego rz¢du i nie mozna bytoby zastosowa¢ MNK
do estymacji tego réwnania. Wprawdzie mozna przyja¢, ze wyraz wolny w tym
modelu wynosi 0 i oszacowa¢ rownanie MNK, ale wtedy interpretacja parame-
trow modelu jest nieoczywista. Dlatego zazwyczaj pomija si¢ jedng ze zmiennych
zero-jedynkowych w modelach uwzgledniajacych wahania sezonowe lub zawiera-
jacych zmienne zero-jedynkowe reprezentujace rézne warianty cech mierzonych
na skali nominalnej®. Ta pominieta zmienna nosi nazwe zmiennej referencyjnej,
a parametry stojace przy pozostalych zmiennych binarnych informuja o relacji
zmienne]j objasnianej w warunkach przedstawianych przez dany wariant cechy
w stosunku do wariantu referencyjnego.
Podsumowujac przedstawione w tym podrozdziale rozwazania, nalezy stwier-
dzi¢, ze w modelach sktadajacych sie z jednego réwnania:
« nieopdznione zmienne endogeniczne s3 rownowazne zmiennym objasnianym;
« zmienne egzogeniczne tworzg zbiér zmiennych objasniajacych, jesli w mo-
delu nie wystepuja zmienne objasniajace (endogeniczne) z opdznieniami
CZasowymi;

« zmienne egzogeniczne biezace i opdznione oraz opdznione zmienne en-
dogeniczne s3 zmiennymi objasniajagcymi, jezeli model zawiera zmienne
z opdznieniami czasowymi*.

Przyktad 6.2

Korzystajac z danych kwartalnych, dotyczacych wartosci PKB z przykiadu 5.1,
oszacowac nalezy model (6.12) uwzgledniajacy wahania sezonowe.

23 Zawsze, kiedy w modelach uwzglednia sie cechy dwudzielne, np. pte¢ w modelu (6.11), lub
cechy wielodzielne, jak np. sektor gospodarki, forma wtasnosci, zawdd.

24 W modelach ekonometrycznych zawierajacych 2 i wiecej rwnan wszystkie zmienne obja-
$niane s3 zmiennymi endogenicznymi, natomiast zmiennymi objasniajagcymi moga byc za-
réwno zmienne egzogeniczne, jak i endogeniczne (biezace i opdznione). W modelach tych
nieopdznione zmienne endogeniczne nazywane s3 zmiennymi tacznie wspotzaleznymi.
Natomiast zmienne endogeniczne opdznione razem z biezacymi i opdznionymi zmiennymi
egzogenicznymi tworza grupe zmiennych z gory ustalonych.
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Rozwiazanie

W szeregu omawianym w przykladzie 5.1 stwierdzono wystepowanie trendu

i wahan kwartalnych, zatem do jego analizy wykorzysta¢ mozna model postaci:
MO:y,=a +a -z,+a,-2, +ta -z, +a -z +a-t+e

gdzie:

zmienne z,, z,, 2, i z,, 53 zmiennymi zero-jedynkowymi i odzwierciedlaja efekty

sezonowe, tj. odchylenia PKB od trendu w poszczegolnych kwartalach. Tab. 6.2

zawiera dane, ktore zostang wykorzystane do estymacji modeli.

Tabela 6.2. Dane do estymacji modeli M1 i M2

Zmi i

| P Tl ol | P® eI

1 2 3 4 1 2 3 4
2014Q1 | 3995369 | 1 |1|0|0]|0|2016Q4 | 526019,9 12 |o]jo|o]1
2014Q2 418 230,9 2(0(1(0|0]2017Q1 458 461,0 13 1/{0|0|0
2014Q3 425004,3 310(0(1]0]2017Q2 478 886,8 14 [0|1]|0]O
2014Q4 477 657,9 4 10[0|0]|1]|2017Q3 491 398,1 15 [0|0]|1]O
2015Q1 | 4157014 |5 |1|0|0]|0|2017Q4 | 560568,2 16 o001
2015Q2 | 4342273 |6 |0|1|0]|0|2018Q1 | 4871293 17 [1]0|0]o0
2015Q3 439967,9 710(0]1]|0]| 2018Q2 507 606,2 18 [0|1]|0]O
2015Q4 510331,0 8|10(0|0|1]|2018Q3 525180,3 19 [0|0]|1]O
2016Q1 | 4301651 |9 |1|0|0]|0|2018Q4 | 5957561 20 |o|ofo]1
2016Q2 | 4501162 |10|0| 1|00 |2019QLl | 520197,2 21 |[1|ofo]o0
2016Q3 454 810,4 11/0|0|1]0|2019Q2 545 556,2 22 (0f|1]0|O0

Zrédto: opracowanie wtasne.

Jak tatwo zauwazy¢ w tab. 6.2, suma wektoréw zmiennych zero-jedynkowych
tworzy wektor skladajacy sie z samych jedynek. Zatem w przypadku modelu MO
macierz obserwacji staje si¢ macierzg niepetnego rzedu i nie mozna estymowac
tego modelu MNK. W takim przypadku mozna zastosowac kilka przeksztatco-
nych wariantéw tego modelu.

Po pierwsze, mozna zrezygnowac z wyrazu wolnego i wtedy model bedzie postaci:

MLy =a -z, +a,-z, +a, -2z, +a,-2z, +a - -t+¢
Po drugie, mozna zrezygnowac z jednej zmiennej binarnej, co da nam model:

M2y =a+a -z,+a,-2z, +ta -z +a - t+e
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Po trzecie, zaleca si¢ odjecie obserwacji jednej ze zmiennych binarnych, np.
ostatniej, od pozostalych zmiennych, redukujac w ten sposéb liczbe zmiennych,
ktore nota bene nie beda juz zmiennymi zero-jedynkowymi sensu stricte, co dla od-
réznienia oznaczone zostanie przez Z,, (i = 1, 2, 3), a sam model przyjmie postac:

M3:y,=¢x0+(xl-z1t+oc2-22t+oc3-z3t+oc4-t+st

W tabeli 6.3 zamieszczono zbiér obserwacji zmiennych Z,, niezbednych do osza-
cowania modelu M3 oraz warto$ci teoretyczne PKB, a w tabeli 6.4 — wyniki esty-
macji*® metodg najmniejszych kwadratéw 3 modeli: M1, M2 i M3. Przedstawiono
podstawowe informacje o oszacowanych modelach: oceny estymatoréow parame-
tréw a , warto$ci sprawdzianu testu t dotyczacego istotnosci zmiennej i wspotczyn-
nika determinacji R%. Analizujac wyniki, mozna zauwazy¢, ze modele oznaczone
jako M2 i M3 sg de facto identycznie skonstruowane i mimo réznych wartosci ocen
estymatorow parametréw, majg ten sam stopien dopasowania modelu do danych
empirycznych. Co wigcej, wszystkie 3 modele generuja te same wartosci teoretycz-
ne’* (poréwnaj rys. 6.2), ktérych stopien dopasowania do danych empirycznych
mierzony za pomoca $redniego btedu dopasowania (5.30) wynosi 1,25%, czyli po-
réwnywalnie z wynikami uzyskanymi w przykladzie 5.115.2.

Tabela 6.3. Dane do estymacji modelu M3 oraz warto$ci teoretyczne PKB

Zmienne Okresy — Zmienne

badania PKB PKB tl1z 131z

Okresy
badania

PKB PKB

..,
Ne
e
e

2014Q1 |399536,9 | 388 050,5
2014Q2 |418230,9 | 408 622,6
2014Q3 |425004,3 | 416 220,5
2014Q4 |477657,9 | 483014,9
2015Q1 |415701,4 |413576,3
2015Q2 |434227,3 | 434 148,4
2015Q3 |439967,9 | 441746,3
2015Q4 |510331,0 | 508 540,7

2016Q4 | 526 019,9 | 534 066,6 [12|-1|-1|-1
2017Q1 |458461,0 |464628,1[13| 1|0 | 0
2017Q2 | 478886,8 |485200,2 (14| 0 |1 | 0
-1[-1{-1|2017Q3 | 491398,1[492798,1|15/0 | 0| 1
2017Q4 | 560 568,2 | 559592,5 [16|-1|-1|-1
0[1]0|2018Q1 |487129,3[490154,0(17|1| 0|0
0[0]|1|2018Q2|507606,2(510726,1(18|0 | 1|0
-1[-1{-1|2018Q3 |525180,3 [518324,0({19|/0 | 0| 1
2016Q1 |430165,1 | 439 102,2 1|0]0]2018Q4 |595756,1|585118,4 [20|-1|-1]-1
2016Q2 |450116,2 | 459 674,3 2019Q1 | 520197,2 | 515679,8 (21| 1 | 0 | 0
2016Q3 |454810,4 | 467272,2|11|0 | 0 | 1 | 2019Q2 | 545556,2 | 536252,0(22| 0| 1|0

o |Oo |+
o | = | O
= | O | o

O|lo|[N|lolu|ldlw|N |+
[
o
o

—
o
o
—
o

Uwaga: PKB - wartosci teoretyczne PKB wyznaczone z oszacowanych modeli.

Zrédto: opracowanie wtasne.

25 Modele zostaty oszacowane przy wykorzystaniu funkcji REGLINP w Excelu.
26 Wartosci teoretyczne wyznaczono przy wykorzystaniu funkcji REGLINW w Excelu.



6.4. Rodzaje zmiennych w modelach ekonometrycznych 197

Tabela 6.4. Charakterystyki oszacowanych modeli

Model Oceny estymatoréw parametréw i wartosci statystyk testowych
a, a, a, a, a, a,

M1 Q| 457488,99 | 397 076,04 | 395 859,63 | 381 668,99 6 381,47

R?=0,9998 | ¢ 94,35 85,00 85,66 86,07 23,54

M2 & -60412,94 | -61629,35 | ~75820,00 |  6381,47 | 457 488,99
R?=0,9809 | ¢ -11,86 -12,66 -15,55 23,54 94,35
M3 &i -10947,37 | -12 163,78 | -26 354,43 6381,47 | 408 023,41
R2=0,9809 | t -3,56 -4,20 -9,11 23,54 114,59

Uwaga: pogrubiono wartosci statystyk testowych pozwalajacych na odrzucenie hipotezy
zerowej o braku istotno$ci zmiennej na poziomie istotnosci 0,05. Oznaczenia parametrow sa
takie jak w modelu MO.

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Rysunek 6.1. PKB - poréwnanie wartosci teoretycznych modeli M1-M3 z danymi empirycznymi

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zastosowanie modelu trendu z sezonowoscig pozwala na dekompozycje szeregu
czasowego w znacznie mniej pracochlonny sposéb, niz to pokazano w poprzed-
nim rozdziale. Warto zauwazy¢, ze parametry modelu M3 interpretuje sie jako state
efekty sezonowe dla trzech pierwszych kwartaléw (poréwnywalne do tych wyzna-
czonych w przykfadzie 5.1, tab. 5.1). Innymi stowy, w pierwszych kwartatach kaz-
dego roku PKB bylo $rednio nizsze o 60 412,94 mln PLN od wartosci tej zmiennej
wyznaczonej na podstawie liniowej funkgji trendu. Natomiast efekt sezonowy ostat-
niego kwartatu wyznacza si¢ jako (-X. &), co w analizowanym przykladzie daje
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warto$¢ 49 465,57 mln PLN. Zatem jest to warto$¢, o jaka PKB jest srednio wigksze
w ostatnich kwartatach od warto$ci wynikajacej z trendu liniowego. W modelu M2,
oceny parametrow strukturalnych, stojacych przy zmiennych zero-jedynkowych,
interpretowane sg jako rdznica efektu sezonowego w danym kwartale w stosun-
ku do kwartatu czwartego (tj. zmiennej referencyjnej). Przykladowo, z podanych
w tab. 6.4 wartoéci oszacowanych parametréw wynika, ze w pierwszym kwartale
efekt sezonowy byl mniejszy o 10 947,37 mIn PLN niz w kwartale czwartym.

4

Przyktad 6.3

Przeprowadzono identyfikacje czynnikdw?” wplywajacych na roczne stopy zwrotu
z akgji 15 wybranych (sposrod 30) spotek tworzacych portfel indeksu Dow Jones
Industrial Average (DJIA) w latach 2000-2017. Podstawowym kryterium wyboru
spotek do badania byla ich nieprzerwana obecnos¢ w sktadzie indeksu w okresie
2000-2017 oraz dostepnos¢ danych. Jest to przyktad danych panelowych (prze-
krojowo-czasowych), obserwacje bowiem dotyczg 15 réznych spotek w 18-letnim
okresie — razem 270 obserwacji.

Identyfikacje¢ czynnikéw przeprowadzono, budujac modele (6.2) opisujace re-
lacje miedzy rocznymi stopami zwrotu wybranych spétek (y) i stopami zwrotu
z indeksu DIJA oraz wybranymi czynnikami wykorzystywanymi w analizie fun-
damentalnej (x). Badanie przeprowadzono w 3 etapach:

o wybdr zmiennych do modeli,

« estymacja MNK modeli oraz

« weryfikacja modeli.

Rozwiazanie

Analizie poddano 21 zmiennych finansowych, zazwyczaj wykorzystywanych w ana-
lizie fundamentalnej, z ktoérych wybrano 6 o najwigkszej wartosci wspétczynnika
korelacji liniowej Pearsona z rocznymi stopami zwrotu z akeji wybranych spotek.
Oproécz zmiennych charakteryzujacych poszczegolne spotki w badaniu uwzgled-
niono ogodlng sytuacje na Gieldzie Papieréw Warto$ciowych w Nowym Jorku, re-
prezentowang przez indeks gieldowy DJIA. Podstawowe informacje dotyczace
srednich wartosci zmiennych, ich dyspersji i korelacji zmiennych objasniajacych ze
zmienng objasniang przedstawiono w tab. 6.5. Jak wida¢, wszystkie zmienne cha-
rakteryzujq si¢ znaczaca zmiennoscia (wspotczynniki zmiennosci znaczaco wieksze
0d 0,1). Najsilniej skorelowang (ze stopami zwrotu z akeji badanych spétek) zmien-
na objasniajaca jest stopa zwrotu z indeksu DIJA, ktéra charakteryzuje sie mniejsza
zmiennoscig niz zwroty z akcji badanych spotek, chociaz w przypadku obu zmien-
nych jest ona znaczna (DIJA - 272%, spotki 320% wokot Sredniej).

27 Podstawowe badanie zostato przeprowadzone w pracy [Sty$ 2019].
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Tabela 6.5. Podstawowe informacje o zmiennych wykorzystanych w modelach

Zmienne ¢rednia Wsp.c'){czyn'nik Odchylenie | Wspdtczynnik
zmiennosci standardowe Pearsona
Stopa zwrotu z 15 spotek 0,08 3,20 0,26 X
Marza zysku netto 12,74 0,60 7,68 0,0917
ROE 35,50 2,53 89,67 0,1895
Stopa dywidendy 2,19 0,50 1,09 0,1641
Cena/zysk 21,73 0,72 15,70 0,1762
Cena/wartos¢ ksiegowa 7,05 4,11 28,96 0,2042
Stopa zwrotu z indeksu DIJA 0,06 2,72 0,15 0,5929
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tabela 6.6. Oszacowane MNK modele
Zmienne Parametry fgﬁﬁgﬁ: Parametry ts_tsattuy;g]ktz
Model M1 Model M2
Wspdtczynnik determinacji R? 0,4084 x 0,4062 X
Marza zysku netto -0,0017 -0,9765 X x
Zadtuzenie dtugoterminowe/
zadtuzenie catkowite 0,0793 1,2763 0,1020 1,7716
ROE 0,0002 0,5804 0,0002 0,5506
Stopa dywidendy -0,0313 -2,5317 -0,0333 -2,7303
Cena/zysk 0,0014 1,6727 0,0015 1,8121
Cena/wartos¢ ksiegowa 0,0006 0,4891 0,0006 0,5411
Stopa zwrotu z indeksu DIJA 0,9742 11,3304 0,9640 11,2965
Wyraz wolny 0,0174 0,2653 -0,0189 -0,3501

Uwaga: pogrubiona czcionka oznaczono wartosci statystyk testowych,
wskazujacych na odrzucenie hipotezy o zerowych wartosciach parametréw strukturalnych
modeli na poziomie istotnosci 0,05.

Zrédto: opracowanie wiasne.

Skonstruowano modele zawierajace rdézne zestawy zmiennych objasniajg-
cych. Oszacowane MNK modele?® przedstawiono w tab. 6.6. Jak wida¢, wartosci

28 Modele zostaty oszacowane przy wykorzystaniu funkcji REGLINP w Excelu.



200 Modelowanie ekonometryczne

wspotczynnikéw determinacji nie przekraczajg 0,41, czyli nie sa zbyt wysokie.
Sposréd 7 zmiennych objasniajacych tylko 3 z nich: stopa dywidendy, stosunek
ceny do zysku i stopa zwrotu z indeksu DIJA sg statystycznie istotne w obu mode-
lach. W modelu M2, z ktérego usunieto marze zysku netto, stosunek zadtuzenia
dlugoterminowego do catkowitego stal sie statystycznie istotny. W obu mode-
lach stopa zwrotu z indeksu DIJA, odzwierciedlajaca sytuacje na rynku kapitalo-
wym, w znacznym stopniu wplywa na stopy zwrotu z akcji analizowanych spoétek.
Wzrost stopy zwrotu z portfela indeksu DIJA o 1% przyczynia sie¢ do wzrostu
stopy zwrotu badanych spolek o0 0,97 i 0,96% odpowiednio w modelu M1 i M2.
Model, w ktérym ta zmienna jest jedyng zmienng objasniajaca, ttumaczy zmiany
stop zwrotu z akcji 15 wybranych spotek w 35% (wspotczynnik korelacji liniowej
Pearsona dla tych 2 zmiennych wynosi 0,5929 - tab. 6.5)%.

Tabela 6.7. Oszacowane MNK modele

Zmienne Parametry ts-tsattyjzktz Parametry ts—tsattjydsgwktz
Model M3 Model M4
Wspotczynnik determinacji R? 0,1185 X 0,3864 X
Marza zysku netto 0,0007 0,3324 X x
f:j;‘;‘;::l': fa";‘k%ﬁtrg‘mowe/ 0,2232 3,0139 0,1083 1,8640
ROE 0,0003 0,5278 X X
Stopa dywidendy -0,0390 -2,5942 -0,0333 -2,7078
Cena/zysk 0,0026 2,4906 0,0015 1,7624
Cena/wartos¢ ksiegowa 0,0010 0,6973 x x
Stopa zwrotu z indeksu DIJA X X 0,9880 11,4847
Wyraz wolny -0,0781 -0,9843 -0,0117 -0,2149

Uwaga: pogrubiona czcionka oznaczono wartosci statystyk testowych, wskazujacych na
odrzucenie hipotezy o zerowych wartosciach parametréw strukturalnych modeli na poziomie
istotnosci 0,05.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Istotny wplyw sytuacji rynkowej na zwroty z akcji potwierdza model M3, ktdry
jedynie w 12% wyjasnia zmiany stép zwrotu zmianami 6 wskaznikéw finanso-
wych, co jest znaczaco gorszym wynikiem w poréwnaniu z modelem zawiera-

29 Wmodelachzjedngzmiennaobjasniajaca wspdtczynnik determinacjijest rowny kwadratowi
wspdtczynnika korelacji liniowej Pearsona.
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jacym jedynie stopy zwrotu z DIJA (zmienna pominieta w modelu M3). Model
M4 zawiera jedynie 3 statystycznie istotne na poziomie istotnosci 0,5 wskazniki
finansowe. Warto odnotowac, ze R> wynosi 0,39 wylacznie dzigki obecnosci stopy
zwrotu z portfela indeksu DIJA (tab. 6.7).

4

Nalezy zwroci¢ uwage, ze wprawdzie w przykladzie 6.3 modele oszacowane
zostaly na podstawie danych panelowych, ale dane te potraktowano je jak dane
przekrojowe. Oznacza to, ze w analizowanym zjawisku zalozono brak wystepowa-
nia efektow indywidualnych i zmian w czasie. W konsekwencji do estymacji pa-
rametrow strukturalnych modelu zastosowano MNK. Jest to najprostszy sposob
analizy danych panelowych, ktory w literaturze przedmiotu nazywany jest pooled
regression.

6.5. Modele zmiennych jakosciowych

W badaniach ekonomicznych zmiennymi objasnianymi mogg by¢ réwniez zmien-
ne o charakterze jakosciowym, czyli takie, dla ktorych mozna jedynie stwierdzi¢
wystepowanie konkretnego wariantu cechy. Zmienne mierzone na skali nominal-
nej mozna zakodowa¢, tworzac odpowiednie zmienne zero-jedynkowe (binarne).
W przypadku cechy o wigcej niz dwdch wariantach definiuje si¢ wiele zmiennych
binarnych (k wariantéw atrybutu implikuje wystepowanie w modelu (k-1) zmien-
nych zero-jedynkowych). Przykladem jakos$ciowych zmiennych objasnianych
moze by¢ przynalezno$¢ do okreslonej grupy dochodowej lub ryzyka kredytowe-
go, sytuacja finansowa przedsigbiorstwa, aktywnos¢ zawodowa (zatrudniony czy
bezrobotny). Jesli, jak to pokazano w przykladzie 1.2, cecha przyjmuje tylko dwa
warianty (np. przy kodowaniu binarnym dla wiarygodnego kredytobiorcy zmien-
na przyjmuje wartos¢ 1, a dla niewiarygodnego 0), to taka zmienna nazywana jest
dychotomiczng (dwudzielng).

Model, w ktérym zmienna objasniana jest mierzona na skali nominalnej, na-
zywa si¢ modelem zmiennych jako$ciowych, modelem dyskretnych wyboréw
(discrete lub qualitative choice models) lub modelem regresji logistycznej. Modele
tego typu umozliwiaja dokonanie dyskretnych (jakosciowych) wyboréw miedzy
dwiema alternatywnymi lub wigksza liczbg mozliwosci. W modelach regresji lo-
gistycznej opisywany jest zwiazek miedzy zmiennymi objasniajacymi, ktére moga
by¢ zaréwno ilosciowe, jak i jako$ciowe (tj. mierzone na dowolnej skali pomiaro-
wej), a pojedyncza zmienng binarna, pelnigca role zmiennej objasnianej. Modele
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zmiennych jako$ciowych naleza do mikroekonometrii, poniewaz zazwyczaj wy-
korzystuje si¢ je w analizach danych indywidualnych (mikrodanych) dotyczacych
przedsiebiorstw, klientéw bankow, pracownikéw itp. W teorii i praktyce rozwaza
sie rozne postacie tych modeli, ktérym dedykowane sg rozne metody estymacji
ich parametrow.

W dalszych rozwazaniach (w celu ich uproszczenia) zatozone zostanie, ze ce-
chy sa dwudzielne (dychotomiczne), tj. przyjmuja dwa stany, np. zatrudniony
i bezrobotny, bankrut i przedsiebiorstwo dalej funkcjonujace, kredyt obarczo-
ny wysokim i niskim ryzykiem. Binarnie zakodowang zmienng traktuje si¢ jako
zmienng losowa dwumianowg opisang wzorem (1.8) i przedstawiona na rys. 1.9.
Jesli zmienna zero-jedynkowa znajdzie si¢ po lewej stronie modelu regresji (4.29)
(tzn. jest zmienng objasniang), to otrzymuje sie:

Y=ot o x o X+t a Xt E (6.13)

gdzie dla kazdegoi=1,2, ..., n:

¥, - zmienna zalezna przyjmujaca dla i-tej obserwacji wartos¢ 0 lub 1, co oznacza
brak lub wystepowanie analizowanego wariantu cechy jakosciowej,

X, X, --+» X, — Obserwacje zmiennych niezaleznych,

&, &), &, ..., & — Nieznane parametry strukturalne modelu,

¢, — sktadnik losowy.

Regresja liniowa

y
Bardziej
sensowna
linia
regresji
0 X

Rysunek 6.2. ZaleznosSci wystepujace w liniowym modelu prawdopodobienstwa

Zrédto: [Maddala 2006, s. 369].
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Model (6.13) nazywa si¢ liniowym modelem prawdopodobienstwa lub
modelem Goldbergera (por. [Maddala 2006, s. 367-371; Gruszczynski 2010,
s. 57-62; Huterska, Zdunek-Rosa 2016, s. 123]) i jest on najprostszym mode-
lem, w ktérym zmienna objasniana jest zmienng jakosciowa (mierzong na skali
nominalnej). Zmienne objasniajace w modelu (6.13) moga by¢ zaréwno ciagle,
jak i dyskretne, w tym réwniez zmienne zero-jedynkowe, bedace szczegdlnym
przypadkiem zmiennych skokowych. W tym przypadku modeluje si¢ prawdo-
podobienstwo realizacji wariantu zmiennej y réwnego 1, czyli P(y,= 1) = p.. Jed-
nakze model ten nie zapewnia, ze wartosci teoretyczne y, znajda si¢ w przedzia-
le [0; 1], co uniemozliwia ich interpretacje w kategoriach prawdopodobienstwa.
Pojawiajg si¢ tez problemy z estymacjag MNK modelu (6.13), wariancja skladni-
ka losowego jest bowiem niejednorodna (skfadnik losowy jest heteroskedastycz-
ny). Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze w przypadku liniowych modeli prawdo-
podobienstwa warto$¢ wspdtczynnika determinacji R* (4.40) jest z reguly niska,
zwlaszcza kiedy oszacowane prawdopodobienstwa nie osiagaja wartosci z kran-
ca przedziatu [0; 1]. Zatem nawet niska (tj. bliska 0, np. 0,10) warto$¢ R* moze
swiadczy¢ o poprawnosci oszacowanego modelu, co jest doskonale widoczne
narys. 6.2.

Interpretacja ocen estymatoréw parametréw modelu (6.13) jest odmienna dla
zmiennych objasniajacych ilosciowych oraz zero-jedynkowych. W pierwszym
przypadku stwierdza sig, Ze jesli warto$¢ zmiennej objasniajacej x, (j = 1, 2, ..., k)
wzrosnie o jednostke, to prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia opisywa-
nego przez y wzrosnie o &, o ile pozostale parametry pozostang na niezmie-
nionym poziomie (ceteris paribus). Innymi stowy & okresla wptyw jednostko-
wej zmiany zmiennej niezaleznej na wielko$¢ prawdopodobienstwa sukcesu
(tj. zdarzenia opisywanego przez y). W drugim przypadku &, okredla réznice
miedzy prawdopodobienstwem wystapienia sukcesu dla zmiennej binarnej
rownej 0 i réwnej 1, przy pozostalych zmiennych ustalonych na poziomach
$rednich.

Nalezy jednak pamigtaé, ze oméwione interpretacje parametréow sa prawdzi-
we jedynie przy zachowaniu zasady ceteris paribus, zgodnie z ktdrg interpretuje
sie pojedyncza zmiang przy zachowaniu wszystkich pozostatych warunkéw na
stalym poziomie. Innymi slowy, poréwnuje si¢ np. dwa badane obiekty, ktére
majg wszystkie cechy identyczne z wyjatkiem wartosci jednej — interpretowanej
zmiennej.

Jak wczesniej wspomniano, warto$ci teoretyczne modelu (6.13) moga znajdo-
wac si¢ poza przedzialem [0; 1]. W celu pozbycia si¢ tej wady liniowego mode-
lu prawdopodobienstwa, przeprowadza si¢ transformacje prawdopodobienstwa
w taki sposob, aby zmienna objasniana nalezata do przedziatu (-oo; o0). Dlatego
zaleca si¢ funkcje logitowa do analizy zmiennych jakosciowych lub zmiennych
ilosciowych i jako$ciowych, ktdra obok przeksztalcenia probitowego jest najcze-
$ciej wykorzystywang metoda transformacji prawdopodobienstwa.
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Dystrybuante rozkladu logistycznego zazwyczaj zapisuje si¢ w postaci:

e’ 1 1
pi:(p(yi):eyf-l—l:l+e'y' :1+exp(—yi) (6.14)
dla:
Y=ot - x Ho, X, A Xt E (6.15)
gdzie:
e — liczba Eulera bedaca podstawg logarytmu naturalnego. Dla@(y;) = m

dystrybuante rozkladu logistycznego pokazano na rys. 6.3.

Rysunek 6.3. Przyktad dystrybuanty rozktadu logistycznego
Zrédto: [Witkowska 2002, s. 7].

Uzyteczno$¢ modelu logitowego wynika z faktu, ze funkcje odwrotng do (6.14)
¢ '(y) mozna zapisa¢ jako logit, czyli logarytm naturalny ilorazu prawdopodo-
bienstwa danego zdarzenia i zdarzenia do niego przeciwnego:

P
1-p;

Po podstawieniu (6.16) do (6.14) otrzymuje si¢ [Gruszczynski 2010, s. 62]:

Y, =ln (6.16)

b |_
ln(l—lp =aq,+a, X, +a, X, +..+a, X, +E, (6.17)
i
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Model (6.17) nosi nazwe modelu logitowego (logistycznego) lub regresji logi-
stycznej, poniewaz zmienna losowa Y ma rozklad logistyczny. Logitowa transfor-
macja prawdopodobiefistwa pozwala zastapi¢ miare p, liczbg z przedziatu (-oo; o),
co jest gtéwna korzyscia ze stosowania modelu logitowego. Modele logitowe opisuja
relacje miedzy dychotomiczng zmienng objasniang a zmiennymi objasniajacymi*.

W modelu tym nie interpretuje si¢ bezposrednio wartosci parametréw, a jedy-
nie efekty kraficowe (czastkowe). Zatem w przypadku ocen estymatoréw parame-
tréw modelu logitowego & mozna jedynie stwierdzic, ze:

* jezeli & >0, to czynnik opisywany przez zmienng x, dziata stymulujaco na
prawdopodobienstwo wystgpienia badanego zjawiska,

« jezeli@ <0, to czynnik opisywany przez zmienng x, dziala destymulujgco na
prawdopodobienstwo wystapienia badanego zjawiska,

o jezeli &J, = 0, to czynnik opisywany przez zmienng X, nie wplywa na prawdo-
podobienstwo wystapienia badanego zjawiska [Gruszczynski 2010, s. 60].

Innymi stowy, znak parametru przy zmiennej egzogenicznej X, pokazuje kie-
runek jej wplywu na zmienna y. Jesli ten parametr jest dodatni, wowczas wzrost
wartodci zmiennej X; wiaze sie ze wzrostem szans na to, ze y = 1, a dla ujemnego
parametru wyzszym wartoéciom x, odpowiada nizsze prawdopodobienstwo tego,

zey =1
[ 2

W modelu (6.17) zmienng objasniang jest zmienna In -
gdzie p, = P(y, = 1), czyli p, jest prawdopodobienstwem, Ze zmienna losowa y,
przyjmie warto$¢ 1. Stad logit jest logarytmem tzw. ilorazu szans (odds ratio),
czyli ilorazu prawdopodobienstwa przyjecia i nieprzyjecia przez zmienng losowa
Y wartodci jeden. Jesli te prawdopodobienstwa (szanse) s3 jednakowe, tj. p, = 0,5,
to logit wynosi 0%, jesli p, > 0,5 to logit jest dodatni, a dla p, < 0,5 logit jest ujemny.
Interpretujac parametry modelu logitowego, mozna zauwazy¢, zZe wzrost warto-
Sci zmiennej x, (j = 1, 2, ..., k) o jednostke prowadzi do wzrostu ilorazu szans
o e” =exp(a;) . Innymi stowy, ilorazy szans sa krotnosciami, o jakie zmienia
sie one (ilorazy szans) przy wzro$cie kazdej ze zmiennych o jednostke. Wartosci
exp (&) - 1 mozna interpretowa¢ jako zwigkszenie szansy na podjecie decyzji
w odniesieniu do y = 1, w przypadku jednostkowej zmiany zmiennej x, co mozna
wyrazi¢ w procentach, czyli interpretowac wyrazenie [exp (o?j) -1]-100%.

Wplyw zmian warto$ci zmiennej na warto$¢ prawdopodobienstwa przyjecia
przez zmienng objasniang wartosci 1 definiuje si¢ jako efekt krancowy, ktéry wynosi:

J nazywana logitem,

exp(a, +o, X, +a, -x,, +...+a, - x,,)

a;-p(l-p)=ac (6.18)

A ~ s . .
[1+exp(0:0-|—oc1 Xt a, -3c2i+...+0{1-xki)]z

30 Podobne w konstrukcji s3 modele probitowe, ktorych opis mozna znalez¢é w literaturze,

np. [Gruszczyriski 2010, s. 69-90]. 0.5
31 Wynika to z wykonania dziatania In Py 2 =In(1)=0.
1-p, 1-0,5
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Efekty krancowe zalezg zatem od wartoéci zmiennej objasnianej i parametru
strukturalnego. Mozna je interpretowac jako przyrost prawdopodobienstwa zwia-
zanego z jednostkowym wzrostem kazdej ze zmiennych ,w okolicy” wybranej
jednostki obserwacji. W zwigzku z tym dobrze jest je wyznaczaé dla jednostki
bedacej charakterystyczng w probie badawczej. Dlatego efekty kranicowe sg naj-
czedciej liczone dla $rednich wartosci zmiennych objasniajacych.

Model regresji logistycznej (6.17) jest modelem nieliniowym, a prawdopodo-
bienstwa p, s3 nieobserwowalne, znane s3 bowiem jedynie realizacje zmiennej
losowej Y, czyli y, ktére przyjmujg wartosci binarne. Wtasciwg metodg estymacji
modelu logistycznego jest metoda najwiekszej wiarygodnosci (MNW). W mo-
delu logitowym, ze wzgledu na jego nieliniowos¢, nie mozna stosowa¢ do oceny
poprawnosci modelu klasycznego wspétczynnika determinacji R? zatem w tym
przypadku stosuje si¢ tzw. pseudo R* McFaddena® (likelihood-ratio index), ktéry
wyznacza si¢ jako:

InL
pseudo R*=1—— 24w (6.18)

InL,

gdzie:

InL,,,, - logarytm funkcji wiarygodnosci dla petnego modelu,

InL, - logarytm funkcji wiarygodnosci dla modelu zawierajacego jedynie wyraz
wolny, co odpowiada sytuacji, w ktorej prawdopodobienstwo podjecia kazdej de-
cyzji jest takie samo.

Zatem pseudo R* McFaddena pokazuje, o ile lepiej dopasowany do danych jest
oszacowany model w poréwnaniu z modelem naiwnym, zawierajacym jedynie
wyraz wolny. Okazuje sie przy tym, ze im wigksza liczba obserwacji jest w probie,
na podstawie ktdrej estymuje si¢ parametry modelu, tym nizsza wartos¢ przyj-
muje pseudo R*> McFaddena, ktéry dodatkowo nigdy nie osigga wartosci 1. Jedno-
cze$nie warto$¢ miernika McFaddena, podobnie jak klasycznego wspdtczynnika
determinacji R?, zwigksza si¢ wraz ze wzrostem liczby zmiennych objasniajacych.
Dlatego korzysta si¢ réwniez z miernika (6.18) skorygowanego o liczbg zmien-
nych w modelu, ktéry jest postaci:

— InL , —k
pseudo R? =1—-—22

InL, (6.19)

gdzie:
k - liczba parametréw szacowanych w modelu.

32 W literaturze przedmiotu omawia sie rézne rodzaje miernikéw okreslanych jako pseudo R?
(por. [Maddala 2006, s. 377-379]).
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Natomiast do oceny jakosci dopasowania modelu do danych empirycznych
wykorzystuje sie tzw. zliczeniowy (liczebno$ciowy) wspdtczynnik determinacji R?
(count-R?), ktory okresla udzial liczby trafnie wyznaczonych wartosci teoretycz-
nych w ogoélnej liczbie obserwacji**. Innymi stowy, zliczeniowy wspdtczynnik de-
terminacji okresla odsetek przypadkow, w ktérych wartos¢ teoretyczna zmiennej
losowej Y, czyli §, byta rowna wartosci empirycznej y, w stosunku do liczebnosci
proby estymacyjnej. Zatem zliczeniowy wspdtczynnik determinacji jest postaci:

. 7
zliczeniowy R* =— (6.20)
n

gdzie:

7 - liczba przypadkow, w ktérych warto$¢ teoretyczna zmiennej losowej Y, czyli
7, jest rowna warto$ci empirycznej y, czyli jest to liczba prawidtowo ,,rozpozna-
nych” przez model przypadkow,

n - liczba wszystkich obserwacji w probie estymacyjne;j.

Wartos¢ wspoéltczynnika (6.20) moze by¢ jednak mylaca. Przyktadowo, jesli
wszystkie wartosci teoretyczne binarnej zmiennej objasnianej y beda réwne naj-
czesciej wystepujacemu wariantowi tej zmiennej, wowczas zliczeniowy R* bedzie
réwny udziatowi liczby czgsciej obserwowanego wariantu w liczebnosci catej pro-
by (tj. przynajmniej réwny 0,5). Dlatego zaleca si¢ korzystanie ze skorygowanego
wspolczynnika zliczeniowego postaci:

o, hen
zliczeniowy R* = ——me< (6.21)
n—n

max

gdzie:
n - liczba obserwacji wariantu czedciej wystepujgcego.

Miara (6.21) jest co najwyzej rowna jeden, ale jest dodatnia tylko wtedy, kie-
dy udzial przypadkéw, w ktérych warto$¢ teoretyczna y. jest réwna wartosci em-
pirycznej y, przekracza udzial najczesciej obserwowanego w prébie wariantu
zmienne;j.

Przyktad 6.4

Przyklad pochodzi z pracy [Gruszczynski 2010, s. 59, 60 i 64], z ktorej zaczerpnigto
srednie warto$ci zmiennych objasniajacych oraz oszacowania liniowego modelu
prawdopodobienstwa i modelu logitowego, przedstawione w tab. 6.8-6.9. Zmien-
ng zalezng jest zakup dodatkowego ubezpieczenia zdrowotnego (oznaczony jako

33 Wiecej na temat tej miary zostanie powiedziane w rozdziale 8.
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y =1, a sytuacja przeciwna y = 0), a zmiennymi objasniajacymi sg indywidualne
cechy klientow. Proba badawcza wynosi 3206 oséb.

Tabela 6.8. Charakterystyka zmiennych

Cechy badanych Rodzaj zmiennej Zakres zmiennosci Srednia

Zrédto dochodéw - X, Dychotomiczna Emeryt: x=1 0,6247661
Wrtasna ocena stanu zdrowia — x, Dychotomiczna Dobre i bj[dlzo dobre: 0,7046163
Liczba og,ra.nlczen codziennej Skokowa x=12 .5 0,3016220
aktywnosci — x,

Roczny dochéd [tys. USD] - x, Ciggta x =€ [0; 1312,124] 45,2639100
Liczba lat nauki - X Skokowa x=1,2,..,17 11,8986300
Stan cywilny — x, Dychotomiczna w ZWIaZki r_nifzensklm: 0,7330006

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z pracy [Gruszczynski 2010, s. 59].

Korzystajac z danych przedstawionych w tab. 6.8-6.9 dla modelu logitowego
nalezy wyznaczy¢ efekty krancowe i ilorazy szans oraz przedstawic¢ interpretacje
uzyskanych wynikow estymacji modeli (6.13) i (6.17)

Rozwiazanie

Liniowy model prawdopodobienstwa, ktoérego oszacowania MNK przedstawiono
w drugiej kolumnie tab. 6.9, jest postaci:

§=-0,0730 +0,0310 - x, + 0,4099 - x, - 0,3284 - x, + 0,0005 - x, +
+0,0263 - x, + 0,1186 - x,

Wynika z niego, Ze emeryci (x, = 1) w poréwnaniu z pozostalymi respondenta-
mi (x, = 0) charakteryzujg si¢ wigkszym $rednio o 0,031 prawdopodobienistwem
tego, ze maja wykupione dodatkowe ubezpieczenie zdrowotne. Réwniez osoby,
ktdre oceniajg swoj stan zdrowia jako dobry i bardzo dobry (x, = 1) majg to praw-
dopodobienstwo wyzsze 0 0,4099 w poréwnaniu do tych, ktérzy nie oceniaja swo-
jego stanu zdrowia tak wysoko (x,= 0). Z kolei osoby pozostajace w zwigzku mal-
zenskim (x, = 1) majg dodatkowe ubezpieczenie zdrowotne z wigkszym o 0,1186
prawdopodobienstwem niz pozostali badani (x, = 0). Zwigkszenie dochodow (x,)
o 1 tys. USD rocznie zwigksza prawdopodobienstwo posiadania dodatkowego
ubezpieczenia o 0,0005, a kazdy dodatkowy rok nauki (x,) zwigksza to prawdopo-
dobienstwo o 0,0263. Z kolei dodatkowe zwigkszenie liczby ograniczen codzien-
nej aktywnosci (x,) zmniejsza prawdopodobienstwo, ze badany jest dodatkowo
ubezpieczony, o 0,0328.
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Tabela 6.9. Dane do analiz

Oszacowania parametrow Efekty kraricowe dla
Zmienne modelu modelu $rednich wartosci Ilorazy szans
(6.13) (6.17) zmiennych objasniajacych
X, 0,0309614 0,149676 0,0350616 1,161458
X, 0,0409946 0,1816156 0,0425435 1,199153
X, -0,0328428 | -0,1957039 -0,0458437 0,822256
X, 0,0004717 0,0022105 0,0005178 1,002213
X 0,0263493 0,1273481 0,0298313 1,135812
X 0,1185766 0,5589380 0,1309313 1,748814
wyraz wolny | -0,0730228 -2,7004320

Zrédto: oszacowania parametréw modeli pochodza z pracy [Gruszczynski 2010, s. 60, 64];
efekty kraricowe i ilorazy szans - obliczenia wtasne.

Warto réwniez przypomnie¢, ze w przypadku liniowego modelu prawdopo-
dobienstwa niektére wartoéci teoretyczne moga znalez¢ si¢ poza przedzialem
(0; 1). Przyktadowo wartos¢ teoretyczna oszacowanego modelu dla responden-
ta’, ktéry: (1) nie jest emerytem, (2) nisko ocenia swdj stan zdrowia, (3) odno-
towal 5 ograniczen w codziennej aktywnosci, (4) posiada roczny dochdd 10 tys.
USD, (5) uczyt sie przez 5 lat i (6) jest samotny, wynosi -0,1007733, czego nie da
sie interpretowaé w kategorii prawdopodobienstwa. Warto réwniez odnotowac,
ze wyznaczony dla tego modelu wspoélczynnik determinacji wyniést R*= 0,0810,
a wspdlczynnik skorygowany R> = 0,0793. Spoéréd uwzglednionych w modelu
zmiennych objasniajacych tylko zmienna opisujaca zrédio dochodéw okazala si¢
by¢ statystycznie nieistotna na poziomie istotnosci 0,05 (p-value wynosi 0,077).

Omawiajgc warto$ci ocen estymatoréw parametréw modelu logitowego, osza-
cowanych metoda najwiekszej wiarygodnosci (MNW), postaci:

ln[le =-2,7004+0,1497-x, +0,1816- x, —O,l957-x3 +0,0022-x, +
- b
+0,1273-x, +0,5589 - x,

mozna jedynie powiedzie¢, ze wszystkie wyrdznione cechy badanych z wyjatkiem
liczby ograniczen codziennej aktywnosci wplywaja dodatnio na prawdopodo-
bienstwo wykupienia dodatkowego ubezpieczenia zdrowotnego. Innymi stowy,
emeryci i malzonkowie z wigkszym prawdopodobienstwem wykupia dodatkowe

34 W pracy [Gruszczynski 2010, s. 60], podano zakres zmiennosci warto$ci teoretycznych dla
badanej préby [-0,1685; 1,1843]. W prezentowanym przyktadzie wartosci zmiennych wyno-
$73: X, = X,=X,=0,x,=x,=5ix,= 10.
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ubezpieczenie zdrowotne niz osoby majace inne niz emerytura zZrédta utrzymania
oraz samotni (formalnie) respondenci. Podobnie jak osoby, ktére oceniajg swdj
stan zdrowia jako dobry i bardzo dobry w poréwnaniu z osobami, ktére gorzej
oceniajg swoj stan zdrowia. Mozna réowniez stwierdzi¢, ze czym wyzsze roczne
dochody badanych oraz wyzsze wyksztalcenie (mierzone liczbg lat nauki), tym
prawdopodobienstwo wykupienia dodatkowego ubezpieczenia zdrowotnego jest
wigksze. Natomiast liczba ograniczen codziennej aktywnosci wptywa ujemnie,
czyli czym wiecej zgloszonych ograniczen tym prawdopodobienstwo wykupienia
dodatkowego ubezpieczenia zdrowotnego jest mniejsze.

W tab. 6.9 przedstawiono obliczone ilorazy szans e = exp(c;) oraz wyzna-
czone na podstawie (6.18) efekty kranicowe dla srednich warto$ci zmiennych ob-
jasniajacych. Obliczenia wykonano w Excelu dla danych o takiej samej doktadno-
$ci, jak zostaly zacytowane w [Gruszczynski 2010, s. 59, 60 i 64].

Efekty krancowe modelu logitowego, obliczone dla srednich wartoséci zmien-
nych objasniajacych, interpretuje si¢ podobnie jak oceny estymatoréw para-
metréow liniowego modelu prawdopodobienstwa. Jak wida¢ w tab. 6.9, warto-
sci efektow krancowych® sg bliskie wartosciom parametréow liniowego modelu
prawdopodobienstwa. Interpretacja efektow krancowych pozwala stwierdzi¢, ze
emeryci w poréwnaniu z pozostalymi badanymi (x, = 0) maja wigksze $rednio
00,0351 prawdopodobienstwo wykupienia dodatkowego ubezpieczenia zdrowot-
nego. Prawdopodobienstwo bycia dodatkowo ubezpieczonym w przypadku osob
wysoko oceniajgcych swoj stan zdrowia (x, = 1) jest wieksze o 0,0423 w por6ow-
naniu do tych, ktérzy nie oceniajg swojego stanu zdrowia tak wysoko (x,= 0).
Matzonkowie (x, = 1) korzystaja z dodatkowego ubezpieczenia zdrowotnego
z prawdopodobienstwem wiekszym o 0,1309 niz pozostali respondenci (x, = 0).
Zwigkszenie dochodéw (x,) o 1 tys. USD rocznie zwigksza prawdopodobienstwo
posiadania dodatkowego ubezpieczenia o 0,0005, a kazdy dodatkowy rok nauki
(x,) zwigksza to prawdopodobienstwo o 0,0298. Z kolei zwigkszenie liczby ogra-
niczen codziennej aktywnosci (x,) o jeden zmniejsza prawdopodobienstwo,
ze badany jest dodatkowo ubezpieczony, o 0,0458.

Interpretujac wartosci ilorazéw szans, mozna powiedzie¢, ze szansa podjecia
decyzji o dodatkowym ubezpieczeniu zwigksza si¢ u emerytéw o 16,1% (iloraz
szans wynosi 1,161), u 0s6b z dobrym i bardzo dobrym stanem zdrowia 0 19,9%,
a u pozostajacych w zwigzku malzenskim o 74,9% w poréwnaniu z pozostaly-
mi badanymi. Zwigkszenie dochodéw o 1 tys. USD zwigksza szanse¢ podjecia
decyzji 0 0,2%, a kolejny rok nauki o 13,6%. Natomiast kolejne ograniczenie
codziennej aktywno$ci zmniejsza szanse¢ podjecia decyzji o 17,8%, poniewaz
exp(d,) -1=0,822-1=-0,178 = -17,8%.

35 Przedstawione w tab. 6.9 wartosci efektéw kraficowych réznig sie nieco od tych obliczonych
przez pakiet STATA i przedstawionych w [Gruszczynski 2010, s. 66], co moze wynikac
z przyjetych zaokraglen.
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W modelu logitowym niemal wszystkie zmienne objasniajace okazaly sie staty-
stycznie istotne na poziomie istotnosci 0,05 z wyjatkiem zrédta dochodow i wta-
snej oceny stanu zdrowia (p-value odpowiednio réwne 0,064 i 0,059), a obliczony
pseudo R*= 0,0654. Mozna zatem powiedzie¢, ze wnioski plynace z oszacowan
obu modeli (tj. liniowego modelu prawdopodobienstwa i modelu logitowego) sa
podobne.

&

W wielu sytuacjach jakosciowa zmienna objasniana ma posta¢ dyskretna, lecz
przyjmuje wiecej niz dwie wartosci, np. grupy ryzyka kredytowego, ktorych jest
z reguly wiecej niz dwie, ocena sytuacji finansowej przedsigbiorstwa wyrdzniajaca
rozne stany zagrozenia. W takim przypadku modele binarne zastepowane sg mo-
delami wielomianowymi (multiple outcome, multiple response lub multiresponse
model), wsrod ktérych w zaleznosdci od rodzaju zmiennej objasnianej rozréznia
sie modele:

« uporzadkowane (ordered logit model), w ktérych warianty zmiennej obja-
$nianej zachowuja naturalny porzadek,

« nieuporzadkowane (multinomial lub polynomial logit models, czasem
unordered logit model), w ktérych nie mozna ustali¢ logicznej hierarchii po-
szczegblnych wariantéw zmiennej objasnianej*.

Liniowy model prawdopodobienstwa, w ktérym wszystkie zmienne sg dycho-
tomiczne, nosi nazwe modelu regresji binarnej (binary regression). W modelach
regresji binarnej oceny MNK dajg wartosci teoretyczne z przedziatu (0; 1), a in-
terpretacje ocen estymatorow parametréw tego modelu sg takie, jak w modelu
logitowym [Gruszczynski 2010, s. 84-85].

6.6. Modele szeregow czasowych

W modelach regresji i w wywodzacych si¢ od nich modelach ekonometrycznych
przyjmuje sie, Ze zjawiska opisywane poszczegolnymi réwnaniami modelu zale-
23 od pewnych czynnikéw natury zewnetrznej. Alternatywa dla nich sg prostsze
w konstrukeji modele szeregéw czasowych. W przypadku tego typu modeli zakta-
dasie, ze zjawiska ekonomiczne, bedace procesami stochastycznymi, sa generowa-
ne przez siebie same, a wigc na podstawie analiz opdznien w przebiegu procesow
gospodarczych mozna wnioskowac o ich przebiegu w przyszlosci. Podstawowym

36 Modele wielomianowe omawiane sg m.in. w [GruszczyAski 2010, s. 103-192].
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problemem w stosowaniu modeli szeregéw czasowych jest dostepnos¢ dostatecz-
nie duzej*” proby statystycznej.

Przy modelowaniu dlugich szeregdéw, w szczegélnosci tych o duzej czestotliwo-
$ci pomiaru, pojawia si¢ problem stacjonarnosci proceséw?, ktérych obserwacje
tworza analizowane szeregi czasowe. Procesy stacjonarne charakteryzuja sie tym,
ze maja stalg wariancje, a ich wartosci w poszczegdlnych momentach oscyluja wo-
kot pewnego, wzglednie statego poziomu, ktéry jest poziomem $rednim dla catego
badanego okresu. W przypadku wystepowania bardziej gwattownych zmian proce-
sy stacjonarne potrafig si¢ ustabilizowa¢ na nowym poziomie. Do opisu tego typu
procesow szczegdlnie przydatny okazuje si¢ model autoregresji AR (autoregressive
model). W modelu tym biezaca warto$¢ zmiennej wyrazona jest przez skonczong
kombinacje jej wartosci poprzednich. Modele tego typu wywodzg si¢ z szerszej kla-
sy modeli regresji, szacowanych na podstawie szeregéw czasowych, czyli*:

Y=oty toy  +eto ey, g (6.22)
Model (6.22) jest modelem autoregresyjnym r-tego rzedu — AR(r), poniewaz

maksymalne opdznienie zmiennej wynosi r. Jesliby, zgodnie ze wzorem (6.22),
zapisa¢ kazda z opdznionych wartosci za pomoca tej relacji, to otrzyma sie:

Yo=Yy ey oty tE (6.23a)
Yo,=0ta -y to, -y +ooto -y, +E (6.23b)
yt—r = (XO + (xl ’ yt—r—l + ‘xz ' yt—r—z Tt (xk : )’,_2, + st_, (623C)

Podstawiajac kolejne relacje (6.23) w miejsce zmiennych y, (dlaz=1,2,...,7,...),
zauwazy¢ mozna, ze proces autoregresji wyraza odchylenia y, jako nieskoniczong
sume wazong impulsow &, w réznych okresach. Jezeli te sume ograniczy¢ do kilku
pierwszych sktadnikow, to otrzyma sie — majacy duze znaczenie praktyczne — tzw.
proces $redniej ruchomej MA (moving average model). W modelu $redniej rucho-
mej zaklada sie, ze y, zalezy liniowo od skonczonej liczby g poprzednich wartosci ¢,

37 Wprawdzie Box i Jenkins [1983] okreslili minimalng liczbe obserwacji na 50, jednak w prak-
tyce zaleca sie proby przynajmniej 100-elementowe.

38 Zagadnienia stacjonarnosci proceséw omawiane sa m.in. w pracach: [Box, Jenkins 1983,
s. 18, 34-38; Chow 1995, s. 234-236; Charemza, Deadman 1997, s. 103-113; Osifska 2006,
s. 47-49].

39 W wielu pracach (por. m.in. [Box, Jenkins 1983; Witkowska 2003; Witkowska i in. 2012]) mo-
del AR(r) formalnie zapisuje sie w postaci: §,= a,+a, - §,_ +a,- ¥ ,+..+q - J,_ +¢,gdzie:
7,=y, - ujest odchyleniem obserwacji stacjonarnego procesu stochastycznego od $redniej
ciggu obserwacji .
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Przykladowo, dla procesu AR(1) bedzie:

y=a,ta -y, +te=a+a - -(a+a-y +e )+te=

= . 2. q.
=Y to g, taj-e o tale teE (6.24)

gdzie:

Y, — Wyraz wolny procesu utworzony poprzez zsumowanie kolejnych wyrazéw
wolnych. Zatem dla procesu AR(r) parametry stojace przy zmiennej ¢, bedg w po-
staci wielomiandw.

W celu osiaggniecia wigkszej elastyczno$ci w dopasowaniu modelu do rzeczywi-
stego szeregu czasowego uzasadnione jest wlaczenie do modelu zaréwno cztonéw
autoregresji AR(p), jak i $redniej ruchomej MA(q). Takie ujecie prowadzi do mie-
szanego modelu autoregresji i sredniej ruchomej (autoregressive moving average
model) ARMA(p, q), ktérego uzywa si¢, podobnie jak modeli autoregresyjnych
i $redniej ruchomej, do opisu stacjonarnych szeregéw czasowych.

Jednakze wiele zjawisk gospodarczych, a szczegolnie te odwzorowane w finan-
sowych szeregach czasowych, ma charakter niestacjonarny, co oznacza, ze nie
mozna wyr6zni¢ w ich przebiegu wartosci sredniej, wokot ktdrej zjawisko oscy-
luje. Dobrym tego przykladem jest ksztaltowanie sie kurséw akcji na gieldzie.
Niemniej jednak czgsto wlasnosci szeregdéw, bedacych realizacjami procesow
niestacjonarnych, sa3 w pewien sposob jednorodne. Moze si¢ okaza¢, ze mimo iz
poziom, wzgledem ktorego zachodza wahania, zmienia si¢ w czasie, to ogdlne
zachowanie si¢ szeregu, po uwzglednieniu réznic w poziomie, bedzie podobne
(por. [Chow 1995])*. Korzysta si¢ wtedy np. z roznicowego przeksztalcenia sze-
regu, ktorego celem jest osiagniecie stacjonarnosci. Innymi stowy, po d-krotnym
réznicowaniu szeregu niestacjonarnego powstaje szereg stacjonarny, do ktérego
mozna zastosowa¢ model ARMA. Model ten nazywany jest scalkowanym pro-
cesem autoregresji i Sredniej ruchomej (autoregressive integrated moving average
model) rzedu (p, d, q), w skrocie ARIMA(p, d, q).

Rozw¢j technik komputerowych spowodowal, ze coraz czgsciej do analizy
rynkéw finansowych wykorzystywane s3 modele nieliniowe. Do najpopularniej-
szych naleza modele ARCH i ich uogélniona wersja GARCH wraz z ich licznymi
modyfikacjami, np. SV, TAR, STAR, SETAR, modele przetacznikowe, modele ze
zmiennymi parametrami oraz sztuczne sieci neuronowe*'. Jednym z najpopular-
niejszych modeli nieliniowych, stosowanych w analizach finansowych szeregéw

40 W pracy [Charemza, Deadman 1997] przedstawiono przyktady procesu btadzenia przypad-
kowego i btadzenia przypadkowego z dryfem (random walk with drift), bedacych procesami
niestacjonarnymi.

41 Jedna z pierwszych na polskim rynku pozycji z zakresu aplikacji sztucznych sieci neurono-
wych w modelowaniu finanséw byta monografia [Witkowska 2002].
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czasowych o duzej czgstotliwosci pomiaru, jest model opisujacy zmiany zacho-
dzace w wariancji warunkowej, tzw. model ARCH (autoregressive conditional
heteroscedastic model), zaproponowany przez Roberta Englea*.

Model ARCH mozna zapisa¢ w postaci dwoch réwnan opisujacych warunko-
wg $rednig (6.25) i warunkowg wariancje (6.26):

Y=ot x o, x, Lo g (6.25)
g,=9.h ;h =f(g) (6.26)
gdzie:
X,p X, -.0> X, t0 zmienne objasniajace w modelu (6.20),
&, A5 0, ..., & — parametry strukturalne modelu,

¢, - sktadnik losowy,

h, - funkcja wariancji warunkowej,

9 - szereg zaktocen o rozkladzie normalnym N(0; 1),
f - symbol funkgji.

Funkgja (6.25) przyjmuje zwykle posta¢ modelu ARMA lub modelu autore-
gresyjnego z roztozonymi opo6znieniami (autoregressive distributed lags model)
ARDL. Stosowanie modelu ARCH do opisu szeregu wymaga potwierdzenia ist-
nienia tak zwanego efektu ARCH z wykorzystaniem odpowiednich testow.

Przyktad 6.5

Analizie poddano notowania dwdch funduszy inwestycyjnych, zarzadzanych
przez Towarzystwo Funduszy Inwestycyjnych (TFI) Aviva Investors Poland, re-
alizujacych rozng polityke inwestycyjna. Pierwszy z nich, Fundusz Stabilnego
Dochodu, jest kierowany do inwestoréw o niskiej sktonnosci do ryzyka. Drugi,
Fundusz Polskich Akgcji, przeznaczony jest dla inwestoréw akceptujacych nawet
znaczne ryzyko. Badania dotycza dziennych notowan jednostek udzialowych tych
funduszy w okresie 1.12.2016-1.12.2021 (1250 notowan). Wykresy notowan
obu funduszy przedstawiono na rys. 6.4 1 6.5.

Jak wida¢, notowania obu funduszy rdéznig si¢ nie tylko warto$cia jednostek
udzialowych, ale i dynamika zmian ich wartosci. Opisane zatem zostang notowa-
nia obu funduszy za pomoca 5 modeli autoregresji i funkcji trendu:

o AR(1), AR(5) i AR(15), w ktérym notowanie biezace zalezy od notowania
poprzedniego oraz opdznionego o 5 i 15 okresdw;
« AR(5), w ktérym notowanie biezace zalezy od 5 poprzednich notowarn;

42 Szczegbtowe omdwienie tych zagadnien znalez¢é mozna m.in. w [Osifiska 2006, s. 79-116],
Natomiast rozwinieciu tej problematyki i aplikacjom tej klasy modeli w finansach poswieco-
no m.in. opracowania: [Fiszeder 2009; Gérka 2012].
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o AR(15), w ktérym notowanie biezace zalezy od kilku wybranych poprzed-
nich notowan (co piate), czyli (w przyblizeniu) notowania dotyczace tego
samego dnia tygodnia oraz

« modelu trendu.
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Rysunek 6.4. Dzienne notowania jednostek uczestnictwa Funduszu Stabilnego Dochodu
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Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z Aviva Investors Poland,
https://pl.investing.com/equities/aviva-historical-data (dostep 15.12.2001).

Rysunek 6.5. Dzienne notowania jednostek uczestnictwa Funduszu Polskich Akcji

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z Aviva Investors Poland,
https://pl.investing.com/equities/aviva-historical-data (dostep 15.12.2001).
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Rozwigzanie

Modelowanie ekonometryczne

Modele autoregresji rzedu r, dla r = 1, 5 i 15, s3 zgodnie ze wzorem (6.22) postaci:
AR(1):y,=a, +a -y  +e¢
ARQ):y,=a, +a,-y  +e¢
ARG):y,=a +a, -y, . +E¢,
AR(5):y:= LR RS (PR U RS N (T
AR(lS):yz S0t Y st Ay Yt A Vst E

Tabela 6.10. Oszacowania modeli autoregresyjnych

Parametry modeli autoregresyjnych z jedng zmienng objasniajaca

Opdznienia zmiennych t-1 const t-5 const t-5 const
Fundusz Stabilnego Dochodu | 0,9986 0,1521 0,9930 | 0,7683 | 0,9784 | 2,3677
Wspdtczynnik determinacji R? 0,9999 0,9995 0,9972
Fundusz Polskich Akcji 0,9973 | 1,4327 | 0,9830 | 8,7917 | 0,9516 | 25,2246
Wspdtczynnik determinacji R? 0,9919 0,9540 0,8533

Parametry modeli autoregresyjnych z kilkoma zmiennymi objasniajacymi
Opdznienia zmiennych t-5 t-4 t-3 t-2 t-1 const
Fundusz Stabilnego Dochodu | -0,1440 | 0,0278 | 0,0393 | 0,1677 | 0,9082 | 0,1177
Wspotczynnik determinacji R? 0,9999

Fundusz Polskich Akcji

-0,0294 | -0,0072 | -0,0012 | 0,0083 | 1,0262 | 1,6923

Wspdtczynnik determinacji R? 0,9919
Opdznienia zmiennych t-15 t-10 t-5 const
Fundusz Stabilnego Dochodu | 0,1172 | -0,4214 | 1,2982 | 0,6540

Wspotczynnik determinacji R? 0,9995
Fundusz Polskich Akcji -0,0597 | 0,0023 | 1,0366 | 10,5446 |
Wspdtczynnik determinacji R? 0,9542

Model trendu

Parametry t const Wspdtczynnik determinacji R?
Fundusz Stabilnego Dochodu | 0,0075 (101,0109 0,9558
Fundusz Polskich Akcji 0,0323 (463,0647 0,0487

Uwaga: pogubione wartosci parametréw swiadczg o istotnosci zmiennej
(na poziomie a=0,05, przy ktdrej stoja)

Zrédto: obliczenia wtasne.

Po oszacowaniu MNK parametréw tych modeli* dla notowan obu analizo-
wanych funduszy inwestycyjnych otrzymano wyniki przedstawione w tab. 6.10.

43 Modele zostaty oszacowane przy wykorzystaniu funkcji REGLINP w Excelu.
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Jak wida¢, modele autoregresyjne bardzo dobrze opisuja notowania jednostek
udzialowych obu badanych funduszy inwestycyjnych. Podane wartosci wspot-
czynnikéw determinacji R> mozna ze soba bezposrednio poréwnywac, poniewaz
duza liczba obserwacji i mata liczba szacowanych parametréw sprawia, ze liczba
stopni swobody we wszystkich modelach waha si¢ od 1239 do 1248.

W przypadku Funduszu Stabilnego dochodu zmiennos$¢ notowan jest niewiel-
ka (rys. 6.4) i obserwowany jest nieznaczny trend wzrostowy, zatem model trendu
liniowego réwnie dobrze opisuje zmiany cen jednostek udzialowych tego fun-
duszu. Odnotowa¢ réwniez mozna, ze niemal wszystkie zmienne uwzglednione
w modelach autoregresji sg statystycznie istotne.

W przeciwienstwie do notowan Funduszu Stabilnego Dochodu notowania
Funduszu Polskich Akcji zmieniaja si¢ dynamicznie (rys. 6.5) i dlatego model
trendu calkowicie si¢ nie sprawdzil (R? ponizej 5%). Zarazem jednak modele au-
toregresyjne poprawnie opisuja ksztaltowanie si¢ cen jednostek tego funduszu,
chociaz w tych zawierajacych wiecej niz jedng zmienng op6zniona cze$c¢ jest sta-
tystycznie nieistotna.

4






Rozdziat 7
Prognozowanie na podstawie
szeregow czasowych

Przewidywanie w szerszym rozumieniu oznacza wnioskowanie o nieznanych zja-
wiskach i zdarzeniach odnoszacych sie zaréwno do przesztodci czy terazniejszosci,
jak i przyszlosci. Jesli ograniczy¢ sie do przewidywania na podstawie modelu ma-
tematycznego, to przewidywanie oznacza ekstrapolacje modelu poza obszar proby
estymacyjnej. Moze by¢ zatem realizowane zaréwno w przypadku modeli oszaco-
wanych na podstawie szeregéw czasowych, jak i danych przekrojowych. W pierw-
szym przypadku moéwi si¢ o prognozowaniu przysztosci, a w drugim dokonuje si¢
oceny modelowanego zjawiska, np. przyporzadkowujac (zaliczajac) je do jakiejs
klasy'. W niniejszym podrozdziale omawiane beda jedynie zagadnienia zwigzane
z prognozowaniem przyszlych zdarzen na podstawie szeregéw czasowych.

Przewidywanie przysztosci mozna realizowaé na wiele sposobow, ktore zazwy-
czaj dzieli si¢ na dwie grupy, tj. przewidywanie racjonalne i nieracjonalne (irra-
cjonalne), a wéréd przewidywan racjonalnych wyroéznia si¢ przewidywanie zdro-
worozsadkowe i naukowe, co przedstawiono na rys. 7.1.

Przewidywanie przysztosci

! Nieracjonalne I

Zdroworozsgdkowe Naukowe

Racjonalne

Rysunek 7.1. Sposoby przewidywania przysztosci

Zrédto: opracowanie wtasne.

1 W literaturze anglojezycznej uzywa sie terminu prediction dla obu rodzajéw modeli. Zagad-
nienia zwigzane z klasyfikacja i grupowaniem omoéwione zostang w rozdziale 8.
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7.1. Podstawowe pojecia

Prognozowanie® to rodzaj wnioskowania, ktérego celem jest:

« przewidywanie prawdopodobnego przebiegu przysztych zjawisk i procesow
zaréwno pod wzgledem ilosciowym, jak i jakosciowym;

« wspomaganie procesu podejmowania decyzji poprzez uwzglednianie lub
pobudzanie pozadanych zmian lub zapobieganie zjawiskom niepozadanym.

Prognozowanie to racjonalne naukowe przewidywanie przysztych zdarzen
(por. [Cieslak 1997, s. 18]). Innymi slowy, prognoza bedaca wynikiem procesu
prognozowania, to osad o zajsciu okreslonego zdarzenia w czasie okreslonym
z doktadnos$cig do momentu (punktu na osi czasu) lub okresu (przedziatu na osi
czasu), nalezacego do przyszloéci. Przyjmuje sig, ze prognozy formuluje si¢ z wy-
korzystaniem dorobku nauki i s3 one weryfikowalne empirycznie’. Ze wzgledu na
sposob okreslania zdarzenia, prognozy dzieli si¢ na:

« ilosciowe, kiedy prognoza jest wyrazona liczbg, np. w przysztym roku spo-

dziewany jest 4% przyrost PKB;

o jakosciowe, gdy w wyniku procesu prognozowania otrzymuje si¢ stowny
opis sytuacji, np. w przyszlym tygodniu spodziewane jest obnizenie stop
procentowych przez Rade Polityki Pieni¢znej.

Przedmiotem dalszych rozwazan beda jedynie prognozy ilosciowe, wsrod kto-
rych wyréznia si¢ prognozy punktowe i przedzialowe. W pierwszym przypadku
prognoza jest pojedyncza wartoscig liczbowg, a w tym drugim buduje si¢ przedziat
ufnosci dla zmiennej prognozowanej. W praktyce czesciej korzysta si¢ z prognoz
punktowych, poniewaz prognozy przedzialowe wymagaja znajomosci rozkladu
zmiennej prognozowanej, czym zazwyczaj si¢ nie dysponuje.

Kazda prognoza spelnia nastepujace funkcje (por. [Cieslak 1997, s. 20-23]):

o preparacyjng — wedlug ktdrej prognoza jest dzialaniem przygotowujacym

inne dzialania;

« informacyjng - polegajaca na oswajaniu ludzi z nadchodzacymi zmianami
i zmniejszaniu lgku przed przyszioscia;

« aktywizujacg — polegajaca na pobudzaniu do podejmowania dziatan sprzy-
jajacych realizacji prognozy, gdy zapowiada ona zdarzenia korzystne oraz
przeciwstawiajacych sie jej realizacji, kiedy przewidywane zdarzenia sg oce-
niane negatywnie.

Istotnym pojeciem przy wyznaczaniu prognoz jest horyzont prognozy, czyli

maksymalna liczba okreséw lub momentéw objetych prognoza. Z uwagi na to,

2 W niniejszym podrozdziale zagadnienia zwigzane z prognozowaniem potraktowane zostaty
bardzo skrétowo. Szeroka dyskusje nt. metod prognozowania mozna znalez¢é m.in. w pracach
[Cie$lak 1997; Witkowska 2012].

3 Wynik procesu prognozowania jest niepewny, ale akceptowalny.
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ze zjawiska spoleczno-gospodarcze podlegaja zmianom w czasie, wyrdznia sig
prognozy:

o krétkoterminowe, kiedy dotycza okresu, w ktérym w prognozowanym zja-
wisku zachodzg tylko zmiany ilosciowe,

« $redniookresowe, kiedy w okresie objetym prognozowaniem oczekuje sie, ze
oprécz dominujacych zmian ilosciowych wystapia réwniez zmiany jakosciowe,

« dlugookresowe, odnoszace si¢ do okresu, w ktorym w prognozowanym zja-
wisku wystapig istotne zmiany jakosciowe.

Klasyfikacja prognoz dokonywana jest z punktu widzenia réznych kryteriow

podziatu, takich jak (por. [Zelias, Pawelek, Wanat 2003, s. 18-19]):

1) horyzont prognozy,

2) charakter lub struktura prognozy,

3) stopien szczegotowodci i zakres ujecia prognozy,
4) zasieg terenowy (przestrzenny) prognozy,

5) metoda opracowania,

6) cellub funkcja prognozy.

Pierwsze, bodaj najwazniejsze kryterium, wedlug ktérego oprocz prognoz krétko-,
srednio- i dlugoterminowych, wskazuje si¢ na prognozy operacyjne, wykorzystywane
w planowaniu biezacej dziatalnosci (sa to zatem najczesciej prognozy krétkookreso-
we), i strategiczne, ktére dostarczajg przestanek do podejmowania dtugofalowych de-
cyzji (s3 to zatem najczesciej prognozy diugookresowe). Drugie z wymienionych
kryteriow, oprdcz prognoz ilosciowych i jakosciowych, pozwala wyrdzni¢ prognozy:

« jednorazowe, jesli wyznaczane sg jednokrotnie, oraz powtarzalne, kiedy sa
wyznaczane wielokrotnie wraz z naptywem nowych (uaktualnionych) in-
formacji;

« proste, jesli dotycza pojedynczej zmiennej, i ztozone, kiedy odnoszg sie do
zlozonego zjawiska gospodarczego;

« kompleksowe, ktére calosciowo opisujg przysziosc¢ zlozonego zjawiska, oraz
sekwencyjne, odnoszace si¢ do kilku okresow;

« samosprawdzajace sig, czyli takie, ktérych ogloszenie sprzyja realizacji tego
przewidywania, oraz destruktywne, ktérych ogloszenie zmniejsza prawdo-
podobienstwo realizacji przewidywanych zdarzen.

Kolejne kryterium prowadzi do wyréznienia prognoz ogélnych (calosciowych,
globalnych), dotyczacych calego zjawiska oraz prognoz szczegdtowych (czescio-
wych, odcinkowych), odnoszacych sie¢ do pewnego aspektu analizowanego zjawi-
ska. Biorac pod uwage metode opracowania prognoz, mozna podzieli¢ je na:

« minimalne, §rednie i maksymalne, jedli zostaly przyjete na poziomie odpo-

wiednio: najmniejszym, $rednim i najwigkszym z wyznaczonych,

* czyste, tj. uzyskane w wyniku ekstrapolacji trendu, weryfikowane (powta-
rzalne) i modelowe, tj. opracowane na podstawie modelu,

 prognozy wynikajace z zastosowanych regul prognozowania (np. nieobcia-
zone, wedlug najwigkszego prawdopodobienstwa).
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Ostatnie z kryteriow pozwala wyrdzni¢ prognozy ostrzegawcze, ktdre zwracaja
uwage na niekorzystne ksztaltowanie si¢ zjawisk, a takze prognozy aktywne (po-
budzajace do dzialania) i pasywne (zniechecajace do dzialania).

Wyznaczenie prognoz jest $cisle zwiazane z celem i wybrang metoda progno-
zowania. Ze wzgledu na rodzaj posiadanej informacji wyrdznia si¢ prognozy:

o ex post, w przypadku ktorych wartoéci zmiennych objasniajacych sa znane,

a prognoza moze by¢ poréwnana z wartosciami zaobserwowanymi,

o ex ante, w przypadku ktérych dostgpnos¢ danych, dotyczacych wartosci
zmiennych (objasniajacych) niezbednych do wyznaczenia prognozy, zalezy
od dtugosci i struktury wystepujacych opdznien oraz charakteru zjawisk.
Dane te sg zazwyczaj nieznane, a warto$ci zmiennych objasniajacych sg wy-
znaczane z pewnym prawdopodobienstwem. Dlatego tak otrzymana pro-
gnoza nosi nazwe warunkowej (wzgledem zmiennych objasniajacych).

Prognozy wyznaczane na okresy, dla ktérych znane s3 wartosci zmiennej pro-
gnozowanej, nazywane sg prognozami wygastymi. Wyznacza si¢ je gtéwnie w celu
oceny poprawnosci metody prognozowania, ktorg bedzie mozna zastosowa¢ do
budowy prognoz ex ante.

Prognozowanie jest procesem, na ktdry sklada si¢ kilka etapow:

1) sformulowanie zadania prognostycznego,

2) okreslenie przestanek prognostycznych,
3) zebranie i analiza danych prognostycznych,
4) wyboér metody prognozowania,

5) konstrukcja prognozy,

6) ocena dokladnosci prognozy.

Sformulowanie zadania prognostycznego polega na sformutowaniu celu bu-
dowy prognozy, okresleniu prognozowanego zjawiska i ustaleniu horyzontu
prognozy oraz sprecyzowaniu wymagan dopuszczalnosci prognoz. Formutu-
jac przestanki prognostyczne opisuje si¢ mechanizm generujacy prognozowang
zmienng oraz liste czynnikow, ktore na ten proces wplywajg. W trzecim etapie
nastepuje zbieranie danych potrzebnych do sformutowania modelu i konstruk-
Cji prognozy.

Metoda prognozowania obejmuje sposob przetworzenia danych uzywanych do
opisu zmiennej prognozowanej oraz ich ekstrapolacji poza probe. Wyboér metody
prognozowania zalezy od zdefiniowanego problemu prognostycznego i rodza-
ju zebranych danych. Metody prognozowania mozna podzieli¢ na subiektywne
i sformalizowane, a nalezg do nich:

 prognozowanie na podstawie modelu formalnego,

« metody heurystyczne, np. burza mdzgéw, metoda delficka, wptywow krzy-
zowych itp.,

o prognozowanie analogowe, ktore polega na przewidywaniu przysztosci
zmiennej prognozowanej przez wykorzystanie informacji o innych zmien-
nych, o podobnych réwnoczesnych zmianach w czasie (jednakze zaleznosci
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miedzy zmiennymi sg zbyt slabe, aby mozna bylo przypuszczac, ze s3 one
powiazane przyczynowo ze zmienng prognozowana),
+ prognozowanie scenariuszowe, polegajace na opracowaniu réznych scenariu-
szy dotyczacych rozwoju zjawisk wptywajacych na zmienng prognozowang.
Ocene dokladnosci prognoz przeprowadza si¢ na podstawie wyznaczonych
bledéw prognoz.

W teorii prognozy przyjmuje si¢ szereg zalozen, bedacych warunkami wstep-

nymi umozliwiajacymi wnioskowanie o przysztosci w uzasadniony sposob*.

1. Znane s3 oszacowania parametréw modelu, w ktérym zmienna prognozo-
wana pelni role zmiennej objasniane;.

2. Model jest stabilny w czasie (tzn. nie ulega zmianom jego posta¢ analityczna
i warto$ci parametrow strukturalnych sg stale w czasie, na jaki wyznaczane
s3 prognozy) badz tez nastgpujace zmiany s3 powolne i na tyle regularne, ze
mozna je z dostateczng dokladnoscia przewidziec.

3. Rozklad sktadnika losowego modelu jest stacjonarny badz zmiany tego roz-
ktadu sg powolne i na tyle regularne, Ze umozliwiaja odpowiednio doktadne
ekstrapolacje.

4. Znane sg warto$ci zmiennych objasniajacych w okresie prognostycznym.

5. Dopuszczalna jest ekstrapolacja modelu poza obszar zmiennosci zmiennych ob-
jasniajacych zaobserwowany w probie, na podstawie ktdrej oszacowano model.

7.2. Sformalizowane metody prognozowania

Do sformalizowanych metod prognozowania mozna zaliczy¢ zaréwno metody
proste, jak i dos¢ skomplikowane modele ekonometryczne, w ktérych zmienna
prognozowana jest zmienng objasniang. Modele wykorzystywane do prognozo-
wania zazwyczaj dzieli si¢ na dwie grupy, tj. metody bezposrednie i posrednie.
W przypadku tych pierwszych korzysta sie jedynie z informacji o dotychczaso-
wym ksztaltowaniu si¢ zmiennej prognozowanej. Do grupy metod bezposrednich
zalicza si¢ wszystkie metody prognozowania na podstawie szeregéw czasowych,
wsrod ktorych wymieni¢ mozna:

1) metody naiwne,

2) metody $redniej ruchome;j (5.19),

3) metody wygladzania wyktadniczego (5.33)-(5.34),

4) modele tendencji rozwojowej (5.16)-(5.18),

5) modele szeregéw czasowych, tj. modele AR (6.22) oraz ARMA, ARIMA.

4 Ich oméwienie znalezé mozna m.in. w pracy [Witkowska 2012, s. 182].
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Wsr6d modeli naiwnych wyrdznia sie:
« model blagdzenia przypadkowego postaci:

Y=V (7.1)
« model dla szeregu czasowego z trendem:
)’: =Yt (yt—l - yt—z) (7.2)

« model dla zalozonych zmian (tj. wzrostu lub spadku) zjawiska w czasie:
y=(1+0-y, (7.3)

gdzie:

y, — prognoza (warto$¢) zmiennej prognozowanej w okresie t,

Y, Y., — Warto$ci zmiennej prognozowanej w okresach poprzednich w stosunku
do okresu, na jaki wyznacza si¢ prognoze, tj. odpowiednio ¢ - 1, t - 2,

¢ — wskaznik stalego wzrostu (spadku) z okresu na okres.

Jak tatwo zauwazy¢, korzystajac z metod naiwnych (7.1)-(7.3), bez problemu wy-
znaczy¢ mozna prognoze na jeden okres do przodu, poniewaz do jej wyznaczenia
zawsze potrzebna jest obserwacja poprzedzajaca okres prognozowany t. Zatem jesli
horyzont prognozy jest dluzszy niz jeden okres, to korzystajac z tych wzordw, nalezy
prognozy wyznaczac okres po okresie, kazdorazowo dokonujac biezacej obserwacji
wartosci zmiennej prognozowanej. Przykladowo, jesli prognozy maja zosta¢ zbudo-
wane w marcu na kilka kolejnych miesigcy (majac dane od stycznia do marca), to
bez trudu wyznaczy¢ mozna prognoze na kwiecien na podstawie danych z marca
wedlug wzordw (7.1) i (7.3) oraz danych z lutego i marca wedlug wzoru (7.2). Nato-
miast, aby wyznaczy¢ prognoze na maj, trzeba odczeka¢ do kwietnia, kiedy dostepne
beda obserwacje z tego miesigca, i w kwietniu wyznaczy¢ prognoze na maj na pod-
stawie danych dotyczacych rzeczywistej wartosci zmiennej prognozowanej w kwiet-
niu. Prognozy na dalsze miesigce wyznacza si¢ w podobny sposéb, kazdorazowo od-
czekujac miesigc i obliczajac warto$¢ zmiennej prognozowanej na nastgpny miesigc.
W podobny sposdb wyznacza si¢ prognozy za pomocg srednich ruchomych oraz
modeli, w ktérych wystepuja zmienne opdznione o jeden okres, np. modele AR(1).

Jednakze takie wyznaczanie prognoz nie jest wygodne, a w wielu przypadkach
jest niesatysfakcjonujace, kiedy istnieje potrzeba wyznaczenia catego ciggu prognoz
lub w sytuacji, kiedy w momencie budowy prognoz nie sa dostepne dane dotyczace
okresu bezposrednio poprzedzajacego pierwszy okres, na jaki si¢ prognozuje’. Wow-
czas prognozy wyznacza sie rekurencyjnie, korzystajac z prognoz obliczonych dla

5 Ta ostatnia przyczyna zwiazana jest z opdznieniem obserwacji statystycznej, ktéra - w szcze-
gblnosci w szeregach czasowych duzej czestotliwosci - sprawia, ze informacje na temat zjawi-
ska w okresie t pojawiaja sie dopiero w okresach t + 1 lub pézniej, np. dane o sumie transakcji
finansowych w danym miesiacu beda znane nie wczesniej jak pierwszego kolejnego miesiaca.
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wezesniejszych okresow. Zatem prognozy dla pierwszego okresu prognostycznego
wyznacza si¢ wedtug wzoréw (7.1)-(7.2), a na kolejne okresy, korzystajac ze wzoréw:

« model (7.1): y,., =y, dlaokresut+1,
Y., =, dla okresu t + 2 itd.;
« model (7.2): Vi, =y, +, -y._)dlaokresut+1,
Vo=Vt ., —y) dlaokresut+2itd;
o model (7.3): Y., = +c¢)-y dlaokresut+1,

y.,,=(1+c¢)-y,  dlaokresut+2itd.

Przyktad 7.1

Na podstawie danych dotyczacych dziatalnoci finansowej i ubezpieczeniowej, przed-
stawionych w przykladzie 5.4, nalezy wyznaczy¢ prognozy ex post dla okresu obserwa-
cji oraz prognozy ex ante na kolejne 4 kwartaty, tj. na okresy 2019Q3-2020Q2, stosujac
metody naiwne (7.1)-(7.3), ktére oznacza si¢ symbolami odpowiednio: N1, N2 i N3.

Rozwiazanie

W tab. 7.1 zawarto wszystkie niezbedne dane, obliczenia pomocnicze oraz wyznaczo-
ne prognozy. W przypadku modelu statych zmian w czasie (7.3) warto$¢ parametru
¢ okreslono na poziomie $redniej geometrycznej (5.8) opisujacej przecietne zmiany
zjawiska z okresu na okres, obliczonej dla szeregu ,,historycznych obserwacji”’ zmien-
nej prognozowanej, tj. dla danych 2014Q1-2019Q2. Indeks jednopodstawowy (5.5),
wyznaczony dla ostatniego okresu 2019Q2 w stosunku do pierwszego badanego
kwartalu 2014Q1, wynosi 1,3181, a pierwiastek 21 stopnia® z tej liczby réwna si¢
1,0132. Oznacza to, ze zakladane jednakowe przyrosty wartosci dzialalnosci finanso-
wej i ubezpieczeniowej z okresu na okres wyniosly 1,32% kwartalnie, stad ¢ = 0,0132.

Prognozy wyznaczone dla kwartatow 2014Q1-2019Q2 s3 prognozami ex post,
natomiast te obliczone na nastepne 4 kwartaty prognozami ex ante. Prognozy na
trzeci kwartal 2019 roku zostaly wyznaczone na podstawie danych rzeczywistych
pochodzacych z okresu 2019Q2, natomiast na kolejne okresy z wykorzystaniem
wyznaczonych prognoz na okres 2019Q3 i dalsze.

Analizujgc prognozy wyznaczone za pomocg modelu bfadzenia losowego (ko-
lumna 3, tab. 7.1) zauwaza sig, ze wszystkie prognozy ex ante sa identyczne, ponie-
waz ,powielajg” ostatnig obserwacje. Z kolei prognozy wyznaczone na podstawie
(7.2) zmieniajg sie z okresu na okres dokladnie o t¢ sama warto$¢, bedacg rdznica
miedzy dwiema ostatnimi obserwacjami (kolumna 4). Natomiast prognoza wy-
znaczona na podstawie modelu (7.3) wskazuje systematyczny wzrost i poczynajac
od obserwacji 2029Q4, jest obliczana poprzez wykorzystanie (wczesniej) wyzna-
czonych prognoz dotyczacych poprzednich kwartatow.

6 Stopien pierwiastka wynika z liczby indekséw tancuchowych, ktérych dla 22 obserwacji moz-
na wyznaczyc¢ 21.
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Tabela 7.1. Dane do przyktadu 7.1 i wyznaczone prognozy

Prognozy
Okresy | Obserwacje N1 N2 N3
Y e, e Y =1+ y,,
Yar Yo | YVt Va-Y)

2014Q1 159334

2014Q2 | 19852,0 | 159334 x x 16 144,36
2014Q3 | 16717,3 | 19852,0 3918,6 23770,6 20114,84
2014Q4 | 16540,5 | 167173 | -3134,7 13582,6 16 938,64
2015Q1 | 15801,9 16 540,5 -176,8 16363,7 16 759,50
2015Q2 16 747,5 15801,9 -738,6 15063,3 16 011,12
2015Q3 16 945,0 16 747,5 945,6 17 693,1 16 969,24
2015Q4 15416,4 16 945,0 197,5 17 142,5 17 169,35
2016Q1 | 18528,9 | 154164 | -1528,6 13887,8 15 620,51
2016Q2 | 17694,1 | 185289 3112,5 21641,4 18 774,22
2016Q3 | 18552,1 | 17694,1 -834,8 16 859,3 17 928,37
2016Q4 | 17537,8 18552,1 858,0 19410,1 18 797,73
2017Q1 18 127,7 17 537,8 -1014,3 16 523,5 17 770,00
2017Q2 18 624,7 18 127,7 589,9 18 717,6 18 367,71
2017Q3 20 684,5 18 624,7 497,0 19121,7 18 871,29
2017Q4 | 202185 | 206845 2059,8 227443 20958,36
2018Q1 | 176850 | 202185 -466,0 19752,5 20 486,19
2018Q2 | 18504,6 176850 | -2533,5 15151,5 17919,15
2018Q3 | 19068,6 18 504,6 819,6 19324,2 18 749,60
2018Q4 18872,5 19 068,6 564,0 19632,6 19 321,07
2019Q1 18187,3 18872,5 -196,1 18676,4 19122,37
2019Q2 21002,3 18 187,3 -685,2 17 502,1 18 428,10

Prognozy ex ante wyznaczone rekurencyjnie
N1 N2 N3

2019Q3 21002,3 | 2815,0 23817,3 21280,37
2019Q4 21002,3 2815,0 26 632,3 21562,12
2020Q1 21002,3 2815,0 29447,3 21 847,60
2020Q2 21002,3 2815,0 32262,3 22 136,86

Zrédto: dane w kolumnie 4: GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/
(dostep 23.11.2019); dane w kolumnach 5-6: obliczenia wtasne.



https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/

7.2. Sformalizowane metody prognozowania 227

36000
31000
26000
21000
16 000
11000

= o™ m = = o m = = o~ m = = o~ m = = o m = - o m = - o

ggggddddddddddddddddddo‘ddd

('] ('] (3] wn =] [t=] {t=] w ~ ~ ~ M~ (=] [==] oo oo (=] (=] [=2] (=] (=1 (=1

= = = = =l = = = =l =l = = =l =l =l = = =l =l = = = =l = o o

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN

QObserwacje Prognoza N1 =~ sesereses Prognoza N2 Prognoza N3

Rysunek 7.2. Poréwnanie prognoz z obserwacjami

Zrédto: opracowanie wtasne.

Poréwnanie prognoz uzyskanych réznymi metodami przedstawiono na
rys. 7.2. Jak mozna zauwazy¢, prognozy wygaste (dla obserwacji z okresu 2014Q1-
-2019Q2) w miare poprawnie odwzorowuja dane rzeczywiste w tym okresie. Przy
czym prognozy wyznaczone za pomocg metod N1 i N3 praktycznie sie pokrywaja
i sg blizsze obserwacjom niz prognozy obliczone za pomoca modelu (7.2). Zréz-
nicowanie warto$ci wyznaczonych prognoz jest wyraznie widoczne dla prognoz
ex ante, z ktérych te wyznaczone metodg N2 wykazuja staly i dos¢ znaczny wzrost.

&

Jak wczesniej wspomniano, $rednie ruchome moga by¢ wykorzystywane do pro-
gnozowania tzn. wyznaczania nieznanych — przyszlych wartoéci szeregu czasowe-
go. W tym celu wartosci $rednich przypisuje si¢ obserwacji nastepnej po ostatnim
okresie uwzglednionym w obliczeniu $redniej kroczacej. Przykltadowo prognoze dla
okresu (T + 1) wyznacza si¢ jako wartos¢ sredniej wyznaczonej dla okresow (T - k,
T-k+1,T-k+2+...,T-1,T). Natomiast prognozy na kolejne okresy wyznacza
si¢ w podobny sposdb, podstawiajac za nieznane wartosci szeregu ich wyznaczone
wczesniej prognozy. I tak dla okresu (T + 2) prognoza jest wartoscia $rednig obli-
czong dla okreséw (T'-k+1, T-k+2+...,T-1,T, T+ 1), przy czym ostania dana
potrzebna do wyznaczenia tej Sredniej nie pochodzi z szeregu obserwaciji, a jest pro-
gnoza wyznaczong dla okresu (T + 1). W kolejnym okresie, tj. (T + 3) prognoza
bedzie $rednig z okresow (T -k +2 +...,T-1, T, T+ 1, T + 2), a ostatnie dwie war-
tosci niezbedne do obliczenia $redniej s3 wezesniej wyznaczonymi prognozami itd.
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Przyktad 7.2

Korzystajac z 3-okresowej prostej sredniej kroczacej, obliczonej w przykladzie 5.4,
nalezy wyznaczy¢ prognozy dziatalnodci finansowej i ubezpieczeniowej na kolej-
ne 4 kwartaty.

Rozwiazanie

Wyznaczone wartoéci prognoz przedstawiono w tab. 7.2. Prognoze y na pierwszy
kwartat 2019 roku wyznaczono jako $rednig y,,, w tab. 5.7, (czyli $rednig obliczong na
podstawie y, dla t = 18, 19 i 20), co zapisac nalezy jako: y, = y,,. W dalszej kolejnosci,
na podstawie danych pochodzacych z obserwacji, wyznaczone zostaly prognozy na
drugi i trzeci kwartat 2019 roku odpowiednio jako y, =y, iy, = y, . Obliczenie pro-
gnoz na kolejne okresy wymaga zastosowania procedury rekurencyjnej i skorzystania
z juz weze$niej wyznaczonych prognoz. Prognoze PKB na czwarty kwartat 2019 roku
obliczono jako: y,, = (y,, + y,, + ¥,)/3 na pierwszy kwartat 2020 roku wyznaczono
jako: y, = (y,, +¥,,+ y,9/3, a na drugi kwartal 2020 roku jako: y. = (y,, +y,,+ y,)/3.

Tabela 7.2. Prognozy dziatalnosci finansowej i ubezpieczeniowej w [mln PLN] do przyktadu 7.2

. Srednie ruchome przyporzadkowane obserwacji
Rok | Kwartat | t Zmiennay, - — - —
srodkowej (v,) nastepnej po ostatniej (y,)
(1) (2) (3) (4) (5) (6)
2018 Il kw. 18 18 504,6
Mkw. | 19| 19068,6 18 815,2
Vkw. |20 | 188725 18709,5 S~
2019 | Ikw. |21 | 181873 19354,0 18 815,2
11 kw. 22 21002,3 18 709,5
Nkw. | 23 19354,0
IVkw. | 24 19514,5
2020 I kw. 25 19957,0
Il kw. 26 19608,5

Uwaga: wartosci w kolumnach 4 i 5 pochodza z tab. 5.7.

Zrédto: dane w kolumnie 4: GUS, https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/
(dostep 23.11.2019); dane w kolumnach 5-6: obliczenia wtasne.

Jak zatem wida¢, proces wyznaczania prognoz jest rekurencyjny i obserwacje
s3 stopniowo zastepowane przez wyznaczone wczesniej prognozy. Nasuwa sie
oczywiscie pytanie o jakos¢ wyznaczonych prognoz, ale to mozna stwierdzi¢ do-
piero po dokonaniu obserwacji zmiennej, ktoérg prognozowano’.

%

7 Bedzie o tym mowa w dalszych rozwazaniach.


https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne/

7.2. Sformalizowane metody prognozowania 229

W podobny sposéb, jak w przypadku modeli naiwnych i §rednich ruchomych,
wyznacza si¢ prognozy na podstawie modeli szeregdw czasowych, w ktérych je-
dynymi zmiennymi objasnianymi s3 op6znione zmienne objasniane. Teoretycz-
nie mozna wyobrazi¢ sobie, ze w modelu AR(r) najkrétsze opdznienie zmien-
nej prognozowanej bedzie przynajmniej o takiej dtugosci, jak zalozony horyzont
prognozy. Przykladowo przy zalozonym pigciookresowym horyzoncie prognozy
korzysta si¢ (tak jak to pokazano w przykladzie 6.5) z modelu postaci:

Vim0 T &Y Xy Y g T & Vs T E

Wowczas wszystkie prognozy na okresy t = 1, 2, ..., 5 wyznaczy¢ mozna, korzysta-
jac z danych rzeczywistych, bedacych obserwacjami opéznionymi o odpowiednia
liczbe okreséw. Jednakze tego typu sytuacje nie sg zbyt czeste i w praktyce pro-
gnozy wyznacza si¢ albo z okresu na okres, na podstawie danych pochodzacych
z obserwagji, albo rekurencyjnie na podstawie wczesniej wyznaczonych prognoz
zmiennej prognozowane;.

Przyktad 7.3

Korzystajac z danych dotyczacych PKB z przyktadu 5.1, oszacowane zostang
MNK modele autoregresji i na ich podstawie trzeba bedzie wyznaczy¢ prognozy
dla kolejnych 4 kwartaléw®.

Rozwiazanie

W pierwszym kroku nalezy oszacowa¢ model, ktory zostanie wykorzystany do
budowy prognoz. Zdecydowano zbudowa¢ model autoregresji zawierajacy opoz-
nienia do 4 okreséw, poniewaz posiadane dane sa obserwacjami kwartalnymi.
Zatem model (6.22) jest w tym przypadku postaci:

« ML Yymy &y 0y &Y sty TE

Warto w tym miejscu przypomnie¢, ze przy szacowaniu modeli autoregresji
traci si¢ tyle obserwacji, ile wynosi maksymalne opdznienie zmiennych. Zatem
w przypadku modelu AR(4) z 22 obserwacji utraci si¢ 4 z powodu najdtuzszego
opdznienia (o 4 okresy), co oznacza, ze model bedzie szacowany de facto na pod-
stawie 18 danych, poczynajac od pierwszego kwartatu 2015 roku.

M1 jest modelem autoregresji rzedu czwartego AR(4), ktdrego oszacowa-
nia przedstawiono w tab. 7.3. Jak wida¢, model M1 dobrze opisuje obserwacje
(R*=0,99), ale poza wyrazem wolnym i zmienng opdzniong o 4 kwartaly pozo-
stale zmienne sg statystycznie nieistotne w tym modelu.

8 W niniejszym przyktadzie estymacje MNK parametréw modeli przeprowadzono, korzystajac
z funkcji REGLINP, a wartosci teoretyczne wyznaczono za pomocg funkcji REGLINW w Excelu.
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Tabela 7.3. Parametry oszacowanych modeli

Zmienne opdznione
const
Voo | Ve | ove | oy

Model M1

Liczba obserwacji 18 | Liczba stopni swobody 13
R?>=0,9873 &,. 1,0874 0,0446 0,0319 0,0444 -72710,4006
R?=0,9834 t 25,8286 1,0343 0,8450 1,1804 -3,2825
Model M2

Liczba obserwacji 18 | Liczba stopni swobody 16
R?=0,9816 a, 1,1375 -38022,0691
R?=0,9805 t 29,1930 -2,0909
Model M3

Liczba obserwacji 18 | Liczba stopni swobody 16
R?=0,1646 dl, 0,4215 285 435,4094
R2=0,1124 t 1,7755 2,4581
Model M3*

Liczba obserwacji 21 | Liczba stopni swobody 19
R?>=0,2618 (A:l’. 0,5011 244 702,8252
R?=0,2229 t 2,5961 2,6460

Uwaga: pogrubiono wartosci statystyk testowych pozwalajacych na odrzucenie hipotezy
zerowej o braku istotno$ci zmiennej na poziomie istotnosci 0,05.

Zrédto: obliczenia wtasne.

W zwigzku z tym usunigto z modelu zmienne nieistotne i oszacowano model
AR(4) postaci:

o M2:yt=ao+(x4-yt74+et

ktorego stopien dopasowania do danych empirycznych jest réwnie wysoki, jak mo-
delu M1 (R*= 0,98). Nalezy przy tym zauwazy¢, ze oba modele estymowane s na
podstawie prob o tej samej dtugosci (T = 18), ale liczba stopni swobody w modelu
M2 jest wigksza. Zatem do modelowania szeregu kwartalnych obserwacji PKB wy-
starczy uzy¢ modelu AR(4) z jedng zmienng. W celach poréwnawczych dodatkowo
oszacowano model AR(1) zawierajacy zmienng opdzniong o 1 kwartal postaci:

e M3iy =a +a -y +e

do oszacowania ktorego wykorzystano dwie proby estymacyjne, tj. probe o tej sa-
mej dtugosci co w modelach M1 i M2, co oznaczono jako model M3, oraz probe,
z ktdrej usunieto tylko jedna obserwacje (z powodu opdznienia o 1 okres), co
oznaczono jako model M3*.
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W celu prawidlowej oceny modeli, ktdre roznig sie specyfikacja i liczbg stopni
swobody obliczono dla nich skorygowane wspdtczynniki determinacji (4.47). Jak
widac¢ w tab. 7.3, najlepiej dopasowanymi do danych empirycznych s3 oba modele
AR(4). Wprawdzie w obu modelach AR(1) zmienna op6zniona o 1 okres stafa
sie statystycznie istotna, ale wspotczynniki determinacji R* sa bardzo niskie, co
oznacza nieuwzglednienie w tych modelach istotnych zmiennych objasniajacych.
Dlatego modele te nie nadajg si¢ do wyznaczenia prognoz, a prognozy PKB na
kolejne 4 kwartaly zostang wyznaczone na podstawie modeli M1 i M2.

Tabela 7.4. Prognozy i dane do oszacowania modelu i wyznaczenia prognoz

Wartos$ci teoretyczne

; Warto$ci zmiennych opdznionych
Obserwacje yehop y wyznaczone z modelu

Okresy PKB

yt—4 -yt—3 -y(—Z -yt—l Ml M2
(1) (2) 3) (4) (5) (6) () (8)

2015Q1| 415701,4 |399536,9 |418230,9 |425004,3 | 477 657,9 | 415 137,23 | 416 468,20
2015Q2| 434227,3 |418230,9 | 425004,3 | 477657,9 | 415 701,4 | 434 698,61 | 437 733,43
2015Q3| 439967,9 |425004,3 |477657,9 | 415701,4 | 434 227,3 | 443 256,43 | 445 438,46
2015Q4| 510331,0 |477657,9 |415701,4 | 434227,3 | 439967,9 | 498 596,82 | 505 334,18
2016Q1| 4301651 |415701,4 |434227,3|439967,9 | 510331,0 | 435354,31 | 434 856,01
2016Q2| 450116,2 |434227,3|439967,9 | 510331,0 | 430 165,1 | 454 444,05 | 455 930,01
2016Q3| 4548104 |439967,9 |510331,0 (430 165,1 |450116,2 | 462 150,51 | 462 460,19
2016Q4| 526019,9 |510331,0 |430165,1 |450116,2 | 454 810,4 | 535 935,89 | 542 501,22
2017Q1| 458461,0 |430165,1 |450116,2 | 454 810,4 | 526 019,9 | 452 959,90 | 451 309,09
2017Q2| 478886,8 |450116,2 |454810,4 | 526 019,9 | 458 461,0 | 474 138,99 | 474 004,32
2017Q3| 491398,1 |454810,4 |526019,9 | 458461,0 | 478 886,38 | 481 168,49 | 479 344,17
2017Q4| 560568,2 |526019,9 | 458461,0 | 478 886,8 | 491 398,1 | 556 798,06 | 560 348,01
2018Q1| 487129,3 |458461,0 |478886,8 |491398,1 | 560568,2 | 487 711,17 | 483 496,90
2018Q2| 507606,2 |478886,8 |491398,1 |560568,2 | 487 129,3 | 509 429,00 | 506 732,12
2018Q3| 525180,3 |491398,1 |560568,2 |487129,3 | 507 606,2 | 524 682,71 | 520 964,23
2018Q4| 595756,1 |560568,2 |487129,3 507 606,2 | 525 180,3 | 598 058,72 | 599 648,16
2019Q1| 520197,2 |487129,3|507606,2 | 525 180,3 | 595 756,1 | 522 803,91 | 516 108,26
2019Q2| 545556,2 |507606,2 | 525 180,3 | 595 756,1 | 520 197,2 | 544 753,77 | 539 401,60

Prognozy
2019Q3 525180,3 | 595 756,1 | 520 197,2 | 545 556,2 | 565 724,54 | 559 392,97
2019Q4 595756,1 | 520 197,2 | 545 556,2 | 565 724,5 | 640 805,41 | 639 675,92
2020Q1 520197,2 | 545556,2 | 565 724,5 | 609 802,1 | 563 745,48 | 553 724,44
2020Q2 545 556,2 | 565 724,5 | 609 802,1 | 656 089,0 | 591 196,96 | 582 571,39

Uwaga: zacienione komorki zawieraja prognozy wyznaczone rekurencyjne dla kolejnych okreséw.
Zrédto: kolumna (2) wg https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/inne-opracowania/informacje-o-
sytuacji-spoleczno-gospodarczej/biuletyn-statystyczny-nr-92020,4,104.html (dostep 20.12.2020),

pozostate - obliczenia wtasne.


https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/inne-opracowania/informacje-o-sytuacji-spoleczno-gospodarczej/biuletyn-statystyczny-nr-92020,4,104.html
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/inne-opracowania/informacje-o-sytuacji-spoleczno-gospodarczej/biuletyn-statystyczny-nr-92020,4,104.html
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Warto odnotowac, ze o ile korzystajac z modelu M2 mozna wyznaczy¢ progno-
zy na wszystkie 4 okresy, korzystajac z obserwagiji (tj. z danych rzeczywistych) opdz-
nionej zmiennej prognozowanej, tj. PKB’, to na podstawie modelu M1, opierajac sie
na danych rzeczywistych mozna wyznaczy¢ jedynie prognoze na kolejny kwartal™,
tj. 2019Q3. Zatem dla kolejnych 3 okreséw prognozy wyznacza sie rekurencyjnie, trze-
ba bowiem uzupelnia¢ brakujgce wartosci zmiennych: y, , y, ., y, , w kolejnych kwar-
tatach, tj. 2019Q4, 2020Q1 i 2020Q2, podstawiajac wczedniej wyznaczone prognozy.
W tab. 7.4 przedstawiono zestaw danych do estymacji modeli i budowy prognoz, a na
rys. 7.3 - poréwnanie wartosci teoretycznych i prognoz wyznaczonych na podstawie
obu modeli AR(4) z danymi rzeczywistymi. Jak wida¢, prognozy wyznaczone na pod-
stawie modeli M1 i M2 dobrze odzwierciedlaja ksztattowanie si¢ PKB, z wyjatkiem
drugiego kwartatu 2020 roku. W tym okresie, z powodu pandemii COVID-19, rze-
czywista warto$¢ PKB znaczgco spadta w pordwnaniu z analogicznym okresem roku
poprzedniego, co nie mogto zosta¢ uwzglednione w opracowywanych prognozach, bo
nie byto mozna tego przewidzie¢ w drugim kwartale 2019 roku, kiedy je wyznaczano.

680 000
630000
580000
530000
480 000
430 000

380000

Rysunek 7.3. Poréwnanie wartosci rzeczywistych i prognoz wyznaczonych na podstawie
modeli autoregresyjnych

Zrédto: obliczenia wtasne.

%

9 Zauwazy¢ trzeba, ze w kolumnie (3) dane rzeczywiste dotycza zmiennej opdznionej y, , dla
catego horyzontu prognozowania, tj. wszystkich obserwacji do 2020Q2.

10 W modelu M1 obecne s3 zmienne op6znione o mniej niz 4 okresy. Zatem dla zmiennej y, ,
z kolumny (6) brakuje danych rzeczywistych juz dla okresu 2019Q4. Obserwacje te trzeba
uzupetnic prognoza wyznaczona dla tego okresu na podstawie modelu M1. W kolejny okre-
sie, tj. 2020Q1, brakuje danych rzeczywistych zaréwno dla zmiennej y, ,, jak i zmiennej y, ,
z kolumny (5). Zatem nalezy uzupetni¢ prognozami dane dla tych zmiennych. Natomiast dla
ostatniego okresu prognozy nalezy dodatkowo uzupetni¢ dane dla zmiennejy, ..



7.2. Sformalizowane metody prognozowania 233

W przypadku metod posrednich, w procesie prognozowania wykorzystuje sie
informacje dotyczace zaréwno zmiennej prognozowanej, jak i innych zmiennych,
wplywajacych na ksztaltowanie si¢ zmiennej prognozowanej. W procesie progno-
zowania po$redniego najpierw okresla sie wartosci zmiennych oddzialujacych
na zmienng prognozowang, a dopiero na ich podstawie wyznacza si¢ wartosci
zmiennej prognozowanej. Przykladem metod posrednich moga by¢ prognozy
budowane z wykorzystaniem opisowych modeli ekonometrycznych (6.7), w ktd-
rych przyszle wartosci, objasnianych przez model, zmiennych prognozowanych,
s3 wyznaczane na podstawie zatozonych lub oszacowanych (dla przysztych okre-
séw) wartosci zmiennych objasniajacych — deskryptorow.

W przypadku wykorzystania modeli ekonometrycznych wnioskowanie nosi
nazwe predykeji ekonometrycznej, ktéra jest pewnym typem wnioskowania
statystycznego. Polega na szacowaniu majacej si¢ zrealizowac (w przyszitosci)
zmiennej losowej''. Warto$¢ wyznaczonej prognozy punktowej jest wartoscia
teoretyczng obliczong dla zadanego przyszlego okresu na podstawie oszacowa-
nego modelu, ktéry musi spelniaé, wczesniej sformulowane, zalozenia teorii
predykcji.

Warto przy tym zdawac sobie sprawe z wielu probleméw, ktore pojawiaja sie
w praktyce prognozowania. Po pierwsze, obiekty gospodarcze nie s3 ani w pel-
ni sterowalne, ani calkiem autonomiczne. Oznacza to, Ze nawet najlepszy model
opisujacy badany obiekt lub zjawisko, np. procesy zachodzace w przedsiebior-
stwie, tj. model kosztéw moze okazac si¢ bezuzyteczny, jesli nastapia gwaltowne
zmiany w otoczeniu, np. zmianie ulegnie stawka lub sposob rozliczania podatku
VAT. Po drugie, dobre dopasowanie oszacowanego modelu do danych obserwo-
wanych w przeszlosci nie oznacza, ze bedzie on réwnie dobrze opisywal badane
zjawisko w przyszlosci. Zasada jest, ze modele ekonometryczne budowane sg dla
okreslonych celéw, tzn. sg inaczej konstruowane, jesli maja stuzy¢ badaniu me-
chanizméw zjawisk spoteczno-gospodarczych, a inaczej - jesli maja zosta¢ wy-
korzystane do prognozowania. W tym ostatnim przypadku zaleca si¢ szacowanie
modeli na podstawie szeregéw czasowych i malg liczbe zmiennych objasniajacych
wspotbieznych ze zmienng objasniang. Po trzecie, w teorii prognozy zaklada si¢
niezmienno$¢ postaci analitycznej, zbioru zmiennych objasniajacych i wartosci
parametréw w przyszltosci, co okresla si¢ mianem stabilnosci modelu'. Jednakze
ciggle zmiany zachodzace w zjawiskach spoleczno-gospodarczych moga sprawiac
szybka dezaktualizacje modeli. Dlatego w praktyce przeprowadza si¢ aktualizacje

11 Predykcja obejmuje zjawiska czysto losowe lub zjawiska kontrolowane z losowymi zaktd-
ceniami. Zagadnienia prognozowania na podstawie opisowych modeli ekonometrycznych
nie s3 omawiane w niniejszym opracowaniu. Omawianie tego tematu znalez¢ mozna m.in.
w pracach: [Cie$lak 1997; Dittmann 2017; Dunis 2001; Witkowska 2012; Zelias, Pawetek,
Wanat 2003].

12 Stabilno$¢ modelu podobnie jak jego wtasciwosci prognostyczne sg testowane w procesie
weryfikacji modelu za pomoca odpowiednich testéw statystycznych oraz miernikdw.
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modelu poprzez ponowna estymacje¢ jego parametréw kazdorazowo po pojawie-
niu si¢ nowych obserwacji i wyznacza si¢ kolejne prognozy na podstawie reesty-
mowanego modelu. W niektérych przypadkach, konieczna bywa respecyfikacja
modelu. Praktyka prognozowania jest rowniez wyznaczanie prognoz scenariu-
szowych, uwzgledniajacych rozne zalozenia dotyczace ksztaltowania sie w przy-
szto$ci warto$ci zmiennych objasniajacych lub zréznicowany wplyw otoczenia na
zmienng prognozowana, przykladowo przyjmujac warianty optymistyczny, neu-
tralny i pesymistyczny.

Przyktad 7.4

Korzystajac z danych dotyczacych PKB z przykladu 5.1 i oszacowanego w przy-
ktadzie 6.2 modelu (M1) trendu z wahaniami sezonowym, nalezy wyznaczy¢ pro-
gnozy na kolejne 4 kwartaty".

Rozwigzanie

Do wyznaczenia prognoz postuzy oszacowany model M1 postaci:
y=0Q -z, ta, -z, +a, -z, +a&.-2z, +a.-t

dla ktérego oceny estymatoréw parametréw zamieszczono w tab. 6.2. W celu wy-
znaczenia prognoz nalezy okresli¢ wartosci deskryptoréw w tym modelu. Mo-
del zostal oszacowany na podstawie danych kwartalnych od 2014Q1 do 2019Q2,
tj. 22 obserwacji. Stad wartosci zmiennej czasowej dla okresu estymacji wynosza
t=1,2,3,...,22,adlakolejnych 4 kwartatow: t* =22, 23,24 i 25. W modelu tym,
oprocz zmiennej t, wystepuja 4 zmienne zero-jedynkowe, ktorych wartoéci ozna-
czaja kolejne kwartaty, wiec nietrudno je wyznaczy¢ dla kolejnych okreséw. Dane
niezbedne do oszacowania prognoz przedstawiono w tab. 7.5.

Tabela 7.5. Prognozy i dane do wyznaczenia prognoz

Okres | Prognozy wyznaczone | Zmienne zero-jedynkowe
prognozy | zmodelu trendu M1 z,, 1 kw. zkw. | z lllkw. | Zz, IVkw.
2019Q3 543 849,832 23 0 0 1 0
201904 610 644,244 24 0 0 0 1
2020Q1 541 205,713 25 1 0 0 0
2020Q2 561 777,829 26 0 1 0 0

Zrédto: obliczenia wtasne.

%

13 Wszystkie oszacowane modele w podobny sposdb opisujg prognozowane zjawisko i maja
tyle samo stopni swobody (tab. 6.2), zatem do prognoz mozna wybra¢ dowolny model.
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Podstawowa zaletg modeli trendu jest tatwos$¢ okredlenia przysztych wartosci
jedynej zmiennej objasniajacej, przyjmuje ona bowiem wartosci okresu, na jaki
wyznacza si¢ prognoze. Roéwniez uzupelnienie tego modelu o efekty sezonowe, re-
prezentowane przez zmienne zero-jedynkowe, nie sprawia zadnych problemoéw
z okresleniem ich przyszlych wartosci. Znacznie trudniej jest budowa¢ prognozy
w modelach, w ktérych wartosci zmiennych objasniajacych nie s tak oczywiste. Na-
lezy wéwczas najpierw wyznaczy¢ wartodci tych zmiennych, wykorzystujac na przy-
kfad metody omawiane wczesniej, a w drugim etapie na podstawie oszacowanych
wartosci zmiennych objasniajacych wyznaczy¢ prognozy zmiennej prognozowane;.

Przyktad 7.5

Dysponujac kwartalnymi warto$ciami PKB i eksportu towaréw za okres 2014Q1-
-2019Q2 - dane z przykiadu 5.1 - nalezy wyznaczy¢ prognozy eksportu dla ko-
lejnych 4 kwartatow.

Rozwiazanie

Do wyznaczenia prognoz wykorzysta¢ nalezy model, w ktérym wartos¢ eksportu
jest wyjasniana wielkoscig produktu krajowego brutto. Oszacowanie MNK tego
modelu jest postaci'*:

MEL: §,=-39677,011 + 0,681 - x,
gdzie:
¥, — eksport towaréw i ustug w mIn PLN (ceny biezgace),
x, - produkt krajowy brutto w mIn PLN (ceny biezace).

Wspolczynnik determinacji wynosi R*= 0,7509, a warto$¢ statystyki t-Studenta
dla wspolczynnika kierunkowego wynosi 7,7649. Upowaznia to do stwierdzenia,
ze PKB istotnie wplywa na wartos$¢ eksportu, poniewaz na poziomie istotnosci
0,05 hipoteza o zerowej wartosci parametru stojacego przy tej zmiennej (4.35)
zostala odrzucona. Poréwnanie wartos$ci rzeczywistych z teoretycznymi przed-
stawiono na rys. 7.4. Jak wida¢ na rysunku, wartosci teoretyczne odbiegaja od
rzeczywistych najbardziej w pierwszym i czwartym kwartale.

Dlatego model opisujacy eksport wzbogacono o 2 zmienne zero-jedynkowe
przyjmujace wartos¢ 1 dla pierwszego i czwartego kwartatu. Po oszacowaniu ten
model jest postaci:

ME2: §, = -152157,12 + 0,8566 - x, + 12663,64 - z, - 44714,92 - 2,
gdzie:

z,, 2, — zmienne zero-jedynkowe przyjmujgce wartos¢ jeden odpowiednio dla
pierwszego i czwartego kwartalu, a pozostale oznaczenia jak poprzednio.

14 Estymacje MNK parametréw modeli przeprowadzono, korzystajac z funkcji REGLINP, a war-
tosci teoretyczne wyznaczono za pomoca funkcji REGLINW w Excelu.
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Rysunek 7.4. Pordwnanie wartosci empirycznych i teoretycznych wyznaczonych dla modelu ME1

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tym razem wspolczynnik determinacji wynosi R*= 0,9779, a wartosci statysty-
ki t-Studenta dla wszystkich parametréw (odpowiednio —10,48 dla wyrazu wolne-
g0,27,94 dla x, 4,16 dla z,,oraz-11,96 dla z, t) wskazujg, ze na poziomie istotnosci
0,05 hipotezy o zerowej wartosci parametréw stojacych przy tej zmiennej (4.35)
zostaly odrzucone. Zatem oszacowany model mozna przyjac za dostatecznie po-
prawny do budowy prognoz, co potwierdza poréwnanie wartosci rzeczywistych
z teoretycznymi (rys. 7.5).
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Obserwacje = ===== Wartosci teoretyczne

Rysunek 7.5. Poréwnanie wartosci empirycznych i teoretycznych wyznaczonych dla modelu ME2

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ wartosci PKB na kolejne 4 okresy, aby
mozna bylo oszacowac prognozy eksportu. Prognozy PKB wyznaczono na pod-
stawie modeli autoregresji M1 i M2 (przyklad 7.3) oraz modelu trendu z sezono-
woscig (przyklad 7.4). Korzystajac z wczesniej wyznaczonych prognoz (w przy-
ktadach 7.317.4, tab. 7.4 i 7.5) produktu krajowego brutto, oszacowano prognozy
eksportu dla kolejnych kwartatéw na podstawie modelu ME2, ktéry przedstawio-
no w tab. 7.7 i na rys. 7.6.

Tabela 7.6. Wartosci rzeczywiste i teoretyczne wyznaczone na podstawie modeli ME1 i ME2

Okresy | Obserwacje Warto$ci teoretyczne Okresy | Obserwacje Warto$ci teoretyczne
ME1 ME2 ME1 ME2
2014Q1 | 196189,9 | 203299,6 | 202 762,6 | 2016Q4 | 2564553 | 280219,6 | 253 733,4
2014Q2 | 201895,7 | 214668,6 | 206112,8 | 2017Q1 | 264686,5 | 239 134,0 | 253 238,8
2014Q3 | 205816,5 |218787,46| 211915,1 | 2017Q2 | 2653853 | 251555,8 | 258 072,6
2014Q4 | 214488,1 | 250808,5 | 212304,9 | 2017Q3 | 268138,4 | 259164,5 | 268 790,1
2015Q1 | 216159,5 | 213129,9 | 216609,6 | 2017Q4 | 282746,3 | 301230,0 | 283328,5
2015Q2 | 218225,4 | 224396,3 | 219815,8 | 2018Q1 | 275837,6 | 256 568,4 | 277 797,0
2015Q3 | 220407,6 | 227887,5 | 224733,4 | 2018Q2 | 290022,0 | 269021,4 | 282674,5
2015Q4 | 2362829 | 270678,5 | 240293,8 | 2018Q3 | 291146,9 | 279709,0 | 297 729,1
2016Q1 | 231470,0 | 221925,9 | 228999,6 | 2018Q4 | 313159,6 | 322629,4 | 313471,6
2016Q2 | 245541,4 | 234059,1 | 233426,8 | 2019Q1 | 301188,1 | 276678,5 | 306 124,0
2016Q3 | 237932,6 | 236913,9 | 237448,0 | 2019Q2 311390 292100,5 | 315183,7

Zrédto: obliczenia wtasne.

Tabela 7.7. Wartosci zmiennych objasniajacych i eksportu

Warto$ci zmiennych objasniajacych dla E:gg:giiﬁﬁiﬂi;ﬁhﬁylfjgzﬁ?gjgiych
PKB(M1) | PKB(M2) |PKB(trend) | z, | z, | PKB(M1) PKB(M2) | PKB(trend)
565724,54 | 559392,97 | 543849,83 | 0 | 0 | 33246054 | 327036,72 | 313721,97
640 805,41 | 639675,92 | 610644,24 | 0O 1 | 352062,29 | 351094,73 | 326225,28
563 745,48 | 553 724,44 | 54120571 | 1 0 | 343428,86 | 334844,52 | 324120,58
591196,96 | 582571,39 | 561 777,83 | O 0 354 281,03 | 346892,09 | 329079,66

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Rysunek 7.6. Poréwnanie prognoz eksportu wyznaczonych dla prognoz PKB oszacowanych
na podstawie modeli autoregresyjnych M1 i M2 oraz trendu z sezonowoscia

Zrédto: opracowanie wtasne.

7.3. Btedy prognoz

Oceng jakosci prognoz przeprowadza si¢ na podstawie bledéw prognoz, wsréd
ktorych wyr6znic nalezy:
 oceng ex post, opartg na zrealizowanym bledzie prognozy, przeprowadzang
po dokonaniu obserwacji zmiennej prognozowanej (tj. gdy prognoza wy-
gasnie),
« oceng ex ante, oparta na oczekiwanym bledzie prognozy i wyrazajaca przypusz-
czenie co do dokladnosci prognozy (wyrazone zanim prognoza wygasnie).
Innymi stowy, bledy ex post dla prognoz ex ante mozna wyznaczy¢ dopiero po
dokonaniu obserwacji zmiennej prognozowanej, a btedy ex ante wyznaczy¢ moz-
na juz w momencie sporzadzania prognozy.
Najprostsze do wyznaczenia sg bledy ex post, ktére wyznacza si¢ podobnie jak
reszty empiryczne (4.32) dla kazdego okresu prognozowania t, tzn. jako:

e =y -y (7.4)
gdzie:
¥, — warto$¢ wyznaczonej prognozy,
y, — warto$¢ zrealizowana, tj. obserwacja empiryczna.
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Bledy prognoz (7.4) informuja o odchyleniu (in plus lub in minus) prognozy od
wartosci rzeczywistej (zaobserwowanej). W praktyce, zwlaszcza dla dtuzszych ho-
ryzontéw prognozowania, oblicza si¢ rowniez bledy srednie réznej postaci, wérod
ktérych najczesciej uzywany jest bfad sredniokwadratowy RMSE (root mean
square error) wyrazany wzorem:

/1 LI
RMSE = F-Z(yt— y,) (7.5)
t=1

Bledy (7.4) i (7.5) wyrazane sa w takich samych jednostkach co zmienna pro-
gnozowana. Czasem wygodnie jest oceni¢ jako$¢ prognoz na podstawie bledow
wzglednych. Najprosciej jest odnies¢ warto$¢ btedu RMSE do $redniej wartosci
zmiennej prognozowanej wyznaczonej dla zadanego horyzontu prognozy, czyli
wyznaczy¢ wzgledny blad prognozy RMSER postaci:

gdzie:
T* - horyzont prognozy.

RMSER:LSE (7.6)

1 T
F ' thly’

Blad RMSEP jest niemianowany lub mozna go wyrazi¢ w procentach. Innym,
czesto wykorzystywanym w praktyce, bledem wzglednym jest btad RMSEP postaci:

" 2
1 <[y, -y
RMSEP = |—- EATAS (7.7)

t=1 yt

Mniej popularny jest blad prognoz wyznaczony na podstawie wartosci bez-
wzglednych odchylen, czyli sredni btad absolutny MAE (mean absolute error):

T

1 .
MAE:FZ Y =V
=1 (7.8)
oraz $redni absolutny blad wzgledny MAPE (mean absolute percentage error):
N
MAPE=—. 3|2 = 2
t=1 yt (7‘9)

Interpretacja bledow (7.8)-(7.9) jest podobna jak bledéow sredniokwadrato-
wych, tzn. informuja one, o ile wyznaczone prognozy $rednio réznig si¢ od war-
tosci rzeczywistych. Nalezy jednak zauwazy¢, ze bledy przecietne sg z reguly niz-
sze (z definicji nie sa wigksze) niz bledy sredniokwadratowe. W praktyce oprocz
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bledéw $rednich analizuje sie réwniez maksymalne bledy prognoz, poniewaz wy-
znaczona prognoza jest uzyteczna jedynie w sytuacji, gdy btad maksymalny nie
przekroczy pewnej akceptowanej wartosci. Bledy maksymalne:

MAX =max e, |=max|y, -y, | (7.10)
t t

wyrazane s3 w tych samych jednostkach co zmienna prognozowana. Mozna réw-
niez wyznaczy¢ wzgledne maksymalne bledy procentowe postaci:

Y, =V,

Vi

MAXP = max (7.12)
t

W przypadku gdy w szeregach danych wystepuja wartosci bliskie 0, np. dane
s3 zdefiniowane jako stopy zwrotu lub logarytmy danych rzeczywistych, zaleca sig
korzystanie ze skorygowanych bledéw wzglednych postaci:

T s )
RMSEPS = Z‘ﬂ(y—t;y’) (7.12)
Ty 0
T *
MAPES = M (7.13)

3" 1y,

MAXPS = max|-2t 2t (7.14)

N

Bledy ex post wyznacza si¢ w odniesieniu do prawdziwych wartosci zmiennej
prognozowanej, tj. po dokonaniu obserwacji w zadanym horyzoncie prognostycz-
nym. Dlatego mozna je obliczy¢ niezaleznie od zastosowanej metody prognozowa-
nia. Natomiast bledoéw ex ante nie da si¢ wyznaczy¢, np. dla metod naiwnych lub
srednich ruchomych. Bledy ex ante, zwane réwniez bledami predykcji lub predyk-
tora, mozna wyznaczy¢ juz w momencie sporzadzania prognoz. Informuja one,
o ile oszacowana warto$¢ zmiennej prognozowanej srednio odchyla si¢ od nie-
znanej wartosci rzeczywistej. Do ich wyznaczenia uzywa si¢ miedzy innymi ocen
estymatora wariancji skfadnika losowego (tzw. wariancji resztowej) oszacowanych
weczesniej modeli ekonometrycznych (w tym modeli szeregéw czasowych)'™.

15 Zagadnienie to jest omawiane m.in. w pracy [Witkowska 2012, s. 196-199], ale zostato omi-
niete w niniejszej pracy z uwagi na wczesniejsze pominiecie wyktadu nt. estymacji MNK nie-
znanych parametréw modeli regresji i ekonometrycznych.
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Przyktad 7.6

Na podstawie warto$ci PKB z przyktadu 5.1, obserwowanych od trzeciego kwar-
tatlu 2018 do drugiego kwartalu 2019 (tj. w ostatnich 4 kwartalach, traktowanych
jako dane do budowy modeli trendu i autoregresji) wyznaczy¢ nalezy prognozy
na kolejne 4 kwartaly za pomocg 3- i 4-okresowej sredniej ruchome;j's. Ponadto
trzeba obliczy¢ bledy prognoz wyznaczonych w tym przykltadzie oraz w poprzed-
nich przyktadach (tj. 7.3 17.4).

Rozwiazanie

Najpierw wyznaczy¢ trzeba prognozy, korzystajac ze srednich kroczacych 3- i 4-okre-
sowych (tab. 7.8). Jak wida¢, do wyznaczenia prognoz potrzebne s3 ostatnie
3 lub 4 obserwacje, na podstawie ktérych rekurencyjnie wyznacza si¢ prognozy
okres po okresie, uzupelniajac brakujace dane rzeczywiste wyznaczonymi wcze-
$niej prognozami.

Tabela 7.8. Prognozy dotyczace dziatalnosci finansowej i ubezpieczeniowej w [mln. PLN]

. Prognozy wyznaczone jako $rednie ruchome
Rok Kwartat Obserwacje PKB

3-okresowe 4-okresowe
2018Q3 1l 525180,3
2018Q4 v 595 756,1
2019Q1 [ 520197,2
2019Q2 I 545 556,2
2019Q3 I 553 836,500 546 672,458
2019Q4 \% 539 863,300 552 045,489
2020Q1 | 546 418,667 541117,837
2020Q2 1 546 706,156 546 347,996

Zrédto: obliczenia wtasne.

Nastepnie oblicza si¢ bedy prognoz (7.4) dla kazdego okresu (tab. 7.9). W celu
syntetyzacji analiz wyznaczono tez bledy sredniokwadratowe (7.5) RMSE oraz
bledy wzgledne RMSER (7.6) i RMSEP (7.7), a takze bledy przecietne i maksy-
malne (7.8)-(7.11).

Poréwnujac prognozy wyznaczone za pomoca oszacowanych modeli i $red-
nich kroczacych, dostrzec mozna lepsze dopasowanie prognoz oszacowanych na
podstawie modeli estymowanych MNK. Bioragc pod uwage bledy $redniokwa-
dratowe i maksymalne, nalezy stwierdzi¢, ze najlepiej dopasowanymi do danych

16 Zastosowanie drugiej $redniej jest podyktowane wystepowaniem kwartalnych odchylen sezo-
nowych.
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empirycznych okazaly si¢ prognozy wyznaczone na podstawie modelu trendu
z sezonowoscia (por. przykltady 6.2 i 7.4). Niskie $rednie bledy prognoz uzyskano
réwniez w przypadku modeli autoregresyjnych, oszacowanych w przykladzie 7.3.
Przy czym model M2 okazal si¢ lepszym modelem prognostycznym niz M1,
w przypadku ktorego prognozy na ostanie trzy kwartaly wyznaczano rekurencyj-
nie, wykorzystujac wczesniej oszacowane prognozy. Wynika z tego, ze prognozy
wyznaczane na podstawie danych rzeczywistych sa obarczone mniejszymi bledami
niz te wyznaczone rekurencyjnie na podstawie wczesniej wyznaczonych prognoz.
Warto odnotowac, ze w przypadku tych 3 modeli najwigksze btedy dotycza ostat-
niego okresu, w ktorym PKB odnotowalo znaczacy spadek z powodu pandemii.

Prognozy wyznaczone (rekurencyjnie) za pomocg srednich kroczacych 3- i 4-okre-
sowych s3 obarczone wyzszymi bledami niz prognozy oszacowane na podstawie
modeli, a bledy maksymalne dotycza drugiego okresu prognozowania. Oceniajac
wszystkie wyznaczone prognozy, nalezy zauwazy¢, ze wysokie bledy prognoz,
w szczegdlnosci btedy maksymalne, dyskwalifikuja prognozy wyznaczone za po-
mocg $rednich ruchomych.

Tabela 7.9. Btedy prognoz wyznaczonych w przyktadzie 7.6

Modele autoregresyjne Trend z Srednia ruchoma

Okres M1 M2 $ezonowoscia 3-okresowa 4-okresowa
2019Q3 -108,86 -6440,43 -21983,6 -11996,9 -19160,9
2019Q4 2896,71 1767,22 -27 264,5 -98 045,4 -85 863,2
2020Q1 11517,58 1496,54 -11022,2 -5809,2 -11110,1
2020Q2 66 332,16 57 706,59 36913,0 21841,4 21483,2
RMSE 33693,52 29 055,52 26032,1 50 664,6 45619,6
RMSER 5,9% 5,1% 4,6% 8,9% 8,0%
RMSEP 6,4% 5,5% 4,7% 8,0% 7,3%
MAE 20213,83 16 852,70 24 295,81 34 423,22 34 404,35
MAPE 3,8% 3,2% 4,3% 5,7% 5,7%
MAX 66 332,16 57 706,59 36913,0 98 045,4 85863,2
MAXP 12,64% 10,99% 7,03% 15,37% 13,46%

Zrédto: obliczenia wtasne.

%

Przyktad 7.7

Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu z akcji spotki KGHM w okresie od 2 listopa-
da do 30 grudnia 2020 roku przedstawiono w tab. 7.10. Nalezy oszacowa¢ model
AR(5) dla danych do 14.12.2020 roku oraz wyznaczy¢ prognozy na kolejne okresy
i oceni¢ jako$¢ tych prognoz.
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Tabela 7.10. Notowania cen akgji spotki KGHM oraz logarytmiczne stopy zwrotu

Nr | Stopyzwrotu Nr | Stopy zwrotu Nr | Stopyzwrotu Nr | Stopy zwrotu
1 0,0172 12 -0,0161 23 0,0476 34 0,0110

2 0,0857 13 -0,0112 24 0,0130 35 -0,0051

3 -0,0197 14 -0,0365 25 0,0503 36 -0,0212

4 0,0299 15 0,0471 26 0,0102 37 -0,0049

5 0,0411 16 -0,0106 27 0,0377 38 0,0227

6 -0,0029 17 0,0484 28 0,0054 39 0,0000

7 -0,0206 18 0,0286 29 0,0232 40 0,0000

8 0,0000 19 0,0221 30 -0,0542 41 0,0150

9 0,0173 20 -0,0019 31 -0,0135 42 -0,0082
10 -0,0107 21 -0,0421 32 0,0445 43 -0,0189
11 0,0668 22 0,0523 33 -0,0011

Zrédto: obliczenia wtasne.
Rozwiazanie

Model AR(5) opisujacy stopy zwrotu z akcji KGHM jest postaci:

Ym0t &Y 0 Y, Ty Y, TE

Model ten oszacowano na podstawie 26 stop zwrotu (z okresu od 2 listopada
do 14 grudnia 2020 roku), a oceny estymatoréw parametréw i wartosci statystyk
t-Studenta przedstawiono w tab. 7.11. Model opisuje zmiany stop zwrotu w 16%
(R*=0,1526), co wydaje sie calkiem dobrym wynikiem wobec znacznej zmienno-
$ci zmiennej objasnianej (wspdtczynnik zmiennosci 294%).

Tabela 7.11. Oceny estymatordéw parametréw i warto$ci statystyk t-Studenta

Zmienna Voo Vea Vs Vi Y const
Ocena parametru -0,2392 | -0,1719 | -0,3265 | -0,0436 | -0,1390 | 0,0228
Statystyka t-Studenta 1,1576 | -0,8076 | -1,4219 | -0,1873 | -0,6594 | 2,0922

Zrédto: obliczenia wtasne.

W kolejnych krokach wyznaczono prognozy i bledy prognoz (7.4), MAE
(7.8), MAX (7.10) oraz bledy wzgledne MAPES (7.13) i MAXPS (7.14), ponie-
waz nie mozna wyznaczy¢ btedow wzglednych (7.9) i (7.11) z powodu zerowych
stop zwrotu w obserwacjach o numerach 39 i 40. Dane do wyznaczenia prognoz,
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oszacowane prognozy, bledy (7.4) i obliczenia pomocnicze do obliczenia bledéw
(7.13) 1 (7.14) przedstawiono w tab. 7.12.

Tabela 7.12. Dane do wyznaczenia prognoz, oszacowane prognozy, btedy
i obliczenia pomocnicze

Nr

Ve

Y

Yez

Yes

Yia

Yis

A

le.|

le,1/y,

32

0,0445

-0,0135

-0,0542

0,0232

0,0054

0,0377

0,0095

-0,0350

0,0350

0,2292

33

-0,0011

0,0095

-0,0135

-0,0542

0,0232

0,0054

0,0345

0,0355

0,0355

0,2328

34

0,0110

0,0345

0,0095

-0,0135

-0,0542

0,0232

0,0257

0,0147

0,0147

0,0964

35

-0,0051

0,0257

0,0345

0,0095

-0,0135

-0,0542

0,0299

0,0350

0,0350

0,2290

36

-0,0212

0,0299

0,0257

0,0345

0,0095

-0,0135

0,0078

0,0291

0,0291

0,1903

37

-0,0049

0,0078

0,0299

0,0257

0,0345

0,0095

0,0038

0,0087

0,0087

0,0572

38

0,0227

0,0038

0,0078

0,0299

0,0257

0,0345

-0,0005

-0,0232

0,0232

0,1520

39

0,0000

-0,0005

0,0038

0,0078

0,0299

0,0257

0,0088

0,0088

0,0088

0,0578

40

0,0000

0,0088

-0,0005

0,0038

0,0078

0,0299

0,0118

0,0118

0,0118

0,0775

41

0,0150

0,0118

0,0088

-0,0005

0,0038

0,0078

0,0184

0,0034

0,0034

0,0224

42

-0,0082

0,0184

0,0118

0,0088

-0,0005

0,0038

0,0160

0,0242

0,0242

0,1588

43

-0,0189

0,0160

0,0184

0,0118

0,0088

-0,0005

0,0145

0,0334

0,0334

0,2190

Zrédto: obliczenia wtasne.

Wyznaczone prognozy $rednio rdéznig si¢ od wartosci rzeczywistych
0o MAE = 0,0202, co daje 13% $redni absolutny btad wzgledny MAPES. Natomiast
maksymalny btad prognozy wynosi MAX = 0,0355 i MAXPS = 0,2328, czyli 23,28%.

%



Rozdziat 8
Elementy wielowymiarowej
analizy statystycznej

Analizy wielowymiarowe dotycza zjawisk lub obiektéw mierzonych w wigcej niz
jednym wymiarze. Innymi stowy, zaklada sig, ze opis zjawisk, proceséw, systemow
lub obiektéw dokonuje si¢ poprzez obserwacje przynajmniej dwdch cech jedno-
cze$nie. W tab. 8.1 przedstawiono N obiektow, z ktérych kazdy opisany zostal za
pomocg K cech.

Tabela 8.1. Obserwacje obiektéw wielocechowych

Obiekt Cechal Cecha2 Cecha K-ta
l Xll X12 XlK
2 XZl XZZ XZK
3 X31 X32 XSK
N Xy Xy, X

Zrédto: opracowanie wtasne.

Metody prowadzenia analiz zalezg od celu badania, ktérym moze by¢:
1) opis zjawisk i znalezienie czynnikow je ksztaltujacych,

2) prognozowanie polegajace na wyznaczeniu przysztych wartosci,

3) porzadkowanie - ranking obiektdw,

4) Kklasyfikacja lub grupowanie obiektow.

Pierwsze dwa cele mozna zrealizowa¢ za pomocg miar korelacji i odpowiednio
zbudowanych modeli ekonometrycznych, o czym byta juz mowa w poprzednich
rozdziatach. Natomiast ostanie dwa cele badawcze realizowane sg za pomocg metod
taksonomicznych, ktére pozwalaja odpowiedzie¢ na pytania: ,,czy badane obiekty
s3 do siebie podobne (i w jakim stopniu)?”, ,,czy tez do siebie podobne nie s3?”

Znajomos¢ odpowiedzi na te pytania pozwala zaliczy¢ obiekty do homogenicz-
nych klas (w szczegélnosci - tej samej klasy), wnioskowaé przez analogie o ich
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wlasnosciach, itp. Przez taksonomie rozumie si¢ dyscypline naukowa zajmujaca
sie zasadami i procedurami klasyfikacji (tj. porzadkowania, grupowania, dyskry-
minacji czy podziatu). Porzadkowanie obiektow wielocechowych przeprowadza
sie z wykorzystaniem tzw. miernikéw taksonomicznych, a pozostate — z wykorzy-
staniem odpowiednich metod klasyfikacji i grupowania'.

8.1. Podstawowe pojecia

Zadanie klasyfikacji polega na okresleniu, do jakiej klasy (podzbioru, grupy) na-
lezy obiekt opisany za pomoca pewnej liczby cech. Przez obiekty rozumie si¢ jed-
nostki badania podlegajace klasyfikacji. Zbidr obiektow bedacych przedmiotem
klasyfikacji mozna zapisa¢ w postaci ogdlnej jako:

0={0,0,..,0} (8.1)

Jednoczesnie przyjmuje sie, ze kazdy z obiektow badania jest opisany za pomo-
ca K wybranych cech diagnostycznych:

X={X, X, ... X} (8.2)
ktorych dobor ma kluczowe znaczenie dla jakosci klasyfikacji. Dlatego muszg to
by¢ takie charakterystyki obiektéw, ktére maja na nie istotny (merytorycznie)
wplyw. Warto odnotowac¢, ze zmienne diagnostyczne powinny spetnia¢ nastepu-
jace kryteria:

« uniwersalnos¢ - ktdra oznacza, iz zmienne opisuja te sama kategorie — ce-
che we wszystkich obiektach badania;
 mierzalno$¢ — polegajaca na pomiarze zmiennych wedtug uniwersalnej ska-
li pomiarowej;
o dostepnos¢ — mozliwos¢ zgromadzenia potrzebnych danych - obserwacji.
Dodatkowym kryterium jest prawdziwos¢ danych, ktére powinny pochodzi¢
z zaufanych zrédel. Warto réwniez zadba¢, aby dane dotyczace pojedynczych cech
byty brane z jednego zrdédta dla wszystkich obiektéw badania. W takim przypad-
ku bowiem mozna oczekiwac, ze zostaly one wygenerowane w jednakowy sposob,
a ewentualne bledy pomiaru stanowig taki sam procent wartosci pomiaru danych
we wszystkich obiektach.

1 Przyktady wykorzystania omawianych w niniejszym rozdziale metod przedstawiono w roz-
dziale 10.
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Zadanie klasyfikacji mozna przedstawi¢ jako problem podzialu N - elemen-
towego zbioru €2, na p (1 < p < N) podzbioréw (grup, klas) oznaczonych jako
{A A, ..., AP} w taki sposob, aby spelnione byly nastepujace warunki:

Alquu...uApz(Z (8.3)
ANnA=Cdlaij=12..,pi#j (8.4)
Az dlai=1,2,...,p (8.5)

Warunek addytywnosci (zupelnosci), zapisany jako (8.3), oznacza, ze suma
wszystkich wyodrebnionych klas réwna jest zbiorowi podlegajacemu podziatowi.
Innymi stowy warunek (8.3) zapewnia kompletno$¢ procesu podziatu, czyli kazdy
obiekt znajdzie si¢ w jakiej$ klasie, Zaden nie zostanie pominigty w procesie klasy-
fikacji. Warunek rozlacznosci grup typologicznych (8.4) oznacza, ze poszczegolne
grupy nie zawieraja zadnych elementéw wspolnych. Zatem kazdy obiekt zostanie za-
klasyfikowany tylko do jednej z grup, czyli wyklucza sie przypadki zaliczenia jednego
obiektu do dwoch i wiecej klas rownoczesnie. Natomiast warunek (8.5) oznacza, ze
nie ma zbioréw pustych, czyli w kazdej klasie znajduje si¢ przynajmniej jeden obiekt.

Zagadnienia klasyfikacji rozwigzywane sg za pomocg metod taksonomicznych,
ktére w szerokim rozumieniu tego poje¢cia mozna podzieli¢ na:

« metody taksonomii wzorcowej,

« metody taksonomii bezwzorcowej.

Pierwsze z wymienionych okreslane sg réwniez mianem metod dyskrymina-
cyjnych lub metod rozpoznawania z nauczycielem, np. analiza dyskryminacyjna
lub drzewa klasyfikacyjne, dzielg zbiér danych na klasy na podstawie znanych
a priori wzorcow tych klas. Druga grupe metod, okreslana réwniez jako metody
rozpoznawania bez nauczyciela lub metody taksonomiczne w waskim rozumie-
niu, wykorzystuje sie do rozwiazywania zadan grupowania w przypadkach, kiedy
brak jest a priori informacji o wzorcach klas. Do najpopularniejszych metod gru-
powania naleza metody k-$rednich i Warda.

Podstawowymi pojeciami uzywanymi w taksonomii s3: podobienstwo, odle-
glos¢, jednorodnos¢ i klasa. Przez podobienstwo rozumie si¢ wspo6lnos¢ (zbiez-
no$¢) wybranych wlasciwosci dwu lub wiecej obiektow. Jednorodnos¢ jest wiasci-
woscig zbioru obiektow sktadajacego sie z jednostek podobnych. Natomiast klasa
jest podzbiorem zawierajacym obiekty podobne, tj. wyrdznione na podstawie po-
dobienstwa wspdlnych wiasciwosci. Jedna z czesto stosowanych miar podobien-
stwa cech jest wspofczynnik korelacji liniowej Pearsona.

Do wazniejszych poje¢ w taksonomii nalezy tzw. odleglos¢ taksonomiczna defi-
niowana jako odlegto$¢ miedzy obiektami w wielowymiarowej przestrzeni ich cech.
Wymiar tej przestrzeni jest okreslony przez liczbe zmiennych charakteryzujacych
jednostki badanej zbiorowosci. Najbardziej znang i najczesciej stosowang odleglo-
$cig jest, powszechnie znana z geometrii analitycznej, odleglos¢ euklidesowa.
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8.2. Mierniki taksonomiczne

Badane bedg obiekty opisane zgodnie z zapisem (8.1)-(8.2) za pomocg kilku zmien-
nych (charakterystyk, cech diagnostycznych). Nalezy obiekty te ze sobg poréwnac
i uporzadkowa¢ wedlug ustalonego kryterium, uwzgledniajacego wszystkie cechy
ich opisu jednocze$nie. W tym celu wykorzysta¢ mozna mierniki taksonomiczne,
zwane rowniez miernikami agregatowymi lub syntetycznymi, umozliwiajace poréw-
nywanie obiektow wielocechowych (wielowymiarowych) za pomoca jednej miary.

Ze wzgledu na kierunek wptywu zmiennych diagnostycznych na rozwdj bada-
nego zjawiska, wyroznia si¢ trzy ich rodzaje.

a)

b)

<)

Stymulanty to zmienne majace pozytywny wplyw na badane kryterium
ogolne. Ich wyzsze wartosci decyduja o lepszej pozycji (ocenie) badanego
obiektu (zjawiska).

Destymulanty to te zmienne o przeciwnym kierunku oddzialywania co sty-
mulanty. Wzrost ich warto$ci powoduje pogorszenie sie pozycji (oceny) roz-
patrywanego obiektu (zjawiska).

Nominanty, czyli zmienne, ktére przyjmuja pewna ustalong (najkorzystniej-
sz z punktu widzenia oceny obiektéw) wartos¢ lub wartosci unormowane
w pewnym przedziale. Rozréznia si¢ ponadto nominanty symetryczne i nie-
symetryczne (lewostronne i prawostronne) w zaleznosci od tego, jaki wplyw
na badane zjawisko maja wartosci zmiennej zaréwno powyzej, jak i ponizej
wartosci optymalnej (lub przedziatu dopuszczalnego).

W badaniach czgsto wykorzystuje si¢ pojecie wzorca (lub antywzorca), przez
ktory rozumie si¢ taki obiekt, dla ktorego wartosci wszystkich charakterystyk sa
optymalne (lub przeciwne do optymalnych). Optymalne wartosci stymulant to
warto$ci maksymalne, a destymulant — minimalne.

Konstrukcja miernika agregatowego prowadzona jest w kilku etapach.

Wybér miernika oznacza decyzje, czy bedzie to miara ze wzorcem lub bez
wzorca oraz jaki konkretnie typ miernika zostanie zastosowany w bada-
niach. Dodatkowo w przypadku, gdy wybrany zostanie miernik ze wzorcem,
trzeba bedzie zdefiniowac wzorzec (rzeczywisty lub teoretyczny), w odnie-
sieniu do ktérego beda poréwnywane poszczegolne obiekty badania.
Wybdr zmiennych diagnostycznych polega na sporzadzeniu listy potencjalnych
zmiennych opisujgcych w sposéb mozliwie pelny analizowane obiekty, zebra-
niu obserwagji ich dotyczacych oraz sprawdzeniu, czy nie s3 one quazi-state
(zaleca sig, aby wspdlczynniki zmiennosci (2.19) wynosily przynajmniej 10%)
oraz nadmiernie skorelowane ze sobg. Oprocz tego nalezy opisa¢, w jaki sposdb
kazda ze zmiennych diagnostycznych wplywa na badane obiekty, aby prawi-
dfowo okresli¢ ich role (tj. czy sa to stymulanty, destymulanty, czy nominanty).
Normalizacja zmiennych polega na pozbyciu si¢ mian i sprowadzeniu
wszystkich zmiennych do poréwnywalnosci.
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« Wyznaczenie warto$ci miernika.

« Porzadkowanie wedlug wartosci danego miernika.

Normalizacja zmiennych diagnostycznych pozwala na uwolnienie poszczegdl-
nych zmiennych od ich jednostek pomiarowych (mian), a takze na ujednolicenie
rzedéw wielkosci i/lub rozrzutu zmiennych. W ogélnym przypadku normalizacja
zmiennych diagnostycznych polega na przeksztalceniu zgodnie ze wzorem:

X, —a ?
Z, = 7 (8.6)

gdziedlai=1,2,...,N;k=1,2, ..., K:
z, — znormalizowana warto$¢ k-tej zmiennej w i-tym obiekcie,
x, — warto$¢ (obserwacja) k-tej zmiennej diagnostycznej dla i-tej jednostki (obiektu),

a, b, p - parametry normalizacyjne b # 0.

Popularnymi metodami normalizacji zmiennych sg: standaryzacja, unitaryza-
cja i przeksztalcenie ilorazowe.
Celem standaryzacji jest otrzymanie zmiennych o zerowej wartosci sredniej
i odchyleniu standardowym réwnym 1. Przeprowadza si¢ j3 zgodnie ze wzorem™:
Xie ~ Xk

Zy = s (8.7)
k

gdziedlai=1,2,...,mk=1,2,...,K:

x, - $rednia arytmetyczna k-tej zmiennej diagnostycznej x,,

S, — odchylenie standardowe k-tej zmiennej diagnostycznej x,,
pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Unitaryzacja polega na takim przeksztalceniu, ktére pozwoli na uzyskanie
zmiennych o ujednoliconym zakresie zmiennosci, definiowanym przez réznice
pomiedzy ich warto$ciami maksymalnymi i minimalnymi, czyli

X _rniln{xik}

z, = : (8.8)
. ml_ax{xik}—miln{xik}

gdziedlai=1,2,...,mk=1,2,...,K:

max{x, },min{x,} - to odpowiednio maksymalna i minimalna warto$¢ k-tej
zmiennej diagnostycznej dla i-tej jednostki (obiektu),

a pozostale oznaczenia jak poprzednio.

2 Jest to ta sama procedura, ktérg opisano wzorem (1.9), omawiajac standaryzacje rozktadu
normalnego.
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Natomiast przeksztalcenie ilorazowe pozwala na odniesienie zmiennej diagno-
stycznej do pewnej stalej i jest postaci:

=

ik

z, =—
Xy

ik (89)

Odlegto$¢ miedzy obiektami jest jedng z miar wykorzystywana do poréwnywa-
nia obiektéw wielocechowych. Jesli oznaczy¢ odleglosci migdzy obiektami jako:

dl_]_ =d(0, Oj) (8.10)

to odleglosci pomiedzy wszystkimi parami obiektow O, oraz O]. i,j=1,2,.., N
zapisa¢ mozna w postaci macierzy:

0 d12 le
d 0 - d
p= ' . . (8.11)
dy, d 0

N1 N2

gdziedlai=1,2,...,m:
d,; - odleglos¢ obiektu i-tego od obiektu j-tego,
D - macierz odleglosci.

Odlegto$¢ migdzy obiektami posiada nastepujace wlasnosci:
« jest nieujemna, tzn. odleglto$¢ miedzy dwoma obiektami jest dodatnia dla
réznych obiektéw i réwna 0 dla tego samego obiektu, co mozna zapisac jako:

d.=0 (8.12)
d =0 (8.13)

o jest symetryczna, tzn. odleglos¢ miedzy obiektami i oraz j jest identyczna
jak miedzy obiektami j oraz i, czyli:

d,-j = d] (8.14)

« spelnia tzw. zasadg trdjkata, ktéra polega na tym, ze odleglos¢ miedzy obiek-
tami i oraz k jest niemniejsza niz suma odleglosci miedzy obiektami i oraz j
ijoraz k, czyli zachodzi:

dysd +d, (8.15)
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Najczesciej odlegtosci migdzy obiektami®, opisywanymi przez cechy ilo$ciowe,
wyznacza si¢, korzystajac z metryki euklidesowej. Jest to tzw. odlegtos¢ euklideso-
wa, ktora zapisuje si¢ jako:

K 0,5
iy~ (3ea5) = Dlew-) | 010
=1 =1
gdzie:

k - oznacza numery cech diagnostycznych, po ktérych przebiega sumowanie,
k=1,2,..,K
Zyo 2y — oznaczaja znormalizowane wartosci tych cech dla obiektow i,j =1, 2, ..., N

Przedstawiona miara odleglosci (8.16) pozwala okresli¢ odlegtos¢ dwdch
obiektéw miedzy sobg. W praktyce wygodnie jest poréwnywac obiekty w re-
lacji do jednego uniwersalnego obiektu bedacego wzorcem* dla wszystkich po-
rownywanych. Odleglos¢ euklidesowa od pewnego wyznaczonego wzorca jest
postaci:

K
d=d,= \/Wk 'Z(zik —z,,) (8.17)
P

gdzie:

d, - odlegtos¢ obiektu i-tego od wzorca,

z, — zmienne po normalizacji opisujace i-ty obiekt,

z,, — Zmienne opisujgce wzorzec,

w, — wagi okreslajace ,wazno$¢” k-tej cechy (zmiennej diagnostycznej).

W badaniach czesto przyjmuje sie, ze wagi dla poszczegolnych zmiennych dia-
gnostycznych nie sg zréznicowane i wynosza 1 lub 1/K dla kazdej zmiennej, gdzie
K oznacza liczbe zmiennych diagnostycznych. Oczywiscie w przypadku wag réw-
nych jedno$ci wzér (8.17) na odleglos¢ od wzorca redukuje si¢ do:

K
d=d,=|>(z,-2,) (8.18)
k=1

3 W literaturze przedmiotu, oprécz opisanych wzorami (8.16)-(8.18) i (8.20) wyrdznia sie tak-
ze inne odlegtosci, tj. odlegtosé Minkowskiego, Czebyszewa czy Mahalanobisa. Ta ostania
jest postaci: d, :[(x/. —xj)TW(x,. —xj)] ", gdzie: W - macierz dodatnio okre$lona. W praktyce
jako W najczesciej przyjmuje sie macierz odwrotng do macierzy kowariancji wektora loso-
wego X, .

4 Mozna oczywiscie poréwnywac obiekty do antywzorca.



252 Elementy wielowymiarowej analizy statystycznej

Wzorzec moze by¢ obiektem rzeczywiscie istniejacym albo hipotetycznym.
W tym drugim przypadku konstruuje si¢ go jako obiekt opisany maksymalnymi
warto$ciami stymulant i minimalnymi wartosciami destymulant, czyli:

min{z,} dla x,
=] (8.19)
maxfz,} dla x;

gdzie:
x,, x — odpowiednio stymulanta lub destymulanta.

Innym sposobem pomiaru odleglosci jest tzw. odlegto$¢ miejska, okreslana tez
odleglosciag Manhattan:
K
dﬁ = Z‘zik —zjk‘ (8.20)

k=1

Stosujgc miary odlegtosci do poréwnan obiektow, mozna dostrzec, ze sg one tym
bardziej do siebie podobne im odleglos¢ migdzy nimi jest mniejsza. W szczegdlno-
$ci obiekt jest tym wyzej oceniany, im jego odleglo$¢ od wzorca jest mniejsza.

Jak wida¢ we wzorach (8.16)-(8.18) i (8.20), w przypadku stosowania odle-
glosci ,,miejskiej” lub euklidesowej trzeba najpierw przeprowadzi¢ normalizacje
(najczesciej standaryzacje (8.7)) zaobserwowanych warto$ci zmiennych. Dzieki
czemu mozliwe bedzie wykonanie dzialan opisanych tymi wzorami. Poréwnanie
odleglosci euklidesowej i miejskiej przedstawiono na rys. 8.1 8.2.

B(b,, by)

a b,

Rysunek 8.1. Odlegtosci punktdéw na ptaszczyznie wedtug metryki euklidesowej

Zrédto: opracowanie wtasne.
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b | B(bs, b,)

a; | A(ay, ap) ‘

3 b,
Rysunek 8.2. Odlegtosci punktdw na ptaszczyznie wedtug metryki miejskiej

Zrddto: opracowanie wtasne.

W niniejszym podrozdziale opisane zostang dwa rodzaje miernikéw syntetycz-
nych:

1) ze wzorcem, ktére bazuja na odleglosci taksonomicznej (od przyjetego

wzorca rozwoju), wyznaczonej dla wystandaryzowanych zmiennych oraz

2) bez wzorca, ktore wyznacza si¢ jako sume¢ unormowanych zmiennych dia-

gnostycznych.

Syntetyczny miernik rozwoju, opracowany przez Zdzistawa Hellwiga [1968],
jest miarg porzadkowania liniowego ze wzorcem. Zazwyczaj jest on zapisywany
W postaci:

d

SMR, =1—=——"F——
j d+2-5, (8.21)

gdziedlai=1,2,...,N:
d, - odlegtos¢ i-tego obiektu od wzorca wg metryki euklidesowej (8.17) lub (8.18),

d - $rednia odlegtosci d:

N
d=—>14, (8.22)
i=1

Z |~

S, — odchylenie standardowe odlegtosci d.:

1 & -
S, = /—Z(d,-—d) (8.23)
N i=1
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Miernik (8.21) jest unormowany i zazwyczaj przyjmuje warto$¢ z przedzialu
[0, 1], im obiekt jest potozony blizej wzorca, tzn. wartos¢ miernika blizsza jest
jednosci, tym pozycja obiektu w rankingu jest lepsza. Jako przyktad aplikacji syn-
tetycznego miernika rozwoju w analizach finansowych mozna poda¢ zapropono-
wang przez Tarczynskiego [1994] taksonomiczng miare atrakcyjnosci inwestycji
(TMAI) do kwantyfikacji sity fundamentalnej spotek gietdowych.

W przypadku miernikéw bez wzorca istotne jest sprowadzenie wszystkich
zmiennych diagnostycznych nie tylko do poréwnywalnosci, ale rowniez koniecz-
ne jest ujednolicenie wptywu zmiennej na obiekt. Stuzy temu transformacja desty-
mulant na stymulanty (in. stymulacja destymulant), ktdrg przeprowadza sie przed
wyznaczeniem miernika. Najprostsze transformacje tego typu to przeksztalcenia:

o ilorazowe:

x> =¢ !
«k=C 5 (8.24)
Xik
e roznicowe:
S _— D
xy,=a-b-x) (8.25)

gdzie:

x5, — warto$¢ k-tej zmiennej stymulanty w i-tym obiekcie,

x" — warto$¢ k-tej zmiennej destymulanty w i-tym obiekcie,

a, b, c - arbitralnie przyjmowane parametry przeksztalcen (¢ > 0), przy czym naj-

czedciej: a = 0 lub azmaxxii, b=1lic=1.

Dla obiektéw, ktore opisywane sg za pomoca nominant, mozliwa jest tzw. sty-
mulacja nominant, przeprowadzana za pomoca transformacji:
o ilorazowej:

(8.26)

o roznicowej:
S — N N]
x3 = —|xN - x7| (8.27)
gdzie:

x" — warto$¢ k-tej zmiennej nominanty w i-tym obiekcie,
x¥ - nominalna (pozadana) warto$¢ k-tej zmienne;.

Absolutne mierniki rozwoju budowane sa jako wazone sumy znormalizowa-
nych zmiennych diagnostycznych i do ich wyznaczenia nie wykorzystuje si¢ zad-
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nego wzorca. W konsekwencji zmienne musza charakteryzowac sie takim samym
kierunkiem oddziatywania na badane obiekty. Najczesciej sprowadza si¢ je do po-
staci stymulant. Wtedy wartos$¢ absolutnego miernika rozwoju wynosi:

K
N
AMR; =>w, -z, (8.28)
k1
gdzie:
z, — znormalizowane wartosci stymulanty k-tej w i-tym obiekcie,
w, — waga przypisana k-tej stymulancie.

Dla wag réwnych jednosci absolutny miernik rozwoju (8.28) nosi réwniez nazwe
sum standaryzowanych i jest postaci:

K K

-
AMR =Yz, = Zu (8.29)

k=1 k=1 Sk

W przypadku miernikéw tworzonych na podstawie stymulant zachodzi oczy-
wista relacja — czym wyzsza warto$¢ miernika dla danego obiektu badania, tym
lepsza pozycja obiektu w rankingu. Zastosowanie réznych metod normalizacji
(8.6)-(8.9) prowadzi do réznych postaci miernika. I tak zastosowanie unitaryza-
cji prowadzi do znanej formuly®:

1< x5 —min(x, )

UMR. =
' K% max(x, ) —min(x, ) (8.30)
Inne przyklady czgsto uzywanych miernikéw to:

K ox
ASM, = zs_lk o1

k=1 Yk

Loox
BSM, = Tk -
k=1 max(xik) ( . )

Po wyznaczeniu warto$ci miernikéw dla wszystkich analizowanych obiektow
mozna przej$¢ do:
1) tworzenia rankingu obiektéw (porzadkowania obiektéw), polegajacego na
ich uszeregowaniu wedlug wartosci miernikow,
2) grupowania obiektow w homogeniczne klasy.

5 Na podstawie miernika (8.30) wyznaczany byt przez ONZ do 2010 roku wskaznik rozwoju spotecz-
nego (Human Development Index), na podstawie trzech kategorii: ,,dtugie i zdrowe zycie” (long
and healthy life), ,wiedza” (knowledge) i ,dostatni standard zycia” (decent standard of living).
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W celu grupowania obiektéw badania nalezy utworzy¢ kryteria przynalezno-
$ci do poszczegdlnych klas. Istnieje wiele mozliwosci dotyczacych zaréwno liczby
klas, jak i wyboru kryterium klasyfikacji do poszczegdlnych grup, ktore sa zwia-
zane z celem badania. Klasycznym podejsciem jest podzial na cztery grupy typo-
logiczne pozwalajagce na ocen¢ poszczegdlnych obiektow. Przyktadowo:

o klasaI (jednostki bardzo dobre), jesli:

S$.>85+S8S (8.33)
o klasa II (jednostki dobre), jesli:
S+8§>8=>$ (8.34)

o klasa III (jednostki przecigtne), jesli:

§>8>8-8S (8.35)
o klasa IV (jednostki stabe), jesli:
S, <S-S8S (8.36)

gdzie:

S, - warto$¢ (dowolnego) miernika syntetycznego wyznaczona dla i-tego obiektu,
S i8S - odpowiednio $rednia i odchylenie standardowe wartos$ci miernikéw syn-
tetycznych obliczonych dla wszystkich obiektow.

Przedstawiony kierunek nieréwnosci (8.33)-(8.36) odnosi si¢ do sytuacji, kie-
dy wigksza wartos¢ miernika syntetycznego $wiadczy o lepszej pozycji obiektu.
W sytuacji przeciwnej wszystkie relacje s3 odwrdcone.

W innym podejsciu (do podziatu na cztery klasy) dokonuje sie wstepnego po-
dzialu wszystkich obiektéw na dwie klasy wedlug wartosci $redniej arytmetycznej
wyznaczonego miernika, a nastepnie wyznacza si¢ $rednie arytmetyczne kazdej
z podgrup.

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze prezentowane w niniejszym podrozdziale
mierniki zostaly zbudowane na podstawie klasycznych miar stuzacych do opisu
obiektéw badania. Jednakze czesto okazuje sig, Ze poszczegolne cechy diagno-
styczne maja rozklady empiryczne skrajnie asymetryczne i wtedy, w miejsce miar
klasycznych, zaleca si¢ stosowanie miar pozycyjnych (tj. kwartylow i odchylenia
¢wiartkowego). Wowcezas rowniez podzial na klasy przeprowadzany jest na pod-
stawie miar pozycyjnych.

Zachodzi pytanie, czy za pomocg danego miernika mozna poprawnie rozpo-
zna¢ obiekty z punktu widzenia ich rozwoju. Do tego stuzy miara wtasciwosci
dyskryminacyjnych miernikéw syntetycznych (M WDMS), ktéra wykorzystuje sig
do oceny przydatnosci miernikéw taksonomicznych przy klasyfikacji obiektow.
Wyznaczana jest ona dla uporzadkowanych malejagco miernikdéw syntetycznych
jako [Sokotowski 1985]:
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MWDMS =1 ¥ 55 1 1 ¥ W, w,}
=1— min<{ - H——>+=1—) min R (8.37)
2 R 'N-1 le v

i=1

gdziedlai=1,2,...,N-1:
S,S,., — kolejne, uporzadkowane wartosci miernika taksonomicznego,
R - rozstep (2.10) liczony jako réznica miedzy maksymalng S a minimalng S
warto$cig wyznaczonych miernikow:
R=S§ -S_ (8.38)

X min

Wartos¢ wskaznika MWDMS zawiera si¢ w przedziale {0, l—ﬁ}.
Przyjmuje wartos¢ 0, gdy dla kazdego i-tego obiektu réznice s3 jednakowe. War-
to$¢ maksymalna wystapi, gdy dla (N - 1) obiektow wartosci miernika beda réw-
ne, i tylko jeden obiekt przyjmie inng wartos¢, roézniac sie od pozostatych. Dlatego
tez postulowana warto$¢ tego wskaznika znajduje si¢ w srodku jego przedzialu
zmienno$ci. Przyjmuje sie, ze im warto$¢ miernika (8.38) wigksza, tym wyzsza
zdolnos$¢ miernika taksonomicznego do wyodrebniania grup typologicznych dla
analizowanych obiektow (por. [Kompa 2009; Kadziotka 2021]). Do poréwnan
zdolnosci dyskryminacyjnych miernikéw taksonomicznych mozna réwniez uzy¢
wspolczynnika zmiennosci postaci:

BN (8.39)
gdzie oznaczenia jak poprzednio.

Przyktad 8.1

Badaniu poddano dziatalno$¢ 10 firm ustugowych, ktére oceniano wzigwszy pod
uwage 4 kryteria: (a) $rednig ocene klientow za $wiadczone ustugi, (b) liczbe zgto-
szonych reklamacji, (c) liczbe nowo pozyskanych klientéw, ktérzy podpisali diugo-
terminowa umowe i (d) najwyzsza kwote prowizji uzyskang za pojedyncza ustuge.
W tab. 8.2 podano charakterystyki kazdego przedsiebiorstwa. Okre§li¢ nalezy ran-
king firm z punktu widzenia pojedynczych cech i wszystkich cech jednoczesnie.

Tabela 8.2. Cechy badanych przedsiebiorstw

Firm Srednia ocena | Liczba zgtoszonych Liczba nowo Najwyzsza kwota
y klientéw (a) reklamacji (b) pozyskanych klientéw (c) prowizji (d)
A 4,56 11 25 1375
4,67 7 28 546
4,23 8 14 345
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Tabela 8.2 (cd.)

Firmy Sre'dnia’ocena Liczba zg{oszonych Liczba nowo Najwyis.za}'kwota
klientow (a) reklamacji (b) pozyskanych klientow (c) prowizji (d)
D 4,32 13 35 2345
E 4,90 23 17 123
F 5,00 17 23 765
G 4,87 15 19 456
H 4,12 29 256
| 4,01 4 37 2901
J 4,98 12 18 1234

Zrédto: dane umowne.

Rozwigzanie

Zauwazy¢ trzeba, ze cechy (a), (c) i (d) s stymulantami, a (b) jest destymulan-
ta. Zatem ranking firm uslugowych zostal przeprowadzony w taki sposéb, ze
pierwsze miejsce w rankingu zajmuje to przedsigbiorstwo, ktére charakteryzuje
sie najwyzsza wartoscia jednej ze stymulant i najnizsza liczba reklamacji. W tab.
8.3 przedstawiono pozycje rankingowe kazdej z firm, biorgc pod uwage wartosci

pojedynczej cechy.

Tabela 8.3. Pozycje rankingowe poszczegdlnych przedsiebiorstw ustalone

dla kazdej cechy oddzielnie

Firmy | Cecha (a) | Cecha (b) | Cecha(c) | Cecha(d) | Sumarang | Pozycjaw rankingu
A 6 5 5 3 19 4
B 5 3 4 6 18 2-3
C 8 4 10 8 30 9
D 7 7 2 2 18 2-3
E 3 10 9 10 32 10
F 1 9 6 5 21 6
G 4 8 7 7 26 8
H 9 2 3 9 23 7
| 10 1 1 1 13 1
J 2 6 8 4 20 5

Zrédto: opracowanie wtasne.

Jak mozna tatwo zauwazy¢ w tab. 8.3, w zaleznosci od analizowanej cechy,
kolejnos¢ poszczegoélnych przedsigbiorstw jest zréznicowana. Innymi stowy,
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majac jednoczesnie kilka kryteriéw, trudno jest dokona¢ jednoznacznej oceny.
Mozna jednak zauwazy¢, ze firma I znalazla si¢ na pierwszej pozycji az w 3 ka-
tegoriach oceny, chociaz na ostatniej pozycji z punktu widzenia cechy (a). Na-
tomiast firma E jest na ostatnim miejscu w dwdch kategoriach (b) i (d). Jesli
zsumowaé pozycje rankingowe we wszystkich kategoriach, jak to zrobiono
w przedostatniej kolumnie, to mozna zbudowa¢ ranking firm, uwzgledniajac
wszystkie kategorie oceny. Zapisano to w ostatniej kolumnie tab. 8.3, przyjmu-
jac, ze najlepszym przedsi¢biorstwem jest to o najnizszej sumie rang. Zgodnie
z wczesniejszymi analizami firma E uplasowala sie na ostatniej pozycji jako
najgorsza, a firma I na pierwszej jako najlepsza. Jednoczesnie dwie z badanych
firm (B i D) majg identyczng sume rang i znalazly sie ex aequo na tych sa-
mych pozycjach w rankingu.

W celu oceny przedsiebiorstw z punktu widzenia wszystkich cech jednocze-
$nie dla wszystkich firm obliczone zostang 4 mierniki taksonomiczne: (a) sumy
standaryzowane (8.29), (b) sumy zmiennych po zastosowaniu unitaryzacji jako
reguly normalizacyjnej (8.30), (c) odleglosci euklidesowe od wzorca (8.18) i (d)
syntetyczne mierniki rozwoju (8.21). Trzeba rozpocza¢ od standaryzacji wszyst-
kich zmiennych, do czego wykorzystane zostang obliczone $rednie arytmetyczne
i odchylenia standardowe (tab. 8.4).

Tabela 8.4. Wyznaczenie $rednich i odchylen standardowych cech

Firmy Cecha (a) Cecha (b) Cecha (c) Cecha (d)
A 4,56 11 25 1375
J 4,98 12 18 1234
Srednia 4,5660 11,5000 24,5000 1034,6000
Odchylenie standardowe 0,3544 5,5543 7,3519 889,6742

Zrédto: obliczenia wtasne.

Mozna teraz, korzystajac ze wzoru (8.7), obliczy¢ wartosci zmiennych standa-

ryzowanych. Tak wigc dla sredniej ocen w firmie A warto$¢ wystandaryzowana tej
Xy —X, _4,56—4,566

S, 0,3544
w drugiej kolumnie (dla cechy (a)) i drugim wierszu (dla firmy A). W ten sam
sposob przeksztalceniu ulegng wartosci tej cechy dla pozostatych firm i dalej stan-
daryzacji poddane zostang kolejne zmienne. Zauwazy¢ trzeba, ze srednie wy-
standaryzowanych zmiennych wynoszg 0, a odchylenie standardowe 1, co zostato
zapisane w odpowiednich wierszach tabeli. Warto takze odnotowac, ze zmienne

po standaryzacji s3 pozbawione mian, wiec mozna je poddawa¢ sumowaniu.

zmiennej wyniesie: z, = =-0,0169, co wpisano w tab. 8.5
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W kolejnym kroku wyznaczony zostanie wzorzec wedlug (8.19), czyli okre-
slone beda wartosci maksymalne stymulant i minimalna warto$¢ destymulanty,
co pokazano w dwdch wierszach tab. 8.5, oznaczonych jako max i min. Wartosci
wzorca zaznaczono pogrubiong czcionka i zapisano w ostatnim wierszu. Innymi
stowy, na podstawie wartosci ekstremalnych wszystkich cech utworzono hipote-
tyczny obiekt, ktory charakteryzuje si¢ najlepszymi warto$ciami cech i stanowi
wzorzec do poréwnan wszystkich firm. Zatem w dalszym postgpowaniu wyzna-
czone zostang odleglosci od wzorca wedtug wzoru (8.18). Tab. 8.6 zawiera roznice
warto$ci wystandaryzowanych zmiennych i wzorca, zamieszczonych w tab. 8.5.
W tab. 8.7 rdznice te zostaly podniesione do kwadratu i zsumowane. W kolej-
nej kolumnie wyznaczono odlegtosci jako pierwiastek kwadratowy z obliczonych
sum i podano pozycje rankingowe firm.

Tabela 8.5. Zmienne po standaryzacji

Firmy Cecha (a) Cecha (b) Cecha (c) Cecha (d)
A -0,0169 -0,0900 0,0680 0,3826
B 0,2934 -0,8102 0,4761 -0,5492
C -0,9481 -0,6301 -1,4282 -0,7751
D -0,6941 0,2701 1,4282 1,4729
E 0,9424 2,0705 -1,0201 -1,0246
F 1,2246 0,9902 -0,2040 -0,3030
G 0,8578 0,6301 -0,7481 -0,6504
H -1,2584 -1,1703 0,6121 -0,8752
[ -1,5688 -1,3503 1,7002 2,0978
J 1,1681 0,0900 -0,8841 0,2241
Srednia 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Odchylenie standardowe 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
Max 1,2246 2,0705 1,7002 2,0978
Min -1,5688 -1,3503 -1,4282 -1,0246
Wzorzec 1,2246 -1,3503 1,7002 2,0978

Zrédto: obliczenia wtasne.

Wykorzystujac odlegtosci od wzorca do porzadkowania obiektéw, nalezy pa-
mietac, ze ten obiekt jest na lepszej pozycji w rankingu, dla ktorego odleglos¢ jest
mniejsza. Zatem przedsiebiorstwa zostaly ponownie uporzagdkowane od najlep-
szego (pierwsza pozycja) do najgorszego (pozycja dziesigta). Jak wida¢ w tab. 8.7,
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wprawdzie na ostatniej pozycji wciaz znajduje si¢ firma E, ale pierwsza pozycje
w tym rankingu zajmuje firma D, a firma I znalazla si¢ na pozycji drugiej. W sto-
sunku do poprzedniego uszeregowania przedsigbiorstw zaszlo zatem nieznaczne
»przetasowanie” na pozycjach rankingowych.

Tabela 8.6. Réznice wartosci wystandaryzowanych zmiennych od wzorca

Firma Cecha (a) Cecha (b) Cecha () Cecha (d)
A -1,2415 1,2603 -1,6322 -1,7152
B -0,9311 0,5401 -1,2242 -2,6470
C -2,1726 0,7202 -3,1285 -2,8730
D -1,9187 1,6204 -0,2720 -0,6249
E -0,2822 3,4208 -2,7204 -3,1225
F 0,0000 2,3405 -1,9043 ~2,4009
G -0,3668 1,9805 -2,4484 -2,7482
H -2,4830 0,1800 -1,0882 -2,9730
[ -2,7934 0,0000 0,0000 0,0000
J -0,0564 1,4403 -2,5844 -1,8737

Zrédto: obliczenia wtasne.

Tabela 8.7. Wyznaczenie odlegto$ci euklidesowych

Firma Kwadraty réznic od wzorca dla cech: Suma, Odlegtos¢ Pozycja
(a) (b) () (d) kwadratow | euklidesowa | wrankingu
A 1,5414 | 1,5883 | 2,6642 | 2,9420 8,7359 2,9557 3
B 0,8670 | 0,2917 | 1,4986 | 7,0068 9,6642 3,1087 4
C 4,7204 | 0,5186 | 9,7872 | 8,2539 23,2802 4,8250 9
D 3,6814 | 2,6256 | 0,0740 | 0,3906 6,7716 2,6022 1
E 0,0796 | 11,7018 | 7,4006 | 9,7500 28,9319 5,3788 10
F 0,0000 | 5,4781 | 3,6263 | 5,7642 14,8686 3,8560 6
G 0,1345 | 3,9222 | 5,9944 | 7,5526 17,6038 4,1957 8
H 6,1654 | 0,0324 1,1841 8,8387 16,2206 4,0275 7
| 7,8031 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 7,8031 2,7934 2
J 0,0032 | 2,0746 | 6,6790 | 3,5108 12,2676 3,5025 5

Zrédto: obliczenia wtasne.
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W celu wyznaczenia syntetycznego miernika rozwoju SMR nalezy unormowac¢
miare odleglosci. W tym celu wyznacza si¢ $rednia (8.22) i odchylenie standardo-
we (8.23) odlegtosci obliczonych i wpisanych do tab. 8.7. Wynosza one odpowied-
nio: 3,724510,8617. W tab. 8.8 przedstawiono obliczone warto$ci miernika SMR
i pozycje rankingowe poszczegélnych przedsigbiorstw. Nalezy zauwazy¢, ze ten
ranking firm jest tozsamy z przedstawionym w tab. 8.7 z tg roznica, Ze w przypad-
ku SMR wigksza warto$¢ wskaznika $wiadczy o lepszej pozycji rankingowej firmy.
Jednocze$nie korzystajac z wyznaczonych wartosci SMR, skonstruowano 4 ho-
mogeniczne klasy firm zgodnie ze wzorami (8.33)-(8.36). Jak wida¢, w pierwszej
klasie znalazly si¢ 2 najlepsze firmy D i1, a w ostatniej firmy Ci E.

Tabela 8.8. Wartosci miernikdw SMR i grupowanie firm

Firma el?lfl:zfegz{s%s\;a SMR WI:r’:riyk%agu Firma | SMR | Klasa
A 2,9557 0,4575 3 D | 05223
B 3,1087 0,4294 4 || 04873
C 4,8250 0,1143 9 o | A |04575
m D 2,6022 0,5223 1 § B | 04204 | I
'_g E 5,3788 0,0127 10 g J | 03571
=4 F 3,8560 0,2922 6 G| F | 0,202
é G 4,1957 0,2299 8 H | 02607 | 1
H 4,0275 0,2607 7 G | 0,229
| 2,7934 0,4873 2 c |o1143
J 3,5025 0,3571 5 E | 00127 W
Srednia 3,7245 0,3163 x
Sg‘icdhafjg\';e 0,8617 0,1582 x

Zrédto: obliczenia wtasne.

W kolejnym etapie analiz obliczy¢ nalezy absolutne mierniki rozwoju (sumy
standaryzowane) AMR (8.29). Zanim jednak do tego dojdzie, trzeba wystymu-
lowa¢ destymulante, stosujac transformacje (8.24) lub (8.25). Tu wykorzysta-
no uproszczone przeksztalcenia réznicowe i ilorazowe postaci odpowiednio:

1
(*) 25, =- 25 lub (**) z; =—, gdzie: 25, 25 oznaczaja wystandaryzowane zmienne,
ik
odpowiednio stymulanty i destymulanty. Otrzymane wyniki zapisano w tab. 8.9
dla transformacji (*) oraz w tab. 8.10 dla przeksztalcenia (**). W obu tabelach
podano obliczone wartosci sum standaryzowanych i utworzone na tej podstawie
rankingi spotek.
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Tabela 8.9. Obliczanie sum standaryzowanych dla réznicowego przeksztatcenia destymulanty

Firma Wystandaryzowane wartosci stymulant, tj. cech: Miernik Pozycja
(a) (b*) (c) (d) AMR(*) w rankingu
A -0,0169 0,0900 0,0680 0,3826 0,5237 4
B 0,2934 0,8102 0,4761 -0,5492 1,0305 3
C -0,9481 0,6301 -1,4282 -0,7751 -2,5212 9
D -0,6941 -0,2701 1,4282 1,4729 1,9369 2
E 0,9424 -2,0705 -1,0201 -1,0246 -3,1728 10
F 1,2246 -0,9902 -0,2040 -0,3030 -0,2727 6
G 0,8578 -0,6301 -0,7481 -0,6504 -1,1708 8
H -1,2584 1,1703 0,6121 -0,8752 -0,3512 7
[ -1,5688 1,3503 1,7002 2,0978 3,5796 1
J 1,1681 -0,0900 -0,8841 0,2241 0,4181 5
Zrédto: obliczenia wtasne.
Tabela 8.10. Obliczanie sum standaryzowanych dla ilorazowego przeksztatcenia destymulanty
Firma Wystandaryzowane wartosci stymulant, tj. cech: Miernik POZija
(a) (b**) (c) (d) AMR(**) w rankingu
A 0,0169 | -11,1086 0,0680 0,3826 -10,6749 10
B 0,2934 -1,2343 0,4761 -0,5492 -1,0140 7
C -0,9481 -1,5869 -1,4282 -0,7751 -4,7383 9
D -0,6941 3,7029 1,4282 1,4729 5,9098 2
E 0,9424 0,4830 -1,0201 -1,0246 -0,6194 6
F 1,2246 1,0099 -0,2040 -0,3030 1,7274 3
G 0,8578 1,5869 -0,7481 -0,6504 1,0462 5
H -1,2584 -0,8545 0,6121 -0,8752 -2,3760 8
[ -1,5688 -0,7406 1,7002 2,0978 1,4887 4
J 1,1681 11,1086 -0,8841 0,2241 11,6167 1

Analizujac otrzymane wyniki,

Zrédto: obliczenia wtasne.

mozna zauwazy¢, ze ranking przedsiebiorstw
z tab. 8.9 jest niemal identyczny z porzadkiem w tab. 8.3. Natomiast ranking pre-
zentowany w tab. 8.10 jest catkowicie rdzny, co jedynie $wiadczy o tym, Ze w ana-
lizach wielowymiarowych nie tylko istotny jest wybdr miernika, ale i sposob prze-
ksztalcania zmiennych.

Istnieje oczywiscie mozliwo$¢ wyznaczenia miernikéw dla innego sposobu nor-
malizacji zmiennych, np. stosujgc unitaryzacje (8.8) i miernik (8.30). W tym przy-
padku konieczne jest sprowadzenie zmiennych do postaci stymulant, co wynika
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z bezwzorcowego charakteru miernika i koniecznosci sumowania wszystkich
zmiennych. W analizowanym przykladzie destymulantg jest jedynie zmienna
(b), ktéra przeksztalcona zostanie w stymulante wg transformacji réznicowej (*)

S — _
Zy =

P . Tak utworzony zbiér warto$ci zmiennych poddaje si¢ unitaryzacji (8.8)

i dalej dla kazdej firmy oblicza si¢ wartos¢ miernika (8.30), ktéry bedzie podstawa
porzadkowania firm, co przedstawiono w tab. 8.11.

Tabela 8.11. Budowa miernika - sumy zunitaryzowanych zmiennych (8.30)

Firma Zunitaryzowane stymulanty, tj. cechy Miernik Pozy(.:ja
(a) (b*) (c) (d) UMR w rankingu
A 0,5556 0,6316 0,4783 0,4507 0,5290 5
B 0,6667 0,8421 0,6087 0,1523 0,5674 3
C 0,2222 0,7895 0,0000 0,0799 0,2729 9
D 0,3131 0,5263 0,9130 0,7999 0,6381 2
E 0,8990 0,0000 0,1304 0,0000 0,2574 10
F 1,0000 0,3158 0,3913 0,2311 0,4845 6
G 0,8687 0,4211 0,2174 0,1199 0,4068 8
H 0,1111 0,9474 0,6522 0,0479 0,4396 7
I 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,7500 1
J 0,9798 0,5789 0,1739 0,3999 0,5331 4
Zrédto: obliczenia wtasne.
Tabela 8.12. Poréwnanie rankingéw utworzonych za pomoca réznych miar
Numery tabel, w ktérych utworzono rankingi
Firma 8.3. 8.7. 8.8. 8.9. 8.10. 8.11.
Sumarang | Odlegto$é SMR AMR(*) AMR(**) UMR
A 4 3 3 4 10 5
B 2,5 4 4 3 7 3
C 9 9 9 9 9 9
D 2,5 1 1 2 2 2
E 10 10 10 10 6 10
F 6 6 6 6 3 6
G 8 8 8 8 5 8
H 7 7 7 7 8 7
| 1 2 2 1 4 1
J 5 5 5 5 1 4

Uwaga: poniewaz w tab. 8.2 dwie firmy znajdowaty sie na tych samych pozycjach,
zapisano je na pozycji 2,5.

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Utworzony za pomocg miernika (8.30) ranking firm (tab. 8.11) jest zblizony do
wiekszo$ci wezesniejszych rankingéw. Ich poréwnanie przedstawiono w tab. 8.12.
Jedynie miernik syntetyczny (sumy standaryzowane dla ilorazowego przeksztal-
cenia destymulanty) wygenerowal zasadniczo inna kolejno$¢ analizowanych
przedsigbiorstw. W przypadku miary odleglosci i miernika SMR kolejno$¢ firm
jest identyczna, bowiem oba mierniki bazujg na odleglosci euklidesowej, a jedy-
na roznice stanowi sposob porzadkowania obiektow. Nasuwa si¢ w tym miejscu
pytanie, ktory z miernikow jest najlepszy, co sprowadza si¢ do zbadania ich wla-
sciwosci dyskryminacyjnych za pomocg miernika MWDMS (8.37) oraz wspot-
czynnika zmiennosci (8.39).

Tabela 8.13. Badanie wtasnosci dyskryminacyjnych wyznaczonych miernikow

Numery tabel, w ktérych wyznaczono mierniki

8.3. 8.7. 8.8. 8.9. 8.10. 8.11.
Sumarang | Odlegto$¢ SMR AMR(*) AMR(**) UMR

Obliczone wartosci wyrazenia: W = (S,- S, )/R

Pozycja
w rankingu
i

1 0,1053
;
3 0,0751 0,0107 0,0696
4 0,1053 0,0156 0,0198 0,0084
5 0,0526 0,0747 0,0903
6 0,0526
7 0,0611
8 0,0584
;
max 2 5,3788 0,5223 35796 | 11,6167 0,7500
min 13 2,6022 00127 | -31728 | -10,6749 0,2574
Rozstep 19 2,7766 0,5097 6,752 | 22,2916 0,4926
Suma 0,7018 0,7492 0,7492 0,7456 0,6234 0,6911
MWDMS |  0,2982 0,2508 0,2508 0,2544 0,3766 0,3089
v 2523% | 23,14% | 50,00% | 2,67E+15 | 2387,07% | 29,68%

N-1
Uwaga: Suma:Zmin ﬂ,L , kolor szary wskazuje na sytuacje, w ktérej W, >L
R 'N-1 N-1

i=1 2 s . .
' Zrodto: obliczenia wtasne.

Z przedstawionych w tab. 8.13 obliczen wynika, ze bioragc pod uwage ocene wla-
$ciwosci dyskryminacyjnych wyznaczonych miernikéw syntetycznych MWDMS,
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mozna dostrzec, ze wiekszo$¢ z nich ma podobne zdolnosci do tworzenia grup
typologicznych, cho¢ najwigksze wykazuje miernik AMR(**). Z kolei poréwnu-
jac wspolczynniki zmiennosci, zauwazy¢ trzeba, Ze najwyzsza warto$¢ osiagnely
sumy standaryzowane AMR(*)° oraz AMR(**).

%

8.3. Metody klasyfikacji

Rozwigzanie zadania klasyfikacji przebiega w kilku etapach.

1) Wybranie obiektéw badania O, i cech je charakteryzujgcych X.

2) Doboér zmiennych diagnostycznych - zaleca sig, aby zmienne diagnostyczne
byty stabo skorelowane miedzy sobg i silnie skorelowane ze zmienna gru-
pujaca.

3) Zebranie danych statystycznych. Podzial zebranego materialu empiryczne-
go na proby uczaca i testowa, np. proporcja obu prob to 70:30 lub 80:20.

4) Wybdr metody klasyfikacji — np. liniowa funkcja dyskryminacji zbudowana
dla wybranego zestawu cech diagnostycznych.

5) Estymacja funkcji klasyfikacyjnej na podstawie proby uczace;j.

6) Ocena jakosci klasyfikacji na podstawie bledéw klasyfikacji (w probie
uczacej).

7) Testowanie oszacowanego modelu na podstawie danych testujacych.

8) Ocena jakosci klasyfikacji na podstawie btedéw klasyfikacji wyznaczonych
dla proby testowej (zawierajacej inne obiekty niz w probie uczacej).

9) Jesli jakos¢ klasyfikacji jest akceptowalna, to stosuje si¢ oszacowany model
do klasyfikacji obiektéw o nieznanej przynaleznosci do klasy.

Do najpopularniejszych metod klasyfikacji ze wzorcem nalezg modele dyskry-
minacyjne i drzewa klasyfikacyjne. Gléwna idea lezaca u podstaw analizy dyskrymi-
nacyjnej to rozstrzyganie, czy wyroznione a priori klasy réznia si¢ ze wzgledu
na $rednig pewnej zmiennej, a nastepnie wykorzystanie tej zmiennej do przewi-
dywania przynaleznosci do grupy (np. nowych przypadkéw). W rzeczywistosci
pod uwage bierze sie pewng liczbe zmiennych w celu sprawdzenia, ktdre najlepiej
przyczyniaja si¢ do dyskryminowania grup. Analiza dyskryminacyjna jest wiec
statystyczng technika pozwalajaca badaé roznice pomiedzy dwiema lub wiecej
grupami, analizujac kilka zmiennych jednoczesnie. Zmienne uzyte do rozréznie-
nia grup nazywajg si¢ zmiennymi dyskryminacyjnymi.

6 Warto$¢ wspdtczynnika zmiennosci jest tak duza, bo $rednia wartosci tego miernika jest bli-
ska 0.
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Budowe funkcji dyskryminacji nalezy poprzedzi¢ wielowymiarowymi analiza-
mi zmiennych diagnostycznych i weryfikacja podstawowych zalozen’.

1) Przyjmuje sig, ze zmienne dyskryminacyjne reprezentuja wielowymiarowy roz-
kfad normalny. Chociaz badania dotyczace aplikacji wielowymiarowej funk-
cji dyskryminacji potwierdzaja, Ze jest ona dobrym klasyfikatorem, mimo
naruszenia tego zalozenia. Do weryfikacji zalozenia o wielowymiarowym
rozkladzie normalnym wykorzystuje si¢ odpowiednie testy statystyczne,
np. Kolmogorowa-Smirnowa, lub Shapiro-Wilka.

2) Zaklada si¢ podzielno$¢ zmiennych, ktora przejawia si¢ w systematycznej
réznicy wartos$ci srednich miedzy grupami. Do wyeliminowania zmiennych
niepodzielnych korzysta si¢ z testu U-Mann-Whitneya (bedacego wielowy-
miarowa odmiang testu t-Studenta).

3) Przyjmuje sie, ze macierze kowariancji zmiennych diagnostycznych sa réw-
ne w grupach. Badania empiryczne wykazujg, Ze mozna poming¢ to zaloze-
nie.

Liniowa funkcja dyskryminacyjna jest wazong suma analizowanych wskazni-

kow, czyli:

— — T
yx)=a +a - -x,+a-x, +..+a- x,=a+ax, (8.40)

gdzie:

a = [a] - wektor [Kx 1] parametréw funkgji dyskryminacyjnej (j = 1,2, ..., K),
x, = [x,] — wektor [K x 1] zmiennych diagnostycznych (dyskryminacyjnych) opi-
sujacych cechy diagnostyczne X; w i-tym obiekcie.

Analiza dyskryminacyjna (por. [Kolonko 1980, s. 153; Maddala 2006, s. 370-371])
jest metoda klasyfikacji ze wzorcem (nauczycielem), gdyz wartos¢ funkeji dys-
kryminacyjnej, wyznaczong dla rozpatrywanych obiektéw, przyréwnuje sie do
pewnego wzorca i w ten sposob okresla przynaleznos$¢ obiektow do okreslonej
klasy. Wér6d parametréw funkeji dyskryminacyjnej wyrdznia sie¢ wspolczynniki
surowe, standaryzowane i czynnikowe. Surowe parametry (8.40) wykorzystywane
sa do obliczenia warto$ci funkcji dyskryminacji, jednak nie nadaja si¢ do inter-
pretacji. Natomiast wspolczynniki standaryzowane okreslaja sile wplywu danej
zmiennej dyskryminacyjnej na zréznicowanie grup, przy czym im wieksza jest
wartos$¢ parametru, tym silniejszy jest wptyw dyskryminacyjny okreslonej zmien-
nej. Z kolei wspotczynniki czynnikowe wskazujg na sile powigzan pomiedzy
zmiennymi dyskryminacyjnymi®.

W przypadku dyskryminowania wsrod posiadanych danych 2 klas, wyznacze-
nie funkcji dyskryminacji jest do$¢ proste. Na podstawie danych empirycznych

7 Podobnie sformutowano zatozenia w [Krzysko 1990, s. 19].
8 Jednakze w przypadku pierwszych z nich uwzglednia sie udziaty pozostatych zmiennych,
a przy drugich nie (por. [Strzelecka 2017]).
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pochodzacych z proby (zbioru treningowego) zawierajacej obiekty, opisane za po-
mocg wybranych K zmiennych diagnostycznych, oblicza si¢ srednie poziomy
poszczegdlnych cech w obu grupach typologicznych oraz macierz kowariancji’.
Wektor parametréw funkcji (8.40) wyznacza si¢ ze wzoru:

a=8"(x,-x) (8.41)

gdzie:

S - macierz [K x K] kowariancji,

x,, x, - wektory [K x 1] $rednich wartoéci zmiennych diagnostycznych odpowied-
nio w grupie pierwszej i drugiej,

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

W dalszym postgpowaniu okresla si¢ warto$¢ krytyczng funkcji dyskrymina-
cyjnej, na podstawie ktorej dokonuje si¢ klasyfikacji badanych obiektow. W tym
celu wyznacza sie przecietne wartosci funkcji dyskryminacyjnej dla obu grup ty-
pologicznych za pomoca relacji:

y,=(x,-x)8"x, (8.42)

gdzie:

p — numer grupy typologicznej: pierwszej lub drugiej,

)7P - przecietna wartos¢ funkcji dyskryminacyjnej w p-tej grupie,
pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Po wyznaczeniu wspétczynnikéw dyskryminacyjnych okresla sie warto$¢ kry-
tyczna funkeji dyskryminacyjnej, ktorg wyznacza si¢ na podstawie wzoru:

a,=-la-(x,-x)'$"% +(1-a)- (x,- x)'$"x] (8.43)

gdzie:
o — prawdopodobienstwo wystapienia elementéw klasy 1,
1 - a - prawdopodobienstwo wystapienia elementéw klasy 2.

Kiedy wartos¢ krytyczna znajduje si¢ w polowie odlegloéci miedzy y, iy,, czyli
gdy a = 0,5, wtedy relacja (8.43) redukuje si¢ do postaci:

a,=-0,5-(x,-x)'S" (x, +x)) (8.44)

Majac wyznaczong warto$¢ krytyczng dokonuje si¢ podziatu obiektow do grup
typologicznych. Obiekty, dla ktorych obliczone wartoéci funkcji dyskryminacji
s3 od wartos$ci krytycznej mniejsze, zalicza si¢ do grupy pierwszej, a pozostate
zalicza si¢ do grupy drugiej.

9 Chodzi tutaj o oszacowanie wspdtczynnikdw dyskryminacji i statystyki Walda-Andersona
(por. [Jajuga 1993, s. 130]).
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W sytuacji, gdy pewna liczba obiektéw z proby treningowej zostaje blednie
zaklasyfikowana, czyli znajdzie si¢ w innej grupie typologicznej niz rzeczywiscie
przynalezy, powstaje tzw. strefa niepewnosci, w ktérej nie mozna podja¢ decyzji
o zaklasyfikowaniu obserwacji do zadnej z klas. Woéwczas proponuje si¢ wyzna-
czanie tzw. punktu krytycznego postaci'’:

Y=
P, k, (8.45)

gdzie:

y. — wartos$¢ punktu krytycznego,

p,» p, — prawdopodobienstwo zakwalifikowania i-tego obiektu do klasy odpowied-
nio: A1 i AZ,

k,, k, — koszt btednej klasyfikacji do grupy odpowiednio: A i A..

Przeprowadzajac klasyfikacje ze wzorcem, czesto korzysta sie z tzw. funkcji
klasyfikacyjnych" postaci (8.40), ktére formulowane sg dla kazdej grupy typo-
logicznej. W praktyce przyjmuje si¢, ze wszystkie funkcje klasyfikacyjne maja te
samg postac analityczng, a réznig si¢ jedynie wspotczynnikami. Funkcje te sg tak
generowane, aby maksymalizowa¢ wartos¢ ilorazu zmiennosci miedzygrupowej
i wewnatrzgrupowej. Liniowa funkcja dyskryminacji opisuje hiperplaszczyzne
rozdzielajaca zbiory obiektow w taki sposdb, aby je jak najlepiej odseparowac.
W przypadku nieréwnych macierzy kowariancji szacuje si¢ kwadratowg lub inna
(np. logistyczna'?) posta¢ funkcji dyskryminacji.

Modele dyskryminacyjne (klasyczne) sa modelami klasyfikacji dychotomicz-
nej. Pierwsze prace nad ich zastosowaniem do prognozowanie bankructwa pro-
wadzil Altmana (1968). W klasycznym podejsciu zmienna zalezna przyjmuje
wartos$¢ 0 dla bankruta i 1 dla nie-bankruta. Zmienne dyskryminacyjne (opisowe,
niezalezne) to zazwyczaj zmienne opisujace kondycje finansowg przedsiebior-
stwa, np. wskazniki finansowe. Modele dyskryminacyjne sa systemami wczesne-
go ostrzegania. Powstaly po to, aby zawczasu zidentyfikowa¢ zagrozenia dotycza-
ce efektywnosci gospodarowania i zwigzanej z tym utraty zdolnosci platniczej
przedsiebiorstwa. Mozna réwniez budowa¢ modele do klasyfikacji wielodzielnej
- politomicznej, tj. kiedy klas jest wiecej niz 2. Przykladem tego typu modeli moze
by¢ ocena zdolnosci kredytowej i klasyfikacja do roznych grup ryzyka.

10 Problem ten zostat omdwiony w pracy [Altman 1993, s. 254-264].

11 Metody oparte na funkcjach dyskryminacji stanowig cze$¢ pakietdbw komputerowych reali-
zujacych analizy statystyczne, np. STATISTICA, SAS, SPSS. Wyznacza sie tam nie funkcje dys-
kryminacyjne, tylko klasyfikacyjne.

12 W przypadku klasyfikacji dychotomicznej model dyskryminacji logistycznej jest rbwnowaz-
ny modelowi regresji logistycznej.
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Przyktad 8.2

Model Altmana (Zeta Model, Z-score lub zeta score model) prognozowania upa-
dlosci przedsigbiorstw jest oszacowang funkcja dyskryminacji postaci (por. [Alt-
man 1968]):

D=12-x +14-x,+33x,+0,6-x,+1,0-x,
gdzie:
‘- kapitat pracujgcy

aktywa ogotem

skumulowane zyski reinwestowane

X
’ aktywa ogotem

v zysk brutto+ odsetki
=

aktywa ogotem

.= wartos¢ rynkowa kapitatu wlasnegc

wartos¢ ksiggowa kapitatu obcego

. przychod ze sprzedazy

’ aktywa ogétem

Prezentowany wyzej model Altman oszacowal na danych pochodzacych
z 66 przedsiebiorstw, z ktérych potowa miata stabilng sytuacje finansowa, a 33 fir-
my byly zagrozone upadloscia. Wyznaczona wartos¢ dyskryminacyjna wynio-
sta 1,81. Dla analizowanej proby Altman wyznaczyl prawdopodobienstwa upadku
analizowanych korporacji, np. korporacja, dla ktorej wartos¢ funkeji dyskrymi-
nacji wynosita -0,55, upadnie z prawdopodobienstwem 75%, natomiast prawdo-
podobienstwo bankructwa korporacji, dla ktdrej funkcja dyskryminacji przyjmie
wartos¢ 2,30 wyniosto zaledwie 1%.

W 1984 roku Altman (por. [Altman 1984]) wykazal, ze modele stuzace do
przewidywania upadku przedsigbiorstw powinny by¢ stosowane tylko w kra-
ju, w ktérym zostaly zebrane dane stuzace do ich opracowania. Przyczyna sg
miedzy innymi réznice w systemach rachunkowosci obowiazujacych w réznych
krajach. Autorami pierwszych modeli dyskryminacyjnych szacowanych na
podstawie danych z polskich przedsiebiorstw byli: Gajdka i Stos [1996], Hot-
da [2000], Homrola, Czajka i Piechocki [2004], Prusak [2005] oraz Maczynska
i Zawadzki [2006].

%
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Drzewa klasyfikacyjne nalezg do nieparametrycznych metod badania zalez-
nosci wystepujacych w zbiorach danych, czyli ich stosowanie nie wymaga ani
znajomosci rozkladéw zmiennych opisujacych obiekty, ani postaci analitycznej
zwigzku miedzy nimi. Drzewa klasyfikacyjne dokonuja podzialu wielowymia-
rowej przestrzeni zmiennych X", w ktdrej znajdujg si¢ klasyfikowane obiekty
(x, x5 ..., x,) W taki sposob, aby uzyskac rozlaczne segmenty tej przestrzeni.
W tych segmentach znajduja si¢ obiekty, ktore naleza do tej samej klasy. Drzewo
sktada si¢ z korzenia (znajdujacego sie zwykle u géry rysunku) oraz gatezi pro-
wadzacych z korzenia do kolejnych weztéw. W kazdym wezle sprawdzany jest
pewien warunek dotyczacy danej obserwacji i na jego podstawie wybiera si¢ jed-
ng z galezi prowadzaca do kolejnego wezla pietro nizej. Na dole znajduja sie li-
$cie, w ktorych odczytuje si¢, do ktorej z klas nalezy przypisa¢ dang obserwacje.
Klasyfikacja danej obserwacji polega na przejsciu od korzenia do liscia i przy-
pisaniu do tej obserwacji klasy zapisanej w danym lisciu. Procedura podziatlu
ma charakter rekurencyjny i sklada si¢ z pigciu krokéw (por. [Gatnar, Walesiak
2004, s. 108; Gatnar 1998, s. 169-170]).

1) Sprawdzenie czy przestrzen X", w ktorej znajduje sie zbior uczacy S, jest
jednorodna pod wzgledem wartosci zmiennej zaleznej y. Jezeli tak, to nalezy
zakonczy¢ postepowanie’?, jezeli nie — przejs¢ do kroku (2).

2) Rozpatrzenie wszystkich mozliwych sposobéw podziatu przestrzeni X™ na
rozlgczne segmenty R, R, ..., R,, uwzgledniajgc wartosci kolejno wybiera-
nych zmiennych objasniajgcych.

3) Ocena jakosci kazdego z tych podziatéw zgodnie z przyjetym kryterium ho-
mogeniczno$ci oraz wybor najlepszego z nich.

4) Podzielenie przestrzeni X™ wybranym sposobem.

5) Powtorzenie krokéw (1)-(4) rekurencyjnie dla kazdego z segmentéw R , R,
R

Podzialkprzestrzeni obiektow w (4) kroku jest dokonywany na podstawie war-
tosci cech opisujacych obiekty. Cecha, ze wzgledu na ktora dokonuje sie podziatu,
nie moze by¢ wybierana losowo, poniewaz wtedy drzewo klasyfikacyjne mogtoby
mie¢ liczbe lisci réowng liczbie obiektéw. Dlatego w celu oceny jakosci dziatania
drzewa stosuje si¢ miary jednorodnosci lub miary zréznicowania klas uzyskanych
w wyniku podzialu. Wszystkie te miary opieraja si¢ na zalozeniu, ze zachodzi
zwigzek miedzy wartosciami cech obiektow, a ich przynaleznoscia do danej grupy.

Optymalny model drzewa klasyfikacyjnego to taki, ktory daje maty blad klasy-
fikacji i jednoczesnie charakteryzuje si¢ niewielka zfozonoscig. W celu uzyskania
takiego drzewa stosuje si¢ takie metody, jak np. przycinanie krawedzi czy skraca-
nie dtugosci krawedzi, a nastepnie ocenia sie bledy klasyfikacji dla zbioru uczace-
go (koszty resubstytucji) oraz zbioru testowego (koszty sprawdzianu krzyzowego).

13 Procedure mozna tez zakonczy¢, gdy jest spetniony inny warunek stopu, np. minimalna licz-
ba obiektéw w powstatych segmentach.
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W programach komputerowych do budowy drzew klasyfikacyjnych naj-
czesciej wykorzystuje sie algorytmy CART (Classification And Regression Trees)
i QUEST (Quick Unbiased Efficient Statistical Tree). CART (por. [Gatnar 1998,
s. 182]) jest algorytmem, ktéry polega na rekurencyjnym przeszukiwaniu
wszystkich mozliwych podziatéw jednowymiarowych. W przypadku duzej licz-
by zmiennych predykcyjnych (diagnostycznych) z wieloma poziomami, dzia-
tanie tego algorytmu moze by¢ czasochlonne, a takze obcigzone w kierunku
wyboru zmiennych predykcyjnych, ktére maja wiecej pozioméw do podziatéw.
Dlatego czesto otrzymuje sie najlepsze podzialy (z punktu widzenia najlepszych
wynikéw klasyfikacji) w zbiorze uczacym, jednak niekoniecznie w prébach
sprawdzianu krzyzowego. Algorytm QUEST, zamiast funkcji liniowych, wyko-
rzystuje kwadratowe funkcje dyskryminacyjne do wyczerpujacego poszukiwa-
nia podzialéw jednowymiarowych [Gatnar, Walesiak 2004, s. 106]. Algorytm
ten jest szybki i nieobciazony, jezeli chodzi o wybdr podzialéw ze wzgledu na
liczbe poziomoéw predyktoréw (predyktory z wieloma poziomami maja tenden-
cje do generowania przypadkowych rozwigzan, ktére dobrze pasuja do danych,
ale maja stabg trafno$¢ predykcyjng).

W przypadku klasyfikacji ze wzorcem istnieje mozliwos¢ oceny jakosci klasy-
fikacji na podstawie odpowiednio sformutowanych bledéw. Ogdlny blad klasyfi-
kacji jest postaci:

_ BN, +BN

E %100
(8.46)
Natomiast blad klasyfikacji do wyrdznionej klasy p = 1, 2:
BN
E, = .100
N
P (8.47)

gdzie:

N - liczba wszystkich obiektow podlegajacych klasyfikaciji,

N, - liczba obiektéw nalezacych do p-tej Klasy,

BN, - liczba biednie zaklasyfikowanych element6éw do p-tej klasy.

Warto odnotowac, ze wyrazony w procentach zliczeniowy R* (6.20), okreslajac
odsetek poprawnie zaklasyfikowanych obiektow, jest przeciwienstwem ogoélnego
bledu klasyfikacji i zachodzi relacja: zliczeniowy R* = (100 — E)/100.

Bledy klasyfikacji oblicza si¢ dla obiektéw o znanej przynaleznosci do klasy.
Wyznacza si¢ je zaréwno dla proby uczacej, jak i testujacej. Jednak o jakosci - po-
prawnos$ci metody klasyfikacji decyduja wartosci bledéw wyznaczonych dla proé-
by testowej.
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8.4. Metody grupowania

Jak wczesniej wspomniano, jednymi z cze$ciej stosowanych metod klasyfikacji
bez wzorca sg metoda k-$rednich i metoda Warda. Zastosowanie obu metod do
rozwigzania praktycznych probleméw wymaga zazwyczaj uzycia profesjonalne-
go oprogramowania. Ponizej przedstawiony zostanie zarys postepowania w obu
przypadkach.

Metoda Warda nalezy do metod aglomeracyjnych, w ktérych wstepnym zalo-
zeniem jest przypuszczenie, ze kazdy obiekt badania O, tworzy poczatkowo jedng
klase A, (i=1,2, ..., p). Realizacja procedury klasyfikacyjnej przebiega nastepujaco.

1) Tworzy si¢ p skupien, czyli kazdy obiekt badania stanowi jedna klase.

2) W macierzy odleglosci szuka si¢ pary klas najbardziej podobnych (tj. naj-
mniej odleglych od siebie). Niech bedg to klasy A, oraz A.

3) Redukuje sie liczbe klas o 1, taczac klasy A, oraz A wnowg klase.

4) Przeksztalca si¢ odlegtosci stosownie do metody migdzy polaczonymi klasa-
mi A, i A, oraz pozostatymi klasami.

5) Powtarza sie kroki (2)-(4) do chwili, gdy wszystkie obiekty znajda si¢ w jed-
nej klasie.

W przypadku metod aglomeracyjnych, gdy liczba klas jest znana i wynosi /,

nalezy proces grupowania przerwac po n - [ etapach.

Metoda k-$rednich nalezy do grupy metod klasyfikacji bez wzorca, tj. dokonuje
podziatu calego zbioru przypadkéw na z gory okreslong liczbe k (u nas k = p) roz-
nych', mozliwie odmiennych klas bez znajomosci wzorcow tych klas. Algorytm
metody polega na przenoszeniu obiektéw mie¢dzy klasami tak, aby uzyska¢ mala
zmienno$¢ obiektow wewnatrz skupien i zmaksymalizowa¢ zmienno$ci miedzy
skupieniami. W kazdym skupieniu powinny znajdowac si¢ zatem obiekty naj-
bardziej podobne do siebie pod wzgledem opisujacych je atrybutow, przy jed-
noczesnym znacznym zréznicowaniu pomiedzy skupieniami. Metoda k-$rednich
opiera si¢ na oszacowaniu odleglosci miedzy skupieniami a obiektami i przebiega
zgodnie z opisanym ponizej algorytmem.

1. Ustala si¢ maksymalng liczbe iteracji® oraz liczbe grup p, na jakie ma by¢
podzielony analizowany zbior obiektéw, przy czym p € [2; N - 1], gdzie: N
jest liczba obiektow.

2. Ustala si¢ wyjsciowg macierz srodkow ciezkosci grup postaci:

B=[b](s=12,...,p;j=1,2,...,k) (8.48)

s

14 Z reguty przyjmuje sie, ze liczba grup w populacji jest rébwna k, stad nazwa metody. Tutaj
przyjmuje sie, ze liczba klas wynosi p.

15 Omawiana metoda optymalizacji wstepnych podziatéw zbioru nie jest zbiezna. Dlatego, aby nie
dopusci¢ do powstania petli w obliczeniach, nalezy z gory ustali¢ dopuszczalng liczbe iteracji.
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gdzie: k jest liczbg zmiennych oraz przyporzadkowuje poszczegolne obiekty
do takich grup, dla ktérych ich odleglos¢ od srodka ciezkosci danej grupy

jest najmniejsza.

3. Wyznacza si¢ warto$¢ wyjsciowego bledu podziatu obiektéw miedzy p grup:

N
0= zdzs (8.49)
i=1

gdzie: d’ jest odleglodcig Euklidesa (7.16) migdzy i-tym obiektem a najbliz-
szym s-tym $rodkiem ciezkosci:

k
dy =Y (x,=b,) (i=1,2,..,N) (8.50)
j=1

4. Dla pierwszego obiektu okresla si¢ zmiany bledu podzialu wynikajace z przy-

porzadkowania go kolejno do wszystkich aktualnie wystepujacych grup:

2 A2
1_ ns .dls _ n-‘l dlsl

Aw

N

n +1 n, +1 (8.51)
gdzie:

n, - liczebno$¢ s-tej grupy;

d: - odleglos¢ pierwszego obiektu od srodka ciezkosci s-tej grupy;

n, - liczebnos¢ grupy zawierajgcej pierwszy obiekt;

d: - odleglo$¢ pierwszego obiektu od najblizszego $rodka cigzkosci.

Jezeli minimalna warto$¢ wyrazenia (8.51) dla wszystkich s # s jest ujem-
na, to pierwszy obiekt przypisuje si¢ do grupy, dla ktérej Aw! = min. W dal-
szym postepowaniu przelicza si¢ srodki cigzkosci grup B, uwzgledniajac
dokonang transformacj¢ obiektu oraz wyznacza si¢ aktualng warto$¢ bledu
podziatu (8.49). Jezeli minimalna warto$¢ tego wyrazenia jest dodatnia lub
réwna 0, to nie dokonuje si¢ zadnych zmian.

5. Operacje opisane w punkcie (4) powtarza si¢ dla kazdego nastgpnego obiek-

tu, co konczy pierwszg iteracj¢ procedury.

6. Jezeli w danej iteracji nie obserwuje si¢ zadnych przesunie¢ obiektow z grupy

do grupy, to postepowanie si¢ konczy. W przeciwnym wypadku rozpoczyna
sie nastepng iteracje, az do momentu, w ktérym liczba iteracji nie przekro-
czy ustalonej wartosci.

Przedstawiony algorytm (1)-(6) umozliwia znalezienie lokalnego optimum
bledu podzialu w, przy czym zazwyczaj liczba niezbednych iteracji jest mniejsza
od 15.
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8.5. Metody doboru cech diagnostycznych

W przypadku metod statystycznych stosowanych do rozpoznawania obiektow
istotng kwestig jest wybdr odpowiedniego zestawu zmiennych diagnostycz-
nych, poniewaz ostateczne wyniki badania w znacznym stopniu od niego zale-
z3. Zmienne diagnostyczne powinny w sposob mozliwie pelny charakteryzowac
najwazniejsze aspekty badanego zjawiska. Zatem muszg to by¢ zmienne niosgce
informacje ogélne o poszczegélnych jednostkach, a nie informacje unikatowe.
Jednakze wiele zmiennych ekonomicznych wykazuje silng wzajemna korelacje, co
oznacza powielanie tych samych informacji przez kilka zmiennych. Pojawia si¢
wowczas konieczno$¢ redukowania liczby zmiennych diagnostycznych, co moze
réwniez wynika¢ z faktu posiadania malo licznej proby, a duzej liczby szacowa-
nych parametréw.

Dobér zmiennych diagnostycznych odbywa si¢ w drodze przetwarzania i ana-
lizy danych w oparciu o kryteria merytoryczne i metody statystyczne. Kryterium
merytoryczne jest oceng jako$ciows, a statystyczne oparte jest na miernikach ilo-
$ciowych, ktore wyznaczane sg za pomocg procedur formalnych. Podstawa do
wyboru zmiennych diagnostycznych jest tzw. wstepna lista cech zaproponowana
przez badacza na podstawie ogélnej znajomosci zjawiska.

Do wyznaczenia zbioru zmiennych diagnostycznych stosuje si¢ odpowiednie
procedury w celu uzyskania zestawu zmiennych, ktére w sposdb mozliwie pelny
charakteryzujg badane jednostki, a przy tym tworza zespdt jak najmniej liczny.
Wymagania te sg spelnione wtedy, gdy zmienne diagnostyczne posiadaja naste-
pujace wlasnosci'®:

« s3 nieskorelowane lub co najwyzej stabo skorelowane miedzy soba,

« s3silnie skorelowane ze zmienng grupujaca (o ile taka istnieje),

« posiadaja zdolnos¢ dyskryminacji badanych jednostek, tj. charakteryzuja
sie wysoka zmiennoscig wsrod wszystkich jednostek zbioru, a niskg wsrod
jednostek wydzielonych grup,

« nie ulegaja wplywom zewnetrznym.

Procedura doboru zmiennych diagnostycznych realizowana jest w kilku eta-

pach.

1) Na podstawie wiedzy merytorycznej sporzadza sie zestaw tzw. pierwotnych
zmiennych diagnostycznych, ktdrymi sg wszystkie najwazniejsze wielkosci
oddzialujace na zmienng decyzyjna.

2) Przeprowadza si¢ obserwacje x; (i=1,2,..,N,j=1,2, ..., K), bedace re-
alizacjami potencjalnych zmiennych diagnostycznych oraz y, zmiennej gru-
pujacej (w przypadku jej wystepowania). Zebrane dane statystyczne tworza

16 Nalezy zauwazy¢, ze podobne postulaty dotycza zmiennych uzytych do konstrukcji modeli
ekonometrycznych.



276 Elementy wielowymiarowej analizy statystycznej

macierz X = [x,], ktdrej wiersze charakteryzujg badane obiekty O, a kolum-
ny pierwotne zmienne diagnostyczne oraz wektor y = [y ] zmiennej decyzyj-
nej (klasyfikacyjnej).

3) Bada si¢ zmienno$¢ wszystkich zmiennych zawartych w pierwotnym zesta-
wie zmiennych diagnostycznych. Najczesciej wykorzystuje sie w tym celu
wspoétczynnik zmiennosci.

4) Wyznacza si¢ wspolczynniki korelacji migdzy wszystkimi rozpatrywanymi
zmiennymi diagnostycznymi i (o ile istnieje) zmienng grupujaca.

5) Z pierwotnego zbioru zmiennych diagnostycznych usuwa si¢ zmienne
charakteryzujace si¢ malg zmiennoscia (zazwyczaj eliminuje si¢ zmien-
ne, dla ktorych wspétczynnik zmiennosci V;< 0,1), a takze zmienne dia-
gnostyczne silnie skorelowane migdzy soba oraz stabo skorelowane ze
zmienng grupujacy.

Podstawowe metody statystyczne doboru zmiennych diagnostycznych to me-
tody: analizy macierzy wspolczynnikéw korelacji, analizy czynnikowej i analizy
gltéwnych sktadowych.

Jedna z formalnych procedur doboru cech diagnostycznych, w analizie obiek-
tow wielocechowych opiera si¢ na macierzy korelacji R mi¢dzy potencjalnymi ce-
chami diagnostycznymi'’, czyli:

L on, n Mk
1, 1 r 1,
R= 21 23 2K (852)
T T T 1

gdziedlai,j=1,2,...,K:
r,; — to wspotezynnik korelacji liniowej (4.5) migdzy cechami X; i X;.

Kryterium doboru zmiennych diagnostycznych stanowi, wyznaczana w spo-
sob formalny lub przyjmowana arbitralnie, krytyczna warto$¢ wspodtczynnika
korelacji r*. Na jej podstawie z tablicy (8.52) wyrdznia si¢ tzw. skupienia, czyli
podzbiory cech, dla ktorych wartosci bezwzgledne wspodtczynnikow korelacji nie
s3 wieksze od wartos$ci krytycznej. W skupieniach wyrdznia si¢ jedng tzw. ceche
centralng oraz pewna liczbe tzw. cech satelitarnych. Cechy nalezace do skupien
nazywane s3 systemowymi, a pozostate — izolowanymi. Cechy centralne i izolo-
wane tworzg zbior cech diagnostycznych. Postepowanie w tej metodzie sklada si¢
z kilku etapow:

17 Metode te zaproponowat Zdzistaw Hellwig, a jej opis mozna znalezé m.in. w pracach:
[Urbanek 1995; Witkowska 2002, s. 73-75], w ktorych przedstawiono przyktady aplikacji tej
metody w analizach sytuacji finansowej przedsiebiorstwa.
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1) wmacierzy korelacji R wyznacza si¢ sume elementow kazdej kolumny, czyli:
K
R;= ZI:M (8.53)

2) wyszukuje si¢ kolumne p, dla ktérej suma jest najwicksza, a ceche odpowia-
dajaca wyroznionej kolumnie uwaza si¢ za ceche centralng,
3) w wyrdznionej kolumnie wyszukuje si¢ elementy spelniajace nieréwnos¢:

|”pj| >7 (8.54)

cechy odpowiadajgce wyrdznionym wierszom uwaza sie za cechy satelitarne,

4) z macierzy R skresla si¢ wyréznione kolumny i wiersze, uzyskujac w ten spo-
sob tzw. zredukowang macierz korelacji,

5) postepowanie (1)-(4) powtarza sie, otrzymujac dalsze punkty skupienia
i nowe zredukowane macierze korelacji, az do momentu wyczerpania zbio-
ru cech,

6) przedstawione wyzej postepowanie moze by¢ wykorzystywane nie tylko
przy doborze cech diagnostycznych, ale réwniez do klasyfikacji obiektow
wielocechowych.






Rozdziat 9
Metody badania finansowych
szeregow czasowych

Badania dotyczace instrumentéw finansowych i tworzonych z nich portfeli in-
westycyjnych prowadzone s3 zazwyczaj na podstawie obserwacji ich zachowan
W czasie, tj. na podstawie szeregdw czasowych. W analizach finansowych uwzgled-
nia sie dwa podstawowe parametry charakteryzujace inwestycje, tzn.

 dochody inwestorow, ktore zazwyczaj reprezentowane sg przez rdznie defi-

niowane stopy zwrotu oraz

o ryzyko, opisywane za pomoca roéznych miernikéw, odzwierciedlajacych

zmiennosc¢ stop zwrotu.

Dlatego tez wiele uwagi poswieca si¢ zarowno badaniu wewnetrznych wia-
snosci szeregdw czasowych obserwacji notowan instrumentéw finansowych lub
portfeli inwestycyjnych, jak i wzajemnych relacji wystepujacych miedzy réznymi
instrumentami lub portfelami.

Celem niniejszego rozdzialu jest pokazanie, w jaki sposéb powszechnie zna-
ne metody statystyczne i modele ekonometryczne s3 wykorzystywane w praktyce
analiz instrumentéw finansowych. Rozwazania ogdlne zostang zilustrowane ba-
daniem notowan cen akgcji spotki z GPW w Warszawie. W analizach wykorzysta-
ne zostang:

o statystyczne metody opisowe,

« metody wnioskowania statystycznego,

o modele Sharpe’ai CAMP,

o klasyczny miernik efektywnosci inwestycyjnej Jensena.

9.1. Stopy zwrotu

Dochéd z tytulu posiadania akeji pochodzi z réznicy ceny sprzedazy i zakupu
akcji oraz z dywidendy. Stad tez stopa zwrotu z akcji wyrazana jest jako:
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R; _ Vi — Virk +Dt
Vit-k
gdzie dlakazdego t=1,2,..., T:
R*l.t - stopy zwrotu z instrumentu (¢ = 1, 2, ..., T),
T - liczba okreséw, w ktorych dokonywano pomiaru zjawiska,
V. ¥, — Obserwacje szeregu czasowego dotyczace notowania i-tego instrumentu
finansowego, poczynione odpowiednio w okresie (lub momencie) t oraz opéznio-
ne o k okreséw,
D, - dywidenda wyptacona w okresie t.

Nalezy zauwazy¢, ze wyplacanie akcjonariuszom dywidendy jest obwarowane
pewnymi warunkami'. Zatem nie wszystkie spotki i nie w kazdym roku dywi-
dende wyplacaja, a oprocz tego nalezy si¢ ona tylko tym inwestorom, ktérzy sa
posiadaczami akcji w momencie sporzadzania stosownej listy akcjonariuszy. Dla-
tego w analizach czgsto pomija sie jej wptyw. Przyjmujac, ze D,= 0, mozna stope
zwrotu z dowolnego instrumentu finansowego zapisa¢ jako:

R* — yit _yitfk (91)

it
Yit-k

Warto odnotowad, ze t i k jednoznacznie okreslaja interwal, z jakiego sa wy-
znaczane stopy zwrotu, bedace wielko$ciami niemianowanymi, lub sg wyrazane
w procentach.

W praktyce wyrdznia si¢ dwa rodzaje stop zwrotu z instrumentéw finanso-
wych, tj. proste (zwykle) i logarytmiczne stopy zwrotu. Pierwsze ze wspomnia-
nych wyznacza si¢ ze wzoru (9.1) i stanowig one de facto wzgledny przyrost (5.4)
wartosci waloru w zadanym okresie. Drugi rodzaj stép zwrotu to stopy logaryt-
miczne bedace logarytmem naturalnym ieksu (5.6) wyznaczonego dla cen instru-
mentu finansowego, obserwowanych w dwoch momentach lub okresach, postaci:

R, = ln(iJ ~In(y,)~In(y, ) 02)

Yiek

gdzie dlakazdegot=1,2,..., T:

R;f R, - stopy zwrotu z instrumentu (t=1,2,..., 1),
In - symbol logarytmu naturalnego,

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

1 W Polsce o wyptacie dywidendy, ktdrej kwota jest pochodna zysku netto sp6tki, decyduje wal-
ne zgromadzenie akcjonariuszy.
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Stopy zwrotu (9.1)-(9.2) wyrazaja zysk (jesli sa dodatnie) lub rate (gdy sa ujem-
ne), jakie osiggnie inwestor w momencie (lub okresie) t po zainwestowaniu y,
srodkéw w (t - k)-tym momencie (lub okresie). Prosta stopa zwrotu (9.1) wy-
korzystuje koncepcje kapitalizacji okresowej, a stopa logarytmiczna (9.2) - ka-
pitalizacji ciaglej. Rozklad zwyklej stopy zwrotu jest tej samej postaci co rozklad
ceny (z doktadnoscig do parametréw polozenia i skali). Natomiast rozklad loga-
rytmicznej stopy zwrotu ma inng posta¢ niz rozklad kursu, jest bowiem logaryt-
micznym przeksztalceniem rozkladu ceny. Wartosci stop zwrotu (9.2) nalezg do
przedziatu (-o0; +0) i sa addytywne, co oznacza, Ze logarytmiczna stopa zwrotu
w danym okresie jest rowna sumie logarytmicznych stop z poszczegolnych jego
odcinkéw i mozna z nich oblicza¢ srednig arytmetyczna, ktéra odpowiada kapi-
talizacji ciaglej (zaklada sie, ze wszystkie dochody sa reinwestowane) (por. [Jajuga
2000, s. 71; Fiszeder 2009, s. 22-23]). Skumulowana dla k okreséw stopa zwrotu
dla stop logarytmicznych jest postaci:

k
Rf=>R, = l“[&j (9.3)
=1

y il
podczas gdy dla stdp prostych skumulowane zwroty wynosza*

k

R¥ :H(Rt +1)—1 (9.4)

t=1

W zwigzku z powyzszym $rednie stopy zwrotu ze stop logarytmicznych wyzna-
cza si¢ jako $rednig arytmetycznag (5.2), a ze stop prostych’ - jako $rednig geome-
tryczna (5.8).

W badaniach czesto wykorzystuje sie logarytmiczne stopy zwrotu ze wzgledu
na ich niektére wlasnosci statystyczne®. Przede wszystkim jest to zwigzane z za-
tozeniem o normalnosci rozktadu szeregu stop zwrotu, ktdre jest czgsto przyjmo-
wane przy estymacji nieznanych parametréw i weryfikacji hipotez statystycznych,
a formalna mozliwo$¢ przyjecia zalozenia o normalnosci pojawia si¢ wylacznie
w odniesieniu do stop logarytmicznych.

2 gdzie: H;at - symboliloczynu k czynnikéw a,.

3 Srednie zwroty w przypadku prostych stép zwrotu wyznacza sie jako: R, = 4/RS =& Htkzl(R;[ +1)

4 Uzycie logarytmicznych stép zwrotu czesto jest bardziej uzasadnione niz wykorzystanie
prostych (zwyktych) stép zwrotu. Dyskusje na ten temat mozna znalez¢ m.in. w: [TarczynAski
iin.2013,s.26-27]. Dotyczy to w szczegdlnosci zatozenia o normalnosci rozktadu stop zwro-
tu, poniewaz rozktad zwyktych zwrotéw jest ,uciety” w punkcie odpowiadajacym (-1) lub
(-100%), co wyklucza rozktad normalny takiej zmiennej (por. [Jajuga 2000, s. 71]).
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Warto jednak zauwazy¢, ze logarytmiczne stopy zwrotu maja rowniez swoje
wady lub ich wlasnosci nie zawsze sg pozadane. Na przyktad:

o stopy zwrotu z portfela instrumentéw w przypadku stop prostych stanowia
wazong $rednig prostych stép zwrotu z pojedynczych aktywoéw, natomiast
stopy logarytmiczne tej wlasnosci nie posiadaja;

« stopy logarytmiczne ,,splaszczajg” zmiany w przypadku duzych wahan cen.
Innymi stowy, kiedy nastepuja duze zmiany wartosci instrumentéw, stopy
logarytmiczne sa znaczaco nizsze niz proste stopy zwrotu, co moze mie¢
wplyw na wyniki analiz, zwlaszcza kiedy istotne sg wartosci z ogonéw roz-
kfadu, np. przy szacowaniu wartosci zagrozone;j.

9.2. Metody analizy wtasnosci szeregow stop
zwrotu

W analizie finansowych szeregéw czasowych zazwyczaj przyjmuje sig, ze s3 one
probami statystycznymi, chociazby dlatego, ze notowania kurséw obserwowa-
ne s3 w okreslonych punktach pomiarowych, np. ceny otwarcia czy zamkniecia.
W tej sytuacji parametry populacji generalnej nie sg znane, a wyznaczane na pod-
stawie obserwacji miary pelnia role ocen estymatordw nieznanych parametrow.
Podstawowymi miernikami wykorzystywanymi w analizach wtasnosci finanso-
wych szeregéw czasowych s, oméwione w rozdziale 2, miary:
1) polozenia, opisujace przecietny poziom zjawiska, traktowane jako mierniki
dochodu;
2) dyspersji okreslajace zmienno$¢ (rozproszenie, rozrzut), ktére wykorzystuje
sie do pomiaru ryzyka;
3) asymetrii i skupienia (koncentracji).
W badaniach finansowych najczesciej wykorzystuje si¢ mierniki klasyczne, za-
tem $rednia (2.2) lub (5.2) jest najczgsciej stosowang miarg okreslania przecietne-
go poziomu zjawiska w szeregach czasowych okresow

1< -
R==—>R =—R 9.5
, TZ: R (9.5)

gdzie dla kazdego i-tego instrumentu i t-tego momentu (okresu):
R, - stopy zwrotu z instrumentu (t=12,..., 1),

R - $rednia stopa zwrotu i-tego instrumentu,

R - skamulowane zwroty wyznaczone jako (9.3),

pozostale oznaczenia jak poprzednio.
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W przypadku szeregéw czasowych momentéw, do jakich zalicza si¢ noto-
wania cen instrumentéw finansowych, powinno si¢ wykorzystywac srednia
chronologiczng (5.1). Jednakze w praktyce, zwlaszcza kiedy liczba elementow
szeregu T jest znaczna, zamiast §redniej chronologicznej korzysta si¢ ze $redniej
arytmetycznej’, zresztg notowania stop zwrotu tworza szeregi okresow, dla kto-
rych adekwatng miarg jest srednia (5.2). Warto zauwazy¢, ze klasyczne miary
$rednie wyznaczane s3 na podstawie wszystkich elementéw szeregu, co — w sy-
tuacji wystepowania danych odstajacych, ekstremalnych lub szeregéw skrajnie
asymetrycznych - powoduje pewne ,,przeklamania” w opisie zjawiska. Dlatego
w takich przypadkach zaleca si¢ stosowanie miar pozycyjnych, takich jak me-
diana i pozostate kwartyle oraz dominanta (por. [Tarczynski 1997, s. 25-26])°,
aczkolwiek ich wykorzystanie w praktyce jest mniej popularne niz miar kla-
sycznych, tj. Sredniej arytmetycznej, ktora (jesli jest wyznaczona na podstawie
odpowiedniej proby statystycznej) jest nieobcigzonym estymatorem wartos$ci
oczekiwanej w populacji.

Ryzyko, ktdre jest istotne w analizach finansowych szeregéw czasowych, jest
zwigzane ze zmiennoscig. Stad do pomiaru ryzyka wykorzystywane sg zazwyczaj
popularne miary rozrzutu, tj. wariancja i odchylenie standardowe (2.11), odchy-
lenie przecietne (2.14) czy wspolczynniki zmiennosci (2.19) i (2.20). Sposréd
wymienionych miernikéw najbardziej popularnym (bezwzglednym) miernikiem
ryzyka jest odchylenie standardowe stop zwrotu, postaci:

T
’ R —R)
S = Zt:l(—’tl) (9.6)
' T

Przyjmujac, ze obserwacje {R, } s3 elementami proby statystycznej, zauwaza sie,
ze kwadrat S z (9.6) jest obcigzonym estymatorem nieznanej wariancji z popula-
cji. Natomiast nieobcigzony estymator odchylenia standardowego, szacowany na
dstawie proby, wyznacza si¢ jako:

T
R —R)
S \/Z(T—l) e

Warto jednak zauwazy¢, ze przy znacznej liczebnosci proby roznice migdzy
warto$ciami ocen estymatordw obciazonych i nieobcigzonych sg nieistotne i daza
do 0 wraz ze wzrostem liczby elementéw w szeregu czasowym.

5 Im liczba T jest wieksza, tym rdznice miedzy obu srednimi sa mniejsze.
6 Miary pozycyjne sa odporne na asymetrie szeregu i obserwacje odstajace, dlatego sa chetnie
wykorzystywane w analizach szeregbw o takich wtasnosciach.
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W przypadku poréwnan ryzyka réznych instrumentéw finansowych nale-
zy korzysta¢ ze wzglednych miar dyspersji, z ktérych najczesciej stosowany jest
wspotczynnik zmiennosci postaci:

Vi=— (9.8)

Istnieja réwniez inne miary ryzyka, do ktérych zalicza si¢ m.in. odchylenie
przecietne stop zwrotu (2.14), a w przypadku stosowania pozycyjnych miar $red-
nich do oceny rozrzutu wykorzystuje si¢ tzw. odchylenie ¢wiartkowe (2.18) lub
miedzykwartylowe. Mozna tez wyznaczy¢ odchylenie standardowe w stosunku
do mediany.

Warto odnotowad, ze wymienione mierniki ryzyka, m.in. (9.6)-(9.8), traktuja
odchylenia od oczekiwanych zwrotdéw in plus i in minus w jednakowy sposéb.
Dlatego ciekawymi miernikami ryzyka sa semiodchylenie przecietnie lub stan-
dardowe stép zwrotu, ktére — w przeciwienstwie do wczes$niej wymienionych
- nie s3 symetryczne i wyznaczane s3 jako odchylenie dla ujemnych zwrotow.
Semiodchylenie standardowe wyznacza si¢ jako:

T 5
SV = Zt:1dit 9]
i _T .
gdzie:
d = Rit_Ri ng Rit_Ri<0
' 0 gdy R,-R=>0 (9.10)

Do innych miar ryzyka mozna zaliczy¢ tzw. tracking error, ktory jest postaci:

1 T
TEI. = \/HZ[RU _RBt _(Ri _RB ):|2 (9.11)

gdzie:

R, - stopy zwrotu z benchmarku (t =1, 2, ..., T),

R, - srednia stopa zwrotu z benchmarku, wyznaczona dla T okreséw (momentow),
TE, - tracking error, czyli odchylenie standardowe réznicowych stép zwrotu z in-
westycji i benchmarku (differential return),

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Inwestorzy oraz zarzadzajacy funduszami sg istotnie zainteresowani tym, jakie
mozna osiggnaé¢ dochody oraz jakie jest ryzyko inwestycji w konkretny instru-
ment finansowy (lub portfel), chociazby w poréwnaniu z inwestycjami innego
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typu. W tych badaniach czesto wykorzystuje sie (opisane w rozdziale 3) testy sta-
tystyczne, ktore polegaja na weryfikacji hipotez dotyczacych oczekiwanych stop
zwrotu oraz ich zmiennosci (por. m.in. [Witkowska i in. 2012, s. 110-116]).

W przypadku analiz stop zwrotu z inwestycji kluczowym jest stwierdzenie,
czy zainwestowane $rodki przynosza zyski, czy tez generujg straty. Innymi slo-
wy weryfikuje si¢ hipoteze o wartosci oczekiwanej szeregu czasowego (3.28) dla
sprawdzenia, czy istotnie rézni si¢ od 0. Zatem hipoteza zerowa formutowana jest
W postaci:

H:E®)=0 (9.12)

wobec hipotezy alternatywnej postaci:
H:E(®)>0lubH:E®)<0 (9.13)
gdzie: E(8,) oznacza warto$¢ oczekiwang stop zwrotu z i-tego instrumentu finan-

sowego.

Do weryfikacji poprawnosci hipotezy zerowej dla duzych prob stosuje sie staty-
styke testows, ktéra ma rozktad normalny i jest postaci (3.32), czyli:

R,
W= ?\/:F (9.14)

w przypadku matych préb korzysta sie ze sprawdzianu testu (3.31) o rozktadzie
t-Studenta:

gdzie oznaczenia jak poprzednio.

Czasami interesujace jest nie tylko sprawdzenie czy inwestycje przynosza do-
chdd, ale réwniez poréwnanie stop zwrotu do jakiego$ przyjetego benchmarku,
albo do wymaganej przez inwestora stopy zwrotu wynoszacej B. Wowczas stawia-
ne hipotezy sa nieco innej postaci. Hipoteza zerowa:

H:EQ®)=B (9.16)
i hipotezy alternatywne:
H:E(®)>BlubH:E®)<B (9.17)
a statystyka testowa dla duzych préb ma rozklad normalny i jest postaci:

R —-B
U= ls—ﬁ (9.18)

1
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a dla matych préb ma rozktad t-Studenta:

R —B
tAZZS—\/T—l (9.19)

1

Inng wazna kwestig jest pytanie dotyczace wystepowania statystycznie istot-
nych réznic w dwoch szeregach stop zwrotu. Moze to dotyczy¢ zaréwno stop
zwrotu z dwdch réznych instrumentéw finansowych, jak i stop zwrotu z tego
samego instrumentu, ale w réznych okresach. Nalezy wtedy podda¢ weryfikacji
hipotezy postaci (3.33), czyli:

H:E@,) =E@,) (9.20)
oraz postaci (3.34), tzn.
H:E@®)>E@®,) lubH:E®,) < E®,) (9.21)

W celu ich weryfikacji wykorzystuje si¢ rozne statystyki testowe, ktorych wy-
boér zalezy od rozktadu populacji, znajomosci wariancji i liczebnosci proby staty-
stycznej’. Stad w przypadku matych prob:

+ jesli wariancje: o} oraz o w populacji s3 znane, to korzysta si¢ ze statystyki

(3.35), ktdra jest teraz postaci:
— R —R,

=== (9.22)
61 0-2
— + =
L T
« jesli wariancje w populacji nie s3 znane, ale s3 réwne o7 = ¢, to korzysta sie

ze wzoru (3.36) na sprawdzian testu, co daje:

R —R,
TS +TS (1,1
L+T,-2 \T T,
« przy zalozeniu braku réwnosci wariancji w obu populacjach: o} # 0, wyko-

rzystuje sie test Cochrana-Coxa o rownosci $rednich ze statystyka testowa
(3.37), czyli:

t= (9.23)

=12 (9.24)

7 Tak jak to opisano w rozdziale 3 - wzory (3.35)-(3.38).
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W przypadku duzych prob statystyka testowa (3.38) jest o rozkladzie normal-
nym, czyli:
u= M (9.25)
2 2
S8
L T

gdzie:

E(8,), E(8,) - warto$ci oczekiwane stop zwrotu w obu poréwnywanych szeregach,
R, R, - $rednie arytmetyczne obu poréwnywanych szeregéw stop zwrotu,

S}, S} — wariancje wyznaczone dla obu szeregéw stop zwrotu,

0}, 0} — wariancje populacji, z ktérych pochodzg szeregi czasowe,

T, T, - liczba obserwacji w kazdym z szeregdw.

Przyjecie statystyk testowych o rozkladzie normalnym wynika z faktu, ze za-
zwyczaj finansowe szeregi czasowe zawierajg znaczng liczbe elementéw. Mozna
wtedy przyjaé, ze dla duzych prob przestaje by¢ istotne zalozenie o normalno-
$ci rozkladu elementéw szeregu, ktdrego nie trzeba weryfikowac®. W przypadku
mniejszej liczby obserwacji w szeregu nalezy stosowac inaczej zdefiniowane sta-
tystyki testowe. Pojawia si¢ jednak wtedy problem koniecznosci weryfikacji zato-
zen o normalnosci rozkladu i dylematy zwigzane z faktem, ze zazwyczaj rozkladu
prawdopodobienstwa finansowych szeregéw czasowych nie mozna uzna¢ za roz-
kiad Gaussa. Jednakze ,wigckszo$¢ statystyk z proby jest dos¢ odporna na drobne
odchylenia od tych zalozen” [Malarska 2005, s. 141].

Pewnym rozwigzaniem jest stosowanie w tych przypadkach testéw nieparame-
trycznych’, ktére wprawdzie nie sa pozbawione pewnych wymagan formalnych,
ale zazwyczaj tatwiejszych do spetnienia w poréwnaniu z wymaganiami formu-
fowanymi dla testow parametrycznych. Jednakze — co nalezy podkresli¢ - testy
parametryczne s3 bardziej wrazliwe niz nieparametryczne w tym sensie, ze daja
bardziej wyraziste wyniki, chociaz wymagaja spelnienia czasem do$¢ restrykcyj-
nych zatozen. Przyktady zastosowania obu rodzajéw testow do analiz stép zwrotu
mozna znalez¢ np. w pracy [Foo, Witkowska 2017].

W analizach wlasnosci szeregdw stop zwrotu poréwnuje si¢ réwniez ryzyko
z inwestycji, konfrontujac zmienno$¢ dwdch szeregdw finansowych, co formutuje

8 W przypadku dostatecznie duzej proby statystycznej mozna przyjaé, ze rozktad prawdopo-
dobienstwa jest asymptotycznie normalny. Dyskusje na temat rozktaddw stop zwrotu z in-
strumentéw polskiego rynku kapitatowego znalezé mozna w [Piasecki, Tomkiewicz 2013;
Tarczynski, Witkowska, Kompa 2013, s. 79-95; Kompa, Witkowska 2020, s. 45-94].

9 Przyktadami testdw pozwalajacych weryfikowac hipoteze o réwnosci stop zwrotu s3 testy:
sumy rang Wilcoxona i Manna-Whitneya dla poréwnan dwdch oraz test Kruskala-Wallisa - dla
wiecej nizdwédch szeregéw. Natomiast do poréwnan wariancji dwdch i wiecej szeregdw finan-
sowych mozna zaproponowac test Levene’a. Opis wymienionych testéw znalezé mozna m.in.
w [Domanski 1990; Malarska 2005; Zieliriski 1997].
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si¢ w postaci pary hipotez (3.42)-(3.43), czyli: H: 0} = 0} i H: 6} > 0. Sprawdzian
testu (3.44) ma rozlglad inshera—Snedecora o(T,-1)i(T,-1) stopniach swobody
ijest postaci: F=—_=-2%_ Statystyke testowg tej postaci mozna réwniez wyko-
rzysta¢ do por(')wnazr’l wiéncmej niz dwoch szeregow.

Weryfikacja hipotez o zgodno$ci rozktadéw stdp zwrotu z rozkladem normal-
nym polega na zastosowaniu testow nieparametrycznych, takich jak test Kotmo-
gorowa-Lillieforsa, Jarque'a-Bera, Doornika-Hansena, czy Shapiro-Wilka, ktory
moze by¢ stosowany réwniez do matych prob'. Rozklad Gaussa jest rozkladem
symetrycznym o kurtozie réwnej 0, zatem jesli szeregi nie spetniaja jednego z tych
warunkow, to nie moga mie¢ rozktadu normalnego. Dlatego wystarczy przepro-
wadzi¢ znacznie prostsze testy parametryczne, aby okresli¢, czy ksztalt rozktadu
jest zblizony do krzywej normalne;.

W celu sprawdzenia symetrii rozkladu bada si¢ wspdtczynniki skosnosci. Je-
zeli warto$¢ wspotczynnika skosnosci A(8) jest réwna 0, to rozktad szeregu stop
zwrotu jest symetryczny. W rzeczywistosci wartos¢ tego wspolczynnika odbiega
od 0, z tego wzgledu testuje si¢ jego istotno$¢, stawiajac hipoteze zerowa postaci
(3.51) wobec hipotezy alternatywnej postaci (3.52). Sprawdzianem testu jest stan-
daryzowany wspélczynnik skosnosci SA, (3.53). Sprawdzenia stopnia splaszczenia
rozkladu analizowanej zmiennej w stosunku do rozkladu normalnego dokonuje
sie w trakcie testowania kurtozy. Hipotezy zerowa i alternatywne sa formufowane
jako (3.54) i (3.55), a do oceny, czy wartos¢ kurtozy istotnie rézni si¢ od 0 wyko-
rzystuje sie standaryzowany wspoétczynnik kurtozy (3.56).

Warto doda¢, ze przedstawione w tym podrozdziale testy statystyczne stanowia
tylko drobny przyklad badan, jakie prowadzone sg w celu weryfikacji statystycz-
nych wlasnosci stop zwrotu. Przyktadowo w pracach [Zamojska 2012, s. 166-171;
Czekaj 2014, s. 64-70] dodatkowo bada si¢ stacjonarnos¢, ergodycznos¢, normal-
no$¢ i wlasnosci ogonow rozkladu stép zwrotu.

9.3. Modele opisujace ksztattowanie sie stop zwrotu

W praktyce inwestowania istniejag dwa najbardziej znane modele, za pomoca kto-
rych wyjasnia si¢ ksztaltowanie stop zwrotu z pojedynczego instrumentu finan-
sowego lub portfela inwestycyjnego w istniejacych warunkach rynkowych. Sa to

10 Omdwienie tych testow mozna znalez¢ w wielu opracowaniach, wszystkie wyzej wymie-
nione przedstawiono w pracach [Tarczynski i in. 2013, s. 21-23; Witkowska 2016b, s. 27-50;
Kompa, Witkowska 2020, s. 45-94], w ktérych réwniez przedstawiono wyniki ich aplikacji do
wnioskowania o finansowych szeregach czasowych.
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model jednowskaznikowy, okreslany w literaturze réwniez jako model Sharpe’a,
oraz model wyceny aktywow kapitalowych, skrétowo nazywany CAPM (capital
asset pricing model). Oba, mimo czesto pojawiajacej si¢ w literaturze przedmiotu
krytyki", odgrywaja istotna role przy:

« testowaniu teorii wyceny aktywow,

« szacowaniu kosztu kapitatu,

« ocenie efektywnosci portfeli inwestycyjny, a zatem i efektownosci funduszy

inwestycyjnych lub emerytalnych.

Jednym z wazniejszych narzedzi wspomagajacych podejmowanie decyzji in-
westycyjnych na rynku kapitalowym stal si¢ jednowskaznikowy model rynku
(single-index model), opracowany przez Sharpea'?. Jest on najprostszym modelem,
opisujacym powigzania zmian wartosci instrumentéw finansowych (np. akeji) lub
portfela inwestycyjnego z zachowaniem catego rynku. Rynek jest w modelu re-
prezentowany przez tzw. indeks lub czynnik rynku, ktérym w przypadku rynku
kapitatowego jest zazwyczaj jeden z indekséw gieldowych. W sytuacji, kiedy ba-
dania dotyczg innych instrumentéw rynku finansowego konstruuje sie portfele
charakteryzujgce caly rynek finansowy lub jego segmenty'>.

W modelu Sharpe’a przyjmuje si¢ szereg zalozen (zob. [Tarczynski 1997, s. 104;
Witkowska i in. 2012, s. 207-208]). Jednakze sama konstrukcja modelu jednow-
skaznikowego opiera si¢ na obserwacji, ze ceny akcji losowo wybranych spétek
w wigkszosci przypadkow rosng w czasie dobrej koniunktury na gieldzie, a kiedy
sytuacja na rynku si¢ pogarsza — spadaja. Stad w modelu Sharpea stopa zwrotu
z danego aktywu jest uzalezniona od stopy zwrotu z indeksu rynku. Zatem stope
zwrotu z inwestycji i-tej w t-tym okresie (lub momencie) opisuje si¢ za pomoca
modelu regresji (4.30) lub modelu (6.7) z jedng zmienng objasniajaca, czyli (por.
[Tarczynski 1997, s. 107; Witkowska i in. 2012, s. 207-221; Tarczynski i in. 2013;
Witkowska 2016b, s. 42-46]):

R,=a +BR +¢, (9.26)

gdzie dla kazdego t (t=1,2, ..., T):

R, - stopa zwrotu z i-tego instrumentu lub portfela,

R - stopa zwrotu z tzw. czynnika rynku, np. reprezentowanego przez indeks gietdowy,
«, — wyraz wolny modelu, bedacy sktadnikiem stopy zwrotu z waloru i, niezalez-
nym od sytuacji na rynku,

11 Niektdre argumenty, bedace podstawa krytyki wspomnianych modeli, przedstawiono m.in.
w pracy [Tarczynskiiin. 2013, s. 44-45].

12 Omodwienie modelu Sharpe’a znalez¢é mozna m.in. w pracach [Tarczyriski 1997, s. 103-111;
Witkowska iin.2012,s.207-213], a praca [Tarczynskiiin. 2013] jest niemal w cato$ci poswie-
cona temu modelowi.

13 W wielu badaniach korzysta sie z odpowiednio skonstruowanych portfeli odniesienia stano-
wigcych benchmarki lub petnigcych role indeksu rynku (por. [Witkowska 2016b, s. 87-89]).
Szerzej na temat konstrukcji benchmarkéw znalez¢é mozna w [Borowski 2011].
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BB, - staty w czasie wspéiczynnik kierunkowy réwnania, ktory mierzy oczekiwang
zmiane R, przy danej zmianie R,

¢, — sktadnik losowy réwnania,

t — numer obserwacji w szeregu czasowym.

W réwnaniu (9.26) najwazniejszym dla inwestora jest parametr f3, nazywany
wspodtczynnikiem agresywnosci waloru, np. akeji, lub po prostu wspotczynnikiem
beta. W zaleznosci od wartosci, jakie przyjmuje wspotczynnik beta, objasniane
walory charakteryzujg si¢ okreslonymi cechami.

o Jezeli f <0, to stopa zwrotu z waloru (portfela) reaguje na zmiany przeciw-
nie do zachowan rynku. Jest to stosunkowo rzadki przypadek, bardzo po-
zadany w sytuacji spodziewanego spadku stop zwrotu wigkszosci waloréw
na rynku.

o Gdy B =0, stopa zwrotu z instrumentu (portfela) nie reaguje na zmiany
rynku. Taki walor (portfel) jest pozbawiony ryzyka rynku, moze nim by¢
instrument finansowy gwarantowany przez Skarb Panstwa, np. bon skarbo-
wy lub obligacja rzadowa.

« Dla0 < <1 stopazwrotu z instrumentu (portfela) w malym stopniu reagu-
je na zmienno$¢ rynku. Taki walor (portfel) okreslany jest mianem defen-
sywnego, gdyz w okresie hossy dochody sa mniejsze niz z indeksu rynku, ale
w okresie bessy straty s rowniez mniejsze.

o Jesli B =1, to stopa zwrotu z aktywu (portfela) zmienia si¢ w takim samym
stopniu jak stopa zwrotu indeksu gieldowego, czyli reaguje jak portfel
rynkowy.

« Gdypf > 1, stopa zwrotu z instrumentu (portfela) silnie reaguje na zmiany
zachodzace na rynku. Instrument (lub portfel) okreslany jest mianem wa-
loru agresywnego (portfela agresywnego). Posiadacz takich waloréw moze
liczy¢ na wiekszy niz w przypadku portfela rynkowego zysk w okresie wzro-
stow, ale i wigkszg strate w okresie spadkow.

W najprostszym ujeciu w okresach znacznego wzrostu cen zaleca si¢ kupowa-
nie instrumentéw finansowych o jak najwyzszym poziomie wspolczynnika beta.
Z kolei przy znacznych spadkach cen aktywow na gieldzie najlepsza jest inwesty-
cja w instrumenty o wspotczynniku beta mniejszym od 0.

Model Sharpe’a pozwala réwniez oszacowac ryzyko i przeprowadzi¢ jego de-
kompozycje, tj. wyrdznié z ryzyka catkowitego modelowanego waloru (lub port-
fela) czes¢ dywersyfikowang i niedywersyfikowang. Warto doda¢, ze beta jest
traktowana jako miara ryzyka instrumentéw i portfeli inwestycyjnych, dlatego
poswigca sie jej wiele uwagi w literaturze przedmiotu'.

14 Przyktadowo praca [Tarczyriskiiin. 2013] zostata w cato$ci podwiecona problemom teo-
retycznym i praktycznym zwigzanym z wyznaczaniem tego parametru i ocenie jego sta-
bilnosci.
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Do oszacowania modelu jednowskaznikowego wykorzystuje si¢ najczesciej
klasyczng metode najmniejszych kwadratéw (MNK), wowczas otrzymuje sie:

R,=d +pR, (9.27)

gdzie dla kazdego t (t=1,2, ..., T):
. — wartodci teoretyczne (tj. wyznaczone z oszacowanego modelu) stép zwrotu,
» B, — oceny estymatoréw parametréw modelu.

1

2

Model wyceny aktywéw kapitatowych CAPM nalezy do grupy modeli réwnowagi
rynku kapitatowego. Model ten jest wynikiem przeprowadzonych w latach 60. ubie-
glego stulecia badan nad rynkiem finansowym i wywodzi si¢ z podejscia Markowit-
za”. CAPM jest najczesciej stosowanym modelem réwnowagi rynku kapitalowego.

Model CAPM obrazuje, jak beda si¢ ksztaltowaly ceny oraz stopy zwrotu z in-
strumentu lub portfela na rynku, gdy dzialaja na nim inwestorzy postepujacy
w mysl teorii portfelowej (czyli inwestujacy w portfele efektywne znajdujace si¢ na
granicy tzw. pocisku Markowitza). Model CAMP zostal zbudowany przy zaloze-
niach, ktére sg w wigkszosci identyczne z tymi, jakie przyjmuje si¢ przy budowie
modelu Sharpea.

Model wyceny aktywéw kapitalowych sklada si¢ z dwdch réwnan opisujacych
lini¢ rynku kapitatowego (capital market line) CML i linie rynku papieréw warto-
sciowych (security market line) SML. Interesujace jest zwlaszcza réwnanie linii ryn-
ku papieréw wartosciowych, bedace rozwinigciem modelu jednowskaznikowego:

Rit - th + /';i(th - th) + & (9.28)

Parametry modelu szacuje si¢ (najczesciej MNK) na podstawie nieco zmienio-
nej postaci tego modelu, a mianowicie:

R,-R,=a+B(R -R)+e¢, (9.29)

gdzie dla kazdego t (t=1,2, ..., T):

R_-instrument wolny od ryzyka,

(R, - R,) - premia za ryzyko, czyli nadwyzkowy doch6d z inwestycji ponad ten,
jaki mozna osiggna¢, inwestujac w instrument wolny od ryzyka,

(R, - R,) - premia za ryzyko rynkowe, czyli réznica w dochodzie uzyskanym
z czynnika rynkowego i instrumentu wolnego od ryzyka,

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

15 Markowitz zaproponowat sposob konstruowania krzywej portfeli inwestycyjnych. Kazdy
portfel na tej krzywej charakteryzuje sie najwyzsza oczekiwang stopa zwrotu, jaka moz-
na osiagnad przy danym poziomie ryzyka (zwigzanym z danym portfelem). Ze wzgledu na
skomplikowanie obliczenia zastata opracowana uproszczona wersja tego modelu przez
Williama Sharpe’a. Jest to model jednowskaznikowy, ktory byt punktem wyjsciowym do
CAPM. Dzieki Sharpe’owi teoria portfelowa mogta zaistnie¢ w praktyce.
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Linia rynku papieréw wartosciowych SML pokazuje, czy badany portfel jest
niedoszacowany (underpriced) czy tez przeszacowany (overpriced). Zestawiajac
interpretacje poszczegdlnych elementéw linii rynku papieréw wartosciowych,
mozna powiedzie¢, ze stopa zwrotu z portfela jest rtéwna sumie ceny czasu oraz
ceny ryzyka. Cena ryzyka to iloczyn wspoélczynnika beta badanego portfela i pre-
mii za ryzyko. Zatem przy réznych wartosciach wspétczynnika beta instrumen-
tu lub portfela stopa zwrotu z waloru moze si¢ roznie zachowywaé. W modelu
CAPM oprécz indeksu rynku pojawia si¢ instrument wolny od ryzyka, ktory jest
zazwyczaj reprezentowany przez obligacje skarbowe, indeks obligacji lub stopy
procentowe.

Model wyceny aktywow kapitalowych jest, podobnie jak model Sharpe'a, liniowg
funkcja regresji. Po oszacowaniu parametréw modelu (9.29) otrzymuje sie:

(R, —R,)=¢,+ SR, -R,) (9.30)

gdzie dla kazdego t (t=1,2, ..., T):
(R, —R,) - teoretyczna (tj. wyznaczona z modelu) warto$¢ premii za ryzyko,

pozostale oznaczenia jak poprzednio.

Oszacowane modele Sharpea i CAPM podlegaja, jak wszystkie modele eko-
nometryczne, weryfikacji statystycznej, m.in. na podstawie wzoréw (4.35)-
(4.39) i ocenie stopnia dopasowania modeli do wartosci empirycznych (4.40).
Literatura z zakresu ekonometrii dostarcza bogatej metodologii w tym zakresie,
jak rowniez wskazuje na inne metody estymacji tych modeli w przypadku, kie-
dy nie s3 spelnione zalozenia stosowalnosci klasycznej MNK. Dodatkowo wiele
niepozadanych wlasnosci, jakimi charakteryzuja sie szeregi stop zwrotu, sklania
do korzystania z bardziej zaawansowanych modeli, np. klasy GARCH. Jednakze
w pracy [Tarczynski i in. 2013], w ktorej omdéwiono podstawowe zagadnienia
zwigzane z estymacja modelu jednowskaznikowego, wykazano, ze w wiekszosci
przypadkow stosowanie innych metod estymacji niz klasyczna MNK nie zmie-
nia w istotny sposob wartosci parametru beta.

W analizach wspoéltczynnika f3 istotne jest rowniez sprawdzenie, czy parametr
jest mniejszy lub wigkszy od jednosci, co wigze si¢ z wczesniej omowionymi
charakterystykami waloréw, ktore na podstawie wartosci beta klasyfikowane
sg jako agresywne lub defensywne. Stuzy temu rozwiniecie testu (4.35)-(4.39),
ktdry jest postaci:

H:B =8 (9.31)

H:B>p lubH:B <p (9.32)
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Sprawdzianem hipotezy zerowej jest statystka o rozkladzie t-Studenta postaci:

BB
= (9.33)

S(A)

gdzie:
B’ — warto$¢ parametru zatozona w hipotezie zerowej, przy czym w celu sprawdze-
nia charakteru waloru przyjmuje si¢ " = 1.

Wartosci ocen estymatoréow parametrow rownan regresji, do ktérych naleza
oba omawiane modele, zalezg m.in. od:

o dlugosci okresu analizy,

« sposobu pomiaru zmiennych, tj. rodzaju stép zwrotu,

« specyfikacji modelu.

Pojawia si¢ zatem pytanie, na ile zmiany ocen estymatoréw parametréw swiadcza
o »prawdziwej” ich zmianie. Aby na nie odpowiedzie¢, mozna wykorzysta¢ wczes-
niej omowiony test (9.31)-(9.33), podstawiajac w miejsce 3° oszacowane wartosci
parametréw. Innymi stowy "= ﬁ:" Weryfikowane hipotezy sa wtedy postaci:

H.:pr=pr (9.34)
H:pr>prlub H: Br < pr (9.53)

Sprawdzianem jest natomiast statystyka t-Studenta postaci:

BB 0.36
S(B") '
gdzie:
n, m oznaczajg proby badawcze,
B, B - bety pochodzace z dwdch poréwnywanych modeli oszacowanych dla i-tego
waloru.

Jednym z istotnych elementéw analiz inwestycji oraz zarzadzania kapitatem
przez instytucje zbiorowego inwestowania jest badanie tzw. persystencji (persi-
stence), czyli sprawdzenie, czy osiagane przez nie wyniki inwestycyjne sg powta-
rzalne albo czy fundusze inwestycyjne utrzymuja swoje (czotowe lub w koncow-
ce) pozycje rankingowe w roznych warunkach. W zasadzie badanie persystencji
sprowadza si¢ do oceny stabilnosci pozycji rankingowych, ktéra moze dotyczy¢
réznych aspektéw inwestowania, zaréwno w odniesieniu do stép zwrotu, jak i ry-
zyka oraz miernikow efektywnosci inwestycyjnej. Jedna z metod badania persy-
stencji jest korzystanie ze wspolczynnika korelacji rang Spearmana (4.12) oraz
testu weryfikujacego jego istotnos¢ (4.13)-(4.17).
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9.4. Wykorzystanie metod statystycznych
w analizach finansowych szeregow czasowych

W niniejszym podrozdziale przedstawiona zostanie analiza inwestycji w akcje
przyktadowej spétki notowanej na Gieldzie Papieréw Warto$ciowych w Warsza-
wie. Wybrang spo6lka jest Santander Bank Polska SA, a badanie dotyczy ksztalto-
wania sie cen i stop zwrotu z akcji w okresie 31.12.2010-28.02.2019 na podstawie
cen zamkniecia pochodzacych z portalu stooq.pl.

9.4.1. Analiza notowan wybranej spotki

Analizy zazwyczaj rozpoczyna sie od badania szeregu notowan cen. Z uwagi na
dalsze badania dane oryginalne (2035 obserwacji) zostaly uzupetnione w dniach,
kiedy nie bylo notowan (np. w dni $wigteczne). Imputacja danych polegata na
wpisaniu kursu akcji z poprzedniego (ostatniego) dnia notowania, w ten sposéb
powstal szereg danych uzupelnionych liczacy 2130 obserwacji. Wykres notowan
oryginalnych przedstawiono na rys. 9.1, a poréwnanie obu szeregéw, tj. oryginal-
nego i uzupetnionego w tab. 9.1.

400 h

350

. i VA

200 M
L
150 T T T T T T T T
o >y 'z > > ] o A g
'\,‘» '&P'» ‘\:'» '\4'> ’\:'» '\:'\' '\:} '\;‘» ‘\«P‘»
e 2 W2 A7 A7 " o A7 A2
N N Ny N Y N s s %

Rysunek 9.1. Wykres notowan spétki Santander Bank Polska SA
w okresie 31.12.2010-28.02.2019

Zrédto: opracowanie wtasne.

Jak tatwo zauwazy¢ w tab. 9.1, zastosowana metoda imputacji nie spowodowata
istotnej zmiany podstawowych parametréw szeregu czasowego. Z przedstawionej
analizy wynika, ze w badanym, ponad o$mioletnim okresie cena akcji zmieniata
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sie znaczaco, o czym $wiadczy rozstep 263,38 PLN, chociaz $rednia zmiennos¢
notowan mierzona odchyleniem standardowym wynosi niecale 68 PLN, czy-
li 23% $redniej arytmetycznej. Warta odnotowania jest relatywnie matla réznica
miedzy $rednig a mediana.

Analizujac przebieg szeregu na rys. 9.1, zauwaza si¢ jego znaczng zmiennosé,
zatem w celu wygtadzenia szeregu i prognozowania jego dalszego przebiegu wyko-
rzystuje si¢ rozne metody w tym $rednie ruchome. Warto dodac, ze inwestorzy przy
podejmowaniu decyzji (zwlaszcza ci stosujacy analize techniczng) czesto korzystaja
z roéznego rodzaju $rednich ruchomych i modeli trendu'®. Na rys. 9.2 poréwnano
wykresy prostych $rednich ruchomych (5.19) lub (5.31) o kroku u$redniana 15, 25
i 35 wyznaczonych dla kurséw akcji. Dla lepszej ilustracji zagadnienia na rysunku
zamieszczono wykres danych z okresu 25.01-14.06.2011 roku (100 notowan).

Tabela 9.1. Poréwnanie podstawowych parametréw danych oryginalnych i uzupetnionych

Dzienne notowania indeksu
Podstawowe miary Dane
oryginalne uzupetnione
Warto$¢ minimalna (Max) 174,69 174,69
Warto$¢ maksymalna (Min) 438,07 438,07
Srednia arytmetyczna V) (2.2) 290,85 290,89
Mediana (Me) (2.5) 305,59 305,90
Rozstep (R) (2.10) 263,38 263,38
Odchylenie standardowe (S) (2.11), (3.4) 67,98 67,99
Wspdtczynnik zmiennosci (V) (1.19) 0,23 0,23
Skoénoéé (A) (2.23) -0,26 -0,26
Kurtoza (K) (2.28) -1,34 -1,35

Uwaga: w nawiasach podano numery wzordw i oznaczenia stosowane w tabelach 9.2.- 9.10.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Analiza kursow akeji umozliwia zaobserwowanie zmian zachodzacych w noto-
waniach i wskazanie okreslonych tendencji rynkowych, co pokazano, nanoszac na
wykres notowan oszacowane funkcje trendu (5.18) dla wyrdéznionych podokre-
séw (zob. rys. 9.3). Na tej podstawie okreslono punkty przegiecia funkcji trendu,
czyli sze$¢ okresow o jednorodnej tendencji rynkowej ceny akeji badanej spotki,
ktdre zapisano w tab. 9.2.

16 Pordwnaj chociazby prace [Borowski 2017], poswiecong analizie techniczne;j.
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Rysunek 9.2. Poréwnanie notowan i $rednich ruchomych

Uwaga: symbole SMA15, SMA25 i SMA35 oznaczaja Srednie ruchome
o krokach usredniania odpowiednio: 15, 25 i 35.

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 9.3. Funkcje trendu wyznaczone dla wyr6znionych podokreséw

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Czasami analizy kursow gieldowych prowadzone sa wokot istotnych wydarzen
gospodarczych i politycznych, ktére moga mie¢ wpltyw na rynek finansowy. W ba-
daniach podjeto probe oceny, czy i na ile wybory prezydenckie w Polsce w 2015
roku wplynely na notowania banku Santander. Oszacowano zatem funkgcje trendu
w obu podokresach i otrzymano nastepujace wyniki:

y =-5466,2 + 0,1385¢ R*=0,8274

y=-3581,1+0,0912¢ R?*=0,6500

Jak mozna zauwazy¢, widoczna jest zmiana trendu, ktéry wprawdzie pozostaje
rosnacy, ale o innym - mniejszym'” kacie nachylenia, co ilustruja rys. 9.419.5.

Tabela 9.2. Wyrdznione okresy o jednorodnej tendencji rynkowej

Daty Liczba obserwacji Rodzaj tendencji rynkowej
31.12.2014-05.03.2014 829 hossa
06.03.2014-10.09.2014 135 stagnacja
11.09.2014-26.01.2016 359 bessa
27.01.2016-17.01.2018 516 hossa
18.01.2018-13.07.2018 127 bessa
14.07.2018-28.02.2018 164 stagnacja

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 9.4. Kurs akcji przed wyborami prezydenckimi

Zrédto: opracowanie wiasne.

17 Wspotczynnik kierunkowy prostej jest tangensem kata jej nachylenia.
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Rysunek 9.5. Kurs akcji po wyborach prezydenckich

Zrédto: opracowanie wtasne.

9.4.2. Analiza szeregu stop zwrotu

Dalsze analizy prowadzono dla logarytmicznych stép zwrotu (9.2), pokazanych
na rys. 9.6, ktéry jest charakterystycznym wykresem zmiennosci, ilustrujagcym
dzienne zwroty. Wida¢ na nim okresy mniejszej (np. w drugiej polowie 2012
roku) i zwiekszonej (np. w koncu 2011 roku lub na poczatku 2016 roku) zmien-
nosci kurséw akcji badanej spolki, a takze tzw. efekt skupiania (gromadzenia)
zmienno$ci, bedacy typowa wlasnoscig finansowych szeregéw czasowych. Anali-
z¢ dziennych stop zwrotu uzupelniaja dane zamieszczone w tab. 9.3.

Rysunek 9.6. Logarytmiczne dzienne stopy zwrotu z akcji spotki Santander

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tabela 9.3. Miary opisowe wyznaczone dla procentowych dziennych logarytmicznych stop zwrotu

Dzien tygodnia
Podstawowe miary -~
Wszystkie | Poniedziatek | Wtorek | Sroda | Czwartek | Piatek

Liczba obserwacji 2129 426 426 426 426 425
Min (%) -7,91 -6,94 -5,23 -7,91 -7,17 -6,52
Max (%) 7,38 5,83 6,25 7,38 6,64 6,45
y (%) 0,04 0,03 0,06 0,10 0,07 -0,09
Me (%) 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Q1 (%) -0,77 -0,64 -0,82 -0,67 -0,74 -0,89
Q3 0,83 0,84 0,84 0,80 0,88 0,72
R (%) 15,29 12,77 11,48 15,29 13,81 12,97
S (%) 1,69 1,60 1,64 1,73 1,90 1,56
Vv 47,44 48,35 25,85 17,75 25,95 17,46
Q (%) 0,80 0,74 0,83 0,74 0,81 0,81
A 0,11 -0,08 0,22 0,24 0,17 -0,13
K 2,23 1,65 1,56 3,03 2,14 2,05
Weryfikacja hipotez dotyczacych: (a) zerowych zwrotdw, (b) skosnoscii (c) kurtozy

(a): statystyka (9.14) 0,9727 0,4269 0,7983 1,1631 0,7954 | -1,1805
(b): statystyka (3.53) 2,1550 -0,6589 | 1,8677 | 1,9879 1,4042 | -1,1141
(): statystyka (3.56) | 42,0452 13,8689 | 13,1683 | 25,5563 | 18,0095 | 17,2914

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajacych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05. Weryfikowane hipotezy dotycza
zerowych warto$ci parametréw opisujacych stopy zwrotu: (a) nadziei matematycznej,

(b) wspétczynnika skosnosci i (c) kurtozy.

Min oznacza wartos¢ minimalna, Max - wartos¢ maksymalna, y - $rednia arytmetyczna,
S - odchylenie standardowe, V - wspétczynnik zmiennosci, Q - odchylenie ¢wiartkowe,
Q1 - kwartyl 1, Q3 - kwartyl lll, a reszta oznaczen jak w tab. 9.1.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Co mozna odczyta¢ z tab. 9.3, stopy zwrotu charakteryzuja sie znaczna
zmienno$cig, ktora jest rézna w poszczegdlne dni tygodnia. Najmniejsza (mie-
rzona wspolczynnikiem zmiennosci) jest w $rody i piatki, a najwigksza w po-
niedziatki. Wida¢ réowniez, ze najwieksze $rednie stopy zwrotu obserwowane
sa w $rody, a najmniejsze w piatki. Mediana jest réwna 0, co oznacza, ze polo-
wa zwrotow jest dodatnich, a druga polowa ujemnych. Potwierdza to analiza
pozostalych kwartylow. Tab. 9.5-9.7 pokazujg ksztaltowanie si¢ tygodniowych
i miesiecznych stop zwrotu.



300 Metody badania finansowych szeregéw czasowych

Tabela 9.4. Wartosci statystyk testowych wyznaczone dla dziennych stép zwrotu
oraz wariancji z poszczegdlnych dni tygodnia

Poréwnanie stop zwrotu (9.25) Poréwnanie ryzyka (9.34)
Wtorek | Sroda [Czwartek| Pigtek | Wtorek | Sroda |Czwartek| Pigtek
Poniedziatek |-0,2739 |-0,5628 | -0,3341 | 1,1301 | 1,0535 | 1,1639 | 1,4147 | 1,0517

Dni tygodnia

Wtorek -0,2924 | -0,0806 | 1,3920 1,1048 | 1,3428 | 1,1080
Sroda 0,1923 | 1,6545 1,2155 | 1,2240
Czwartek 1,3638 1,4878

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajacych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05. Na czerwono oznaczono sytuacje,
kiedy wariancja w dniu opisanym w kolumnie jest mniejsza od tej w dniu opisanym w wierszu.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Na potwierdzenie tych spostrzezen warto skorzysta¢ z testow statystycznych,
pozwalajacych nie tylko na sprawdzenie, czy oczekiwane zwroty istotnie roznia
sie od 0, weryfikujac hipoteze (9.12), ale i sprawdzi¢, czy sg one rozne w sasied-
nich dniach tygodnia, stawiajac hipoteze zerowa (9.20). Zbadano réwniez ryzy-
ko obserwowane w réznych dniach tygodnia, wykorzystujac test (3.42)-(3.44).
Przedstawione w tab. 9.3 i 9.5 wartosci statystyk nie daja podstaw do odrzuce-
nia hipotez zerowych na poziomie istotnosci 0,05 w odniesieniu do stép zwrotu.
Oznacza to, Ze zaréwno dzienne, jak i tygodniowe stopy zwrotu wyznaczone dla
poszczegolnych dni tygodnia nie rdznig sie istotnie od 0. Jedynie oczekiwane ty-
godniowe zwroty wyznaczone na podstawie wszystkich obserwacji sg istotnie do-
datnie. W przypadku dziennych zwrotéw poréwnano réwniez oczekiwane zwroty
i ryzyko w sasiednich dniach tygodnia (wartosci statystyk znajduja si¢ na przekat-
nych w tab. 9.4).

Weryfikacja wspomnianych hipotez statystycznych znajduje réwniez zastoso-
wanie w sytuacji badania tzw. informacyjnej efektywnosci rynku'® w formie stabej
do sprawdzania czy w szeregach stop zwrotu lub w analizie ryzyka nie pojawiaja
sie tzw. efekty dnia tygodnia, polegajace na tym, ze w niektére dni oczekiwane
stopy zwrotu lub ryzyko sg istotnie wigksze (lub mniejsze) niz w pozostate. Tak
wigc, jak pokazano w tab. 9.4, ryzyko jest istotnie wieksze w czwartki w stosunku
do pozostalych dni tygodnia oraz w srody w stosunku do piatku. Zidentyfikowa-
no réwniez istotnie wigksze zwroty w $rody niz w piatki (tab. 9.4), co upowaz-
nia do stwierdzenia wystgpowania efektu dnia tygodnia, a co zatem idzie — braku
informacyjnej efektywnosci.

18 Jest to znana w teorii finanséw hipoteza rynku efektywnego (efficient market hypothesis)
sformutowana przez Eugene’a E. Fame (1970).
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Tabela 9.5. Miary opisowe wyznaczone dla procentowych tygodniowych logarytmicznych
stép zwrotu

Dzien tygodnia

Podstawowe miary | Wszystkie | Poniedziatek | Wtorek | Sroda | Czwartek | Piatek
Liczba obserwacji 2550 425 425 425 425 425
Min (%) -12,37 -10,82 -12,35 -11,63 -12,37 -10,08
Max (%) 14,35 9,64 12,79 13,08 14,35 12,44
v (%) 0,18 0,18 0,18 0,18 0,18 0,18
Me (%) 0,12 0,13 0,04 0,13 0,21 0,21
Q1 (%) -1,49 -1,22 -1,34 -1,68 -1,50 -1,58
Q3 (%) 1,69 1,46 1,93 1,65 1,78 1,72
R (%) 26,73 20,46 | 25,15| 24,71 26,73 | 22,51
S (%) 3,22 3,09 3,27 3,36 3,43 3,22
Vv 18,31 16,99 18,13 18,46 19,01 17,74
Q (%) 1,59 1,34 1,64 1,67 1,64 1,65
A 0,14 0,17 -0,21 0,13 0,23 0,22
K 1,37 1,41 1,61 1,16 1,72 1,07
Weryfikacja hipotez dotyczacych: (a) zerowych zwrotdw, (b) skosnosci i (c) kurtozy
(a): statystyka (9.14) 2,7164 1,2092 | 11,1332 | 1,1130 1,0805 | 1,1583
(b): statystyka (3.53) 2,9353 1,4189 | -1,7445 | 11,1230 1,9231 | 1,8421
(c): statystyka (3.56) | 27,8005 11,8670 | 13,5224 | 9,7806 | 14,4877 | 9,0003

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartos$ci statystyk testowych upowazniajacych
do odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05.

Min oznacza warto$¢ minimalna, Max - wartos¢ maksymalna, y - $rednia arytmetyczna,
S - odchylenie standardowe, V - wspétczynnik zmiennosci, Q - odchylenie ¢wiartkowe,
Q1 - kwartyl 1, Q3 - kwartyl lll, a reszta oznaczen jak w tab. 9.1.

Zrddto: opracowanie wtasne.

Tygodniowe stopy zwrotu, liczone dla kolejnych dni jako zwroty w danym dniu
w relacji do notowania z tego samego dnia tygodnia zaobserwowane w poprzed-
nim tygodniu (tab. 9.5) sa zdecydowanie wyzsze od dziennych zwrotéw, poniewaz
s3 dodatnie w kazdym dniu tygodnia i charakteryzuja si¢ mniejszg zmiennoscig
mierzong wspodlczynnikiem zmiennosci wyznaczonym dla odchylenia standardo-
wego. W tab. 9.6 przedstawiono zwroty miesieczne, liczone jako jednookresowe
logarytmiczne stopy zwrotu poréwnujjce notowania na ostatni dzien miesiaca.
Z kolei tab. 9.7 zawiera miesigczne zwroty wyznaczone jako $rednie z dziennych
stop zwrotu zaobserwowanych w ciggu miesigca. Warto odnotowac, ze przepro-
wadzona analiza miesiecznych stop zwrotu nie data podstaw do stwierdzenia,
ze réznig si¢ one istotnie od 0 i to niezaleznie od tego, jak zostaly wyznaczone.
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Stwierdzono natomiast istotnie wigksze ryzyko w lipcu niz w czerwcu w przypad-
ku jednookresowych miesiecznych stép zwrotu.

Tabela 9.6a. Miary opisowe wyznaczone dla procentowych jednookresowych miesiecznych
logarytmicznych stép zwrotu

Podstawowe miary | Wszystkie | Styczern | Luty | Marzec |Kwiecien| Maj |Czerwiec
Liczba obserwacji 98 9 9 8 8 8 8
Min (%) -17,91 -8,60 | -11,55 | -6,90 -9,69 -8,94 -4,20
Max (%) 14,89 8,63 7,30 11,16 7,48 10,46 6,03
v (%) 0,76 1,16 1,13 | 0,32 0,85 | -1,62 0,28
Me (%) 1,08 1,89 1,89 | -0,54 3,05 | -2,50 0,62
Q1 (%) -2,92 1,31 0,44 | -2,66 -2,27 -3,98 -0,71
Q3 (%) 4,28 4,26 520 | 2,34 4,74 | -0,80 1,13
R (%) 32,80 17,23 18,85 18,06 17,17 19,40 10,22
S (%) 5,95 5,92 572 | 5,40 6,45 5,74 3,25
Vv 7,79 5,10 5,07 | 17,07 7,61 3,55 11,66
Q (%) 3,60 1,47 2,38 | 2,50 3,50 1,59 0,92
A -0,22 -0,95 -1,44 1,02 -0,86 1,31 0,16
K 0,52 0,01 256 | 1,87 | -0,62 2,83 0,68
Weryfikacja hipotez dotyczacych: (a) zerowych zwrotéw, (b) skosnosci i (c) kurtozy
(a): statystyka (9.14) 1,2705 | 0,5877 | 0,5921 | 0,1657 0,3715 | -0,7972 0,2425
(b): statystyka (3.53) | -0,8863 |-1,1602 |-1,7598 | 1,1820 | -0,9971 | 1,5168 | 0,1879
(c): statystyka (3.56) |  2,1201 |-0,5848 | 2,3575 | 1,6463 | -1,4096 | 2,5798 | -1,0199

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajacych
do odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05.

Min oznacza warto$¢ minimalna, Max - warto$¢ maksymalna, y - $rednig arytmetyczna,
S - odchylenie standardowe, V - wsp6tczynnik zmiennosci, Q - odchylenie éwiartkowe,
Q1 - kwartyl I, Q3 - kwartyl lll, a reszta oznaczen jak w tab. 9.1.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Omawiajac wlasnosci stop zwrotu wyznaczonych dla réznych interwaléw, bada-
niu poddano réwniez miary asymetrii i koncentracji, weryfikujac hipotezy o zero-
wych wartos$ciach miernika skosnosci (3.51) i kurtozy (3.54). W przypadku dzien-
nych zwrotdw w szeregu wszystkich obserwacji, a takze wtorkowych i srodowych
stop zwrotu obserwuje sie istotng asymetrie dodatnig, rowniez kurtoza jest istotnie
dodatnia dla wszystkich analizowanych w tab. 9.3 stop zwrotu. W przypadku zwro-
tow tygodniowych sytuacja jest podobna, tj. nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej jedynie w przypadku poniedziatkowych i sSrodowych stép zwrotu (tab. 9.5).
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Warto przy tym zauwazy¢, ze analizujac miesieczne stopy zwrotu (tab. 9.7), nalezy
stwierdzi¢, ze niemal wszystkie statystyki testowe nie upowazniaja do odrzucenia
hipotezy o symetrii rozkladu szeregéw stdp zwrotu (z wyjatkiem stép lutowych
i grudniowych), réwniez w pigciu (na 13) szeregach kurtoza nie jest istotnie rézna
od 0. To spostrzezenie potwierdza znany z literatury fakt, ze wydtuzanie przedziatu,
z jakiego wyznaczane sg stopy zwrotu, powoduje, ze ich rozklady stajg si¢ bardziej
zblizone do rozkladu normalnego (por. [Tarczynski i in. 2013, s. 79-95]).

Podsumowujac analiz¢ miesiecznych zwrotéw badanej spolki, zauwaza sig,
ze niemal dla wszystkich miesigcy sa one dodatnie. Jedynie w trzech miesigcach
odnotowuje sie przecietne zwroty ujemne (w marcu mediana, w maju mediana
i $rednie oraz w listopadzie $rednie) i to niezaleznie od sposobu wyznaczania mie-
siecznych stop zwrotu (tab. 9.619.7).

Tabela 9.6b. Miary opisowe dla procentowych jednookresowych miesiecznych
logarytmicznych stép zwrotu

Podstawowe miary | Lipiec | Sierpien | Wrzesien | Pazdziernik | Listopad | Grudzien
Liczba obserwacji 8 8 8 8 8 8
Min (%) | -12,53 | -7,33 -5,65 -9,84 -17,91 -4,10
Max %) | 14,89 | 13,66 10,96 7,47 7,96 13,66
v %) | 3,23 1,05 1,16 1,09 -1,35 1,77
Me %) | 3,81 1,08 0,59 2,26 0,75 0,32
Q1 %) | -1,13 | -3,12 -3,16 -1,18 -2,99 -0,70
Q3 (%) 9,73 2,93 3,66 4,86 3,02 2,93
R %) | 2742 | 21,00 16,60 17,31 25,87 17,76
S (%) 8,88 6,36 5,49 5,63 8,14 5,49
v 2,75 6,09 472 5,15 6,02 3,10
Q %) | 543 3,02 3,41 3,02 3,00 1,81
A -0,57 0,93 0,70 -1,05 -1,33 1,60
K -0,09 1,64 -0,08 0,93 1,83 3,27
Weryfikacja hipotez dotyczacych: (a) zerowych zwrotdw, (b) skosnosci i (c) kurtozy
(a): statystyka (9.14) | 11,0286 | 0,4646| 0,5996 0,5497 -0,4701 0,9131
(b): statystyka (3.53) | -0,6545 | 1,0792| 0,8032| -1,2119 -1,5323 | 11,8430
(c): statystyka (3.56) | -0,1002 | 1,8970 | -0,0963 1,0734 2,1151| 3,7808

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajacych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05.

Min oznacza warto$¢ minimalna, Max - warto$¢ maksymalna, y - $rednig arytmetyczna,
S - odchylenie standardowe, V - wspotczynnik zmiennosci, Q - odchylenie ¢wiartkowe,
Q1 - kwartyl I, Q3 - kwartyl lll, a reszta oznaczen jak w tab. 9.1.

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tabela 9.7a. Miary opisowe dla procentowych $rednich miesiecznych

logarytmicznych stop zwrotu

Podstawowe miary - Miesiac
Wszystkie | 1 1 I\ vV Vi

Liczba obserwacji 98 9 9 8 8 8 8
Min (%) | -0,85 -0,41| -0,58| -0,33| -0,46| -0,43| -0,21
Max (%) 0,65 0,39 0,37 0,49 0,34 0,45 0,27
v (%) | 0,04 0,05| 0,05| 001| 0,04| -0,08| 0,01
Me (%) 0,06 0,09 0,09 | -0,03 0,15| -0,11 0,03
Q1 (%) | -0,14 0,06 | 0,02| -0,12| -0,10| -0,17| -0,03
Q3 (%) 0,20 0,19 0,25 0,11 0,23 | -0,04 0,05
R (%) | 1,50 0,80| 094| 081| o080| 0,8 0,48
S (%) 0,27 0,27 0,28 0,24 0,30 0,26 0,15
v %) | 0,17 006| o0011| 0,11| o0,17| 0,07| 0,04
Q 6,45 5,64 5,19 | 24,74 7,57 | -3,35| 16,03
A -0,34 -0,97 | -1,44| 0,87| -0,91| 1,16| 0,04
K 0,58 0,08| 2,60| 1,62| -055| 2,65| 0,54

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 9.7b. Miary opisowe dla procentowych $rednich miesiecznych

logarytmicznych stép zwrotu

Podstawowe miary Miesiac
Vil VI IX X Xl Xl

Liczba obserwacji 8 8 8 8 8 8
Min (%) -0,54 -0,32 -0,27 -0,15 -0,85 -0,21
Max (%) 0,65 0,59 0,52 0,59 0,38 0,35
v (%) 0,15 0,05 0,05 0,18| -0,06 0,05
Me (%) 0,18 0,05 0,01 0,16 0,03 0,03
Q1 (%) -0,05 -0,14| -0,14 0,06| -0,14| -0,08
Q3 (%) 0,45 0,13 0,18 0,29 0,15 0,16
R (%) 1,19 0,91 0,79 0,74 1,23 0,56
S (%) 0,39 0,28 0,26 0,23 0,38 0,21
v (%) 0,25 0,13 0,16 0,11 0,14 0,12
Q 2,59 5,94 4,93 126| -6,14 4,16
A -0,58 0,89 0,76 0,46 | -1,36 0,35
K -0,25 1,43 0,11 0,65 2,02 -0,93

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Interesujaca moze by¢ réwniez analiza rocznych stép zwrotu, liczonych jako
jednokresowe stopy wyznaczone na poczatek nastepnego roku (tab. 9.8), z ktorej
wynika, Ze ujemne stopy zwrotu odnotowano z rocznych inwestycji poczynio-
nych wlatach 2014, 2015 i 2018. Natomiast rok 2013 byl bardzo owocny dla inwe-
storéw banku Santander.

Tabela 9.8. Miary opisowe wyznaczone dla procentowych rocznych jednookresowych
logarytmicznych stép zwrotu

Lata | Zwroty (%) Podstawowe miary opisowe

2010 0,24 Liczba obserwacji 9 R 77,85%
2011 7,15 Min -27,79% | S 21,76%
2012 11,35 Max 50,05% | V 2,76
2013 50,05 y 7,88% Q 8,61%
2014 -0,52 |y, 9,43% | A 0,43
2015 -27,79 Me 7,15% K 1,32
2016 16,70 | Ql -0,52%

2017 22,94 Q3 16,70%

2018 -9,20

Uwaga: y - oznacza $rednig chronologiczna, a reszta oznaczen jak w tab. 9.3.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 9.9. Miary opisowe wyznaczone dla procentowych dziennych logarytmicznych stop
zwrotu w wyréznionych okresach koniunktury spétki

Podstawowe miary | Hossal| | Stagnacjal | Bessal | Hossall | Bessall | Stagnacjall
Liczba obserwacji 828 134 358 515 126 163
Min (%) -7,91 -3,64 -7,17 -5,73 -4,66 -4,88
Max (%) 6,59 412 5,80 7,38 7,35 4,42
3% (%) 0,09 0,00 -0,14 0,13 -0,18 0,08
Me (%) 0,00 0,00 -0,01 0,00 0,00 0,05
Q1 (%) -0,38 -1,20 -1,20 -1,07 -1,34 -0,94
Q3 (%) 0,45 1,04 0,82 1,21 0,83 0,97
R (%) 14,50 7,76 12,97 13,11 12,01 9,30
S (%) 1,35 1,55 1,92 1,92 1,99 1,78
\Y 14,43 -786,05 -13,32 14,86 -10,77 22,21
Q (%) 0,42 1,12 1,01 1,14 1,09 0,96




306 Metody badania finansowych szeregéw czasowych

Tabela 9.9 (cd.)

Podstawowe miary | Hossal | Stagnacjal Bessa l Hossall | Bessall | Stagnacjall
A 0,02 0,07 -0,16 0,41 0,30 -0,04
K 5,39 -0,21 1,69 1,14 1,34 0,36

Weryfikacja hipotez

Statystyka (9.14) 1,9945 -0,0147 | -1,4206 | 1,5267 | -1,0426 0,5748
Statystyka (9.24) 0,6731| 0,8469 | -2,0690 | 1,5993 ~1,1745
Statystyka (3.44) 1,3195 | 1,5379| 1,0029| 1,0695 1,2396
\gzrtosc' krytyczne 12560 | 1,2580| 1,1725| 1,2741 1,3165

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajacych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05. Zacienienie oznacza sytuacje, kiedy
wariancja w pdzniejszym okresie jest mniejsza. Kolejnos$¢ okreséw ustawiono w porzadku
chronologicznym, tak jak w tab. 9.2.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przedstawione analizy zostaly uzupetnione badaniem dziennych stép zwrotu
w wyrdznionych w tab. 9.2 okresach koniunktury zaobserwowanych dla badanej
spoiki, co przedstawiono w tab. 9.9. Naturalnym jest sprawdzenie, czy wyréznio-
ne podokresy zostaly poprawnie zdefiniowane. Zaktada si¢ bowiem, ze w okre-
sach koniunktury oczekiwane zwroty sa dodatnie, a w okresach dekoniunktury
- ujemne, co mozna stwierdzi¢ na podstawie przeprowadzonej weryfikacji hipo-
tez (9.12)-(9.14). Drugim testem, ktdry pozwoli stwierdzi¢, czy punkty przegie-
cia funkgji trendu zostaly dobrze okreslone, jest test (9.20)-(9.25), sprawdzajacy
réwnos$¢ oczekiwanych stop zwrotu w sasiadujacych ze sobg podokresach. Dodat-
kowo mozna réwniez zweryfikowaé, czy ryzyko w sgsiednich okresach jest takie
samo. Na podstawie przeprowadzonych badan (tab. 9.9) stwierdzono, ze w zad-
nym z analizowanych podokreséw oczekiwane zwroty nie roznily si¢ istotnie od 0
na poziomie istotnosci 0,05. Wyjatkiem jest pierwszy z podokreséw — hossa I, kie-
dy to oczekiwane zwroty sg istotnie wigksze od 0. Nie stwierdzono réwniez istot-
nych réznic w oczekiwanych stopach zwrotu w sasiadujacych okresach z wyjat-
kiem poréwnywanych okreséw hossy II i bessy II, kiedy to na poziomie istotnosci
0,05 odrzuca si¢ hipoteze zerowg o réwnosci stop zwrotu w tych okresach. Z kolei
poréwnanie ryzyka w sasiadujacych ze sobg podokresach prowadzi do wniosku,
ze w okresie stagnacji I ryzyko byto wieksze niz w czasie hossy I, ale mniejsze niz
w czasie bessy I. Przeprowadzono réwniez analizy dotyczace poréwnania sytuacji
spotki w okresach przed i po wyborach prezydenckich w 2015 roku. Co wida¢
w tab. 9.10, w obu podokresach nie byto podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej
o zerowych zwrotach i o istotnych réznicach w uzyskiwanych zwrotach z akeji
spotki Santander. Natomiast po wyborach prezydenckich istotnie wzrosto ryzyko.
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Tabela 9.10. Poréwnanie stép zwrotu w okresach przed wyborami prezydenckimi i po nich

Podstawowe miary Okres przed wyborami Okres po wyborach

Liczba obserwacji 1135 993
Warto$¢ minimalna (%) -7,91 -6,94
Warto$é maksymalna (%) 6,59 7,38
Srednia arytmetyczna (%) 0,06 0,01
Odchylenie standardowe (%) 1,41 1,97
Wspdtczynnik zmiennosci 22,75 253,30
Statystyka (9.14) 1,48 0,12
Statystyka (9.24) 0,72 x

Statystyka (3.44) 1,96 x

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajacych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05.

Zrédto: opracowanie wtasne.

9.4.3. Modele wyceny aktywow kapitatowych

Modele wyceny aktywoéw kapitatowych pelnig istotng role zaréwno w teorii, jak
i praktyce. W omawianych badaniach oszacowano dla spétki Santander Bank Pol-
ska S.A. modele Sharpe’a i CAPM dla calego okresu badania i w wyréznionych
podokresach zgodnych z sytuacjg rynkowas, tzn. ustalonych na podstawie przebie-
gu szeregu czasowego indeksu gieldowego WIG. Innymi stowy dokonano podzia-
tu calego rozpatrywanego okresu na 8 podokresdw, charakteryzujacych sie zroz-
nicowang koniunkturg na polskim rynku kapitalowym, co opisano w tab. 9.11.
Dodatkowo oszacowano modele dla dwoch wybranych okreséw zwyzki i znizki
cen akcji banku Santander (wyréznionych w tab. 9.2). W modelach przyjeto in-
deks gietdowy WIG za indeks rynku oraz indeks obligacji TBSP za instrument
wolny od ryzyka.

Warto odnotowa¢, ze przeprowadzone badania dotyczace stop zwrotu spot-
ki Santander w réznych okresach koniunktury polskiego rynku kapitalowego
wprawdzie wskazaly na dodatnie $rednie zwroty w okresach trzech hoss i sta-
gnacji oraz ujemne w obu wyréznionych na rynku okresach bess, jednakze we-
ryfikacja odpowiednich hipotez statystycznych pozwolita na odrzucenie hipotez
o zerowych zwrotach jedynie w okresie oznaczonym jako hossa 2, a spétka odno-
towala wyzsze stopy zwrotu niz indeks WIG jedynie w okresie hossy 1. Natomiast
w poréwnaniach zwrotéw uzyskanych w sasiednich okresach istotng zmiane od-
notowano jedynie mig¢dzy bessa 1 i hossa 3.
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Tabela 9.11. Podokresy badawcze

Metody badania finansowych szeregéw czasowych

Okresy Nr okresu Oznaczenie Data
okresu rozpoczecia | zakohczenia
1 hossa 1 31.12.2010 5.09.2011
2 stagnacja 1 8.09.2011 5.06.2012
3 hossa 2 6.06.2012 31.10.2013
4 stagnacja 2 4.11.2013 30.04.2015
wedtug przebiegu WIG
5 bessa 1 4.05.2015 15.01.2016
6 hossa 3 18.01.2016 23.01.2018
7 bessa 2 24.01.2018 29.06.2018
8 stagnacja 3 30.06.2018 28.02.2019
wedtug sytuacji spotki A hossa Il 27.01.2016 17.01.2018
B bessa ll 18.01.2018 13.07.2018
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tabela 9.12. Oszacowania modeli Sharpe’a w catym okresie badawczym
i w wyréznionych podokresach
beta alfa beta alfa beta alfa beta alfa
Wartosci Caty okres Hossa 1 Stagnacja 1 Hossa 2
Parametru | 0,9524 | 0,0003 | 0,1840 | 0,0006| 0,3434| 0,0004| 0,7072| 0,0007
t-Studenta | 29,7750 | 0,8201 | 2,4341| 1,0017 | 6,5632| 0,5527 | 9,4066 | 1,0403
R? 0,2942 _ 0,1669 0,1951
Wartosci Stagnacja 2 Bessa 1 Hossa 3 Bessa 2
Parametru | 1,2575 | -0,0001 | 1,4283 | -0,0002 | 1,4481 | 0,0000 | 1,4970| 0,0003
t-Studenta | 15,9162 | -0,1868 | 12,5696 | -0,1606 | 18,2249 | -0,0665 | 9,3742 | 0,2403
R? 0,3950 0,4620 0,3875 0,4419
Wartosci Stagnacja 3 Hossa A Bessa B
Parametru | 1,3069 | 0,0002 1,4391 | 0,0001 | 1,4791 | -0,0001
t-Studenta | 12,7685 | 0,1867 17,8169 | 0,1359 | 9,6236 | -0,0825
R? 0,4866 0,3818 0,4256

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajacych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05. Na zétto oznaczono wartosci beta
powyzej jednosci, a kolorem zielonym i czerwonym odpowiednio najwyzsza i najnizsza warto$¢
wspotczynnika determinacji.

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Oceniajac oszacowane modele jednowskaznikowe i wyceny aktywow kapita-
fowych, nalezy zauwazy¢, Ze parametr beta w obu modelach jest zawsze istot-
nie wiekszy od 0, ale w okresach dwdch pierwszych trendéw zwyzkowych oraz
w pierwszym okresie stagnacji, tj. w okresie od 31.12.2010 do 31.10.2013, oraz
dla calego okresu analizy spotka ma charakter defensywny, podczas gdy w pozo-
stalych podokresach jest spotka agresywna (o czym $wiadczy warto$¢ parametru
odpowiednio ponizej i powyzej jednosci). Warto tez odnotowa¢, ze w kolejnych
podokresach wartosci wspotczynnikéw determinacji sa, podobnie jak wartosci
ocen estymatorow bety, dos¢ zréznicowane — najstabiej dopasowane do danych
empirycznych s3 modele szacowane w okresie hossy 1, a najlepiej modele z ostat-
niego omawianego okresu wyznaczonego dla catego rynku kapitalowego, tj. sta-
gnacji 3. Mozna zauwazy¢, ze szacowanie modeli dla indywidualnie wyréznio-
nych w rozpatrywanej spdtce podokreséw (A i B) pozwala na osiggnigcie dos¢
wysokiego stopnia ich dopasowania do danych empirycznych. Jak wida¢ wspot-
czynniki korelacji Pearsona migdzy stopami zwrotu z instrumentu i indeksu ryn-
ku znajduja si¢ w przedziale od 0,1931 do 0,6976.

W przypadku modeli CAPM interpretacji podlega réwniez wyraz wolny - tzw.
alfa Jensena'’, ktéry mozna wykorzysta¢ do oceny efektywnosci informacyjnej
badanego instrumentu (lub portfela). We wszystkich modelach wartosci ocen es-
tymatora tego parametru s3 nieistotnie rézne od 0, chociaz w wiekszosci modeli
oceny s3 dodatnie, co jest pozytywnym sygnalem dla inwestoréow. Ujemne warto-
$ci odnotowano jedynie w okresach bessy 1 i stagnacji 2, wyznaczonych dla catego
rynku kapitalowego oraz w czasie bessy B wyroznionej dla spotki.

Z uwagi na istotna role parametru beta w praktyce istnieje potrzeba rozstrzy-
gniecia wielu istotnych kwestii*. Jedng z nich jest metoda szacowania modeli wy-
ceny aktywow kapitalowych oraz stabilnos¢ bety w czasie. Wprawdzie najczesciej
do estymacji modeli stosuje sie MNK, ale w wigkszosci przypadkéw nie sg spet-
nione zalozenia Gaussa-Markowa i proponuje si¢ estymacj¢ innymi metodami,
miedzy innymi korzystajgc z modeli ARCH (6.20)-(6.21). Innym problemem jest
niestabilno$¢ parametru beta, co sprawdza si¢ m.in. za pomoca testu (9.34)-(9.36),
ktoéry pozwala zweryfikowaé hipotez¢ o réwnosci parametru beta szacowanego
w réznych okresach. Przyktadowo dla obu typéw modeli wyznaczono wartosci sta-
tystyki (9.36) dla sasiadujacych okreséw oraz poréwnano najwieksza i najmniejsza
warto$¢ parametru beta, ktéra zaobserwowano odpowiednio w ostatnim i pierw-
szym podokresie. Zastosowano test dwustronny, tj. obliczono wartosci statystyki
testowej dla bledéw standardowych z obu okreséw. Co wida¢ w tab. 9.14, w wiek-
szo$ci przypadkow nalezy odrzuci¢ hipotezy zerowe odnosnie do niezmiennosci
warto$ci parametru beta w czasie. Ostatecznie mozna przyjac, ze w poczatkowym

19 AlfaJensenajestjednymzmiernikdéw oceny efektywnosciinwestycyjnejijestwykorzystywana
do badania efektywnosci informacyjnej w formie silnej.
20 Szerokie omdwienie tych zagadnieri znalez¢é mozna w [Tarczyniski, Witkowska, Kompa 2013].
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okresie, tj. od 31.12.2010 do 30.04.2015, zmiany wartosci parametru z okresu na
okres sg istotne, a w konicowym okresie, tj. od 4.05.2015 do 28.02.2019, nie ma

podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o réwnosci parametru beta.

Tabela 9.13. Oszacowania modeli CAPM w catym okresie badawczym i w wyrdznionych

podokresach

beta alfa beta alfa beta alfa beta alfa
Wartosci Caty okres Hossa 1 Stagnacja 1 Hossa 2
Parametru | 0,9557 | 0,0002 | 0,1916 | 0,0004 | 0,3419| 0,0003| 0,7503 | 0,0006
t-Studenta | 29,7991 | 0,7916 | 2,5215| 0,6860 | 6,4395| 0,3414 (10,2383 | 0,8670
R? 0,2945 _ 0,1617 0,2231
Wartosci Stagnacja 2 Bessa 1 Hossa 3 Bessa 2
Parametru | 1,2504 | -0,0001 | 1,4899 | -0,0001 | 1,4443 | 0,0000 | 1,4584 | 0,0003
t-Studenta | 15,6241 | -0,0874 | 12,5189 | -0,0577 | 18,0810 | 0,0013 | 9,3327 | 10,2392
R? 0,3862 0,4600 0,3837 0,4397
Wartosci Stagnacja 3 Hossa A Bessa B
Parametru | 1,2891 | 0,0002 1,4386 | 0,0001 | 1,4476 | -0,0001
t-Studenta | 12,7067 | 0,2398 17,8251 | 0,2038 | 9,5684 | -0,0669
R? 0,4842 0,3820 0,4228

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartosci statystyk testowych upowazniajgcych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05. Na z6tto oznaczono wartosci beta
powyzej jednosci, a kolorem zielonym i czerwonym odpowiednio najwyzsza i najnizsza warto$¢
wspdtczynnika determinacji.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 9.14. Wartosci statystyk (9.36) obliczone dla poréwnywanych okreséw

Okresy 1:8 1:2 2:3 3:4 4:5 5:6 6:7 7:8
Model -14,8532 | -2,1083 | -6,9516 | -7,3204 | -2,1622 | -0,1741 | -0,6148 | 1,1902
Sharpe’a | -10,9658 | -3,0462 | -4,8385 | -6,9656 | -1,5033 | -0,2489 | -0,3059 | 1,8570
Model -14,4408 | -1,9782 | -7,6935 | -6,8244 | -2,9927 | 0,3833 | -0,1770 | 1,0835
CAPM -10,8128 | -2,8310 | -5,5734 | -6,2490 | -2,0125 | 0,5710 | -0,0905 | 1,6690

Uwaga: pogrubieniem wyrdzniono wartos$ci statystyk testowych upowazniajgcych do
odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05.

Zrédto: opracowanie wtasne.




Rozdziat 10
Analiza obiektow
wielowymiarowych

Kazde przedsigbiorstwo moze by¢ rozpatrywane jako obiekt w wielowymiarowej
przestrzeni cech, branych pod uwage przy jego charakterystyce i ocenie. W szcze-
golnosci podejscie wielowymiarowe ma zastosowanie w analizie fundamentalnej,
kiedy jednym z etapow jest ocena spolki na podstawie wielu jej parametréw lub
analizy portfelowej, kiedy wybiera si¢ spotki do kompozycji portfela inwestycyj-
nego. Innymi obszarami zastosowan moga by¢ np. prognozowanie bankructwa,
czy badanie zdolnosci kredytowej klientéw (firm, réznego typu instytucji, czy
0sob fizycznych), z ktérych kazdy charakteryzuje si¢ wieloscig cech jednoczesnie
branych pod uwage. W pierwszym przypadku dokonuje si¢ grupowania obiektow
do homogenicznych klas (skupisk), a w drugim przeprowadza si¢ klasyfikacje wg
ustalonego a priori wzorca. W niniejszym rozdziale przedstawione zostang zagad-
nienia zwigzane z zastosowaniem metod analiz wielowymiarowych do rozwigza-
nia wybranych problemoéw praktycznych'.

10.1. Ocena zdolnosci kredytowej

Ocena zdolnosci kredytowej sprowadza si¢ do stwierdzenia, czy podmiot zacia-
gajacy zobowigzanie bedzie mial mozliwos¢, w dysponowanym czasie i na okre-
slonych z géry warunkach, zobowigzanie to splaci¢. Innymi stowy to szacowanie
prawdopodobienstwa, ze (potencjalny) kredytobiorca sptaci dlug w okreslonym
terminie, czyli przypisanie kredytobiorcy do odpowiedniej klasy klientéw, o z gory
zdefiniowanej charakterystyce. Mozna zatem ocene zdolnosci kredytowej potrak-
towac to jako zadanie klasyfikacji i zastosowa¢ do jego rozwigzania adekwatne

1 Wszystkie prezentowane w niniejszym rozdziale zadania rozwigzano za pomoca pakietu
STATISTICA.
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metody. W dalszej czesci przedstawione zostang przyklady rozwigzania tego typu
zadan bazujacych na danych rzeczywistych?.

Decyzje kredytowe opierajg sie zazwyczaj na przeprowadzonej przez inspek-
toréw kredytowych analizie zdolnosci kredytowej potencjalnych kredytobior-
cow. Analiza wnioskow kredytowych moze by¢ réwniez prowadzona na pod-
stawie metod statystycznych. Nalezy jednak rozrézni¢ procedury stosowane
w przypadku podmiotéw gospodarczych oraz w przypadku klientéw indywidu-
alnych. W pierwszym przypadku ocena przedsiebiorstwa prowadzona jest naj-
czgsciej na podstawie analizy wskaznikowej, a wiec dotyczy cech ilosciowych.
Natomiast w drugim przypadku wiele charakterystyk klientéw indywidualnych
jest natury jakosciowej, wymaga zatem aplikacji innych metod rozwigzania za-
dania klasyfikacji.

W przypadku decyzji kredytowych wséréd btedéw klasyfikacji nalezy wyrdzni¢
ogolny btad klasyfikacji postaci (8.46) oraz rozrdzni¢ bledy klasyfikacji do okre-
slonej klasy (8.47). Przy przypadku klasyfikacji dychotomicznej utozsamia si¢ je
z bledami pierwszego i drugiego rodzaju. Btad pierwszego rodzaju - E , pojawia
sie wtedy, gdy odrzucony przez bank klient zostanie zaklasyfikowany jako wiary-
godny, co moze prowadzi¢ do strat na kapitale banku. Blad drugiego rodzaju - E,,
powstaje wowczas, gdy klient posiadajacy zdolnos¢ kredytowa zostanie rozpozna-
ny jako niewiarygodny. W tej sytuacji instytucja kredytowa traci korzysci zwigza-
ne z udzieleniem kredytu. Innymi stowy ogélny btad klasyfikacji jest postaci:

E= ﬂ-100% (10.1)
N

podczas gdy blad klasyfikacji pierwszego rodzaju wyraza si¢ wzorem:

BN
E = N L.100% (10.2)
1
a drugiego rodzaju zapisuje si¢ jako:
BN
E = N 2.100% (10.3)

2

2 Omawiane badania zostaty przeprowadzone na podstawie informacji udostepnionych przez
banki. Warto jednak odnotowad, ze - zgodnie z istniejgcymi przepisami i zwyczajami - banki
udostepniaja jedynie te dane, ktére uniemozliwiajg identyfikacje ich klientéw oraz sg neutral-
ne dla instytucji kredytowych, tzn. nie mozna na ich podstawie wnioskowac o realizowanym
przez nie modelu biznesowym oraz o faktycznej efektywnosci prowadzonej polityki kredy-
towej. Zatem w wielu przypadkach uzyskane informacje dotycza podjetych decyzji kredyto-
wych, a nie tego, czy klienci sptacaja badz nie kredyt, co jednoznacznie okresla poprawno$¢
podjetej decyz;ji.
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gdzie:

N,, N, - liczba klientéw uznanych odpowiednio za wiarygodnych i niewiarygod-
nych, przy czym N, + N,= N,

BN,, BN, -liczba klientéw btednie zaklasyfikowanych odpowiednio do klasy wia-
rygodnych i niewiarygodnych klientéw, przy czym BN, + BN, = BN,

N - liczba wszystkich klientow ubiegajacych si¢ o kredyt (tj. podlegajacych kla-
syfikacji),

BN - liczba wszystkich blednie rozpoznanych klientéw.

Warto przy tym zauwazy¢, ze informacje udostepniane przez instytucje kredy-
towe charakteryzuja si¢ pewnymi specyficznymi cechami, ktére maja wpltyw na
jakos¢ klasyfikacji.

1) Dane dotyczace kredytobiorcow czesto majg charakter jakosciowy. Zatem
w celu wykorzystania ich w analizach ilosciowych konieczne jest ich kodo-
wanie, a sposob przeksztalcania cech opisowych w quasi-ilosciowe moze
mie¢ wplyw na efektywnos¢ klasyfikacji [Gruszczynski 2002].

2) Zmienne wykorzystywane do klasyfikacji zawarte we wnioskach kredyto-
wych lub dane w postaci wskaznikéw finansowych sg silnie ze soba sko-
relowane. Powoduje to wystgpowanie wielu zmiennych powielajacych te
same informacje, co negatywnie wptywa na jakos$¢ grupowania. Potrzebne
jest wiec przetwarzanie wstepne (preprocessing) danych wejsciowych, kto-
re umozliwia dobor zmiennych diagnostycznych do modelu i redukcje ich
liczby.

3) Liczebnosci zbioréw danych, ktére sa wykorzystywane przy szacowa-
niu i testowaniu modeli jest z reguly niewielka (a $ci$lej mowiac — jest
niewystarczajaca). Wynika to z koniecznosci posiadania danych jedno-
rodnych® z punktu widzenia analizowanego produktu finansowego (np.
leasing, kredyty inwestycyjne, konsumpcyjne, na zakup srodkéw obroto-
wych itp.) oraz okresu (zmiana sytuacji gospodarczej ma istotny wplyw
na polityke instytucji finansowych, zmieniajg si¢ nie tylko wysokosci
stop procentowych, ale réwniez zasady przyznawania kredytéw). Nalezy
przypomnie¢, ze liczba szacowanych parametréw modelu musi by¢ zna-
czaco mniejsza od liczby obserwacji, zatem redukcja wymiaréw zada-
nia przeprowadzana w procesie doboru zmiennych diagnostycznych jest
niezwykle istotna.

4) Rzadko zdarza si¢, nawet przy klasyfikacji dychotomicznej, aby zbiory obiektow
nalezacych do réznych klas byly réwnoliczne (albo o przyblizonej liczebnosci).
Jest to zwiazane z faktem, ze instytucje kredytowe wieksza wage przywiazuja
do Kklientéw, ktdérych uznaja za wiarygodnych niz do klientéw nalezacych do

3 Danych dotyczacych réznych form kredytowania, okreséw lub nawet réznych instytucji
finansowych nie mozna taczy¢.
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grup podwyzszonego i wysokiego ryzyka*. Konsekwencja tego jest znacznie
wigksza reprezentacja klientow, ktérym udzielono kredyt, niz klientéw, ktérym
odmowiono przyznania kredytu. Brak ,,symetrii” obiektow nalezacych do roz-
nych klas powoduje, ze wykorzystywane metody ilosciowe tatwiej rozpoznaja
klientéw pochodzacych z wigkszych liczebnie grup (por. np. [Mazur, Staniec,
Witkowska 1999, s. 167-172; Witkowska 2002, s. 173-176]).

Dane udostgpniane przez instytucje kredytowe nie s kompletne w tym sen-
sie, ze inspektorzy kredytowi posiadaja znacznie bogatsza baze danych, na
podstawie ktdrej podejmuja swoje decyzje, niz zbidr informacji wykorzysty-
wanych w procesie klasyfikacji. Jest to zwigzane z ochrong danych o klien-
tach (faktyczna lub formalng), uniemozliwiajacg przekazanie informacji, np.
o charakterze prowadzonej dziatalnosci, historii wspoétpracy klienta z ban-
kiem, rodzajach posiadanych zabezpieczen etc.

Ocena wynikow klasyfikacji jest przeprowadzana w stosunku do ,wzorca,
ktérym najczesciej sa decyzje inspektorow kredytowych, a nie stan faktycz-
ny, jakim w omawianych przypadkach jest fakt splaty (lub nie) kredytu wraz
z odsetkami w terminie. Niestety instytucje finansowe bardzo niechetnie
ujawniaja informacje o wlasnej efektywnosci, a wiadomo jest, ze nie wszyst-
kie kredyty sa splacane w terminie i istnieje pewna liczba kredytow, ktdre
w ogole nie zostajg splacone lub zostaja splacone tylko czgsciowo. Odsetek
niesplacanych kredytow jest de facto bledem klasyfikacji pierwszego rodzaju.

Specyfika danych wykorzystywanych w ocenie zdolnosci kredytowej sprawia,
ze przy zastosowaniu metod ilosciowych do klasyfikacji nalezy rozwigza¢ kilka
problemoéw natury praktycznej, a w szczegolnosci:

1)
2)
3)

4)

doboér zmiennych diagnostycznych,

sposob kodowania cech jakosciowych,

dobdr postaci funkcji progowych, pozwalajacych na zaklasyfikowanie kon-
kretnego obiektu do danej grupy na podstawie uzyskanego wyniku,

wybor miernika oceny jakos$ci metody klasyfikacji.

Warto dodac, ze poprawne zastosowanie metod ilosciowych w praktyce oceny
zdolnosci kredytowej® jest podobne do tych stosowanych przy prognozowaniu na
podstawie szeregdw czasowych i opisanych w rozdziale 7. Procedura bowiem po-
lega na:

1)

2)
3)

budowie i estymacji modelu klasyfikacyjnego, zgodnie z opisanymi w pod-
rozdziale 6.3 etapami,

weryfikacji poprawnosci modelu i jego zdolnosci dyskryminacyjnych,
zastosowaniu modelu w praktyce oceny obiektéw podlegajacych klasyfikacji
lub powrocie do etapu (1).

4 Przechowuje sie informacje o wszystkich klientach, ktérym udzielono kredytu. Natomiast tyl-
ko nieliczne informacje o klientach, ktérych wnioski kredytowe zostaty odrzucone.
5 W podobny sposdb postepuje sie przy prognozowaniu bankructwa.
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Estymacja modelu klasyfikacyjnego dokonywana jest na podstawie danych ze
zbioru uczacego, a weryfikacja modelu opiera si¢ na bledach klasyfikacji, wyzna-
czanych zaréwno dla zbioru uczacego, jak i testowego. Ide¢ btedow obliczonych
dla préby treningowej mozna poréwnac z oceng modelu ekonometrycznego prze-
prowadzong na podstawie wartosci reszt empirycznych dla proby estymacyjne;.
Natomiast btedy obliczone dla préby testowej sa koncepcyjnie podobne do ble-
déw prognoz ex post wyznaczanych dla prognoz wygastych. Decyzje o aplikacji
modelu podejmuje si¢ przede wszystkim na podstawie oceny jego poprawnosci
w zbiorze testowym.

10.1.1. Analiza dyskryminacyjna

W omawianych dalej badaniach wykorzystano dane pochodzace z wnioskéw kre-
dytowych 75 przedsiebiorstw ubiegajacych si¢ o przyznanie kredytu (55 z nich
kredytu udzielono). Wykorzystujac dane z wnioskéw kredytowych, zdefiniowano
zbidr 9 potencjalnych zmiennych diagnostycznych, opisujacych kazde z analizo-
wanych przedsigbiorstw:

a) zysk brutto za okres sprawozdawczy,

b) zysk netto za okres sprawozdawczy,

¢) $redni miesieczny zysk netto,

d) miesi¢czna rata sptaty wnioskowanego kredytu,

e) wielko$¢ maksymalnych miesiecznych odsetek od wnioskowanego kredytu,

f) inne obcigzenia miesieczne (np. splata innych zobowigzan),

g) pozostaly §redni zysk miesieczny po odliczeniu rat i odsetek,

h) ocena sytuacji finansowo-ekonomicznej firmy (od 0 do 4),

i) ocena zdolnosci kredytowej (od 0 do 3).

Zmienng grupujaca w tym badaniu jest dychotomiczna decyzja banku do-
tyczaca przyznania lub odmowy przyznania kredytu, przyjmujaca wartosci bi-
narne.

Podstawowym problemem przy konstrukeji funkeji dyskryminacji jest dobor
cech diagnostycznych. Korzystajac z danych o przedsigbiorstwach ubiegajacych
sie o finansowanie, przeprowadzono analiz¢ wspoélzaleznosci migdzy potencjal-
nymi czynnikami, opisujgcymi analizowane firmy, a decyzja banku. Stwierdzono
wystepowanie istotnej zaleznosci dla cech: (b), (c), (g), (h) oraz (i). Przeprowa-
dzono réwniez badanie korelacji miedzy poszczegolnymi cechami diagnostycz-
nymi (a)-(i), co przedstawiono w tab. 10.1. Jak wida¢, niemal wszystkie zmienne
s3 ze soba silnie skorelowane, co oznacza powielanie tych samych informacji. Je-
dynie zmienne (d) i (e) wykazuja brak istotnej korelacji ze zmiennymi (f), (g), (h)
oraz (i).
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Tabela 10.1. Wsp6tczynniki korelacji liniowej Pearsona (4.5) wyznaczone dla cech diagnostycznych

0,782 0,740 0,888 0,152 0,081 0,524 1
0,614 0,630 0,638 0,227 0,059 0,446 0,645 1
i 0,663 0,677 0,709 0,190 0,133 0,481 0,730 0,850 1

a b C d e f g h i
a 1
b 0,974 1
c 0,904 0,913 1
d 0,502 0,505 0,457 1
e 0,339 0,372 0,392 0,480 1
f 0,671 0,769 0,752 0,188 0,246 1
g
h

Uwaga: pogrubieniem wyrézniono statystycznie istotna korelacje zweryfikowana testem
(4.13)-(4.17) na poziomie istotnosci 0,05.

Zrédto: [Witkowska 1999b; 2002, s. 132].

W pierwszym podejsciu sposrdd analizowanych cech wybrano jako zmienne
diagnostyczne jednie te, ktore sg stabo skorelowane miedzy sobg i istotnie powia-
zane ze zmienng grupujacy, reprezentujaca decyzje banku. Nalezy zatem zauwa-
zy¢, ze istotng zaleznos¢ ze zmienna grupujaca wykazuja zmienne: (b), (c), (g),
(h) oraz (i). Zysk netto za okres sprawozdawczy (b) jest silnie skorelowany z po-
zostalymi zmiennymi diagnostycznymi, w szczegdlnosci ze zmienng (c) — warto$¢
wspolczynnika korelacji 0,913 oznacza, ze obie zmienne niosa podobne infor-
macje. Dodatkowo poziom skorelowania z decyzja banku zmiennej (c) jest nie-
co wyzszy niz zmiennej (b). Dlatego ze zbioru zmiennych diagnostycznych usu-
nieto te ostatnig. Przy czym zestaw zmiennych dyskryminacyjnych wzbogacono
o te zmienne, ktore sg istotne dla podejmujacych decyzje o przyznaniu kredytu,
tj. o zmienne (d) i (e). Stad nowy zbidr zawieral sze$¢ cech diagnostycznych: (c),
(d), (e), (g), (h) oraz (i). Ten zestaw oznaczono cech jako A.

W drugim podejsciu wykorzystano opisang w podrozdziale 8.5 metode Hellwiga
grupowania cech, arbitralnie przyjmujac krytyczng wartos¢ wspolczynnika korelacji
r* = 0,85. Zgodnie z przedstawionym algorytmem postepowania najpierw zsumowa-
no elementy poszczegdlnych kolumn w tab. 10.2 wedlug wzoru (8.53) i stwierdzono,
ze cechg centralng jest zmienna (c), czyli $redni miesieczny zysk netto. Nastepnie na
podstawie (8.54) zidentyfikowano cechy satelitarne, ktorymi sg cechy (a) i (b), repre-
zentujace zysk brutto i netto ze sprzedazy. Utworzono zredukowang macierz cech
(tab. 10.3) i ponowne wyznaczono ceche centralng charakteryzujaca si¢ maksymalng
suma (8.53). Tym razem jest to zmienna (i), bedaca oceng zdolnosci kredytowe;j fir-
my. Dalej, korzystajac ze wzoru (8.54), ustalono, Ze cechg satelitarng jest zmienna (h),
bedaca oceng sytuacji finansowo-ekonomicznej przedsigbiorstwa. Usuniecie z ma-
cierzy tych dwdch cech pozwolilo na utworzenie kolejnej zredukowanej macierzy
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cech diagnostycznych, zawierajacej jedynie cztery zmienne (tab. 10.4), dla ktdrej ce-
cha centralng okazala si¢ zmienna (f), informujaca o innych obciazeniach miesigcz-
nych. Ta zmienna nie posiada juz zadnych cech satelitarnych, gdyz wszystkie wspot-
czynniki korelacji s3 mniejsze od wartosci krytycznej r*, co oznacza, ze pozostale
zmienne s3 zmiennymi izolowanymi. Zatem postepowanie uznaje sie za zakonczone.

Tabela 10.2. Pierwotna macierz korelacji

Cechy | a b C d e f g h i Rodzaj cechy
a 1,000 | 0,974 | 0,904 | 0,502 | 0,339 | 0,671 | 0,782 | 0,614 | 0,663 | satelitarna
0,974 | 1,000 | 0,913 |0,505 | 0,372 | 0,769 | 0,74 | 0,63 | 0,677 | satelitarna
0,904 | 0,913 | 1,000 | 0,457 | 0,392 | 0,752 | 0,888 | 0,638 | 0,709
0,502 | 0,505 | 0,457 | 1,000 | 0,480 | 0,188 | 0,152 | 0,227 | 0,19
0,339 | 0,372 | 0,392 | 0,480 | 1,000 | 0,246 | 0,081 | 0,059 | 0,133
0,671 | 0,769 | 0,752 | 0,188 | 0,246 | 1,000 | 0,524 | 0,446 | 0,481
0,782 | 0,74 | 0,888 | 0,152 | 0,081 | 0,524 | 1,000 | 0,645 | 0,730
0,614 | 0,630 | 0,638 | 0,227 | 0,059 | 0,446 | 0,645 | 1,000 | 0,850
i 0,663 | 0,677 | 0,709 | 0,190 | 0,133 | 0,481 | 0,730 | 0,850 | 1,000
Suma | 6,449 | 6,580 | 6,653 | 3,701 | 3,102 | 5,077 | 5,542 | 5,109 | 5,433
Cecha centralna

S |-~ (0 |Qfo [T

Uwaga: kolorem z6ttym oznaczono kolumne zawierajaca ceche centralna, a szarym wiersze
zawierajace cechy satelitarne. Redukcja wymiaru macierzy polega na wykresleniu cech
zaznaczonych kolorami.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 10.3. Zredukowana macierz korelacji

Cechy d e f g h i Rodzaj cechy
d 1,000 | 0,480 | 0,188 | 0,152 | 0,227 0,190
e 0,480 | 1,000 | 0,246 | 0,081 | 0,059 0,133
f 0,188 0,246 1,000 0,524 0,446 0,481
g 0,152 0,081 0,524 1,000 0,645 0,730
h 0,227 0,059 0,446 0,645 1,000 0,850 satelitarna
i 0,190 | 0,133 | 0,481 | 0,730 | 0,850 1,000
Suma | 2,237 | 1,999 | 2,885 | 3,132 | 3,227 3,384
Cecha centralna

Uwaga: kolorem zéttym oznaczono kolumne zawierajaca ceche centralna, a szarym wiersz
zawierajacy ceche satelitarng. Redukcja wymiaru macierzy polega na wykresleniu cech
zaznaczonych kolorami.

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 10.4. Zredukowana macierz korelacji

Cechy d e f g
d 1,000 0,480 0,188 0,152
e 0,480 1,000 0,246 0,081
f 0,188 0,246 1,000 0,524
g 0,152 0,081 0,524 1,000
Suma 1,820 1,807 1,958 1,757
Cecha centralna

Uwaga: kolorem zéttym oznaczono kolumne zawierajaca ceche centralna.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wiréd analizowanych potencjalnych cech diagnostycznych wyrézniono trzy
cechy centralne: $redni miesieczny zysk netto (c), ocen¢ zdolnosci kredytowej
(i) oraz inne obcigzenia miesieczne (f), a takze trzy cechy izolowane, ktérymi
s3: miesigczna rata splaty wnioskowanego kredytu (d), wielko§¢ maksymalnych
odsetek (e) i pozostaly $redni zysk miesigczny po odliczeniu rat i odsetek (g).
W konsekwencji, na podstawie analizy korelacji oraz wskazéwek merytorycz-
nych, utworzono osiem zestawéw zmiennych diagnostycznych, zbudowanych
w rdzny sposob. Zbiory zmiennych zawieraly:

A.

G.

H.

sze$¢ cech diagnostycznych: (c), (d), (e), (g), (h) oraz (i), wyselekcjonowa-
nych poprzez eliminacje cech, dla ktorych stwierdzono brak istotnej zalez-
nosci ze zmienng grupujacy (tj. z przyznaniem/nieprzyznaniem kredytu)
lub silnie ze sobg skorelowanych,

tylko dwie cechy centralne, tj. (c) oraz (i), obie istotnie wspodizalezne - po-
wigzane ze zmienng grupujaca,

wszystkie cechy centralne i izolowane, tj. (c), (d), (e), (f), (g) oraz (i),
zestaw A, w ktorym $redni miesieczny zysk netto (c), zastapiono zyskiem
netto za okres sprawozdawczy (b), obie bowiem zmienne istotnie wptywaja
na zmienng grupujacy z podobng sila,

cechy z tab. 10.4, opisujace sytuacje firmy, gdyby kredyt zostal jej przyznany,
z ktorych tylko cechy (d) i (e) sa ze sobg istotnie skorelowane,

zestaw E uzupelniony oceng zdolnosci kredytowej (i), tj. zmienng statystycz-
nie istotnie wplywajaca na zmienng grupujaca,

zestaw E uzupelniony oceng sytuacji finansowo-ekonomicznej (h), tj. zmien-
ng silnie skorelowang ze zmienng (i),

zestaw F uzupelniony oceng sytuacji finansowo-ekonomicznej firmy (h).

Warto w tym miejscu przypomnie¢, ze badanie jakosci klasyfikacji powinno
by¢ dokonywane na podstawie zbioru testowego, zawierajacego obiekty, ktore nie
uczestniczyly w procesie wyznaczania parametréw funkeji dyskryminacji. W celu
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podziatu calego zbioru przedsiebiorstw na probe treningowa (uczacg) i testowa
(weryfikujaca) poszczegélne firmy ponumerowano za pomocg generatora liczb
pseudolosowych, a caly zbidr podzielono na dwa podzbiory roztaczne® (tab. 10.5),
ktore wykorzystano do oszacowania parametréw funkcji dyskryminacji.

Tabela 10.5. Struktura zbioru danych

, Liczba wnioskéw kredytowych rozpatrzonych Liczba obiektéw
Probe pozytywnie negatywnie w prébie
Treningowa 32 14 46
Testowa 23 6 29
Razem 55 20 75

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska 1997].

Parametry rdznie wyspecyfikowanych funkeji dyskryminacji oszacowano na
podstawie danych dotyczacych przedsigbiorstw, ktore znalazly si¢ w probie tre-
ningowej (uczacej). Przyktadowo, dla zestawu zmiennych diagnostycznych {c, d,
e, g h, i}, parametry funkcji dyskryminacji (7.40) wynosza:

D(x) =-0,000078 - x_- 0,00062 - x, - 0,00011 - x, - 0,00010 - Xt (104
+0,450257 - x, + 1,435595 - x,

Warto$ci parametrow funkgji dyskryminacyjnej (10.4) sa wspotczynnikami su-
rowymi, zatem nie maja interpretacji. Moga by¢ jednak wykorzystane do wyznacze-
nia wartosci funkgji dla $rednich wartosci zmiennych dyskryminacyjnych w kazdej
grupie przedsigbiorstw. Dla funkcji dyskryminacyjnej (10.4) wartosci te wynosza:

« dla grupy przedsiebiorstw, ktérym nie przyznano kredytu: -0,0925
o dla grupy przedsigbiorstw, ktérym kredyt przyznano: 3,3733.

Punktem lezacym w polowie odlegtos$ci migdzy tymi wartosciami (7.42) jest
y = 1,6404. Wyznaczona reguta klasyfikacyjna przyjmuje zatem postaé:

obiekty, dla ktérych zachodzi:

o Z<(y=1,6404) nalezy zaklasyfikowa¢ do grupy klientéw niewiarygodnych,
o Z> (y=1,6404) nalezy zaklasyfikowa¢ do grupy klientéw wiarygodnych.

Nastepnie oceniono poprawnos¢ modelu zaréwno dla danych z préby trenin-
gowej, jak i testowej, wyznaczajac ogdlne bledy klasyfikacji (10.1) i btedy klasyfi-
kacji pierwszego i drugiego rodzaju (10.2) i (10.3). Wymienione btedy klasyfikacji
przedstawiono w tab. 10.6.

6 Nalezy przy tym zapewnic reprezentacje przedsiebiorstw uznanych przez inspektoréw kredy-
towych za wiarygodne i niewiarygodne w obu prébach, tj. uczacej i testowej.
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Tabela 10.6. Btedy klasyfikacji przeprowadzonej za pomoca funkcji dyskryminacyjnej

Rodzaje btedéw
Symbol zbioru | Zmienne diagnostyczne E | E, | E, E | E, | E,
Préba treningowa Préba testowa
A ¢, d,e g h,i 2,17 7,14 0,00 | 20,69 0,00 | 26,09
B c,i 1521 | 0,00 | 21,87 | 24,14 | 0,00 | 30,43
C ¢, d,efgi 2,17 | 7,04 | 0,00 | 13,79 | 0,00 | 17,39
D b,i 2,17 7,14 0,00 | 20,69 0,00 | 26,09
E defg 2391 | 0,00 | 34,38 | 27,59 | 0,00 | 34,8
F d,efgi 435 | 7,14 | 3,13 | 17,2| 0,00 | 21,74
G d,e,f,g,h 8,70 | 14,29 6,25 | 20,69 0,00 | 26,09
H d,e fgh,i 2,17 | 7,04 | 0,00 | 20,69 | 0,00 | 26,09

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska 1999b; 2002, s. 144].

Oceniajgc uzyskane wyniki klasyfikacji, zauwaza sie, ze btedy ogolne sa wieksze
w przypadku proby testowej niz uczace;j. Jest to szczegdlnie widoczne w przypad-
ku bledéw drugiego rodzaju E,, co po czesci wynika z zasadniczej asymetrii obu
prob — préba weryfikacyjna stanowi niewiele ponad 60% préby uczacej’. Niewat-
pliwie jednak, z punktu widzenia potencjalnego uzytkownika, dla ktérego najbar-
dziej istotnym jest btad klasyfikacji pierwszego rodzaju E,, wszystkie prezentowa-
ne modele nalezy oceni¢ pozytywnie, poniewaz wszyscy niewiarygodni klienci
zostali poprawnie rozpoznani w prébie testowe;.

W tab. 10.6 wida¢ réwniez, ze modele o niskich bledach klasyfikacji uzyska-
nych w proébie treningowej nie zawsze daja nizsze btedy w probie testowej. Wy-
starczy poréwna¢ modele zbudowane na podstawie zestawdw zmiennych diagno-
stycznych: A, C, D i H, z ktérych tylko A i H generuja podobne wyniki w obu
probach (co potwierdzajg informacje zawarte w tab. 10.7). Pozostale dwa modele
daja zupelnie rézne wyniki. Co wiecej, model skonstruowany na podstawie zbioru
danych F, mimo dwa razy wyzszych ogélnych bledéw klasyfikacji generowanych
w probie uczacej, daje w probie weryfikacyjnej lepsze wyniki niz model, w ktérym
zmienne dyskryminacyjne oznaczono jako zestaw D.

Jak zatem mozna zauwazy¢, wybor zmiennych diagnostycznych ma kluczowe
znaczenie dla jakosci klasyfikacji. W prezentowanych analizach najlepsze wyni-
ki uzyskano dla proby testowej w przypadku zestawu zmiennych diagnostycz-
nych C, ktéry zawieral cechy centralne i izolowane wyznaczone metoda Hellwiga.
W tym przypadku biednie zaklasyfikowano jedynie cztery wnioski kredytowe i to

7 Skutkiem tego przyktadowo 4 btednie zaklasyfikowane firmy w prébie testowej stanowia
13,8%, a w probie treningowej 8,7% w przypadku ogdlnego btedu klasyfikacji, za$ w przypad-
ku btedu drugiego rodzaju - odpowiednio 66,7 oraz 28,6%.
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wszystkie do grupy przedsigbiorstw niewiarygodnych. Czesto istotne informacje
niesie analiza blednie zaklasyfikowanych obiektéw, gdyz w kolejnych modelach
klasyfikacyjnych blednie rozpoznawane sa te same firmy (tab. 10.7, w ktérej po-
dano numery blednie rozpoznanych firm).

Tabela 10.7. Wykaz btednie zaklasyfikowanych przedsiebiorstw

Listy przedsiebiorstw klasyfikowanych wg rodzajow btedéw
e 3 3 3
Préba treningowa Préba testowa

A 10 53,57, 68,70,72, 74
B |4,8,12,16,18,22,31 49, 53,57, 68,70,72, 74
C 10 49,57,70, 72
D 10 49, 53,57,70,72, 74
E 4,8,12,16,18,19,22, 31, 34, 44, 46 49, 55,57, 62, 68, 70, 72, 74
F |46 10 49,57, 68,70, 72
G |4,26 10,32 | 53, 66, 68, 70, 72, 74
H 10 53,57, 68,70,72, 74

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska 1999b; 2002, s. 144].

Oceniajac wyniki klasyfikacji, mozna dostrzec, ze bledy klasyfikacji czesto doty-
czg tych samych obiektéw badania, ktére zostaja niepoprawnie rozpoznane przez
model. Przyktadowo wymienione w tab. 10.7 przedsiebiorstwa zostaly w wiekszosci
przypadkow blednie zaklasyfikowane przynajmniej dwukrotnie. Jest to szczegdlnie
widoczne w probie testowej, w ktorej jedynie trzy firmy (55, 62 i 66) zostaly blednie
rozpoznane tylko w jednej procedurze klasyfikacyjnej. Natomiast przedsiebiorstwa
o numerach 70 i 72 zostaly niepoprawnie zaklasyfikowane jako niewiarygodni klien-
ci przez wszystkie 8 modeli, 57 — przez 7 modeli, 68 i 74 — przez 6 modeli oraz 491 53
przez 5 modeli. Z kolei firma oznaczona jako 10, nalezaca do proby uczacej, zostala
blednie rozpoznana jako wiarygodny klient przez szes¢ modeli dyskryminacyjnych.

Moze to oznaczad, ze te wielokrotnie blednie rozpoznawane przedsiebiorstwa
s3 nietypowe. Dla wzmocnienia tego stwierdzenia poréwnano wyniki klasyfikacji
przeprowadzonej za pomoca liniowej funkeji dyskryminacji z wynikami dla tych
samych przedsiebiorstw uzyskanymi przy wykorzystaniu procedury nieliniowej
(tab. 10.8), tj. z wykorzystaniem sztucznych sieci neuronowych trenowanych me-
toda wstecznej propagacji bledow?®. Jak mozna zauwazy¢, aplikacja sztucznych

8 Tematyce sztucznych sieci neuronowych i ich zastosowaniach w finansach poswiecono zbior-
cze prace [Witkowska 1999a; 2002].
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sieci neuronowych data znakomicie lepsze efekty klasyfikacji, bowiem wszyst-
kie bledy klasyfikacji przedsigbiorstw z proby testowej (tab. 10.8) sa mniejsze od
tych z tab. 10.6. Co wigcej, w probie uczacej polowa sieci dokonata bezblednej
klasyfikacji, a w pozostalych jedyna blednie rozpoznang firmg byla ta oznaczona
numerem 10. W przypadku sieci neuronowych najlepsze wyniki klasyfikacji osia-
gnieto dla zestawu zmiennych diagnostycznych C i F, co potwierdza wczesniej-
szy wniosek o kluczowej roli odpowiedniego doboru zmiennych w procedurach
klasyfikacyjnych. Sztuczne sieci neuronowe blednie rozpoznaly firmy oznaczone
numerami 57 — 8 razy, 10 — 4 razy, 59 i 72 po 3 razy, a takze pojedynczo obiekty 49,
53, 71 i 74. Zatem za pomoca obu metod najczesciej blednie klasyfikowane byty
przedsiebiorstwa 57 (15 razy na 16 klasyfikacji), 10 i 72 (po 10 razy), 74 (7 razy),
49 (6 razy) i 53 (4 razy).

Tabela 10.8. Btedy klasyfikacji przeprowadzonej za pomoca sztucznych sieci neuronowych
(z wykorzystaniem algorytmu wstecznej propagacji btedéw)

_ Btedy klasyfikacji
Nr diafgr:oli?;cezne w prébie treningowej w probie testowej
E E, EE | E | E E,
A |cdegh,i 0,00 | 0,00 00| 69| 00/ 870 (57,59)
B |ci 2,17|7,14 (10)| 00| 690| 0,0/ 870 (57,72)
C |cdefgi 2,17 7,14 (10) | 00| 345| 00/ 4,35 (57)
D |b,i 2,17|7,14 (10) | 0,0|17,24| 0,0 21,74 (49,53,57,71,72)
E |defg 0,00 | 0,00 00| 69/ 00/ 870 (57,72)
F |defgi 2,17|7,14 (10)| 0,0/ 345| 00| 4,35 (57)
G |d,efgh 0,00 | 0,00 0,0]10,34| 0,0|13,04 (57,59, 74)
H | defgh,i 0,00 | 0,00 0,0| 6,90 0,0 | 8,70 (57,59)

Uwaga: w nawiasach podano numery btednie rozpoznanych przedsiebiorstw.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska 1999b].

10.1.2. Klasyfikacja bezwzorcowa

W badaniach’ wykorzystano dane pochodzace z wnioskéw kredytowych 115
przedsigbiorstw ubiegajacych sie o przyznanie kredytu w dwdch bankach t6dz-
kich (75 pierwszych z jednego banku i 40 z drugiego). Na podstawie oceny prze-
prowadzonej przez inspektoréow kredytowych, wszystkie rozpatrywane wnioski
kredytowe podzielono na dwie klasy, tj. takie, na podstawie ktorych udzielono

9 Opisanych w [Witkowska, Staniec 2000].
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kredytu (89 firm), i takie, na podstawie ktérych odméwiono przyznania kredytu
(26 firm). Zebrane dane dotyczyly tych samych zmiennych diagnostycznych,
opisanych w poprzednim podrozdziale z wyjatkiem cechy (f), ktdéra zostala po-
minieta w tym badaniu.

Diagram dla 115 przyp.
Metoda Warda
Odlegtosci euklidesowe

3e6

2,5e6

2eb6

1,5e6

Odlegtos¢ wigz.

1e6 [~ ~

rﬁjﬁ o

P115 P 114 P8 P8 P50 P79 P72 P21 P38 P35

Rysunek 10.1. Wyniki klasyfikacji przy uzyciu metody Warda
Zrédto: [Witkowska, Staniec 2000].

W przypadku klasyfikacji bezwzorcowej nastepuje grupowanie do zalozonej
liczby klas, ktére nie sg jednak precyzyjnie zdefiniowane. Innymi stowy, w me-
todzie klasyfikacji bez nauczyciela pomija sie istotng informacj¢ dotyczaca przy-
znania lub odmowy przyznania przedsiebiorstwu finansowania. Poszukuje si¢
natomiast wspolnych cech firm zaktadajac, ze oba zbiory klientéw uznanych
przez bank za wiarygodnych i niewiarygodnych zasadniczo rdznig si¢ miedzy
sobg, tworzac homogeniczne klasy. W tym przypadku jednoczesnemu grupowa-
niu podlegaja wszystkie badane obiekty'. Przyjeto, ze rozklad utworzonych grup
odpowiada strukturze proby. W tym przypadku bardziej liczna grupa odpowia-
da przedsigbiorstwom, ktérym kredyt przyznano, a mniej liczna tym, ktérym

10 To znaczy bez podziatu na zbidr treningowy i testowy, jak ma to miejsce w przypadku klasy-
fikacji ze wzorcem.
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finansowania odmoéwiono. W analizach wykorzystano dwie najbardziej popular-
ne metody, tj. metod¢ Warda i metode k-$rednich''.

Wykorzystujac metode Warda, do klasyfikacji zastosowano odlegtos¢ euklide-
sowy jako miare odleglosci pomiedzy skupieniami. Wyniki klasyfikacji przedsta-
wiono na rysunku 10.1. W przypadku metody Warda nie zaklada si¢ a priori liczby
utworzonych klas, ktére odczytuje si¢ z diagramu. Jak wida¢ na rysunku, przedsie-
biorstwa zostaly pogrupowane w kilka skupien, ktore tacza ze sobg ramiona dia-
gramu. Przy czym dla zalozonych dwéch klas klientéw mniej liczna grupa znajduje
sie po lewej stronie diagramu, co utozsamiono z firmami, ktérym odmoéwiono kre-
dytu. Natomiast znacznie bardziej liczne skupienie znajdujace sie po prawej stronie
diagramu potraktowano jako zbior firm, ktérym kredyt przyznano.

W tab. 10.9 przedstawiono wyniki klasyfikacji, prezentujac zbiér wszystkich ana-
lizowanych firm z podziatem na utworzone skupienia wraz z informacja o rzeczywi-
stej przynaleznosci tych obiektow do zbioru klientéw wiarygodnych i niewiarygod-
nych. Innymi stowy, wedtug opisu w gtéwce tabeli jej kolumny zawieraja numery
przedsigbiorstw, ktore zostaly zakwalifikowane przez metode Warda do dwu klas:

1) pierwszej (czyli do skupienia po prawej stronie diagramu), zawierajacej

przedsigbiorstwa, ktérym przyznano kredyt,

2) drugiej (czyli do skupienia po lewej stronie diagramu), zawierajacej przed-

siebiorstwa, ktéorym kredytu nie przyznano.

Natomiast wiersze tabeli, zgodnie z opisem w jej boczku, zawieraja stan fak-
tyczny, czyli numery firm, ktérym kredyt przyznano lub nie.

Jak wida¢ w tab. 10.9, klasyfikujac metodg Warda otrzymano w pierwszej gru-
pie 95 obiektow, a w drugiej 20. Mozna zauwazyc¢, ze wszystkie przedsigbiorstwa,
ktérym odmowiono przyznania kredytu, nie zostaly rozpoznane, stad btad pierw-
szego rodzaju wynosi 100%. Natomiast blad drugiego rodzaju polegajacy na tym,
ze wiarygodnych klientéw zaklasyfikowano jako niewiarygodnych, wynosi 22,5%.
Zatem ogolny blad klasyfikacji wynosi 40%.

Tabela 10.9. Przedsiebiorstwa zakwalifikowane do obu skupien otrzymanych metodg Warda

Stan Numery firm, ktore znalazty sie w klasie pierwszej, a ktorym

faktyczny przyznano kredyt nie przyznano kredytu

2-5,7-8,11-16, 18, 19, 22, 25, 27, 31, 33-36,

Przyznanie | 8,42,44,48,49,51,53,55,57,59-62, 64-66,
kredytu 68, 70-72, 74-76, 78-81, 82, 85-91, 93-97

100, 101, 106, 108-111, 113
Oodmowa | 1,6,10,17,21,23,28,30, 32,37, 40, 41, 43,

przyznania 45,47,50,52,54,67,73,92,98, 103, 105,
kredytu 107,112

9,20, 24, 26, 29, 39, 46, 56, 58,
63, 69, 77, 81, 83, 84, 99, 102,
104,114,115

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska, Staniec 2000].

11 Ogdlny opis algorytméw obu metod przedstawiono w rozdziale 7.
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Podobne wyniki grupowania uzyskano za pomoca metody k-$rednich
(tab. 10.10). Ponownie niewiarygodni klienci nie zostali rozpoznani (zatem blad
E, = 100%), a w drugim skupieniu znalazlo si¢ 16 firm wiarygodnych, czyli
blad drugiego rodzaju wynosi 18%, a ogdlny biad klasyfikacji 36,5%. Przeprowa-
dzone analizy jednoznacznie dowodza, ze informacja o przynaleznosci do klas
jest istotna w procesie rozpoznawania obiektow.

Tabela 10.10. Obiekty zakwalifikowane do poszczegélnych klas otrzymanych metoda k-Srednich

Stan Numery firm, ktére znalazty sie w klasie pierwszej

faktyczny ktérym przyznano kredyt ktérym nie przyznano kredytu

3-5,7-8,11-16, 18, 19, 22, 25-27, 31,

Przyznanie | 33-36, 38,42, 44, 48, 49, 51, 53, 55-57, | 2,9, 20, 24, 29, 39, 46, 8, 69, 77, 83, 84,
kredytu | 59-66, 68, 70-72, 74-76, 78-82, 85-91, 99,104, 114, 115

93-97,100-102, 106, 108-111, 113

Odmowa 1,6,10, 17,21, 23,28, 30, 32, 37, 40,
przyznania | 41,43,45,47,50,52,54,67,73,92, 98,
kredytu 103, 105, 107, 112

Zrédto: [Witkowska, Staniec 2000].

10.1.3. Poréwnanie regresji logistycznej i modeli dyskryminacyjnych

W dalszych rozwazaniach poréwnane zostang wyniki klasyfikacji uzyskane z wy-
korzystaniem modeli regresji logistycznej i modeli dyskryminacyjnych. Badania
przeprowadzono na zbiorze klientéw indywidualnych, w przypadku ktérych wie-
le cech ma charakter jako$ciowy, utrudniajacy dodatkowo prowadzenie analiz.
Udostepniona baza danych zawiera informacje o 2576 kredytobiorcach indywi-
dualnych, z ktérych 419 nie sptaca kredytu hipotecznego'?. Do badan wylosowano
probe ztozong z 740 obserwacji o identycznej liczbie klientéw sptacajacych i nie-
splacajacych zaciggniete zobowigzania (tzw. proba symetryczna — zbilansowana).
Korzystanie z préb zbilansowanych z reguly daje lepsze wyniki klasyfikacji, gdyz
modele tatwiej rozpoznaja te obiekty, ktore naleza do klasy o wiekszej liczebnosci
(tj. czeSciej reprezentowane w probie). Proba zawiera 514 obserwacji, ktore sta-
nowi¢ bedg zbiodr uczacy, i 226 obserwacji zbioru testowego. Zmienng grupujaca
jest: splacanie badz nie kredytu przez kredytobiorce (zmienna przyjmuje wartos¢
1, kiedy kredytobiorca splaca kredyt w terminie, i 0 w przeciwnym przypadku).
Wszystkich analizowanych klientéw opisano za pomoca nastepujacych potencjal-
nych zmiennych diagnostycznych:

12 Udostepnione przez bank informacje dotycza kredytdéw hipotecznych, udzielanych pod zastaw
posiadanej nieruchomosci. Zobowigzania tego rodzaju sptaca sie najczesciej do 15-20 lat.
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x, - grupa klienta (1 - klient standard; 0 - klient VIP),
- pte¢ (0 — mezczyzna; 1 - kobieta),

- waluta kredytu (0 - inne; 1 - PLN),

— wiek (w latach),

- miejsce udzielenia kredytu (zmienna wielodzielna: miasto M1 - duze;
M2 - $rednie; M3 — male),

x, - procentowy udzial aktualnie sptaconej kwoty obliczony w stosunku do

caltej kwoty kredytu,

x, - okres splaty kredytu (w latach),

x, - warto$¢ kredytu (PLN),

x, - posiadane lokaty (0 — do 1 roku, 1 - powyzej 1 roku),

x,, - relacja biezacej stopy procentowej do poprzedniej stopy procentowej kredytu.

W celu zbadania, ktére z potencjalnych zmiennych diagnostycznych maja
wplyw na decyzje o przyznaniu kredytu, czyli sg istotnie skorelowane ze zmien-
ng grupujacy, zastosowano test niezaleznosci chi-kwadrat (4.19)-(4.25). Wy-
boér tego testu jest spowodowany tym, Ze zmienna grupujgca jest mierzona na
skali nominalnej, podobnie jak cze$¢ analizowanych cech, bedacych poten-
cjalnymi zmiennymi diagnostycznymi. Badanie, przeprowadzone za pomoca
testu niezaleznosci chi-kwadrat wykazato, wystepowanie statystycznie istotnej
wspolzaleznosci miedzy wszystkimi potencjalnymi zmiennymi diagnostycz-
nymi i zmienng grupujacy, informujaca o terminowym lub nieterminowym
splacaniu kredytu. W dalszych badaniach do klasyfikacji klientéw banku wy-
korzystano modele logitowe i analiz¢ dyskryminacyjng z wykorzystaniem tzw.
funkgji klasyfikacyjnych®.

Specyfikacje modelu dyskryminacyjnego przeprowadzono, korzystajac z kro-
kowej analizy wstecznej, ktéra polega na tym, ze model jest budowany w kolejnych
etapach, poczynajac od modelu zawierajacego wszystkie potencjalne zmienne
diagnostyczne. W kazdym kroku analizy szacuje si¢ model i przeprowadza oce-
ne wszystkich zmiennych diagnostycznych, eliminujac te z nich, ktéra najmniej
wnosi do przewidywania przynaleznosci badanych obiektéw do okreslonych klas.
W wyniku przeprowadzonej procedury uzyskuje si¢ model zawierajacy jedynie te
zmienne, ktére w istotny sposdb przyczyniaja si¢ do dyskryminacji grup. Inny-
mi stowy, analiza krokowa wsteczna pozwala na wylonienie sposréd wszystkich
potencjalnych zmiennych diagnostycznych takich, ktére w najwiekszym stopniu
przyczyniaja sie do rozpoznawania obiektéw. W rezultacie oszacowano model
sktadajacy sie z dwdch funkeji klasyfikacyjnych postaci:

D,(x) = 0,4652 - x, + 0,2370 - x,, - 12,0682
D,(x) = 0,6095 - x, + 0,2134 - x, - 11,7258

2
3
4
5

13 W programach komputerowych czesto zamiast klasycznej funkgji dyskryminacyjnej (7.40)
wyznaczane s3 tzw. funkcje klasyfikacyjne budowane oddzielnie dla kazdej z klas.
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Konkretny obiekt (kredytobiorca) przypisywany jest do tej grupy, dla ktorej
uzyskuje wyzsza wartos$¢ funkeji klasyfikacyjnej. Przedstawione wartosci para-
metréw funkgcji klasyfikujacych sa wspolczynnikami standaryzowanymi i wska-
zuj3, jak silny jest wplyw danej zmiennej dyskryminacyjnej na réznicowanie
grup typologicznych. W tym konkretnym przypadku okres splaty kredytu w la-
tach (tj. zmienna x) ma wigkszy wplyw na rozréznienie kredytobiorcéw niz
relacja biezacego oprocentowania kredytu do poprzedniej stopy procentowej
(zmienna x, ).

W przypadku modelu logitowego (6.17), ktorego siedem wariantéw oszaco-
wano metodg najwigkszej wiarygodnosci, najlepiej dopasowany okazal si¢ model
postaci:

ln(liJ =0,1829+0,1439-x, —0,6324 - x, +0,0217 - x, + 0,014 x, +
- D

+0,1382-x, +0,0211-x,,

zliczeniowy R*= 67,5%;

logarytm wiarygodnosci = -295,971;
¥2 = 102,15

R*McFaddena = 17,5%

Wprawdzie warto$¢ statystyki t-Studenta dla zmiennych x, (t = 0,7)
i x, (t = -0,92) wskazujg na ich statystyczng nieistotnos¢, jednak usunigcie tych
zmiennych ze zbioru zmiennych objasniajacych znacznie obnizylo jakos¢ klasyfi-
kacji klientéw banku, prowadzonej za pomoca tego modelu, zatem zdecydowano
o pozostawieniu tych zmiennych.

Interpretujac ilorazy szans modelu, nalezy zauwazy¢, ze szansa na terminowa
splate kredytu zwigksza sig, jesli kredytobiorca jest kobieta o 15,4% w stosunku
do mezczyzn, ale zmniejsza si¢ 0 44,9%, jesli walutg kredytu jest PLN w stosun-
ku do kredytéw w walutach obcych. Pozostale zmienne, tj. wiek, procentowy
udziat aktualnie sptaconej kwoty obliczony w stosunku do catej kwoty kredytu,
dlugos¢ okresu splaty i relacja biezacej stopy procentowej do poprzedniej stopy
procentowej kredytu zwiekszaja szanse splaty kredytu w terminie odpowiednio
02,2,0,1, 14,81 2,1% dla jednostkowego wzrostu warto$ci zmiennej objasniaja-
cej, przy zalozeniu, ze wszystkie pozostale zmienne pozostang na niezmienio-
nym poziomie.

Korzystajac z obu wymienionych wyzej metod klasyfikacji ze wzorcem,
tj. funkcji klasyfikacyjnych i modelu logitowego, przeprowadzono klasyfikacje
klientéw banku, a jej wyniki pokazano w tab. 10.11-10.12. W pierwszej z nich
porownano rzeczywiste liczebnosci klientow terminowo sptacajacych i niespta-
cajacych kredyt z liczba rozpoznanych obiektow w kazdej klasie. Jak wida¢, ani
w probie uczacej, ani w testowej nie zostata zachowana nawet zblizona rzeczywista
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proporcja liczby kredytobiorcéw nalezacych do obu klas, gdyz w przypadku
obu modeli rozpoznana liczba klientéw niesptacajacych swoich zobowigzan
w terminie jest zawsze wieksza.

Tabela 10.11. Klasyfikacja kredytobiorcéw na podstawie funkgcji klasyfikacyjnych i modelu
logitowego

Zaobserwowana Préba treningowa | Préba testowa

liczba klientéw Liczba klientéw sptacajacych kredyt
sptacajacych kredyt

terminowo nieterminowo | terminowo nieterminowo

i Klasyfikacja za pomoca modelu dyskryminacyjnego

terminowo 148 109 75 38
nieterminowo 70 187 32 81
razem 218 296 107 119
: Klasyfikacja za pomoca modelu logitowego
terminowo 159 98 65 48
nieterminowo 69 188 25 88
razem 228 286 90 136

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Chrzanowska, Witkowska 2008].

Spostrzezenie to potwierdzaja obliczone btedy klasyfikacji (10.1-10.3). Oba
modele rozpoznaja obie grupy kredytobiorcow dos¢ stabo, generujac wysokie ble-
dy klasyfikacji. Jak mozna zauwazy¢, model logitowy wprawdzie lepiej klasyfikuje
w probie treningowej, ale oceng jakosci modelu przeprowadza si¢ na podstawie
proby testowej, dla ktdrej ogolny blad klasyfikacji oraz blad drugiego rodzaju sa
nizsze w przypadku modelu dyskryminacyjnego niz logistycznego. Jednakze ten
ostatni generuje w probie testowej nizszy blad pierwszego rodzaju, ktéry jest dla
banku bardziej istotny.

Tabela 10.12. Btedy klasyfikacji przeprowadzonej za pomoca funkgji klasyfikacyjnych
i modelu logitowego

Rodzaje btedéw
e | g | g e | £ | g
Préba treningowa testowa
Model
dyskryminacyjny 34,8 27,2 42,4 31,0 28,3 33,6
logitowy 32,5 26,8 38,1 32,3 22,1 42,5

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Chrzanowska, Witkowska 2008].



10.1. Ocena zdolnosci kredytowej 329

10.1.4. Poréwnanie regresji binarnej, bayesowskiej analizy dyskryminacyjnej

Badania realizowano na podstawie danych omdéwionych w paragrafie 10.1.3, ale
tym razem wylosowano symetryczne proby o nieco zmienionej liczebnosci - tre-
ningowa zawiera 560 elementow, a testowa 278 obserwacji. Ograniczono réwniez
liczbe uwzglednionych w analizach cech diagnostycznych, wybierajac te, ktore
zdaniem ekspertéw maja znaczacy wplyw na zmienna grupujacg. Wybrano trzy
zmienne opisujace:

x, - waluta kredytu (0 - inne; 1 - PLN),

x, - wiek (kodowany binarnie z uwzglednieniem podziatu na cztery klasy),

x, - czas splaty kredytu (kodowany binarnie z uwzglednieniem podziatu na

trzy klasy),

ktdre s3 silnie powigzane ze zmienng grupujacg i jednoczesnie nie s3 istotnie
wspolzalezne migdzy sobg. Przy czym wszystkie te zmienne zostalty zamienione
na zmienne binarne po uprzednim pogrupowaniu ich w klasy (tab. 10.13). Tak
wiec walute kredytu potraktowano jako zmienng dychotomiczna, a kredyt inny
niz zlotéwkowy jest wariantem referencyjnym. W przypadku zmiennej opisujacej
wiek kredytobiorcy utworzono cztery klasy, przy czym najmfodsza grupa wieko-
wa jest wariantem referencyjnym przy kodowaniu binarnym. Okres sptaty kredy-
tu podzielono na trzy przedzialy klasowe o jednakowej rozpietosci, przyjmujac
pierwszy z nich za wariant referencyjny.

Tabela 10.13. Definicja zmiennych binarnych

Zmienne wielowariantowe Definicja zmiennych binarnych
x, - Waluta kredytu x,=1ldlax,=PLN X, =0dlax,#PLN
x,, =1dlax, €(35,45) lat x,=0dlax,<35lat
x, — Wiek kredytobiorcy _ _
4 (w latach] x,,=1dlax, €(46,55) lat x,=0dlax,<35lat
X,,=1ldlax,>56 lat x,=0dlax,<35lat
X, - Okres sptaty kredytu x,, =1ldlax €6, 10) lat x,=0dlax, e(1,5)lat
[w latach] x,, =1ldlax, e(11,15) lat x,,=0dlax, e(1,5)lat

Uwaga: waluta kredytu jest cecha dychotomiczna; okres sptaty ma 3 warianty cechy, a wiek
kredytobiorcy - 4; kazdemu wariantowi cechy odpowiada jedna zmienna dychotomiczna.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Chrzanowska, Witkowska 2007].

Do dalszych analiz zastosowano bayesowska analize dyskryminacyjng, wyko-
rzystujaca informacje a priori, dotyczace rozpatrywanego problemu (por. [Jajuga
1998]). Otrzymane funkcje klasyfikacyjne sg postaci:

Dl(x) =-0,01-x, -293-x, +1,37-x,,-037-x,,-2,88-x,+09-x -3,29
D,(x) = -0,08-x, - 1,75 -x, +0,54-x,, - 0,16 - x,, - 1,91 - x +0,34 - x,, - 4,33
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W przypadku tak oszacowanego modelu dyskryminacji, poza zmiana wylo-
sowanej proby badawczej', istotny jest réwniez inny (niz w paragrafie 10.1.3)
sposéb wyboru'® i pomiaru zmiennych dyskryminacyjnych. Tym razem zmien-
ne, opisujace wiek kredytobiorcy (zmienna x,) i okres sptaty kredytu (x.), s3
mierzone na skali nominalnej. Dlatego w modelach klasyfikacyjnych, zawiera-
jacych de facto trzy zmienne diagnostyczne, znajduje si¢ ich szes¢, poniewaz
zmienne x, i x, s3 wielodzielne. Interpretacja uzyskanych standaryzowanych
wskaznikéw dyskryminacyjnych wskazuje, ze na klasyfikacje kredytobiorcow
do pierwszej klasy najwiekszy wplyw ma zmienna x, (wiek kredytobiorcy od
36 do 45 lata), a w drugiej kolejnosci zmienna x., (okres sptaty kredytu od 6 do
10 lat). Natomiast podczas klasyfikacji kredytobiorcéw do klasy drugiej wspo-
mniane zmienne majg wprawdzie najwigkszy wplyw, ale ich kolejnos¢ jest od-
wrotna.

Innym modelem wykorzystanym do klasyfikacji klientow jest model regresji
binarnej, tj. model (6.13), w ktérym réwniez zmienne objasniajace, jako mierzone
na skali nominalnej, s3 kodowane zmiennymi zero-jedynkowymi. Po oszacowa-
niu model ten jest postaci:

$.=0,246-x, +0,03-x, +0,01-x,,+0,042 - x, + 0,443 - x, +0,402 - x,, + 0,197

przy R>=0,167. Jednoczesnie przyjeto, Ze obiekt zostaje przypisany do grupy spla-
cajacych kredyt, jesli y, > 0,5.

W prezentowanym modelu regresji binarnej zauwaza sie niska wartos¢ wspot-
czynnika determinacji, co jest czesto spotykang wlasnoscig modeli tej klasy (po-
réwnaj rys. 6.2). Zmienne opisujace okres splaty kredytu i waluta kredytu maja
istotny wplyw na zmienng objasniang. Z kolei nieistotnie rézne od 0 okazaly si¢
parametry stojace przy wszystkich trzech wariantach zmiennej odzwierciedlaja-
cej grupy wiekowe (wartosci statystyk testowych sg na poziomie odpowiednio:
t =0,04, 0,231 0,12), co $wiadczy o braku wptywu wieku na sptacalno$¢ kredytu.
Jednakze pozostawiono pierwotng specyfikacje modelu w celu poréwnania sku-
tecznosci klasyfikacji prowadzonej roznymi metodami.

Oceniajac uzyskane wyniki (tab. 10.14 i 10.15) nalezy stwierdzi¢, ze ogdlne ble-
dy klasyfikacji sa akceptowalne w probie testowej jedynie w przypadku regresji bi-
narnej, co oznacza, ze bayesowska analiza dyskryminacyjna si¢ w tym przypadku
nie sprawdzita. Warto réwniez odnotowac, ze skutecznos¢ klasyfikacji zalezy od
rodzaju cech uzytych do budowy modeli. Z reguly tatwiej jest uzyska¢ pozadang
jako$¢ klasyfikacji, jesli wykorzystuje si¢ raczej zmienne ilo§ciowe niz jakos$ciowe
charakterystyki.

14 W badaniach omawianych w paragrafie 10.1.3i 10.1.4 préby losowane sa wprawdzie z tego
samego zbioru kredytobiorcéw i sa symetryczne, ale nie sa to takie same préby.

15 W paragrafie 10.1.3 dobdr zmiennych zostat przeprowadzony za pomoca regresji krokowej
wstecz, a w 10.1.4 dokonano arbitralnego wyboru.
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Tabela 10.14. Wyniki klasyfikacji przeprowadzonej za pomocg bayesowskiej
analizy dyskryminacyjnej i regresji binarnej

o Préba treningowa | Préba testowa

erl:zZ;Ivl\(/?sctJ: Klasyfikacja za pomoca modelu: klient
sptaca kredyt | nie sptaca kredytu | sptaca kredyt | nie sptaca kredytu

Klient Model dyskryminacyjny
sptaca kredyt 178 102 15 124
nie sptaca kredytu 50 230 27 112
razem 228 332 42 236
Klient Regresja binarna
sptaca kredyt 244 36 127 12
nie sptaca kredytu 142 138 66 73
razem 386 174 193 85

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska, Chrzanowska 2006].

Tabela 10.15. Btedy klasyfikacji przeprowadzonej za pomocg bayesowkiej
analizy dyskryminacyjnej i regresji binarnej

Rodzaje btedéw
e | g | g E | g | g
Préba treningowa Préba testowa
Model dyskryminacyjny 27,1 17,9 36,4 54,3 19,4 89,2
logitowy 31,8 50,7 12,9 28,1 475 8,6

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Witkowska, Chrzanowska 2006].

10.1.5. Klasyfikacja indywidualnych kredytobiorcow za pomoca
drzew klasyfikacyjnych

W analizach kredytobiorcéw indywidualnych (opisanych w punkcie 10.1.3) za-
stosowano rowniez drzewa klasyfikacyjne budowane za pomocy algorytmu
CART dla 540 wylosowanych obiektow. Wykorzystano dane dotyczace trzech
zmiennych:

x, — miejsca udzielenia kredytu,

x, — okresu sptaty kredytu,

x,, — biezacej stopy procentowej kredytu.

W wyniku przeprowadzonej klasyfikacji uzyskano drzewo jak na rys. 10.2.

Na poczatku wszystkie kredyty zostaly przypisane do wezta nr 1 jako kredy-
ty stracone. Wezel ten uleglt nastepnie podziatowi na wezly o numerach 2 i 3.
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Kredyty, ktorych czas sptaty jest krétszy niz 8,6904 roku (221 zobowigzan) zostaly
przypisane do wezta nr 2 jako kredyty niesplacone. Pozostale 319 kredytow, ktd-
rych czas sptaty jest dtuzszy niz 8,6904 roku zostaly przyporzadkowane do wezta
nr 3 jako kredyty normalne, tzn. sptacane terminowo. Wezet nr 3 ulegt dalsze-
mu podzialowi. Kredyty, ktore zostaly zaciggniete w matych i srednich miastach
(zmienna miasto; warianty M2 i M3), przypisane zostaly do wezla nr 6 i okreslone
jako kredyty ,stracone” Pozostale zobowigzania (kredyty zaciagnigte w duzych
miastach) zostaly przypisane do wezta nr 7 i sklasyfikowane jako kredyty normal-
ne. Wezel nr 7 jest wezlem koncowym (lisciem) i nie ulega dalszemu podziatowi.
Analizujac te $ciezke drzewa, mozna twierdzié, ze splacane terminowo zobowia-
zania (150 kredytow) to kredyty zaciagniete w duzych miastach (M1), dla ktérych
czas splaty jest dtuzszy niz 8,6904 roku.

Wezel nr 6 ulega dalszemu podzialowi na dwa wezty: nr 10 i 11. Kredyty, dla
ktoérych stopa biezgca jest nizsza niz 13,64, zostaly rozpoznane jako normalne
i przydzielone do wezta nr 10. Pozostale kredyty o aktualnej stopie procentowej
wyzszej niz 13,64% zostaly sklasyfikowane jako kredyty stracone. Analizujac te
galaz drzewa, mozna stwierdzi¢, Ze zobowigzania sptacane terminowo to kredyty
o biezgcej stopie procentowej nizszej niz 13,64%, dla ktorych czas sptaty jest dtuz-
szy niz 8,6904 roku i zostaly zaciagniete w matych i srednich miastach.

Drzewo klasyfikacyjne SYTUACJA

Liczba podziatow = 6; Liczba weztow koncowych = 7

CZAS SPLATY <=8,6904

MIEJSCEL
=M3,M2

CZAS SPLATY
<=5,3089

138 CZAS SPLATY
<=4,426
——— ——— ——

i — —— 1
| 8 STR | 10 NOR | | 11 STR |

54

Rysunek 10.2. Schemat drzewa klasyfikacyjnego

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Wezet nr 2, w ktérym kredyty zostaly rozpoznane jako kredyty stracone, ulega
dalszemu podzialowi. Kredyty, dla ktorych czas sptaty byl wyzszy niz 5,3089 roku,
zostaly przypisane do wezta nr 5 i rozpoznane jako kredyty normalne (kredyty
splacane terminowo). Na podstawie tej §ciezki mozna stwierdzi¢, ze kredyty nor-
malne to kredyty, dla ktdrych czas splaty jest w przedziale miedzy 5,31 a 8,69 roku.

Wezel nr 4 (galaz od wezla nr 2) to kredyty, dla ktérych czas splaty jest krotszy
niz 5,3089 roku. Wezet ten ulegt dalszemu podzialowi na wezly nr 8 i 9. Kredyty,
dla ktérych czas splaty jest krdtszy niz 4,426 roku, zostaly rozpoznane jako kredyty
stracone. Pozostale kredyty przypisano do wezfa nr 9 i okreslono jako normalne.
Wezel nr 9 ulegt dalszemu podzialowi na wezly 12 i 13. Zobowigzania zaciagniete
w $rednich miastach, zostaly przypisane do grupy kredytéw straconych; pozo-
stale kredyty — normalne - zostaly przypisane do wezta nr 13. Podsumowujac te
galaz drzewa, mozna twierdzi¢, ze kredyty splacane to zobowigzania zaciggniete
w malych i duzych miastach, dla ktérych czas splaty nalezy do przedziatu (4,426;
5,3089) roku.

W prezentowanym modelu najsilniejszy wplyw na zmienng grupujacg ma
zmienna czas sptaty. W dalszej kolejnosci wyrazny wplyw na klasyfikacje maja
zmienne stopa biezgca oraz miejsce (zaciggniecia kredytu).

Tabela 10.16. Wyniki klasyfikacji kredytobiorcéw w prébie treningowej

Liczba zaklasyfikowanych kredytobiorcow do kazdej z klas .
— - — Btedy klasyfikacji
Klasyfikacja rzeczywista Klasyfikacja modelowa
Klient sptaca kredyt nie sptaca kredytu E E, E,
sptaca kredyt 220 50 20,2 | 21,9 | 185
nie sptaca kredytu 59 211
razem 279 261

Zrédto: obliczenia wtasne.

Bioragc pod uwage wyniki klasyfikacji przeprowadzone za pomoca drzewa
przedstawionego na rys. 10.2, wydedukowa¢ mozna, ze do klasy:
« terminowo splacajacych kredyt zaliczono 279 kredytobiorcéw (suma obiek-
tow zapisanych do ,lisci drzewa” wyrazajacych sytuacje normalna, tj. 150
w wezle 7, 54 w wezle 10, 52 w wezle 5 23 w wezlel3),
« niesplacajacych kredyt — 261 klientéw banku (suma obiektéw zapisanych
do ,lisci drzewa” wyrazajacych sytuacje stracona, tj. 115 w wezle 11, 138
w wezle 8 i 8 w wezle 12).
Poréwnanie obiektow znajdujacych si¢ w obu klasach z danymi rzeczywistymi
nalezacymi do préby treningowej daje wyniki zapisane w tab. 10.16, a w probie
testowej w tab. 10.17.



334 Analiza obiektéw wielowymiarowych

Tabela 10.17. Wyniki klasyfikacji kredytobiorcow w prébie testowej

Liczba zaklasyfikowanych kredytobiorcéw do kazdej z klas o
— - — Btedy klasyfikacji
Klasyfikacja rzeczywista Klasyfikacja modelowa
Klient sptaca kredyt nie sptaca kredytu E E, E,
sptaca kredyt 112 27 30,2 | 41,0 | 194
nie sptaca kredytu 57 82
razem 169 109

Zrédto: obliczenia wtasne.

10.2. Ocena sytuacji finansowej spotek za pomoca
miernikow syntetycznych

Ocena sytuacji finansowej przedsiebiorstw jest m.in. elementem analizy funda-
mentalnej, ktorej celem jest wybor spotek bedacych przedmiotem inwestycji na
rynku kapitalowym. W trakcie prowadzenia analizy fundamentalnej bada sie sze-
reg aspektow dzialania przedsiebiorstw, oceniajac takie charakterystyki jak:

o rodzaj produktu lub ustugi,

« technologie wytwarzania,

o kwalifikacje pracownikéw,

o sposob zarzadzania,

« pozycje rynkowa,

« relacje z dostawcami i odbiorcami, a takze

« sytuacje finansowg spotki.

Spotka jest wiec opisana za pomocg wielu charakterystyk, ktore sg mierzone na

réznych skalach pomiarowych, tzn.:

« nominalnej (np. forma wlasnosci, sektor gospodarki, rodzaj produktu lub
ustugi, relacje z dostawcami i nabywcami),

« porzadkowej (np. wielkos¢ przedsiebiorstw: mikro-przedsigbiorstwa, mate,
$rednie i duze; ocena kierownictwa spétki i sposobu zarzadzania),

« interwalowej (np. wielko$¢ produkcji mleka [hektolitry] lub samochodow
[sztuki], majatek przedsigbiorstwa [tys. PLN], wysokos$¢ zadluzenia [tys.
PLN], cena akeji [PLN], cena USD w relacji do euro [euro]),

o ilorazowej (np. wskazniki finansowe, wydajnos¢ pracy).

Wazne jest stwierdzenie, ze w zaleznosci od tego, czemu stuzy prowadzona ana-
liza, w badaniu wykorzystuje si¢ rozne charakterystyki spotek. Co wiecej, czasami
wykorzystujac w nich te same cechy opisujace przedsigbiorstwo, przyjmuje si¢ za
pozadane inne warto$ci badanych cech. Przyktadowo popularny wskaznik rynko-
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wy wyrazajacy stosunek ceny akcji do wartosci ksiegowej P/BV z punktu widzenia
emitenta akcji powinien by¢ jak najwyzszy, a z puntu widzenia inwestora - jak
najmniejszy, bo wtedy akcja jest niedowartosciowana i warto w nig inwestowac.

Istotg analizy wielowymiarowej jest sprowadzenie badanych obiektéw wielo-
cechowych (tj. opisywanych za pomocg wielu cech) do - wyrazonej jedng liczba
- ich charakterystyki. Innymi stowy, za pomoca metod wielowymiarowej analizy
poréwnawczej kazdy badany obiekt, np. spétka, uzyskuje pomiar w postaci miary
agregujacej rézne cechy tworzace przestrzen wielowymiarows. Ta miara nazywa-
na jest miernikiem taksonomicznym, syntetycznym lub agregatowym. Mierniki
taksonomiczne s3 niemianowane i de facto nie maja interpretacji ekonomiczne;j.
Pozwalajg natomiast uporzadkowac obiekty badania od najlepszych do najgor-
szych oraz przeprowadzi¢ ich grupowanie'.

Ocena standingu finansowego, stanowiaca jeden z etapéw analizy fundamen-
talnej, przeprowadzana jest najczgsciej na podstawie analizy wskaznikéw finanso-
wych. Indykatory wykorzystywane w tej analizie mierza sytuacje finansowa spot-
ki, a przy ich obliczaniu bierze si¢ pod uwage przede wszystkim dane rynkowe
spolki i jej sprawozdania finansowe (bilans, rachunek zyskéw i strat, rachunek
przeplywoéw finansowych - cash flow).

Warto zauwazy¢, ze juz sama ocena sytuacji finansowej spotki wymaga zazwy-
czaj zbadania przynajmniej kilku wskaznikéw finansowych, ktore — jesli sa rozpa-
trywane pojedynczo (indywidualnie) — dajg zréznicowane rankingi uwzglednio-
nych w badaniu obiektow. Zatem, stosujac wielowymiarowg analize poréwnawcza
w miejsce kilku wskaznikow finansowych, ktére pozycjonuja zbidr analizowanych
spolek w roznej kolejnosci, uzyskuje si¢ jeden miernik zagregowany. W celu wy-
boru spétek, bedacych przedmiotem inwestycji na rynku kapitalowym, nalezy
przeprowadzi¢ ranking spdtek i wybrac te, ktore s3 najlepsze z punktu widzenia
odpowiednio skonstruowanego miernika syntetycznego.

W dotychczasowych badaniach wielokrotnie wykorzystywano mierniki synte-
tyczne do oceny sity fundamentalnej spétek i ich wyboru do budowy portfela in-
westycyjnego. Jednym z popularnych podejs¢ tego typu sa réznie skonstruowane
taksonomiczne miary atrakcyjnosci inwestycji'” (TMAI). Przy czym do budowy
TMAI w wiekszosci przypadkéow wykorzystywano wskazniki finansowe lub mier-
niki ich dynamiki. Najczesciej byly to wskazniki ptynnosci, zadluzenia, rotacji
zapasow, naleznosci i zobowigzan, ROA, ROE, a takze wskazniki rynkowe, np.
cena do wartosci ksiegowe;j'®.

16 Por. przyktad 8.1.

17 Miernik ten opisany zostat po raz pierwszy w pracy [Tarczyfski 1994].

18 TMAI jest miernikiem syntetycznym czesto wykorzystywanym w analizach polskiego rynku
kapitatowego (por. np. [Tarczyiski 1995; Tarczynski, tuniewska 2004; Tarczyrfiska-tuniewska
2013; Tarczynska-tuniewska, Tarczyriski 2006; Dmitruk 2012; Wegrzyn 2013; Juszczyk 2015;
Witkowska, Kuznik 2019; Witkowska, Staszak 2021]).
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10.2.1. Opis danych

Wyboér wskaznikéw finansowych, ktére uwzglednia si¢ w analizach, zalezy od
celu badania i moze by¢ dokonywany arbitralnie, tj. metoda ekspercka, lub na
podstawie mniej lub bardziej skomplikowanych analiz statystycznych'. Waznym
jednak jest, aby zbiér zmiennych diagnostycznych spetnial, podobnie jak w oma-
wianych wczesniej zadaniach klasyfikacji, okreslone wymogi, m.in. uniwersalno-
$ci, kompletnosci, odpowiedniej zmiennosci, braku korelacji miedzy zmiennymi.
Aby to zapewni¢, prowadzi sie analizy w odniesieniu do wskaznikéw nalezacych
do réznych grup, to jest plynnosci finansowej, rentownosci, sprawnosci dziatania
itp. Czesto w badaniach nalezy uwzgledni¢ specyfike dziatalnosci, jaka prowadza
analizowane przedsigbiorstwa. Przykladowo badania realizowane sg oddzielnie
dla spotek finansowych i niefinansowych z uwzglednieniem ich specyfiki, w tym
réwniez dla zréznicowanych zbioréw wskaznikéw finansowych.

Prezentowane w dalszej czgsci analizy dotycza 20 spolek gieldowych, majacych
w drugim kwartale roku 2020 najwyzsze udzialy w czterech indeksach gietdowych:
WIG 20, WIG spozywczy, WIG energia i WIG informatyka. Lista spolek wraz
z informacja o ich procentowym udziale w portfelach indekséw gieldowych zo-
stala zamieszczona w tab. 10.18. W badaniu wykorzystano syntetyczny miernik
rozwoju (8.21)-(8.23) oraz sumy standaryzowane postaci (8.29).

Tabela 10.18. Wartosci wskaznikow w 2018 roku

) Wskazniki
Udziat -
Indeks Spé{ka w indeksie p{ynnos'd Ogé[nego rOt_aCJI, X
o S ROE e naleznosci
(%) biezace] zadtuzenia :
w dniach
PKNORLEN 14,43 1,7879 0,1568 0,4428 33,2658
o | CDPROJEKT 16,54 6,297 0,1090 0,1100 60,3883
N
o KGHM 7,06 1,2391 0,1063 0,4439 15,7483
= DINOPL 5,23 0,5998 0,2538 0,6314 1,8787
LPP 4,99 1,3629 0,1766 0,4684 8,0718
PGE 40,39 0,7231 3,161 0,3703 53,6260
% ENERGA 16,96 1,9312 7,1842 0,5205 64,1758
(]
S TAURONPE 13,73 0,6252 1,1235 0,5032 42,9235
% ENEA 13,39 1,4414 4,7793 0,4978 59,1313
CEZ 5,33 1,0406 4,3881 0,6618 | 121,4723

19 Opis szeroko zakrojonych badan nad wyborem odpowiednich wskaznikéw finansowych
w celu konstrukcji miernika syntetycznego umozliwiajacego wybdr spétek do portfela inwe-
stycyjnego przedstawiono w pracy [Witkowska, Kompa, Staszak 2021].
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) Wskazniki
Udziat -
Indeks Spétka windeksie | ptynnoci ogblnego rotacji
0 SO ROE .o naleznosci
(%) biezacej zadtuzenia :
w dniach
© | ASSECOPOL 47,17 1,6068 0,0775 0,164 95,1842
>
‘g COMARCH 12,57 1,7227 0,0597 0,1288 | 121,9478
5 | ASSECOSSE 11,45 1,7887 0,0852 0,0494 71,9353
-5 LIVECHAT 9,70 10,9118 1,0679 0,0000 2,358
= ASSECOBS 7,08 1,2122 0,2096 0,0415 66,4378
= KERNEL 62,81 26,1888 0,1326 2,7837 11,1154
§ WAWEL 14,01 3,9897 0,1153 0,1337 | 119,6564
S | AMBRA 5,17 1,1727 0,1171 0,1543 61,5556
O | KRUSZWICA 4,36 4,1124 0,1384 0,2759 12,4316
= | OVOSTAR 4,17 4,898 0,1375 0,1289 2,9660
Charakter zmiennej S S D D

Srednia 3,7326 1,1790 0,4255 51,3135

Odchylenie standardowe 5,6969 1,9823 0,5779 39,6336

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z raportéw spétek® i GPW (dostep 30.05.2020).

Oceng sytuacji finansowej oparto na danych z raportéw rocznych analizowa-
nych spolek za rok 2018. Do budowy miernikéw taksonomicznych wykorzystano
cztery nieskorelowane (wspoélczynnik korelacji liniowej mniejszy niz 0,8) zmien-
ne (poréwnaj dane w tab. 10.19):

1) wskaznik plynnosci biezacej,

2) wskaznik rentownosci kapitatu ROE,

20 www.stockwatch.pl/gpw/indeks/wig-spozyw,sklad.aspx; www.kernel.ua/wp-content/uploads/
2019/10/Kernel_FY2019_Annual_Report_.pdf; www.test2.wawel.com.pl/relations.php/pl/
raporty/raporty-okresowe.html; www.ambra.com.pl/assets/RI/Raporty/okresowe/20182019/
AMBRA_raport_roczny_2018-2019.pdf; https://ztkruszwica.pl/pl/relacje-inwestorskie/raporty-
gieldowe/raporty-roczne/2019; https://www.GPW.pl; https://www.gkpge.pl/relacje-inwestorskie/
Materialy-do-pobrania?rok=2018; https://ir.energa.pl/pr/426660/skonsolidowane-wyniki-
finansowe-za-2018-rok; https://www.tauron.pl/tauron/relacje-inwestorskie/raporty-okresowe;
https://ir.enea.pl/pr/427942/skonsolidowany-raport-roczny-rs-2018; http://www.cezpolska.
pl/pl/cez-w-polsce/raporty-roczne; https://raportzintegrowany2018.orlen.pl/pl/skonsolidowane-
sprawozdanie-finansowe; https://www.cdprojekt.com/pl/wp-content/uploads-pl/2019/03
2018_rs_spraw_finansowe.pdf; https://kghm.com/pl/inwestorzy/prezentacje/raporty-finansowe;
https://grupadino.pl/wp-content/uploads/2019/03/RS_2018_Grupa_Grupa_Dino_Polska_
Sprawozdanie_Finansowe.pdf; https://www.lppsa.com/wp-content/uploads/2019/04/GK-
LPP-skonsolidowany-roczny-raport-za-2018-rok.pdf;  https://gpwbenchmark.pl/karta-ind
eksu?isin=PL9999999987#Portfolio; opracowanie wtasne na podstawie informacji z bazy
danych EMIS (dostep 30.05.2020).
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3) wskaznik ogolnego zadluzenia,

4) wskaznik rotacji zapaséw w dniach,
z ktérych dwie pierwsze to stymulanty (oznaczone w tab. 10.18 przez S), a dwie
ostatnie to destymulanty (oznaczone w tab. 10.18 przez D).

Tabela 10.19. Wspdtczynniki korelacji liniowej Pearsona (4.5)

Lo Wskazniki
Wskazniki . — " — -
ROE ogblnego zadtuzenia | rotacji naleznosci w dniach
ptynnosci biezacej -0,17978 0,7637 -0,3219
ROE 0,0693 0,2302
ogoblnego zadtuzenia -0,2637

Zrédto: obliczenia wtasne.

10.2.2. Budowa miernikow syntetycznych

Korzystajac z danych zawartych w tab. 10.18, w ktérej okreslono réwniez rodzaj wply-
wu danej zmiennej na sytuacj¢ finansowa spotki, przeprowadzono ich standaryzacje
za pomoca wzoru (8.7), a nastepnie wyznaczono mierniki syntetyczne. W przypad-
ku sum standaryzowanych do stymulacji destymulant zatasowano standaryzacje
ilorazowy (8.24) przy c = 1, a skonstruowany w ten sposéb miernik oznaczono jako
AMR(1) oraz stymulacje réznicowg (8.25) dla a = 01 b = 1, a miernik oznaczono
przez AMR(2). Po wyznaczeniu wartosci miernikéw wszystkie spétki uporzadko-
wano od najlepszej do najgorszej i zaklasyfikowano je do czterech grup opisanych
wzorami (8.33)-(8.36). W klasie pierwszej znalazly sie spotki najlepsze, a w ostatniej
najstabsze. Uporzadkowanie spotek po klasach przedstawiono w tab. 10.20.

Jak mozna zauwazy¢ w tab. 10.20, rankingi spétek odzwierciedlajace ich syntetycz-
na ocene dokonang za pomocg miernika ze wzorcem SMR i miernika bez wzorca
AMR(2) sa bardzo zblizone, chociaz zawartosci poszczegolnych klas nieco sie rdznig.
Natomiast ranking utworzony na podstawie miernika AMR(1) jest znaczaco rdzny.
Zroéznicowanie ocen sytuacji finansowej spotek (wyznaczonej na podstawie rdz-
nych indykatoréw) pokazano w tab. 10.21, zawierajacej pordwnanie pozycji rankingo-
wych poszczegolnych spotek w zaleznosci od skonstruowanego miernika syntetycz-
nego. Jest to szczegolnie widoczne dla spotek: CEZ, KERNEL, KGHM, KRUSZWICA,
LIVECHAT i OVOSTAR. Warto zauwazy¢, ze w przypadku inwestycji gietdowych za-
leca si¢ inwestowanie w spotki nalezace do pierwszej, ewentualnie drugiej grupy (por.
np. [Witkowska, Staszak 2021]). Analizujac czesto$¢ pojawiania sie spdotek w tych
dwoch klasach, zauwaza sig, ze we wszystkich trzech rankingach w najwyzszych kla-
sach znalazly sie spotki: ENEA, ENERGA i PGE, czyli spotki z WIG energia, a dwu-
krotnie (na trzy sporzadzone rankingi) obecne byty spotki CDPROJEKT z WIG 20,
KRUSZWICA i OVOSTAR z WIG spozywczy oraz LIVECHAT z WIG informatyka.
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Tabela 10.20. Ranking spotek

Spotki AMR(1) AMR(2) SMR
PKNORLEN 30,3824 | LIVECHAT 3,1756 | LIVECHAT 0,3814
Grupa L I hm 29,3418 | ENERGA 2,2243 | ENERGA 0,2998
ENEA 14,4789 | OVOSTAR 1,4123 | ENEA 0,2716
ENERGA 11,8790 | ENEA 1,0917 | PGE 0,2252
GrupaZ. 1 op 11,6381 | KRUSZWICA 0,7817 | OVOSTAR 0,2187
PGE 7,1435 | PGE 0,5088 | CDPROJEKT 0,2116
KERNEL 0,3478 | KRUSZWICA 0,2000
CDPROJEKT 0,2274
LPP 0,0952

Uwaga: cieniowaniem oznaczono sp6tki nalezace do poszczegdlnych grup.

Zrédto: obliczenia wtasne.

Tabela 10.21. Pozycje poszczegblnych spotek w rankingach utworzonych
na podstawie miernikdw syntetycznych

Spotki Pozycja w rankingu Spotki Pozycja w rankingu
AMR(1) | AMR(2) | SMR AMR(1) | AMR(2) | SMR

AMBRA 12 16 16 KERNEL
ASSECOBS 13 14 14 KGHM
ASSECOPOL 17 18 19 KRUSZWICA
ASSECOSSE 14 15 15 LIVECHAT
CDPROJEKT 9 8 6 LPP
COMARCH 18 20 20 PGE 6 6 4
DINOPL 11 11 13 PKNORLEN 1 12 10
ENEA 3 4 3 TAURONPE 10 13 8
ENERGA 4 2 2 WAWEL 16 19 18

Uwaga: cieniowaniem oznaczono spétki, ktérych pozycje byty najbardziej zréznicowane.
Zrédto: obliczenia wtasne.






Rozdziat 11
Badanie zmian cen
na rynku dobr heterogenicznych

Inwestycje w instrumenty finansowe zaliczane sa do ,,klasycznych” w odréznie-
niu od inwestycji zwanych alternatywnymi, do ktérych naleza m.in. inwestycje
w nieruchomosci, numizmaty, dziela sztuki, dobra luksusowe lub wina. Szczegol-
ne zainteresowanie tego typu inwestycjami pojawia sie w okresach rozczarowania
klasycznymi instrumentami rynku finansowego. Jednakze, aby mozna byto wy-
mienione wyzej dobra traktowac jako instrumenty inwestycyjne, konieczne jest
chociazby przyblizone oszacowanie warto$ci mozliwych do zrealizowania stép
zwrotu. Wobec heterogenicznosci obiektéw wystepujacych na wymienionych
rynkach i braku mozliwosci obiektywnej ich wyceny (lub tzw. fair value) niezbed-
ne jest konstruowanie specyficznych indekséw cen dla okreslonych rynkéw i/lub
ich segmentow. Bez uszczerbku dla ogoélnosci i mozliwych zastosowan dalsze roz-
wazania ograniczone zostang do wybranych zagadnien z analizy rynku sztuki.

11.1. Dzieta sztuki jako przedmioty inwestycji
alternatywnych

Dziela sztuki, ktére s3 uznawane przez historykow sztuki i krytykow, byly i sa
od zawsze - niezaleznie od ich waloréw estetycznych oraz wzmacniania pozy-
cji w hierarchii spotecznej ich wiascicieli - postrzegane jako jedna z form tezau-
ryzacji lub inwestycji. Postrzegajac dziela sztuki jako przedmiot inwestycji' (art
investing), nalezy zauwazyc¢, ze s3 one wysoce heterogeniczne, co uniemozliwia
ich bezpodrednie poréwnanie, a ich warto$¢ (cena) zalezy od wielu subiektyw-
nych czynnikéw. Aktualna warto$¢ dzieta sztuki jest trudna do oszacowania,

1 Szersze omowienie tych zagadnien znalezé mozna m.in. w pracach [Goetzmann i in. 2011,
Frey, Cueni 2013; Renneboog, Spaenjers 2013; Witkowska 2014; Sawicki, Borowski 2018].



342 Badanie zmian cen na rynku débr heterogenicznych

a cena konkretnej pracy jest limitowana jedynie kwota, jaka inwestor jest gotow
i moze za nie zaplaci¢. Inwestycje na rynku sztuki s3 niepodzielne i nieptynne
w poréwnaniu z klasycznymi instrumentami finansowymi, a okresy, na jakie za-
mraza si¢ kapital w dziela sztuki, sa z reguly dtugie. Prace uznanych artystow sa
czesto drogie, a koszty transakcyjne dochodza do 25% ceny wylicytowanego dzie-
ta, czyli sg znacznie wyzsze niz w przypadku inwestycji w klasyczne instrumen-
ty finansowe. Oprdcz tego, co warto odnotowa¢, rynek dziet sztuki jest wysoce
nieprzejrzysty, bowiem wigkszo§¢ dokonywanych transakcji nie jest rejestrowa-
na, a rynek aukcyjny obejmuje wedtug szacunkow jedynie 30% obrotéw. A nawet
w tym przypadku obie strony, to jest kupujacy i sprzedajacy, moga pozostaé ano-
nimowi (oczywiscie wtedy, kiedy sobie tego zyczg).

Inwestowanie w sztuke jest dodatkowo obarczone szeregiem ryzyk, charak-
terystycznych dla tego typu inwestycji i niewystepujacych przy klasycznie poj-
mowanych inwestycjach. Po pierwsze, kupujacy nigdy nie ma pewnosci, czy
zakupiony obiekt jest oryginalny, tzn. nie jest kopia lub falsyfikatem. A nawet
w przypadku, kiedy zakupione dzielo jest oryginalne, nie jest pewne, kto jest
jego autorem: sam mistrz, kto$ z uczniéw, czy zostalo ono jedynie przygotowane
»w stylu” danego tworcy. Po drugie, jakos¢ zakupionego dzieta moze by¢ rézna,
gdyz moglo zosta¢ ono podmalowane, przemalowane, uszkodzone lub przecho-
wywane w niewlasciwych warunkach, co ma istotny wptyw na jego wartos¢. Po
trzecie, warto$ciowe dzieta sztuki moga zosta¢ skradzione lub uszkodzone, co
naraza ich wlascicieli na znaczne straty. Koniecznos¢ ich przechowywania i za-
bezpieczenia w odpowiedni sposdb, ubezpieczenia (np. od kradziezy) lub opla-
cenia podatkéw (od zakupu lub sprzedazy) powoduje dodatkowe koszty takich
inwestycji. Co wigcej, niektdre dziela sztuki moga zosta¢ uznane za elementy
dziedzictwa narodowego i zosta¢ skonfiskowane lub moze pojawic si¢ zakaz ich
wywozu za granice. Po czwarte, moda i gust odbiorcéw sztuki zmieniaja sie,
co powoduje, Ze nigdy nie jest wiadomo, ktéry z tworcow przejdzie do historii,
a kto zostanie zupelnie zapomniany.

Pierwsza ustuge dotyczaca inwestowania w sztuke zaoferowal nowojorski Citi-
bank w 1979 roku. Motywacja do wprowadzenia oferty byta che¢ wyréznienia eli-
tarnych klientéw. Woéwczas nie przypuszczano, ze dzieta sztuki, antyki i bizuteria
beda instrumentami inwestycyjnymi. Liderami wsrod instytucji zajmujacych sie
obstugg inwestycji dotyczacych sztuki sg Deutsche Bank, UniCredit i UBS. Po-
dobne ustugi sg oferowane réwniez przez ABN Amro, Bank of America, ]J.P. Mor-
gan Chase & Co i inne banki. Wigkszos$¢ powaznych instytucji finansowych posia-
da ekskluzywng oferte art bankingu lub funduszy dziet sztuki (art funds). Jest to
doskonaly pomyst na reklame i umocnienie wizerunku, ponadto stale przybywa
zamoznych i wymagajacych interesujacej oferty klientéw. Na rynku inwestowania
w sztuke spotykane jest rowniez podejscie czysto ekonomiczne, w ktérym dziefa
kupowane wylacznie w celach inwestycyjnych nie posiadaja tak zwanej wartosci
dodanej. W takim podejsciu sztuka jest alternatywng inwestycja, nierdzniaca si¢
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od zlota czy zboza. Kolejne publikacje oraz analizy rynkowe stale napedzaja mode
na inwestycje w dzieta sztuki (por. [Borowski 2007])2.

Dominujacg strategia inwestycyjng na rynku dziet sztuki jest ,,kup i trzymaj’,
gdyz posiadacze dziel sztuki z reguly wystawiaja je na licytacje dopiero po dtuz-
szym czasie. W ostatnich 125 latach $rednia dtugos¢ posiadania obrazu przez jed-
nego wlasciciela wynosita okoto 30 lat. Przy czym dziela sztuki jako aktywa sa naj-
rzadziej usuwane z portfela inwestycyjnego (por. [Brewster 2006]). Najkrdtszym
okresem inwestycji w sztuke, jaki powinno si¢ bra¢ pod uwagg, jest 5 lat. Jednakze
w Polsce $rednie zwroty z prac artystow trzymanych dluzej niz 15 lat wynosza
46,6%, a tych trzymanych krocej niz 5 lat tylko 0,2% (por. [Deloitte 2013]).

Przeszkodami w rozwoju inwestycji w sztuke na szerokg skale sg brak podzielno-
$ci dziel i wysoki koszt jednostkowy. Oprécz tego, o czym byta mowa, dziela sztuki
s3 wysoce heterogeniczne, uniemozliwiajac ich bezposrednie poréwnanie i charak-
teryzuja si¢ niska ptynnoscia. Brak mozliwosci sprzedania dziela przez dtuzszy czas
po wyznaczonej przez wlasciciela cenie jest czestym zjawiskiem, zwlaszcza w sytu-
acji nabycia obrazu w okresie szczytu cenowego na dzieta sztuki. Wiadomo tez, ze
nawet nieznaczny spadek dochodéw decyla najlepiej zarabiajacych powoduje istot-
ne obnizenie cen na rynku dziet sztuki. Niska ptynnos¢ stwarza dodatkowo pro-
blem z dywersyfikacja portfela, poniewaz nie ma mozliwoéci kupna czeéci obrazu,
jak w przypadku niektorych instrumentéw’. Przy czym plynnos¢ obrotu dzietami
sztuki jest niemal dwukrotnie wyzsza w przypadku najdrozszych dziet sztuki niz
w przypadku prac, ktorych cena nie przekracza 10 tys. USD (por. [Finkel 2004]).

11.2. Indeksy hedoniczne cen

Indeksy s3 uniwersalnym narzedziem wykorzystywanym w analizach réznych ryn-
kéw do syntetycznego przedstawienia zmian, jakie na nich zaszly. Istnieje wiele po-
wszechnie stosowanych metod konstrukcji indekséw cenowych, ktore sg indeksami
agregatowymi o ogdlnej postaci (5.10). Problematyczne pozostaje zagadnienie do-
ktadnosci, z jaka skonstruowane indeksy odzwierciedlajg rzeczywiste zmiany, zwa-
zywszy na fakt, ze wiele z nich nie rozpatruje problemu zmian jakosciowych. Wéréd
metod konstrukeji indekséw cenowych wymienia si¢ (por. [Tomczyk, Widtak 2010])*:

2 W pracy [Sawicki, Borowski 2018, s. 86-101] zawarto komentarze na temat ekonometrycznych
badan rynku dziet sztuki.

3 Pewng nadzieje na zmiane tej sytuacji stwarza tokenizacja dziet sztuki, choé¢ podejmowane
préby ciagle maja charakter nowinek FinTech, bez istotnego wptywu na skale obrotow.

4 Klasyfikacje i oméwienie niektdrych indekséw rynku sztuki znalezé mozna w pracy [Bernas 2016].
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« metody $redniej lub mediany,

« metode $ledzenia ceny reprezentatywnej,

« metodg stratyfikacji i Sredniej wazonej,

« metode powtornej sprzedazy (bez hedonicznej korekty zmian jakosci) i

o metode hedoniczng.

Indeksy hedoniczne® to takie indeksy cenowe, ktdre wykorzystuja funkcje hedo-
niczng. Model hedoniczny to relacja pomigdzy cenami roéznych rodzajéow danego
dobra (np. dziet sztuki lub nieruchomosci) a cechami, ktére to dobro charakte-
ryzuja. Model ten przyjmuje zazwyczaj posta¢ (6.11) lub ogdlnie (6.1), w ktdrej
wigkszo$¢ zmiennych objasniajacych (niezaleznych) jest zero-jedynkowa, ponie-
waz reprezentuje cechy mierzone na skali nominalnej. Indeksy hedoniczne sg sze-
roko wykorzystywane jako wskazniki cen na rynkach débr heterogenicznych (np.
nieruchomosci lub dziet sztuki) lub débr o czesto zmieniajacych si¢ charakterysty-
kach jakosciowych (np. komputeréw). Majg odzwierciedla¢ ruchy cen skorygowa-
ne o pojawiajace si¢ zmiany w jakosci (quality adjustment) doébr uwzglednionych
we wskazniku dynamiki cen. Hedoniczny indeks cenowy wykorzystuje oceny esty-
matoréw parametrow modelu hedonicznego postaci (6.11) lub ogélnie (6.1).

Konstruktorzy modeli hedonicznych zakiadaja, ze zmiana cen dobr heteroge-
nicznych (np. dziela sztuki, mieszkania, komputera) jest zwigzania z ich jakoscia,
na ktéra wplywaja wartosci pisujacych je charakterystyk. Przyktadowo w przy-
padku dziet sztuki podstawowymi atrybutami sa:

o rodzaj dziela, np. rzezba, obraz, numizmat;

« autor dzieta (nazwisko lub pseudonim), w szczegdlno$ci wazne jest, czy jest to
uznany tworca, czy tez nieznany oraz czy autor Zyje w momencie wyceny dziela;

o okres, z jakiego dzielo pochodzi, np. wspolczesnie powstale dzieto, dzieto
powstate przed druga wojna $wiatowa, w XIX wieku;

« technika wykonania, przykladowo w przypadku obrazéw moze to by¢: olej
na piétnie, akwarela, gwasz;

« wielko$¢ dzieta sztuki, gdyz mniejsze obiekty sa z reguly tatwiejsze do sprze-
dania niz wielkie, monumentalne prace;

« podmiot wystawiajacy obiekt do sprzedazy, co moze stanowi¢ gwarancje
autentyczno$ci dzieta.

Dla mieszkan istotne sa m. in. lokalizacja, wyposazenie mieszkania lub tech-
nologia wykonania, a w przypadku komputera jego podstawowe charakterystyki,
ktore sg wazne dla uzytkownika, np. pamie¢ RAM, rodzaj procesora, karta gra-
ficzna czy pojemno$¢ dysku. Wymienione cechy wplywajace na cene badanych
obiektéw nazywane s zmiennymi hedonicznymi.

Dwufazowy hedoniczny indeks cen jest metodg szacowania przyblizonej war-
tosci obiektu, ktéra pozwala obliczy¢ indeks cen, korygujacy $rednia cene dobra
o cechy jakosciowe, bedace zmiennymi objasniajacymi w modelu hedonicznym.

5 Szerokie oméwienie indekséw hedonicznych znalezé mozna w pracy [Triplett 2006].
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W pierwszym kroku szacuje si¢ MNK parametry modelu regresji hedonicznej
postaci (por. [Kraussl, van Elsland, 2008])°:

k T
In(P)=a,+ Yo, x, +> B z,+e, (11.1)
j=1 t=1

gdzie dla kazdego i (i=1,2,...,m)lub(i=1,2,...,n),t(t=1,2, ..., 1) oraz
G=1,2,...,k):

In(P,) - logarytm naturalny ceny i-tego obiektu sprzedanego w okresie t,

a; &, B, - parametry regresji hedonicznej,

X = zmienne hedoniczne,

z, - zmienne binarne opisujace okres, w jakim zarejestrowano ceng i-tego obiektu,
¢, — sktadnik losowy modelu,

i — numer sprzedanego obiektu w okresie t — 1 (i = 1, 2, ..., m) oraz w okresie ¢
(i=1,2,...,n),

t — numer okresu,

j — numer zmiennej hedonicznej.

W drugim kroku wyznacza si¢ hedoniczny indeks cen na podstawie wzoru:

HpI, = Pl (11.2)
HQA
gdzie:
HPI, - hedoniczny indeks cen,
NPI, - surowy, »haiwny” indeks cen (naive price index), postaci:
[1.(5)
— i\t )"
NPL =—""="—= (113)
[1.(.)

gdzie:

P, P,  —ceny obiektéw odpowiednio w okresie it -1,

HQA - wspdlczynnik korygujacy (hedonic quality adjustment), ktéry wyznacza
sie na podstawie oszacowanych w modelu (11.1) parametréw jako:

k n m
HQA =exp{2dj(zﬁ—zhﬂ (11.4)
=1 - g m

gdzie:
&, - oceny MNK estymator6w parametrow regresji hedonicznej (11.1),
m, n - liczba obiektow sprzedanych odpowiednio w roku t - 11i t.

6 Szacowany model jest postaci (6.11).
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Warto odnotowa¢, ze oprécz modeli hedonicznych do obliczania indekséw
dobr heterogenicznych uzywa si¢ réwniez modeli uwzgledniajacych powtérng
sprzedaz (repeat-sales regression)’. Jednakze to indeksy hedoniczne umozliwia-
ja poréwnanie cen débr w kolejnych okresach przy uwzglednieniu wszystkich
sprzedanych obiektow, a zatem i tych, ktore pojawiaja sie w obrocie tylko jeden
raz, co skutkuje zwigkszeniem liczebnosci proby.

Najbardziej znanym indeksem dziel sztuki jest Mei Moses Fine Art Index,
ktéry powstal w 2002 roku na podstawie analizy danych o wylicytowanych
(przez domy aukcyjne Sotheby’s i Christie’s od 1950 roku) dziefach. Indeks ten
jest oparty na modelu powtornej sprzedazy i co pot roku jest poszerzany o kolej-
ne dziefa z rynku aukcyjnego. Aktualnie jest to jeden z wielu indekséw, opisuja-
cych rézne segmenty rynku dziel sztuki. Przyktadowo konstruowane sg indeksy
cen dla obrazéw starych mistrzow, impresjonistow, sztuki nowoczesnej, rzezb,
czy indeksy obejmujace prace pojedynczych artystow, np. Picassa. W przypadku
wyznaczania indekséw cen dziet sztuki pojawia si¢ ryzyko polegajace na tym,
ze uzyskanie przez jedng z prac znanego artysty wysokiej ceny pociaga za soba
wzrost wartosci takiego indeksu. Skutkiem tego zjawiska moze okazaé si¢ nie-
uwzglednienie przy obliczaniu indeksu wielu transakeji dotyczacych dziet mniej
znanych malarzy. Aby zniwelowac ten efekt, niektorzy specjalisci stosuja odrzu-
canie 5% najdrozszych transakcji lub nieuwzglednianie niektérych transakcji.
Wadami indekséw jest rowniez to, Ze opieraja si¢ tylko na licytacjach domow
aukcyjnych i cenie aukcyjnej, catkowicie pomijajac ceny uzyskiwane przez de-
aleréw, podczas gdy znani artysci rzadko korzystajg z ustug doméw aukcyjnych
w celu sprzedazy dziela. Szacuje sie, Ze dzieta sztuki przynosza srednie zyski na
poziomie 1,6% w skali roku (por. [Borowski 2007]).

11.3. Hedoniczne indeksy cen obrazow najbardziej
popularnych polskich malarzy

Podstawowym atrybutem dzieta sztuki jest jego niepowtarzalnos$¢, dlatego bar-
dzo trudno jest zmierzy¢ zmiany cen wystepujace na tym rynku, o ile nie na-
stepuje wielokrotna sprzedaz tych samych prac. Warto przy tym odnotowac,
ze w przypadku réznych prac, nawet jednego autora, pojawia si¢ brak poréw-
nywalnosci, poniewaz cena dzieta zalezy od wielu subiektywnych czynnikéw,
wsrod ktérych wymieni¢ mozna indywidualne cechy dzieta i jego autora, w tym
okres powstania dziefa lub jego przynaleznos¢ do jakiego$ cyklu prac. W ba-

7 Taka metoda zastosowano miedzy innymi w pracy [Mei, Moses 2002].
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daniu wyznaczono hedoniczne indeksy cen, poniewaz umozliwig one poréw-
nanie cen obrazéw w kolejnych okresach przy uwzglednieniu wszystkich prac,
réwniez tych, ktdre pojawiaja si¢ na rynku jako przedmiot transakcji tylko je-
den raz. Zatem mozna przyjaé, ze indeksy hedoniczne w szerszym zakresie opi-
suja analizowany rynek sztuki niz indeksy zbudowane na podstawie powtdérnej
sprzedazy.

Przyjmuje sig, ze budujac model hedoniczny, cene obrazu mozna przedstawia¢
w zaleznosci od takich cech jak: autor pracy oraz informacja o tym, czy wciaz
tworzy (zyje), technika wykonania (np. obraz olejny), wielko$¢ pracy, tematyka
(np. pejzaz, martwa natura, portret), styl i okres reprezentowany przez prace (np.
impresjonizm, abstrakcja, symbolizm), stan dzieta (np. wymagajacy renowacji,
w dobrym stanie), sprzedawca obiektu (np. dom aukcyjny, osoba prywatna), in-
formacje o wystepowaniu sygnatury autora lub innych oznaczeniach wskazuja-
cych na autentycznos¢ lub historig pracy.

11.3.1. Baza danych i wybor zmiennych hedonicznych

Badania realizowano na podstawie danych dotyczacych obrazéw sprzedanych
na aukcjach dziet sztuki, ktore obywaly sie w Polsce w latach 2007-2010. Pier-
wotna baza danych® zawiera informacje dotyczace 10 400 transakcji zrealizo-
wanych na rynku malarstwa w latach 2007-2010 przez 41 doméw aukcyjnych
i fundacji majacych swojg siedzibe w Polsce. Prace wystawiane na aukcjach
w analizowanym okresie byly dzietem 2938 (w wiekszosci polskich) tworcow,
reprezentujacych rozne okresy i style. Laczna suma transakcji wyniosta ponad
160 mln PLN, przy czym ceny poszczegolnych dziet wahaly sie od 30 PLN do
ponad 1 mln PLN.

W tab. 11.1 przedstawiono ranking malarzy, bedacych autorami najdrozszych
prac oraz tych, ktorych suma wszystkich sprzedanych w latach 2007-2010 dziet
osiagneta najwyzsza warto$¢. Jak wida¢, w obu grupach znalezli si¢ jednocze-
$nie tylko dwaj malarze - Jézef Brandt i Jézef Chelmonski. Mozna tez zauwazyc,
ze wszyscy malarze wymienieni w tab. 10.1, z wyjatkiem Jerzego Nowosielskie-
go, nie zyli w czasie trwania aukcji. Dodatkowo, niemal wszyscy oni, z wyjatkiem
Meli Muter, zmarli nie pdzniej niz w 1929 roku.

8 Pierwotna baza danych zostata opisana w pracy [Lucinska 2012], zawiera informacje do-
tyczace ponad 10 tys. transakcji zrealizowanych na rynku malarstwa w latach 2007-2010
przez 41 doméw aukcyjnych i fundacji majacych swoja siedzibe w Polsce. Prace wysta-
wiane na aukcjach w analizowanym okresie byty dzietem 2938 (w wiekszosci polskich)
tworcow. Pierwsze, zbudowane z wykorzystaniem tej bazy danych, indeksy hedoniczne
cen malarstwa polskiego opublikowano w [Kompa, Witkowska 2013], natomiast bardziej
szczegbtowy opis prac, bedacych przedmiotem transakcji na aukcjach w latach 2007-2010
zamieszczono w [Kompa, Witkowska 2014a].
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Tabela 11.1. Ranking malarzy wedtug najwiekszej wartosci transakcyjnej z pierwotnej bazy danych

Warto$¢ wszystkich

Lp. Autorzy (okres zycia) sprzedanych na polskich
aukcjach dziet [PLN]

1 Malczewski Jacek (1854-1929) 9401 300

2 Nowosielski Jerzy (1923-2011) 5706 700

3 Brandt Jozef (1841-1915) 4596 000

4 Muter Mela (Mutermilch Maria Melania) (1876-1967) 4470700

5 Chetmonski Jozef (1849-1914) 4120000

Srednia warto$é

pojedynczych dziet

1 Czachérski Wtadystaw (1850-1911) 1100 000

2 Renoir Pierre-Auguste (1841-1919) 700000

3 Matejko Jan (1838-1893) 448 667

4 Podkowiriski Wtadystaw (1866-1895) 389000

5 Brandt Jozef (1841-1915) 383000

6 Chetmonski Jozef (1849-1914) 343333

7 Kleinman Fryderyk (1897-1943) 310000

8 de Laveaux Ludwik Stanistaw (1868-1894) 240 000

9 Wierusz-Kowalski Alfred (1849-1915) 234118

10 | Gierymski Maksymilian (1846-1876) 227000

Zrédto: opracowanie wtasne.

Podstawowym zagadnieniem przy modelowaniu cen jest utworzenie bazy da-
nych zawierajacej obiekty, ktore utworza ,koszyk dobr”. Warto zauwazy¢, ze nie
jest mozliwe uwzglednienie w jednym modelu wszystkich dziet, co zresztg nie by-
toby poprawnym dzialaniem z uwagi na ogromne zréznicowanie prac, bedacych
przedmiotem transakcji. Dlatego do dalszych analiz utworzono poprzez arbitralny
dobor obiektéw probe badawczg. Oczywiscie juz sama kwestia, ktorych tworcow
uznac za polskich malarzy moze by¢ dyskusyjna, nie ma bowiem jednoznacznych
kryteriow takiej klasyfikacji’, zwlaszcza jesli artysci zyli w okresie, kiedy Polska po-
zbawiona byla panstwowosci. Dodatkowo mozna poda¢ w watpliwo$¢ czy praca,
ktora na aukcji sprzedano za 30 PLN, jest dzietem sztuki, jesli nie jest si¢ ekspertem
w tej dziedzinie. Dlatego do proby badawczej wybrano malarzy, dla ktérych licz-

9 Moze byc to kryterium narodowosciowe, miejsce urodzenia lub zamieszkania, deklaracji artysty
albo tematyki prac. Przyktadowo Mela Muter urodzita sie w Warszawie przed uzyskaniem przez
Polske niepodlegtosci, ale zmarta w Paryzu i byta narodowosci zydowskiej. W opisach uzna-
wana jest za polska malarke zydowskiego pochodzenia. Innym przyktadem moze by¢ Nikifor
Krynicki (wtasciwie Epifaniusz Drowniak), kt6ry cate zycie mieszkat w Polsce, ale byt kemkiem.
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ba sprzedanych dziet w latach 2007-2010 wyniosta przynajmniej 40 prac, a mini-
malna $rednia cena pracy byta wigksza niz 2400 PLN. W rezultacie powstata baza
zawierajaca 750 dziet (7,2% wszystkich prac znajdujacych si¢ w pierwotnej bazie
danych), wykonanych przez 11 polskich malarzy, ktdre zostaly sprzedane za 26,76
mln PLN (16,2% calkowitych obrotéw w ciagu analizowanych czterech lat). Lista
malarzy wraz z podstawowymi informacjami przedstawiona zostata w tab. 11.2.

Tabela 11.2. Lista artystéw, ktorych prace staty sie obiektami realizowanych badan

Liczba | Wartos¢ Rok Rok
Lp. Malarze wybrani do badania [szt.] [PLN] | urodzenia | $mierci
sprzedanych prac autora prac
1 | Chmielinski (Stachowicz) Wtadystaw 55 648 200 1911 1979
2 | Dominik Tadeusz* 46 608 000 1928 2014
3 | Dwurnik Edward* 63 431300 1943 2018
4 | ErbErmo 58 816 500 1890 1943
5 | (wiage Hofmann Vastimi) 8 | 1817050 1881 | 1070
Kossak Jerzy 91 1261000 1886 1955
Kossak Wojciech 60 2027500 1856 1942
Malczewski Jacek 71 9401 300 1854 1929
o |t e ) | o] s | s
10 | Nowosielski Jerzy™ 81 5706 700 1923 2011
11 | Wyczdtkowski Leon 61 3848300 1852 1936
Suma 750 26 762 250 X X

Uwaga: * oznaczono malarzy zyjacych w latach, kiedy odbywaty sie aukcje ich prac.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014a; 2014b].

Wiekszos¢ wybranych do préby artystow urodzila sie w XIX wieku i tylko
dwoch z nich zylo i tworzylo w momencie realizacji aukcji, cho¢ najmtodszy z nich
Edward Dwurnik urodzit si¢ w 1943 roku (zmart w 2018 roku). Wszyscy wyroz-
nieni malarze mieli w momencie realizacji badan ugruntowang pozycje na rynku,
co zapewne jest przyczyng tak duzego zainteresowania ich pracami na aukcjach.

Majac skompletowang liste obiektéw badania, nalezy dokona¢ wyboru cech
hedonicznych. Wprawdzie kazda praca wystawiana na aukcji jest opisana przez
wystawiajacego za pomoca kilku (czasem kilkudziesieciu) atrybutéw, ale zbiory
charakterystyk uwzgledniane w opisach przez organizatoréw aukcji moga si¢ roz-
ni¢. W zwigzku z tym do dalszych badan wybrano wspoélne dla wszystkich obiek-
tow cechy charakteryzujace analizowane dziefa sztuki.
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Zmienng objasniang we wszystkich konstruowanych modelach jest logarytm
naturalny z ceny sprzedazy [PLN] i jest to, poza powierzchnig obrazu, jedyna ce-
cha ilosciowa. Pozostate cechy majg charakter jakosciowy i zostaly zakodowane
jako zmienne binarne. Wyrdznionymi w badaniach zmiennymi hedonicznymi sa:

1) malarz - zmienna zero-jedynkowa oznaczajaca autora pracy, identyfikowa-
nego nazwiskiem (dodatkowo, jesli potrzeba, inicjatem imienia), przy czym
cechg referencyjng jest WYCZOLKOWSKI, co oznacza, ze interpretacja
parametréow stojacych przy pozostalych zmiennych, reprezentujacych po-
szczegdlnych twdrcow, przeprowadzona bedzie w odniesieniu do prac au-
torstwa Leona Wyczoétkowskiego;

2) dom aukcyjny - zmienna binarna identyfikowana skrétem nazwy instytucji
organizujacej aukcje, wariant referencyjny to: INNE DOMY;

3) technika - zmienna zero-jedynkowa oznaczajaca technik¢ wykonania obra-
zu, a wariant referencyjny to: INNE TECHNIKI;

4) rok - zmienna zero-jedynkowa, ktéra przyjmuje wartos$¢ 1 dla kolejnych
lat, w jakich odbywaly sie transakcje (aukcje): ROK_1 oznacza obserwacje
z 2007 roku, ROK_2 - obserwacje z 2008 roku, ROK_3 - obserwacje z 2009
roku oraz ROK_4 - obserwacje z 2010 roku, ten ostatni wariant stanowi
zmienng odniesienia;

5) powierzchnia — cecha ilo§ciowa wyrazajaca powierzchnie obrazu w [cm?];

6) sygnatura — zmienna dychotomiczna, ktéra informuje, czy obraz jest pod-
pisany przez autora (X, = 1 gdy obraz jest sygnowany, X, = 0 w przeciwnym
przypadku);

7) zgon - zmienna dychotomiczna informujaca o tym, czy autor dziela zyje
w momencie realizacji aukgji (x, = 0 dla zyjacych artystow, x, = 1 w przeciw-
nym przypadku);

8) wartos¢ — zmienna dychotomiczna informujaca o tym, czy cena oferowana
przez kupujacych nie jest mniejsza od ceny wywotawczej (x, = 0, gdy wyzsza
jest cena oferowana, x, = 1 w przeciwnym przypadku). Wprowadzenie tej
zmiennej podyktowane jest faktem wystepowania tzw. sprzedazy warunko-
wej w sytuacji, kiedy nie zostanie osiggni¢ta cena wywotawcza. Innymi sto-
wy, w takim przypadku moze w ogéle nie dojs¢ do transakgji.

W badaniach przeanalizowano podstawowe charakterystyki cen prac beda-
cych dzietami wyrdznionych malarzy, ktore zostaly sprzedane na aukcjach w la-
tach 2007-2010. Wyniki analiz przeprowadzonych dla podstawowych zmiennych
hedonicznych przedstawiono w tab. 11.3-11.4. Jak mozna zauwazy¢, szeregi osig-
gnietych na aukcjach cen sprzedazy s3 mocno zréznicowane, co przedstawiaja
zaréwno dane pogrupowane wedlug autoréw prac, jak i domoéw aukcyjnych oraz
wedlug techniki wykonania.

Z grona wybranych do dalszych badan tworcow najwigksza liczbe sprzedanych
prac odnotowano dla Jerzego Kossaka, Wlastimila Hofmana i Jerzego Nowosiel-
skiego. Z kolei najwigksza $rednig wartos¢ dla kupujacych przedstawialy prace
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Jacka Malczewskiego, na drugim miejscu byl Jerzy Nowosielski, a na trzecim Leon
Wyczoétkowski. Natomiast najnizsze $rednie ceny pojedynczej pracy zaobserwo-
wano dla malarza prymitywisty Nikifora Krynickiego. Z kolei najwieksze zrézni-
cowanie cen osiagnietych na aukcjach odnotowano dla Leona Wyczoétkowskiego
(173% $redniej), Jacka Malczewskiego i Wojciecha Kossaka (odpowiednio 118
i 115% $redniej). Dla wymienionych malarzy odnotowano najwyzsze wspdtczyn-
niki asymetrii. Najmniejsze zréznicowanie cen obserwuje si¢ w przypadku prac
Nikifora oraz Erno Erba (41 i 47% $redniej ceny).

Tabela 11.3. Podstawowe parametry opisowe cen dziet sztuki wg zmiennej oznaczajacej
wyrdznionych malarzy

o[ srednia | | penmnte | Skoénosé | Kurtozs
CHMIELINSKI 11785 6425 0,55 0,36 -0,73
DOMINIK 13217 7499 0,57 0,75 1,49
DWURNIK 6846 5823 0,85 1,75 3,24
ERB 14078 6582 0,47 1,05 2,28
HOFMAN 21377 17286 0,81 2,32 9,33
KOSSAK_J 13857 11050 0,80 3,00 12,28
KOSSAK_W 33792 38703 1,15 3,57 17,08
MALCZEWSKI 132413 156276 1,18 1,24 0,47
NIKIFOR 2486 1021 0,41 2,01 7,29
NOWOSIELSKI | 70453 65808 0,93 1,09 0,80
WYCZOLKOWSKI | 63 087 108 969 1,73 3,63 13,54

Uwaga: pogrubiono wariant referencyjny cechy.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014a; 2014b].

Biorac pod uwage dzieta sprzedane przez poszczegélne domy aukcyjne, nalezy
podkresli¢, ze sposréd 9 wyrdznionych, najwiecej prac sprzedal dom aukcyjny
REMPEX, a nastepnie AGRA-ART, RYNEK SZTUKI i DESA UNICUM. Nato-
miast najmniej sprzedanych (spos$rod 750 uwzglednionych w badaniu) dziet od-
notowano dla domu aukcyjnego AUKCJE ON-LINE, co oznacza, ze uwzglednio-
ne w referencyjnym wariancie tej zmiennej inne domy aukcyjne sprzedaly mniej
obrazdéw niz 7. Najdrozsze prace sprzedano za posrednictwem domu aukcyjnego
DESA UNICUM, a nastgpnie POLSWISS ART oraz AGRA-ART i OKNA SZTU-
KI, ale juz o znacznie nizszych cenach. DESA UNICUM i POLSWISS ART cha-
rakteryzuja si¢ tez najwiekszym zrdznicowaniem cen osiggnietych na aukcjach,
a najwieksza sko$noscig - DESA.
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Tabela 11.4. Podstawowe parametry opisowe cen dziet sztuki wg zmiennej domy aukcyjne

i techniki
domakogny | 02| e | andrdowe | memmndel | Sosnosé | Kurtoz

AGRAART 48 627 220 111443 2,29 5,82 42,54
AUKCJE_ON_LINE 3057 7 1513 0,49 -0,05 -1,80
DESA 23825 61 65 896 2,77 7,35 56,06
DESA_UNICUM 115 866 105 241391 2,08 4,10 19,45
OKNA_SZTUKI 44 665 20 57487 1,29 1,42 1,01
OSTOYA 13061 50 11816 0,90 2,81 10,71
POLSW 87 564 73 126 193 1,44 2,32 6,08
REMPEX 21948 270 34653 1,58 4,28 22,67
RYNEK_SZTUKI 3385 114 6885 2,03 3,12 10,32
INNE DOMY 4044 48 3894 0,96 1,84 2,95
Zmienna: technika

AKRYL 13408 53 28499 2,13 3,49 13,33
AKWARELA 9370 148 13939 1,49 3,03 10,71
GWASZ 18 056 53 17 645 0,98 0,94 -0,24
OLEJ 54 890 596 135080 2,46 6,22 51,57
OLOWEK 8920 15 8621 0,97 1,93 4,48
PASTEL 47 627 33 104 314 2,19 5,07 27,46
TEMPERA 27431 16 28519 1,04 1,80 3,80
TUSZ 13033 9 8184 0,63 -0,04 -0,96
INNE TECHNIKI 16725 45 32772 1,96 3,79 17,78

Uwaga: pogrubiono warianty referencyjne cech.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014a; 2014b)].

Kolejng zmienng hedoniczng jest technika wykonania. Jak mozna zauwazy¢,
zdecydowanie najwigcej (sposréd uwzglednionych w badaniu prac) sprzedano
obrazéw olejnych, a nastepnie akwareli. Natomiast najmniej prac wykonanych
tuszem, zatem pozostale techniki, reprezentowane przez wariant referencyjny
tej zmiennej, zostaly wykorzystane rzadziej niz liczba dziel wykonanych tuszem
(tj. mniej niz 9). Najdrozsze prace to obrazy olejne, pastele i wykonane tempera.
Dziea wykonane za pomocg dwdch pierwszych technik charakteryzujg sie naj-
wigkszym zréznicowaniem i skosnoscia.
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11.3.2. Modele regresji hedonicznej

Wykorzystanie modeli hedonicznych do okreslania korekty jako$ciowej indeksu cen
wymaga rozstrzygniecia sposobu oceny modeli. Z dotychczasowych rozwazan wy-
nika, Ze nawet po dokonaniu wyboru préby estymacyjnej konstruktor modelu musi
zdecydowa¢ o wyborze zmiennych objasniajacych, zwlaszcza wtedy, kiedy istnieje
znaczna ich réznorodnos¢. Tworzy si¢ wtedy zmienna referencyjna ,,inne warianty”,
ktéra np. dla zmiennej wystawca obejmuje 5% i technika — 2% obiektéw przy najbar-
dziej rozbudowanych wersjach tych zmiennych. Pojawia si¢ zatem pytanie, co zrobi¢
w sytuacji, gdy niektore (lub wszystkie) warianty danej zmiennej sg statystycznie
nieistotne. Pozostaje zazwyczaj redukcja liczby wariantéw i wzbogacanie zmiennej
referencyjnej ,inne warianty” lub w ostatecznosci usunigcie calej zmienne;.

Innym problemem pojawiajacym sie przy modelowaniu cen dziet sztuki jest
wspotliniowos¢ zmiennych, co wynika z faktu, ze znakomita wigkszos¢ zmiennych
hedonicznych jest kodowanymi binarnie cechami jakosciowymi. W takim przypad-
ku wartosci parametrow stojacych przy danym wariancie zmiennej zero-jedynko-
wej (dychotomicznej lub wielodzielnej) interpretowane s3 w odniesieniu do warian-
tu referencyjnego tej zmiennej (tj. tego wariantu zmiennej, ktory nie jest widoczny
w modelu). Nalezy zauwazy¢, ze lista dostgpnych zmiennych hedonicznych (tzn.
danych z aukgji niosacych informacje o uwzglednionych w badaniu pracach) jest
w zasadzie zamknieta i mozna jedynie tworzy¢ sztuczne zmienne, ktdre opisuja np.
reputacje autora lub wystawcy dzieta i wprowadzac je w miejsce nieistotnych zmien-
nych binarnych. W analizach uzupetniono liste zmiennych hedonicznych o dodat-
kowo utworzone zmienne charakteryzujace cen¢ obrazu i okres powstania dzieta.

Utworzona na potrzeby tego badania zmienna klasa odzwierciedla wartos¢
wystawionego na aukcji obrazu. Utworzono cztery klasy cenowe, uwzgledniajac
srednie ceny wyznaczone dla poszczegolnych twércow: KLASA_1 to obrazy naj-
drozsze w cenie powyzej 73 tys. PLN, KLASA_2 - dzieta w cenie od 16 750 PLN
do 73 000 PLN, KLASA_3:0d 5817 PLN do 16 749 PLN oraz KLASA_4, zawiera-
jaca najnizej wycenione prace, tj. ponizej 5816 PLN i stanowigca wariant odnie-
sienia. Kolejng, subiektywnie zdefiniowang zmienng jest epoka, za pomoca ktorej
dokonano klasyfikacji twércéw na podstawie roku urodzenia. Wyrézniono dwa
warianty tej zmiennej przyjmujacej wartos¢ 1 dla malarzy urodzonych przed 1900
rokiem i 0 w pozostatych przypadkach, co jest oczywiscie dyskusyjne.

W realizowanych badaniach zbudowano wiele roznych modeli hedonicznych,
uwzgledniajacych zaréwno omoéwione wczesniej zmienne, jak i zmienne dodat-
kowe [Kompa, Witkowska 2013, 2014b; Witkowska 2014, 2016a]. Tutaj pokaza-
nych zostanie 16 przykladowych modeli (oznaczonych w dalszych rozwazaniach
symbolami M1-M16), zawierajacych oméwione wczes$niej zmienne hedoniczne.
Modele te roznig si¢ specyfikacjg i zawieraja od 22 do 36 zmiennych, co poka-
zano w tab. 11.5-11.6, ktére dodatkowo zawieraja podstawowe charakterystyki
tych oszacowanych modeli. W przypadku cech wielodzielnych obok oznaczenia
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wystepowania danej zmiennej w modelu (co oznaczono przez +) podano w na-
wiasach liczbg¢ wariantéw zmiennych uzytych w konkretnej specyfikacji. Zmniej-
szenie liczby wariantéw danej zmiennej oznacza, ze pominigte warianty weszly
w sklad zmiennej referencyjnej. Szczegdtowa specyfikacja modeli zostata pokaza-
na w tab. 11.7-11.12, w ktérych podano oceny estymatoréw parametrow.

Tabela 11.5. Poréwnanie specyfikacji modeli hedonicznych i ich charakterystyk

Zmienne Oznaczenia modeli

wielodzielne M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8
Rok +(3) +(3) +3)
Dom aukcyjny +8) | +(8) | +(5) | +@B) | +(5) | +(5) | +(5 | +(8)
Malarz +(10) | +(10) | +(10) | +(10) | +(10) | +(10) | +(10) | +(10)
Technika +(8) | +(8) | +(6) | +(8) | +(4) | +(@2) | +(2) | +(8)
Klasa +(3) | +(B) | +(B) | +(B) | +(B) | +(3) | +(3)
Zmienna ilosciowa i zmienne dychotomiczne
Powierzchnia + + + + + + + +
Sygnatura + + + + + + +
Warto$é + + + + + + +
Zgon + + + + + +
R? 0,9342 | 0,9343 | 0,9329 | 0,9338 | 0,9330 | 0,9330 | 0,9329 | 0,8114
F 296,40 | 324,11 | 374,30 | 374,30 | 402,01 | 435,35 | 471,65 | 101,68
Liczba zmiennych 36 33 28 35 26 24 22 32
Kryterium Akaikego | 482,96 | 478,25 | 487,42 | 486,07 | 487,26 | 485,45 | 483,80 | 1269,1
D-W 1,8206 | 1,8207 | 1,7823 | 1,9284 | 1,7853 | 1,7816 | 1,7861 | 1,9311

Uwaga: w nawiasach podano liczbe wariantéw cechy.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].

Analizujac wlasnosci modeli (tab. 11.5-11.6) nalezy stwierdzi¢, ze wszystkie
dos¢ dobrze opisuja zlogarytmowane ceny obrazéw, najnizszym bowiem skory-
gowanym wspolczynnikiem determinacji (wyznaczonym wedlug wzoru (4.36)
i oznaczonym w tabelach jako R?) charakteryzuja sic modele M16 z R = 0,55 oraz
M8 i M9, dla ktérych wynosi on ponad 81%. Réwniez wartosci statystyki F'° sa

10 Statystyka testowa Fishera-Snedecora F nie byta omawiana w niniejszym opracowaniu.
W ocenie jakosci modeli ekonometrycznych wykorzystuje sie jg w celu sprawdzenia tacz-
nego wptywu wszystkich wyrdznionych zmiennych objasniajacych na zmienna objasniang
(por. [Witkowska 2012, s. 102-103]).
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we wszystkich modelach bardzo wysokie, co $wiadczy o tacznej istotnosci zmien-
nych, chociaz pojedyncze zmienne (lub ich warianty) moga by¢ w poszczegdlnych
modelach statystycznie nieistotne. Zréznicowanie jako$ci modeli jest najbardziej
widoczne z punktu widzenia kryterium informacyjnego Akaikego'!, ktdre jest dla
wiekszosci modeli dodatnie, a w przypadku modeli M8 i M9 wyjatkowo wysokie.
Jedynie modele M13, M14 i M15 charakteryzuja si¢ ujemng wartoscig tej miary
i dodatkowo odznaczaja si¢ najwyzszym skorygowanym R? wynoszacym ponad
99%. Jednakze modele te cechuje dodatnia autokorelacja reszt, o czym $wiadcza
wartosci statystyki Durbina-Watsona'? (D-W). Z kolei w przypadku modeli M8
i M9 mozna uzna¢, ze autokorelacja skfadnika losowego nie wystepuje.

Tabela 11.6. Poréwnanie specyfikacji modeli hedonicznych i ich charakterystyk

Zmienne Oznaczenia modeli

wielodzielne M9 M10 | M1l | M12 | M13 | M14 | M15 | M16
Rok +@) ] +B)] +B)| +B)] +@) | @) +B)| +@)
Dom aukcyjny +(8) | +(8)] +(8)| +(B) | +(8) | +(8] +(8)| +(8
Malarz +(10) +(10) | +(10) | +(10)
Technika +(8) | +(8)] +(8)| +(B)| +(@8) | +(8] +(8)| +(8
Klasa +(3) +(3) +(3)
Zmienna ilosciowa i zmienne dychotomiczne
Powierzchnia + + + + + + + +
Sygnatura + + + + + + + +
Warto$¢ + + + +
Zgon + + + + +
Epoka + +
R? 0,8115| 0,9165| 0,9207| 0,9209| 0,9953| 0,9953| 0,9953| 0,5507
F 105,07| 317,30 335,58| 312,25|4910,11|5071,98| 4910,11| 40,91
Liczba zmiennych 31 26 25 27 32 31 33 23
Kryterium Akaikego | 1267,3| 651,88 613,17| 613,83-1492,91-1494,38-1492,91| 1911,41
D-W 1,9359| 1,7314| 1,7032| 1,7171| 1,4808| 1,4780| 1,4808| 0,9174

Uwaga: szare pola w przypadku zmiennej powierzchni oznaczaja, ze do modelu wprowadzono
kwadrat jej logarytmu; w nawiasach podano liczbe wariantéw cechy.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].

11 Kryterium informacyjne Akaikego stuzy do wyboru najlepszego modelu sposrdd kilku opi-
sujgcych te sama zmienng objasniana. Przy czym najlepszy jest model o najnizszej wartosci
kryterium informacyjnego.

12 Jednym z zatozen Gaussa-Markowa jest brak autokorelacji reszt modelu ekonometryczne-
go (6.6), ktore weryfikuje sie m.in. za pomoca testu Durbina-Watsona (por. np. [Witkowska
2012,s. 122-125]).
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Podejmujac si¢ interpretacji uzyskanych ocen estymatoréw parametréw, na
podstawie modelu M1 (tab. 11.7), bedacego najbogatsza wersja modelu, mozna
stwierdzi¢, ze AGRA-ART, OKNA SZTUKI, OSTOYA, REMPEX i RYNEK SZTU-
KI uzyskiwaly nizsze ceny ze sprzedazy obrazow niz nieuwzglednione w modelu
domy aukcyjne. Sposréd 11 malarzy jedynie obraz Malczewskiego uzyskal wyzsza
ceng niz Wyczotkowskiego. Obrazy akrylowe, akwarele, gwasze, olejne, pastele i te
malowane temperg mialy wyzsze ceny niz te przygotowane z pomoca nieuwzgled-
nionych w modelu technik. Zgon malarza wptywa dodatnio na cen¢ dziela, po-
dobnie jak wielko$¢ obrazu mierzona jego powierzchnia.

Tabela 11.7. Oszacowane modele

Zmienne Parametry M1 | Wspotczynnik M2 | Parametry M3 Parametry M4
const 5,6804 *** 57067 *** 57731 *** 5,8257 ***
ROK_1 0,0075 -0,0018
ROK_2 0,0231 0,0076
ROK_3 0,0374 0,0092
AGRAART -0,1599  ** -0,1544 ¥ -0,0890 ** -0,1674 **
DESA -0,1151 -0,1118 -0,1283
DESA_UNICUM -0,1211 -0,1064 -0,1292
OKNA_SZTUKI -0,2795 *** -0,2726 > -0,2191 > -0,2576  **
OSTOYA -0,1904  ** -0,1856  ** -0,1272 ** -0,2022 **
POLSW 0,0460 0,0553 0,0409
REMPEX -0,2252  *** -0,2208  *** -0,1546  *** -0,2318 ***
RYNEK_SZTUKI -0,2733  *** -0,2615 *** -0,1910 *** -0,2749 ***
KOSSAK_J -0,5372  *** -0,5405 *** -0,5014 *** -0,5352 ***
KOSSAK_W -0,3312  *** -0,3343 *** -0,3112  *** -0,3254 ***
CHMIELINSKI -0,4340 *** -0,4331 *** -0,3964 *** -0,4334 ***
DWURNIK -0,9170  *** -0,9180 *** -0,8372 *** -0,9172 ***
ERB -0,3546 *** -0,3565 *** -0,3348 *** -0,3498 ***
HOFMAN -0,3503  *** -0,3532  *** -0,3203 *** -0,3498 ***
MALCZEWSKI 0,1506  ** 0,1509  ** 0,1626  ** 0,1490 **
NIKIFOR -0,4730 *** -0,4762 *** -0,4680 *** -0,4698 ***
NOWOSIELSKI -0,1383  ** -0,1426  ** -0,0852 -0,1412 **
DOMINIK -0,7095 *** -0,7103 *** -0,6552  *** -0,7115 ***
Sygnatura 0,0641 0,0606 0,0646 0,0654
AKWARELA 0,2566  *** 0,2537 *** 0,1592  ** 0,1709 *
AKRYL 0,2798  ** 0,2730  ** 0,1781 * 0,2835 **
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Zmienne Parametry M1 | Wspotczynnik M2 | Parametry M3 Parametry M4
GWASZ 0,2364  ** 0,2375  ** 0,1499 0,2014 *
OLEJ 0,3449 *** 0,3465 *** 0,2296  *** 0,3514 ***
OLOWEK 0,0414 0,0463 0,0522
PASTEL 0,2363 ** 0,2363 * 0,1472 0,2423 *x
TEMPERA 0,4014 *** 0,4080 *** 0,4088 ***
TUSZ -0,1522 -0,1486 -0,2435 * -0,1408
WARTOSC -0,0404 -0,0419 -0,0341 -0,0391
KLASA_1 2,9213  *** 2,9186 *** 2,9446  *** 2,9247 ***
KLASA 2 1,5779 *** 1,5787 *** 1,5911  *** 1,5806 ***
KLASA_3 0,84983  *** 0,8472 *** 0,8476  *** 0,8497 ***
Powierzchnia 0,2326  *** 0,2322 *** 0,2258  *** 0,2314 ***
Zgon 0,1265  ** 0,1214  ** 0,1358  **

R? 0,9342 0,9343 0,9329 0,9338

Uwaga: * oznacza istotno$¢ na poziomie 0,1; ** - na poziomie 0,05 i *** - 0,01.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].

Analizujac poszczegdlne modele, nalezy stwierdzi¢, ze w przypadku modeli M1
i M4 nieistotne byly zmienne rok (wszystkie warianty), sygnatura i wartos¢ oraz nie-
ktore warianty zmiennych opisujacych malarzy, domy aukcyjne i technike. W mo-
delach M2-M3 i M5-M6 (tab. 11.7-11.8) pominieto pierwszga z wymienionych nie-
istotnych zmiennych, ale pozostawiono sygnature i wartosé. Przy czym w kolejnych
modelach usuwano pojedyncze warianty zmiennych dom aukcyjny i technika, ktére
byty nieistotne. Oprdcz tego rok, sygnatura i wartos¢ usunigto w modelu M7, nato-
miast model M4, w poréwnaniu z modelem M1 rdzni si¢ brakiem zmiennej zgon.

Tabela 11.8. Oszacowane modele

Zmienne Parametry M5 Parametry M6 Parametry M7
const 5,8385 e 5,8752 i 5,9258 e
AGRAART -0,0943 e -0,0984 i -0,0844 >
OKNA_SZTUKI -0,2115 > -0,1987 ** -0,1928 >
OSTOYA -0,1274 > -0,1339 *x -0,1238 >
REMPEX -0,1531 i -0,1548 -0,1606  ***
RYNEK_SZTUKI -0,1854 b -0,1829 i -0,1889 b
KOSSAK_J -0,5182 e -0,4981 i -0,4951 e
KOSSAK_W -0,3283 e -0,3088 i -0,3076 e
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Tabela 11.8 (cd.)

Zmienne Parametry M5 Parametry M6 Parametry M7
CHMIELINSKI -0,4039 e -0,3806 e -0,3796 e
DWURNIK -0,8548 e -0,8314 e -0,8369 e
ERB -0,3510 e -0,3305 e -0,3209 e
HOFMAN -0,3381 e -0,3194 e -0,3127 e
MALCZEWSKI 0,1453 b 0,1596 > 0,16178 >
NIKIFOR -0,4618 e -0,4467 e -0,4895 e
NOWOSIELSKI -0,1204 * -0,1115 * -0,1204 >
DOMINIK -0,6730 e -0,6434 e -0,6467 e
Sygnatura 0,0621 0,0634
AKWARELA 0,0688
AKRYL 0,1075
OLEJ 0,1569 e 0,1172 e 0,11304 >
TUSZ -0,3083 * -0,3355 e -0,3405 e
Warto$é -0,0367 -0,0350
KLASA 1 2,9536 e 2,95941 e 2,9617 e
KLASA_2 1,5968 e 1,5983 e 1,6021 e
KLASA 3 0,8494 e 0,8486 e 0,8558 e
Powierzchnia 0,2289 ol 0,2299 e 0,2297 o
Zgon 0,1231 > 0,0940 > 0,0930 >
R? 0,9330 0,9330 0,9329

Uwaga: * oznacza istotno$¢ na poziomie 0,1; ** - na poziomie 0,05 i *** - 0,01.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].

Modele M8 i M9 (tab. 11.9) zostaly pozbawione zmiennej klasa, przy czym
jeden z wariantéw zmiennej rok stal si¢ istotny na poziomie 0,05, ale zmienne
sygnatura i wartos¢ pozostaly w dalszym ciagu statystycznie nieistotne. Sygnatura
jest istotng zmienng w modelach M10-M12 (tab. 11.10), w ktorych pominigto
zmienne charakteryzujace poszczegoélnych twoércéw. Chociaz w podobnie skon-
struowanym modelu M16 nie bylo podstaw do odrzucenia hipotezy o zerowej
wartosci parametru stojacego przy tej zmiennej. Natomiast w wymienionych mo-
delach wartos¢ i epoka nie sg istotne w zadnym modelu. Z kolei modele M13-M15
charakteryzuja si¢ tym, ze powierzchnia obrazu jest w modelu uwzgledniona jako
kwadrat logarytmu powierzchni.

Reasumujac, nalezy stwierdzi¢, ze sposrod uwzglednionych w badaniach
zmiennych nieistotng we wszystkich modelach okazata si¢ zmienna wartos¢i epo-
ka (oszacowano tylko jeden model z tg zmienna), a takze w wigkszosci przypad-
kéw zmienna rok. Mozna tez wskaza¢ na niektére warianty pozostatych zmien-
nych, ktére byly nieistotne.
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Tabela 11.9. Oszacowane modele

Zmienne Parametry M8 Parametry M9 Parametry M16
const 2,7877 rE 2,7934 rE 1,0188 *
ROK_1 0,0934 0,0971 0,9419 e
ROK_2 0,0758 > 0,0768 *x 0,2479 >
ROK_3 0,0145 0,0154 0,0270
AGRAART 0,2945 *x 0,2989 ** 0,8689
DESA 0,1990 0,2013 0,6997 e
DESA_UNICUM 0,4084 e 0,4026 e 1,2088 e
OKNA_SZTUKI 0,4798 e 0,4816 e 1,1270 e
OSTOYA 0,0998 0,1032 0,2577
POLSW 0,8052 i 0,7968 e 1,5653 i
REMPEX 0,0895 0,0807 0,4768 e
RYNEK_SZTUKI 0,0172 0,0080 0,2697
KOSSAK_J -1,5906 e -1,5896 e
KOSSAK_W -0,8769 e -0,8780 e
CHMIELINSKI -1,2274 i -1,2266 e
DWURNIK -2,2824 i -2,2810 e
ERB -1,0908 e -1,0864 b
HOFMAN -1,0883 e -1,0862 e
MALCZEWSKI 0,3115 e 0,3125 e
NIKIFOR -1,3326 e -1,3319 e
NOWOSIELSKI -0,1185 -0,1186
DOMINIK -1,9053 e -1,9050 b
Sygnatura -0,0435 -0,0457 0,1118
AKWARELA 0,1968 0,1991 -0,4595 *x
AKRYL 0,6975 e 0,6998 e -0,2321
GWASZ 0,2849 0,2918 -0,3334
OLEJ 0,8856 b 0,8869 e 0,2444
OLOWEK -0,2460 -0,2453 -0,4840
PASTEL 0,4502 > 0,4525 > 0,5824 i
TEMPERA 0,6350 e 0,6377 e 0,5159
TUSZ -0,5984 > -0,5986 b -0,5053
Powierzchnia 0,5646 e 0,5636 bl 0,5027 el
Wartos$é -0,0273
Zgon 0,3548 o
EPOKA_1 0,9771 e
R? 0,8114 0,8115 0,5507

Uwaga: * oznacza istotno$¢ na poziomie 0,1; ** - na poziomie 0,05 i *** - 0,01.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].
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Tabela 11.10. Oszacowane modele

Zmienne Parametry M10 Parametry M11 Parametry M12
const 6,3626 e 5,5577 i 5,4910 e
ROK_1 -0,0343 -0,0206 -0,0279
ROK_2 -0,0034 0,0035 0,0017
ROK_3 0,0185 0,0136 0,0119
AGRAART -0,1679 ** -0,2437 e -0,2415 i
DESA -0,1112 -0,1822 > -0,1996 >
DESA_UNICUM -0,1148 -0,1989 ** -0,1947 **
OKNA_SZTUKI -0,3267 e -0,3944 i -0,4000 b
OSTOYA -0,2513 e -0,3061 e -0,3026 e
POLSW -0,0130 -0,0976 -0,0805
REMPEX -0,2337 *** | _0,3160 x| _0,3127
RYNEK_SZTUKI -0,2915 e -0,3719 i -0,3677 e
Sygnatura 0,1474 e 0,1615 e 0,1605 e
AKWARELA 0,0436 0,0809 0,0831
AKRYL 0,0090 0,0926 0,0951
GWASZ 0,0645 0,1046 0,0967
OLEJ 0,0955 0,1167 0,1125
OLOWEK 0,1458 0,0733 0,1006
PASTEL 0,1968 0,2292 * 0,2102 *
TEMPERA 0,2989 > 0,2512 * 0,2794 >
TUSZ 0,0238 -0,0792 -0,0586
Powierzchnia 0,1343 e 0,1945 i 0,2011 e
Warto$¢ -0,0361 -0,0382
KLASA_1 3,7026 e 3,5083 i 3,5223 e
KLASA_2 1,9900 b 1,8907 i 1,8925 b
KLASA_3 1,0717 e 1,0170 i 1,0184 e
Zgon 0,1905 o 0,3879 i 0,3442 b
EPOKA_1 0,0580
R? 0,9165 0,9207 0,9209

Uwaga: * oznacza istotno$¢ na poziomie 0,1; ** - na poziomie 0,05 i *** - 0,01.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].

Zauwazy¢ nalezy, ze model M15 ma identyczne oceny estymatoréow parame-
trow oraz statystyki opisowe co model M13. Jest to zwigzane ze specyfikacja obu
modeli - z powodu wspoétliniowosci w M13 pominieto zmienng zgon, a w modelu
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M15, pomijajac wyraz wolny, wprowadzono brakujaca zmienna. Mimo identycz-
nych parametréw obu modeli, korekty hedoniczne znaczaco sie rdznia, co wply-
wa na zroznicowanie indeksow cen (tab. 11.12).

Tabela 11.11. Oszacowane modele

Zmienne Parametry M13 Parametry M14 Parametry M15

const 5,0405  *** 5,0400 ***

ROK_1 0,0067 0,0075 0,0067
ROK_2 0,0007 0,0010 0,0007
ROK_3 0,0019 0,0021 0,0019
AGRAART 0,0834  ** 0,0843  *** 0,0834  **
DESA 0,0844 0,0848 *** 0,0844
DESA_UNICUM 0,0550  *** 0,0536  ** 0,0550  ***
OKNA_SZTUKI 0,0701  ** 0,0707  ** 0,0701  **
OSTOYA 0,0642  *** 0,0649  *** 0,0642  ***
POLSW 0,0717  *** 0,0697 *** 0,0717  ***
REMPEX 0,0606  *** 0,0584  *** 0,0606  ***
RYNEK_SZTUKI 0,0504  ** 0,0481  ** 0,0504  **
KOSSAK_J -0,0566  *** -0,0565  *** -0,0566  ***
KOSSAK_W -0,0318 -0,0321 * -0,0318
CHMIELINSKI -0,0601 *** -0,0600 *** -0,0601 ***
DWURNIK -0,1413  *** -0,1413  *** -0,1413  ***
ERB -0,0420 ** -0,0409  ** -0,0420 **
HOFMAN -0,0484  ** -0,0479  ** -0,0484  **
MALCZEWSKI -0,1007  *** -0,1003 *** -0,1007 ***
NIKIFOR -0,2556  *** -0,2553  *** -0,2556  ***
NOWOSIELSKI -0,0471  *** -0,0471  *** -0,0471  ***
DOMINIK -0,0594 *** -0,0596  *** -0,0594 ***
Sygnatura -0,0038 -0,0043 -0,0038
AKWARELA -0,0155 -0,0149 -0,0155
AKRYL 0,0448 0,0452 0,0448
GWASZ -0,0038 -0,0021 -0,0038

OLEJ 0,0561  ** 0,0563  ** 0,0561  **
OLOWEK -0,0704  ** -0,0701  ** -0,0704  **
PASTEL 0,0336 0,0341 0,0336
TEMPERA 0,0296 0,0303 0,0296

TUSZ -0,0171 -0,0172 -0,0171
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Tabela11.11 (cd.)

Badanie zmian cen na rynku débr heterogenicznych

Zmienne Parametry M13 Parametry M14 Parametry M15
POWIERZCHNIA? 0,0484 *** 0,0484 *** 0,0484 ***
WARTOSC -0,0065 -0,0065
Zgon 5,0405  ***
R? 0,9953 0,9953 0,9953

Uwaga: * oznacza istotnos¢ na poziomie 0,1; ** - na poziomie 0,05 i *** - 0,01.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].

11.3.3. Hedoniczne indeksy cen

Kolejnym etapem badania bylo wyznaczenie korekt hedonicznych (11.4) oraz
indeksow cen dla prac uwzglednionych w badaniu. W tab. 11.12 przedstawiono
surowe indeksy cen wyznaczone wedtug wzoru (11.3), ktére nie uwzgledniajg ko-
rekty hedonicznej, a takze indeksy hedoniczne (11.2), wyznaczone dla wybranych
postaci modeli hedonicznych. Indeksy zostaly wyliczone zaréwno jako indeksy
tanicuchowe wyznaczone w stosunku do roku poprzedniego, jak i indeksy o stalej
podstawie z roku 2007. Dodatkowo dla indekséw jednopodstawowych obliczono
procentowe zmiany cen na rynku aukcyjnym w odniesieniu do roku 2007.

Tabela 11.12. Indeksy hedoniczne

Model Rok HQA Il?jzik:y(jlall;i) ll?c(:jzzkrfy(jlall;f)) % zmiana
(11.4) taricuchowy (5.7) | jednopodstawowy (5.5) ceny
Surowy 2008 | 1,4984 1,4984 49,8
indeks 2009 | 0,6163 0,9235 7,7
(wz.11.3) 2010 0,9441 0,8718 -12,8
2008 | 1,4716 1,0182 1,0182 1,8
M1 2009 | 0,6150 1,0021 1,0204 2,0
2010 | 0,9607 0,9827 1,0027 0,3
2008 | 1,4743 1,0163 1,0163 1,6
M2 2009 | 0,6156 1,0011 1,0175 1,7
2010 | 0,9576 0,9859 1,0031 0,3
2008 | 1,4616 1,0251 1,0251 2,5
M3 2009 | 0,6152 1,0018 1,0269 2,7
2010 | 0,9472 0,9967 1,0235 2,4
2008 | 1,4732 1,0171 1,0171 1,7
M4 2009 | 0,6087 1,0125 1,0299 3,0
2010 | 0,9705 0,9727 1,0018 0,2
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Model Rok HQA Ilri];jzeok:; jlallj)) Ilri]fzeok:y( jlallﬁ)) % zmiana

(11.4) tancuchowy (5.7) | jednopodstawowy (5.5) ceny

2008 | 1,4137 1,0599 1,0599 6,0

M8 2009 | 0,6867 0,8975 0,9512 -4,9
2010 | 0,9860 0,9575 0,9108 -8,9

2008 | 1,4160 1,0582 1,0582 5,8

M9 2009 | 0,6862 0,8981 0,9504 -5,0
2010 | 0,9887 0,9549 0,9075 -9,2

2008 | 1,4607 1,0258 1,0258 2,6

M10 2009 | 0,5934 1,0387 1,0655 6,5
2010 | 0,9643 0,9790 1,0431 43

2008 | 1,4575 1,0280 1,0280 2,8

M11 2009 | 0,5930 1,0394 1,0685 6,8
2010 | 0,9821 0,9613 1,0271 2,7

2008 | 1,1029 1,3586 1,3586 35,9

M13 2009 | 0,6596 0,9344 1,2695 27,0
2010 | 1,1313 0,8345 1,0594 5,9

2008 | 1,3256 1,1303 1,1303 13,0

M15 2009 | 0,8552 0,7206 0,8145 -18,5
2008 | 0,9088 1,0389 0,8462 -15,4

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [Kompa, Witkowska 2014b].

Na uwagg zastuguje fakt, ze korekta hedoniczna w istotny sposob zmienia war-
tosci indekséw cen dziel sztuki, ktore zostaly réwniez wyznaczone jako indeksy
surowe z relacji (11.3). Co wigcej, korekta wyznaczona na podstawie modeli M8
i M9 w znaczacy sposdb zmienia warto$¢ indeksu sztuki, chociaz zachowana jest
tendencja zaobserwowana dla indekséw surowych. Dotyczy to réwniez modelu
M15, w ktérym pominigto istotng zmienng malarz. Z kolei indeks wyznaczony na
podstawie oszacowanego modelu M13 wskazuje na wysokie dodatnie zwroty z in-
westycji. W przypadku pozostatych indekséw hedonicznych wprowadzona korekta
znaczaco splaszczyta zmiany cen. Nasuwa si¢ zatem pytanie, jakie wlasnosci powi-
nien posiada¢ model hedonicznej regresji (11.1), aby mozna byto wykorzysta¢ go do
budowy indeksu cen. Pytanie to nie znalazto do tej pory zadowalajacej odpowiedzi.

Warto odnotowac, ze surowy indeks cen wskazuje na niemal 50% wzrost cen
analizowanych prac w 2008 roku w poréwnaniu z rokiem poprzednim, a nastep-
nie na istotne spadki cen spowodowane zapewne kryzysem finansowym i spo-
wolnieniem gospodarki. Natomiast indeksy hedoniczne w przypadku wigkszo-
$ci modeli nie wykazywaly tak drastycznych zmian w badanym okresie i jedynie
w przypadku modeli M8, M9 i M15 widoczny jest spadek cen.






Zakonczenie

Zgodnie z zalozonym we wstepie celem monografii oméwiono w niej wybrane
metody statystyczne i ekonometryczne wykorzystywane w finansach. Poczatkowo
wydawalo sie, Ze mozna poming¢ omawianie tematyki pierwszych rozdziatow, ale
niestety nie da si¢ prowadzi¢ dyskusji w nieznanym jezyku. Okazuje si¢ bowiem,
ze dla wielu praktykujacych finansistow, doktorantéw, czy nawet pracownikéw
uczelni wigkszo$¢ zagadnien z zakresu statystyki i ekonometrii jest znana jedynie
z nazwy. Dlatego w celu ulatwienia zrozumienia istoty pokazanych analiz empi-
rycznych zamieszczono rozdzialy metodologiczne.

Zamiarem moim bylo réwniez pokazanie, ze wiele stosowanych w finansach
metod, np. modele wyceny aktywoéw kapitalowych, to de facto aplikacja zna-
nych ze statystyki i ekonometrii modeli, a modele regresji hedonicznej znajduja
zastosowanie w analizach dziel sztuki. Przyznam, Ze - uczestniczac w semina-
riach organizowanych przez prof. Stephana Klasena w Georg August University
w Getyndze w 2012 roku - sama otwieralam usta ze zdziwienia, jak wiele nie-
mierzalnych i z pozoru nieobserwowalnych zjawisk mozna analizowaé, mode-
lowa¢ i prognozowaé za pomoca metod ilosciowych. Swiadczy to jedynie o tym,
ze wciaz jest wiele mozliwosci aplikacyjnych, a dazenia do rozwigzywania proble-
moéw badawczych nie sg niczym ograniczone.
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W monografii przedstawiono wiele zagadnien zwiazanych z prowadzeniem analiz
finansowych za pomoca metod ilosciowych. Walorem opracowania jest oméwienie pro-
bleméw, z jakimi spotykaja sie analitycy finansowi oraz prezentacja przyktadéw aplikacji
réznych metod zaréwno utatwiajacych ocene i opis omawianych sytuacji, jak i wspoma-
gajacych podejmowanie decyzji w okre$lonych warunkach. Wiekszo$¢ ukazanych metod
poparto przyktadami zawierajgcymi rzeczywiste dane finansowe i opatrzono bogatymi
komentarzami, zawierajacymi interpretacje uzyskanych wynikéw analiz. Publikacja jest
dedykowana zaréwno praktykom dziatajgcym na szeroko rozumianym rynku finanso-
wym, jakistudentom. Do jej studiowania nie jest wymagana znajomos$¢ zaawansowanych
metod ilosciowych, wszystkie zagadnienia omawiane sg bowiem w przystepny sposéb.
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