DOSKONALENIE ZAWODOWE

WYKORZYSTANIE MODELU GOMPERTZA

PIOTR SZUKALSKI
todz

Zrozumienie procesow prowadzacych do wy-
mierania jest od zarania cywilizacji jednym z naj-
wiekszych ludzkich pragnien. Uprzednie zrozu-
mienie warunkuje bowiem mozliwo$¢ wplywania
na przebieg tychze proceséw. Nie powinno zatem
dziwi¢, iz rowniez poczawszy od poczatku istnie-
nia nowozytnej nauki widoczne byto zainteresowa-
nie modelowym ujeciem problematyki wymierania.

W niniejszym opracowaniu chciatbym sie skupié¢
na przedstawieniu efektu takiego zainteresowania,
czyli powszechnie stosowanej w demografii i mate-
matyce aktuarialnej metody — rozktadu Gompertza.

W demografii wyr6znia sie trzy typy modeli wy-
mierania (w zasadzie nalezatoby uzywac bardziej
rozpowszechnionych nazw: modele przezycia, trwa-
nia zycia lub niezawodnos$ci), a mianowicie mo-
dele opisowe, nieparametryczne i parametrycz-
ne. Pierwsze z nich ograniczajg sie do stwierdze-
nia zwigzku pomiedzy pewnymi wiasnosciami jedno-
stki, czy zdarzeniami, w ktérych ona uczestniczy
a czestoscig zgonu, bez aspiracji do okreslenia
sity owego zwigzku. Drugie z kolei, cho¢ dostar-
czajg jednoznacznie zdefiniowanej ilosciowo infor-
macji o czestosci wystepowania zgonu, nie bazu-
ja na zadnych zatozeniach w odniesieniu do ana-
litycznej postaci rozkladu zmiennej opisujgcej
rozktad czasu oczekiwania na zgon (przyktadem
takiego modelu sa tablice trwania zycia), opisuja
zatem jedynie — z wykorzystaniem wielkosci liczbo-
wych informujacych o natezeniu i intensywnosci
umieralnos$ci — proces ubytku zbiorowosci.

Wspomniane powyzej zatozenie o analitycznej
postaci rozktadu jest czynnikiem konstytutywnym
dla parametrycznych modeli. W dalszej czesSci niniej-
szego tekstu zaprezentuje najbardziej zapewne
rozpowszechniony — gtéwnie dzieki swej prosto-
cie, dlugiej historii i nagminnego wykorzystania w
praktyce matematyki ubezpieczeniowej — para-
metryczny model wymierania, a mianowicie mo-
del Gompertza.
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W ANALIZIE UMIERALNOSCI

FUNKCJE WYKORZYSTYWANE
W PARAMETRYCZNYCH MODELACH WYMIERANIA

Analiza umieralnosci bazujgca na parametry-
cznych modelach wymierania korzysta z czterech
reprezentatywnych dla danego modelu, powigza-
nych ze sobg wzajemnie, funkcji: przezycia, dys-
trybuanty, gestosci i intensywnosci.

Funkcja przezycia S(t) okresla prawdopodobien-
stwo, iz zgon nastgpi pézniej niz w momencie t, przy
czym t>0 (czas jest bowiem zawsze zmienng dodat-
nig), czyli prawdopodobienstwo, iz w chwili i jednost-
ka bedzie jeszcze zyta. Jesli przez T oznaczymy
zmienng opisujgcg moment zgonu, wowczas:

S() - P(T>1) (2)

Z funkcjg przezycia Scisle zwigzana jest dys-
trybuanta rozktadu F(t), ktéra opisuje prawdopodo-
bienstwo, iz zgon nastapi najp6zniej w chwili t.

Ft) =P(Tz?Y @)

Pomiedzy dystrybuanta a funkcjg przezycia
istnieje oczywisty zwigzek. Dana jednostka w da-
nej chwili wcigz jeszcze zyje badz juz nie. A za-
tem skoro

S(t) + F@t) = 1 (3)
to
F() = 1-S (1) (a)

Kolejng wazng funkcjg jest funkcja gestosci
rozktadu f(t). Okresla ona prawdopodobienstwo, iz
zgon wystgpi w danej jednostce czasu, czyli

P(t<T< t + At)
f(t) = lim (5)
Af-fO At
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stad tez funkcja zwigzana jest bezposrednio z dy-
strybuantg. Informuje ona bowiem, jaki jest roz-
kiad dystrybuanty w czasie:

dr(t) d(1- Si)
= - — = — N — = - ’ 6
L ©)
co pocigga za sobag:
/(o™ =1 (7)

Tym samym interesuje nas gesto$¢ zgonow w
odniesieniu do calej populacji wyjSciowej.

Ostatnig wazng funkcja jest funkcja intensywno-
§ci— zwana rowniez funkcjg hazardu— jAt). Opisuje
ona prawdopodobienstwo warunkowe zgonu, a za-
tem prawdopodobienstwo zgonu pod warunkiem,
iz dana jednostka dozyta do wieku t.

P(t<T<t+At\T>t
n(iy = fim © CEST<H = (8)
Af->0 At
m _ -s'(o
sw S )
W tym przypadku interesuje nas — podobnie jak
przy gestosci rozktadu — czesto$¢ wystepowa-

nia zgonoéw, odmiennie jest jednakze zdefiniowa-
na populacja odniesienia, interesujg nas bowiem
jedynie jednostki, ktére dozyty do wieku tizmarty
nastepnie w okresie dt.

Pomiedzy podanymi powyzej funkcjami istnie-
ja wyrazne zwigzki, stad tez mozliwe jest ustale-
nie parametrow wszystkich wspomnianych funkcji,
o ile znamy choc¢by jedna z nich [Szukalski, 2002],

Sposrod wymienionych powyzej funkcji pod-
stawowe znaczenie dla rachunku aktuarialnego
ma funkcja intensywnos$ci zgonéw. Stad tez naj-
czesciej podaje sie tylko jej posta¢ analityczng
lub wartosci, za$ pozostale potrzebne wartosci
funkcji oblicza sie na jej podstawie.

ROZKLAD GOMPERTZA — PRZESELANKI | KSZTALT

Trwate miejsce w badaniach aktuarialnych i biode-
mograficznych zapewnit sobie rozkiad autorstwa
angielskiego aktuariusza Benjamina Gompertza
(1779— 1865). Ow aktuariusz, ,bawigc sie”l) w
1825 roku wielkosciami pochodzgcymi z tablic trwa-
nia zycia odnoszgcymi sie do ludnosci Francji,
Szwecji i Wielkiej Brytanii, zauwazyt statg réznice po-
miedzy logarytmami naturalnymi liczby ludnosci w
kolejnych grupach piecioletnich pomiedzy 20. a 60.
rokiem zycia (niekiedy w literaturze mozna spotkac
informacje o wieku pomiedzy 15. a 55. rokiem zycia),
co doprowadzito go do sformutowania prawa umieral-
nosci, ktére doczekato sie dopiero po pétora wieku
uzasadnienia ,naukowego”, {j. ustalenia przyczyn wy-
stepowania [Olshansky, Cames, 1997],
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Rozktad stworzony przez Gompertza opiera
sie na przekonaniu, ze odpornos¢ na smier¢ jed-
nostki— zwana rowniez od czaséw Lamberta wi-
talnoscig lub sitg witalnosci — moze by¢ mierzo-
na przez (co oznacza, iz owa odpornosé
traktowana jest jako odwrotno$¢ intensywnosci
zgonu w danym wieku) i ze ta odpornos¢ stabnie
wraz z wiekiem w statym stopniu (tj. wyktadniczo).

Autor tej koncepcji uwazal, iz arytmetycznemu
przyrostowi wieku odpowiada wyktadniczy wzrost
intensywnos$ci zgonu. Zasada ta zostata nazwana
prawem umieralnos$ci Gompertza. Sformutowana
zostala na podstawie zaobserwowanej statej roz-
nicy pomiedzy logarytmami naturalnymi liczby do-
rostej ludnosci i stosuje sie do tej wiasnie subpo-
pulacji. Wedtug Gompertza bowiem, w zyciu czto-
wieka wyodrebni¢ mozna cztery okresy: niemowlecy
— pierwszych dwanascie miesiecy, dziecieco-mio-
dzienczy — do dwudziestego roku zycia, dojrzaty —
20—60 lat oraz staro$¢— powyzej 60. roku zycia. Za-
sada stworzona przez brytyjskiego aktuariusza opisy-
wac¢ miata ewolucje umieralnosci dla wieku dojrzatego.2

Oznaczajac przez k stalg stope zmiennosci
witalnosci, hipoteza Gompertza wyraza sie na-
stepujaca formuia:

(10)
1 i

V(t+At) -n(0.

a0 Aixn(F+AF)

At-
'n(0

W rezultacie
Inn(0 = kt + H = kt + InS = Inew + InS = In8ew (11)

(gdzie H to stata, za$ oszacowane na jej podsta-
wie B to parametr rozktadu)

HO=6eki=Bc\ z c=ek (12)

W powyzszym réwnaniu B >0, ¢ > 1, zas t > 0.
Przejdzmy do interpretacji parametréw [Koschin,
1989: 270—271],

W réwnaniu przedstawionym powyzej para-
metr B interpretowany jest jako zerowy poziom
umieralnosci, zwigzany z intensywnos$cig umie-
ralnosci w danym $rodowisku przyrodniczym i spo-

1) Specyfika parametrycznych modeli wymierania polega na tym, iz trudno
znalez¢ a priorijakie$ ,w petni naukowe’ uzasadnienie poprawnosci dane-
go modelu. Najwazniejszg a niekiedy jedyna przestanka sprawiajaca iz
dany model jest stosowany, jestjego dobre dopasowanie do danych empi-
rycznych. .Naukowa” podbudowa wyszukiwana jest zwykle a posteriori, w
konsekwencji dobrego dopasowania do rzeczywistych danych.

2) Sam Gompertz skadingd poczatkowo twierdzit, iz jego formuta stosuje
sie do wieku 10—80 lat pdézniej zmienit swoj poglad, ograniczajac sie do
wieku 20—60 lat [Olshansky, Cames, 1997: 3]. Wsp6ltczesne badania wska-
zujg ze — jesli idzie o gérna granice wieku — model ten dobrze odzwier-
ciedla umieralno$¢ az do wieku 75 lat (niektérzy méwig o 80, a nawet 85
latach) [Smith, 1997].
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tecznym w danym okresie. Parametr ten jest wska-
zowka co do poziomu zdrowia populacji i jakosci
srodowiska, w jakim owa populacja zyje. Nalezy
zatem oczekiwaé, iz wraz z uplywem lat (§. po-
zytywnymi zmianami ekonomiczno-spotecznymi)
warto$¢ tego parametru obniza sie. Dodajmy, iz
parametr ten przyjmuje znacznie wyzsze wartosci
w populacji mezczyzn niz w populacji kobiet.

Parametr ¢ z kolei moze by¢ interpretowany
jako miara homogenicznosci populacji z punktu wi-
dzenia umieralnosci. Im wyzszy parametr c, tym da-
na zbiorowos$¢ jest bardziej jednorodna pod wzgle-
dem kalendarium umieralnosci. Jednoczes$nie po-
Srednio parametr ten dostarcza nam informacji o
wptywie czynnikéw biologicznych na umieralnosé,
im jest c wyzsze, tym wyzsze wartosci przyjmuje
bowiem k, a zatem przyrost intensywnosci zgonéw
jest szybszy. Dodam, iz w diugim okresie para-
metr ten rosnie, wskazujac na postepujacy wzrost
jednorodnosci populacji.

Skoro mamy ustalone parametry funkcji inten-
sywnosci, obliczamy funkcje przezycia:

[InNS(0] =-n(0 =-Be* (23)

B i -lc>
InS(f)=—kc +In>4=Ine k +In"=In/d4e k (14)

gdzie A to kolejny parametr rozktadu, co prowadzi do

__c'
S(t)=Aek =Ab°" (15)
e
gdzie p-o

W tym ostatnim wzorze pojawia sie nowy pa-
rametr A. Zawiera on informacje odno$nie do-
ktadnosci dopasowania funkcji do danych rzeczy-
wistych. Im lepsze dopasowanie, tym jego war-
tosc¢ jest blizsza 1. Poniewaz funkcja Gompertza
nie bierze pod uwage innego niz wyktadniczy
wzrostu w dziecinstwie (zdajagc sobie sprawe z
czynionego odstepstwa od rzeczywistosci), stad tez
wartos¢ A odbiega, z reguly znaczaco, w dét od 1

Postarajmy sie obecnie ustali¢ zwigzek pomie-
dzy parametrem k a okresem, w ktérym intensy-
wnos$¢ umieralnosci podwaja sie. Mamy zatem:

z jednej strony n(f) = Be (16)
z drugiej strony n(t + d) = Bel{Hd>= 2Bek a7)
w rezultacie ekd=2 (18)
g='n2 0693

- (19)
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Jak nalezalo oczekiwaé, im wyzsze tempo wzro-
stu intensywnosci zgonow k, tym jednoczes$nie krot-
szy okres, jaki niezbedny jest do podwojenia sie
wartosci funkcji hazardu.

Konczac niniejszy punkt chciatbym zaznaczyé,
iz formuta Gompertza uzywana jest niekiedy w
zmodyfikowanych postaciach, z ktérych dwie przy-
wotuje za Gawritowami [1991: 44], Pierwsza z nich
szacujgc wartos¢ funkcji intensywnosci odwotuje
sie do formy wykorzystujgcej dwumian

ii(x) =A +Be“*+132 (20)
zas$ druga korzysta z wielomianu
H(x) =" +Be(aox+aix+a2 (21)

PROSTA METODA OSZACOWANIA
WARTOSCI PARAMETROW

Aby udowodnié, iz przedstawione powyzej for-
muly to nie tylko teoretyczne zabawy, pokaze jak
w prosty sposob, bazujgc na parametrach tablic
trwania zycia, otrzymaé¢ mozna parametry rozkita-
du Gompertza [Pressat, 1995].

Wedtug formuty Gompertza (15)

S(f) = 6C

Utworzmy zatem nowag funkcje Q{t), ktéra be-
dzie nam opisywac”liczbe ludnosci w wieku t lat,
czyli /. Wiemy, iz S(t) =/, = S(t) x 10 czyli nasza
nowa funkcja rézni¢ sie bedzie od znanej nam
funkcji przezywalnosci jedynie tym, iz jest iloczy-
nem tej drugiej i pewnej statej, a mianowicie po-
czatkowej liczby ludnosci (ij. ludnosci w wieku 0
ukonczonych lat). Do obliczeh uzyjemy danych
z tablic przezycia dla wieku t, t+n, t+2n, uwzgled-
niajg” koniecznos¢ oszacowania trzech parame-
trow A, c,b. Zapiszemy zatem nastepujaco:

logS(f)= log/4+cflogi> (22)
log S(t + n) = log A+ cttnlogi) (23)
logS(f + 2n)= \ogA+ct+2n\ogb (24)
a nastepnie

AlogS(f) =logS(f+n)-logS(f) =c'(cn-1)logb  (25)

Alog S (t+ri) = log S (t+2n)- logS(f+n) = cln(cn- 1)logb

(26)
i ostatecznie
AS(f+n N
(f+n) 27)
AiW
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Znajac parametr ¢, mozna b wyprowadzic¢ z relacji

Alogs(f
logb — 9s() (28)
c (cn—)
A
zas parametr A
log”"= logS(f)-c(logh (29)

Dokonajmy odpowiednich obliczen odwolujac
sie do przyktadu pochodzacego z polskich tablic
trwania zycia z roku 2000. Interesowaé nas beda
mezczyzni, przy czym jako wiek wyjsciowy (i)
przyjmiemy 45 lat, za$ jako przyrost wieku (n) 5 lat
Qak pamietamy, jesteSmy ograniczeni w wyborze
wieku przedziatem, do ktérego bezwzglednie sto-
sowa¢ mozna formute Gompertza, tj. 20—60 lat;
z drugiej strony najbardziej wiarygodne dane w za-
kresie umieralnosci dotyczg oséb w wieku niemo-
bilnym). Wyjsciowe dane tablicowe sg nastepujace:
S(55) = 84228

S(45) = 92644 S(50) = 89204

tatwo mozemy obliczy¢ wartoSci logarytméw

logS(45) = 4,9668175  logS(50) = 4,9503842

logS(55) = 4,9254566

Z kolei
Alogé(45) =4,9503842 - 4,9668175 =- 0,0164333

AlogS(50) =4,9254566 - 4,9503842 =- 0,0249276

zas
Alog$(50)  -0,0249276 _ 15168 = ¢5
AlogS(45) -0,0164333

QO daje ¢ = 1,0869039

Majgc oszacowany parametr ¢, przystepujemy
do obliczania warto$ci parametru b

loge= A109S(5) _ -0,0164333
c45(c6-1)  42,520815 x (1,5168-1)
00164333 _ " 60074782624
21,974757

b = 0,99827956

A
Jako ostatni szacujemy parametr A:

A a
log-4=109s(45)-c45logi>= 4,9668175 - 42,520815 x
x (-0,00074782624) =4,9668175 +0,031797065 =4,9986146

A =99681,507

Ostatecznie mozemy zapisac funkcje liczby lud-
nosci (zmodyfikowana funkcja przezycia) w postaci:
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S(f) = 99681,507 x 0,99827956 10869039

za$ sama funkcje przezycia — pamietajgc iz

/0=100000 jako
S(t) =0,99681507 x 0,9982795610839039

Sprawdzmy doktadno$¢ naszego oszacowa-
nia, wykorzystujgc powyzszg formute do oszaco-
wania wartosci funkciji liczby ludnos$ci w wieku 45,
50 i 55 lat. Uzyskujemy odpowiednio

S(45) = 92642,148 1(50) = 89200,461 S(50) = 84222,18

podczas gdy liczby mezczyzn dozywajgcych da-
nego wieku pochodzgce z polskich tablic trwania
zycia dla roku 2000 wynoszg odpowiednio:

wieku 45 lat — 92644; w wieku 50 lat— 89204;
w wieku 55 lat— 84228.

Cho¢ zatem nie uzyskaliSmy doktadnych war-
tosci tablicowych, oszacowane na podstawie zna-
jomosci funkcji liczby ludnosci wartosci sg im bar-
dzo bliskie. Niewielkie odchylenia ztozy¢ nalezy
po czesci na karb zastosowanej uproszczonej me-
tody szacowania warto$ci parametréw, po czesci zas
wynikajg one z faktu, iz dane odnosza sie do popu-
lacji hipotetycznej (do czego szerzej wrécimy dalej).

Postarajmy sie na podstawie oszacowanych
wartosci funkcji przezycia obliczy¢ wartos¢ funkcji
intensywnosci. Z faktu, iz

c =e*=1,0869089
obliczamy warto$¢ parametru k
k = 0,083337798

Nastepnie przechodzimy do obliczenia S
B
b=e k- 0,99827956

B -0,001722

B = 0,020662917
Ostatecznie otrzymujemy
H(f) = Bc =0,020662917 x 1,08690089f

Dysponujac obliczonym k, mozemy jednocze-
$nie obliczy¢ okres, po uptywie jakiego intensyw-
no$¢ umieralnosci podwaja sie
d=0693= 0,693_...=8316

k  0,083337798

A zatem w populacji badanych mezczyzn inten-
sywnos$¢ umieralnosci podwaja sie co 8,3 roku.
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INTERPRETACJA PARAMETROW

Zanim przedstawie interpretacje parametrow
modelu Gompertza, chciatbym dokona¢ oszaco-
wania tychze parametréw na bazie informacji po-
chodzgcych z réznorodnych tablic trwania zycia
(zwanych wczesniej tablicami umieralnosci) od-
noszacych sie do ludnosci Polski w XX wieku.
Ponizsza tablica zawiera obliczone wartosci po-
szczegllnych parametrow dla mezczyzn. Spo-
$réd ponizszych wielkosci, kilka najwazniejszych
sprobuje zinterpretowac.

podobng sytuacjg i trudnosciami interpretacyjnymi
zetknat sie F. Koschin [1989], ktéry prébowat analizo-
waé przemiany umieralnosci w Czechostowacji w
pierwszych powojennym czterdziestoleciu. Czeski
demograf zaktdcenia spodziewanej ewolucji wartosci
parametrow kladt na karb przyspieszonych i nieko-
niecznie w kazdym przypadku korzystnych przemian,
jakich jego kraj doswiadczatw owym czasie.

Mowigc o niezgodno$ciach pomiedzy rzeczywi-
stymi a spodziewanymi wartosciami parametrow
funkcji Gompertza, zaznaczy¢ nalezy jeszcze jed-
no ich potencjalne zrédto. Jesli bowiem usitujemy

Tab. 1
PARAMETRY FUNKCJI GOMPERTZA W ROZNYCH LATACH W POPULACJI MEZCZYZN W POLSCE
Parametr 1931— 1932 1952— 1953 1960— 1961 1970—72 1980—1981 1990—91 2000

B 0,99593018 0,99408775 0,098583 0998411  (,998381 0,99645 0,99828

A (A x 100000) 71948,59 73536,36  87539,71 9517647  096769,19  99652,13 99681,5
B 0,053648 0,090832 0,017758 0,019303  0,018738 0,047356  0,020657

c 1,07897901 1,06746096 1,083124 1,08587 1,09032  1,077988  1,086904

k 0,07601524 0,06528289 0,079849  0,082382  0,086471  0,075097  0,083333

9,116 10,615 8,678 8,412 8,014 9,228 8,316

Zrédlo: Obliczenia wiasne na podstawie polskich tablic trwania zycia z réznych lat.

Jesli idzie o warto$¢ parametru A, zgodnie z
oczekiwaniami jego wartos¢ w calym analizowa-
nym okresie wzrastata, wskazujgc na coraz lep-
sze dopasowanie danych modelowych do rze-
czywistych, wskutek obnizania sie poziomu umie-
ralnosci w pierwszych dwudziestu latach zycia
(w tym zwiaszcza w pierwszym roku zycia).

Odmiennie ksztattowat sie parametr B. Poczatko-
wo zachowywat sie ,tak jak powinien”, tj. zmniej-
szat swg warto$¢, co wskazywato na dokonywa-
nie sie postepu spoteczno-ekonomicznego ogra-
niczajagcego wyjsciowy poziom umieralnosci. Jed-
nakze juz dla lat 1970— 1972 warto$¢ tego para-
metru byla nieco wyzsza niz odnotowywana de-
kade wczesniej. Katastrofalnie duzy byt wzrost
tego parametru odnotowany w latach osiemdzie-
sigtych. Jest to jeszcze jedno potwierdzenie kry-
zysu zdrowotnego wystepujgcego w Polsce w tym
czasie, kryzysu, ktéry dosiegat przede wszystkim
mezczyzn. Zastanawiajgce jest to, ze obecnie po-
ziom wyjsciowy intensywnosci umieralnosci jest
wyzszy niz w latach szes$c¢dziesiatych i siedem-
dziesigtych.

Roéwnie niejednorodng interpretacjg jak w przy-
padku parametru B nalezaloby obdarzy¢ pozostate
parametry. Sposréd wszystkich parametrow tylko A
charakteryzowal sie widoczng wyrazna tendencjg. Z
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przypisa¢ formule Gompertza jakgkolwiek interpre-
tacje, oznacza to, ze uznajemy jg za wizualizacje
zasady majacej biofizjologiczng proweniencje. W
takim przypadku za$ formuly nie powinno sie sto-
sowac¢ do danych przekrojowych (a do takich nale-
73 dane pochodzagce z okresowych tablic trwania
zycia), lecz jedynie do danych wzdtuznych (j. od-
noszacych sie do konkretnej grupy jednostek $le-
dzonych przez cate zycie grupy). Niestosowanie sie
do powyzszego zastrzezenia prowadzi¢ moze do
wyraznej dominacji efektu chwili i czesciowo efektu
generacji nad efektem wieku, co przektada¢ sie
moze na obserwowane zaktécenia spodziewanej
ewolucji warto$ci parametrow rozktadu.

Zwroémy jeszcze uwage na ksztaltowanie sie
wartosci parametru d, potwierdzajace — pomimo zna-
cznej labilnosci w polskich warunkach — tzw. za-
sade kompensacji umieralnosci [Gavrilov, Gavri-
lova, 2001], Zgodnie z ta zasada w populacjach
charakteryzujacych sie wysokim poziomem umie-
ralno$ci wystepuje niskie tempo wzrostu inten-
sywnosci zgonow (czyli dluzszy okres niezbedny
do podwojenia sie jego poziomu), natomiast w
zbiorowosciach odznaczajgcych sie niskg umie-
ralnoscig zaobserwowaé mozna wyzsze tempo
wzrostu /u(x), czyli krotszy okres podwajania sie po-
ziomu umieralnosci. W rezultacie wraz z przecho-
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dzeniem do jednostek coraz starszych w popula-
cjach odznaczajacych sie r6znymi poziomami umie-
ralnosci, nastepuje powolne upodabnianie sie war-
tosci intensywnos$ci umieralno$ci pomimo poczatko-
wych bardzo znaczacych niekiedy réznic.

PODSUMOWANIE

Cho¢ obecnie coraz czesciej prowadzone sg
préby opracowania nowych modeli umieralnosci,
nie wynika to w jaki$ szczegdlny sposéb ze ziej
jakosci modelu Gompertza, lecz przede wszyst-
kim ze wzrastajgcej waznosci umieralnosci oséb
bardzo starych nieuwzglednianych w tym rozkia-
dzie. W tym przypadku model Gompertza wyraz-
nie przeszacowuje intensywnos$¢ zgonéw, co jest
juz wystarczajgcym powodem dla oséb i organi-
zacji wykorzystujgcych 6w model do celéw prak-
tycznych do zastapienia go przez inne modele —
przede wszystkim przez model logistyczny, kto-
rego wariantem jest skadinad rozktad autorstwa
Gompertza3 [Thatcher, 1999],

Powyzsze rozbieznosci sgjednoczesnie prze-
stankg do podejmowania prob formutowania no-
wych koncepcji teoretycznych odnosnie przebie-
gu i charakteru procesu starzenia sie i wynikaja-
cego stad wymierania. Jedng z takich — wy-
jasniajacych dopuszczalno$é uzywania modelu
Gompertza dla dorostego wieku — koncepcji jest
rozwijana obecnie przez biologoéw teoria niezawod-
nosci (reliability theory) [Gavrilov, Gavrilova, 2001],
wedle ktérej poczatkowy wyktadniczy wzrost umie-
ralnosci wraz z wiekiem, jak i dostrzegalne w poz-
niejszym wieku zatrzymanie sie tempa wzrostu umie-
ralnosci sa nieunikniong cechg wszystkich modeli sta-
rzenia sie, zakladajacych, iz proces starzenia sie
polega na stopniowym akumulowaniu sie przypadko-
wych uszkodzen. Jesli uszkodzenia organizmu po-
jawiaja sie nie najednym, lecz w wiekszej liczbie eta-
péw, w rezultacie widoczne jest wystepowanie i za-
nikanie wzrostu intensywnosci umieralnosci. W or-
ganizmach prostych bowiem kazde uszkodzenie
prowadzi do zgonu (jego prawdopodobienstwo jest
stale), podczas gdy w bardziej skomplikowanych or-
ganizmach posiadajgcych fizjologiczne rezerwy, na
pierwszym etapie mamy do czynienia z wyktadni-
czym wzrostem umieralnosci w wyniku akumulacji
losowych szkéd, nastepnie zas$, gdy szkody wyczer-
puja rezerwy fizjologiczne, organizm ztozony prze-
ksztalca sie w organizm prosty, w ktdrym kazda
nowa szkoda prowadzi do zgonu. W rezultacie
umieralno$¢ jednostek zaawansowanych wie-
kiem osigga staly poziom. Teoria niezawodnosci
prowadzi nawet do przewidywania spadku po-
ziomu umieralnosci oséb ekstremalnie starych
wskutek wzrostu wynikajgcej z procesu zanikania
heterogenicznosci populaciji.
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W niniejszym opracowaniu ograniczono sig je-
dynie do przedstawienia podstawowych informa-
cji o rozktadzie Gompertza i mozliwosci jego za-
stosowania. Bardziej rozbudowany wykaz zasto-
sowan w badaniach umieralnosci znalez¢ mozna w
pracy J. H. Pollarda [1991], za$ zastosowania do
badan demograficznych w innych dziedzinach w
artykule autorstwa Pollarda i Valkovicsa [1992].4

Relatywna prostota modelu Gompertza oraz do-
bre dopasowanie do rzeczywistego przebiegu proce-
su wymierania w szerokim przedziale wieku sg przy-
czynami, dla ktérych model ten jest wcigz powsze-
chnie wykorzystywanym narzedziem, zwlaszcza przez
uczestnikdw kurséw matematyki aktuarialnej. Moje
osobiste doswiadczenia wskazujg jednak, iz cho¢
wiele os6b zna ten model, znajomos$¢ najczesciej
ogranicza sie do analitycznej postaci, natomiast bio-
logiczne uzasadnienie znane jest niewielu. Mam na-
dzieje, iz tekst ten nieco zmieni te sytuacje.
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