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Wstep

Niniejsza monografia jest poswigcona wycenie opcji europejskiej na akcje
w dwdch uogdlnieniach modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina (CRR). Opcja kupna
akcji, opiewajaca na dang liczbe akcji okreslonej spotki, jest instrumentem
finansowym, ktéry daje jego posiadaczowi prawo nabycia w przyszlosci od
wystawcy (sprzedawcy) opcji okreslonej liczby akcji po cenie wykonania
K (okreslanej terminem strike price lub exercise price), ustalonej przez obie
strony w chwili zawarcia kontraktu. Kontrakt opcyjny daje nabywcy opcji prawo,
a nie obowigzek jej realizacji. W przypadku opcji europejskiej posiadacz opcji
moze zrealizowac jg jedynie w ustalonej chwili czasu T, ktdra zostala okreslona
w momencie zawierania kontraktu opcyjnego. Oczywiscie nabywca opcji musi
zaplaci¢ pewna kwote (cen¢ opcji) wystawcy opcji za prawo nabycia akcji po
cenie wykonania K.

Prawidlowa wycena opcji ma fundamentalne znaczenie dla poprawnego
funkcjonowania rynkéw finansowych. Zagadnienie to cieszy sie¢ wigc ogromna
popularnoscia zaréwno w literaturze akademickiej, jak i wsréd inwestorow
gietdowych.

W 1973 roku Fischer Black i Myron Scholes w artykule The pricing of options
and corporateliabilities zaprezentowali stochastyczny model wyceny opcji
i wyprowadzili stynny wzér na cene europejskiej opcji kupna wystawionej na
akcje. Wzér ten nosi nazwe formuly Blacka-Scholesa i jest rozwigzaniem
pewnego stochastycznego réwnania rézniczkowego. W 1979 roku John Cox,
Stephen Ross i Mark Rubinstein w pracy Option pricing. A simplified approach
przedstawili dyskretny model zmian cen akeji i udowodnili wzér na cen¢ opcji.
Ponadto pokazali przejScie graniczne ceny opcji. Okazalo si¢, iz przy duzej
liczbie chwil handlowania graniczna wycena opcji europejskiej przez strategie
replikujaca w modelu dyskretnym pokrywa si¢ z formulg Blacka-Scholesa.

Idea klasycznej pracy dotyczacej modelu CRR (Cox, Ross, Rubinstein, 1979)
polegata na:
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1) przyblizeniu wzoru Blacka-Scholesa prostszymi formutami dyskretnymi;

2) wyprowadzeniu wzoru Blacka-Scholesa jako granicy formul dyskretnych
elementarnymi metodami zrozumiatymi dla ekonomistow.

Podobna idea jest motywacja tej monografii.

Monografia poswiecona zostala dwém uogoélnionym modelom Coxa-Rossa-
-Rubinsteina (CRR), wyznaczaniu formuly na wycene opcji w zaprezentowanych
modelach oraz zbieznosci tych wzoréw do formut typu Blacka-Scholesa.

W rozdziale 1 przypomniane zostaly podstawowe zalozenia modelu Coxa-
-Rossa-Rubinsteina, twierdzenie Blacka-Scholesa, a takze dostatecznie ogélnie
sformutowane twierdzenie graniczne.

Rozdzial 2 monografii przedstawia pewne uogdlnienie modelu CRR (zob.
Jarrow, Rudd, 1983), w ktérym zalozono, ze mozliwe gorne i dolne zmiany cen

akcji miedzy chwilami handlowania u, , d, nie spelniaja klasycznego warunku
modelu CRR, . u,-d, =1. Zalozono réwniez, ze $rednia zmiana logarytmu
ceny akcji po n chwilach wynosi p, peR, czyli E [ln(S (n)/ SO) =p
(w klasycznym modelu CRR: E [ln(S (n)/s, )]: 0). Otrzymano wowczas nowe

formuly na mozliwe gérne i dolne zmiany cen akcji spelniajace warunek:
u,-d, =exp{2p/n}. Ponadto rozwazono przejscie graniczne przy n-—>oo
uogoélnionego modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina do analogu modelu Blacka-
-Scholesa. Uogdlnienie modelu CRR lepiej odzwierciedla rzeczywisto$¢ na rynku
finansowym, gdyz uwzglednia wspdlczynnik p opisujacy tendencje zmian ceny
akcji. Zaprezentowano takze analize wrazliwosci ceny opcji w rozwazanym
modelu, tj. okreslono zmiany ceny opcji, ktore nastapily wskutek zmian wartosci
czynnikéw wplywajacych na jej wartos¢. W rozdziale 2 udowodniono réwniez
pomocnicze lematy wykorzystane w rozdziatach 3-5.

W rozdziale 3 rozwazono model typu CRR ze zmieniajacymi si¢ parametrami
w czasie dla dwoch diugich jednostek czasu (np. miesigcy). W kazdej z tych
jednostek czasu przyjeto rézne stopy procentowe rachunku bankowego (kredytu,
obligacji) oraz odmienne wspotczynniki zmiennosci cen akcji (volatility) o .
Nastepnie utworzono cigg uogélnionych modeli CRR (czyli tzw. kalibracje
modelu CRR) i udowodniono, ze odpowiednie formuly na wycene opcji
w modelach dyskretnych s3 zbiezne do uogélnionej formuly Blacka-Scholesa.
W formule granicznej nadal pojawia si¢ dystrybuanta rozkladu logarytmiczno-
-normalnego. W rozdziale 3 udowodniona jest réwniez jednostajna zbieznos¢ ze
wzgledu na poczatkowa cene akcji (przyjmujaca wartoéci na dodatniej
polprostej) formuly na ceng opcji w modelu CRR do formuty Blacka-Scholesa.
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Ponadto przedstawione sa réwnania stochastyczne dla granicznego procesu cen
akcji w zaprezentowanym modelu.

W rozdziatach 4 i 5 analizowano analogiczny jak w rozdziale 3 model typu
CRR ze zmieniajacymi si¢ parametrami w czasie — odpowiednio dla trzech
i dowolnej liczby diugich jednostek czasu (np. miesiecy). Udowodniono wzory
na graniczng wyceng opcji oraz jednostajng zbiezno$¢ ze wzgledu na poczatkowa
cene akcji formuly na cen¢ opcji w modelu CRR ze zmieniajacymi sig
parametrami w czasie do formuly typu Blacka-Scholesa. W ostatnim
podrozdziale wyliczono wspolczynniki wrazliwosci granicznej ceny opcji
w modelu CRR ze zmieniajacymi si¢ parametrami w czasie.

Zaprezentowany w rozdzialach 3-5 uogdlniony model CRR z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie jest bardziej realistyczny niz klasyczny model CRR
- z uwagi na zmieniajace si¢ stopy procentowe, wspotczynniki volatility oraz
mozliwe gérne i dolne zmiany ceny akcji w poszczegdlnych jednostkach czasu.
Ponadto, korzystajac z udowodnionej jednostajnej zbieznosci (ze wzgledu na
poczatkowy cene¢ akcji) formuly na cen¢ opcji w modelu CRR do formutly
Blacka-Scholesa oraz jednostajnej zbieznosci (ze wzgledu na poczatkowa cene
akeji) formuty na cene opcji w modelu CRR z parametrami zmieniajacymi sie
w czasie do formuly typu Blacka-Scholesa, wyprowadzono elementarnymi
metodami (bez analizy stochastycznej) wzdr typu Blacka-Scholesa na graniczna
wyceng opcji dla przedstawionego uogoélnionego modelu Coxa-Rossa-
-Rubinsteina (CRR) z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie. Jednoczesnie
udowodniona zbiezno$¢ rozwazanych formul dyskretnych typu CRR stanowi
teoretyczne uzasadnienie mozliwych przyblizen numerycznych ceny opcji.

Rozdzial 6 stanowi empiryczng cze$¢ monografii. Sprawdzono, w jakim
stopniu  wycena opcji na podstawie modelu Blacka-Scholesa oraz
zaprezentowanych uogoélnien modelu Blacka-Scholesa odzwierciedla wyceng
opcji na polskim rynku. Badanie przeprowadzono dla okresu od 27 sierpnia
2019 r. do 20 marca 2020 r. dla opcji kupna na indeks WIG20 o cenach
wykonania 1700 punktéw, 1800 punktéw, 1900 punktéw, 2000 punktdéw, 2100
punktow, 2200 punktéw, 2300 punktéw z terminem wygasniecia 20 marca 2020 r.
Przy wyborze najlepszej metody wyceny opcji wykorzystano analize korelacji dla
140 obserwacji. Przeprowadzono testy istotnosci wspotczynnikow korelacji za
pomoca testu t-Studenta dla poziomu istotnosci « =0,01. Policzono bledy
standardowe oraz wspdtczynniki zmiennos$ci dla omawianych modeli.

W zakonczeniu monografii ujeto wnioski ptynace z przeprowadzonych badan.
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Zawarto réwniez wykaz oznaczen, dodatek 1, w ktérym zamieszczono
twierdzenia i lematy wykorzystane w rozdziatach 3-5, oraz dodatek 2 zawiera-
jacy dane rynkowe, a takze obliczenia cen opcji na podstawie zaprezentowanych
modeli.

W literaturze mozna odnalez¢ wiele publikacji dotyczacych modelu CRR
(Shreve, 2004; Hoek, Elliott, 2006; Elliot, Kopp, 2005; Musiela, Rutkowski, 2008;
Jakubowski, Palczewski, Rutkowski, Stettner, 2006; Hull, 1998), modelu CRR
z kosztami transakeji (Cox, Rubinstein, 1985; Stettner, 1997), oszacowania tempa
zbieznosci formuly CRR wyceny opcji do formuly Blacka-Scholesa (Walsh, 2003;
Ratibenyakool, Neammanee, 2019), modyfikacji modelu CRR (Rendleman,
Bartter, 1979; Rubinstein, 2000; Jabbour, Kramin, Young, 2001; Karandikar,
Rachev, 1995; Rachev, Ruschendorft, 1994) wraz z jego asymptotykami (Chang,
Palmer, 2007; Diener, Diener, 2004; Xiao, 2010; Joshi, 2010; Leisen, Reimer,
2006; Heston, Zhou, 2000).

Jednym z rozwazanych uogélnien modelu CRR jest model wielomianowy.
Nalezy wspomnie¢ o pracach: Hua He (1990), Michala Motoczynskiego
i Lukasza Stettnera (1998) oraz Natalii Kan (2005). Modele opisane w wyzej
wymienionych opracowaniach dotycza wspoélczynnikéw stalych w czasie i nie
obejmuja, rozwazanych w niniejszej monografii, modeli z parametrami
zmieniajgcymi si¢ w czasie.

W podrozdziale 2.6 publikacji Financial Markets in Continuous Time (Dana,
Jeanblanc, 2007) przyjeto podobne zalozenia jak w rozdziale 2 niniejszej
monografii dotyczace mozliwych gérnych i dolnych zmian cen akcji. Niemniej
jednak we wzmiankowanym opracowaniu rozwazono inne transformacje
zmiennych losowych. Przyjeto pewne korekty dyskretnych zmiennych losowych
i w przejsciu granicznym zaprezentowanego uogoélnienia modelu CRR uzyskano
klasyczna formutle Blacka-Scholesa bez poprawek.

Rozdzialy 3-5 monografii nalezy poréwna¢ z praca Van Huu Nguyen i Tran
Trong Nguyen (2001), gdzie rozwazane s3 uogdlnione modele CRR z para-
metrami zaleznymi od czasu. Dla procesu cen akcji opisanego réwnaniem
stochastycznym (3.2.8) z podrozdzialu 3.2.1, tj.

{dSt =r(t)-S,dt+o(t)-SdW, , 1[0, T) (3.2.8)

So =5 »
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(z deterministycznymi wspdtczynnikami 7(-) i o(-) zaleznymi od czasu)
autorzy rozwazaja przyblizenia dyskretne, uogdlnione dwumianowe, ze
wspdltczynnikami zaleznymi od N (liczby chwil handlowania) oraz od k-tej
biezacej chwili handlowania. Ten model dyskretny jest wprawdzie ogdlniejszy,
ale w przypadku wspdtczynnikéw rownania (3.2.8) stalych w duzych jednostkach
czasu, badanych w monografii, rozwazane bylyby w pracy Nguyen Van Huu
i Tran Trong Nguyen (2001) inne przyblizenia dyskretne wyceny opcji — oparte
na jednej mierze martyngalowej Q, dla przedziatu [0, T] (zaleznej od N chwil
handlowania). Tutaj dla ustalonego N rozwazono rézne miary martyngatowe dla
poszczegélnych duzych jednostek czasu i wzdr aproksymacyjny na wycene opgcji
w chwili 0 powstaje przez ztozenie wzoréw dla poszczegélnych jednostek czasu.
Ponadto przy przejéciu granicznym do uogdlnionego wzoru Blacka-Scholesa
zwigzanego z rownaniem (3.2.8) Nguyen Van Huu i Tran Trong Nguyen (2001,
theorem 4.4) zakladaja, ze wspodtczynniki 7(-) i o(-) w réwnaniu (3.2.8) sg klasy
C,(0, T). Zalozenie to nie jest spelnione dla wspdlczynnikow przedzia-

tami stalych, rozwazanych w monografii.

Rozdzialy 1-5 monografii stanowia rozwiniecie wynikéw zawartych
w rozprawie doktorskiej (Fraszka-Sobczyk, 2017). Zmiany nastapily miedzy
innymi w rozdziale 3 (wniosek 3.2.1 i jego dowod), w rozdziale 4 (twierdzenie
4.1.1 wraz z dowodem, wnioski 4.2.1 i 4.2.2 wraz z dowodami, dowdd lematu
4.2.2, dowdd twierdzenia 4.2.1) oraz w rozdziale 5 (twierdzenie 5.1.1 wraz
z dowodem, wnioski 5.2.1 i1 5.2.2 wraz z dowodami, dowdd lematu 5.2.2, dowdd
twierdzenia 5.2.1, twierdzenia 5.3.1 i 5.4.1). W niniejszej monografii podano
dokladniejsze oszacowanie tempa zbieznosci (dokladniej, udowodniono
jednostajng zbiezno$¢) formul na wycene opcji w modelu CRR z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie do formul typu Blacka-Scholesa. Ponadto monografia
zostala uzupelniona o badania empiryczne (rozdzial 6, dodatek 2), przyklady
liczbowe (przyklad 1.1.1, podrozdzial 2.4) oraz wyznaczanie parametréw
greckich (podrozdzialy 2.3 1 5.5).

Obszerne fragmenty podrozdzialéw 2.2, 3.1, 3.3 zostaly opublikowane
w czasopi$mie ,Bulletin de la Société des Sciences et des Lettres de L6dz”
(Fraszka-Sobczyk, 2014; Chojnowska-Michalik, Fraszka-Sobczyk, 2016; Fraszka-
-Sobczyk, Chojnowska-Michalik, 2019).

Autorka dziekuje dr hab. Marii Annie Chojnowskiej-Michalik, prof. UL,
i prof. dr. hab. Adamowi Paszkiewiczowi, ktérym wiele zawdziecza w swoim
dorobku naukowym.






Rozdziat 1
Klasyczny model
Coxa-Rossa-Rubinsteina (model CRR)

W monografii rozwazany bedzie model rynku doskonatego, tj. taki, ktory spetnia
nastepujace warunki:

1) Stopy procentowe depozytéw i kredytéw bankowych sg jednakowe.

2) Wysokos$¢ zaciagnietych przez inwestora kredytéw bankowych nie jest
ograniczona.

3) Zapewniona jest idealna plynno$¢ obrotu wszystkimi instrumentami, mozna
wiec kupowac i sprzedawa¢ dowolne ilosci wszystkich instrumentéw.

4) Dopuszczalna jest krotka sprzedaz wszystkich instrumentéw.

5) Inwestorzy nie ponosza zadnych dodatkowych kosztéw zwigzanych z za-
wieraniem transakgji.

6) Zyski z inwestowania w dowolne instrumenty finansowe nie s3 obcigzone
podatkami.

1.1. Drzewo dwumianowe. Strategia. Warunek
samofinansowania

Podrozdzial 1.1 przedstawia podstawowe definicje zwigzane z modelem CRR
(zob. Cox, Ross, Rubinstein, 1979; Jakubowski, 2006; Paszkiewicz, 2012).
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Definicja 1.1.1. Modelem rynku dwumianowym Coxa-Rossa-Rubinsteina
(CRR) nazwiemy uktad wszystkich ciaggéw (S ), S, ..., S(T )) spetniajacych

warunki:

S(0)=s,
S(t)=S(t—Du lub S(t)=S(t—-1)d, teN, t<T,

wraz z pewng liczba 7, przy czym ustalonesg T €N, s,>0, 0<d <7 <u.

T
SoU
T-1
sou’—d
s
SoU
S
SoU
Soll -, sou-d
So .. Soud .
syd soud’
ot .. 0
2 7
Sod” .
3
sod” . .
soud
T
Sod

Rysunek 1.1.1. Zmiany cen akcji wedtug modelu dwumianowego
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Cox, Ross, Rubinstein, 1979.

Interpretacja

Ciag (S ), ..., S(T )) przedstawia wszystkie mozliwe zmiany ceny akeji, S(¢)
jest ceng akcji w chwili ¢ (np. w ,dniu” ¢) (=0, 1, ..., T), za$ 7 =e€", gdzie
r jest jednookresowa (np. dzienng) stopa nieryzykownego rachunku

bankowego (obligacji).

Przyklad 1.1.1. Rozwazono akcje, ktérych cena w kazdym z n kolejnych dni
moze wzrosngé u razy lub obnizy¢ sie d razy, przy czym u>1, d =1/u.
Przyjeto parzysta liczbe dni (n-parzyste) oraz zalozono, ze
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a) cena akcji w n-tym dniu nie ulegnie zmianie w poréwnaniu z poczatkowa cena
akeji w chwili 0;

b) cena akcji w n-tym dniu jest u°® razy wyzsza w poréwnaniu z poczatkowa
ceng akcji w chwili 0.

Ile réznych scenariuszy zmian cen akcji mozna otrzymaé w ciagu jednego

miesigca (17 =30)?

Ad a) Cena akcji w ciaggu rozwazanych 7 dni nie ulega zmianie, zatem liczba
wzrostow i liczba spadkéw ceny akcji sg takie same. Wowczas liczba mozliwych
scenariuszy zmian cen akcji wynosi:

ol n-(n—l)-...-(n—’;+1j

3 {(ZD - 2 2]

n

Dla n =30
30 .00, .
15 1-2-...-15

Zatem w ciggu jednego miesigca mozna otrzyma¢ 155117520 mozliwych
scenariuszy zmian ceny akgji przy zatozeniu, ze poczatkowa i konicowa cena akcji
sg takie same.

Ad b) Konficowa cena akcji w n-tym dniu wynosi: sgu’® =su'd"" =su*™".
n+6
Stad 2/ —n=6 i w konsekwencji [ = >

Zatem liczba mozliwych scenariuszy zmian cen akcji w ciagu jednego miesiaca
WYnosi:

, n-(n—l)-...-(Z+5]-(Z+4j
n+6 |= = 86493225.

2 1-2-...-(”—3)
2
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Definicja 1.1.2. Strategia nazwiemy uklad par funkcji (,(), £,(),
(@, (), B> - (@r (), fr (), przy czym o, (), B, ()€R, 1=0,1, .., T,

a,(s), f3(s) saokreslonedla s € {s,d’, soud'", ..., squ'"'d, su'}.

Interpretacja

Gracz gieldowy podejmuje decyzje w chwili 7 i ustala ¢,(s), S, (s) w oparciu
0 obserwacje ceny akeji w chwili t=0,1, .., T, tzn.
seis,d’, sud™, .., su'"'d, su'};

a,(s) jest iloscig pienigdzy na rachunku bankowym (w obligacjach) w chwili ¢
(np. w ,dniu” ¢ wieczorem), uwzgledniajaca ceng akeji s w chwili #;

B, (s) jest liczbg akcji w chwili ¢ (np. w ,dniu” ¢ wieczorem), uwzgledniajaca

cene akeji s w chwili 7.

Uwaga 1.1.1. W monografii 7 oznacza¢ bedzie termin wykonania opcji.
Oczywidcie gracz gieldowy podejmuje decyzje o zmianie sktadu portfela do
chwili 7', tj. w chwili 7T—-1. Wowczas ustala strategie (aT_l(-), ﬂT_l(-))
w oparciu o obserwacje ceny akcji s w chwili 7'—1. Zatem «, ,(s) jest iloscia
pieniedzy na rachunku bankowym (w obligacjach) w chwili T—1, za§ £, ,(s)
jest liczbg akcji w chwili 7 —1, uwzgledniajaca cene akcji s w chwili 7'—1.
W momencie wygasnigcia opcji 7' gracz nie zmienia juz skladu portfela, tj.
a,()=a; () oraz S,()=p,,(), jednakie ilo§¢ jego kapitalu w tym
momencie liczona jest w oparciu o cen¢ akcji w chwili 7.

Definicja 1.1.3. Strategie («,(-), f,(-)) nazwiemy strategia samofinansujaca,

jezeli dla wszystkich 1 =0, 1, ..., T—1, spelnione s3 réwnania:
a,(s)-r+p(s)su=a, (su)+p (su)s-u,
a,(s) 7+ p(s)s-d=a,(sd)+p,(sd)s-d,

. t t-1 t-1 t
gdzie se{s,d’, squd ", ..., squ d, syu }.

Interpretacja
Lewa strona réwnania oznacza warto$¢ portfela na poczatku chwili (dnia) 741,

prawa strona — warto$¢ portfela na koniec chwili (dnia) #+1.
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Pierwsze réwnanie odpowiada zmianie ceny akcji S(¢)=s —> S(¢+1) =su, za$
drugie réwnanie - zmianie ceny akcji S(¢) =5 > S(¢+1) = sd.

Definicja 1.1.3 odzwierciedla fakt, Ze zmiana wartosci portfela zalezy tylko od
zmian cen i nie ma przyptywu gotéwki z zewnatrz ani konsumpcji.

Definicja 1.1.4. Kapitalem dla strategii (e, (), £,()), t=0,1, .. T,
nazwiemy ciag funkcji £y (-), B (), ..., P.(-), przy czym P(s) jest okreslone
formuty P(s)=a,(s)+ f,(s)-s dla s € {s,d', squd™, ..., squ'"'d, syu'}.

Interpretacja
P (s) jest iloécia kapitalu gracza gietdowego w chwili ¢ przy cenie akcji

w chwili ¢.

Definicja 1.1.5. Opcja kupna typu europejskiego z czasem realizacji T

nazwiemy funkcje C,():{s,d’, sud ", ..., squ’'d, ..., su’ } =R, okreslong
nastepujaca formula:
. |s—-K , gdys>K

Cr()=(s-K) = :
0 , gdy s<K

gdzie K jest ustalong liczba.

Interpretacja

C,(S(T)) jest zobowigzaniem wystawcy opcji w chwili 7';

K jest ceng w chwili 7', ktéra ewentualnie zaplaci posiadacz opcji kupna
wystawcy opcji w zamian za dostarczony instrument bazowy (tzw. cena
wykonania);

T jest momentem ewentualnej realizacji opcji (tzw. termin wygasnigcia, termin
wykonania).

Cena K jest ustalona przez wystawce i nabywce opcji w chwili zawierania
kontraktu opcyjnego. W literaturze anglosaskiej K jest okreslana terminem
strike price lub exercise price, zas moment 7' terminem expiration date.

Opcja kupna typu europejskiego daje posiadaczowi opcji prawo kupna
okreslonej ilosci instrumentu bazowego (np. akeji) po ustalonej cenie wykonania

K w terminie wygas$niecia opcji 1. Jesli cena instrumentu bazowego (np. akji)
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w chwili 7 bedzie nizsza niz cena wykonania, to posiadacz opcji kupna
zrezygnuje z wykonania opcji (nie ma sensu kupowanie akcji po cenie
wykonania wyzszej niz ich aktualna cena rynkowa). Posiadacz opcji kupna
zrealizuje opcje, gdy cena wykonania bedzie nizsza niz aktualna cena rynkowa
danego instrumentu bazowego w chwili 7' (wéwczas posiadacz osiagnie zysk).
Zatem nabywca opcji nie musi korzysta¢ z uzyskanego prawa kupna okreslonej
ilosci instrumentu bazowego (np. akcji), jednakze musi za to prawo zaplacic.
Monografia po$wigcona jest wycenie tego prawa (cenie opcji kupna typu
europejskiego w chwili zawarcia kontraktu) w réznych modelach dyskretnych
cen akgji.

Definicja 1.1.6. Powiemy, ze strategia («,(-), £,(:), t=0, 1, ..., T, replikuje
opcje kupna typu europejskiego C,(-) , jezeli

B(S(T) = o (S(D) + fr(S(T) - S(T) = Cp(S(T)).

Wrycena opcji kupna typu europejskiego C,(s) w chwili # =0 nazwiemy liczbe
oznaczong C,(s,), jezeli istnieje strategia samofinansujaca replikujaca opcje

taka, ze

Fy(so) = ap(55) + By (5) - 55 = Cy ()

Interpretacja
C,(s,) jest kwota, ktérg nabywca opcji ptaci wystawcy opcji w chwili zawierania
kontraktu.

Lemat 1.1.1. Cigg funkcji P(s), s €{s,d’, sud™, ..., squ'"'d, sgu'} moze

by¢ kapitalem pewnej strategii samofinansujacej wtedy i tylko wtedy, gdy

zachodzi:
1 * *
(6= [P0 p + (s -], (L)
gdzie:
p = , 4 = , p +q =1, teN, 0<¢t<T-1.

u—d u—d
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Dowdd. Na to, aby uklad funkcji P(-) byl kapitalem pewnej strategii
samofinansujgcej potrzeba i wystarcza, by dla kazdego =0, 1, ..., T -1
istnialy liczby «,(s), f,(s) € R, spelniajace:

F(s)=a,(s)+ f,(s)s (1)

P(su)=a,(s) 7+ f,(s)-su
B (sd)=a,(s)-F+B,(s)-sd

. 1 1
gdzie s € {s,d’', squd"™, ..., squ'"d, su'}.

)

Wyznacznik
roosu R
W=\ dzsr(d—u);tO.

Zatem uklad réwnan (2) mozna rozwigza¢, korzystajac z twierdzenia Cramera.

Obliczajac
B (su)  su
= P, (sd
a t+1 (Sd) Sd ( t+1 (Su) u t+1 (S ))
;. t+1 (SM) A
o=l b AP, (sd) = P, (su)),

mozna otrzymac nastepujace rozwigzanie ukladu réwnan (2):

s(dB,(su) —uP,,(sd)) _uP,,(sd) - dP,, (su)

a,(s)=
sP(d —u) Flu—d)

_ABu(sd) =P (su) _ B, (su) =P, (sd)
B.(s) = i T

Wstawiaj qc powyisze rozwiq,zanie do (1), mozna otrzymac teze:

t+1 (Sd) t+l (SM) t+1 (SM) t+1 (Sd)

P)=" P — d) sw—d)
[m<su)-p*+ P.(sd)-q'],
gdZ1e

*

P*_r p*+q*:l,O£tST—1.
u—

d u—r
1 TuCd
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Uwaga 1.1.2. Poniewaz w modelu rynku dwumianowym Coxa-Rossa-Rubin-
-steina  (CRR) zalozono, ze O0<d<r<u (definicia 1.1.1), wiec

=50, ¢ =
u—d 1 u—

p =

1.2. Twierdzenie CRR

Ponizej przypomniano twierdzenie Coxa-Rossa-Rubinsteina (CRR) (Cox, Ross,
Rubinstein, 1979).

Twierdzenie 1.2.1. CRR. Niech C,():{s,d", squd ", ..., sp"'d, ..., s’} >R
bedzie opcja kupna typu europejskiego z czasem realizacji 7. Wycena opgcji
przez replikacje jest dana wzorem:

T T * *
C,(s,) Z%Z(kjp YqTRC (squtd"Th, (1.2.1)

¥ k=0

gdzie s, = S(0).
Dowéd. Wzér (1.2.1) mozna udowodni¢ indukcyjnie.
I. Dla T =1, zgodnie z zasada samofinansowania (1.1):
1 * * 1 1 140 1 1 0 71 1
Cols) =[G+ Gy -q = || | JGw'd®) -+ G4 |

Zatem dla 7 =1 zachodzi wzor (1.2.1).

II. Zakladajac (1.2.1) dla dowolnego 7', nalezy wykazac, ze

1 T+1 T+1 I n
CO(SO):WZ[ A Jp kq T+l kCT+1(S0ude 1 k).
k=0

Zgodnie z (1.1) oraz (1.2.1):
T T * *
CO(SO) :%Z(k} kq T*kCT(Soudefk) —

k=0

TY . .1 _ . _ .
( ]p k‘] ! k;[CTH(SOude k“)'p +CT+1(S0“de kd)'q ]:
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1 I - T * * * *
- AT Z(k]p g (sud T k)+2( ]pk e, (squd ™ k)}
| k=0
1 ks r **T+1-1 T+1-1 o *k *T+1-k k 3T+1-k
:];T+1 /-1 q Cro(sou u'd )"’Z k Cra(sud ) |=
I=1 - k=0
1 [&( T T ) .
:_fT.H Z[Z_IJP /q T+1—/CT+1(S0u/dT+1—[)+(T+1_1Jp T+1q OCT+1(S0uT+1dO)+

T *O) *T4 + * *T+ +1-
+{0J 0 _*T ]CT+1(SO OdT 1)_’_2{](} k _*T+1- kC Jr](S()ukd7w 1 k):|.

k=1

T T+1 T T+1
Mozna zauwazy¢, ze =1= oraz =1= .
T T+1 0 0

Stad
T T - , T+1) . .
C (SO) A}Jrl |:Z(k_1Jp kq T+1kCT+1(SOu/\dT+1k)+(T+1jp T+lq OCT+1(SOMT+1d0)+

k=1

T+1) ., . o
+( 0 ]p 0 T+1CT+1(S0 OdT+1) + Z(k] k _*T+1- kCT+1(Soude+l_k):|.
k=1

n n n+1
Korzystajac  z  wlasnodci: + = dla  dowolnych
k) \k+1 k+1

n, ke N, k <n,mozna otrzymaé:

1 | &(T+1) ., . ’ ’ T+1) .., .
Co(so):];n]|:2( k Jp]‘q THkCTH(So”AdTHA)+(T+1jp Tﬂq 0CT+1(S0”T+1dO)+

k=1

T+1\ . o, ) 1 8T+ & il
+£ 0 jp Oq ! 1Crn(souodT 1)j|= AT 2£ k jpkq ™ kCr+1(Soude : k)‘

k=0

Whniosek 1.2.1. Dla  opcji  kupna na  akcje typu  europejskiego
C,():{s,d”, squd™, ..., spu’'d, ..., su”} >R, z czasem realizacji T i ceng
wykupu K =su“d’ ™™, k, e NU{0}, wycena przez replikacje jest dana
wzorem:

£

K
-—D, (1.2.2)

~T
r

Co(sy) = 505
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gdzie'

k=k, k=kq

ln——Tlnd
k _ SO *_f_d *_u_f - *ﬁ — *é
0 u )p u—d’q u_dﬂp p fﬂq q ],/'\'

Dowdd. Rozwazajac opcje europejska z ceng wykupu K = SoukOd ™ moina

uzyskac

Co(sp) ZI;TZ{]{)F kq ' kCT(So”de k) =

_ 1 T *f ¥k k T—k kl) T—k(] +_ 0, k<k0_
_fTZ;‘[kjp q (sou d" —sud ) \swd™ K, ks

T . .. o T (TN kK Tk Tk T .
(kaAqTA(SOMAdTA_K):SOZ(kaAkM q Ari Tz( j kg'TH,

r i\ k

d

Stosujgc oznaczenia: p = p ZA q= q* -— , mozna wykazac, ze
r r
_ (r=du (u—f)d (F-du+w-r)d 1
PHO= Ty (u—d)? '
Ponadto
ko
enfsil)
s, d d

Stad
knl =& _7ina.

d S,
Zatem

lnE —TlInd
ky = —0

lnE
d
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Uwaga 1.2.1. Wzory na r.qd.p,9q, k, nie sa zdeterminowane

zaleznoscia miedzy gorng i dolng zmiang ceny akcji # i d . Zalozono wytgcznie,
e 0<d<r<u.

Lemat 1.2.1. Wycena opcji kupna typu europejskiego z terminem wykonania 7'
w dowolnej chwili 1 e NU {0}, ¢ <T jest dana wzorem:

C _ 1 &(T—t e *T—t—kC de—t—k
() =27 g7 C (s ) (123)
rreal k
lub réwnowaznie
K .
C(s)=sD—-—=D, (1.2.4)
gdzie:
= &(T-t) v .4 . (Tt sk sT—t-k
D = Z . p . q 5 D = z . p . q ,
i\ k i\ k

*

lnE—(T—t)‘lnd
S

[y=—
In| —
d
C,_, oznacza opcje kupna typu europejskiego z czasem realizacji 1 —1, tj.

C,,(su*d™)y=(su"d"™ " -K)", keN, 0<k<T-t¢,

s, €{s,d', sud™, ..., squ''d, su'}, s, =S(0).

» r—d u—r
ud’q u—d’

Dowéd. Dowdd lematu jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.2.1 i wniosku
1.2.1.

1.3. Kalibracja modelu CRR

W poprzednich podrozdziatach rozwazono 7 +1 chwil, tj. chwile tworzenia
portfela (strategii) # =0, a nastepnie kolejne mozliwe chwile (dni) handlowania
(chwile zmian cen akcji) #=1, t=2, ..., t=T7. Oczywiicie na rynku
finansowym mozna handlowa¢ akcjami w dowolnym momencie w danym dniu,
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jak rowniez ceny akcji w danym dniu moga przyja¢ wiecej niz dwie wartosci.
Zatem nalezy dokonac¢ kalibracji modelu na model bardziej realistyczny.

Niech 7 bedzie liczbg jednostek czasu do rozliczenia opcji europejskiej (np.
liczba miesigcy), zas§ n - liczbg chwil zmiany portfela (handlowania) w jednostce
czasu. Wowczas I'=n-7, przy czym nalezy zalozy¢, iz n dazy do
nieskonczonosci. Ponadto mozna przyjaé, ze zmiany akcji miedzy kolejnymi

1
chwilami: #, lub d, s3 jednakowo prawdopodobne oraz d, =—. Niech §,
u

n

bedzie liczbg wzrostéw ceny akeji w jednostce czasu (np. miesigcu). Wowczas
cena akgji S(n) po n chwilach wynosi:

S, =S,
S(n)y=sy-u," -d'".

n

Mozna zauwazyé, ze S, =X, +X,+..+X,, gdzie X,=1, oraz

1
A, A,, ..., A, sa niezaleznymi zdarzeniami losowymi, P(4;)= >
. 1 2 1
i=1,2, .., noraz E[S,|]==n, D’[S,]=-n.
2 4
Ponadto
n—>S,
S
M:ufﬂ '(L] ’ 1n (n) = (lnun).(zsn _n)’
SO un SO
E{ln S(n)} =0, D{lnw} =n-(Inu, ).
So So
Zalozenia klasycznego modelu CRR sg nastepujace:
1 1
o— 1 —-o—
u,=e In d =—=e i gdzie o= \/;~(lnun) jest odchyleniem
u

" S(n)

So

standardowym zmiennej losowej In

Symbol 7, oznaczaé bedzie oprocentowanie jednookresowe lokaty bankowej

(kredytu, obligacji), za§ » - bankowa stope procentowa za dang jednostke czasu
1

T

L
. . R AT _ g . c
(np. dany miesigc). Wowczas 7, =e " oraz 7, =e'*. Nalezy zalozy¢, ze

0<d, <r <u,.
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Whiosek 1.3.1. Uwzgledniajac powyzsze zalozenia i wzoér (1.2.2), otrzymac
mozna analogiczny wzoér na wycene europejskiej opcji kupna przez replikacje:

K

CO,n(SO) =S05n —ZD:, (1.3)
gdzie:
. ntr nz—
D,,=Z( j-z‘a,’;-cz:f"‘,
k=ky , k
* i nT sk «NnT—k
Dn = Z [ Jpn 'qn 4
k=ky , k
K K
In—-7-n-Ind, Jnln=+o-7-n
k. = - %o
0,n 5
u 20
In| 2
[dnJ
*_i;n_dn *_un_;n — * U, — *ﬁ
pn un_dn’ n n_dn’ pn pn An > qn qn ﬁn *

1.4. Formuta Blacka-Scholesa

Niech ceny akcji sa procesem stochastycznym z czasem cigglym
{S #):tel0, T ]}, tzw. geometrycznym ruchem Browna (zob. podrozdziat
3.2.1). Ponizej przypomniano wzdr na cene¢ europejskiej opcji (kupna) na akcje
podany przez Blacka i Scholesa oraz przejscie graniczne modelu CRR przy duzej
liczbie chwil handlowania do formuly Blacka-Scholesa.

Twierdzenie 1.4.1. Wzér Blacka-Scholesa. Dla europejskiej opcji kupna akeji S,
odpowiadajacej wyptacie C,(S(T))=(S(T)-K)" w chwili T, zachodzi
nastepujacy wzor na cene C,(S(¢)) opcjiw chwili 0<7<T':

CS(1)=S(1)-4(d.) - Ke"™" - p(d_), (14.1)
gdzie S(f) jest cena akcji w chwili ¢, na ktorg jest wystawiona opcja, K jest
ceng wykonania opcji, 7 - terminem wygasniecia opcji, @(-) jest dystrybuanta
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standaryzowanego rozkladu normalnego. Wielkoéci d, oraz d_ sa okreSlone

1n5(f)+[r+02j(T_t) lnS(t)J{r—GZ}(T—t)
K 2 K 2

a\/T—t a\/T—t

gdzie r jest wolng od ryzyka stopa procentowa za dang jednostke czasu oraz o

wzorami:

d, =

d =

Y —

>

jest zmiennoscig cen akcji, tj. odchyleniem standardowym zmiennej losowej
>0

S(0)
Ponizsze twierdzenie opisuje przejscie graniczne przy n—> o0 formuly Coxa-
-Rossa-Rubinsteina do formuly Blacka-Scholesa.

Twierdzenie 1.4.2. Przy zalozeniach i oznaczeniach podrozdzialu 1.3 dla
europejskiej opcji kupna z ceng realizacji K, czasem realizacji 7, cena
poczatkowy akgji s, wolng od ryzyka stopg procentowa (kredytu, obligacji) za
dang jednostke czasu (np. dany miesigc) » oraz wspolczynnikiem zmiennosci
cen akgeji (volatility) o zachodzi:
2 2
lns—°+r(r+%) © 1n%+r(r—%)

limC, (s,)=s — (1.4.2)
e300 O,n( 0) 0¢ G\/; e”— ¢ G\/;

Uwaga 1.4.1. Mozna zauwazy¢, ze prawa strona (1.4.2) jest ceng opcji opisang
wzorem Blacka-Scholesa (1.4.1)dla f =01 T =7.

W dalszej czgsci monografii zostanie udowodnione twierdzenie 2.2.1 (zob.
rozdzial 2) oraz twierdzenie 3.3.2 (zob. rozdzial 3), bedace uogdlnieniami
powyzszego twierdzenia 1.4.2.

Ponizej zostalo przypomniane dostatecznie ogoélnie sformulowane twierdzenie
graniczne (bedace przypadkiem szczegdlnym twierdzenia Lindeberga-Fellera),
ktére zostanie wykorzystane w dowodach zamieszczonych w nastgpnych
rozdzialach monografii.
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Twierdzenie 1.4.3. Dla n=1, 2, ... ustalono 0< p, <1, g, =1—p, . Niech
dla kazdego neN A, 4,,, .., 4

n,n

beda niezaleznymi zdarzeniami

n,12

losowymi takimi, ze P,(4,,)=p,, za$ S, bedzie zmienng losowg okreslajacy
liczb¢ zachodzacych zdarzen 4, ., tj. S, :Z 1, . Zalozono, ze zachodzi:

hm np,=pe (0, 1) oraz limx, =x € R. Wéwczas

n—®©

S -n-p n—o _luz
plo=lle <y | " du = ()
L/n-pn-qn J I\/

(@(:) - dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego).

Dowdd. Poniewaz dla kazdego 7 € N zmienne losowe 1, ,i=1,2, ..., n s3

niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie dwupunktowym,
wigc spelniona jest teza lematu (warunek Lapunowa dla rozkladu
dwupunktowego) zamieszczonego w dodatku 1. Zatem z twierdzenia Lapunowa
(zob. dodatek 1) wynika, ze

1 u?

Fn(x):zpn[%gx} o _jw\/_e 2 du = §(x).

Funkcje F, i @ spelniaja zalozenia twierdzenia 1 Pélya (zob. dodatek 1),
poniewaz dla kazdego # € N funkcja F, jest niemalejaca i ograniczona, @ jest
funkcja ciagla i ograniczong oraz dla dowolnego x € R, ’111_I>£JIF;7 (x) = @(x).
Zatem z wniosku z twierdzenia 1 Pdlya (zob. dodatek 1) wynika, ze

2

S _np n—o ,lu
P| #A—=L<x, | — ,_ 2 du = ¢(x).
( n'p}’l .qﬂ J J‘

Nastepne twierdzenie jest pewnym uogoélnieniem poprzedniego twierdzenia.

Twierdzenie 1.4.4. Niech S, bedzie liczba sukceséow w n-tym schemacie
Bernoulliego, n - liczbg préb, p, =1—¢g, - prawdopodobienistwem sukcesu

w jednej prébie w n-tym schemacie, n=1, 2, ..., oraz p, > p, pe(0, 1).
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n—0

Ponadto niech okreSlone sg funkcje x,(s), x(s), s>0 oraz x,(s) > x(s)

jednostajnie po § > 0. Wéwczas

2
n~n

F{w <x, (S)] n—) #(x(s)) jednostajnie po s > 0.

Dowdd. Z twierdzenia Lapunowa (zob. dodatek 1):

P (M < xJ n—;o #(x) dla dowolnego x € R.

\D:S,

S —ES
Mozna zauwazyé¢, ze funkcje @(-) oraz F,(-) = P| —t—==-<"| s3 funkcjami
VDS,

niemalejgcymi i ograniczonymi na R oraz ponadto @ jest ograniczona i ciagta.
Zatem z twierdzenia 1 Pélya (zob. dodatek 1) dla dowolnego ustalonego & > 0:
i Vv <0,5-¢. (1)

meN m<neN

Z jednostajnej ciaglosci funkcji ¢ (zob. lemat w dodatku 1) do & >0 nalezy
dobra¢ i >0 takie, ze

V(x| <= px) - 9(x,) < 0.5-¢), @)

X1,X,€R

a nastepnie z jednostajnej zbieznosci ciagu funkcji (xn(-))f:] do funkcji x(-), do
171>0 nalezy dobra¢ n, € N takie, ze

ng XEN SYO < 77
Stadiz (2):
VoV B, (5)- dlx(s) <05 & 3)

ny<neN s>0

Z (1) i (3) wynika, ze
3 Y Y R (x,(9)-glx(s)) <

my=max{ng,m} ny<neN s>0

+|@(x, () - plx(s))| < +g(x, () - p(x(s)) < &,

co oznacza ]ednosta)nq po s>0 zbiezno$¢ ciaggu funkcji Fn(xn(-)),
n=1, 2, ..., dofunkdgi @(x()).

F,(x,(s)) - (x, () +




Rozdziat 2
Uogodlnienie modelu CRR

W poprzednim rozdziale przypomniano klasyczny model CRR, w ktérym
zalozono, ze zmiany akcji u, i d, miedzy kolejnymi chwilami handlowania

wynoszg odpowiednio:
GL 1 o !
o Nn g L
u,=e V"id =—=e ,

u

n

gdzie o jest odchyleniem standardowym zmiennej losowej lnM (S(n) jest
So
ceng akcji po n chwilach). W podrozdziale 1.3 pokazano, ze

E{ln S(n)} =0 oraz D{ln S(n)} =n- (lnun )2.

So So

1
o— —-0——
n — n
od =e Y

Zalozenie klasycznego modelu CRR: u, =e jest konsekwencja

dwdch powyzszych obliczen.

W tym rozdziale zostanie zaprezentowany uogdlniony model CRR, w ktérym
zalozono, ze $rednia zmiana logarytmu ceny akcji po n chwilach wynosi
p, peR (w Kklasycznym modelu CRR: E [ln(S(n)/sO )]z 0). Zatem
wspdlczynnik p bedzie opisywa¢ tendencje zmian ceny akcji na rynku
finansowym. Powyzsze zalozenie lepiej odzwierciedla rzeczywisto$¢. Inwestor
(nabywca opcji) przed podjeciem decyzji o inwestycji (wykupieniem opcji)
dokonuje subiektywnej oceny rynku (obserwuje tendencje zmian ceny akcji i na
podstawie swojej analizy okresla wspolczynnik p ). Zalozenie, ze p #0

powoduje zmiane zalozenia klasycznego modelu CRR: u, -d, =1.
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W podrozdziale 2.1 pokazano, ze przy zalozeniu: E [ln(S (n)/s, )] = p, zmiany
cen akcji u, i d, miedzy kolejnymi chwilami handlowania wyniosg

odpowiednio:

i w konsekwencji
2p
u,-d, =e".

n n

Pozostale zalozenia modelu CRR pozostang bez zmian.

2.1. Wycena opgji

Niech s, i S(n) beda odpowiednio ceng akcji w chwili 0, tj. w chwili zawarcia
kontraktu, i ceng akcji po uplywie jednostki czasu (np. po miesigcu), przy czym
rozwazano n chwil handlowania w danej jednostce czasu. Mozna zauwazy¢, ze
cena akcji S(n) po n chwilach wynosi:

S(n)=syuy -dy

gdzie S, jest zmienng losowa opisujaca liczbe wzrostéw ceny akeji w jednostce
czasu (np. miesigcu). Podobnie jak w modelu CRR zalozono, ze
prawdopodobienstwa goérnej i dolnej zmiany ceny akcji wynosza 0,5, tj.
P, =94, =0,5. Wowczas

lnM: S, Inu, +(n-S§,)-Ind, |

So

E[ln S(”)} =Inu, -E[S,]+nlnd, —Ind, -E[S,]=
So

=0,57-Inu, +n-Ind, —0,57-Ind, =0,57-Inu, +0,57-1Ind, .

Zaktadajac, ze E[ln S(n)/so]: £, mozna otrzyma¢ p =0,5n- ln(un -d))
i w konsekwencji

2p
u -d =en".

n n



Wycena opcji 31

Stad

2
Dz[ln @} = E[S, Inu, +(n—S,)Ind, —05nIn(u,d,)] =

Sy

2

2
=E{Sn Inu, +(n—S,1>[2—"—lnu,,)—p} =E[(2Sn—n)lnun +2p(1—i)—p} -
n n

= E{(2Sﬂ —n)[lnun —plﬂ :(lnun —plj E[2(Sn —%n)} =
n n

1Y’ 1Y’
=(Inun —p—] 4D2[Sn]=n(lnun —p—j .

n n

Oznaczajac ¢° = D{ln S(n)} , mozna uzyska¢ nastepujace formuly:
So
1 20" 1
o= p— e " —0— p—
u,=e V"-e" id =——=e In gl
u

Uwzgledniajagc  powyzsze wzory i wniosek 1.3.1, mozna sformutowac
nastepujacy:

Whiosek 2.1.1. Dla zaprezentowanego w tym rozdziale uogélnionego modelu
CRR, w ktérym u, -d, = exp(2p/n) wzdér na wyceng europejskiej opcji kupna
przez replikacje ma postaé

- K .
CO,n(SO):SODn _T‘!‘D ) (21)
e

gdzie:

b= 5o o= ()t

k:k(),n k:ko,n
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lnE—z’-n-lndn \/;ln£+0'-z'-n— n-t-p
s

ko = Sy _ 0
0,n - >
l(u"j 20
n
dn
*_ A}’l_di’l *_ uil_;;l * dﬂ
pn_ d ° qn_ d p pn /\ )Qn Qn A >
uﬂ_ n ui’l_ n i’l n
1
o 2p; o
= P e o= p-
gdzie u —e V".gn id=—=e¢ In gl
u

Uwaga 2.1.1. Z uwagi 1.2.1 (na koncu podrozdzialu 1.2) mozna wnioskowa¢
o poprawnosci wzoru (2.1).

Uwaga 2.1.2. o jest wspdlczynnikiem zmiennodci logarytmu ceny akcji po
jednej jednostce czasu (np. po jednym miesigcu), tj. o jest odchyleniem
S(n)

So

standardowym zmiennej losowej In——

2.2. Przejscie graniczne

Podrozdzial ten pos$wigcony jest opisaniu przejscia granicznego przy 7 —» o0
formuly na cene opcji w uogdlnionym modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina do
analogu formuly Blacka-Scholesa. Zamieszczone ponizej twierdzenie 2.2.1,
lematy 2.2.1-2.2.3 wraz z dowodami zostaly opublikowane w czasopismie
»Bulletin de la Société des Sciences et des Lettres de £L.6dz” (Fraszka-Sobczyk,
2014).

Twierdzenie 2.2.1. Dla europejskiej opcji kupna z ceng realizacji K, czasem
realizacji 7, cena poczatkowa akcji s,, wolng od ryzyka stopa procentowa
(kredytu, obligacji) za dana jednostke czasu (np. dany miesiagc) r oraz
wspolczynnikiem zmiennosci cen akcji (volatility) o za dang jednostke czasu
zachodzi:
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2 2

s o s o
Int+z(r—p+— Int+z(r—p——
r=p+=2) | g e p=)

IimC, (s,)=s -— ,
lim C,, (5,) = 5,6 — o —

gdzie p jest wspolczynnikiem opisujacym $rednig zmiane logarytmu ceny akcji
po danej jednostce czasu, np. miesigcu, ¢(-) jest dystrybuantg standaryzowanego
rozktadu normalnego N (0, 1).

W dowodzie powyzszego twierdzenia nalezy skorzysta¢ z ponizszych lematow.

Lemat 2.2.1. Wystepuja nastepujace zbieznosci:

. * * 1
lim+/p,-q, =,
n—»o 2
im s -7 1
mqp, -4, =7
n—m 2
A A 1
7 . 7 * r _d * u -7 A r—
Dowdd. Korzystajgc ze wzordw: p, = —" d” »q,=——",1,=e",
—_— u —_—
n n n n

1
o—

1
- p
u =e V., d =e Y. podstawiajac 8:21/\/; mozna

n > n

otrzymac:
er~52 _ efo“sepez‘ eo~5ep~52 _ er~52 H 02 1
lim+/p’ -¢ =lim =.=|——=—
n—ymo b4, £0 eo’»sep»sz —e ot pe’ easepfz e—owsep»sz (O'+O')2 2
Ponadto
oL ! oL !

l. — — _1 x € ﬁ'ep-; x € ﬁep;_l * *_1

m pn'qn = lm pn' 1 'qn' 1 = lim pn.qn_i'

n—w n—o0 P P n—w 2

e " e

W kolejnych dwoch lematach nalezy skorzystaé z symbolu o(n”), o € R, ktory
oznacza dowolny ciag (a,),.y spelniajacy lima—’; =0 oraz z nastepu-

jacych oczywistych wlasnosci:
a) o(n”)-o(n”) mozna zastapi¢ o(n“*”),
b)dla a < B, o(n“)+o(n”) mozna zastapi¢ o(n”),
¢) o(n®)-n” mozna zastapi¢ o(n**”),
1

————— mozna zastgpi¢ 1+ o(n“), gdy a <0.
1+o0(n”)
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Lemat 2.2.2. Prawdziwe s3 nastgpujace asymptotyki:
pete(2 -t} L L))
"2 20 4 )Jdn Wn 2’
B =+ (ﬂéaji " O(Lj”ifl.
2 \20 4 )n Wn) "2
Dowdd. Korzystajac z a)-d):

! : 1+(r )1+0 ! I+o ! 10'2 1+0 !
(r-py—  —0—= -p)— — = ——-—0 — —
e e _ P n n Jn 2 n n

pn: 1 1 - =
o= o= 1 1 1 1 1 1 1 1
e V1 _o A 1+O'+O'2+0( j— —0'2+0[)

—|l-1+0—
Jno 2 on n O-\/ZZ n n

P, =

+ 2)1+ (]) l+(r p lo_j 1 N o(1/n)
L r—p—o) 10 S LAY SO N AL
_JJ; P 2 \20 20 4 )\n 20(1/n)
B 1 1 B o(l/n) B
20 —=+o| — +——F
Jn (n} 20‘(1/\/;)
1 r p o)l 1 1 1 (r=p o)1
=|—+|——2———|——=+40| — ||| 140 = | |==+ - |-+
L (20 20 4)& 0( nJM O(JZD 2 (20 4) nC
Podobnie
1
D = *.ui— 1+(l"_p_10j1+0 L . € o =
Pu=Pn Fool2 20 4 n Jn -’
e
l1+o +0( l j
_ i*(rz_p‘i )1[1j Jn le _
L e n n 1+(r—p)+0[
n

Lt e 4w
e Sl et e e

Lemat 2.2.3. Wystepuja nastepujace zbieznosci:

Jn(-2p) 5 Lo 122,
2 o
Jn(-2p) -t IZP.
2 o
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Dowdd. Z lematu 2.2.2 wynika, ze

PN r-p_o) L [Lll_e_r-p o _r-p

Jn(1-2p)) = 2\/2(( o 4)\/;“{ D i +o() > = -

\/;(1—2p,,)=—2\/;([r_’0+0)1+o(1B:—O——r_p+o(l)nj—o——r_p.
20 2 o 2 o

4 )\n
Dowdd twierdzenia 2.2.1. Zachodzi:

K _ K .
— 1n§+70'\/;(1_217n) K —nrep' 1ns0+rax/;(1—2pn)

o,n n

Jnz-p,4, Neopd,  \ntp, 2zopa,
Z lematu 2.2.1 i lematu 2.2.3 wiadomo, ze istnieja granice przy 7 —>o0
powyzszych wyrazen.
Wprowadzmy oznaczenia:
1n£+z'a\/;(1—2]_9n) ln£+ra\/;(1—2p:)
y =lim y" =lim

So So
. 2\/;0\/ P.4, ’ " Zﬁa\/p:q: ’

S,. - liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego przy nz prébach, z prawdo-

n

podobienstwem sukcesu w pojedynczej prébie wynoszacym p .
Woéwczas ze wzoréw we wniosku 2.1.1 oraz z twierdzenia 1.4.3 i lematu 2.2.2
wynika, ze

imD, = imP(S,, >k, )=limP| 217 Pn s Kou N7 P, =1-¢(7 ),
T e "o\ nrep,g,  Anepg,

analogicznie:

lim D’ =1-¢(y").

n—» o0

Stad i z lematéw 2.2.11 2.2.3 mozna otrzymac:

1 C,, () = 5,(1-47)- 51 -40) -

2 2

s o s o
In2+z(r—p+— Int+r(r—p——
y T U=

B e e




36 Uogélnienie modelu CRR

Uwaga 2.2.1. W rozdziale 1 i 2 przedstawione wyceny opcji (w modelu CRR,
w modelu Blacka-Scholesa oraz w uogélnionym modelu Blacka-Scholesa
w twierdzeniu 2.2.1) dotycza chwili =0, a czas trwania opcji wynosit
T (wéwczas T oznaczal jednocze$nie czas trwania opcji i moment wykonania
opcji). Przyjecie #=0 jest tylko kwestia wygody. Jesli chwile czasu ¢
potraktujemy jako chwile poczatkowa, w ktérej znane sg wartosci parametrow
funkcji wyceny opcji, to uzyskamy analogiczne formuly na wyceny opcji z cena
poczatkowa akcji s, (ustalong w chwili #) oraz z czasem pozostalym do

rozliczenia opcji 7=T7T—¢.

Whiosek 2.2.1. Niech s, bedzie ceng akeji w chwili # oraz

lng—r-n-lnd,’ \/;lnnga-r-n— n-t-p
l — sl _ Sl
o =

" u 20
In| —*
[d’lj

Korzystajac z lematu 1.2.1 oraz przyjmujac /,, zamiast k,, i 7=T—t we

wnioskach 1.3.1 i 2.1.1 oraz dowodzie twierdzenia 2.2.1, mozna uzyska¢
analogiczna uogolniong formute Blacka-Scholesa dla wyceny opcji w chwili ¢

(formufa w twierdzeniu 2.2.1 dotyczy wyceny opcji w chwili 0):
2 2

S (o2 S (o2
In“L+(T-t)r—-p+— In“L+(T-t)r—-p——
D=+ | o [T 0e-p=))

S . —
9 oNT —t e’ 9 oNT —t

=C,(s,),

gdzie:
t — obecna chwila czasu, 0<¢ < T,

s, — cena akcji w chwili ¢.

Uwaga 2.2.2. W powyzszej formule stopa procentowa rachunku bankowego r,
wspolczynnik zmiennosci cen akeji (volatility) o oraz wspdlczynnik o s3 ustalane
w chwili wyceny 7. Niemniej jednak zaznaczenie zaleznosci tych zmiennych od
chwili czasu ¢ zostalo pominiete w celu zwigkszenia czytelnosci zapisu.
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2.3. Wspotczynniki wrazliwosci ceny opgji

Analiza wrazliwosci instrumentu pochodnego polega na okresleniu zmian
wartoéci instrumentu, ktore nastapily w skutek zmian wartosci czynnikow
wplywajacych na warto$¢ instrumentu. W ujeciu matematycznym analiza
wrazliwosci polega na analizie zmiany wartosci funkcji wyceniajacej instrument
(zmiany ceny europejskiej opcji kupna) w wyniku zmian wartosci zmiennych
bedacych argumentami tej funkcji na podstawie wyznaczonych pochodnych
czastkowych tej funkeji wzgledem odpowiednich zmiennych.

Analiza wrazliwoéci zostanie omoéwiona dla europejskich opcji kupna na
podstawie wzoru na cen¢ opcji w uogélnionym modelu Blacka-Scholesa (zob.
twierdzenie 2.2.1). W Kklasycznym modelu Blacka-Scholesa cena opcji
uzalezniona jest od pieciu czynnikéw: ceny instrumentu podstawowego (np.
ceny akgcji), ceny wykonania, dltugosci okresu do terminu wygasniecia opcji,
stopy wolnej od ryzyka oraz zmiennosci cen instrumentu podstawowego
(volatility). W wyprowadzonej uogdélnionej formule Blacka-Scholesa (zob.
twierdzenie 2.2.1) cena opcji zalezy réwniez od szostego czynnika-
wspolczynnika p opisujacego $rednig zmiane logarytmu ceny akcji po danej
jednostce czasu, np. miesigcu. Wszystkie wymienione powyzej czynniki, z wyjat-
kiem ceny wykonania, ktdra jest ustalana w chwili zawarcia umowy, moga ulec
zmianie w trakcie trwania kontraktu opcyjnego i zmiany tych czynnikéw moga
mie¢ wplyw na zamiang ceny opgcji.

W inzynierii finansowej (zob. Jajuga, Jajuga, 2006) pochodne czastkowe ceny
opcji wzgledem danego czynnika oznaczane s3 symbolami greckich liter
(z wyjatkiem pochodnej czastkowej wzgledem volatility) i nazywane s3
wspotczynnikami greckimi.

Wprowadzmy oznaczenia:
2 2
s o)
In-+z(r—p+-—) lns—°+f(r—p—o-—)
67] __K 2 F__K 2~

(7\/? ’ U\/?

Lemat 2.3.1. Dla powyzszych oznaczen zachodzi:

J,=d -0z

Lemat 2.3.2. Dla powyzszych oznaczen zachodzi:
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Dowdd. Mozna zauwazy¢, ze

6¢(d2 ): 1 o 050 _ 1 e—o,s(a—aﬁ)z _ 1 o 054 _eglgﬁ e 03T _
od, 2m N2 N2

1 5

_ 1 o 05 .eln%{r*’”f ]T e 05T _ S_Oe(rfp)rf(g]) _ S0 ,rp)r a¢~(d 1 ),
N2 K K ad,

gdzie f(-) jest gestoécig standaryzowanego rozkladu normalnego.

Definicja 2.3.1. Wspélczynnikiem delta nazywamy pierwsza pochodna
czastkowa ceny opcji wzgledem ceny instrumentu podstawowego:

oC
Acall = 8_0 .
So

Twierdzenie 2.3.1. Wspdlczynnik delta dla europejskiej opcji kupna
w uogolnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7 ,
ceng poczatkowa akcji s,, wolng od ryzyka stopg procentowg za dang jednostke
czasu 7, wspdlczynnikiem zmiennosci cen akeji (volatility) o za dang jednostke
czasu oraz wspolczynnikiem opisujacym $rednig zmiang logarytmu ceny akcji po
danej jednostce czasu p dany jest wzorem:

A = ¢(g1 )+ ¢'(671 ) 0_1—\/; : (1 —e )

Dowdd. Z twierdzenia 2.2.1 cena opcji ma postac:
C,(50) =3, -9ld, |- ke -4,

gdzie s, oznacza cen¢ poczatkowy akgji.

Zlematu 2.3.1 oraz lematu 2.3.2 mozna otrzymac:

~ ~

o=l s, (0 ) Sk 410, ) -
~old s, 910) Sk _¢,(672)_(% _ 8(§f)J )
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—gld,)+ 5,-9(d.) ‘;f_K g gl ) (Zd ]

=il e () — s gld) = dld)rold) e

Interpretacja
Wspolczynnik delta okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji, gdy cena

instrumentu podstawowego wzrosénie o jednostke, przy zalozeniu, ze pozostate
czynniki wplywajace na cene opcji (czas trwania opcji, stopa wolna od ryzyka,
volatility, wspdlczynnik p ) nie ulegng zmianie.

Whiosek 2.3.1. Wspdlczynnik delta ma nastepujace wlasnosci:
e dla p =0 w twierdzeniu 2.2.1 mozna otrzyma¢ klasyczna formule Blacka-

-Scholesa, dla ktérej wspotczynnik delta A*, = ¢5(c71 )e 0, 1);

call

| 1—e™”
o O0<AP <A <A 4+ — <l4+— ody p>0;
call call call \/2—7[2__(7 \/2—72_2__(7 gdy p
l—e ** _pr
° L<A€ju+ £ <A <Ay <l,gdy p<0.

2nT O ‘ N27T O

Definicja 2.3.2. Wspétczynnikiem gamma nazywamy druga pochodna czastkowa
ceny opcji wzgledem ceny instrumentu podstawowego:

82Cvo — aAcall

call — W (350 :
Twierdzenie 2.3.2. Wspolczynnik gamma dla europejskiej opcji kupna
w uogdlnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K , czasem realizacji 7 ,
ceng poczatkowa akcji s,, wolng od ryzyka stopg procentowg za dang jednostke
czasu 7, wspdlczynnikiem zmiennosci cen akeji (volatility) o za dang jednostke
czasu oraz wspolczynnikiem opisujacym srednig zmiane logarytmu ceny akcji po
danej jednostce czasu p dany jest wzorem:
r,= Ad_l d_ (1 e ) - ¢’(d1). 1— d, .(1_9*/”)

“ 00\/_ ot SOO'\/; ot ’

gdzie f() jest gesto$cia standaryzowanego rozktadu normalnego.




40 Uogélnienie modelu CRR

Dowdd. Z twierdzenia 2.3.1:
oA L= ( —d,
1 /

catl ol 8d l1-e” 3
rﬂ’a”:aT_¢(dl)aS0 oz f( )_ (1/ \/_s oz O'\/_S

AN A ¢'(c71).[_ . J
et (1 47t )J‘w; - =)

gdzie f() jest gesto$cia standaryzowanego rozktadu normalnego.

Interpretacja

Wspdlczynnik gamma okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ wartos¢
wspolczynnika delta, gdy cena instrumentu podstawowego wzroénie o jednostke,
przy zalozeniu, ze pozostale czynniki wplywajace na cen¢ opcji (czas trwania
opcji, stopa wolna od ryzyka, volatility, wspotczynnik p ) nie ulegng zmianie.

Whiosek 2.3.2. Wspdlczynnik gamma ma nastepujace wlasnosci:
e dla p =0 w twierdzeniu 2.2.1 mozna otrzyma¢ klasyczna formule Blacka-

s = f(gl) >0;

-Scholesa, dla ktérej wspolczynnik gamma 1., =
S, ot

~

Sae) L cdlen)

1
, gd
1272'5 O'Z’Z' call ( 7Z'S 0'2’2' call call 127[5' G\/? g Y
0 0 0

,0-671>0;

o 0<I® <L, , <5+ d( )gdypd 0.

call call call \/_ 4
75,0°T

Definicja 2.3.3. Wspdlczynnikiem vega (wspolczynnikiem kappa) nazywamy
pierwsza pochodna czastkowa ceny opcji wzgledem zmiennoéci instrumentu

podstawowego:
oC,
Veatl = 0 .
o

Twierdzenie 2.3.3. Wspoélczynnik vega dla europejskiej opcji kupna
w uogolnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7,
ceng poczatkowa akcji s,, wolng od ryzyka stopg procentowg za dang jednostke
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czasu r, wspotczynnikiem zmiennosci cen akgji (volatility) o za dana jednost-
ke czasu oraz wspoétczynnikiem opisujacym $rednig zmiang logarytmu ceny akeji
po danej jednostce czasu p dany jest wzorem:

v =3y @ V=i sy 0) (V- B -7

gdzie f() jest gesto$cia standaryzowanego rozktadu normalnego.

Dowdd. Korzystajac z lematu 2.3.1 oraz lematu 2.3.2, mozna otrzymac:

v aC o¢ ( \ad K¢ ( ) S0¢’(C7| )Z_i_ SO¢, 671 [6_671_\/;} =

call e Voo e 60‘ e’ oo

= so¢’(‘71) K J:/T_(V :0) -l —+0 ST ( —e " )+ so¢’(c71 )\/;e*f’f =
T

@) -em) (V74 ) eagliNre =apla) (v A=)

Interpretacja

Wspolczynnik vega okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji, gdy
zmienno$¢ instrumentu podstawowego (volatility) wzrosnie o jednostke, przy
zalozeniu, Ze pozostale czynniki wplywajace na ceng opcji (cena instrumentu
podstawowego, czas trwania opcji, stopa wolna od ryzyka, wspoélczynnik p ) nie

ulegng zmianie.

Whiosek 2.3.3. Wspoétczynnik vega ma nastepujace wlasnosci:
e dla p =0 w twierdzeniu 2.2.1 mozna otrzyma¢ klasyczng formule Blacka-

-Scholesa, dla ktorej wspotczynnik vega ijl =5, ¢'(c71)\/; c (O, 5 \/g J;

s, d . s, d . | 7
« __0 —1(1—e p’)< yi - 0 —1(1—6 m)< Vo <V <Spa—,
N2 O N2 O 27

gdy p- d >0;
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o 0<Viy <V <Viw — -0 i(1 —e” )< 2 (\/; - i(1 —e” >J ,
(@2

gdy ,0-67l <0.

Definicja 2.3.4. Wspélczynnikiem theta (zob. Weron, Weron, 1998) nazywamy
pierwsza pochodng czastkowa ceny opcji wzgledem czasu trwania opcji (liczby
jednostek czasu do terminu wygasnigcia opcji europejskiej):
oC
O =—=.
call 82‘

Twierdzenie 2.3.4. Wspdlczynnik theta dla europejskiej opcji kupna

w uogoélnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7,
ceng poczatkowa akcji s, wolng od ryzyka stopa procentowa za dang jednostke

czasu 7, wspdlczynnikiem zmiennosci cen akgji (volatility) o za dang jednostke
czasu oraz wspolczynnikiem opisujacym $rednig zmiang logarytmu ceny akcji po
danej jednostce czasu p dany jest wzorem:

0.0 =S ¢’(‘71 )K;:/; _%J( _epr)"'%em} + 5’; ¢(672),

gdzie f(-) jest gestoscig standaryzowanego rozktadu normalnego.

Dowdd. Z lematu 2.3.1 oraz lematu 2.3.2 mozna otrzymac:
ac, od, | Kr K od
=s0ld)} 52 ;

err ¢(‘72 )_ 67 : ¢,(‘72 ) E =

=So-¢'(c7l)-a§i+ff-¢(c72)—e’i (K oo g7 .)j 851

=38y '¢,(‘71)'%+ 5}; ¢(‘72>_ Soﬁ(‘?l)eim (62‘ ?/-»J

A el B R A B R
K+r(r—p——) -1 Lrop|, K (d )+

=So¢'<‘71)'(1_eipr)' oz 27 O'f

0,

call —
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syp'\d, o 5\ rme_da | e e”o | Kr (~
+ - _s0¢(dl) HO'\/? 21} (1 )+ 2\/?}+e” ¢(d2).

Interpretacja
Wspdlczynnik theta okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji, gdy czas

trwania opcji (liczba jednostek czasu do terminu wygasniecia opcji europejskiej)
wzro$nie o jednostke, przy zalozeniu, zZe pozostate czynniki wplywajace na cene
opcji (cena instrumentu podstawowego, volatility, stopa wolna od ryzyka,
wspolczynnik o) nie ulegng zmianie.

Bioragc pod uwage uogélniona formule Blacka-Scholesa dla wyceny opcji
w chwili # (zob. wniosek 2.2.1), wspolczynnik theta mozna zdefiniowac jako:

. _ac, e,

“ e or
i wowczas wspolczynnik theta* okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji
wraz z uptywem czasu do chwili wygasniecia opcji europejskiej o jednostke, przy za-
lozeniu, ze pozostate czynniki wplywajace na cen¢ opcji (cena instrumentu pod-
stawowego, volatility, stopa wolna od ryzyka, wspotczynnik 0 ) nie ulegng zmianie.

Whiosek 2.3.4. Wspdlczynnik theta ma nastepujace wlasnosci:
e dla p =0 w twierdzeniu 2.2.1 mozna otrzyma¢ klasyczna formule Blacka-

-Scholesa, dla ktérej wspolczynnik theta
~ Kr (~ o Kr

0% =s,-¢'\d, ) "=+ =1 gld e(o, S0 ——t j;
I 0 ( 1) ) ,T e’ ( 2) 0 ) /272_2_ e’

° HBS

call

o O.u=5 ¢'(‘71)|:[;:/1—: _Z_;_%J'(l_em )}"'eﬁzi

So r—p 672 e o _.| Kr
< . ——=|-\l-e” )+ e’ |+—,
N2rx l:[O'\/; 21} ( ) e } e’
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2\/;(”—/0_%)

(e}

<0;

gdy p- 672_

S, r—p 672 o o s S
3 22— - )|<0% + .
N2 H or 2t 2\/;}( )} “ =

r—p 672 o o BS s, o Kr
. ——=———|l-e"")|<b. ,<0 < —+ R
|:( 0\/? 2T 2\/?}( ):| call call 2 [272_ \/; erz—

2\/?(r—p—%)

o

>0.

gdy p- 672_

Definicja 2.3.5. Wspolczynnikiem rho nazywamy pierwsza pochodna czastkowa
ceny opcji wzgledem stopy procentowe;j:

j— a(:'0
Pear = o

Twierdzenie 2.3.5. Wspdlczynnik rho dla europejskiej opcji kupna
w uogolnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7,
ceng poczatkowa akcji s, wolng od ryzyka stopa procentowa za dang jednostke
czasu r , wspotczynnikiem zmiennosci cen akeji (volatility) o za dang jednost-
ke czasu oraz wspoétczynnikiem opisujacym $rednig zmiang logarytmu ceny akeji
po danej jednostce czasu p dany jest wzorem:

=50 @) e Yo o)



Wspotczynniki wrazliwosci ceny opcji 45

Dowdd. Korzystajac z lematu 2.3.1 oraz lematu 2.3.2, mozna otrzymac:

~

Pean :%:SO '¢(d1) %_K o '¢(572)'%+7-Ke” -¢(c72):

~

=5, '¢(d1) aair—K e -%e”e‘pf -¢'(CZ)-%+T-K8_” -¢(c72)=.

) ok )

Interpretacja

Wspdlczynnik rho okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji, gdy stopa
wolna od ryzyka wzrosénie o jednostke (z reguly o jeden punkt procentowy), przy
zalozeniu, Ze pozostale czynniki wplywajace na cene opcji (cena instrumentu
podstawowego, czas trwania opcji, volatility, wspdlczynnik o) nie ulegna

zZmianie.

Whiosek 2.3.5. Wspdlczynnik rho ma nastepujace wlasnosci:
e dla p =0 w twierdzeniu 2.2.1 mozna otrzyma¢ klasyczna formule Blacka-

~ K
-Scholesa, dla ktérej wspétczynnik rho p25 = 7- Ke ™" - ¢(d 5 )e [0, :J ;
e

S \/; Kt N \/;
e 0< < < + 0 =)< + 2 Al—e™),
pcall Pl pcall \/E'O' ( ) o \/E'O' ( )

gdy p>0;
So\/; _(l_e—pr)< BS So\/;
N2 o N2 o

gdy p<0.

call

K
-pT BS
(l_e )<pcall<pcall<67’

Uogolniona formula Blacka-Scholesa (zob. twierdzenie 2.2.1), w odrdznieniu od
klasycznej formuly Blacka-Scholesa, zalezy réwniez od wspdlczynnika p
opisujacego $rednig zmiang logarytmu ceny akcji po danej jednostce czasu.
W celu okreslenia wrazliwosci ceny opcji na zmiang¢ wspdlczynnika p nalezy

wyznaczy¢ pochodng czastkowa ceny opcji wzgledem p.
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Wprowadzono nastepujaca definicje:

Definicja 2.3.6. Wspdlczynnikiem p., nazywamy pierwsza pochodng
czastkowa ceny opcji wzgledem wspdlczynnika p opisujacego srednig zmiane
logarytmu ceny akgji po danej jednostce czasu:

+ _0C,
Pean = op

Twierdzenie 2.3.6. Wspélczynnik p.,  dla europejskiej opcji kupna
w uogolnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7,
ceng poczatkowa akcji s, wolng od ryzyka stopa procentowa za dang jednostke

czasu 7, wspdlczynnikiem zmiennosci cen akgji (volatility) o za dang jednostke
czasu oraz wspolczynnikiem opisujacym srednig zmiane logarytmu ceny akcji po
danej jednostce czasu p wynosi:

G i e

pcall - ap

Dowdd. Korzystajac z lematu 2.3.1 oraz lematu 2.3.2, mozna uzyska¢ nastepujace

obliczenia:
p:a” = a@% = SO¢'(6?1 )88_62 — Ke*r1¢r(c72 )% = SO¢'(C7I )aa—cli — Soefpf . ¢’(C7] )aa_cli =

)7 e )

Interpretacja

Wspolczynnik p., okreéla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji, gdy
wspolczynnik opisujacy $rednig zmiane logarytmu ceny akcji po danej jednostce
czasu O wzrosnie o jednostke, przy zalozeniu, ze pozostate czynniki wplywajace
na cen¢ opcji (cena instrumentu podstawowego, czas trwania opcji, volatility,
stopa wolna od ryzyka) nie ulegng zmianie.
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Whiosek 2.3.6. Wspdtczynnik p. , ma nastepujace wlasnosci:
e dla p=0 w twierdzeniu 2.2.1 mozna otrzyma¢ klasyczna formute Blacka-
-Scholesa (niezalezng od wspétczynnika p ), dla ktérej wspdtczynnik rho
*BS — 0 ;

call
N

°* 5,- e =)< p., <0,gdy p>0;
0 \/go_( ) Peail gay

e 0<p., <5," -(e””—l),gdy p<0.

N2 o

Na zmiane ceny opcji europejskiej na akcje najwiekszy wplyw maja zmiana ceny
instrumentu podstawowego (ceny akgcji) oraz zmiana wspotczynnika zmiennosci
cen akcji (volatility) o . Stad warto dokona¢ analizy dodatkowych
wspolczynnikéw wrazliwosci ceny opcji, ktorymi sg pierwsze pochodne A,

I

vall> Vean W2gledem s iwzgledem o .

Definicja 2.3.7. Wspélczynnikiem vanna nazywamy druga pochodng ceny opcji
wzgledem ceny instrumentu podstawowego i wzgledem zmiennosci instrumentu
podstawowego:

0°C, 0y _ Ve
ds,00 0o Os,

vanna =

Twierdzenie 2.3.7. Wspoélczynnik vanna dla europejskiej opcji kupna
w uogolnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7,
ceng poczatkowsa akcji s,, wolng od ryzyka stopa procentows za dang jednostke
czasu r , wspdtczynnikiem zmiennosci cen akeji (volatility) o za dang jednostke
czasu oraz wspolczynnikiem opisujacym srednig zmiane logarytmu ceny akcji po
danej jednostce czasu p dany jest wzorem:

vanna =¢’(c71)-[_672 + 671 '672 —1 (l—e_p’) )

(o} 0'2\/; .

gdzie f(-) jest gestoscig standaryzowanego rozktadu normalnego.
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Dowdd. Mozna zauwazy¢, ze

vam%:¢r<a>%+f<a>-<-a;>%¢<1-e~w>+f<al>—*g<l_ﬂ>:

Tatlr=p) || Wmarrp) 7 |-e)
K @) +

R fa

Ponadto korzystajac z lematu 2.3.1, mozna otrzymac:

=2 (0)- /020 | [ﬁ—i<1-e—pf)j+sof(cz)e‘”—1acz:

o o 0s,

:f@){ﬁ_i(l_ef) faf f . (1 pf)_%(l—em)\/;;so}

o

Interpretacja
Wspdlczynnik vanna okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ wartos¢

wspolczynnika delta, gdy zmienno$¢ instrumentu podstawowego (volatility)
wzrosnie o jednostke, przy zalozeniu, ze pozostate czynniki wplywajace na cene
opcji (cena instrumentu podstawowego, czas trwania opcji, stopa wolna od
ryzyka, wspolczynnik o) nie ulegng zmianie. Wspoétczynnik vanna okreéla, o ile
w przyblizeniu zmieni si¢ warto$¢ wspoélczynnika vega, gdy cena instrumentu
podstawowego wzrosnie o jednostke, przy zalozeniu, ze pozostale czynniki
wplywajace na ceng¢ opcji (czas trwania opcji, volatility, stopa wolna od ryzyka,
wspolczynnik p ) nie ulegna zmianie.

Definicja 2.3.8. Wspdlczynnikiem volga nazywamy druga pochodng ceny opcji
wzgledem zmiennosci instrumentu podstawowego:

62C 8\/

2
o2 oo

call

volga =
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Twierdzenie 2.3.8. Wspoélczynnik volga dla europejskiej opcji kupna
w uogolnionym modelu Blacka-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7,
ceng poczatkows akcji s,, wolng od ryzyka stopa procentows za dang jednostke

czasu 7 , wspolczynnikiem zmiennosci cen akeji (volatility) o za dana jednostke
czasu oraz wspolczynnikiem opisujacym srednig zmiane logarytmu ceny akcji po
danej jednostce czasu p dany jest wzorem:

volga = s, f(jl)%[c?z\/?+é(1—31 w?)-(l—em)}’

gdzie f(-) jest gestoscig standaryzowanego rozktadu normalnego.

Dowéd. Mozna zauwazy¢, ze

volga=6;””=—sof(c71)-c71'6‘71-(ﬁ—‘z-(1—em)J+sof(cz).‘7;.(1_em)=
O

o

Il
Ofn
=
[
\._/
Q|2
l;l
By
_l’_
Q |~
T
|
[
I\)&Z
N—
—_—
|
Q
3
L

Interpretacja
Wspolczynnik volga okres$la, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ wartos¢

wspllczynnika vega, gdy zmienno$¢ instrumentu podstawowego (volatility)
wzrosnie o jednostke, przy zalozeniu, ze pozostate czynniki wplywajace na cene
opcji (cena instrumentu podstawowego, czas trwania opcji, stopa wolna od
ryzyka, wspdlczynnik p ) nie ulegng zmianie.

Ponizsze twierdzenie przedstawia kolejne wspotczynniki wrazliwosci ceny opcji

— pierwsze pochodne I

call

wzgledem s, i wzgledem o, ktére w literaturze nie

maja nazewnictwa.

Twierdzenie 2.3.9. Dla europejskiej opcji kupna w uogélnionym modelu Blacka-
-Scholesa z ceng realizacji K, czasem realizacji 7, cena poczatkows akgji s,
wolng od ryzyka stopa procentows za dang jednostke czasu r , wspdtczynnikiem
zmiennodci cen akcji (volatility) o za dana jednostke czasu oraz
wspodlczynnikiem opisujacym $rednig zmiane logarytmu ceny akcji po danej
jednostce czasu p zachodzi:
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61—"II 63C _f( ) 671 -pr 6712_1 -pr
call _ o 1+ pT . 1_ P
0s, os, soo-\/_ \/_e o't ( ¢ ) ’

ol el l—e ™™ [~ ~o~
d,)| did, -1+ 3d, -d’d, - ot
O _ 5 G, _52\/ Ovanna f( 1{ 2 ot ( 174 4y )}

oo 6S0 oo 0s; 0s, 5,07 Jr ’

gdzie f(-) jest gestoscig standaryzowanego rozkladu normalnego.

Dowdd. Mozna zauwazy¢, ze

T (—f(i) ra)a ad][ dfi-c )]_f(ci)-(l—ep’)@_ci_
3, \siovr s,or s, oVt s, 0N B,
-/ 1)_f(071)-071+£f(v71)+ 1) J d-f=er) ) i-e)_
sior  spo't |\ sloVr sjolr ot siodtr
E-Tein
siovr | ot oVt

_f( ){4_ 671 e—pr_h_ _eprj|
SOO'\/_ : \/_ o’r (1 )

Ponadto

or., v~ ad [-d, d-d-1,
el _ _ £\ )-d L. 2 7172 Al=e” )|+
oo f( 1) ! 0s, l: ot ( )}

o

s\ -lod, (1—e) (ad, 5 ad, 5 )| _
+f(d1)-{;aso gy (650 d2+aso dl]:l_
= f(gl) 671'612_‘11'(411'612_1), _ pr _1 (l—efpr (7 .5
_soox/_{ o T (1 ¢ ) a+ o2 T ( )}

L aleeia o]
0

Ponizej zostang obliczone pierwsze pochodne A _;;, I, ;, V.., wzgledem p.
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Twierdzenie 2.3.10. Dla europejskiej opcji kupna w uogdlnionym modelu
Blacka-Scholesa z ceng realizacji K , czasem realizacji 7, ceng poczgtkowy akgji
S,>» wolng od ryzyka stopa procentowa za dang jednostke czasu r, wspot-
czynnikiem zmiennos$ci cen akcji (volatility) o za dang jednostke czasu oraz
wspodlczynnikiem opisujacym $rednig zmiane logarytmu ceny akcji po danej
jednostce czasu p zachodzi:

OA _ f(d1)2'd2 (1_8—/37)’

op o

arcallzsof(f:/)_(l d +d o'\/_Xl epr

avcall _ \/_ -pr
o S, f( ) (dO‘\/_ d +1)(1—e )

gdzie f(-) jest gesto$cia standaryzowanego rozkladu normalnego.

Dowéd. Mozna zauwazy¢, ze
aAcall f(d ) adl _f(dl)'dl adl _(l_e*pr)—i_ f(dl)z_
op op  oVr op ot

:—J?f@)[l_ d, (1_epf)_emJ:M(1_em)

O

oraz

%_f(dwad(c?( )-IJ f(d)[l o ad, d]

- soa\/_ op ot soa\/_ ot 6,0 ot

_f(‘zz)[cz_j\l/z;+ai/;}(l—e‘”) %f—}(l d +d 0\/_X1 e”’

¥
Ponadto

OV, d, o B 1- e’prﬁd dep’ B
Gpﬂ_ df( )p[ (1—e)- \/?] sof({ T )_

- oL, o dl
sOf(dl)\E(l_e {0+dl[ GJ:SOJ((‘Z)\/;(‘ZO'\/;—CZZ'HXI_QW)
o’ .

O
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Uwaga 2.3.1. Przy interpretacjach wspotczynnikéw wrazliwosci ceny opcji
nalezy rozwaza¢ jedynie wplyw niewielkich zmian danego czynnika na cen¢
opgcji. Fakt ten wynika wprost z definicji pochodnej funkcji.

Analizujac poszczegolne wspotczynniki wrazliwosci ceny opcji, rozwazano wylacznie
wplyw danego czynnika na cen¢ opcji, nie uwzgledniajac wplywu innych czynnikéw.
W celu oszacowania zmiany ceny opcji z uwzglednieniem zmian wszystkich
czynnikow nalezy zastosowac wzor Taylora (dla funkgji wielu zmiennych).

Cena opcji wyznaczona w uogélnionym modelu Blacka-Scholesa (zob.

twierdzenie 2.2.1):
2 2
lns—°+r(r—p+%) © 1n%+r(r—p—%)
IimC, ,(s,)=s -7 = Cy(s
limC,, (s,) = 5o — = T ()

jest funkcja, ktorej argumentami s3: cena instrumentu podstawowego (np. cena
akgji), cena wykonania, dlugo$¢ okresu do terminu wygasniecia opcji, stopa wolna
od ryzyka, zmienno$¢ cen instrumentu podstawowego (volatility), wspdlczynnik
L opisujacy $rednig zmiane logarytmu ceny akcji po danej jednostce czasu.
Wszystkie wyzej wymienione parametry, z wyjatkiem ceny wykonania opcji
(ustalana w kontrakcie), sa wielkosciami zmiennymi. Zatem nalezy analizowac

wplyw zmian pieciu zmiennych parametréw na zmiane ceny opgji. Stad
2 2

1ns—°+r(r—p+o——) 1nS—°+r(r—p—O——)
Co(s1 77,0, 9) = 5,8 e 2
ot e ot

= Cy(sy)-

Zmiane wartosci funkeji (ceny opcji) C; w wyniku zmiany ceny poczatkowej
akcji o wielko$¢ As,, zmiany czasu trwania o wielkos¢ A7, zmiany stopy
procentowej o wielko$¢ Ar, zmiany volatility o wielkos¢ Ao oraz zmiany
wspolczynnika p o wielko$¢ Ap

AC, =Cy(s, +Asy, t+At,r+ Ar,oc+ Ao, p+ Ap)—C,(s,,7,7,0, p)

zgodnie ze wzorem Taylora mozna przyblizy¢ nastepujaco:
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2
AC, ~ aCOAs laCZO (As,) + oG, As,Ac + %o p LG S (Ac) + o pr s
0s, 2 0Osy 0s,00 oo 2 9o or
3 3 2
& oCq /)Jrl—a C;O (As,) L 82C° (As, ) Ao + ) As,Ap +
or op 6 Os, 2 0s,00 0s,0p
62C 1 0°C,
(Aso) Ap.

Taaop” T 2 ast0p
Stad i z twierdzen 2.3.1-2.3.10 mozna otrzymac nastepujaca formule na zmiang
ceny opgji:
Twierdzenie 2.3.11. W wyniku zmiany ceny poczatkowej akcji o wielko$¢ As,
zmiany czasu trwania o wielko§¢ A7, zmiany stopy procentowej o wielko$¢ Ar,
zmiany volatility o wielko§¢ Ao oraz zmiany wspétczynnika p o wielko$¢ Ap
cena opcji w uogolnionym modelu Blacka-Scholesa ulegnie zmianie o wielkos¢:

AC, z[¢(671)+¢'(¢7]).01/;.(1_e )jAs +;Sf<£\/% (1 j};.( —e_m)](AsO)2+

+¢'(J])-{_52 do_zd\/;_l (l—e"pf)}Asvo%sO -¢'(c7])-(\/;—i-(1—@"”)]Aa+

q%

+;ng(2di/);{gl '6?2 —1+(16_e\/;)'(3‘?1 _‘712 'Jz _0\/;):|(AS0)2A0+

f(d)d( e Msdprs, 1(d )£(d0f 32 +1)-(1—e oo+

S BT Ry B

Whiosek 2.3.7. W wyniku zmiany ceny poczatkowej akcji o wielkos¢ As,,
zmiany czasu trwania o wielko§¢ A7, zmiany stopy procentowej o wielko$¢ Ar,
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zmiany volatility o wielko$¢ Ao oraz zmiany wspétczynnika p o wielkoé¢ Ap
cena opcji w modelu Blacka-Scholesa ulegnie zmianie o wielko$¢:

AC, ~ #ld s, + + #la) (s, F - éqﬁ’(il Wsoho+s,0/(d, Neao+
2 5,047 o)

s T 50 T 2L skl

1—f(c7])(1+ d, J(Aso)s+lﬁl(¢7]jz_1)(Aso)zAa.

+_
6siolr| oWt 2 s,0%r

Z wniosku 2.3.1, z wnioskow 2.3.3-2.3.5 oraz twierdzenia 2.3.6 mozna otrzymac
nastepujace wnioski:

Whiosek 2.3.8. W uogélnionym modelu Blacka-Scholesa:

e jesli p>0,tofunkcja C, jest funkcja rosnaca jako funkcja zmiennej s, ;
jesli p>0, to cena europejskiej opcji kupna ro$nie wraz ze wzrostem
poczatkowej ceny akcji;

e jedli p>0,tofunkcja C, jest funkcja rosnaca jako funkcja zmiennej 7 ;
jesli p>0, to cena europejskiej opcji kupna ro$nie wraz ze wzrostem
stopy procentowej wolnej od ryzyka;

e jedli p<0,tofunkcja C, jest funkcja rosnacg jako funkcja zmiennej p;
jesli p <0, to cena europejskiej opcji kupna ro$nie wraz ze wzrostem
wspolczynnika opisujacego srednig zmiane logarytmu ceny akcji;

e jesli p>0,tofunkcja C, jest funkcjg malejaca jako funkcja zmiennej o ;
jesli p>0, to cena europejskiej opcji kupna maleje wraz ze wzrostem

wspolczynnika opisujacego $rednig zmiane logarytmu ceny akcji.

Whiosek 2.3.9. W modelu Blacka-Scholesa:

e funkca C, jest funkcga rosnaca jako funkcja zmiennej s,;
cena europejskiej opcji kupna rosnie wraz ze wzrostem poczatkowej ceny akji;

e funkcja C, jest funkcja malejacg jako funkcja zmiennej K ;

cena europejskiej opcji kupna maleje wraz ze wzrostem ceny wykonania;
o funkcja C jest funkcja rosnacg jako funkcja zmiennej 7 ;
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cena europejskiej opcji kupna ros$nie wraz ze wzrostem czasu pozostalego
do terminu wykonania opcji;
cena europejskiej opcji kupna maleje wraz z uptywem czasu pozostalego
do terminu wykonania opcji;

e funkcja C, jest funkcja rosnaca jako funkcja zmiennej o';
cena europejskiej opcji kupna rosnie wraz ze wzrostem wspoétczynnika
zmiennosci cen akcji (volatility);

e funkcja C, jest funkcja rosnacg jako funkcja zmiennej 7 ;
cena europejskiej opcji kupna ros$nie wraz ze wzrostem stopy procentowe;j
wolnej od ryzyka.

2.4. Przyktady liczhowe wycen

Przyklad 2.4.1. Zalozono, ze poczatkowa cena akcji w momencie ¢ = 0 wynosi
40 $, wspdtczynnik zmiennosci cen akeji (volatility) o w kazdym miesigcu wynosi
0,3, za$ $rednia zmiana logarytmu ceny akcji w ciggu kazdego miesigca (po
n chwilach) wynosi 0,2. Ceny akgji s3 obserwowane co minute.

Zatem s, =40, 0=0,3, p=0,2, n=60-24-30=43200 (przyjeto 30 dni

w miesigcu).
1

ol Ll
Stad u =e V"¢ " %1001 d, =e V"-e’" %0999,

1

Otrzymano nastgpujace mozliwe ceny akcji w uogdlnionym modelu CRR
w ciggu kolejnych czterech minut (zob. definicja 1.1.1):

40,16
40,12

40,08 40,08
40,04 40,04

40 40 40

39.96 39.96

39.92 39,92
39,88

3984

t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 [min]
Rysunek 2.4.1. Zmiany cen akcji w ciggu czterech minut wedtug uogélnionego modelu CRR
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Przyklad 2.4.2. Poczatkowa cena akcji w momencie t = 0 wynosi 50 §,
wspdlczynnik zmiennosci cen akgji (volatility) o w kazdym miesigcu wynosi 0,2,
za$ $rednia zmiana logarytmu ceny akgcji w ciagu kazdego miesigca (po n chwilach)
wynosi 0,04. Ponadto miesigczna bankowa stopa procentowa r = 0,4%. Analizie
podlega europejska opcja kupna na akcje z czasem wykonania wynoszacym trzy
miesigce i ceng wykonania w wysokosci K = 48 $.

Zatem s, =50, 0=0,2, p=0,04, 7=3, n=1.

Stad
1

! %
u =e . ~1271,d, =e

n

<
Q
A
Bl
Q
=
o0
W
(\9]
N>
Il
Q
<
BN
Q
N
S
(e
N

N e u,—r
=2 " =0363, q, =——2=0,637.
L 1 u,—d

n n n

Ponizszy diagram przedstawia mozliwe ceny akcji w uogélnionym modelu CRR
w ciagu kolejnych trzech miesiecy t = 1, t = 2, t = 3 (zob. definicja 1.1.1):

102,66
8077 °
63.55 68,82
50 5414
42,60 46,13
3630
3092

(=0 r=1 (=2 =3

Rysunek 2.4.2. Zmiany cen akcji w ciggu trzech miesiecy wedtug uogélnionego modelu CRR
Zrédto: opracowanie wtasne.

Z definicji 1.1.5 wynika, ze wartosci opcji w chwili wygasnigcia w kolejnych
wezlach wynosza: 54,66 $, 20,82 $, 0 §, 0 $. Wartosci opcji przed momentem
wygasniecia w kolejnych wezlach nalezy obliczy¢ ze wzoru (1.1) (zob. lemat
1.1.1) oraz skorzysta¢ z definicji 1.1.6. Zatem warto$¢ opcji w chwili t w danym
wezle jest zdyskontowang wazong srednia opcji w weztach kolejnego okresu, tj.:
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C,(s) :%[p: -C, +q; 'Cz_+1]’

gdzie:

C;, jest wartoécia opcji w chwili £ +1 w przypadku wzrostu ceny akcji w chwili

t z danego wezla,
Ca

t z danego wezla.

jest wartoscig opcji w chwili #+1 w przypadku spadku ceny akcji w chwili

Ponizszy diagram przedstawia ceny opcji w poszczegolnych wezlach dla
kolejnych rozwazanych chwil czasu w uogélnionym modelu CRR.

54,66
32,97 ©
16,70 20,82
7,76 7.53
2,72 0
0
' 0

t=0 t=1 t=2 t=3
Rysunek 2.4.3. Ceny europejskiej opcji kupna wedtug uogé6lnionego modelu CRR
Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla przykiadu przedstawiono obliczenia ceny opcji dla chwili t = 2 dla wezta
z ceng akcji wynoszaca 80,77 $:

C,80,77) = L[ -Cr + ¢ -C; )= 1 0104 0,363 - 54,66 + 0,637 - 20,82] = 32,97.
r ,
Ostatecznie cena europejskiej opcji kupna w momencie ¢ = 0 wynosi

C,(s,) =776 $.

Przyklad 2.4.3. Graniczng cene opcji w uogdlnionym modelu CRR nalezy
wyznaczy¢ ze wzoru (zob. twierdzenie 2.2.1):



58 Uogélnienie modelu CRR

lim Co. (59) = 5,0

2

lns—°+r(r—p+%)

o\t

_?¢

2

s o
In=2+z(r—p——
g Fer=p=—2)

o\t

Zalozono, ze w chwili obecnej cena akcji wynosi 42 $ oraz roczna bankowa stopa
procentowa wynosi 10%. Analizie podlega europejska opcja kupna z terminem

wygasniecia wynoszacym sze$¢ miesiecy i ceng wykonania w wysokosci 40 $.
Rozwazono wzrosty ceny akcji kolejno o 10%, 20%, 30%, 40%, 50%, 60% oraz
spadki ceny akcji kolejno o 10%, 20%, 30%, 40%, 50%, 60%.

Tabela 2.4.1. Zmiany cen akgji

Wzrost/spadek poczatkowej ceny akcji o:

-60%

-50%

-40%

-30%

-20%

-10%

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

St

16,8

21

25,2

29,4

33,6

37,8

42

46,2

50,4

54,6

58,8

63

67,2

)

-0,92

-0,69

-0,51

-0,36

-0,22

-0,11

0,00

0,10

0,18

0,26

0,34

0,41

0,47

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 2.4.2. Graniczna cena opcji w uogélnionym modelu CRR dla o = 0,2

P

-0,92

-0,69

-0,51

-0,36

-0,22

-0,11

0,00

0,10

0,18

0,26

0,34

0,41

0,47

limC, , (sy)

3,95

3,96

4,02

4,18

443

4,66

4,76

4,65

431

3,82

3,23

2,64

2,09

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 2.4.3. Graniczna cena opcji w uogélnionym modelu CRR dla o = 0,3

2

-0,92

-0,69

-0,51

-0,36

-0,22

-0,11

0,00

0,10

0,18

0,26

0,34

0,41

0,47

limC,, (sy)

4,04

4,25

4,60

5,01

5,38

5,63

5,71

5,63

541

5,08

4,68

424

3,79

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabela 2.4.4. Graniczna cena opcji w uogélnionym modelu CRR dla o = 0,4

2

-0,92

-0,69

-0,51

-0,36

-0,22

-0,11

0,00

0,10

0,18

0,26

0,34

0,41

0,47

limC,, (sy)

451

5,03

5,59

6,09

6,46

6,68

6,75

6,68

6,52

6,27

5,96

5,62

5,26

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tabela 2.4.5. Graniczna cena opcji w uogélnionym modelu CRR dla o = 0,5

p -0,92|-0,69|-0,51|-0,36|-0,22|-0,11| 0,00 | 0,20 | 0,18 | 0,26 | 0,34 | 0,41 | 0,47

imC,,(s,) | 536 | 6,09 | 6,73 | 7,22| 7,56 | 7,75 | 7,81 | 7,76 | 7,62 | 7,43 | 7,18 | 6,91 | 6,61

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ponizszy wykres przedstawia zalezno$¢ granicznej ceny opcji w uogélnionym
modelu CRR od wspoélczynnika opisujacego srednig zmiang logarytmu ceny
akeji po danej jednostce czasu p.

(]
[en]
[en]

[en]
D

P

~
[en]
D

1}
(o]
D

[en]
D

2
‘Ln
@
L 4

[«
[«5)
*

W

Graniczna cena opgcji
<
4
J‘h
[«
D
¢

K
fen)
[«5)
*

[en]
D

=

[«
e
[«5)

-100 -0,80 -0,60  -0,40  -0,20 0,00 0,20 0,40 0,60
Srednia zmiana logarytmu ceny akgji

¢ wspotczynnik zmiennosci 0,2 wspotczynnik zmiennosci 0,3
wspotczynnik zmiennosci 0,4 wspotczynnik zmiennosci 0,5
Wykres 2.4.1. Zalezno$¢ granicznej ceny opcji w uogdlnionym modelu CRR od wspétczynnika p
Zrédto: opracowanie wtasne.

Zauwazmy, ze wraz ze wzrostem S$redniej zmiany logarytmu cen akcji p
graniczna cena akcji w uogdélnionym modelu CRR (zob. wniosek 2.3.8):
e maleje,gdy p >0,

e wzrasta, gdy p <0.







Rozdziat 3

Model CRR z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie
dla dwoch jednostek czasu

Rozdzial ten jest poswigcony modelowi typu CRR, w ktérym zmieniajg sie
parametry, tj. stopy procentowe rachunku bankowego (kredytu, obligacji) oraz
wspdlczynniki zmiennosci cen akcji (volatility) o w kolejnych (dlugich)
jednostkach czasu, np. w nastepnych miesigcach. Utworzono cigg modeli CRR,
czyli tzw. kalibracje modelu CRR, zgodnie z klasycznymi zasadami opisanymi
w podrozdziale 1.3. Ostatecznie zostanie uzyskana formuta na graniczna wycene
opcji przez replikacje, bedaca uogoélnieniem formuly Blacka-Scholesa, w ktorej
nadal wystapi dystrybuanta rozkladu logarytmiczno-normalnego. Dokladniej,
bedzie rozpatrywany model zmian cen akcji i stop procentowych wolnych od
ryzyka parametryzowany liczbg naturalng n . Bedzie rozwazany okres czasu T
obejmujacy dwie dlugie jednostki czasu (np. dwa miesigce). Czas mierzony
w miesigcach oznaczono przez 7, czyli przyjeto 7=2. W kazdym z dwdch
rozpatrywanych miesigcy wystapi 7 chwil zmiany portfela (chwil handlowania).
Zatem rozwazany okres czasu 7 =2 zostaje podzielony na 7 =2n réwnych
przedzialéw (chwil handlowania). Zostaje ustalona poczatkowa cena akcji s,,

a ponadto w kazdej z dwodch jednostek czasu (w kazdym z dwdch
rozpatrywanych miesiecy) zostaja ustalone stopa procentowa wolna od ryzyka
(stopa procentowa rachunku bankowego, kredytu lub obligacji) i wspétczynnik
zmiennodci cen akcji o. Tym samym pozostaja ustalone oprocentowanie
rachunku bankowego miedzy kolejnymi chwilami handlowania oraz gérna
i dolna zmiana cen akeji migdzy tymi chwilami.

Wprowadzmy oznaczenia:
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s, , — cena akcji na poczatku i-tego miesigca, i = 1 lub i =2 (s, jest wiec pewna
zmienng losows), s, jest stala, jak poprzednio,
7, — stopa procentowa wolna od ryzyka za i-ty miesiac,

o; — wspolczynnik zmiennosci cen akcji w i-tym miesiacu,

1
. 1y

7,, =e " - oprocentowanie rachunku bankowego w i-tym miesigcu miedzy

i,n
chwilami handlowania,
u,, — mozliwa gérna zmiana ceny akcji w i-tym miesigcu miedzy chwilami

handlowania,

d, - mozliwa dolna zmiana ceny akcji w i-tym miesigcu migdzy chwilami

i,n

handlowania,

1
oL
"

>

1
oi—=
u, =e V" d_=e

in
pzn - prawdopodobienstwo martyngalowe wzrostu ceny akcji miedzy chwilami

handlowania w i-tym miesigcu,
* r;',n - di,n * 1 * i s
pi,n - d > qi,n - _pi,n -
ui,n i,n u

gdziei=1lubi=2.

3.1. Jednostajna zbieznosc formuty CRR
do formuty Blacka-Scholesa

Na wstepie zostaje przypomniana nieréwno$¢ Bernsteina (Jakubowski, Sztencel,
2000), z ktoérej skorzystano w dowodzie twierdzenia 3.1.2.

Twierdzenie 3.1.1. Nierowno$¢ Bernsteina. Jezeli Sn jest liczba sukceséw

w schemacie , prob Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu w po-
jedynczej probie p , to

2

P[S" gp—gjse_"“, P[i2p+é‘]36_n4 , >0,
n n

Ponizszy lemat zostanie rowniez wykorzystany w dowodzie twierdzenia 3.1.2.
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Lemat 3.1.1. Niech y <0. Zachodza nastepujgce oszacowania:
7, 1.

[ £(odx< %e 2"

[

Var v

gdzie f(-) jest gestoscig standaryzowanego rozktadu normalnego.

."/[ f(x)dx <

Dowdd. Niech y <0. Stosujgc podstawienie u = x — 7, mozna otrzymaé:

1,0 1, 1,0 1 1, 1>

V4 0 1
1 =+ 1 = —m—u -7 —u -7
xX)dx=|—e? du=——e? |le ? du<e? |—e? du<—e? .
[roode= [z | o
Ponadto
7 0 1 ) 1,0 1, 1,0 1,
1 o 1 =7 e 1 1 -7
(X)dx= | —e ? du = e? le ? dus—e? |e"du=—+—e? .
Jrea= s N Nl R

Ponizsze twierdzenie opisuje jednostajng zbieznos¢ formuly CRR do formuly
Blacka-Scholesa przy ustalonym czasie 7 =1, ustalonej cenie wykupu K, przy
cenie poczatkowej akeji s, przebiegajacej przedzial (0, o) i przy bardzo duzej
liczbie chwil handlowania w danej jednostce czasu, tj. przy n— .
W oznaczeniach ponizszego twierdzenia pomini¢to indeks i, gdyz rozwazana

bedzie wytgcznie jedna ustalona jednostka czasu, tj. 7 =1 (np. jeden miesiac).

Twierdzenie 3.1.2. Jednostajna zbiezno$¢ formuly CRR do formuly Blacka-
-Scholesa (Chojnowska-Michalik, Fraszka-Sobczyk, 2016). Dla europejskiej opcji
kupna z ceng realizacji K, czasem realizacji 7 =1, ceng poczatkowa akgji s,
stopa procentowa rachunku bankowego (kredytu, obligacji) w danej jednostce

czasu (np. w danym miesigcu) » oraz wspolczynnikiem zmiennosci cen akcji

(volatility) o za dana jednostke czasu zachodzi:

. K
limC,, (s,) = S0¢(d+ )——r¢(d_) jednostajnie po s, € (0, ®),
n—»o ? e
gdzie:

*

— K
CO,n (‘SO) = SODn - D 4

rT n




64 Model CRR z parametrami zmieniajacymi sie w czasie...

3 RN e

k=ko, k=ky ,,

K
\/;ln—+0'-n
_ So

20
p*_fn—d, g = u,—r, ﬁ—p*-u—” 7=q . d,
S e
2
2+ (r+ 2 2+ (-2
g -_K 2 4 __ K 2
! c ) o

Dowdd. Zostang rozwazone dwa przypadki.
L. s, >5,gdzie 5 bedzie odpowiednio dobrang liczba.

Wébwczas

oot ke s )

= s, Z [ J g - Z [ZJ-kaqZ” —s,(d.)+ Ke " $(d)| =

k=ko , k=ko ,

= |5,P(S, > k,, )~ Ke " P(S] > ky )~ s,p(d,) + Ke " p(d )| =

= |-5,P(S, < ko, )+ Ke " P(S] < by, )+ s,(~d.) ~ Ke " (~d )| <

<s,P(S, <k, )+sop(~d,)+Ke " P(S] <k, , )+ Ke " $(d.),

gdzie S, S’ oznaczajg liczbe sukcesow w schemacie Bernoulliego przy
n prébach, z prawdopodobienstwami sukcesu w pojedynczej probie wynosza-
cymi odpowiednio p, i p:.

Mozna zauwazyg, ze

\/Zln£+a.n lnE
ko, So S, 1 1

no 20-n 20-\/;

Poniewaz
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M 0, to istnieje wskaznik m (zalezny od konkretnego ciagu

1//n

o 1 o!l/f } 1
0(1/ \/;)) taki, ze ngeN _ZO- T \/_ —J (m jest brane dla ciagow

0(1/ Jn ) wystepujacych w definicji p, oraz p)).
Zatem z lematu 2.2.2, gdzie p = 0, mozna otrzyma¢ dla n=>m:

ﬁ —l+[L+lajL+0(LJ>l+ r + c — c >l
"2 20 4 )¥n \n) 2 20Vn 4n 4dn 2
W konsekwengji dla s, > K :

k
vV p, - ;’">0. (1)

m<neN

Analogicznie mozna uzyska¢ nastepujaca nieréwnos¢ dla n > m :

*_l+(L_lajL+0 LR N S U S
P52 4% ) AR ) 2 20 20

Dla n > m mozna zauwazy¢, ze

. ko, r o, ( 1 ] InK —Ins, >lns0+r—an—<72
b, — = - o 7= |~ = .
n 20\/; 4\/; \/; 20'\/; 2(7\/;

Ponadto

3 V Ins,+r—-InK-o0’>0.

s"2K  s"<sg

Zatem
ko, _Insy+r—K-o’
P - 0n 5, NS TFZMAB 7O 0, dla dowolnego s, >s" oraz dowolnego
n 20\/;
n=m. (2)

Dla n > m mozna uzyskac nastepujace wzmocnienie oszacowania (1):
K 1 K
Jnln=+no r+—g? In—
2

D ko’” —14_(L+EJL+O(L\]_ So — — 0 +
P n 2 \20 4)n Jn 2no 20n 20n

15
Jn) o1 5 Insy +r— an 05-0° 1 1  Insy+r—InkK

T o =0 TR S,
Jn

VT 20Wn 204m 47 Tn T 204
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Stad oraz z nieréwnoéci Bernsteina i dowodu lematu 2.2.3 (dla p=0) dla

n = m zachodzi:

_ [y k kY
SR e )

2 2
1 —-InK 1 —-InK
{2 |antony el o2

= exp(— 1610'2 [(lnso +r—InK) —1657Ins, D

IA

Zastosowano oznaczenie:

h(sy)=(Ins, +r—InK) —160° Ins,.

Woéwczas
2 2
h(s,) = (Ins, )| | 72K Ly | 169
Ins, Ins, [s0—>=
Stad
5,-P(S, <k, )<expl - -h(s,) | > 0.
’ 160' Sg %

Niech & > 0 bedzie dowolnie ustalong liczbg. Zatem

3V s, -P(gn < kO,n)<§’ dla dowolnego n > m .

5€(0,0) 5<s,

Zlematu 3.1.1 wynika, ze
2 2
In>0 4 (r+ %)

Sy p(—=d, )< s, -exp(— 0,5-d+2)= s, -exp| —0,5- % =

2 2
=5, - exp _1fIns, +C| |=exp —llnso ln_s20+£_2 exp & — 0,
2 o 2 o o 2 sy

gdzie
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2
—mK++2)
C= 2 jest staly.
o)

Zatem
3V s pd) <D

5€(0,0) 5<s,

Analogicznie z nieréwnosci Bernsteina i (2) dla # = m mozna otrzymac:

: oo [k kY
Ke”P(Sn < kOH): KerP(S" <p, —(pn —O”D < Ke™ exp{—n(pn - J ]
' n n 4 n

2\? 2\
<Ko exp[_z(lnsoJrr—an—a ) J:Ke_r exp[— (lns0+r—an—0 ) J_} 0.

IA

20'\/; 1602

Dla ustalonego & >0 zachodzi:

3 V Ke’ 'P(S; < ko’n)< Z dla dowolnego n > m.

§e€(0,00) §<s,

Zlematu 3.1.1 wynika, ze

5 2

S, o

1 In—>+@r—-—)

Ke” -¢(-d_)< Ke™” exp(—d_zj = Ke " exp| —— K 2
2 2 o

2 ~ ~
1 ~ -1 1 -C?
= Ke ™ exp _LfIns, +C| |=Ke " exp “ % L?)+£ exp ¢ - 0,
2\ o 2 o o 2 s

2

O
~InK+(r—"—
(r 2)

C= eR.

o
Zatem

3V Ke’ -¢(—d7)<§_

s'e(0,0) s'<s,
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Biorgc § = max{ s, S, S, s, s"}, dla dowolnego n>m oraz dowolnego
S, > S , mozna otrzymac:

Co,(50) =508, ) = Ke " §(d )] < 5,P(S, <k, )+ sog(-d,) +

+Ke P(S] <k,,)+Ke" -f(-d )<e.

IL s, €[0, 57].
Przyjeto: C;,(0)=0=C,(0).
Dla dowolnego n€ N funkcja C,,(-) jest niemalejgca, co wynika ze wzoru

(1.2.1), oraz ograniczona na przedziale [0, §] (JCO,” (s, )‘S Sy < E) Ponadto

K
funkcja CO(SO):SO¢(d+)— — ¢(d_) jest funkcjg ciggla na [0, 5].
e

Z przypomnianego w rozdziale 1 twierdzenia 1.4.2 (dowdd uogélnienia

twierdzenia 1.4.2 zamieszczony jest w rozdziale 2 - twierdzenie 2.2.1dla p =0)

wynika, Ze dla dowolnie ustalonego s, >0 limC,, (s,) = s,p(d +)—7¢(d_).
n—0 e

Zatem z twierdzenia 2 Podlya (zob. dodatek 1) mozna wnioskowaé, iz

ii_I)gCO)n(so)=so¢(d+)— eK #(d_) jednostajnie na [0, 5].

Z czeséci 11 11 dowodu wynika teza. Istotnie. Dla dowolnie ustalonego & >0, na
podstawie I czesci dowodu, wybierajac me N i 5 > 0 takie, ze dla s, > 5 oraz

n > m, zachodzi:
CO,n(SO)_(SO '¢(d+)_Ke_rT ¢(d7)l <é&. (3)

Nastepnie na podstawie II czgsci dowodu, korzystajac z jednostajnej zbieznosci

ciggu funkcji C;,(-) na przedziale [0, s7], do & oraz S, nalezy dobra¢ m
(m,>m) takie, ze dla wszystkich n>m, oraz s€[0, 5] zachodzi nieréw-

nos¢ (3).

Ostatecznie udowodnione zostalo, ze:

v I v v IC,(s)— (SO #(d,)—Ke” ¢$(d7)] < g, czyli teza.

>0 my nzmy s,€(0,0)
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Uwaga 3.1.1. Z dowodu twierdzenia 1.2.1 oraz dowodu wniosku 1.2.1 mozna
wywnioskowaé o réwnowaznosci dwoch nastepujacych wzoréw na wycene
europejskiej opcji kupna przez replikacje dla dowolnej chwili j (uwzgledniajac
wycene z chwili 7 = j+1):

1 L n * ! * n—I / n—1[
* C,,(s)= Z Pt Djon Cr(S;upy, dyy, )=

Figp 1=0 [
1 " (n x| w  n-l / n—I
o . . . . . . - —_— +'
- Z pj+1,n qj+1,n (Sj uj+1,n dj+1,n K) >
e J+l1 =0 l
— K .
L] . = . . _—— = . -
C,.(s)=s,D,, D, =sD,, o P
Jj+1 e
gdzie
n
— n
_ —I —n—{
D;, = "Pivin Djin
I:IO,H
n
n * l * n—l
D],n = Z .ijrl,n .qur],l’I
I=ly,

>
K K
In—-n-Ind,,,, \/Zlns—+0'j+l,n-n
— j

-
0,n — P ,

In| Yittn T jin

dj+1,n
* _ rj+l,n _dj+l,n * _ uj+l,n B rj+l,n — U * A uj+l,n
pj+1,n - ’ qj+1,n - s pj+1,n - pj+1,n A
u, ., —d u,,, —d ’
Jj+ln Jj+ln J+ln J+ln Jj+ln

J+ln

— *
qj+l,n = QjJrl,n N
J+ln

. . A 1 (N * I o« n-l , (o I n—l 4

Wnlosek 3'1°1' NleCh Cj,n (t) = P (ijjﬂ,n qj+l,n (e /uj+1,n dj+1,n - K)
e’ =0
2 2
0'/.t—lnl(+r/.+l+?+1 K 0'/.t—an+rM—?+l
A G,nl .
ic,()=e"¢ - rmqﬁ , j=0, 1.
O-j+1 € O-/'+1

Woéwczas lgl; C a(1) =¢,(1) jednostajnie po t € (—o0, ).
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Dowdd. Oddzielnie dla j=0 i j=1 zmienng € R mozna zapisaé jako

Ins.
t=t(s;)=—"
J
Zatem
A 1 - n * I« n—[ 1 n—l +
Cj,n (t) Jan j) = er/*‘ — (l]pjﬂ,n qj‘+l,n (Sjuj+1,n dj+l,n _K) .
Analogicznie:
2 2
S, o S, o
In E’ +7(rp,, + %) X In E’ +7(ry,, — ;1 )
éj(t):Cj(sj)zsj¢ - 1) )

Gj+l : \/? erNT O-j+l : \/?

przy czym 7 =1 (rozwazana jest jedna jednostka czasu, j =0 lub j =1).
Korzystajac z twierdzenia 3.1.2 z ¢, zamiast o oraz r,,, zamiast 7, mozna

otrzymac teze wniosku 3.1.1.
Dla j =0 zachodzi:

- ~ L ns
CO,n (t) C'0 n ( . ) CO,n (SO)

Oy

(o, jest wspolczynnikiem zmiennodci cen akcji przed pierwsza rozwazana

jednostka czasowa) oraz
s ol s :
In~%+7(r +—1) In-%+7(r, -~
Ins 1 K i
O)IC(S0)=S0¢ K 2 _ ¢ K 2 ,

¢o(t) = ¢, (
‘ " o, ’ o, Nt e’ o, Nt

gdzie prawa strona powyzszej réwnosci jest formula Blacka-Scholesa z r =17,

o =0,i 7 =1 (rozwazana jest jedna jednostka czasu, j =0).

Analogicznie dla j =1:

Ins
Cln(t) Cln( 1) Cln(s)
s o s o
In—t+7(r, +—2) In—t+7(r, ——2)
R . Ins K ) K K )
&) =¢(—)=C(s) =59 -——=¢
1 1 O_l 1 1 1 0'2.\/; ez 0_2'\/;
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Prawa strona powyzszej rownosci jest dla 7 =1 wyceng Blacka-Scholesa po
pierwszej jednostce czasowej.

3.2. Graniczna cena akcji w modelu CRR

Cene¢ akeji S(n) po uplywie pierwszej jednostki czasu (tj. po n chwilach
handlowania) mozna zapisa¢ jako:

1 ZV(I)
S(n)=s,-e I ,
gdzie:
(n)
o nU;;
ij >
o, /\n
o
Ul(’;) jest zmienng losowg przyjmujacg warto$¢ u,, =e Iy prawdo-
r,—d, er’/"—efg"/\/; o
L * i iy —, A
podobienstwem p, , = - o g oraz warto$¢ d;, = e
i,n in —e
d dobief; * _1 * _ui,n_i;i,n -_1 dvz .
z prawdopodobienstwem ¢, =1-p, _? (1=1, gdyz przyjeto
in in

wylacznie jedna jednostke czasu).

77
Ponadto dla ustalonego n zmienne losowe (UZE’;.))

_» i=1, 2 s3 niezalezne,
J=

a wiec niezalezne sg tez (V( )),: ,i=1, 2.

Wébwczas

varlyp |=1-(@p;, <1) =4p., —4p." =4pi,-q.,.
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Analogicznie jak w lemacie w dodatku 1 tatwo sprawdzi¢, ze zmienne losowe
(n)
(I/i’f J
Granicznego Lapunowa (twierdzenie Lapunowa - zob. dodatek 1) zachodzi:

DIAAED WA

-':1 L N7 ~N(, ).
\/n'4.pi,n'qi,n n—o

Stad

_, spelniaja warunek Lapunowa, a zatem z Centralnego Twierdzenia

d
O; ZVz(”) n(2pl*n -1 _)O-iZ ~ N(O0, O-,-z)-
\/n 4 pl n ql n n—ow

Poniewaz 4~pi)n ~qi’n - 1 (lemat 2.2.2), to

o, - J4 ) y
Pin i (ZVf_’;) —n(2p., - 1)J_)a,.z ~ N, o),

\/n 4-p., 4.,

Jj=1 n—o

" n—0 1
a stad, poniewaz \/; (2 Din — 1) - —- 5 O, (lemat 2.2.3), zachodzi:
o,
N ¢ 1 1
iZV;(};) —)GIZ T __Giz - N(ri __Giza Giz)'
Jj=1 - n—»o0 2 2
W konsekwencji

d 1
InS(n) — Ins, +n ~-~o0’+0,-Z,
noseo 2
gdzie Z jest zmienng losowg o rozkladzie N(0, 1)
oraz
K —10'12+0'I Z

2

d .
S(n)— s,-€

n—>0

Niech S(i, n) oznacza cene akcji po uplywie jednej duzej jednostki czasu od
chwili i—1 (po n chwilach handlowania), tj. S(i, n) oznacza cene akcji w chwili
i . Zatem

o, n
72N

SG, n)y=s,-e" ",

gdzie s, | jest wartoscia dodatniej zmiennej losowej S(i - 1, n).



Zatem

S, n)=SG-1, n)-e

Uwzgledniajac powyzsze obliczenia, mozna otrzymac nastepujacy lemat:

Graniczna cena akcji w modelu CRR

nj

73

Lemat 3.2.1. Graniczna cena akcji. Przyrost wzgledny ceny akcji po uplywie

jednej jednostki czasu ma w granicy rozkltad lognormalny, tj.

d

S(i, n)
S@i—-1, n)

n—>x0

_)e

1 5
7 —Eo;- +0;-Z

b

gdzie Z jest zmienng losowgq o rozkladzie N(0, 1).

Lemat 3.2.2. Zachodzi nastepujaca zbieznos¢:

E{ S@, n) }

- 7; —%o‘i2+0',--Z
=e¢" =F|e .

S@i—-1, n)
Dowéd. Mozna zauwazy¢, ze
. 9i V‘(") o o n
E _S(l’ l’l) — ‘/;/gl T n * + N —
S(l—l }’l) - =€ pln e qi,n
b
(e e
Lo o T Jeneln—e
o; i \/’ o; i
T e"—e V" eV —e "
=|e'n. e V. =
Oi Oi Oi Oi Oi Oi
eﬁ—e*/; e&—eﬁ e«/ﬁ_eﬁ
Ponadto
i ;0.‘_2_'_0_1 Z 1, —0i o 7 _lo-iz l0-1'2 ”
Ele =e 2 -Ele” e 2 -e? =¢.
Zatem
i S(Z, n) 3 r,.—lo;-z+0'i-Z
- =e"=FE|le ? :
Si-1, n)
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Whiosek 3.2.1. Dla pierwszej jednostki czasu (bo s, jest stala nieujemna)
zachodzi:
ni *1012“71'

d
a) LmSQ, n)=limS() = s,-¢ 2 =s(),

b) E[S(1, n)]=E[S(n)]=s,-e" = E[s(1)].

3.2.1. Rownania stochastyczne dla granicznego
procesu cen akgji

W literaturze ceng akcji w modelu Blacka-Scholesa czgsto opisuje si¢ za pomoca
geometrycznego ruchu Browna, tj. procesu (S p )te[O s postaci:

(rfloz)-tﬂT»W,
S =s5,-€ ,

gdzie r e R, 0> 0, W, jest procesem Wienera.
Proces (St )te[o r] jest rozwigzaniem réwnania stochastycznego:
dS,=r-Sdt+oc-S,dW,
(3.2.1)
Sy=s,€R ,

ktére mozna zapisaé w postaci catkowej
t t

S, :s0+J.r-Sudu+J.0'-Suqu, te[O, T],
0 0

gdzie druga catka jest calka Ito.

W rozdziale 3 rozpatrywanych bedzie m poszczegdlnych jednostek czasu, na
jakie zostal podzielony okres od chwili zawarcia kontraktu opcyjnego do
momentu rozliczenia opcji. Ponadto przyjmuje sig, iz w kazdej jednostce czasu
nastepuje zmiana stopy procentowej rachunku bankowego 7 oraz zmiana
wspolczynnika zmiennosci cen akcji o . Zatem mozna zalozy¢, ze w kazdej
jednostce czasu cena akcji opisana jest geometrycznym ruchem Browna
z roznymi parametrami 7 i o . Mozna przyjaé, ze
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1
(n—=0\")yt+o, W,

1
S =s5,-e 2 , t€(0, 1]
1 2
2 1 (n=507)=D+o, (W, -
S =8¢ L re, 2] (32.2)
1
(ry =50 ) (t=m+D)+o, (W, =W, _,
-1 n n n t m-1)
S"=8"l.e"? , te(m-1, m].

Proces (Stl),e[o 7] opisuje cene akcji w pierwszej jednostce czasu, proces

(Stz )te[O, =W drugiej jednostce czasu, ..., proces (Stm )tZO - w m-tej jednostce

czasu. Wowczas mozna otrzyma¢ nastgpujace réwnania stochastyczne dla
poszczegolnych jednostek czasu:

dStl =K -Stldt-f-O'] 'StldVV,, te (Oa 1]’ SO1 =5
dS,z =7, -Stzdt+ o, -S,de,, te(l, 2], Slz = Sll

as" =r, -S"dt+c,-S"dW, te(m-1, m], S» =8"". (3.2.3)
Proces (S:)te(i_l, i i=1, 2, .., m, jest rozwigzaniem rdéwnania
stochastycznego:

das!=r-Sldt+o,-SdWw, te(i-1, i
R (3.2.4)
Sia=8.,

ktdére w postaci calkowej mozna zapisac:

t t
S/ =87+ [r-Sidu+ [o,-SidW,, te(i-1, ], (3.2.5)
i-1 i1
gdzie druga calka jest catkg Ito, a S/ jest zmienng losowa niezalezng od
{W,-w_, t>i-1}
Ogolnie mozna zapisa¢ proces (3.2.2) opisujacy cene akcji w rozpatrywanym
okresie czasu od chwili zawarcia kontraktu opcyjnego do chwili rozliczenia opcji
(przyjmujac ' = m ) nastepujgco:

1,
(r(t)——o” () t+o(t)W,
=5,-e ? , tel0, T, (3.2.6)

gdzie:

S

t
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7]3 tE(O, 1] O-la tE(O, 1]

1”2, tE(l, 2] 0-25 tE(l, 2]

r(t) = o(t)= (3.2.7)

r,,te(m-1, m], c,, te(m—1, m].

Wowczas proces (Sz )te[() 7]

okreslony wzorami (3.2.6) i (3.2.7) jest
rozwigzaniem rownania stochastycznego, bedacego uogdlnieniem rdéwnania
(3.2.1):
dS =r(®)-Sdt+o@)-Sdw, , te[0, T
= (1) St + o (0)-SdW, , [0, T) 528)
So =5, »

gdzie wspotczynniki réwnania 7(+) i o(-) sg zdefiniowane wzorem (3.2.7).

Rozwazono proces (ﬁ(t, n)) o, 7] Z CZasem cigglym taki, ze S(i, n)=S(, n)

te

dla i=1, 2, .., m oraz na przedziatach postaci (i—1, i) proces

(S'(t, n))te[()‘ /] zostal otrzymany 2z procesu (S(i, n))ie{l’ 2w  PrZEZ
interpolacje liniowa. W rozdziale 3.2 zostala pokazana zbieznos¢ wedlug
rozktadu
. d 1, ——o, +o;-Z
S, n)— s,_,-e ? ,
n—»0

gdzie s, jest wartoscia dodatniej zmiennej losowej S(i—1, n), a Z jest

zmienng losowg o rozkladzie N(0, 1).

Zatem na krancach przedziatu postaci [i —1, 7]:

S@, m) 4 n-lotroon-wy) S,

S — e e
SG—1, mr Sy

Mozna réwniez pokaza¢, ze proces (ﬁ(t, n)) . 7] zbiega stabo w C[0, T] do

te

procesu (S,) okreslonego wzorem (3.2.2) i bedacego rozwigzaniem

tel0, T’

réwnania (3.2.8) (Jakubowski, 2006: 75).
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3.3. Wycena opcji, gdy parametry rynku sa state
w kazdym z dwoch kolejnych przedziatow czasu

W tym podrozdziale rozwazana bedzie opcja europejska realizowana po dwoch
jednostkach czasu (np. po dwdch miesigcach). Zostanie wyznaczona graniczna
cena poczatkowa opcji (wyceniona przez replikacje) przy liczbie chwil
handlowania w jednym miesigcu n — .

Przy ustalonym # gérna i dolna zmiana ceny akcji (miedzy kolejnymi chwilami
handlowania) oraz stopa procentowa wolna od ryzyka w pierwszym miesigcu
wynosi¢ beda odpowiednio:

1 1
u,6=e Iﬁ’ dl,n =e lﬁ’ ur

w drugim miesigcu odpowiednio:
1 1
O'zﬁ —O'zﬁ
, d

Uh,=¢€ 0 =€ > B

Podobnie jak w przypadku klasycznym beda stosowane oznaczenia:

A d A rl
* r;'n_ in * * U, — 1 - [; ;
Pip="" "> qi,nzl_pi,n:u— ,=¢€ ’1_1’ 2.

Uwaga 3.3.1. Rozwazane beda dwie jednostki czasu. W kazdej jednostce czasu
nastgpuje n chwil zmiany ceny akcji. Niech s, >0 bedzie poczatkowa cena

akcji. Wowczas na poczatku drugiej jednostki czasu cena akeji osiggnie wartos$c:

n

so-ul,nl-d -, gdzie [ jest pewna liczbg naturalng. Zatem w pierwszej

1,n
jednostce czasu cena akcji / razy wzrosta. Wyceniajac teraz opcje kupna na
poczatku drugiej jednostki czasu, nalezy wzia¢ pod uwage poczatkowa cene akgji

s, dla tej jednostki, tj. cene s, =, -ul,nl -dl,nn_l. Stad wycena opcji kupna na
poczatku drugiej jednostki czasu wynosi:
1 (7 * *n— n— +
C(s)= TZ(IJ : pz,ln "4 e '”é,n 'dz,nl —K)", 5,€(0, ©). (33.1)
e’ =0
Uwaga 3.3.2. Funkcja C|,(-):(0, ©) —[0, ©) okreslona powyzej jest

nieujemng i niemalejaca na (0, o) funkcjg argumentu s, .
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Lemat 3.3.1. Przy powyzszych oznaczeniach niech dla kazdego s, >0

x n—{ n—
COn(SO) _ Z( j pl n ql,n ' Cl,n(SO .ul,nl ’ dl,n 1)9 (3311)

gdzie (Cl,n('))ngzv jest pewnym ciggiem funkcji takim, ze C,(s)=0 dla
dowolnej liczby s, > 0. Jezeli dla kazdego wyrazu ciggu (C Ln (-))neN zachodzi
oszacowanie z dolu przez funkcje¢ przedzialami staly (niezalezng od n),
przyjmujaca skonczona liczbe wartosci:

Zxk .I(Sik’ Si'k](sl) <C,,(s,) dladowolnego s, >0, (3.3.1.2)
“ o S,

gdzie x, 20, k=0,1, .. oraz przedzialy (Si,k, S;,k] s3 wzajemnie
roztaczne, to dla dowolnego s, > 0 zachodzi oszacowanie:
: 17 Ins, n
h_mc()n(so)z_,_[f t__o__l _0-1 Zxk Loy, ! (1)dt,
n—sw e' o (o3} f’l —Insy g, ;]“Sw

gdzie f(-) jest gestoscia standaryzowanego rozktadu normalnego.

Dowéd. Wstawiajac do (3.3.1.1) C, (s, .ul’n’ .dl’n”’l) =T, (5 .ul’nl .dl’""”) ,

mozna uzyska¢d

1 N n * [ * n=l n— 1 !
CO,”(So)zz'Z(l]'p])" ‘ql,n ‘I(—oo, s{vk](SO 'ul)nl -d],n l):;P(Sn SlO)’
1=0

gdzie S, jest zmienng losowa o rozkladzie Bernoulliego z prawdo-

n
podobienstwem sukcesu w pojedynczej probie pi 4> opisujaca ilo§¢ wzrostow
cen akcji w pierwszym danym miesigcu, tj. od chwili 0 do chwili 1; [, jest
rozwigzaniem rownania S, -ull,n -d{;l = Sllﬁk s 1.
. Ins, —Ins, +o,vn
[ = 2k 0T O
0= : (1)
2%
Jn

Z twierdzenia 1.4.3 wynika, ze

. [ — *
0< limCOn(SO)zlim%P(Sn SZO):—I #| lim— "D )
n—0 i N—>00 el

i [ * *
e n—>0
npl,nql,n
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Zlematu 2.2.1izlematu2.2.3 (dla p=0) przy n — oo otrzymano:

* * 1 * 1
pl,n .ql,n _)E oraz \/;(1_2p1’,,)_)50-1 _i

Stad iz (1):
s, . s,
S "+ o \n(l-2p;,) =
lim 2 =P _ fiy S0 o Seon 1y
* * - n—>00 * * - T PRt
" V npl,an,n - 20_1 V pl,nql,n GI GI
Zatem z (2):
In Sk

. 1 I
thO,n(SO):_rl¢ __+_O-1
n—w e : : 2

Oszacowanie (3.3.1.2) daje

. 1 u n % [ % n—l / n—lI
mT : Z l ’ pl,n ’ ql,n ’ Cl,n (SO ’ Z’ll,n : dl,n ) 2

. 1 “\(n ) x -l n— ( li n—l
> h_m 7 : z l : pl,n ' ql,n : :xk : I(Si . Si‘k] SO : ul,n ’ dl,n )
= k=1 ’ ’

Poniewaz

* ! * n—l
‘v’ ‘v’ DPin "G > 0 oraz x, 20,

k,leNu{O} neN

wiec mozna zmieni¢ kolejno$¢ sumowania (Fichtenholz, 1976) i stad

. 1 (n w1 v n—l~o ( / n—l
ll_Il’l i ) Z ] : pl,n ’ ql,’l Zxk ) I(si o 514l So * ul,n ’ dl,n ):
k=1 ’ ’

n—w € 1=0

% 1 x n—[ ! n—l
- hm_ Zxk Z( j ’ pl,n : ql,n ’ [(Si i S;k](SO ’ ul,n : dl,n )
k=1 ’ ’

n—»o e

Ponadto mozna zauwazy¢, ze

\V/ xk Z( ] pln ' I*nnl I(Slk slk](SO ulnl dl,nn_l)zo'

k,neN

Zatem dla dowolnego M € N mozna uzyskaé nastepujace oszacowania:

79

(3)
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% 1 x n—l 1 n—l
hm_ Z'xk Z .pl,n .ql,n .[(Si/w S;k](so.ul,n .dl,n )2

n—)ooel k=1 —

w [ = n—l

.1 I n-l
lem_r'zxk'z l 'pl’n 'q1,,, .[(Sik,si'k](so.ul,n .dl,n )2

> 1 M 1. /! n x 1 x n—I[ ( / n_[)

= i ’ Z‘xk -im ' pl,n : ql,n (s' s ] SO : ul,n : dl,n .
e k=1 n—o [ Lk Lk

7 dowolnoéci M wynika, 7e

x 1 x n—[ l n—l
zxk 2 'pl,n 'ql,n .I(Si.kv s;"k](SO‘ul,n ‘dl,n )Z

I’l*)txﬁe 1=0

n—% 1_q

Stad iz (3):

% 1 x n—[ 1 n—I[
hm_ Z‘xk Z l .pl,n .ql,n .I(Sik, Si‘k](SO.ul,n .dl,n )2

nowe 1o =0

Lk 1k
In— In—t%
1< s roo1 s roo 1
> x| — -+ |4 —-+-0
€ =l O, 0O, o o,
Przyjmujac ¢, = —Ins,  oraz {, =—1Ins, ,, mozna otrzymad:

1 1

% 1 x n—[ 1 n—I[
hm_ Z‘xk Z ’ pl,n ’ ql,n : I(sl i Si‘k](SO : ul,n : dl,n )2
k=1 ’ ’

—>ao€

e' o o, o, o, o,
g
1 & Ins, 7 1
— Z % 8 2 —
= Xi I f O, =
e ; o, O

1 & Ins, n 1
=—>[xf (==t oy (Ot
R

* n—l i n—l
hmZ pln " 'I<si.k,si',k](50'”h" Ay )

1 & 1 1 o1 1
>—>" x|t - ) —r—‘+50'1 —-4 t, - ) —r—‘+50'

1
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Mozna zauwazyc, ze

Ins, r 1

vV ox, f t——o——l+—(7] (t)>0
teR o—l o—l 2 (t t

Zatem z twierdzenia 2 (zob. dodatek 1) wynika, ze

< Ins,+r o B Ins,+r o &
Zkaf -t (r;,r;](t)dt_}[f -t ;xk%;,,;](f)df-

k=g g, 1

Ostatecznie:

1 [ n * ! * n-1 n—
Z{l]'pl,n “qin 'Cl,n(so'ul,nl'dl,n 1)2

n~>ooe 1=0

I 1 )L
ﬂ Do [ Yx 1. . ()dt=
o, 2 o (s 4]

( 1ns0 i%q]-z)@,l, o (pat.

—Ins;,, —Ins;;
o k=1 (O_1 1k o 1k ]

T;
“wls

Lemat 3.3.2. Niech C, (s)20, 5,>0, n=1,2,.., beda funkcjami

zdefiniowanymi wzorem (3.3.1). Niech 0=3s,,<s,,=5,<5,, =

lim s, , = o . Jezeli przy poprzednich oznaczeniach dla kazdego s, > 0
k—>w
1 i n x 1 x n—l / n—l
CO,n (SO) = er] : Z ’ pl,n : ql,n ’ Cl,n (SO : ul,n ’ dl,n )9 (3321)

=0 l

gdzie dla ciggu funkcji (Cl,n (-))neN , C,(5,) 20, s, >0 zachodzi dla kazdego

wyrazu C, , (-) oszacowanie z gory przez funkcje przedziatami staly (niezalezng
od n):

Z)ch 'I(Sik’ Slk](Sl) > C,,(s;) dladowolnego s, >0, (3.3.2.2)
k1 ‘

gdzie X, 20, k=0, 1, ...,
to dla dowolnego s, > 0 zachodzi oszacowanie:
In
thOn(SO)<_J.f(t_ Yo i _Glj X I (t)dt,
o (*l Siks ln51/

gdzie f(-) jest gestoscia standaryzowanego rozkladu normalnego.
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Uwaga 3.3.3. W przeciwienstwie do dowodu poprzedniego lematu 3.3.1
w dowodzie lematu 3.3.2 nie mozna wej$¢ z granica pod sume nieskonczona.
Zatem tez¢ lematu 3.3.2 nalezy udowodnié, rozwazajac pomocnicza sume

skonczona.
Z zalozen wynika, ze przedzialy (Sll,k, Si:k], k=0,1, .. s3a wzajemnie
rozlaczne oraz dla dowolnego Vv >0, przedziat (0, v] przecina sie ze

skonczong liczba M, tych przedzialow.

M, )
Dowéd. Ustalono dowolng liczbe v >0 i niech (O, v]c U(sl o S k].
k=0" " ’

Wébwczas

(R w1 o« onel n— z w n=l ne
Z(ZJPI’" "G Cl,n(so'ul,n' I) Z[Jp G [ (So'ul,nl'dl,n 1)'

=0

z (3322)

! n—1 n—l / n—I
' I(O, v](SO ’ ul,n ’ dl,n )+ Cl,n(SO ’ ul,n ) I (SO ul N dl,n )] S
1 M,
% N— ~ / n—l
<Z{ J pln ql,n ';xk .I(S;.ka 5;'lk](SO'ul,n 'dl,n )+

+Z( ] pln ql*,nn_l'cl,n(so'”l,nl " 1) I (So uln dl,nnil).

Rozwazono dwa etapy dowodu.
I. Nalezy wykazac¢, ze

Y 1 “ * N— n—
lim rl Z(,;j pln iy l Zxk (siee spe] (So uln dl,n I)S

=0

< 1 Tf(z—lnﬁ—— J Zxk (t)dt.

(o} O 1 51A *lnéu]
1 1 o’ (o2}

Istotnie. Sumy majg skonczong liczbe sktadnikéw, zatem mozna zmieni¢
kolejnos¢ sumowania (Fichtenholz, 1976):

M
n n x 1 * n—I[ X ~ I ( ! d n_[)_
r, Z / .pl,n .ql,n : ,xk ’ (5145 141 SO.ul,n Cin -
k=1 ’ ’

=0

PYSN 1 2P (n x 1 x n—l[ ( / n—1
= hm o xk Z l .pl,n .ql,n .[(Si,ka Si’,k] SO .ul,n .dl,n )




Wycena opcji, gdy parametry rynku sa state...

Powyzsza suma ma skonczong liczbe skladnikow, stad
M, n

— 1 - n « 1 % n-l ( l n—l)
hm " ) xk Z .pl,n .ql,n .[(Si,lw Si’,k] SO .ul,n .dl,n <

n
2P . n w1 * n—l / n—l
R T3 M NN T
- xk hm - l pl,n ql,n [(‘91,/() siil SO Z’ll,n dl,n .

Ponadt wszystkie wyrazenia pod sumg s3 nieujemne, zatem

x n=l 1 n—1
11522( ] p a1 s,
1 . T x 1 * n—l ( / ,,,1)
Se_rl.zxk hmz l 'pl,n ‘ql,n ‘I(s;’k’ Siv.k] SO'ul,n 'dl,n .
=1 =0

83

Uwzgledniajac powyzsze i wzor (3) z dowodu lematu 3.3.1, mozna wnioskowac, ze

Pram 1 X, (N / n—l li /
. ~ * * - n—
11_1;1; n ’ xk 2 l : pl,n : ql,n 'I(si,{, S;'k](SO 'ul,n ’ dl,n )S
€ k=l =0 o
1 = - T 7 P x« n—l / n—1I
S n ‘zxk ,lll_l;llz l 'pl,n 'ql,n ‘I(S;k, Sl"k](SO 'ul,n 'dl,n ):
€ k=l =0 o
ln—s"k ln—Sl’k
] & S r 1 ) r 1
=—>%|¢ -1 t—0 |-¢ ¢ —L+—0
I k 2 1 2 1
€ o ] 0, O, 1
Podstawiajac 7, =—1nsl’k oraz [, =—lnsl’k,m02na otrzymac:
1 1
In Lk In Sik
1 & S 7 1 S r 1
~ 0 1 0 1 _
20 [ .S Sy S P |
€ k=i O O, O, 1
1 & . Ins r 1 Ins r 1
_ ~ 0 1 0 1
= ,]Zxk 9 1 — ——+-0 | =P - T, o
e' = 1 | 1 0,
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Analogicznie jak w dowodzie lematu 3.3.1 nalezy skorzystac z twierdzenia 2 (zob.
dodatek 1). Wowczas

1 & 1ns0+rl
Faplmghe

1

If[ Ins,+7 Ji 1, (0di=

1

Ins r N
J‘f( 0_0_1+50'1j2xk[(1 Lo L (o).
1 k=1 o

Ins; ., ;1“51./‘]
1

Ostatecznie dla dowolnego v >0 zachodzi:

n

N 1 n x n—l ( n,])
. f <
> erl z Ji p| N g N zxk (514> 51 x] So U RO dl,n -

=0

T Ins, 7 S
<erl [0 f{z—— ] Zx 1 (t)dt

o ln S1as ln 514l

II. Nalezy pokazac, ze

— 1 x [« n=l n— n—
Y \V/ Z(lJpanIn Cl,n(soul,nldl,n I)I(v, oo)(SOMI,nldl,n 1)35- 0]

e>0 v, >0v>v, Hwe =0

Istotnie. Z twierdzenia 3.1.2 (Jednostajna zbiezno$¢ formuly CRR do formuly
Blacka-Scholesa) dla dowolnego & >0 mozna otrzymaé dla n wiekszych od
pewnego n, (gdzie n, niezalezy od v ):

Z(’;j ' pl*,nl : ql*,nn_l ’ Cl,n (SO ‘ul,n " 1) I (SO ul N dl,nnil)s

=0

<Z( j pln ql*,nn_l'[cl(so'ul,n -d,,"” 1)+05 E]I (So U nl'dl,nnil),

Mozna zauwazy¢, ze C,(s,) <'s,. Stad

" (n % 1 % n—l n— n—
Z(l]'pl,n "G 'Cl,n(So'ul,n 1) L, (So uln dy, Z)S
1=0

<z( ] p]n q:’”n_l'[so'ul,nl'd, " 1+05 g]I (So uln d],nn71)=

= Ellsa, m+05-2)1, (s, m)<Elsa, m)1, . (sa, m)+05-2 @
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gdzie S(1, n) oznacza cene akcji po uplywie jednej jednostki czasu (tj. po
n chwilach handlowania), S(1, 0) =s,.

Nalezy pokazac, ze

tim £[(s1. m)-1, (s, m)]= Es0)- 1, L),

I »
1 ——oy +oy-

z
gdzie s(1):=5,-€ ? , Z ma rozktad normalny N(0, 1).

d
Z wniosku 3.2.1: S(1, n)—s(1).
Z twierdzenia Skorochoda (zob. dodatek 1) wynika, Ze istniejg przestrzen

probabilistyczna ((N),ﬁ ,13) i cigg zmiennych losowych (§ {1, n))j;I oraz zmien-

~ d d _ .

na losowa (1) takie, ze VN S, n)=S(, n), s(1)=s(1) oraz S(l, n)p—>5(1).
Poniewaz (1) ma rozktad ciagly, wiec
P(3(1)=v)=0.
Woéwczas

— p.n.
1S Q, m)>nE)),
gdzie h:[0, ©) —>[0, ®), h(x)= x-I, V](x) jest funkcjg ograniczong
(0<A(x) <v dladowolnego x €[0, ©)).
Stad i z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanej zbieznosci wynika, ze
Eh(g {, n))n—)oO Eh(?(l)), gdzie E oznacza wartosé oczekiwang wzgledem P.
Zatem
EA(s(1, n)=En(S(, n))=> ErE1)= En(sn)). 3)

Mozna zauwazyg, ze

E(S(, n)):E[(S(l, )1, (S, n))]+E[(S(1, m) 1, (S, n))]

oraz

Es() = E[s0)- 1 0]+ Els)-1,, )],
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Stad, z (3) oraz z wniosku 3.2.1 b):

tim E[(s0, m)-1, (51, m)]= E[sm) 1, . 6sw)] @)

Nalezy pokazac¢, ze

ligE[(s(l))- I, w)(s(l))]: 0. (5)

m—»0
Istotnie. Niech v, —> ©. Wowczas zmienna losowa

G, =s()-, ’w)(s(l))m:;oo p.n. Poniewaz zmienna losowa s(1)>0

i E [S(l)] <o oraz V 0<g¢, (®w)<s(l), wigc z twierdzenia Lebesgue’a
we Q

o zbieznosci zmajoryzowanej (zob. dodatek 1) mozna wnioskowac, ze

lim [¢,dP= [ limg,dP= [0dP=0.
Q Q

m-—>0

Z (2) i (4) dla dowolnego & >0 oraz dla wszystkich v >0 zachodzi:
PP 1 < n P x n—l n— n—
hm_rlZ(l]'pl,n i Cl,n(SO '“1,n 1) I (So uln dl,n Z)S

HA)OOe 1=0

< ei m[E[(S(L )1, (S n))]+ gj - ei [E[(s(l))- I, w)(s(l))]+ gj . (6)

Stad i z (5) wynika (1).

Ostatecznie, uwzgledniajac obliczenia w I i II etapie dowodu dla dowolnie
ustalonego & >0 oraz odpowiednio duzych v >0 (v >v,_ > 0), zachodzi:

1 L n x 1 % n—[ / n—l
hm_’lZ(zj ’ pl,n : ql,n ’ Cl,n (SO : ul,n ’ dl,n ) <

1=0
M

— 1 &(N) w1 ol SN ( ! n—l)

< rllg?o n Z l ' pl,n : ql,n : Zxk ’ [(Si - Si’k] SO ’ ul,n ’ dl,n +
€ =0 k=1 S

Y 1 &G(n x 1 x n—l n—1 ( n—l)
+ hm " Z : pl,n : ql,n ' Cl,n (SO : ul,n ' ) I SO ul n dl,n <

n—w 't 1= /

< 1 jf(t—%—i+lalj-23?k-ll . (t)dt+g

o, o 2
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Z dowolnosci € >0 wynika teza lematu.

Uwaga 3.3.4. Rozwazono ceng¢ akcji po n chwilach handlowania, czyli po jednej
jednostce czasu (np. po jednym miesigcu). Zalozono, ze w rozwazanej i-tej
jednostce czasu (i =1, 2) poczatkowa cena akeji s, ; wzrosnie k razy, tj. cena
akcji na koniec i-tej jednostki czasu wyniesie: s, u d;; *. Oczywiscie
europejska opcja kupna zostanie zrealizowana, gdy K <s, , “1 ; di'f;k. Z za-
lozen modelu CRR wiadomo, Ze u, -d in =1. Stad K<s,, -ul.)n ™. Ponadto
w modelu CRR zalozono, ze prawdopodobienstwa gornej i dolnej zmiany ceny
akcji wynosza 0,5, §. p,, =g,,=0,5. Przyjmujac k=0,5-n (najbardziej
prawdopodobna  liczba  wzrostéw  ceny  akcji), w  konsekwencji

K<s
Stad K <e”'"-e", gdzie t =t (s5,)=1Ins, /o, .

< Sl ,-€" (1, jest stopa procentowa wolng od ryzyka za i-ty miesiac).

-1 —

Interpretacja

Rozwazono pierwsza jednostke czasu (7 =1). Na zakup europejskiej opcji kupna na
akeje zdecyduja si¢ inwestorzy, ktdrzy przewiduja wzrost ceny akeji powyzej kwoty
s, - e, ktorg otrzymaliby z pewnej inwestycji, jaka jest lokata bankowa. Oczywiscie
inwestorzy preferuja jak najnizsza cen¢ wykonania, gdyz wowczas osiagnag wiekszy
zysk. Posiadacz europejskiej opcji kupna na akcje wolatby ustali¢ jak najwyzsza ceng
wykonania. Gdyby jednak ustalona w chwili zawierania kontraktu cena wykonania
K >s,-e", to tylko nieliczni inwestorzy, inwestorzy lubigcy ryzyko,
zdecydowaliby si¢ na zakup europejskiej opcji kupna na akcje. Zdecydowana
wiekszo$¢ inwestoréw (inwestorzy niechetni ryzyku) przy cenie wykonania
K > s, -e" zdecydowataby si¢ na inwestycje bez ryzyka, tj. lokate bankowa.

Uwaga 3.3.5. Zdefiniowana we wniosku 3.1.1 (na koncu podrozdzialu 3.1)
funkcja(dla j=0,11¢€R)

2
J# to;~InK +r, -

to,—InK +r;,, + /n

. o j+1 K
ROEI —2 |-

P
J+l
O e Oin

jest nieujemna (jako granica nieujemnych funkcji CA'M ().
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Whiosek 3.3.1. Jezeli przy ustalonym K >0 za C; ,(-) wlemacie 3.3.1 zostanie
podstawione (3.3.1), tj.
I K1) o« o« ond ! n-1
Cl,n(Sl): erz z(l]'pln ‘qZ,n '(Sl 'u2,n ‘d2,n _K)+’ Sl >O’ (331)
1=0

to zachodzi nastgpujace oszacowanie z dotu:

n

. 1 n w x n—l / n—l
thT’Z(Zj’pl,n i 'Cl,n(So'ul,n 'dl,n )=

17 | 1
> sup fjf t—ﬁ—i+—a1 -p(t)dt,
o o0 2
gdzie, przy ustalonym & >0, zbiér @ _(:) jest zbiorem funkcji okreslonych na
R przedzialami statych, przyjmujacych skonczong liczbe wartosci, ogranicza-

jacych od dotu funkcje (¢,(-)— )", gdzie:

2 2
o o
cflt—ln](+r2+72 X alt—an+rz—72
& (0)=e™¢ . [ teR,
o, e o,

@(°) jest dystrybuantg standaryzowanego rozktadu normalnego.

Dowdd. Funkcja (él (~)—8)+ jest ciagta (jako zlozenie funkcji cigglych) i nie-
ujemna. Zatem z twierdzenia o przyblizaniu z dotu funkcjami schodkowymi
(zob. dodatek 1) mozna wnioskowal, ze zbiér @ _(-) jest niepusty. Niech
@(-): R > [0, ) bedzie funkcja przyjmujaca skonczong liczbe wartosci, stala
na rozlgcznych przedziatach postaci (¢, ¢"] i ograniczajacg od dotu funkcje
(&,()—¢) . tj. p(t)<(é,(t)—¢)" dla dowolnego ¢ €R. Niech t:= O_Llnsl.
1
Z jednostajnej zbieznosci formuly CRR do formuly Blacka-Scholesa (zob.
wniosek 3.1.1 dla 7=1) wynika, ze

Vv 3 V V él(t)—él,n(t)‘s‘e,’

&>0 nyeN ny<neN teR

. ~ 1 (N A o n— +
gdzie Cl’n(l‘):er2 2( ]'pZ,n “qan (e 'uz,nl'dz,n Z_K) =Cl,n(Sl)’

=0 l

ot

s, =e
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Niech & >0 bedzie dowolnie ustalong liczba. Stad dla 7 > n,,:
@@0-2) <C, <0+

Zatem

te R

v op(n<C,, 0.

(/JECD teR
Woéwczas réwniez

~ (1
vV 5(ealt):5(sl)§Cl,n(sl)’gdZie (p(S1)=(D( nSlj:(p(t)-

ped, 5=e71">0 O'1

Zlematu 3.3.1 wynika, ze

v hmco,,(so)>—jf(t—lns° A +lcflj-<o(t)dt,
o, 2

=0
PP, powo 1 1

a w konsekwencji
4l

th (89) = sup _J'f( IHSO__+%GIJ-¢(t)dt.
e

>0, pe®, (o3} (03]

Whiosek 3.3.2. Jezeli przy ustalonym K >0 za C| () zostanie podstawione
znoéw (3.3.1), to zachodzi nastepujace oszacowanie z gory:

1 N n * 1 ® n—l n—l
hm_’l Z l .pl,n 'ql,n ln(SO uln dl,n )S

l’l—)ooe =0

< inf 1If(z—lnso—i+%a,j-l//(z)dt,

&0, ye¥, e G] 0_1

—00

gdzie, przy ustalonym &£>0, W_(-) jest zbiorem funkcji okreslonych na R,
ograniczajacych od gory funkcje ¢,(-)+¢&, stalych na przedziatach rozlacznych

postaci (¢, t/,],speniajacych zalozenia lematu 3.3.2, z tym ze t1 ) = —0, gdzie:
2 2
O'lt—an+l"2+& K ogt—an+r2—&
&) =e"¢p 2 |_ ¢ 2 |, teR,

o, e o,
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@(-) jest dystrybuantg standaryzowanego rozktadu normalnego N(0, 1), f jest
gestoscig N(O, 1).

Dowdd. Funkcja ¢,(-)+ € jest ciagla (jako zlozenie funkcji ciaglych). Zatem
z wniosku o przyblizaniu z géry funkcjami schodkowymi (zob. dodatek 1) dla

funkcji C,(-)+¢, gdzie C,(s)= cl(l SJ, s >0, wynika, ze zbiér W,_(-) jest

0,

niepusty. Niech y(-): R — [0, ) bedzie funkcja z klasy W, (-). Wowczas

A 1
w(t)=>¢,(t)+& dla dowolnego f€R. Niech #:=—Ins,. Z jednostajnej
0,
zbieznosci formuty CRR do formuty Blacka-Scholesa (zob. wniosek 3.1.1 dla
7=1) mozna otrzymac"

v 3 Vv dgcr@%g

&>0 nyeN ny<neN teR

gdzie

A 1 & n P « n—[ o ! n—1I o
Cp. ()= o Z(IJPZ’” 0, (€7 uy, od,," —K)' =C (5)20, 5, =€
1=0

Niech &> 0 bedzie dowolnie ustalona liczba. Stad dla 1 > n,:

v &) —e<C(1)<E () +e,
te ’

a zatem

()2 C,, ().

I/IE\‘V teR

Wébwczas rOwniez

~ Y1
vV VY ﬁ(e"")z w(s)=C,,(s)),gdzie l//(sl):l//( ! J = w(t).

e, s=e">0 o,

Z lematu 3.3.2 wynika, ze

VlmC(w<—j{h

Ins,

ye¥, n—oo

0-1] y(t)dt,

O, O,

a w konsekwencji

limC,,(s,) < inf 1 [ 1ns°——‘+;a.]~§”(t)dt.

>0, ye¥, e 1
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Twierdzenie 3.3.1. Przy poprzednich oznaczeniach p o ql po Uiy dis 1y O

i=1, 2, ustalonym K>0 oraz C,,(s,) zadanym jak poprzednio przez wzor

(3.3.1) zachodzi nastgpujaca réwnos¢ (dla dowolnego s, > 0):

. 1 - n x 1 x n—l 1 < ll’lS v, O
P Z “Pra G Cra(s, 'ul,n ) l,n —0 L4
n—w o'l 1 e 1 >

=0

2 2
alt—an+rz+2 K O'll—an-FI’z—&
e ¢ 2 |-y 2| at,
g, e’ o,
gdzie jak poprzednio:

f () jest gestocig standaryzowanego rozktadu normalnego,

@) jest dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalnego.

Dowdd. Z wnioskow 3.3.1 1 3.3.2 wiadomo, ze

11mC A(50)2 sup  — .[f t—lni—i+10'1 -@(t)dt, (1)
>0, ped, (03] (o3} 2

limC, ,(s,) < inf ( Ins, +101J-w(t)dt. (2)

n—wo £50, ye¥, el o, 2

Wystarczy pokazaé rownosci:

w | f(t_miigjwmz i f[t_m;J%].amdt ®

>0, pe®, * 1 1
oraz
R Ins,+7, o© R Ins,+7, o
inf f——0 L "Ly (Hdt = t—— Ly —Llc(dt, (4
&0, u/e‘vg:[f( o, 2] v _J;Of( o, 2J () )
o o
ot—InK+r,+-> ot—-InK+r,—-—%
. A ot 2 K
gdzie ¢, (1) =e”"¢ ——
o, e’ o,

Dowdd zostanie podzielony na dwa etapy.
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I. Dowéd (3). Z lematu o przyblizaniu z dotu funkcjami schodkowymi (zob.
dodatek 1) dla dowolnie ustalonego n € N istnieje niemalejacy ciag (Can)

00
m=1

funkcji nieujemnych przedzialami statych taki, ze:

-~ ~ 1Y
¢n,lg¢n,zgu.g¢n,m£“ - (cl__ N

C mw n
Niech m € N bedzie ustalone (czyli numer kolumny powyzej). Niech (%,m ):O=|
bedzie ciaggiem o nastepujacych wyrazach:

Pim = Proms

02 =max(p,,.5, )= max(§,,.. 5,,,),

q)n,m = max(q)n—l,m’gon,m): max(qol,m’q)Z,m ""q)n,m )’ ne N

Poniewaz dla ustalonego n€ N wiersz ((an)w

m=1

byl niemalejacym ciggiem
funkcji przedziatami stalych, stad dla ustalonego n€ N, (gpn’m )::1 jest rowniez

niemalejagcym ciggiem funkcji przedzialami stalych zbieznym punktowo do
funkgji (¢, —1/n)".

Zatem

. 1Y
PuS@,< <@, > (CI__ )

I, I, i,
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PSP s <, > (CI__j ’ (5)

n 1Y
q)n_]’] < q)”_],z < < q)n—l,m < ¢ (Cl - )
Y cer o moo n—1

(8 (8 8

. 1Y
¢n,lg¢n,2SH‘S¢n,mS.“ —> cl__ ,nEN.

Niech u bedzie rozkladem z gestoscia ]7, gdzie:

~ Ins, n 1

T = ft-ay a="y Lo ier,
o o0 2

czyli 1= N(a, 1). Z tego, ze dla dowolnego n € N

Oy = (51 —lj punktowo w R

m—>o0 n

m-—»o0

u *
wynika, ze dla dowolnego ne N, ¢ = — (él —lj (bo  jest miarg
| n

unormowang na (B,*R(B))).
Zbieznos¢ wedlug miary unormowanej jest metryzowalna z metryka p

(okreslong w lemacie 2 w dodatku 1).

Zatem dla n-tego wiersza zachodzi:

. 1Y 1
3 v - L )
m(n)eN m>m(n) p[(cl nj s ¢n,mJ n ( )

Nalezy wybrac teraz ciag (%,m” )::1 taki, ze zachodzi (6), przy czym w (n+1)-ym

kroku nalezy wzig¢ m :max(m(n+l),mn), gdzie m(n+1) jest numerem

n+l

okreslonym w (6) dla (n+1)-ego wiersza.

Woéwczas
00 . . . .
Postm., Z Pum., = Pum, (bo ((pn’m )n,m:l to ciag niemalejacy w kolumnie

i wzdtuz wiersza w (5)).
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Ponadto z (6) (bo m,,, =m(n+1)) zachodzi:

¢ 1 + < 1 (7)
p 1 }’l+1 b ¢n+1,m”+, n+1 :

Ponadto
,0((51 -&)’, 51)S & dla dowolnego ¢ >0. (8)

Z(7) i (8) wynika, ze

ple, G )<ﬁ- (©)

Zatem uzyskano cigg niemalejacy funkcji schodkowych nieujemnych ( o, rzl
zbiezny wedlug miary 4 do funkgji ¢,. Nalezy teraz wybra¢ podciag zbiezny
4 prawie wszedzie do ¢, (z twierdzenia Riesza w dodatku 1). Wéwczas
P, € @, ,gdzie e =1/n,.

Stad

sup | f( h”;%+%)-(p(t)dt > T;f(t—ln‘“;J+ "1] Doy, (Dl =

>0, ped, ° 1

=I(ﬂnk,mn, du

R
Z twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej (zob. dodatek 1) wy-
nika, ze

sup Igp d,u>11mIg0n ” d,u Iéld,u. (10)
>0, ped,

R

>0 geg,

Ponadto V.V ¢ <¢;,astad I(/) dyﬁjéldy
R R
i w konsekwencji

sup J(p d,u<ch,u (11)

>0, ped,

Z(10)1(11)wyn1ka (3).
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II. Dowdd (4). Z lematu o przyblizaniu z gory funkcjami schodkowymi (zob.
dodatek 1) dla dowolnie ustalonego # € N istnieje nierosnacy ciag (1/7” )°°

m=l1

funkgji z klasy P, (¢), gdzie € =1/n, taki, ze

~ ]
V= (cl +— |
m—»o0 n

~ o~ ~ .1
ViaZVia2 ZVi,2 = (Cl"‘I )

© m—®

- - - .1
'//2,12'//2,22.”2'//2,»12'” — (Q"‘E )

~ ~ ~ .1
V/anWnZZ Zl//nmZ — (cl—i__j'
» 4 e 4 e mM—>00 n
Ustalmy m € N. Niech (gyn’m )::1 bedzie ciggiem o nast¢pujacych wyrazach:
Vi =Vim>
'//2,m = min(l/ll,m s WZ,m ) = min(ﬁl,m s '/’72,m ) >

l//n,m = min(l//n—l,m ’ l/7n,m ) = min(&l,m ’1/72,m st 1/7n,m )
Ciag (1/7 o )::1 jest nierosngcym ciggiem funkcji przedzialami stalych (dla
ustalonego n€N). Stad dla ustalonego neN, (gyn’m )::1 jest réwniez

nierosngcym ciagiem funkcji przedzialami statych (na przedzialach spelniajacych

zalozenia lematu 3.3.2), zbieznym punktowo do funkgji (él +1/ n)

Zatem
L1
Vg2V 2 2V¥, 2 —> | GF
o e mees 1
W W W

~ 1
Vo 2Ven2 2Vow= 2 (Cl +E)’ (12)
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1
Vi Z2W¥, 122 2V, 0,2 — (Cl + 5
o o n—1
i i W

.~ 1
l//n,lzl//n,ZZ_'_Zl//n,mZ_” m:>oo (CI-'__ -

~

Niech jak w poprzednim kroku u bedzie rozkladem z gestoscia f, czyli
1= N(a, 1).Ztego, ze dla dowolnego n € N

m—»0

.~ 1
¥,m —> | ¢ +— | punktowona R,
n

m-—»o n

U
wynika, ze dla dowolnego n€ N, v, — [ ¢ + l)

Zbieznos¢ wzgledem miary unormowanej jest metryzowalna z metryka p (zob.
lemat 2 w dodatku 1).

Zatem dla n-tego wiersza zachodzi:

A . . A 2
3 \4 p(c] + l, v, m) < 1 , czyli jak poprzednio ,o(cI , W, m)< —. (13)
m(n)eN m=m(n) n ’ n ’ n

Nalezy wybra¢ ciag (Wn,m,, ):;1 taki, ze zachodzi (13). W (n+1)-ym kroku nalezy

wzia¢ m,,, = max(i(n+1),m, ).

Wodwczas
Yoirm  SVon SV, (ciagnierosngcy w kolumnie i wzdtuz wiersza w (12)).

Ponadto z (13) (bo m, , > m(n+1)) zachodzi:

n+l

p(éla Vitm,., )< (14)

n+l1

Zatem uzyskano cigg nierosngcy funkeji schodkowych (l//n’mn ):3:1 zbiezny
wedlug miary u do funkeji ¢,. Nalezy teraz wybraé podciag zbiezny 4 prawie
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wszedzie do ¢, (z twierdzenia Riesza w dodatku 1). Wowczas Vo €Yo
My

&

gdzie e =1/n, .

Stad
: < Ins, +7 o ° Ins, +7r o
inf f——20 1 2Ly (Ddt < f——20 0 P Ndt =
>0, ye¥, J;of( 01 2 J l//( ) £f( 01 2 J l//"k~”1nk( )
= fl//nk oy, A1 (15)
R

Chcac skorzysta¢ z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej (zob.
podpunkt b w dodatku 1), nalezy pokazac, ze

Yy, <n,gdde [ndu<ce. (16)
R

n,meN

. . . e 00
Nalezy wykaza¢, ze mozna znalez¢ ciag \y,, ,,

n,m=1 Spelniajqey (12) oraz (16)
Latwo zauwazy¢, ze 0 < C,(s,) < s,, dla s, >0, oraz przyjmujac C,(0)=0,

mozna otrzymacé funkcje ciagla na [0, o0).

Niech
WVin(s)=1+ max C(s),dlas e[

S| €| —, —

2m 2m

Woéwczas dla s € [i, ﬂ} :
S

ﬂ},keNu{O}.

k
o om

_ k+1 k
v,,()= max C/(s)+1< max s +I1<——+1<—+2<5+2.
’ sk ket sk kn 2" 2"
1 2”1’ 2771 1 2771, 2”1

Stad
VO Wi, (8)<s+2.

Ponadto ciag (1// ):=1 jest nierosngcy (max jest brane po mniejszych

1,m
przedzialach jak w dowodzie lematu o przyblizaniu z goéry funkcjami
schodkowymi (zob. dodatek 1). W konsekwencji

df— oyt oyt df
;Ze V/l,m(t):ltyl,m(e 1)Se l +2:77(t)

Analogicznie nalezy zdefiniowa¢ dla n € N, s € (0, o):
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m,mu):%wz,m(s)—l).

Woéwczas dla ustalonego neN ciag ( o )m | Jest nierosngcy oraz
e 1
limy, , (s)=C (s)+ — §>0. Ponadto dla ustalonego me N cigg

( m ) jest tez nierosnacy.

Niech
VN Vo=V, ("), teR.

Zatem ciag ( n,mtmzl spetnia (12).

Poniewaz ciag ( o ) jest ciggiem nierosngcym, wiec dla dowolnego ¢ € R

YV V VO, (0 <nQ@).

neN meN

Ins, 7 1

+— ——0,, mozna otrzymac:

o, 0

(t-a)* (= a)

z dt—z+_j -

Korzystajac z réwnosci a =

1 % -
dy=——[12+e”")-e
_[77 H \/2— _[O( )
®© (t a— o’, )2
5l
Zostato wiec wykazane, ze dla dowolnego € R,

VW, (1) <(0), gdzie [ndp <. (16)
,me %

aoc)+— o‘,

dt = 2+exp{aa]+%(712}:2+so_er, <o,

Zatem z (15) i (16) oraz twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej
(zob. podpunkt b w dodatku 1) wynika, ze

. <1 _ (A
5>01,n!1/f€‘1"8 ;[l// dlu - }t:%}[ W"k MMy d'u !Cl d'u (17)
Ponadto

V V w2¢.

>0 we¥,
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Stad
Il// du> Iél du
R R

i w konsekwencji

>0, eV,

inf jq/ d,uZ.[él du. (18)
R R

Z (17) 1 (18) mozna otrzymac (4).

Zostanie omoéwiony teraz gtéwny wynik rozdzialu 3. Ponizsze twierdzenie
podaje formule na graniczng wycene opcji przez replikacj¢ bedaca uogoélnieniem
formuly Blacka-Scholesa.

. . . . * *
Twierdzenie 3.3.2. Przy poprzednich oznaczeniach p, , g, ,u,, . d;,, 1, O,

i =1, 2,1zalozeniach, ustalonym K >0 oraz

n

1 n w1 x n—[ n— +
Cl,n(Sl): Z( j.pZ,n .qZ,n .(Sl.uZ,nl.dZ,n I_K) s Sl >0’

r
mo\!
zachodzi zbiezno$¢:

dla dowolnego s, > 0 graniczna cena poczatkowa opcji ma posta¢

. . 1 " (n % 1 w n—l n—
lg?o Co,n (S()) = hm_’] ) Z(lj . pl,n : ql,n : Cl,n (SO ' ul,nl : dl,n l) =

n—0 e 1=0

K

U 2
-e

. -¢(A-1ns0+§),

=5, #(A4-Ins, + B)

gdzie:
1

[ 2 2
01+O'2

B=A.[—1nK+r] +V2+%(0'2+022)j’

A=

EzA-(—an+rl +r —%(0'12 +0'22)j,
@() jest dystrybuantg standaryzowanego rozktadu normalnego N(0, 1).

W dowodzie powyzszego twierdzenia 3.3.2 nalezy skorzysta¢ z nastepujacego
znanego lematu:
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Lemat 3.3.3. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi niezaleznymi o ciaglych

rozktadach, f, - gestos¢ zmiennej losowej X , ¢, (a) = I fy(u)du - dystry-

—00

buanta zmiennej losowej Y. Wowczas P(X +Y <a) = ij ()@, (a—s)ds.

—00

Dowdd twierdzenia 3.3.2. Z twierdzenia 3.3.1 wynika, ze

“ n * * N— n—
hm C (SO) - hm er1 Z(ljpl,nl : q},n ch,n (SO : ul,nl ' dl,n 1) =

1=0
o, o,
ot—InK+r,+—= ot—-InK+r,——%
[ 1nS0+r U]J eo'|[¢ 2 _ ]i ¢ 2 dt:
o, e o,
1 11 1Y
ns, n
expl ——|t—-—————+—0 .
e"\2r =, I ( o, o 2 IJ J
ol ol
0t—an+rz+7 K alt—an+r2—72
-—¢ dt =
e’ o,

2

o
w© 2 ot—-InK +r, ——2
K 1 Ins, n 1 ! L)
- exp| ——|t—-——2 -1+ ¢ . dt |
erz J. p( 2( o 2 ]J] ¢

o,

2
o T 1{ow Ins, r 1
th 5,) = —Z.se" |exp| ——| 2———""L-"L ——0 | |
0 (80) = ' \2r o |’ J p( 2( o, o, o 2 IJJ
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2
—InK +r,+-% w 1 | %
g w+ dw— Jex S P LA L
o, " 2\ o o o 2
2
-InK +r,——2
g w+ dw | =
0,
2
—_— —_— 2 —_ —_ — A
_SOJ — exp 5 Y 1-¢| —w+ -, W+
O-Z O-Z
5 2
. w—| Ins, +5 - 7 L nK—r+%
K 1 2 )o, 2
_eﬁerz J. > p _E o 1—¢ —-—w+ pu wW.
—o| o277 = ! 2
0, 0,

jest gestoscig zmiennej losowej X o rozkladzie

2
N((mwuggjl, [] J
2 o, \0,

Jezeli Y jest zmienng losowa o rozkladzie N(0, 1), niezalezng od X , to (lemat
3.3.3)

2
1 1 2
© | | w—(lns0+r, +2G'2jd an—rz—&

o 2 o
Zo| A27 2L e 0,
0-2 62
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InK —-r,— 92
—PlX+Y< 2
0,
Oczywiscie X+Y jest zmienng losowa 0 rozkladzie

2
1 1 lof
N||Ins, +7 +—0} |—, 1+| —- | |, a wiec zmienna losowa
2 o, o,

1

0,

X+Y—(lns0+r] +;af]

ma rozktad normalny N(0, 1).

Podobnie

2
{ { w—[lnso+r1—;of)1
fo(W)=————exp| — = 9,
\/277ﬂ 2 o

0, 0,

~

jest gestoscia zmiennej losowej X 0 rozkladzie

2
N (lnso+rl—lofji, (ﬁJ .
2 o, \o,

Jezeli znéw zmienna losowa ¥ ma rozklad normalny N(0, 1) i jest niezalezna od

zmiennej losowej X, to (lemat 3.3.3)

2
2
. w—(lnswn—lafjl InK —r, +22
1 1 27" o, 2t
I Xp A * ¢ -w+———= w =
b ,lzﬂﬁ 2 o 0,
0, o,
2
_ 1nK—r2+O-2
P X+Y< 2
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2
~ 1 1

zmienna losowa X +Y marozklad N (ln Syt 1 —50'12)—, 1+(ﬁj ,
0,

zatem zmienna losowa

> 1 1
X+Y—|Ins, +r,-—0] | —
2 o,
2
o}
1+ —
0,
ma rozktad normalny N(0, 1).
Stad
2
an—rz—2
imC,,, (s,)=s,|1-P| X+Y<——— 2 ||
n—»o 7 0-2
2 2 2
K _ an—rz+% lnl(—rz—%—lnso—rl——1
—— =P XY <——2 | |=5|1-¢ -
e'e” 0, ’ Joi +o;
2 2
K an—rz+%—lns0—rI+a—1

= syf(Alns, + B) - g(4ins, + B),
el 2

N ntr 1_¢ 2 2
e \ O, +0)

zgodnie z teza twierdzenia 3.3.2.

Uwaga 3.3.6. Wstawiajac w tezie powyzszego twierdzenia 3.3.2 7, =r, =r oraz
0, =0, =0, mozna otrzyma¢ teze twierdzenia 1.4.2 dla 7 =2, tj. klasyczny

wzdr Blacka-Scholesa.






Rozdziat 4

Model CRR z parametrami

zmieniajacymi sie w czasie
dla trzech jednostek czasu

W tym rozdziale omawiany bedzie okres czasu 7 obejmujacy trzy dlugie
jednostki czasu (np. trzy miesigce), czyli 7=3. Podobnie jak w poprzednich
rozdzialach, w kazdej dlugiej jednostce czasu wystapi n chwil zmiany portfela.
Zatem ewentualna realizacja opcji nastapi w momencie 7 =3n. W kolejnym
rozdziale rozwazonych zostanie m dhugich jednostek czasu (7 =m). Wéwczas
I'=m-n.

Analogicznie jak w poprzednim rozdziale 3 w rozdzialach 4-5 beda
zastosowane nastepujgce oznaczenia:
s;,_, — cena akcji na poczatku i-tego miesigca, i = 1, 2, 3, ..., m (s, jest wiec
pewna zmienng losowa), s, jest stala, jak poprzednio,
7, — stopa procentowa wolna od ryzyka za i-ty miesiac,
o ; - wspoltczynnik zmiennosci cen akeji w i-tym miesiacu,

1

n p—

7,, =e " — oprocentowanie rachunku bankowego w i-tym miesigcu miedzy
chwilami handlowania,

u,, — mozliwa goérna zmiana ceny akcji w i-tym miesigcu miedzy chwilami
handlowania,

d;, - mozliwa dolna zmiana ceny akcji w i-tym miesigcu migdzy chwilami

handlowania, 4,, =¢ ", d,, =e
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p,,, — prawdopodobieristwo martyngatowe wzrostu ceny akcji miedzy chwilami

handlowania w i-tym miesigcu,

ro—d u 7,
. - . * * . - .

>
* _ Tin in in i,n
pi,n -

d s qi,nzl_pi,nz
ul,n_ in

gdziei=1,2,3,...,m

Ponadto zostajg wprowadzone nowe nastgpujace oznaczenia:

(n 1 n-1 -
() * * 1 n—I
llln( i 1) o Z(Zj'pi,” 'qi," .(Sifl 'ui,n 'di,n _K)+7

1=0

; 1 &(n 1
('(H'l) — * * C(l+l) n—l
J.n (Sj)'_ er/“ ’ .p/'+l.n .qj+1n /+1n(s M/Jrln : /+ln ) O<J <i _1

i=\!

. . . K . ~

(i+1) — (i+1) (i+1) (i+1) (i+1)
C(5y) =55 - HA0 - Ins, + B y.mw_.éﬂ¢@0.m%+& )

. . _ K _ -

(i+1) — . ( (i+1) | (z+l))_ ) ( (i+1) (z+l)l L
Ci(s;)=s,-g\ 4" - Ins, + B, R P4 - Ins, + B; 0<j<i,

1

A(H—l)
\/Gl +62 + .. +G[+1

b

i+1

; ; 1
Bé’*”:AO(’*”( InK +7+7+..+7, +2(a,2+o-2+ +01+1)

~ A 1
B = 4 (<K 4 e, <307 0 )

1

ATD = ,0< j<i,
\/G]H + G]+2 +..t 01+1
B = A _nK 41 4+t +1( + o4 2) 0<i<i
J Y n r/+1 r/+2 Tin 7 G/+1 O-/+2 O] VYxJ>1,
~ . 1
(i+1) _ 4(i+1) . .
B =4 [ InK+7r,, +r,+..+n,— 2(0,+1+0,+2+ +Ul+1) 0<j<i,

gdziei=1,2,3,...,m,j=0,1,2,3,...,m

W powyzszych formulach na wycene opcji indeks gérny oznacza¢ bedzie liczbe
rozwazanych dlugich jednostek czasu, natomiast indeks dolny bedzie okresla¢
chwile wyceny opcji oraz (w przypadku dwoch pierwszych formul na wycene opcji
w uogodlnionym modelu CRR) liczbe chwil handlowania w kazdej poszczegdlnej
dlugiej jednostce czasu (przyjeto, iz w kazdej jednostce czasu wystepuje n chwil
zmiany ceny akcji). Na przyklad wycena opcji C((s;) (dla I +1 duzych
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jednostek czasu liczona na chwile ;) dokonywana jest, gdy do konca kontraktu
pozostaje 7 +1— j duzych jednostek czasu, przy czym 0 < j <7.

Zatem ulegng zmianie nastepujace oznaczenia z rozdzialu 3 (w szczegdlnosci
w twierdzeniu 3.3.2):

n

1 n w [ w« n—l n— +
Cl(jq)(sl) = Cl,n(sl) = o Z(l] “Pon Do (s, 'uz,nl 'dz,n l -K)",

=0

1 &G(n « 1w on-l e
C((),zn)(so):: Co,n(so): Z( ]'pl,n “Yin 'CI(,?(SO 'ul,nl 'dl,n 1)-

-
e =\l

Ponadto
K ~
CO(s,) =5, - H(AP - Ins, + Bg”)—ﬁ A4 1ns, + BO),
gdzie:
AP =a=—
ol +0;

(
-

4.1. Jednostajna zbieznos¢ formuty CRR
z parametrami zmieniajacymi sie
w czasie dla dwoch jednostek czasu
Lemat 4.1.1. Niech dla dodatniej statej «
af
M\Z; v, (u)=e"d(—om), gdzie g=F, .
Woéweczas funkcje v, i pochodna V! s3 ograniczone na R oraz v, jest

lipszycowska na R.

Dowdd. Latwo zauwazyg, ze:
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(1) V; v, (u)>0,
(2) lim v, (u) = lim (e"p(-au)) =0,
(3) limv, (1) =0-

Istotnie. (3) zachodzi, zob. dowdd lematu 3.1.1, gdyz

1 . 22 1 1 _ 2,
V 0<e'd(—ou)<e" e e e 50,
u>0

N2 au N2rau U=
Z ciagloéci funkcji v, na R oraz (1)-(3) wynika, Zze v, jest funkcja
ograniczong:

v 0<v,(u)<M =maxv,(x) <. (4)
ue xeR

Nastepnie dla dowolnego u € R zachodzi:

V! (u) = (" (—am))' = &' p(—au) — ae" ¢ (—at) = v, (1) ——a=e O (5)

2z

oraz
2 2 212

—0,50%u”+u _az(i—M) —a? (u-l/a”) 12 —
e ’ =e 2 2 =e 2 e2a S e2a .
Stad oraz z (4) i (5):

: a 5 @

v |Va(u)|SM+ lex :M] < 00, (6)

ueR
T

Zatem V/, jest ograniczona na R. Z (6) oraz twierdzenia Lagrange’a o wartosci
$redniej wynika, ze funkcja v, jest lipszycowskana R :

VR v, (W)—v, (x)|<M, |u-x]. (7)

1
Lemat 4.1.2. Niech ¥ ~ N(r, —50'12 ~0,BY, 012), gdzie B’ € R. Wowczas

zachodzi: lim E [¢(L (~Ins,—Y )J} =0.

§og—>0

Dowdd. Zachodzi:

A e [ L

2 R 2
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Dla dowolnie ustalonego y € R: —Ins, —y — —oo. Stad

§g—>®©
(— In S(n) — ) —> 0
0 y .
s(()")—ma

Ponadto 0<4h (y) <], Ild,uY (y)=1. Zatem z twierdzenia Lebesgue’a
R

df
v (y)=¢(

1
o,

o zbieznosci zmajoryzowanej:

Ihxythoo=j¢(£—ﬁ4n%”’—yﬂ¢%xyxﬁzwo

1
Lemat 4.1.3. Niech W ~ N(r, —50'12, 0,>) oraz B" € R. Przy oznaczeniach

lematu 4.1.1 zachodzi: E[va (Ins, +W + B,('))] - 0.

Sp—>0

Dowéd. Wprowadzono nastepujace oznaczenie Z = W + B". Wéwczas
E[eI“SU*W*B"" : ¢(- a(lns, + W + Bl(”))] = [ g(-a(ins, + 2))du, (2).
R

Dla dowolnie ustalonego ze R: Ins,+z — c. Niech, gdy n— o,

59—

5§ — o0

vV V g,(2) ng")ez¢(— a(ln s+ Z))

a>0 zeR

Z dowodu lematu 4.1.1, (3), wiadomo, ze dla dowolnie ustalonego z € R :

g,(z) = 0. (1)
n—>x0
Zatem
VN 0<g,(z) <M =maxv,(u) <o oraz IMd,uZ (z)=M. Z twierdzenia
ne ueR
R

Lebesgue’a o zmajoryzowanej zbieznosciiz (1):

[2,(2)du,(2) > 0.

2 Z—>0
Stad

Elsoe?d(- az)|= E|v, (ns, +w + B,")) -0
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Ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem twierdzenia 3.1.2, opisuje jednostajna
zbieznos¢ w twierdzeniu 3.3.2:

Twierdzenie 4.1.1. Przy zalozeniach i oznaczeniach twierdzenia 3.3.2 zachodzi:

K

v 3V cg2g(s0)—(so¢(,4.1ns0+3)— ¢(A.1ns0+§)j < g
>0 ngeN nzn, s,€(0,00) ’ erl erz

gdzie:

Iy C—

[ 2 2’
(7]+O'2

B=B :A-(—an—i-rl +r2+%(0'12+0'22)}

B=B? =A-(—an+r1 +1, —%(012 +022)j.

Dowdd. Zostang rozwazone dwa przypadki.
L s,>75,gdzie s € (0, ©) bedzie odpowiednio dobrang liczba.
Dla dowolnego s, € (0, ©) zachodzi:

K
e’l . e’z

CP(s9) =5, +5, (= A-Ins, —B)+ r!Kr . Kr -¢(—A'lnso—§13

-e? el-e?

[C8)(50) = CP(59)| = |C2(s0) = 55 - (4 - In s, + B)+

-¢(A-lns0 +§1=

K K ~\¥
C(g,zn)(so)_so"'e,I_Jr,2 o -¢(—A-lnso—81=

=J,(n,5,) +J,(s,) + J5(s,)- (1)

< +|s0-¢(—A~lnsO—B)|+

W dowodzie twierdzenia 3.1.2 (gdy r=r +7r,, 6’ =0, +0,) wykazane
zostalo, ze

Sliirgo J,(s,) =0 oraz SliE)I}OJ3(SO) =0.

Niech & >0 bedzie dowolnie ustalong liczbg. Zatem istnieje 5e (0, ) takie,
ze:

;Y? J,(s50)+J5(5,) £0,25- 6. (2)
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Rozwazaé bedziemy J, (n,SO). Wiadomo, ze

! n w1 L l n—
(2)(S0) = COn(SO) e Z(lj.pl,n .ql,n l(fz)(s() Z’ll n .dl,n l)' (3)
=0

Z twierdzenia 3.1.2 wynika, ze

- - 1
) . n-1 _ 2) . ) . n—l <o A 4
,EN ,Zﬁ SOG(VO,OO) /=0Y.4., )= G (S, - dy, )‘ T4 ety (4
gdzie
2 2
S (o2 S (o2
InL+rp+-2 K lnEl+r2—72
2
Cl( )(Sl):s1'¢ r2¢ . )
o, e o,

Z (3) i (4) dla dowolnego n > n, oraz s, € (0, ©) mozna uzyska¢ oszacowanie:

1 n n % [ x n—1[ (2) l n—I
0,n e,] Z 'pl,n 'ql,n Cl (SO 'ul,n .dl,n ) =

=\
- (©6)
1
|- el 1)
) S(sy, 1, n) . .
gdzie Y, =s— (S(sy, 1, n)==S8(l, n) - oznaczenie z podrozdzialu
0

3.2) opisuje wzgledny przyrost ceny akcji po pierwszej dlugiej jednostce czasu
oraz n chwilach handlowania i jest zmienng losowa o rozkladzie:

n— n x [ % n—[
P(Y(l)_ulnl.dl,n l):(lj.pl,n .ql,n s

gdzie /=0, 1, ..., n.

Z wniosku 3.2.1 wiadomo, ze

d 1 o
) ry——o| +o-Z W
Y/'_ye ? =e, 7)

1
gdzie Z ~ N(0, 1), W ~ N(r, —50'12, )
oraz

EY;I(]) — e"l . (8)

Z (5) i (8) wynika, ze
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1
?E(Clm(so : Yn(l)))_ So+

er|+r2
Sy(l) 0_2 SY“) 0_2
B s K 2 g Ky
€ 0, e e o, e
S, ] 22
In—""—+7r,+ a
< 1, E| s, V"¢ K 2 —%E(SOK,(I))+S07E():" )—s0 +
I o, e'! e
) 2
K In=%2— +rz—&
el 2 02
SOY“) 0'22
—In=r—p + =2
1 1 y® 1 2 K 2
< Els, ¥V g -l T D R gl K 2 ||=
6] 0 n 2 iy
e o, K o, 2 e o,
df
=A4,(n,s,)+ 4,(n,s,). 9)

Ponadto dla dowolnego 7 € N oraz s, € (0, ) zachodzi:

E(¢(1 (~tns, Iy )+ BY D - E(¢(1 (~Ins, — W)+ BY B
o, o,
+ E(¢(l(— Ins,)- v, Bg”D},

+

Ay (n,5,) < {

e’l

Z twierdzenia Skorochoda (zob. dodatek 1) istniejg przestrzen probabilistyczna

((N),ﬁ ,13) i ciag zmiennych losowych (ln Z(l) )j:l oraz zmienna losowa W takie,

~ d ~ d ~ pn.
ze ¥V InY"=InY", W=W,oraz InY" — W .Stad

neN n—ow
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E’[¢(—lnso —lnz(]) +BZ(I)]J_E(¢(_1HSO _W +B§I)]] "
O, 0,
+E[¢(L(_ 1nso)_K+B;‘>B}. (10)
0, 0,

Ponadto wiadomo, ze

A4,(n,s,) < erlliz {

1 2 1
V 0<g'(u)=f(u)=—e " <—.
ueR N2 \N2r
Zatem z twierdzenia Lagrange’a o wartoéci $redniej wynika, ze funkcja @ jest

funkcja lipszycowskq, na R:

Vv |p) - 4| < Iu 2.
Stgd
~ So r ~1
A (nys) < f ! In¥," 7| |+ B gl =% I pollo
et 271_02 et o—2 o—2
af
=4, (n)+ 4" (5,). (11)

Nalezy pokaza¢, ze zachodzi zbieznos¢: limEanZ (1)—VIN/|)= 0. Istotnie.

n—ow

Z twierdzenia Skorochoda wiadomo, ze

fn = ln)N’n“) SW. (12)

, , , w  InU?" .
Ponadto, stosujagc oznaczenia z podrozdziatu 3.2 |V ;?) = | mozna

Gi/\/;

otrzymac:

E[f:]:ﬁ([mﬂ”F):E[[ zw” % ZVH | IZVD

(71

O, * * * *
“n- 4 pln QIn (\/Ln(zpl,n_l)) :4012'p1,n'q1,n+012n(2p1,n_1)z'
n
Zlematu 2.2.1 oraz lematu 2.2.3 wynika, ze

2
|72 2 2| K 1
E[fn ];)@o-l +0, [;1—50'1] .
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Zatem ciag (E [En ZD; jest ciggiem zbieznym, a wiec réwniez ograniczonym.
Stad i z lematu 3 (zob. dodatek 1) (En )j; s3 jednostajnie catkowalne. Z lematu 4
(zob. dodatek 1) oraz (12) wynika, ze lim E(hn 17"(1) - VIN/‘)z 0. Stad

n—x0

3 v 4P@n) s%g. (13)

n,eN nzn,

Z lematu 4.1.2 zachodzi:

3 Vv AP(s,) s%g. (14)

§>0  sye(5,0)

Z (11)-(14) mozna otrzymac:
1
A,(n,s,) < Zg.

Ponadto

M) 2
Al(n,SO)zirlE[So.Yn“).¢{_Llnﬂ_ 1 [,,ZJF% D]:
€ O-Z K 0-2 2

2
ROV )
e’ o, o, o, 2

Wprowadzono nastepujace oznaczenia:

ar o2
B =—InK +r, +==,
2

ud 1 1
u=Ins, +InY" +BY,

af af
V; v(u)=v,(u)=e"d(-ou), gdzie p = F,,, a=1/0,.

Zatem z twierdzenia Skorochoda

Ins, +In¥," +B" D _ E(V(ln s, +InY" + BI(I))) -

) -
-0, e’leBl

1 I
A(n,sy) = rWE(SOYn(I)eBI( )¢(
e'e”

- % E(v(ln s+ + Bl(l))— v(ln s, +W+B" )+ v(ln s, +W+B" ))g

e'e’

LBl 480, o7 0 El 2]
:

B P
e’ e'le?
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Zlematu 4.1.1 (zob. wzdr (7) w dowodzie lematu) wynika, ze
MEanY(l) W‘) ( (lnso +W+B()))df

n BWY n B®M
e e e e

(1)( )+A(2)(S) (15)

Zatem analogicznie jak dla A;l)(n), Az(z)(so) ((13) i (14)) mozna udowodni¢, ze
W) < L
n3EIN n\>v:13 A (n) 8 & (16)
Z lematu 4.1.3 zachodzi:
1

3 ¥V AP(s)<-e. 17
§>0 sye(5,0) ! ( 0) 8 ( )
Ze wzordw (9)-(17) wynika, ze
l

1
<—=g, 18
5 (18)

v A

n>max{n,,my} So>max{s,s)

C(z)(s0 (1)) -5, +

n+n

az (18) oraz (6) i (1) mozna uzyskac:

oy J(nsy) <|CR(s) - Ec“)( A
nxmax{n,,n,,n; s(,>maX{S 5)
+ ich2>(son<”)—so+ K _%g%g:%g. (19)

Ostatecznie ze wzordéw (19) oraz (1) i (2):
% Vo |e@s)-cP sy <

n=max{n,ny,ny} s5>5=max{:

5.5)

IL s, €[0, 5].

Przyjeto: Cy)(0)=0=C;”(0).

Argumentujac jak w dowodzie twierdzenia 3.1.2 (czg$¢ II):

(1) dla dowolnego n € N funkcja Cé (*) jest niemalejaca oraz ograniczona na
przedziale [0, s7];

(2) funkcja CS”(¢) jest funkcja ciagly na przedziale [0, 57;

(3) il_l)l; CO(’Z,,)(SO) =C{"(s,) dla dowolnego s, > 0 (zob. twierdzenie 3.3.2);

z twierdzenia 2 Pdlya (zob. dodatek 1) mozna wnioskowaé, iz

lim CO(’ZW) (5,)=C?(s,) jednostajnie na przedziale [0, 5].
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Z czeéci 1 IT dowodu wynika teza. Istotnie. Dla dowolnie ustalonego & >0 na
podstawie I czesci dowodu nalezy wybra¢ me N i § >0 takie, ze dla s, > 5
oraz n =2 m zachodzi:

(2) (2)
‘CO,n (59)—Cy (So)‘ <é&
Nastepnie na podstawie II czesci dowodu, korzystajac z jednostajnej zbieznosci
ciggu funkdji Céig () na przedziale [0, 5], do & oraz § , nalezy dobra¢
m, (m,>=m) takie, ze dla wszystkich n>m, oraz se[0, 5] zachodzi
nier6wnos$¢: ‘C((fn) (5,)—C (s, )‘ <e.
Ostatecznie udowodnione zostato, ze:

Cg?,)(so)—(so-¢(A-1ns0+B)— K -¢(A-lns0+§)j
el

2

v 3 V V

&>0 myeN n=my s5y€(0,00)

<e.

4.2. Wycena opcji, gdy parametry rynku sg state
w kazdym z trzech kolejnych przedziatow czasu

Nalezy przypomniec, ze

1 “ n * o n—
CI(;)(SI) =TZ(IJ : pz,ln 9., : ‘Céii(sl '”é,n 'dz,nl)a s, €(0, o), (4.2)

e’ =0

. 1 &(n * oy n— +
gdzie C;ig(sz) = Z(J‘P3fn "4, Lo (s, ‘”é,n 'ds,nl -K)".

e’ 1=0

Uwaga 4.2.1. Funkgja C(3)(-):(O, oo)—)[O, 00) okre$lona powyzej jest

1n

nieujemng i niemalejacg na (0, o) funkcjg argumentu s, .

Analogicznie jak w paragrafie 3.3 (zob. rozdzial 3) mozna otrzymac nastepujace
lematy 4.2.1-4.2.2.

Lemat 4.2.1. Odpowiednik lematu 3.3.1. Przy powyzszych oznaczeniach niech
dla kazdego s, > 0
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1 [ n % 1 % n—l n—
c(g?;(so);z . Z( j.p“” g, 'Cl(i’(so'“ynl'dl,n n, (4.2.1.1)

e =\
gdzie (CfS)(-))neN jest pewnym ciggiem funkcji takim, ze C)2(s)>0 dla

N

dowolnej liczby s, > 0. Jezeli dla kazdego wyrazu ciagu (C(3) (-))neN zachodzi

Ln
oszacowanie z dolu przez funkcje¢ przedzialami staly (niezalezng od n),
przyjmujaca skonczona liczbe wartosci:

Zxk 'I(s; E ](Sl) <C(s,) dla dowolnego s, >0, (4.2.1.2)
= Sk PLk ’

gdzie x, 20, k=0, 1, ..., oraz przedzialy (Si,k, Slk] s3 wzajemnie roztgczne,
to dla dowolnego s, > 0 zachodzi oszacowanie:

. 3) 17 Ins, 7 1 =

mC(s) 2 — [ flt-—L-L4 o |- Dx 1, (D,
n—> e - 0, O, 2 Tl (:llnsl,/a3 ;II“SI,/(]

gdzie f(-) jest gestoécig standaryzowanego rozkladu normalnego.

Dowéd. Dowdd jest analogiczny do dowodu lematu 3.3.1 (zob. rozdziat 3).

Lemat 4.2.2. Odpowiednik lematu 3.3.2. Niech Cl(i)(sl)ZO, 5,>0,
n=1, 2, .., beda funkcjami zdefiniowanymi wzorem (4.2). Niech

lim s/, =c. Jezeli przy poprzednich

0=s50<s80=5,<8,=-.
k—

oznaczeniach dla kazdego s, > 0
3) 1 G(n w L=l 3y I n—l
Con(Sy) = o 2 ] PG Gl (Souy, cdy, ), (4.2.2.1)
1=0
gdzie dla ciggu funkgji (C(S)(-))ne v C](i) (5,20, s, >0 zachodzi dla kazdego

I,n

wyrazu Cl(i) (*) oszacowanie z gory przez funkcje przedziatami stalg (niezalezng

od n):
I,n

ka -I(S; N s;'k](sl) >CY(s,) dla dowolnego s, >0, (4.2.2.2)
=) o

gdzie X, 20, k=0, L, ...,

to dla dowolnego s, > 0 zachodzi oszacowanie:
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imCO () < | f(z—“ﬂ—i —m] Zxk (t)d,
n—o ’ e’ i o}

ln 9M —lnslk]
1 o‘l oy

gdzie f(-) jest gestoécig standaryzowanego rozkladu normalnego.

Dowdd. I etap dowodu dotyczacy skonczonej sumy przedzialéw jest analogiczny

do dowodu lematu 3.3.2 (zamiast funkcji C,,(s;) nalezy rozwazy¢ funkcje

C](i) (s,), zdefiniowang wzorem (4.2)). Posta¢ funkcji C,,(s,) nie byla istotna

w I etapie dowodu lematu 3.3.2.

Rozwazy¢ nalezy rowniez II etap dowodu lematu 3.3.2. W pierwszej nieréwnosci
dowodu warunku (1) zamiast z jednostajniej zbieznosci z twierdzenia 3.1.2
nalezy skorzysta¢ z twierdzenia 4.1.1 i woéwczas mozna uzyskac oszacowanie:

dla dowolnego & >0 mozna otrzyma¢ dla n wiekszych od pewnego 1, (gdzie

n, nie zalezy od v ):

! n x 1 x n—l —
3) n-—1 n—I
Z( J'pl,n 4, -G (So'ul,n ) I (So uln -d,, )S

=0 l

* n-1 n— & n—
< 2( J pln ln [CI(3)(SO ‘ul,nl 'dl,n 1)+§}'I(\/, Oo)(SO 'ul,n ln l) (1)

gdzie:

K s -5,

3

CI(S)(SI) =5 '¢(A1(3) ‘Ins, +B1(3))_

A(3) —
+ (73

1
B = 4P -(—an+r2 +7 +5(0'22 +‘732)j’

_ 1
31(3) — A](” .(_ InK +r, +r, —5(022 +032)j-

Ponadto 0< C®'(s,) < s,, zatem z (1) zachodzi:

(N i n—1 — —
. . 3) I n—l ( ! n 1)
Z[ j'pl,n 4, CL(sou, -d, )'I(v, o)\So " Uy, dy, )<

=\ !
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=\

~

" (n / n—l -
* * 3) n—I ! n—I
S [ ) . pl,n : ql,n : [Cl (SO : Z/ll,n : 1 n ) + O 5 ] I (SO Z/ll n dl,n )S

=

IA

(?]'Pinl 'qr,nn_l '[So '”l,n[ 'd, +0 5- ] I (So U, dl,nni[)S

(=]

I=

< E[(sa, m)1;, . (s, n))]+§.

Dalsze rozumowanie w dowodzie lematu 3.3.2 pozostaje bez zmian.

Whiosek 4.2.1. Odpowiednik wniosku 3.3.1. Jezeli przy ustalonym K >0 za
Cl(i) () wlemacie 4.2.1 zostanie podstawiona funkcja okreslona wzorem (4.2), to

zachodzi nastepujace oszacowanie z dotu:

1 &(n I n—l _

. * * 3) ! n—I
— A z 'pl,n ln C (SO 'ul,n 'dl,n )Z
n—w @ 1=0 l

( Ins, —i+%0'1j'(ﬂ(f)df>

l

> sup
>0, ped,

gdzie przy ustalonym 6>0, @, () jest zbiorem funkcji okreslonych na R
przedzialami stalych, przyjmujacych skonczong liczbe wartoséci, ograniczajacych
od dotu funkcje (5,(3) () - 8)+ , t € R, gdzie:

2 2 2 2
+ 0, o, +0;

o
ot—-InK+r+r+—2 ot—-InK+r+r -
: 2 K 4
7y +7 >
\o; +o; e’ \o; +o;

t€R, @(°) jest dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego.

eV (t) =

Dowdd. Funkgja (cAlm(t) - 8)+ jest ciggla na R (jako zlozenie funkcji cigglych)
i nieujemna. Zatem z twierdzenia o przyblizaniu z dotu funkcjami schodkowymi
(zob. dodatek 1) mozna wnioskowaé, ze zbidr @ _(-) jest niepusty. Niech
@(-): R —> [0, o) bedzie funkcja przyjmujaca skonczona liczbe wartosci, stala
na rozlacznych przedzialach postaci (#', "] i ograniczajaca od dotu funkcje

- n + 1
(@1(3)(1‘) - 8) L. () < (clm(t) - 8) dla dowolnego f € R . Niech ¢ :=—Ins,.
0,
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Wdweczas z twierdzenia 4.1.1 zachodzi:

Vo3 vV P (s)-Cls) <z,

>0 ngeN ny<neN s5;>0
gdzie:
CP(s)) =5, -¢(A](3 '.Ins, + B](3))—

1 &(n ! n—l _
* * 3) 1 n—I
- z Do G G Uy, ody, ),

K -
praps : ¢(A1(3) ‘Ins, + BI(S)),

Cl(i)(so):
’ e? =\l

SYFEVEE I wl R IR Lo g .
CZ,n(SZ)_ - Z l 'p3,n.q3,n .(SZ.u3,n' 3,n _K) .

e’ =0

1 . .
Dla t:=—1Ins,, teR, 5,=¢”", &7 (1) =CP'(s,), C2(t) = C1(s,), a wiec

0,
AG) () _ O ()| <
nOS\Z/GN tZ? cl (t) Cl’" (t)‘ =&

astad dla n > n,, i dowolnego ¢ € R:
(o -ef <cm<e e,
Zatem

VY o)< CO).

@ed, teR L

Wébwczas rOwniez

ol os\ o~ o~ Y [Ins
Y Vv (p(e ! )=(p(sl)£ Cl(fn)(sl), gdzie qo(sl)zw( 1]:(/)(t).

ped, 8 =e7'>0 O-l

Zlematu 4.2.1 wynika, ze

) 1 7 | 1
v limCE(s) > jf(r—ﬁ—h—olj-co(r)dt,
’ e' -, o o0 2

P, e | |

a w konsekwencji

limCP(s,) > sup i [ f(t—hﬂ—i#a]j-ga(t)dr.
’ ‘ o o 2

n—»% 50, pe®, € 1 1

—o0
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Whiosek 4.2.2. Odpowiednik wniosku 3.3.2. Jezeli przy ustalonym K >0 za
Cl(i) () wlemacie 4.2.2 zostanie podstawiona funkcja okreslona wzorem (4.2), to

zachodzi nastepujace oszacowanie z gory:

n

- 1 n 1 n—I[ _
. * * (3) ! n—l
hm 7 Z : pl,n ’ ql,n ’ Cl,n (SO : ul,n : dl,n ) <

[

< inf {jf(;-mﬁ—i%alj-w(z)dt,

o, O

gdzie przy ustalonym &>0, W, (-) jest zbiorem funkcji okreslonych na R,
ograniczajacych od gory funkcje ¢*' (¢) + £, stalych na przedziatach roztacznych
postaci (¢{,, t,], spelniajacych zalozenia lematu 4.2.2, z tym ze t;,o =—00,
gdzie:

2 2
o, +0
ot—-InK+n+n+-—2—23 ot—InK+r+r—
2 K

_ p >
2 2 7yt 2 2
\o, +o, e \o, +o,

teR, ¢(-) jest dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego N(0, 1),
f jest gestoscig N(0, 1).

2 2
O, +0;,

&V(1):= 7'

Dowdéd. Funkcja ¢ () + & jest ciagla (jako ztozenie funkcji ciagtych). Zatem
z wniosku o przyblizaniu z gory funkcjami schodkowymi (zob. dodatek 1) dla

L) L [ Ins . . .
funkcji C\7 (") + ¢, gdzie C;7(s)=¢"| — |, §>0, mozna wnioskowa¢, ze
O,
zbiér W, (-) jest niepusty. Niech w(-):R —[0, o) bedzie funkcjg z klasy

1
W, (-). Wéwczas (1) > 67 (t) + & dla dowolnego ¢ € R. Niech ¢ :=—1Ins;.
0,

Woéwczas z twierdzenia 4.1.1 wynika, ze

Vo3 VY|P (s)-Cl (s < e

>0 nyeN ny<neN s>0
gdzie:

K
C1(3)(S1) = ¢(A1(3) Ins, + Bf”)

o ¢(A1(3) “Ins, + EG)),

o) .
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1 "(n / n—1 _

(3) _ * * (3) ! n=l

Cl,n (SO) - erz : l ' p2,n ’ QZ,n ' CZ,n (‘Sl ' uZ,n ’ d2,n )
/=0

1
Dlat:=—1Ins,, teR, s, =e”, ¢V (t)=C (s, C(3)(t) = Cl(i)(sl),awie;c

I,n

]
VoV |- C(”(t)‘Sg,
ny<ne S

astad dla n > n, i dowolnego f € R:
) -e<COMN <P (1) +e.

I,n

Zatem

VY p(0)2Ch@).

yeV¥, teR

Wébwczas rOwniez

s (]
Vv gle)=i(s) 2 COs,), gdzie F(s,)= w( nle w(t).

ye¥, s =e">0 Gl

Zlematu 4.2.2 wynika, ze

v llmC(3)(s0)<—If(t—lnS° —i+%alj-t//(t)dt,

ye¥, n—w 1 O-l

a w konsekwencji

lim C)(s,) < inf ljf( 1nso_i+%alj-z//(t)dt.

>0, ye¥, 1

Twierdzenie 4.2.1. Odpowiednik twierdzenia 3.3.1. Przy poprzednich

d.,r,o,,i=1,2,3,ustalonym K >0 oraz

im> i

oznaczeniach pzn’ qln, u;

Cl(;)(sl) i Cz(,;z(sz) zadanych jak poprzednio przez wzdér (4.2) zachodzi
nastepujaca zbieznos¢ (dla dowolnego s, > 0):

1 &(n wl x onl - 1 7 Ins,+r, o

; (3) N H (3) ! n=ly _ o™ h 1
lim Cy; (sy) = lim . E ( J.pl’" . G (souy, d, )= . jf(t + .
n—o n—w @ l e (o

1=0

2 2
o, +0;3

ot—-InK+r+r+ ot—-InK+r,+r, -
ey z_ |- dt,

[ 2 14y 9 [ 2
o, + 03 e o, + 0}
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gdzie jak poprzednio:
() jest gestoscia standaryzowanego rozktadu normalnego,

@(-) jest dystrybuantg standaryzowanego rozkladu normalnego.

Dowdéd. Z wnioskéw 4.2.1 1 4.2.2 wynika, ze

) 17 | 1
HmCO(s) > sup  — [f]e-—2-Tv "o o), M
n—ow £>0, ped, ! e o o 2
T ~03) . 1 < lnSO n 1
limC;”(s,) < inf . J.f t——2——L+—0o, |-w(t)dt. (2)
n—o ’ 0, ye¥, el i 0, o, 2

Wystarczy pokaza¢ réwnosci:

sup Tf(t_h:o =*3 GIJ <t>dr—ff( o 2*;01)@5%)& 3)

&>0, ped® 1 1 ] 1
oraz

inf [f LR w(t)dt = jf s A Lo Leowar, (@)
ehyete o, g, Ul o o 2

gdzie ¢ jest funkcjg okreslong wzorem:
alt—an+rz+g+02;G3 k| ot—InK+r+r-

ry 13 ¢

2 2
\/02 + 0, €

2 2
O, +0;

&)= ey

2 2
\/0'2 + 03

rekR.

Dowdd zostanie podzielony na dwa etapy.
L. Dowdd (3). Wprowadzono oznaczenie: ¢, (¢) := [éf”(t) —lj ,teR, neN.
n

Z lematu o przyblizaniu z dolu funkcjami schodkowymi (zob. dodatek 1) dla

dowolnie ustalonego 7€ N istnieje niemalejacy ciag (5,”” )w

m=1

funkcji

nieujemnych przedziatami stalych taki, ze @, ,, —> C, ().
7 m—o
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Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.3.1 nalezy skonstruowac ciag

(@,.,) e funkcji przedziatami statych takich, ze

PusS@P,s =¢,= - C,
o e
[ [ [
PSP S 2@, < — Gy,
Ppis <SPS <@, S —> Cyyp»
o L mee
[ [ [~
¢n,1 S (Dn,z S S ¢n,m S njoo cn’ ne N'

Dalszy ciag dowodu (3) jest analogiczny do etapu I dowodu twierdzenia 3.3.1,

w ktérym zamiast ciagu funkcyjnego (é]“)() —lj rozwazono ciag funkcyjny
n

(él () - %) .

~ n 1
IL. Dowdd (4). Wprowadzono oznaczenie: ¢, (t):=¢> (1) +—,te R, ne N.
n

Z lematu o przyblizaniu z gory funkcjami schodkowymi (zob. dodatek 1) dla

dowolnie ustalonego 7 € N istnieje nierosnacy cigg (1/7,”” ):=1 funkgcji z klasy

‘{’g(.)’ gdZie &= l/n 4 taki’ ze Wn,m — ?ﬂ (t)

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.3.1 otrzymano ciag (¥,,,),., funkdji
przedziatami statych (na przedziatach spelniajacych zalozenia lematu 4.2.2) takich, ze

VinZ2Vi22 2V, 2 — Cp

e
W W W
Vo1 2Wp,2 2V, 2 — Gy,

e (6)
Wid1 ZWoi22 2ZW, 0, 2 — C

o o mee

W W W
l//n,l 2 Wn,Z Z 2 Wn,m 2 - cn'
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Dalszy ciagg dowodu (4) jest analogiczny do etapu II dowodu twierdzenia 3.3.1,

w ktérym zamiast ciagu funkcyjnego (51(3)(-) + lj rozwazono ciag funkcyjny
n

(c‘] )+ l) . Ponadto nalezy zauwazy¢, ze 0< C(s,)<s,, dla s, >0 oraz
n

przyjaé, ze C1V(0) =0. Woéwcezas C(s,) jest funkcja ciagla dla s, € [0, o).
Nalezy réwniez zdefiniowac:

max CY(s,), dla se(im, ﬂ}, ke NU{0}, m, neN.
+1

e o

_ 1
Vpm(8) =—+
n

Twierdzenie 4.2.2. Odpowiednik twierdzenia 3.3.2. Graniczna poczatkowa
cena opcji dla trzech jednostek czasowych (tj. z czasem realizacji 7' =3n, przy
n — o) ma postaé:

. K 5
,P_{E.}Céiz (SO) = SO¢(A(§3) . lnso + Bé3))— W(Aé?)) . lnSO + Bé3) ) ,
gdzie
A(3) — 1

Bés) :AO(3)-(—IHK+7§ +r+5 +%(o'32+0'22+0'12)j,
B -4

1
~InK+r+r+r —5(0'32 +0; +0'12)j.
Dowéd. Korzystajac z twierdzenia 4.2.1 (podstawiajac ¢ =-—1Ins;), mozna

O,
otrzymac:
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. .1 &(n . . - .
llmCé33(S0):: i Z( J.pl nl'%n /'Cl(?(so'ul nl'dln 1):
n—w ’ n—w p'l Z > > > 5 5

€ =0

( s, 4, Gzlj-{e“"qﬁ(Af” 10, +BO) K (40 10+ BO )}dt =
l e Ze 3

2
11 |7 1 Ins, r 1
=———| |exp| —=|t——2-L+—0, | |7 #A” -to, + B Jdt -
e \2x j[ p{ 2[ o o 2 IJJ ¢(] e )d

2
K 7 1 Ins ro 1 -
— o e ‘5(“7“;”3@} A4 1o, + BO Yt | =

1 ©

O, 1

Podstawiajac v= 4" -1-0,:

2
1 1 ° 1 v Ins, r o
imCP(s,)=———| s.e" |exp| = —| ————"0 1L _Z1L| L gly+B® kyv—
n—e O’K(O) e \/272'141(3)0'1 ‘ J P 2 A1(3)0'1 o, o 2 ¢( 1 )d

2
Tl 1(v—(Ins, + 7 +0,56,") 4" 3
= 5| [ ———exp| —= (1=gl=v-B? )lav-
’ _'[o\/27z 40, " 2[ 4%, ( ¢< l))d

2 2
v—(Ins, +7 — %I)A,“)

% A|(3)C7| ’ (1 - ¢<_ V- §1(3) ))dv :

e'e e” J‘\/ A(3)0'1

Mozna zauwazyc, ze
2
1
i —(lnso+r1 +2O'12j141(3)
le ( ) } A(3) _5 A](S)Ul
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jest gestoscia zmiennej losowej X, 0 rozkladzie

N((lnso +r +%0']2jA1(3), (Af”al)z}

Jezeli Y jest zmienng losowa o rozkladzie N(0, 1), Y niezalezng od X, to
(Iemat 3.3.3)

o1 1
—— 0 &X
'[0\1272' A%, P 2 4%,

= P(X,+Y <-B®).

2

Oczywiscie X, +Y jest zmienng losowa 0 rozkladzie
1
N((ln Sy +1 + 5 o} jA](” , (Af”al )2 + lj, zatem

X, + Y—[lnso +7 +;afjAf3)

~N(o, 1).
J1+ (400,
Podobnie
2
V- (lnso +7 - IO'IZJA](”
1 2
- (V)i=—————exp| ——
jest gestoscia zmiennej losowej X ! 0 rozkladzie

N((lnso +n —%ijAf”, (AIG)O])Z}

Jezeli znéw Y ~ N (0, 1), Y niezaleina od X , to (lemat 3.3.3)

2
T 1{v—(ns,+r-050)A% ~

j 7 G- X~ —5 — -¢(—v—B](3) v=
T AN2m 470 2 470,

= P(X, +Y<-BY).
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Oczywiscie X, +Y jest zmienng losowa 0 rozkladzie
1 5 (3) (3) ;
N lnso+r1—50'1 A7, \ 470, ] +1|, awigc

1
X, +Y—(lns0 +7 —20']2}41(3)

- ~N(0,1).
1+(4%,)
Stad
K - -
: (3) _ (3) [©F]
limCE)(s,) =5, -(1- PLX, +¥ <-B] ))—m-(l—P(Xl +Y<-BY))=
2 2
—Bl(‘” —(lnso +n +62'JA1(3) —Elm —(lnso +n —O;jAlm
K
=S 1_¢ > T A _¢ 2 -
1+(4%, ) e 1+(4%, )
o} ~ o2
BY +|Ins, +r, +— |47 B® +|Ins, +r, -2 [4®
y 2 £ |, 2
=g — — =
‘ 04 Y e O Y
1+1\4,” o, 1+{4,"0,
=5, HAD s, + BO)-— 5 44 Ins, + BO).
e |e’2e’3

Uwaga 4.2.2. Dowdd twierdzenia 4.2.2 jest analogiczny do dowodu twierdzenia
3.3.2 (w formulach wystepuja jedynie rozne stale, ktore nie maja wplywu na tok
rozumowania).



Rozdziat 5

Model CRR z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie

dla dowolnej liczby jednostek czasu

W rozdziale 5 bedzie rozwazanych m dlugich jednostek czasu (7 =m).
Wdwczas ewentualna realizacja opcji nastapi w momencie ' =m-n. Zatozono,
ze w kazdej dlugiej jednostce czasu wystapi 7 chwil zmiany portfela.
W poprzednim rozdziale zostaly wprowadzone oznaczenia, ktore beda réwniez
obowiagzywaé w tym rozdziale.

5.1. Jednostajna zbieznosc¢ formuty
CRR z parametrami zmieniajacymi si¢
w czasie dla trzech jednostek czasu

Twierdzenie 5.1.1. Przy zalozeniach i oznaczeniach twierdzenia 4.2.2 zachodzi:
K

v 3 VvV Y oG (So)_(so¢(’4(()3) s, +B)-—— (4" Ins, +§<§3))) <é,
>0 nyeN n=zny s5€(0,0) ’ e'le?e”
gdzie:
1
3 _
4,7 =

[ 2 2 2
o, +0, +0,

1
B =AY |\ —InK+r,+r, +r +—(O'2+c72+c72) ,
0 0 3 2 1 2 3 2 1
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~ 1

3 — 40 2 2 2
B, =4, -(—an+r3+r2+rl—5(0'3+c72+0'1) .

Dowdd. Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.
L s,>75,gdzie s € (0, o) bedzie odpowiednio dobrana liczba.

Dla dowolnego s, € (0, o) zachodzi:

K -
CO(50) = CO(50)] =|CE (5) — s, (A4S - Ins, + B )+ W(Aé” Ins, + Bé”i =
K K ~
=|CY (s0) =S, +5, -¢(— A -Ins, —B)+ - -¢(— AP -Ins, —qu <
£l erlerzer3 erlerze}/:;
(3) — - cdl— A . _B® L _ 4B, _p®|_
<|Con(So) = 8o +———| |8, - A\= 4, -Ins, — By | +|— —- P\~ 4" -Ins, - B;” |=
g elezes elerzes
:jl(”aso)+j2(so)+jz(so)~ (1)

W dowodzie twierdzenia 3.1.2 (gdy r=r+r, +r, o =0, +0,+0,)
wykazane zostalo, ze

lim J,(s,) =0 oraz lim J,(s,) = 0.

59 >0 S9—>0

Niech & >0 bedzie dowolnie ustalong liczbg. Zatem istnieje 5 e (0, ) takie,
ze:

V. J,(50)+J5(50) <0,5-¢. ()

Nalezy rozwazy¢ J ,(n,s,). Wiadomo, ze

1 i n % 1 x n—l _

3 3 l n—l

C(g,n) (S()) = e_,l : Z(lj : pl,n ’ ql,n ’ Cl(,n) (SO ’ ul,n ’ dl,n )9 (3)
=0

gdzie

1 &(n i n-1 -
3) _ * * 3) l n=l
Cl,n (s)) = P / “Parn "Yan 'Cz,n (s, U, 'dz,n ),

€ =0
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1 &(n s L on-d e N
C2(,3rz(s2):er3 .Z(lj.pln .q3,n (SZ.uLnl.d},n Z_K) .

=0
Z twierdzenia 4.1.1 wynika, ze

! n—l (3) ! n—1 E &
iV V¥V \4 |C(3)s ‘u,-d -C7(syuy, -d |S—£—e‘ (4)
nyeN nzn; sye(0,0)1=0,1,...,n ]’"( 0 TLn Ln ) 1 (0 Ln Ln ) 4 4
gdzie
2 2 2 2
S o, +0 N o, +0
Int+r+r+—2—2> % In“Ltr+r-——2—2
COG)=s5,-¢ K 2 _ p K 2
1 || rtn
o, +0, e’ o, +0,

Z (3) i (4) dla dowolnego n = n, oraz s, € (0, o0) zachodzi:

1 1 G(n * x n—l n—
Céiz(so)_:rl E(c1<3>(soyn<1>)i =|C)(sy) — % Z(Zjip"” g, CO(s, '”1,,,1 d,, Hi<
=0
1 &G(n « 1 wnd & &
< . . . . — er‘ = —, (5)
erl ;(l} pl,n ql,n 4 4

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 4.1.1 mozna otrzymac:

(1) 2 2

s.Y o, to
1 K 1 In=24p +r+—2—2
—E(CG)(S Y“)))—s + =—E| s,Y"¢ K 2 -85, —
n 1 0 n 0 noror " 0 n 0
eee e o, + 0,
(1) 2 2
S o, to
1 K ln 0[<n +r2+l’3 _% K
_TE 1yt ¢ o | T
e’ e’’’ o, +0; e'e’e’
1 1 5, Y 1 o + 05
<—FE| s,Y"g| - In=2r ntrn+—=—2 ||+
p n 2T
e o, + 0, K o,+o, 2
1) 2 2
_pSote . O1tOy
K 1% ry, =1, 5 7 _
o E ¢ = 4,(n,50) + 4, (1,5,). (6)
e o, +0,

Ponadto dla dowolnego 7€ N oraz s, € (0, ) zachodzi:
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K 1 ~

A, (n,s)) < —— e E ¢( (— Ins, —In Yn(”)+ Bz(”] -
! o, +0,

—E(¢[ : (—1ns0—W)+§2(”]]+E(¢[ “hns, W +1§§”D}, (7)
O'2+O'3 O'2+O'3 0'2-1-0'3

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 4.1.1, korzystajac z twierdzenia
Skorochoda i warunku Lipschitza dla funkcji ¢, mozna otrzymac:

- lnY“) w _ ~
AZ(n’SO) < 7 +Ir<+r ‘ ‘ + 7 +Ir<+r E ¢ lnso a v + Bz(]) =
e N2z (o, + 03) el 0,+0; O0,+0;

ZA0 (m)+ A9 (s,). (8)

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 4.1.1, (13), mozna wykazac, ze

nmeN nn,

~ 1
3V A"m)<—e. 9
2 (n) T )
Zlematu4.1.2 (gdy Y =W - B (o, + 03)~N(r1 ~0,507 - (0, +0,)B{", 5} ))
wynika, ze
~ 1
(2) < __
EEIO SOE(VE’OO) A7 (5,) < 168' (10)
Z (8)-(10):

~ 1
A4,(n,s,) < gg.

Nalezy teraz rozwazy¢ Zl (n,8,). Zachodza nastgpujace rownosci:

~ Y(l)
Al(n’SO):irE So‘Yn(l)‘¢ - ! lnso - ! rtrn +m =
e o, +0, K o, +0, 2

1 1 Iny®" 1 24 g2
SR IS CUY (M L L A K 4+ 25|
e’ o,+o0, o0,+0,) O,+0, 2

Wprowadzono nastepujace oznaczenia:




Jednostajna zbieznosc¢ formuty CRR z parametrami zmieniajgcymi sie w czasie... 133

~n? o: +0
1
BY =—InK +r, +r,+—2—3,
2

i 1 B

u=Ins, +InY" + B,
df df
u . _

LZ; v(u)=v,(u)=e"¢(—au), gdzie p=F, ,, , a =1/(c, +0;).

Zatem tak jak w dowodzie twierdzenia 4.1.1, (15), z twierdzenia Skorochoda oraz
lematu 4.1.1 mozna wykazac, ze

qulnz(l)_ﬁ/) EMins, +w +B" )| ~ ~
B + (( : 1 )):A1(])(”)+A1(2)(So)- (11)
e e

A (n,s,) < g

Podobnie jak dla 22(1) (n), 22(2) (s,) ((9)i(10)) mozna udowodni¢, ze

~

1
3 VvV AV <—e¢. 12
() 16 (12)

meN nxny

Z lematu 4.1.2 zachodzi:

~ 1
3 ¥V A4P(s)<—e. 13
50 sye(5,0) 1 ( 0) 16 ( )
Ze wzordéw (6)-(13) wynika, ze
1 1
v Vo —E(Cf” (s,Y “)))— 5o F————|<—¢, (14)
nzmax{n, ny} so>max{5,5) |g"t n e’l*'z*'z 4
az(14) oraz (5)i(1):
i ® ® ECP(s,Y,")
nzmax’:Z:,nz n3}s0>mX{§,§)Jl(n’SO) - CO’” (SO) St et S CO’” SO) - 7 : +
1 1 1 1
+—.E(C1(3)(s0Yn(l)))—s0+ ——|<—g+—c=—¢. (15)
e et 4 4 2
Ostatecznie ze wzordw (15) oraz (1) i (2) mozna uzyskac:
v v o ‘Cé33(so)—Cé3)(so)‘30,5-5+O,5-5=5.
nmax{n,n, ny} s,>5=max{s,s,s) ’

I s, €[0, 5]
Przyjeto: C§” (0) =0 = C{(0).

Argumentujemy jak w dowodzie twierdzenia 3.1.2 (zob. czes¢ II):
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(1) dla dowolnego n € N funkcja Céif () jest niemalejgca oraz ograniczona na
przedziale [0, §];

(2) funkcja C{(¢) jest funkcja ciagla na [0, 5];

(3) li_r)roloCéfj(so) =C{V(s,) dla dowolnego s, >0 (z twierdzenia 4.2.2), gdzie
K

CS(sy) = s0¢(A33) ‘Ins, + Bé”)—W(Aé” Ins, + 553))
eee”

(state A((f) , B((f) , Ef) zdefiniowane sg w tezie twierdzenia 4.2.2).

Stad i z twierdzenia 2 Pdlya (zob. dodatek 1) mozna wywnioskowa¢, iz

limCy)(s,) = Cy” (s,) jednostajnie na [0, 57].

Analogicznie jak w twierdzeniu 4.1.1 z czgéci I i II dowodu wynika teza.

5.2. Wycena opcji, gdy parametry rynku sa state
w kazdym z czterech przedziatow czasu

Nalezy przypomniec, ze

SHOES i(’;)'ﬁwq;i’;’-Céf‘,f(sl-ué,n-ds',;’), 5,€(0, @), (521)

gdzie: o

Co(s2) = Lzm Py o O sy, d), (522)
e’ I=0

C(s) = Zmp S syl dl - K) (523)
et I=0

Uwaga 5.2.1. Funkcja C%(-):(0, ©) =[0, ) okreslona powyzej jest

1,n

nieujemng i niemalejaca na (0, o) funkcjg argumentu s, .

Analogicznie jak w podrozdziale 4.2 mozna otrzyma¢ nastepujace lematy 5.2.1
i5.2.2.
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Lemat 5.2.1. Odpowiednik lematu 4.2.1. Przy powyzszych oznaczeniach niech
dla kazdego s, >0

1 &(n ! -1 _
4 * * 4 1 n—l
C((),n)(SO) = o ’ ( }'pl,n Ln C( )(So Uy, 'dl,n ), (5.2.1.1)

=\

1=0

gdzie (Cl(? ())neN jest pewnym ciagiem funkcji takim, ze Cl(,i)(sl)ZO dla
dowolnej liczby s, > 0. Jezeli dla kazdego wyrazu ciagu (Cl(j')('))nezv zachodzi
oszacowanie z dolu przez funkcje przedzialami stala (niezalezng od n),

przyjmujaca skonczona liczbe wartosci:
Zxk 'I(S, . ](s]) < C¥(s,) dla dowolnego s, >0, (5.2.1.2)
P Lk» S1k ’

gdzie x, 20, k=0, 1, ..., oraz przedzialy (s, ,, s,,] sa wzajemnie rozlaczne,

to dla dowolnego s, > 0 zachodzi oszacowanie:

) 1 7 Ins, r
h_mCéf‘,f(so)Ze—ﬁJ.f(t— O_O__l _(71] Zxk 11 (t)dt,

| (—lnsm —In. 9lk
O]

gdzie f(-) jest gestoscig standaryzowanego rozktadu normalnego.
Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu lematu 3.3.1 (zob. rozdziat 3).

Lemat 5.2.2. Odpowiednik lematu 4.2.2. Niech Cl(j,)(sl)ZO, s, >0,
n=1,2,.. beda funkcjami zdefiniowanymi wzorem (5.2.1). Niech

0=25,,<80=5,<S8 =0 %imsl’k =o. Jezeli przy poprzednich
, : : : T L
oznaczeniach dla kazdego s, >0
I &(n ! n-1 -
(4) _ # e 4) ! n-l
CO,n (SO) - e_;l ’ l ) pl,n : ql,n : Cl,n (SO ’ ul,n : dl,n )9 (5221)
1=0

gdzie dla ciggu funkcji ( (4)( ))

neN’

(4)(s )20, s, >0 zachodzi dla kazdego

wyrazu Cl(jl) (-) oszacowanie z gory przez funkcje przedzialami stalg (niezalezng
od n):

0
x, -1
k=1

gdzie X, 20, k=0, 1, ...,

to dla dowolnego s, > 0 zachodzi oszacowanie:

(Sl) > C(4) (s,) dla dowolnego s, > 0, (5.2.2.2)

(S140 1]
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— 17 Ins, ~
;lil_)r{.}co(?n)(so)ge_ﬁ_[f(t_ ° __l _O-lj Zxk I 1 (t)dt,

o, (*1“ S —sy]
o

gdzie f(-) jest gestoscia standaryzowanego rozkladu normalnego.

Dowdd. I etap dowodu dotyczacy skonczonej sumy przedziatéw jest analogiczny

do dowodu lematu 3.3.2 (zamiast funkcji C|,(s,) nalezy teraz rozwazy¢ funkcje

Ci ) (s,), zdefiniowang wzorem (5.2.1)). Posta¢ funkcji C,,(s,) nie byla istotna
w dowod21e lematu 3.3.2.

Rozwazy¢ nalezy teraz II etap dowodu lematu 3.3.2. W pierwszej nierdwnosci
dowodu warunku (1) zamiast z jednostajnej zbieznosci z twierdzenia 3.1.2 nalezy
skorzystac¢ z twierdzenia 5.1.1 i woéwczas mozna uzyskaé oszacowanie:

dla dowolnego & >0 mozna otrzyma¢ dla n wigkszych od pewnego n, (gdzie

n, nie zalezy od v ):

" (n P . .
Z(IJ.pl,n 91, C(4)(So 'ul,n[ d,, I)'I(v, oo)(so 'ul,n[ -d,, [)S

(n w1 x n—l n— n—
S [lj'pl,n 'QI,n '[C1(4)(SO 'ul,nl 'dl,n l)+035‘9]'1(v, oo)(SO 'ul,n N [) (1)
1=0

gdzie:

CH(s,)=s,-HA4® -Ins, + BY)- Praprapr #4® s, +BO),

1
\oi +0i +o;

1
BV =49 -(—IHK-FI"Z +r3+r4+5((722 +0; +Uf) ’

4D =

~ 1
BY =AW -(—an+r2 +r+r ——(022 + 03 +Uf) :
2

Ponadto 0 < C\¥(s,) <'s,, zatem z (1) dla 0 < & <1 zachodzi:

(N w 1w onl _
(4) ! n—I ! n—l
Z(Zj ’ pl,n ’ ql,n ’ Cl,n (SO ’ ul,n ’ 1 n ) I ( ul,n ’ dl,n )S
1=0
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n x [ s« n—l )i n—I ! n—I
< [ j : pl,n : ql,n ) [C1(4) (SO : Z/ll,n : dl,n ) + 0758]' I(v, w)(SO : ul,n . dl,n )S
0

IN

“(n % 1 x n—l / n—l ] ( i n—1
[Zj . pl,n ' ql,n : [SO : Z/ll,n : dl,n + 0’58 ' I(V, 00) SO : ul,n : dl,n )S
=0

<E[S(1 m+e) 1 (S n)]<E[S(1 m) 1S n))]+0,55.

Dalsze rozumowanie w dowodzie lematu 3.3.2 pozostaje bez zmian.

Whiosek 5.2.1. Odpowiednik wniosku 4.2.1. Jezeli przy ustalonym K >0 za

CS,) (-) w lemacie 5.2.1 zostanie podstawiona funkcja okreslona wzorem (5.2.1),
to zachodzi nastepujace oszacowanie z dotu:

1 - n ! n—I _
* * (4) n—1l
hm z / 'pl,n 'ql,n (SO uln 1,n )2

n—0 € g 1=0
_In s0 n 1

> sup I flt +—o0o, |-p(t)dt,

£>0, ped, e" o 2
gdzie przy ustalonym 8>0, @ _(-) jest zbiorem funkeji okreslonych na R
przedziatami stalych przyjmujacych skonczong liczbe wartosci, ograniczajacych
od dotu funkcje (5‘1(4) (1) - 8)+ , te R, gdzie:
0. +0;+0,

ot—-InK+r,+r,+r, + 5

~(4) . ot
¢ (t)y=e" —
\O, +0; +0;

o +o;i+o,
K 2

CnAnn ¢ 2 2 2 ’
er Joi +oi +o,

teR, ¢(-) jest dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego.

ot-InK+r,+r,+r, -

Dowéd. Funkcja (51(4)(t)—8)+ jest ciagla (jako zlozenie funkcji ciaglych)
i nieujemna. Zatem z lematu o przyblizaniu z dotu funkcjami schodkowymi
(zob. dodatek 1) mozna wnioskowaé, ze zbiér @ () jest niepusty. Niech
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@(): R —> [0, ) bedzie funkcja przyjmujaca skonczong liczbe wartoéci, stalg
na rozlgcznych przedziatach postaci (¢', t"] i ograniczajaca od dolu funkcje
. " . + 1
(90 -e) 1. p)<(EP(t)-¢) dla dowolnego ¢ € R. Niech ¢:=—1Ins,.
0,
Woéwczas z twierdzenia 5.1.1 wynika, ze

Vo3 v v | (s)-Cl sy < e

>0 nyeN ny<neN >0
gdzie:

K ~
CO(s,) =5, - A Ins, + BO)-—— (4@ Ins, + BY),

e’z .e"s .

1 ! n x x n—[ —_
4) _ 2 (4) l n—l
Cl,n (SO) - e,~2 : l ' p2,n ' qZ,n : CZ,n (Sl : uZ,n : d2,n )
1=0

1 X .
Dla t:=—1Ins,, teR, s, =€, &V(1)=C"(s)), CP()=C(s),
2

a wiec

vV V

ny<neN teR

{0 (0-CRw) <,
astad dla n>n, i dowolnego f € R :

@@ -e] <O <e® @ ve

Zatem
<@
w:j’)g tZe p(t) < C1,n (?).

Wébwczas rOwniez

- - ~ o~ Y (Ins
v Vv (0(8 lt): o(s) < Cl(jz)(sl)’gd21e (D(Sl)=(0( lj = ¢(t)'

ped, 5= >0 o,

Zlematu 5.2.1 wynika, ze
) 1 7 In
v limClY(s,) = — jf(t—i
e' *

P, e O-1

1
-t o, et
o 2
a w konsekwencji

imCO(s)z sup  — | f(z—ln%—i%al)mt)dt.

n—»oo >0, pe®, € O-l Gl

—00
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Whiosek 5.2.2. Odpowiednik wniosku 4.2.2. Jezeli przy ustalonym K >0 za

C 1(’1) (-) wlemacie 5.2.2 zostanie podstawiona funkcja okreslona wzorem (5.2.1),

to zachodzi nastgpujace oszacowanie z gory:

n

P n s n—
llmi’iz(l]pln ’ IC(4)(S0 uln l,n Z)S

Hn—»00 e -0
_In s0 o1

< inf j fle +—a1 w(t)dt,

>0, ye¥, e 2
gdzie przy ustalonym ¢ >0, ‘I’, (-) jest zbiorem funkcji okreslonych na R,
ograniczajacych od gory funkcje ¢é\Y(¢)+¢, stalych na przedziatach
roztacznych postaci (¢],, ;] spetniajacych zalozenia lematu 3.3.2, z tym ze
t{,o = —o0, gdzie:

2 2 2

+05 +
ot-InK+r,+r,+r, +%
e () =e"g - - - -
\NO, to; +0,
o, +0.+o,
2

K ot—-InK+r,+r,+r, -

r +V3+V4 ¢

€ \/ o +0l+0,
teR, §() jest dystrybuantg standaryzowanego rozktadu normalnego N(0, 1),
f jest gestoscig N(0, 1).

Dowéd. Funkcja & (£)+¢& jest ciagta (jako zlozenie funkcji ciagtych). Zatem
z lematu o przyblizaniu z géry funkcjami schodkowym (zob. dodatek 1) dla

Ins

funkeji C (") + ¢, gdzie C\¥ (s)= AW( J, s >0, wynika, ze zbior ¥, (-)

O-I
jest niepusty. Niech w(-): R — [0, o) bedzie funkcjg z klasy W, (-) . Wéwczas
A 1
w(t)= ¢ (¢)+¢& dladowolnego ¢ € R. Niech ¢ :=—Ins,.
Gl
Wodweczas z twierdzenia 5.1.1 zachodzi:

Vo3 v v | (s)-Clsy)| < e

>0 nyeN ny<neN >0
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gdzie:
(4) . ( (4) (4)) K ( ) ~(4>)’
Cl (Sl).:Sl'¢ Al 'lnS1+Bl —m¢ Al 'h'lSl'i'B1
L n / n—1 -
4 * * 4 ! !
C( )(Sl) - (lj : pZ,n : qZ,n : Cé,n) (Sl : uZ,n : d2,nn )
/=0
1 R o
Dla t:=—1Ins,, teR, s, =€, cl(4) ()= Cf‘” (s)), Cf’i) (t)= Cf’? (s)),
Gl
a wiec
vV OV 90 -Cc® t‘S
ny<neN teR CI () Cl’n () &

astad dla n>n, i dowolnego f € R:
¢ -e<CH <P () +e.
Zatem

VOV w(@)=CP0).

we¥, teR Ln

Woéwczas réwniez

o) ~ I (Ins
v v ‘//(e 1 ):V/(SI)ZCIM)(S ), gdzie Y(s,)= l//( O'lj l//(t)'

e, s=e">0

Zlematu 5.2.2 wynika, ze
- 17 | 1
Vo 1imCY (s)) < — J. flt— =% —i+—0'1 -y (t)dt,
veV, nowo e’ it 0, 0, 2

a w konsekwencji

R 2 1
imC (s,) < inf 1jf[ nso—r—1+%al)l//(t)dt.

>0, ye¥, ]

Twierdzenie 5.2.1. Odpowiednik twierdzenie 4.2.1. Przy poprzednich
in? d

C1(4) (s,)> C(4)(s2) i C;?(%) okreslonych odpowiednio wzorami (5.2.1)-

r, o, i=1,2, 3, ustalonym K >0 oraz

in? i

oznaczeniach pln, q”,, u,

(5.2.3) zachodzi nast¢pujaca zbieznos¢ (dla dowolnego s, > 0):

1 ! n 1 x n—l l n—I
11mC<§4n)(So) = lim n Z(lj'pl,n i 'Cl(,i)(so Uy, 'dl,n )=

n—0 e =0
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2
ot—-InK+r,+r+r,+

2 2
o, +0; +0y

= lrl Jf{t—lnso —r'+;alJ e’ 2

2 2 2
€ o G Ao, +0; +0,

-0
2 2 2
o, +0; +0;

K ot-InK+r,+r,+r, - 5
- Pyt 41y ' ¢ 2 2 2 dt,
e o, +o; +0,
gdzie jak poprzednio:

f(-) jest gestoscia standaryzowanego rozkladu normalnego,

@(-) jest dystrybuantg standaryzowanego rozktadu normalnego.

Dowéd. Z wnioskéw 5.2.115.2.2 wynika, ze

I
[ ﬂ—r—w ;O'IJ o(t)dL,

O

limC(s,) 2 sup

n—o >0, ped,

>0, ye¥, o'l

R 2 1
TimCY(s,)< inf - [ f[t— 1% ——+lo-])w(t)dt.
et ; o 2

o, O

1 1 ] Gl 2

gdzie ¢V jest funkcja okreslong wzorem:

2 2 2
o, +0,+0
ot—InK+r, +r+r+——>— 2%
&Y () =e'¢ 2 -

2 2 2
\o, +o; +0o,

2 2 2
o, +o; +0,
2

K ot—-InK+r,+r,+r—

1y +ry+ry ¢
e

, teR.
\/ 24 521 52
o, +o; +o,

Dowdd powyzszych roéwnosci jest analogiczny do dowodu twierdzenia 4.2.1.

sup [ f LS P [r LS/ Py
o o 2 o 2

inf Tf(z—h;ﬁ—g j w(t)dt = ff( Ins, 1+ﬂj.@f4>(t)dt,

141

(1)

(2)

3)

(4)
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Twierdzenie 5.2.2. Odpowiednik twierdzenia 4.2.2. Graniczna poczatkowa

cena opgji dla czterech jednostek czasowych (tj. z czasem realizacji T =4n, przy
1 — 00) ma postaé:

K =
O (¢ ) = (4) ) (4) O]
lggCO,,l(so)—s0¢(Ao Ins, + B, )— Pr—— (AO ‘Ins, + B, )
ee”e"e
gdzie:
1
4
AP = ,

- 2 2 2 2
\/O'4+O'3 +0, +0,

1
(4) _ 44 2 2 2 2
BO =4 '(—IDK+I”4+I"3+I"2+I"1+—(O' +O'3+02+01),

~ 1
4) _ 44 2 2 2 2
B, =4, -(—an+r4+r3+r2+r1——2(04+03+0'2+01).

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 4.2.2 (wystarczy
skorzysta¢ z twierdzenia 5.2.1).

5.3. Jednostajna zbieznosc¢ formuty
CRR z parametrami zmieniajacymi sie
w czasie dla czterech jednostek czasu

Twierdzenie 5.3.1. Przy zalozeniach i oznaczeniach twierdzenia 5.2.2 zachodzi:
K

Vo3 Vv (OO~ sg(4P ns, + B ) ———— (4 ns, + BY ) | < £
>0 ngeN nxn; s4€(0,0) O’H(So) S0¢( 0 SO 0 ) ey‘eyze“e” 0 SO 0 ) ?
gdzie:
1
(4) —
A4, ,

- 2 2 2 2
\/O'4+O'3 +0, +0,

1
4 _ 44 2 2 2 2
B,” = A4, -(—lnk +r4+r3+r2+rl+§(0'4+0'3+02+01),

~ 1
# — 44 2 2 2 2
By, =4, -[—an+r4+r3+r2+rl——2(04+03+(72+0'1).
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Dowdd. Dowdd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twier-
dzenia 5.1.1 (analogiczne oszacowania).

5.4. Wycena opcji oraz jednostajna zbieznos¢
formuty CRR, gdy parametry rynku s state
w kazdym z dowolnej liczby m przedziatow czasu

Rozwazono teraz dowolng liczbe m jednostek czasu. Ponizej przypomniano
oznaczenia wprowadzone na poczatku rozdziatu 4:

m * n—l m ! n—l
C(gn)(SO) =0 Z{ ] pln Ln C( )(SO'ul,n 'dl,n )5 mzza

m 1 < n * ! * n— l m
C( )(S ) = ,+| Z(lj'pﬁ—l,n ‘qj-ﬁ—l,n /+l)n(S j+1n ’ /+ln ) 0<]<m 2

=0

" (n I n—I
(m) — * * l n-l1 +
Cm 1,n mfl) T er”’ Z(ZJ : pm,n ' qm,n : (Smfl ' um,n : dm,n - K) .

=0

Korzystajac z twierdzenia 5.3.1 i postepujac jak w dowodzie twierdzenia 4.2.2,
mozna sformulowa¢ analogiczne twierdzenie do twierdzenia 5.2.2 dla dowolnej
liczby m jednostek czasu:

Twierdzenie 5.4.1. Niech m € N, m > 2, bedzie dowolnie ustalong liczba.

Graniczna poczatkowa cena opcji dla m duzych jednostek czasowych (tj.

z czasem realizacji 1" =mn, przy n — o) ma postaé:

. K
limCy2 (5,) = g4 Ins, + BY" )~ Tgﬁ(A('") s + B2 C (s,), (G4
e
gdzie:
A7 =
02
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B = A .(- InkK +>r —%de}
i=1 i=1

Ponadto zachodzi nastepujaca jednostajna zbiezno$¢ uogélnionej formuty CRR
do analogu formuly Blacka-Scholesa dla 7 duzych jednostek czasowych:

Vo3 VYO0 (s) — G (s )| < & (5.4.2)

>0 ngeN nzny, sy€(0,0)

Ponizej przedstawiony zostanie jedynie tok rozumowania w dowodzie
twierdzenia 5.4.1. Formalny zapis dowodu nie zostaje podany ze wzgledu na dos¢
skomplikowane oznaczenia.

Dowdd twierdzenia 5.4.1. Indukcja ze wzgledu na m € {2, 3, 4, ...}.
I.Dlam=2.

Wzér (5.4.1) zostal wyprowadzony i udowodniony w rozdziale 3. Caly rozdziat 3
poswiecony jest wycenie opcji dla uogdlnionego modelu CRR z parametrami
zmieniajacymi si¢ w czasie dla dwoch jednostek czasu. Podsumowaniem
rozdzialu 3 jest twierdzenie 3.3.2, w ktérego dowodzie korzystano z jednostajnej
zbieznosci klasycznego modelu CRR do modelu Blacka-Scholesa dla jednej
jednostki czasu (zob. twierdzenie 3.1.2).

Wzér (5.4.2) zostal udowodniony w twierdzeniu 4.1.1 (w dowodzie korzysta si¢
z twierdzenia 3.3.2 oraz twierdzenia 3.1.2).

II. Krok indukcyjny, przejscie z m do m +1 jednostek.

Nalezy zalozy¢, ze wzory (5.4.1) i (5.4.2) sa prawdziwe dla pewnego m €{2, 3, 4,
...}. Woéwczas dowod wzoru (5.4.1), dla m+1 jednostek, jest analogiczny do
przedstawionego w podrozdziale 4.2 dowodu dla trzech jednostek czasu (zob.
twierdzenie 4.2.2) oraz do przedstawionego w podrozdziale 5.2 dowodu dla
czterech jednostek czasu (zob. twierdzenie 5.2.2). Nalezy skorzysta¢ ze wzoru
(5.4.1) dla m jednostek oraz wzoru (5.4.2) dla m jednostek.

Dowdd wzoru (5.4.2) dla m+1 jednostek jest analogiczny do dowodu
twierdzenia 5.1.1. Nalezy skorzysta¢ z udowodnionego powyzej wzoru (5.4.1) dla
m+1 jednostek oraz zalozenia indukcyjnego wzoru (5.4.2) dla m jednostek.
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Uwaga 5.4.1. Dla procesu cen opisanego wzorami (3.2.6)-(3.2.7) w podrozdziale
3.2.1 (bedacego rozwigzaniem réwnania stochastycznego (3.28)) prawdo-
podobnie mozna, stosujac zaawansowane metody analizy stochastycznej,
wykraczajace poza ramy niniejszej monografii, wyprowadzi¢ wzér typu Blacka-
-Scholesa (5.4.1) na wycen¢ opcji.

Analizujagc dowody twierdzen i lematéw zamieszczonych w rozdziatach 3-5,
mozna wysnu¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 5.4.1. Niech [0, 7], [T}, T,], ..., [T, 4, T,,] beda kolejnymi

diugimi przedziatami czasu, w ktorych parametry rynku, tj. stopy procentowe
i wspolczynniki volatility, beda roine. Ponadto kazdy przedzial zostaje

podzielony na n,, n,, ...,n, chwil handlowania akcjami (chwil zmian sktadu

m

m
0,ny,n,,...,

portfela). Wowczas granica wielokrotna dla formuly CRR C ,, (85) brana

dla n, >, n, >, .., n, —>© bedzie réowna formule Cg, (s,) z twier-

dzenia 5.4.1. Zatem zalozenie n, = n, =...=n, = n nie jest potrzebne.

5.5. Wspotczynniki wrazliwosci ceny opcji

Analiza wrazliwoéci europejskich opcji kupna zostanie przedstawiona na
podstawie wzoru na graniczng cen¢ opcji w modelu CRR z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie (zob. twierdzenie 5.4.1). Zostang okreslone zmiany
ceny opcji na podstawie obliczonych pochodnych czastkowych funkeji
wyceniajacej opcje wzgledem poszczegélnych zmiennych dla dowolnej jednostki
czasu. Rozwazanych bedzie m jednostek czasu. Formula (5.4.1) zalezy od ceny

instrumentu podstawowego (np. ceny akcji) s,, ceny wykonania K, stép
wolnych od ryzyka dla kazdej jednostki czasu r, i=1, 2, 3, ..., m, oraz
zmiennosci cen instrumentu podstawowego (volatility) dla kazdej jednostki
czasu o;, i =1, 2, 3, ..., m. Cena wykonania ustalana jest w chwili zawarcia

kontraktu opcyjnego i nie ulega zmianie. Zatem nie wplywa ona na zmiang¢ ceny
opgcji i nie jest brana pod uwage przy analizie wrazliwosci ceny opcji.
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Wprowadzono oznaczenia:
F(m) _ g(m) (m)
d" =4,""-lns,+B,",
g (m) _ g(m) 7 (m)
d,"” =4,"" -Ins, + B,",

gdzie:
A — 1
0 ’
o}
i=1
i=1 i=1
N(m) (m) m 1 m 2
B =4""-InK + -—) O,
i=1 2 i=1

Lemat 5.5.1. Dla powyzszych oznaczen zachodzi:
B =3 A4S

i=1

Lemat 5.5.2. Dla powyzszych oznaczen zachodzi:
opd") s, 5 04ld")
odm K- adm

Dowdd. Zachodzi:

w2 g(m)Al()m)go_; w2
(m) 0,5 dm_4(m) 5 52 - ! 5 . (m) § 2
ogld)_ 1 odaranga] 1 ey U ET adanier)

e =
od™  2x NY

ln—+27 105%0?  -05%07 g 3n a¢g(’”)

= 7{d)-e e T e

gdzie f() jest gesto$cia standaryzowanego rozktadu normalnego.

Twierdzenie 5.5.1. Wspdtczynnik delta dla granicznej ceny opcji w modelu CRR
z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie wynosi

Al = %) = o).

0
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Dowdd. Z lematu 5.5.1 oraz lematu 5.5.2 mozna otrzymac:

A = %jm) — ¢(c71(’"))+ 5, .¢r(g](m)) a;l's(m) Ke_‘glri ¢'(c72("’))% _
0 o .
= ¢(571(m) )+ So '¢'(571(M) ) %:) - Keér[ SEO % ¢’ (d (m>) AS(:) ¢(c7]('") )

Interpretacja

Wspdlczynnik delta okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji, gdy cena
instrumentu podstawowego wzrosnie o jednostke, przy zalozeniu, ze pozostale
czynniki wplywajace na cene opcji (stopy wolne od ryzyka dla kazdej jednostki

czasu 7, i =1, 2, ..., m, oraz zmienno$ci cen instrumentu podstawowego dla

kazdej jednostki czasu o;, i =1, 2, ..., m) nie ulegna zmianie.

Whiosek 5.5.1. Wspolczynnik delta dla granicznej ceny opcji w modelu CRR

z parametrami zmieniajacymi sie w czasie A”) € (0, 1).

Twierdzenie 5.5.2. Wspolczynnik gamma dla granicznej ceny opcji w modelu
CRR z parametrami zmieniajgcymi si¢ w czasie wynosi

o FC oA, ¢'(c71('")) _ ¢'(c71(’"))-A(§m).

call
m
2
So;
i=1

call * 2
0s, 0s, S,

Dowdd. Z twierdzenie 5.5.1 wynika, ze

rom _ O’C" oA, ¢'(c71('"))- ad" _ ¢’(d1(m)) _ ¢r(d1<m>).A(§m>
ca 2 *
6s0 55'0 8s0 io_lz

i=1

So

Interpretacja
Wspdlczynnik gamma okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ warto$¢

wspolczynnika delta, gdy cena instrumentu podstawowego wzrosnie o jednostke,
przy zalozeniu, ze pozostale czynniki wplywajace na ceng opcji (stopy wolne od

ryzyka dla kazdej jednostki czasu 7, i=1, 2, ..., m, oraz zmiennosci cen
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instrumentu podstawowego dla kazdej jednostki czasu o, i =1, 2, ..., m) nie

ulegna zmianie.

Whiosek 5.5.2. Wspoétczynnik gamma dla granicznej ceny opcji w modelu CRR
z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie przyjmuje wartosci dodatnie, tj.

'™ >o.

call

Twierdzenie 5.5.3. Wspoélczynnik vega dla granicznej ceny opcji w modelu CRR
z parametrami zmieniajgcymi si¢ w czasie wynosi

ac("” o, ~
m . 9C, (m) i o (m) (m)
Veall,j = Py So ¢( ) —S0'¢(d1 )'U.f' >
: 2

i=1

gdzie O jest zmiennodcig cen instrumentu podstawowego (akcji) dla j-tej

jednostki czasu, j =1, 2,

Dowdd. Korzystajac z lematu 5.5.1 oraz lematu 5.5.2, mozna otrzymac:

acy” _ od" . od" _
N - am —KeF gldm
call,j ao_j 0 ¢( ) 8 ’ ¢( ) ao_
(7o) 0" Ensy S~V ad™ o
_s, ¢(d1( )) a] _Ke & EO o ¢(d1( >) a] -2 -
O'j O'j ZO'Z-
i=1

Interpretacja

Wspolczynnik vega okresla, o ile w przyblizeniu zmieni sie¢ cena opcji, gdy
zmienno$¢ instrumentu podstawowego (volatility) dla j-tej jednostki czasu
wzro$nie o jednostke, przy zalozeniu, ze pozostate czynniki wptywajace na cene
opcji (cena instrumentu podstawowego, stopy wolne od ryzyka dla kazdej

jednostki czasu 7;, i =1, 2, ..., m, oraz pozostate zmiennosci cen instrumentu
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podstawowego o, dla kazdej jednostki czasu z wylaczeniem j-tej jednostki

czasu, I, j =1, 2, ..., m, i # j) nie ulegng zmianie.

Whiosek 5.5.3. Wspolczynnik vega dla granicznej ceny opcji w modelu CRR
z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie przyjmuje wartosci dodatnie, tj.

(m)
Veallj > 0.

Twierdzenie 5.5.4. Wspolczynnik rho dla granicznej ceny opcji w modelu CRR
z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie wynosi

(m)
(m) ._ aCO

call,j *—

—%i} ~
—Ke o glam),
J
gdzie 7, jest stopg procentowa wolng od ryzyka dla j-tej jednostki czasu,

j=12, .., m.

Dowdd. Z lematu 5.5.1 oraz lematu 5.5.2 wynika, ze

pe = ag - So¢’(071""))6§;1m—f;¢’(c7;"”)a§im+§¢’(J;'ﬂ>)= = gfarn)
' ' e - e e

Interpretacja

Wspolczynnik rho okresla, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ cena opcji, gdy stopa
wolna od ryzyka dla j-tej jednostki czasu wzrosnie o jednostke (z reguly o jeden
punkt procentowy), przy zalozeniu, ze pozostale czynniki wptywajace na cene
opcji (cena instrumentu podstawowego, zmiennosci cen instrumentu
podstawowego o, dla kazdej jednostki czasu i=1, 2, ..., m oraz pozostate

stopy wolne od ryzyka dla kazdej jednostki czasu z wylaczeniem j-tej jednostki

czasu, I, j =1, 2, ..., m, i # j) nie ulegng zmianie.

Whiosek 5.5.5. Wspoétczynnik rho dla granicznej ceny opcji w modelu CRR
z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie przyjmuje wartosci dodatnie, tj.
Py > 0.

Na zmiane ceny opcji europejskiej na akcje najwiekszy wplyw maja zmiana ceny
instrumentu podstawowego (ceny akcji) oraz zmiany wspdlczynnikow
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zmiennosci cen akeji dla kazdej jednostki czasu. Stad warto dokona¢ analizy
dodatkowych wspdtczynnikéw wrazliwosci ceny opcji, ktérymi sa pierwsze
pochodne A™) , T, VEZI)/ wzgledem s, i wzgledem o; dla kazdej jednostki

czasu j =1, 2, ..., m.

Twierdzenie 5.5.5. Dla granicznej ceny europejskiej opcji kupna w modelu CRR
z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie zachodzi:

82C(m) aA(m) av('") ~ ~ lo ~ ~ 2
my._ 9Ly call _ Vet _ _ o7 (m)) F(m) i — _ g™ ). g5 4
vanna™ = GSOGO"]. o0, s ¢(d1 ) d," = - ¢(d1 ) d,"" -o; (Ao ),
i=1
solga — a;c“'” o gl | @-ae -ty )
o ZO‘ ZU,'Z
i=1 i=l
= 5o #ld™) 4 [(A("’ (@ dm 1).o? 1],
(m) — ~ ~ ~

al—‘call — _iz¢,(dl(m))' 1 . 1+d1(m) % — _iz¢,(dl(m))"4(§m) . [1 +d1(m) 'Aém)]’

Os s m s
0 0 2 2 0
Z O; Z G

i=1 i=l

T ) IR PR N SR R

- 1 2
m m
oo, . 2 2 So
So° ) O; o;
i=1 i=1

Dowéd. Mozna zauwazy¢, ze

6A(’,”) - ag(m) - j K~ )2 ; .
vanna(’") — Tcall _ ¢/(dl(m))_; :¢!(d](m)). Py P N / B

oo, oo, { n Zj
ZG,-
i=l

——glim) @ = gla a0,
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o7 (m) F(m)y  F(m) 2 2 o7 (m) (N<m> LT my )O.z
IEIRAG ) d"-d)"-o; o; _S0'¢(d1 ) d"™-d," —1fo;
B m ' ua 2 1= ul 2 N m ' m )

ZO'iz Zai Zai ZU,-Z Zo-i
i=1

=l =l pary i=l

=s5,-¢ 1<m)), A(‘)'”) .[(A(()m))z _(glun) _g;m) _1),0..]2 i 1] ,

ﬂg?:_;¢,(a<m>)_ ml _Siz'(b/(‘z(m))"z(’n)' ml -

0 0 2 0

%:og . O;
— _Lz¢'(g](m))'%, 1+g](m) — 1 : _ _L2¢'(gl(m)>' Aém) . [1 +g](m) . Aém)],
0 2 0
f;q. = O;

L Lgfam)am =22 L gfam) 2 —-

; 0 i 0 :
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W celu oszacowania zmiany granicznej ceny opcji kupna w modelu CRR
z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie z uwzglednieniem zmian wszystkich

czynnikéw wplywajacych na cene opcji (tj. ceny akcji s,, stop wolnych od

ryzyka dla kazdej jednostki czasu 7;, i=1, 2, .., m, oraz zmiennoéci cen
instrumentu podstawowego (volatility) dla kazdej jednostki czasu o,
i=1, 2, ..., m) nalezy zastosowa¢ wzor Taylora (dla funkcji wielu zmiennych).

Z twierdzen 5.5.1-5.5.5 mozna uzyska¢ nastepujacg formule na zmiane
granicznej ceny opcji w rozwazanym modelu.

Twierdzenie 5.5.6. W wyniku zmiany ceny poczatkowej akcji o wielko$¢ As,,
zmian stép procentowych w poszczegdlnych jednostkach czasu o wielkosci

Ar, Ar,, ..., Ar, zmian volatility w poszczegélnych jednostkach czasu

o wielkosci Aoy, Ao,, ..., Ao, graniczna cena opcji kupna w modelu CRR

z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie ulegnie zmianie o wielkos¢:

ACy = i sy + 127 (0, S g 30— asine

2 neoo, : =
Jj=1 2
S0y 2.0 2.0
i=1 i=1

) Wi Aaj+1iso-¢’(c7ﬁm>). (c7u‘m>-c7§“”>—1)'¢f+1(w‘)z+

m m
j=1 ’ 2 2 Jj=l 2 2
Z o Z (o Z 0;

i=1 =l

S L )

J=1 0 2 2
Z 0, Z i

M=
S
=
—
9

SN
B

B
[

S—

B

~

D>
Q
[
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(d“’”)As 1M _ﬁ‘z(_’:%iqAajJrMiquﬁr
=1

2 i & 2
SO ZO' ZO',- /= Zo-i

i=1 =l

+”jﬂ)i @ "g) 2_1)'0-'2' 1|(ao f ke ¢(J;"’>)Zml“m, -
ZG[Z J= 2 O-I J=

I T T D LT

2 2 2 2 =1
Za,. ZG” SO'ZUI' ’ Za,.
n i=l i=l i=1

e ) i) e
501/20 Zo-z ” Z‘Tiz
\ 5 P

ke glam S, A e IRl (O

j=1 Z (7[2 Zo-[z

rglam M -dr ) o segld) gldn)de s, Son,
2 So'iaiz.\/iaiz \/gaiz ZO',.
i=1 i=1

i=1

Whiosek 5.5.6. W modelu CRR z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie:

a) funkcja C{" jest funkcjg rosngca jako funkcja zmiennej 5;

cena europejskiej opcji kupna rosnie wraz ze wzrostem poczatkowej ceny akgji;
b) funkcja C{™ jest funkcja malejacg jako funkcja zmiennej K ;

cena europejskiej opcji kupna maleje wraz ze wzrostem ceny wykonania;

c) funkcja C{™ jest funkcja rosnacg jako funkcja zmiennej o, i =1, 2,

cena europejskiej opcji kupna rosnie wraz ze wzrostem wspolczynmka
zmiennosci cen akeji (volatility) o, w i-tej jednostce czasu;

d) funkcja C{" jest funkcja rosnaca jako funkcja zmiennej 7, i =1, 2, ..., m
cena europejskiej opcji kupna rosnie wraz ze wzrostem stopy procentowej wolnej

od ryzyka 7, w i-tej jednostce czasu.






Rozdziat 6
Badania empiryczne

W rozdziale 6 przedstawiono wyniki badan empirycznych dla opcji kupna na
indeks WIG20 notowanych na Gieldzie Papieréw Wartosciowych (GPW)
w Warszawie w 2020 roku. Przeprowadzono analize wynikéw pordéwnania
rzeczywistych cen opcji z warto$ciami opcji uzyskanymi na podstawie formuly
Blacka-Scholesa oraz granicznych formul na wycene opcji w uogélnionym
modelu CRR oraz modelu CRR z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie. Przy
wyborze najlepszej metody wyceny opcji wykorzystano analize korelacji dla 140
obserwacji.

Badanie przeprowadzono dla okresu od 27 sierpnia 2019 r. do 20 marca 2020 r.
dla opcji kupna na indeks WIG20 o cenach wykonania 1700 punktéw,
1800 punktéw, 1900 punktéow, 2000 punktéw, 2100 punktéw, 2200 punktow,
2300 punktéw z terminem wygasniecia 20 marca 2020 r. Sa to opcje:
OW20C201700, OW20C201800, OW20C201900, OW20C202000,
OW20C202100, OW20C202200, OW20C202300. Dane dotyczace notowan
z GPW w Warszawie uzyskano za posrednictwem stron: www.gpw.com.pl oraz
www.stooq.pl. Przyjeto ceny zamknigcia.

Za ceng poczatkowa w formutach na wycene opcji przyjeto notowanie WIG20
(wyrazone w punktach) z danego dnia wyceny. Ceny wykonania opcji i wartosci
opcji rowniez zostaly wyrazone w punktach. Wartos¢ stopy procentowej wolnej
od ryzyka zostala oszacowana poprzez interpolacje liniowa stép WIBOR dla
dwoch (najblizszych dlugosci okreséw do wygasnigcia opcji) okresow,
dla ktérych okreslony jest WIBOR. Dla przyktadu stope procentowa dla terminu
122 dni pozostatych do wygasnigcia opcji wyznaczono poprzez interpolacje
liniowa stop WIBOR 3-miesi¢czny oraz WIBOR 6-miesieczny wedlug wzoru:
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r :(rk _rp)'(ts _tp)+rp ,
t,~t,

gdzie:

r, — szukana stopa procentowa,

t, — czas do wygasnigcia opcji (termin dla szukanej stopy procentowej: 122 dni),

t, - termin wczeéniejszy od ¢, ¢, > t, (90 dni),

t, —termin pdzniejszy od ¢, t, <f, (180 dni),

r, - stopa procentowa dla terminu ¢,

7, — stopa procentowa dla terminu £, .

W badaniu przyjeto odchylenie standardowe jako miar¢ zmiennosci indeksu
WIG20. W modelu Blacka-Scholesa oraz uogélnionym modelu Blacka-Scholesa
wyznaczono je na podstawie historycznych stop zwrotu indeksu WIG20
z ostatnich 230 dni sesji poprzedzajacych chwile zawarcia umowy opcyjne;.
W modelu Blacka-Scholesa z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie parametr
o zostal obliczony na podstawie historycznych i rzeczywistych stop zwrotu
indeksu WIG20. Dla przyktadu w wycenie opcji w dniu 17.03.2020 r. okres do
rozliczenia opcji (w dniu 20.03.2020 r.) zostal podzielony na trzy jednostki czasu
(dni). Dla pierwszej jednostki czasu (dzien 17.03.2020 r.) odchylenie
standardowe stopy zwrotu indeksu WIG20 policzono na podstawie danych
historycznych z okresu od 10.04.2019 r. do 16.03.2020 r. Dla drugiej jednostki
czasu (dzien 18.03.2020 r.) parametr O wyznaczony zostal z okresu od
11.04.2019 r. do 17.03.2020 r., w ktorym 229 stép zwrotu indeksu WIG20 jest
danymi historycznymi i jedna stopa zwrotu indeksu WIG20 w dniu 17.03.2019 r.
jest dang nieobserwowalng (przyszla), gdyz nie znamy jej w chwili wyceny opcji
(w monografii przyjeto jej warto$¢ rzeczywista, w praktyce nalezy ja oszacowac).
Dla trzeciej jednostki czasu (dzien 19.03.2020 r.) zmienno$¢ indeksu WIG20
obliczono, uwzgledniajac jego stopy zwrotu z okresu od 12.04.2019 r. do
18.03.2020 r., w ktérym 228 stép zwrotu jest danymi historycznymi i dwie stopy
zwrotu w dniach 17.03.2019 r. i 18.03.2019 r. s3 danymi nieobserwowalnymi
(w monografii przyjeto ich wartosci rzeczywiste, w praktyce nalezy je
oszacowac). W uogolnionym modelu Blacka-Scholesa $rednig stép zwrotu dla
indeksu WIG20 (parametr p) policzono réwniez na podstawie danych
historycznych z ostatnich 230 dni sesji poprzedzajacych chwile zawarcia umowy
opcyjnej. Przyjeto, iz liczba dni sesji w roku wynosi 250. Dane Zrédiowe oraz
otrzymane wyniki na podstawie analizowanych modeli zamieszczone zostaly
w dodatku 2.



Wycena opcji notowanych na GPW w Warszawie na podstawie modelu 157

6.1. Wycena opcji notowanych na GPW

w Warszawie na podstawie modelu
Blacka-Scholesa oraz uogoélnionego
modelu Blacka-Scholesa

Na wykresach zamieszczonych ponizej przedstawiono poréwnania ksztalttowania
sie wyceny rynkowej i wycen na podstawie modelu Blacka-Scholesa (model BS)

oraz uogolnionego modelu Blacka-Scholesa (model UBS, twierdzenie 2.2.1) opcji
o réznych cenach wykonania i terminie wygasnigcia 20 marca 2020 r.
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Wykres 6.1.1. Wyceny (GPW, modele BS i UBS) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie wykonania

1700 punktéw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.



158 Badania empiryczne

OW20C201800
500,00
b h}*
450,00 A ."’. \: oy
400,00 F o (NPX Y P w2
it Wy w** Y ? \ s
350.00 ;'5.', LIPS \ vt ) -h.'
’ M o ] Y 'oad .
¥ ' W TN e
300,00 =% a 3&' o ™~
N 4 el
250,00 > ';l‘
200,00 ¥
’ "
150,00 3‘5
100,00 H §
50,00 %l{
0,00 o, T
&) Q
% 54 S 54 S N N
v v v v v
NG ® N Ny Ng N N
A A A A A A A
ot ot ot ot ot ot 4V
—===GPW MODEL BS

eeeeese MODEL UBS

Wykres 6.1.2. Wyceny (GPW, modele BS i UBS) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie wykonania
1800 punktéw

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.1.3. Wyceny (GPW, modele BS i UBS) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie wykonania
1900 punktow

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.1.4. Wyceny (GPW, modele BS i UBS) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie wykonania
2000 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.1.5. Wyceny (GPW, modele BS i UBS) opcji kupna na WIG20 o cenie wykonania
2100 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.1.6. Wyceny (GPW, modele BS i UBS) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie wykonania
2200 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.1.7. Wyceny (GPW, modele BS i UBS) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie wykonania
2300 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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W celu sprawdzenia zgodnosci ceny rynkowej opcji (oznaczenie C."" )
z wyceng opcji uzyskang na podstawie formuly Blacka-Scholesa (oznaczenie

C2®), a nastepnie z wyceng uzyskang na podstawie uogélnionej formuty Blacka-

-Scholesa (oznaczenie C;™, twierdzenie 2.2.1) policzono wspétczynniki

korelacji oraz przeprowadzono testy istotnosci tych wspdtczynnikéw za pomoca
testu ¢-Studenta dla poziomu istotnosci o =0,01. W pierwszym przypadku

weryfikowano hipoteze zerowa H: p(C N o ) =0 wobec hipotezy
alternatywnej H: p(C z,eg” ) #0 ( p(C =oesm” ) jest wspdtczynnikiem
korelacji liniowej miedzy C2° i CZ™ ). W drugim przypadku badano hipoteze
zerowy H: p(Cé] 5oy ): 0 wobec hipotezy alternatywnej H,:
p(C s g );t 0 ( p(Cé’ Boed" ) jest wspotczynnikiem korelacji liniowej
miedzy Cé] a COG 7). Wartos¢ empiryczng statystyki ¢ wyznaczono ze wzoru:

rlcss, o)

e

F(Cé/BS, COGPW)

=
Ji=lees, com )y

sa empirycznymi wspolczynnikami korelacji liniowej z n-elementowej proby,

n—2 lub w drugim przypadku ze wzoru

An—2, gdzie r(C(fS, COGPW) i ”(Cé]BSa C(?PW)

n oznacza liczbe obserwacji (n=140). Wartos¢ krytyczna wyznaczono z roz-
kiadu ¢-Studenta dla k£ =n—2 stopni swobody i o =0,01. Ponadto policzono

bledy standardowe modeli oraz wspdétczynniki zmiennosci resztowej modeli.

Wyniki testowania odpowiednich hipotez oraz ww. charakterystyki przed-
stawiono w tabelach zamieszczonych ponize;j.
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Tabela 6.1.1. Istotnos¢ wspétczynnikow korelacji dla modelu BS

o o o o o o o
o o o o o o o
~ [ee] [e)] o — ~N ™
— — — N N N N
o o o o o o o
o~ o~ (o] (o] (o] o~ (o]
8] 8] O O O 8] O
o o o o o o o
N N N N N N N
= = = = = = =
o o o o o o o

Warto$¢ wspot- 0,98451 | 0,98316 | 0,98060 | 0,95933 | 0,98073 | 0,98268 | 0,97885

czynnika

korelacji

Wartos¢ empi- 65,9722 | 63,1947 | 58,7647 | 39,9241 | 58,9697 | 62,2801 | 56,2114

ryczna statystyki

t-Studenta

Wartos¢ kry- 2,61573 | 2,61573 | 2,61573 | 2,6157 | 2,61573 | 2,61573 | 2,61573

tyczna statystyki

t-Studenta,

a=0,01

Btad standar- 24,0064 | 21,8921 | 19,6831 | 22,9428 | 11,7833 | 7,91613 | 5,44370

dowy modelu

Wspdtczynnik 5,770% | 6,718% | 8,167% | 13,797% | 11,449% | 13,337% | 16,680%

zmiennosci

resztowej

modelu

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.

Tabela 6.1.2. Istotnos$¢ wspétczynnikow korelacji dla modelu UBS
o o o o o o o
o o o o o o o
~ [ee] [e)] o — ~N o™
— — — N N N N
o o o o o o o
o~ o~ (o] o~ (o] o~ o~
8] 8] O 8] O 8] 8]
o o o o o o o
N N N N N N N
= = = = = = =
o (e) o (e) o o (e)

Warto$¢ wspot- 0,98455 | 0,98323 | 0,98070 | 0,95937 | 0,98039 | 0,97900 | 0,97334

czynnika

korelacji

Wartos¢ empi- 66,0525 | 63,3319 | 58,9193 | 39,9431 | 58,4457 | 56,4099 | 49,8508

ryczna statysty-

ki t-Studenta

Warto$¢ kry- 2,61573 | 2,61573 | 2,61573 | 2,61573 | 2,61573 | 2,61573 | 2,61573

tyczna statystyki

t-Studenta,

a=0,01

Btad standar- 6,22040 | 21,8462 | 19,6334 | 22,9327 | 11,8848 | 8,70844 | 6,10372

dowy modelu

Wspétczynnik 5,764% | 6,704% | 8,147% | 13,791% | 11,548% | 14,672% | 18,703%

zmiennosci
resztowej
modelu

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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6.2. Wycena opc¢ji notowanych na GPW
w Warszawie na podstawie modelu Blacka-
-Scholesa oraz modelu Blacka-Scholesa
z parametrami zmieniajacymi sie w czasie

Na wykresach zamieszczonych ponizej przedstawiono poréwnania ksztalttowania
sie wyceny rynkowej i wycen na podstawie modelu Blacka-Scholesa (model BS)
oraz granicznej formuly na wycen¢ opcji w modelu CRR z parametrami
zmieniajacymi si¢ w czasie (model BS z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie,

twierdzenie 5.4.1). Przedstawiono wyceny dla opcji o réznych cenach wykonania
i terminie wygasniecia 20 marca 2020 r.

£00.00 OW20C€201700
3 N.i.p;s”
500,00 ) L
s ‘l w‘ 4-,\'*" ) e 'n'.m-i’.‘*-‘h.r‘
v sy % P
400,00 ¥/ N Ve
v iod S Y
W
300,00 ]
]
200,00 ]
’ ?\a
100,00 ta
u
0,00 ,
e S N e e Ne e
o oV N Vv v v v
N N A A A > AV
v v 2 2 v v v
= === GPW MODELBS = cecceee MODEL BS z param.

Wykres 6.2.1. Wyceny (GPW, BS, BS z parametrami) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie

wykonania 1700 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.2.2. Wyceny (GPW, BS, BS z parametrami) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie
wykonania 1800 punktow

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.2.3. Wyceny (GPW, BS, BS z parametrami) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie
wykonania 1900 punktow

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.2.4. Wyceny (GPW, BS, BS z parametrami) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie

wykonania 2000 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.2.5. Wyceny (GPW, BS, BS z parametrami) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie

wykonania 2100 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.2.6. Wyceny (GPW, BS, BS z parametrami) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie
wykonania 2200 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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Wykres 6.2.7. Wyceny (GPW, BS, BS z parametrami) opcji kupna na indeks WIG20 o cenie
wykonania 2300 punktow
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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W celu sprawdzenia zgodnosci ceny rynkowej opcji z wyceng opcji uzyskang na

podstawie formuly Blacka-Scholesa z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie,

podobnie jak w poprzednim podrozdziale, policzono wspolczynniki korelacji

oraz przeprowadzono testy istotnosci tych wspdtczynnikéw za pomoca testu

t-Studenta dla poziomu istotnosci & = 0,01. Badanie przeprowadzono réwniez

dla tej samej proby, 140 obserwacji. Ponadto policzono bledy standardowe oraz

wspolczynniki zmiennosci resztowej dla modelu Blacka-Scholesa z parametrami

zmieniajgcymi sie w czasie.

Wryniki testowania odpowiednich hipotez oraz ww. charakterystyki przed-

stawiono w tabeli zamieszczonej ponizej.

Tabela 6.2.1. Istotnos¢ wspétczynnikow korelacji dla modelu BS
z parametrami zmieniajacymi sie w czasie

zmiennosci
resztowej
modelu

o o o o o o o
o o o o o o o
N~ o0 [e)] o — ~N ™
— — — N N N N
o o o o o o o
(o] (o] (o] (o] (o] o~ o~
O O O O O 8] 8]
o o o o o o o
N N N N N N N
= = = = = = =
o o o o o (e) o

Wartos¢ 0,9849 | 0,98378 | 0,98165 | 0,96073 0,97790 | 0,97767 | 0,97956

wspotczynnika

korelacji

Wartoé¢ empi- | 66,9321 | 64,4318 | 60,4690 | 40,6726 | 54,9469 | 54,6488 | 57,2102

ryczna

statystyki

t-Studenta

Wartosc 2,61573 | 2,61573 | 2,61573 | 2,61573 2,61573 | 2,61573 | 2,61573

krytyczna

statystyki

t-Student,

a=0,01

Btad standar- | 23,6725 | 21,4854 | 19,1488 | 22,5534 | 12,60949 | 8,97687 | 5,35255

dowy modelu

Wspotczynnik 5,690% | 6,594% | 7,946% | 13,563% | 12,252% | 15,124% | 16,401%

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umieszczonych w dodatku 2.
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6.3. Podsumowanie

Wyceny dla wszystkich typéw opcji uzyskane z modelu UBS w poréwnaniu
z wycenami z modelu BS s3 nizsze. Niemniej réznice w ww. wycenach s3
stosunkowo nieduze. We wszystkich przypadkach korelacja miedzy cena
rynkowg a wyceng modelu BS oraz korelacja miedzy ceng rynkowa a wycena
modelu UBS okazaly sie istotne (poziom istotnosci 0,01) i bardzo wysokie.
Zatem cena rynkowa reaguje w podobny sposdb na zmiane parametrow
otoczenia jak model Blacka-Scholesa oraz uogélniony model Blacka-Scholesa.
Wspolczynniki korelacji migdzy cena rynkowa a wycena modelu UBS s3 wyzsze
niz wspdétczynniki korelacji migdzy cena rynkowa a wycena modelu BS dla opcji
OW20C201700, OW20C201800, OW20C201900, OW20C202000. Srednie bledy
obu modeli stanowig 5,76%-18,70% $redniej ceny rynkowej opcji.

Wyceny uzyskane z modelu BS z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie
w poréwnaniu z wycenami z modelu BS s3 wyzsze dla opcji OW20C201900,
OW20C202000, OW20C202100, OW20C202200, OW20C202300 oraz opcji
OW20C201800 (z wyjatkiem wycen w dniach 5.11.2019 r. i 7.11.22019 r.). Dla
poszczegélnych opcji roznice w ww. wycenach s3a nieduze. Najnizsze wyceny
opcji uzyskano dla uogdlnionego modelu Blacka-Scholesa. We wszystkich
przypadkach korelacja miedzy ceng rynkowa a wyceng modelu BS
z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie okazala sie istotna (poziom istotnosci
0,01) i bardzo wysoka. Zatem cena rynkowa reaguje w podobny sposéb na
zmiang parametrow otoczenia jak model Blacka-Scholesa z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie. Wspolczynniki korelacji miedzy cena rynkowa
a wyceng modelu BS z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie s3 wyzsze niz
wspolczynniki korelacji miedzy ceng rynkowa a wycena modelu BS dla opgji
OW20C201700, OW20C201800, OW20C201900, OW20C202000,
OW20C202300. Wspodtczynniki korelacji miedzy cena rynkowa a wycena
modelu BS z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie s3 wyzsze niz
wspolczynniki korelacji miedzy cena rynkowa a wyceng modelu UBS dla opgcji
OW20C201700, OwW20C201800, OW20C201900, OwW20C202000,
OW20C202300. Zatem w wickszosci przypadkow wycena opcji modelu BS
z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie w najwigkszym stopniu wyjasnia
ksztaltowanie si¢ cen rynkowych opcji. Wspdtczynniki zmiennosci resztowej
modelu BS z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie wynosza 5,69%-16,40%.



Zakonczenie

W monografii przedstawiono wyceny europejskich opcji kupna w modelach
rynku z czasem dyskretnym (w uogélnionym modelu CRR oraz w modelu CRR
z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie). W teoretycznej czesci pracy
wyprowadzono graniczne formuly (przy nieskonczenie wielu chwilach
handlowania akcjami) na wyceny opcji w wyzej wymienionych modelach
i uzyskano formuty typu Blacka-Scholesa. Dowody twierdzen okazaly si¢ zawile
oraz wymagaly uzycia szeregu oszacowan i twierdzen z analizy matematycznej
oraz rachunku prawdopodobienstwa. Nie wymagaly jednak zaawansowanych
metod analizy stochastycznej. W rozdziatach 3-5 zamieszczono dowody
twierdzen dla dwdch jednostek czasu, a nastepnie analogiczne dowody badz ich
fragmenty dla kolejnych jednostek czasu. Tak przeprowadzone pracochtonne
rozumowanie pozwala na dostrzezenie faktu, iz w kolejnych dlugich
przedziatach czasu, dla ktérych parametry rynku s3 rézne, mozna rozwazaé
niejednakowsg liczbe chwil handlowania akcjami (w monografii zatozono, ze
w kazdej jednostce czasu liczba chwil zmiany portfela jest stala) i wow-
czas w przejsciu granicznym mozna uzyskac¢ te same formuly na wyceneg opcji,
ktére przedstawiono w monografii. Dla otrzymanych formul typu Blacka-
-Scholesa obliczono wspolczynniki wrazliwosci oraz podano ich dolne i gérne
oszacowania.

W empirycznej czgsci monografii podjeto probe zweryfikowania nastepujacej
hipotezy badawczej: wycena opcji kupna na indeks WIG20 w oparciu o uzyskane
graniczne formuly na wycene opcji w uogdélnionym modelu CRR oraz w modelu
CRR z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie umozliwia trafniejsze
oszacowanie ceny rynkowej opcji niz stynna formufa Blacka-Scholesa. Na
podstawie analizy w rozdziale 6 stwierdzono, ze dla wszystkich trzech modeli
(BS, UBS, BS z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie) wycena opcji na
podstawie modelu jest istotnie skorelowana z ceng rynkows opgji (dla poziomu
istotnosci 0,01). Uzyskano matle lub umiarkowane bledy standardowe modeli.
Dla pigciu z siedmiu opcji o réznych cenach wykonania wycena na podstawie
modelu BS z parametrami zmieniajagcymi si¢ w czasie w wigkszym stopniu
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wyjasnia ksztaltowanie si¢ cen rynkowych opcji niz wycena w oparciu o model
BS. W przypadku uogdlnionego modelu BS wycena dla czterech z siedmiu opcji
bardziej odzwierciedla cene rynkowa opcji niz model BS.

Z przeprowadzonej analizy wynika, Ze zaprezentowane uogélnienia modelu
Blacka-Scholesa moga stanowi¢ uzyteczne narzedzia wyceny opcji, réwniez na
polskim rynku kapitalowym. W wiekszo$ci rozwazonych przypadkéow wycena
opcji w oparciu o model BS z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie
w najwiekszym stopniu wyjasnia ksztaltowanie si¢ cen rynkowych opcji. Ponadto
model ten umozliwia uchylenie jednego z najczedciej krytykowanych zalozen
modelu Blacka-Scholesa - zalozenia o stalosci w czasie wspdlczynnika
zmiennodci instrumentu bazowego. Parametr ¢ oszacowano na podstawie stop
zwrotu indeksu WIG20 z ostatnich 230 dni sesji, uwzgledniajac w modelu
Blacka-Scholesa oraz uogélnionym modelu Blacka-Scholesa dane historyczne,
natomiast w modelu Blacka-Scholesa z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie
- dane historyczne i dane rzeczywiste (zamiast oszacowan przyszlych stép
zwrotu). Przyjecie wspomnianych danych rzeczywistych jest podejsciem jedynie
teoretycznym w wycenie opcji. Jednakze zaktadajac, iz uda si¢ uzyskaé bardzo
dobre oszacowanie przyszlych stép zwrotu i wykorzystujac ten sam algorytm
oszacowania parametréw o dla wszystkich trzech omawianych modeli, mozna
spodziewac sig¢, ze wycena opcji w modelu Blacka-Scholesa z parametrami
zmieniajacymi si¢ w czasie najlepiej odzwierciedli rynkowe ceny opcji. Badania
empiryczne dotyczyly jedynie okresu od 27 sierpnia 2019 r. do 20 marca 2020 r.
dla opcji kupna na indeks WIG20 o cenach wykonania 1700 punktéw,
1800 punktéw, 1900 punktéow, 2000 punktéw, 2100 punktéow, 2200 punktow,
2300 punktéw z terminem wygasniecia 20 marca 2020 r. Niewatpliwie
nalezatoby przeprowadzi¢ analogiczne analizy dla odmiennych okreséw czasu
oraz innych opcji. Ponadto w praktyce, oprocz zastosowanej w monografii
zmiennosci historycznej, stosuje si¢ wiele metod prognozowania parametru o,
m.in.: modele wykorzystujace oczekiwania rynku (zmienno$¢ implikowana),
stochastyczne modele szeregéw czasowych, sieci neuronowe. Zatem w analizie
poréwnawczej zaprezentowanych w monografii modeli warto bytoby réwniez
uwzgledni¢ ww. metody. Prognozowanie przyszlej zmiennosci stép zwrotu
indeksu WIG20 jest zadaniem bardzo trudnym, niemniej jednak jakos¢ tego
oszacowania ma bardzo istotny wplyw na wycene opcji.

Podsumowujac, przedstawione w monografii dyskretne modele wyceny
opcji wraz z ich przejsciami granicznymi wydaja si¢ ciekawym kierunkiem
dalszych badan.
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Twierdzenie Lapunowa (Jakubowski, Sztencel, 2000: 211-213). Rozwazono
tablice zmiennych losowych postaci (Xn,k), k=12, .., n; n=1, 2, ...
Xoas oo X, 58
niezalezne. Jedli dla wszystkich 7, k naturalnych i dla pewnego ¢ > 0 zachodzi
B,

Zalozono, ze zmienne losowe w kazdym wierszu, czyli X

n,l»>

5
< 00, oraz

\X ~EX, [ =0, gdze sf:iDz(Xn)k);tO dla

k=1

—)OOS

dowolnego n € N,

to

Zn:Xn,k_E(an,kj N0 .2
v P& <x| > J- e2 du = ¢(x)

xeR Sn \ /

(@(-) - dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego).

Lemat. Warunek Lapunowa dla rozkladu dwupunktowego. Niech dla
dowolnego ne N, X, ,, X

losowymi o tym samym rozkladzie dwupunktowym: P(X nj :1)2 D,

nis Xpos o X,, beda niezaleznymi zmiennymi

PX,,=0)=1-p,, j=L 2, .., n. Zalozono, e lim p, = p (0, ).

2+6
Woéwezas dla pewnego O > 0 zachodzi E ‘X 0 ].‘ < o0 oraz

246

ZE\X -EX, | =o.

lim S

n—o0 S
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Dowéd. Dla ¢ =1. Zachodzi:
2+1
EX,,

=0-0-p,)+1-p,=p, <o,

2+1 3 3 4 3 2
EX,,-EX, | =p}-(-p)+(1-p)-p,==2p, +4p, =3p +p,.

3 3
so=(s2)? =[np,-(1-p,)].

Zatem

. =1imn(—2p,,4+4pn3—3]9,,2"']9,,):

n—»0 3

[mp, -(1-p)]

hm—ZE\X - EX

n—»0 S
n

n,j

i =2p) 4, =3, +1 1

e [p -(A=p)l-p, n

bo limp, = p (0, 1).

Ponizsze dwa twierdzenia s3 zmodyfikowana wersja twierdzenia Pélya (Chow,
Teicher, 1988).

Twierdzenie 1 Pdlya. Niech (F )20:1 bedzie ciggiem funkcji F,:R — R

n

niemalejacych i ograniczonych. Niech o, = Ylirgo F (x), B, = )1(1_1){10 F (x).
Zalozono, ze dla dowolnego x € R, }l}_}rg F (x)= gZ(x), gdzie 5 R —> R jest
funkcja ciggla i ograniczong oraz niech «a = 'cl—i)rEo 5 (x), p :)lcl_r)lgo gZ(x)
Zatozono ponadto, ze &, > «, S, > S, gdy n —)’OO.

Woéwczas lim F, (x) = # (x) jednostajnie na R.

Dowdd. Funkcja 5 jest niemalejaca. Istotnie. Niech x,, x, € R oraz x, <x,.
Poniewaz (Fn ):zl jest ciagiem funkcji niemalejacych, wiec

F,(x) < F,(x,).
Ze zbieznosci punktowej ciggu (Fn );O:l do funkcji ¢7 wynika, ze
P (x,) < h(x,).
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Zatem istnieja o = lim ;Z (x) < f =1lim ;Z (x) i s3 skonczone (bo 5 jest
funkcja ograniczong). Niech & >0 bedzie dowolnie ustalong liczbg. Do & >0

e f-a

nalezy dobra¢ me N takie, ze 5 >
m

. Poniewaz 5 :R = R jest funkcja
ciggly, niemalejgcg i ograniczong w R , wiec (a, f) C (Z (R)cla, P]. Zatem

v 3 g(ak)=m+
m

kel, 2,.., m-1} a,€R

.

Poniewaz 5 jest niemalejaca, wigc ciag (ak )Z:l

. jest rosngcy. Dodatkowo

przyjeto, ze:
ay =—, a, =, [-0, a)=(-», a), [a, ®]=(a, »),

F;,(—oo)d:f lim F,(x) =, E,(w)ilimﬂ(x) =L,
df ~ ~ &

§)= lim () =at, (o) =limf(x) = 4

Zachodzi:

#(a,,)-9(a,)<

Ze zbieznosci punktowej ciggu funkcji (Fn )20:1 do funkcji 5 wynika, ze

,k=0,1,2,...,m-1.

p—-a
m

g
<—.
2

Nalezy wzig¢ n, =max{n, :k=1 2, .., m—1} i niech n=n,. Niech

v 3V |F(a)-4,)

kefl, 2,.., m-1} n, €N nzn,

seR bedzie = dowolnie  ustalona  liczba.  Wowczas  istnieje

ko €10, 1, 2, ..., m—1, m} takie,ze s €[a, a; . ).

Rozwazono przypadki:
L F (s)>¢(s).

Z monotonicznoéci F,, ¢ :
0<F,(s)=@(s) < F,(a,.)—9(a,)=F,(a.)—P(a,.)+

+ a0~ <2+ 2

-
<é&.
m
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I F (s)< ¢7(s). Woéwczas
0<@(s)-F,(s)<d(a,,)—F,(a,)=9(a,,)-da,)+d(a,)-F,(a,)<

ALY
m
Zatem
Vv 3 V V Fn@)_g(s)\q,
e>0 ngeN nzn, seR

co dowodzi jednostajnej zbieznosci (Fn ):;1 do 5 na R.

Twierdzenie 2 Pélya. Niech —00<a <b <00 i niech (Fn );O:l bedzie ciggiem
funkcji F, :[a, b] > R niemalejacych i ograniczonych. Zalozono, ze dla
dowolnego x €[a, b], imF, (x) = é(x), gdzie 5 :[a, b] > R jest funkcja

ciagla. Wowczas }l;rg F (x)= ;; (x) jednostajnie na [a, b].

Dowdd. Dowdd twierdzenia 2 Poélya jest niewielka modyfikacja dowodu
poprzedniego twierdzenia.

Niech a = 5 (@), p= ¢7 (b). Do dowolnie ustalonego & >0 dobieramy
p—a

m

&
meN takie,ieE>

Poniewaz 5 :[a, b] > R jest funkcja ciggla, niemalejaca i ograniczong na
[a. b), wige §([a, b)) =[a, B]. Zatem
Mﬂ a .
\4 ¢ (a;) =

kefl, 2,..., m—1} ake[ab

Poniewaz ¢ jest niemalejaca, wigc ciag (ak )Z:l

. jest rosngcy. Dodatkowo

przyjeto, ze: a, = a, a, =b.

Ze zbieznosci punktowej ciggu funkcji (Fn );O:l do funkcji 5 wynika, ze
~ &
VoA R@)-da) <

ke{0, 1,..., m} nakeN nzn,,
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Nalezy wzia¢ n, :max{nak :k=0,1, 2, ..., m=1, m} i niech n=n,.
Niech  bedzie dowolnie ustalone se(a, b). Wowczas istnieje

k, €40, 1, 2, ..., m—1, m} takie, ze se[ako, ak0+1,)'

Rozwazono przypadki:

L F (s)>¢(s).

Z monotonicznosci £, (Z wynika, ze

0<F,(5)= ()< F, (@)~ P (a) = F,(ay )~ $(a,.)+$(a,.)-$(a,) <

& 1
<—+’B—<
2 m

IL F,(s) < §(s).

Analogicznie:
0<@(s)-F,()<@(a, ) - F(a,)=¢(a,,)-$(a,)+d(a,)-F,(a,)<

- &
fa e
m

E.

<é.

Zatem

v 3 VvV v Fx@—$@j<&

>0 nyeN nzn, sela,b]

co dowodzi jednostajnej zbieznosci (Fn ):Ozl do 5 na przedziale [a, b].

Whiosek z twierdzenia 1 Polya. Niech spelnione beda zalozenia twierdzenia

1 Polya i niech x, x, € R dla dowolnego n € N. Woweczas, jezeli limx, =x,

n—0

to lim F, (x,) = ¢ (x).

Dowdd. Niech € > 0. Poniewaz ¢7 jest funkcja ciagla, wiec

3, Y Py -gw[<3. )

nleN

Z twierdzenia 1 Pélya ciag funkcyjny (Fn ):Ozl jest jednostajnie zbiezny do 5 na

R, zatem
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3 V sup

>,
ny,eN nzn,

F =40 <. 2)

yeR
Biorac 71 = max{n,,n,} iszacujac

F, () = (] <|F, (6,) = x| + | (x,) = § (0] < sup

F,(3) = 0| +[# (x,) -6 (x)

>

z (1) i(2) mozna otrzymac dla 7 = n:
F,(x,)-$(x)|<e.
Ostatecznie:

v 3V

>0 neN n>n

F,(x,) = $(x)|< . 4. lim F, (x,) = § (x).

Lemat. Jezeli funkcja ¢7 : R — R jest ciagla, niemalejaca i ograniczona, to jest

jednostajnie ciggla.

Dowdd. Niech o = lim §(x), B = lim¢(x). Nalezy ustali¢ dowolne & > 0.

e f-a

Do & >0 nalezy dobra¢ me N takie, ze 5 >
m

jest  funkcja  ciagla, niemalejaca i ograniczcong w R, wiec
(@, f)cdR)cla, p). Zatem
~ k(B —
v 3 gay=rPza

kef{l, 2,.., m-1} a,eR m

. Poniewaz 5 :R—>R

Poniewaz 5 jest niemalejaca, wiec ciag (ak )::_11 jest rosngcy. Dodatkowo
przyjeto, ze: a, = —©, a, =, [-©, a)=(-o, a).
Zachodzi:

g(ak+l)_5(ak)sﬂ_a<£’ k:()a 19 X m—1.
m 2

Nalezy przyja¢ o = min (a il — ) >(0 oraz wustali¢ dowolne
ke{0, 1, 2,..., m-1}

X<y<x+0. Woéwczas xela, a..) dla pewnego

ky, {0, 1, 2, .., m—1}. Poniewaz X<y<x+0, to

yel(a, a,,+d0)c (ako, ay i ) Stad i z monotonicznosci funkeji 5 :
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Zatem pokazano, ze

A -yl<s=g(0)-40)|<e,

>0 6>0 xyeR
co dowodzi jednostajnej ciaglosci funkeji 5 na R
Twierdzenie 1. Jezeli funkcje f, , : R — [0, ), to

lim Zf (x)=> 21 . (x) dla dowolnego x € R.

n—®0 [ k=1 n—>®

Dowdd. Niech xeR. Jezeli g, (X)= irlf Jui(X),

0 < gn,k(x) T gk(x) = hm 22£fn,k(x) oraz gn,k (X) < fn,k (X)

Woébwczas z (1):

ifn,k(x) Z ign,k(x)

oraz
li_rann,k (‘x) 2 liangn,k (x)
n—% j | n—%0 p_1

Ponadto dla dowolnego MeN
hng £ (%) 2 hng £ ()= lemg,, () = zl_f (x).

n—0 r_1 n—®0 [_1 f=] "

Z dowolnosci M wynika, ze
li_n12ﬂz,k (‘x) 2 zli_nlfn,k (‘x)'

n—0 1 f=] "0

177

to

(1

Twierdzenie 2 (Billingsley, 1987: 210). Niech dla dowolnych ne N,
f, 1 Q —[0, o] beda rzeczywistymi funkcjami mierzalnymi okreslonymi na

przestrzeni z miarg (Q, F, ,u). Wowczas

([ 000 st -5 [ bt
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Lemat o przyblizaniu z dolu funkcjami schodkowymi. Jezeli funkcja

c:R —[0, o) jest ciagla, to istnieje niemalejacy ciag (gon )w

n=1

funkgji

przedzialami statych przyjmujacych skonczong liczbe wartosci taki, ze

Y 0<¢,(x)<c(x) oraz li_l’){.l0 @,(x)=c(x).

XeR XeR

Dowdd. Rozwazane beda przedzialy wzajemnie rozlaczne postaci: (2%, kz—: 1} ,
keZ,neN.
Przyjeto

n-2" -1 k
v @, (X) = z cmin(_nj -1 ko kel (X) >
S 2

. k
gdzie min c(x) =c,, (27} jest dobrze okreslone na kazdym przedziale

(poniewaz funkcja ¢: R — [0, o) jest ciagta).

1
|
|
|
|
|
| | |
I | ]
2 3 4
7 2 2

.

Rysunek 1. Przyblizanie z dotu funkcji ciagtej i nieujemnej funkcjami schodkowymi
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nalezy pokaza¢, ze ciag (q)n )20:1 jest niemalejgcy. Niech ¢ € R bedzie ustalone.
Woéwczas dla n, =entier(t+1) i dowolnego n=n, istnieje liczba catkowita
k(t,n) k(t,n)+1

2" T }
Bioragc teraz pod uwage kolejny wyraz ciagu, tj. ¢,,,, mozna dosta¢
te(k(t,nﬂ) k(t,n+1)+1

k(t,n)e(-n-2", n-2" —1] taka,iete(

} . Stad 1 z  poprzedniego  kroku

2n+1 ’ 2n+l
te(lk(t,n)’ 2.k(t,n)+1} b te(z-k(t,n)H’ 2.k(z,n)+2]
2n+] 2n+1 2n+1 2n+1

Zatem przy kazdym kolejnym kroku nastepuje podziat kazdego przedzialu na

!

poél. Wowczas minimum: ¢, (2—

) zostaje brane po mniejszym zbiorze.
n+l1

Biorgc minimum funkcji po mniejszym zbiorze, dostajemy warto$¢ nie mniejsza
od wartoéci funkcji bedacej minimum funkcji po wigkszym zbiorze. Zatem

rozwazany ciag ((on );:1 jest niemalejacy.

Ponadto z definicji ¢, wynika, ze
Y 0<¢,(x)<c(x), n=1, 2, ...

XeR

Nalezy pokazac¢, ze

Y hr{lo @,(x) = c(x).

xeR

Nalezy ustali¢ dowolne xe€R. Wowczas dla kazdego n>n, = Ux|]+1> |x|

k, k,+1
istnieje k, € Z, —n-2" <k, <n-2" -1 takie,iexe(z—z, 02—'1}

Niech & > 0. Z ciagtosci funkcji c wiadomo, ze istnieje &, >0 taka, ze

\vd Qx — y| <o, = |c(x) - c(y)| < 5).

yeER

Przyjeto n,<n, € N takie, ze 6, >1/2". Wéwczas dla dowolnego n = n,
zachodzi &, >1/2™ >1/2".

Stad
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. . o kg kg +1
p,(x)=c(0)| | min _e(x)=e(x) =|e(x") - e(x), gdzie x” €|, == ).

2 2"
2 2"
Ponadto
ey ‘<k +1 kO= 1 <5
2n 2n 2n &

Z cigglosci c wynika, ze
‘c(x*) - c(x)‘ <E.

Stad

@, (x)—c(x)|<e.

Zatem pokazano, ze dla dowolnego X € R oraz dowolnego & >0

J V @) -0,x)|<e,

n eN  n2n

tj. pokazano zbieznos$¢ punktows ciggu funkcji (q)n );O:l do funkgji c.

Lemat o przyblizaniu z goéry funkcjami schodkowymi. Jezeli funkcja
c:[0, ) —>[0, o) jest ciggta i nieujemna, to istnieje nierosnacy cigg (‘I’n )20:1
funkcji stalych (na przedzialach rozlacznych spelniajacych zalozenia lematu
3.3.2) przyjmujacych przeliczalng liczbe wartosci taki, ze

Y 0<c(x)<¥,(x)oraz Y/ }113010 Y (x) = c(x).

xe(0, oo xel0, oo

. . . N , k+1
Dowdd. Beda rozwazane przedzialy wzajemnie rozlaczne postaci: 2—n, ,

211
ke N0}, neN. Przyjeto

v \Pn(x) Zcmax(z j I[k k+1}(x)+c(0)'l{o}(x),

XE[O 0 271’ on

gdzie cmax(zinj = max c(x)

[k k+1
€ II’ n

jest dobrze okreslone, poniewaz funkgja c jest ciagta na [0, o0).
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Rysunek 2. Przyblizanie z gory funkgji ciagtej i nieujemnej funkcjami schodkowymi

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy pokazaé, ze ciag (‘I’n ):;1 jest nierosngcy. Niech ¢ e (0, ) bedzie
ustalone. Wéwczas dla dowolnego 7€ N istnieje liczba k (t,n) € N U {O} taka,

o E[E(r,n) l;(t,n)+l}

2}1 2}1
Biorac teraz pod uwage kolejny wyraz ciagu, tj. ‘¥ .,
te(/?(r,nﬂ) k(t,n+1)+1

mozna otrzymac:

b

} . Stad i z poprzedniego  kroku

2n+l 2n+l
([2ken 2kemer] o (2kEm el 2-kem 2]
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

Zatem przy kazdym kolejnym kroku nastepuje podziat kazdego przedzialu na

4

pot. Wowczas maksimum ¢, ( S

j (k"eNuU {0}) jest brane po mniejszym

zbiorze. Biorgc maksimum funkcji po mniejszym zbiorze, dostajemy warto$¢ nie
wieksza od wartosci funkcji bedacej maksimum funkcji po wiekszym zbiorze.

Zatem rozwazany ciag (‘I’n ):;1 jest nierosnacy.

Ponadto z definicji ‘¥, wynika, ze
Y 0<c(x)<¥,(x),n=1,2,..

x€|0, o
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Nalezy pokazac¢, ze

\v4 lirg Y (x) = c(x).

xel0, o

Ustalono dowolne x e (0, o). Wowczas dla kazdego nelN istnieje
_ ky ky+1

k, e NU{O} takie, ze x € (—3, 02—}1}

Niech & > 0. Z ciagtosci funkeji c wiadomo, ze istnieje &, >0 taka, ze

Y Qx - y| <o, = |c(x) - c(y)| < 8).

yER

Przyjeto n, € N takie, ze 5, >1/2". Woéwczas dla dowolnego n > n, zachodzi
S >1/2" >1/2".

Stad

5

W, (x) = c(x)| < max c(x) = c(x)| =e(R) = e(x)

2}1’ 211
|k, ky+1
gdzie ¥ €| =%, —4—|.
2" 2"
Ponadto
fc—x|gk°+1—k° NLIPYE

2" 2m o2t
Z ciagtosci ¢ wynika, ze

|c()2) - c(x)| <e.

Stad

|‘Pn (x)- c(x)| <e.

Zatem pokazano, ze dla dowolnego x € [0, o) oraz dowolnego & >0

3 VYV |[¥.0)-c)<e,

n eN nzm

tj. pokazano zbiezno$¢ punktows ciagu funkeji (‘Pn )le do funkgji c.
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Lemat Fatou (Jakubowski, Sztencel, 2000: 343). Niech (Q,F , P) bedzie
przestrzenig probabilistyczna. Jesli zmienne losowe X, : QQ — [0, o), neN,

to

[timinf X, dP < liminf [ X, dP.
Q n—»0 n—»0

Twierdzenie Lebesgue’a o zbiezno$ci zmajoryzowanej (Jakubowski, Sztencel,
2000: 345). Niech (Q, F, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng. Zatozono, ze
funkcje X,, neN, oraz ¥ sa F-mierzalne (czyli sa zmiennymi losowymi).

Jezeli dla pewnej funkcji catkowalnej Y zachodza nieréwnosci |X n|£ Y,

p.n.
n € N, to wszystkie funkcje X, sa calkowalne, a jedli ponadto X, - X, to X
jest catkowalne i
lim [| X, - X|dP =0 oraz lim [ X, dP = [ XadP.
O ) )

n—0 n—>0

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej (Billingsley, 1987: 208;
Shiryaev, 1996: 186). Niech funkcje f,f :R—> R beda funkcjami

mierzalnymi, okreslonymi na przestrzeni z miara (R,F 7, )
Jezeli (f,),., jest niemalejacym ciagiem funkcji nieujemnych prawie wszedzie

zbieznym do f,gdy n —>0,tj. 0< f, T f prawie wszedzie, to

1in30jfn du = [fau.

n—» 2 2

Jezeli (f,),_, jest nierosnacym ciggiem funkcji prawie wszedzie zbieznym do f°,

gdy n—> o0, 1. f, L f prawie wszedzie, oraz dla pewnej funkcji mierzalnej 7
takiej, ze J.nd,u <0, zachodzi f, <77, to
R

fim [/, du = [/ du
R R

Uwaga (Jakubowski, Sztencel, 2000: 180). Niech X, X,, X,, ... beda

zmiennymi losowymi okre§lonymi na przestrzeni probabilistyczne; (Q,F ,P).

Zachodzi nastepujaca rownowaznos¢:
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n—0

d
X, >X o Ef(X,) > Ef(X)
dla kazdej funkcji ciggtej i ograniczonej f : R — R.

Twierdzenie Skorochoda (Jakubowski, Sztencel, 2000: 188). Jedli
M, My, My, ... s3 rozkladami prawdopodobienstwa na (R, B(R)) ip, il),u,
to istnieja zmienne losowe X, X,, X,, .. o rozkladach odpowiednio
Uy Ly, Uy, ... okreSlone na (0, 1) takie, ze X, (@) —> X (@) dla kazdego
w € (0, 1).

Twierdzenie Riesza (Jakubowski, Sztencel, 2000: 110). Niech X, X,, X,, ...
beda zmiennymi losowymi okreslonymi na przestrzeni probabilistycznej

P
(Q,F ,P). Jesli zmienne losowe X, - X, to istnieje podcigg zmiennych

p.n.
losowych (X ne )::1 taki, ze X, —X.

Lemat 2 (Jakubowski, Sztencel, 2000: 112, zad. 8). Niech I’ :LO(Q, F,P)
oznacza przestrzen wszystkich zmiennych losowych na (Q, F ,P), przy

utozsamianiu zmiennych losowych réwnych prawie na pewno. Woéwczas

apesd
pLX. Y)_E(H\X—YJ

jest metryka na L°, (L’, p) jest przestrzenia metryczng zupelna

P
i X, >X < limp(X

n—o

X)=0.

n?o

Lemat 3 (Jakubowski, Sztencel, 2000: 113, zad. 16). Niech G bedzie funkcja

rosngcg nieujemna taka, ze lim(G(x) / x) = 0. Jesli zmienne losowe {X citel }
sa catkowalne, M =sup {E QG(X , )|)} <o, to rodzina zmiennych losowych
tel

{X tel } jest jednostajnie catkowalna.
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Lemat 4 (Jakubowski, Sztencel, 2000: 113, zad. 18). Ciag zmiennych losowych
(X)), jestzbieznyw L7, p>1, wtedy i tylko wtedy, gdy:

(1) ciag zmiennych losowych  (X,),_,  jest zbiezny wedlug
prawdopodobienstwa,

(2) (1 X, "), sajednostajnie calkowalne.
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Tabela 1. Rynkowa wycena indeksu WIG20, stép procentowych i opcji kupna na indeks WIG20

2
2T 2
© o ©
83/ 28|58l s | s| 8| 8| g 8| s
v oS NE 25 = 153} > S — N A
o © ag| © 3% = — = I ~ N N

b S T3 29| =8 8 8 & R & S S

© Q E2o Ol R = O O ) O ) O O

o = 3 S| &= o Q =1 =1 S =1 S S S

a vl G o S S I S I I I
g |l c2| 8 = = = = = = =
23| 82| 2= o o S o e} o o
£ =z 5 2
=<c| 3
@

1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 12
2019-08-27 | 2095,45 | 1,80% | 0,027 | 0,027 | 412,90 | 324,30 | 243,30 | 172,10 | 118,65 | 77,95 | 41,14
2019-08-28 | 2051,44 | 1,80% | 0,027 | -0,082 | 365,60 | 320,10 | 238,35 | 166,15 | 114,55 | 56,35 | 33,00
2019-08-29 | 2069,33 | 1,80% | 0,028 | -0,104 | 370,20 | 284,35 | 208,50 | 143,45 | 95,35 | 64,00 | 34,31
2019-08-30 | 2135,25 | 1,80% | 0,028 | -0,106 | 387,30 | 301,20 | 223,55 | 156,85 | 104,65 | 104,65 | 62,95
2019-09-02 | 2144,48 | 1,80% | 0,029 | -0,076 | 448,15 | 358,35 | 302,00 | 201,00 | 141,90 | 92,45 | 59,55
2019-09-03 | 2107,16 | 1,80% | 0,029 | -0,078 | 456,90 | 366,95 | 282,10 | 207,40 | 146,50 | 99,15 | 61,95
2019-09-04 | 2102,73 | 1,80% | 0,029 | -0,102 | 421,10 | 332,65 | 249,90 | 178,30 | 124,35 | 92,00 | 50,65
2019-09-05 | 2106,89 | 1,80% | 0,029 | -0,090 | 416,60 | 327,65 | 245,95 | 174,60 | 119,75 | 78,70 | 47,04
2019-09-06 | 2122,60 | 1,79% | 0,029 | -0,088 | 420,45 | 330,70 | 248,95 | 176,55 | 122,05 | 80,65 | 47,81
2019-09-09 | 2174,41 | 1,79% | 0,029 | -0,078 | 435,30 | 344,95 | 260,90 | 186,50 | 129,45 | 86,45 | 52,00
2019-09-10 | 2187,80 | 1,79% | 0,030 | -0,060 | 484,45 | 391,65 | 322,20 | 224,30 | 155,60 | 104,75 | 66,85
2019-09-11 | 2189,21 | 1,79% | 0,029 | -0,043 | 497,25 | 403,50 | 314,20 | 231,70 | 161,75 | 108,45 | 69,40
2019-09-12 | 2189,07 | 1,79% | 0,029 | -0,037 | 507,75 | 413,85 | 323,95 | 241,45 | 170,65 | 112,80 | 69,30
2019-09-13 | 2200,95 | 1,79% | 0,029 | -0,017 | 507,10 | 412,60 | 323,40 | 240,85 | 170,75 | 113,75 | 69,80
2019-09-16 | 2217,84 | 1,79% | 0,029 | -0,025 | 519,20 | 423,65 | 251,05 | 249,15 | 176,10 | 117,40 | 72,90
2019-09-17 | 2192,71 | 1,79% | 0,028 | 0,010 | 534,70 | 438,90 | 347,70 | 262,65 | 188,75 | 125,45 | 67,60
2019-09-18 | 2205,02 | 1,79% | 0,028 | 0,016 | 509,95 | 421,25 | 324,45 | 241,50 | 169,15 | 112,70 | 70,00
2019-09-19 | 2191,61 | 1,79% | 0,028 | 0,009 | 522,15 | 414,50 | 335,50 | 251,00 | 177,05 | 118,70 | 68,00
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2019-09-20 | 2171,75 | 1,79% | 0,028 | 0,011 | 508,95 | 413,30 | 321,35 | 239,60 | 167,25 | 110,60 | 61,05
2019-09-23 | 2147,32 | 1,79% | 0,028 | -0,022 | 489,05 | 394,30 | 304,70 | 222,20 | 152,45 | 98,95 | 60,75
2019-09-24 | 2175,24 | 1,79% | 0,028 | -0,026 | 465,25 | 371,50 | 324,00 | 204,25 | 139,75 | 89,15 | 51,30
2019-09-25 | 2159,68 | 1,79% | 0,028 | -0,006 | 492,45 | 398,40 | 307,65 | 225,30 | 154,55 | 100,25 | 60,65
2019-09-26 | 2172,47 | 1,79% | 0,028 | -0,019 | 478,20 | 383,75 | 296,60 | 217,05 | 150,50 | 97,60 | 58,30
2019-09-27 | 2186,31 | 1,78% | 0,028 | -0,010 | 490,25 | 395,85 | 307,65 | 227,55 | 159,10 | 104,40 | 62,35
2019-09-30 | 2173,29 | 1,78% | 0,027 | 0,019 | 503,55 | 408,90 | 319,70 | 237,60 | 167,10 | 110,90 | 58,00
2019-10-01 | 2152,50 | 1,78% | 0,028 | 0,015 | 490,50 | 395,80 | 307,00 | 226,45 | 157,70 | 85,00 | 53,75
2019-10-02 | 2098,28 | 1,78% | 0,028 | 0,005 | 470,15 | 376,25 | 288,70 | 210,25 | 143,60 | 72,00 | 43,31
2019-10-03 | 2099,30 | 1,78% | 0,027 | 0,008 | 418,30 | 327,25 | 243,40 | 157,80 | 111,75 | 66,00 | 40,00
2019-10-04 | 2121,16 | 1,78% | 0,027 | -0,002 | 419,45 | 327,45 | 243,85 | 170,10 | 110,95 | 69,25 | 38,84
2019-10-07 | 2121,87 | 1,78% | 0,027 | -0,001 | 440,65 | 348,15 | 261,90 | 185,85 | 123,25 | 72,00 | 44,17
2019-10-08 | 2131,83 | 1,78% | 0,027 | -0,015 | 440,10 | 347,60 | 261,30 | 184,60 | 121,25 | 75,90 | 46,13
2019-10-09 | 2134,37 | 1,78% | 0,027 | -0,033 | 449,90 | 356,65 | 270,10 | 193,25 | 140,85 | 80,75 | 46,31
2019-10-10 | 2122,99 | 1,77% | 0,026 | -0,049 | 452,35 | 359,10 | 272,30 | 195,50 | 131,85 | 82,45 | 47,06
2019-10-11 | 2159,91 | 1,77% | 0,026 | -0,054 | 441,30 | 348,20 | 262,45 | 186,95 | 135,70 | 78,00 | 50,00
2019-10-14 | 2148,53 | 1,77% | 0,026 | -0,057 | 476,80 | 382,20 | 293,70 | 213,60 | 145,50 | 93,15 | 48,52
2019-10-15 | 2154,80 | 1,77% | 0,026 | -0,056 | 465,00 | 370,85 | 282,85 | 203,35 | 139,40 | 89,70 | 52,20
2019-10-16 | 2156,06 | 1,77% | 0,026 | -0,038 | 471,15 | 376,45 | 288,05 | 207,80 | 140,25 | 88,85 | 53,15
2019-10-17 | 2173,75 | 1,77% | 0,026 | -0,031 | 472,10 | 378,40 | 289,30 | 209,80 | 142,30 | 89,85 | 52,65
2019-10-18 | 2164,75 | 1,77% | 0,026 | -0,029 | 489,50 | 394,40 | 304,10 | 222,55 | 144,00 | 89,85 | 59,65
2019-10-21 | 2183,25 | 1,76% | 0,026 | -0,019 | 480,45 | 385,95 | 296,20 | 216,20 | 152,90 | 91,40 | 54,55
2019-10-22 | 2212,15| 1,76% | 0,026 | 0,009 | 498,20 | 402,95 | 312,00 | 229,45 | 156,85 | 111,35 | 70,40
2019-10-23 | 2208,54 | 1,76% | 0,026 | 0,011 | 526,65 | 431,05 | 337,95 | 252,95 | 177,20 | 116,50 | 69,85
2019-10-24 | 2208,36 | 1,76% | 0,026 | 0,024 | 522,95 | 426,80 | 334,30 | 248,85 | 173,65 | 112,95 | 66,40
2019-10-25 | 2175,27 | 1,76% | 0,025 | -0,006 | 522,65 | 425,95 | 334,10 | 248,50 | 173,20 | 111,15 | 65,60
2019-10-28 | 2211,80 | 1,76% | 0,025 | -0,030 | 489,80 | 394,20 | 303,50 | 220,10 | 148,75 | 92,75 | 53,80
2019-10-29 | 2227,93 | 1,76% | 0,025 | -0,007 | 525,40 | 428,90 | 335,80 | 249,45 | 173,05 | 112,05 | 62,90
2019-10-30 | 2227,38 | 1,75% | 0,025 | 0,007 | 541,05 | 444,05 | 351,10 | 263,95 | 179,25 | 119,15 | 70,20
2019-10-31 | 2194,10 | 1,75% | 0,025 | 0,002 | 540,40 | 443,45 | 350,00 | 262,20 | 182,55 | 118,35 | 69,70
2019-11-04 | 2264,06 | 1,75% | 0,025 | -0,034 | 507,35 | 411,05 | 319,30 | 233,25 | 160,85 | 100,45 | 57,10
2019-11-05 | 2272,45 | 1,75% | 0,026 | -0,019 | 576,40 | 491,25 | 383,85 | 293,30 | 209,90 | 142,00 | 86,00
2019-11-06 | 2255,34 | 1,75% | 0,026 | -0,009 | 584,15 | 486,90 | 391,20 | 300,10 | 216,65 | 144,35 | 79,00
2019-11-07 | 2272,17 | 1,75% | 0,026 | -0,035 | 567,40 | 470,00 | 375,05 | 284,85 | 203,15 | 133,15 | 82,25
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2019-11-08 | 2255,46 | 1,75% | 0,026 | -0,034 | 583,60 | 486,15 | 391,00 | 299,40 | 216,05 | 143,90 | 87,70
2019-11-12 | 2248,81 | 1,74% | 0,026 | -0,047 | 567,05 | 469,35 | 374,50 | 283,45 | 201,65 | 132,10 | 79,25
2019-11-13 | 2235,52 | 1,74% | 0,025 | -0,022 | 560,25 | 462,65 | 367,50 | 277,25 | 195,55 | 125,95 | 74,35
2019-11-14 | 2226,15 | 1,74% | 0,025 | -0,022 | 547,20 | 449,55 | 354,55 | 264,60 | 183,70 | 118,75 | 69,80
2019-11-15 | 2233,87 | 1,74% | 0,025 | -0,008 | 537,45 | 439,70 | 345,50 | 256,65 | 177,70 | 113,65 | 66,30
2019-11-18 | 2229,92 | 1,74% | 0,025 | 0,006 | 544,95 | 446,85 | 352,40 | 263,10 | 183,55 | 104,60 | 70,00
2019-11-19 | 2207,25 | 1,74% | 0,024 | -0,022 | 540,85 | 442,80 | 348,10 | 257,70 | 166,00 | 101,50 | 57,35
2019-11-20 | 2194,58 | 1,74% | 0,024 | -0,050 | 518,25 | 420,25 | 325,35 | 236,00 | 144,00 | 84,00 | 46,55
2019-11-21 | 2179,53 | 1,74% | 0,024 | -0,053 | 505,90 | 408,20 | 313,50 | 225,50 | 146,25 | 86,25 | 41,97
2019-11-22 | 2188,24 | 1,73% | 0,024 | -0,050 | 491,05 | 393,70 | 298,55 | 210,50 | 134,05 | 79,60 | 43,41
2019-11-25 | 2197,54 | 1,73% | 0,024 | -0,061 | 500,50 | 402,00 | 307,55 | 218,30 | 141,00 | 82,80 | 46,37
2019-11-26 | 2190,58 | 1,73% | 0,023 | -0,070 | 509,20 | 411,45 | 315,50 | 225,80 | 146,00 | 78,00 | 47,43
2019-11-27 | 2181,33 | 1,73% | 0,023 | -0,056 | 501,95 | 403,45 | 308,00 | 218,15 | 140,10 | 80,10 | 39,78
2019-11-28 | 2169,09 | 1,73% | 0,023 | -0,038 | 492,80 | 394,10 | 299,15 | 209,90 | 122,15 | 76,90 | 34,58
2019-11-29 | 2158,94 | 1,73% | 0,023 | -0,040 | 480,35 | 382,00 | 286,90 | 197,50 | 113,55 | 67,10 | 32,00
2019-12-02 | 2122,30 | 1,73% | 0,023 | -0,058 | 470,10 | 371,85 | 277,00 | 189,00 | 97,40 | 53,00 | 21,50
2019-12-03 | 2089,92 | 1,73% | 0,023 | -0,088 | 433,30 | 309,55 | 241,50 | 157,30 | 83,75 | 45,40 | 18,00
2019-12-04 | 2081,89 | 1,72% | 0,022 | -0,079 | 401,20 | 304,30 | 227,70 | 133,00 | 77,00 | 38,00 | 16,60
2019-12-05 | 2092,12 | 1,72% | 0,022 | -0,101 | 393,10 | 296,55 | 205,70 | 139,00 | 79,00 | 40,00 | 15,52
2019-12-06 | 2073,11 | 1,71% | 0,022 | -0,118 | 403,15 | 306,05 | 206,50 | 135,25 | 73,00 | 33,59 | 16,15
2019-12-09 | 2066,55 | 1,71% | 0,022 | -0,125 | 384,10 | 287,65 | 197,05 | 117,00 | 62,85 | 29,70 | 12,40
2019-12-10 | 2054,11 | 1,71% | 0,022 | -0,136 | 377,00 | 280,90 | 188,00 | 117,00 | 61,60 | 28,00 | 14,57
2019-12-11 | 2047,34 | 1,71% | 0,022 | -0,139 | 364,85 | 269,60 | 180,35 | 106,70 | 55,00 | 25,00 | 10,98
2019-12-12 | 2102,19 | 1,71% | 0,022 | -0,143 | 358,30 | 263,40 | 222,55 | 142,25 | 53,45 | 32,85 | 12,45
2019-12-13 | 2106,51 | 1,71% | 0,023 | -0,111 | 412,40 | 334,85 | 223,55 | 141,75 | 90,00 | 39,96 | 20,49
2019-12-16 | 2112,93 | 1,70% | 0,022 | -0,116 | 416,70 | 319,55 | 227,10 | 144,80 | 89,00 | 44,00 | 19,09
2019-12-17 | 2132,25 | 1,70% | 0,022 | -0,122 | 422,00 | 325,20 | 231,95 | 149,20 | 95,35 | 48,54 | 22,66
2019-12-18 | 2131,85 | 1,70% | 0,023 | -0,110 | 441,80 | 344,15 | 249,30 | 158,40 | 100,10 | 45,69 | 21,29
2019-12-19 | 2133,72 | 1,70% | 0,022 | -0,119 | 441,00 | 343,30 | 249,05 | 163,40 | 95,00 | 49,00 | 21,84
2019-12-20 | 2128,04 | 1,70% | 0,022 | -0,109 | 443,30 | 344,95 | 250,25 | 169,00 | 95,00 | 52,90 | 22,88
2019-12-23 | 2142,54 | 1,71% | 0,022 | -0,112 | 436,40 | 339,45 | 244,85 | 175,00 | 94,65 | 50,20 | 21,30
2019-12-27 | 2151,74 | 1,70% | 0,022 | -0,127 | 450,55 | 352,95 | 257,70 | 169,40 | 101,60 | 54,20 | 30,40
2019-12-30 | 2150,09 | 1,70% | 0,022 | -0,122 | 459,70 | 361,75 | 261,25 | 376,00 | 116,50 | 53,00 | 21,34
2020-01-02 | 2200,10 | 1,69% | 0,022 | -0,119 | 457,45 | 359,30 | 263,80 | 174,75 | 132,00 | 75,00 | 30,87




190 Dodatek 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2020-01-03 | 2173,97 | 1,69% | 0,022 | -0,081 | 507,10 | 408,10 | 310,85 | 177,75 | 121,95 | 59,90 | 26,23
2020-01-07 | 2145,01 | 1,69% | 0,023 | -0,095 | 480,95 | 382,30 | 285,30 | 188,00 | 116,55 | 42,60 | 21,77
2020-01-08 | 2115,99 | 1,69% | 0,023 | -0,103 | 451,50 | 353,15 | 257,35 | 168,20 | 75,85 | 32,30 | 12,71
2020-01-09 | 2157,61 | 1,68% | 0,023 | -0,128 | 422,45 | 324,15 | 256,00 | 185,00 | 89,70 | 33,45 | 18,02
2020-01-10 | 2167,91 | 1,68% | 0,023 | -0,113 | 463,90 | 365,60 | 268,90 | 180,20 | 102,65 | 48,76 | 18,87
2020-01-13 | 2194,42 | 1,68% | 0,023 | -0,106 | 474,35 | 375,15 | 280,75 | 184,95 | 106,20 | 60,15 | 25,66
2020-01-14 | 2182,96 | 1,68% | 0,023 | -0,102 | 500,15 | 401,65 | 302,95 | 209,40 | 123,20 | 52,75 | 22,78
2020-01-15 | 2165,08 | 1,68% | 0,023 | -0,110 | 488,65 | 389,75 | 292,25 | 198,00 | 116,40 | 41,95 | 19,65
2020-01-16 | 2173,74 | 1,68% | 0,023 | -0,099 | 470,60 | 371,70 | 274,35 | 181,00 | 104,40 | 46,14 | 19,44
2020-01-17 | 2175,95 | 1,67% | 0,023 | -0,087 | 479,10 | 380,05 | 282,65 | 188,65 | 108,25 | 49,35 | 19,51
2020-01-20 | 2178,06 | 1,67% | 0,023 | -0,086 | 481,60 | 382,05 | 284,35 | 191,00 | 110,20 | 54,00 | 19,17
2020-01-21 | 2158,04 | 1,67% | 0,023 | -0,092 | 482,90 | 384,05 | 286,35 | 191,50 | 109,95 | 40,59 | 13,90
2020-01-22 | 2146,56 | 1,67% | 0,023 | -0,091 | 462,75 | 364,15 | 263,00 | 172,95 | 90,00 | 38,00 | 10,00
2020-01-23 | 2148,41 | 1,67% | 0,023 | -0,084 | 451,20 | 352,45 | 266,50 | 161,00 | 83,05 | 33,06 | 9,63
2020-01-24 | 2154,28 | 1,66% | 0,023 | -0,092 | 453,15 | 353,70 | 255,95 | 178,85 | 92,00 | 35,35 | 10,70
2020-01-27 | 2083,79 | 1,66% | 0,023 | -0,083 | 458,90 | 359,50 | 261,75 | 132,30 | 48,14 | 15,00 | 4,90
2020-01-28 | 2098,04 | 1,66% | 0,024 | -0,118 | 388,80 | 290,70 | 193,40 | 105,95 | 47,00 | 13,56 | 4,72
2020-01-29 | 2098,18 | 1,66% | 0,024 | -0,132 | 402,65 | 304,35 | 206,50 | 116,65 | 49,82 | 13,16 | 4,39
2020-01-30 | 2079,98 | 1,66% | 0,023 | -0,118 | 402,60 | 303,85 | 206,25 | 104,00 | 38,23 | 11,50 | 4,26
2020-01-31 | 2065,90 | 1,66% | 0,023 | -0,135 | 384,70 | 286,35 | 188,90 | 88,00 | 31,70 8,00 3,25
2020-02-03 | 2072,88 | 1,65% | 0,023 | -0,150 | 370,40 | 271,45 | 178,00 | 92,00 | 26,32 9,55 2,00
2020-02-04 | 2106,63 | 1,65% | 0,023 | -0,144 | 377,40 | 278,25 | 196,00 | 112,00 | 46,50 | 11,46 | 4,03
2020-02-05 | 2122,91 | 1,65% | 0,024 | -0,111 | 410,80 | 311,60 | 213,45 | 132,45 | 60,00 | 15,84 | 5,08
2020-02-06 | 2111,76 | 1,65% | 0,024 | -0,102 | 427,15 | 327,40 | 229,30 | 135,30 | 53,30 | 12,97 | 4,81
2020-02-07 | 2110,20 | 1,65% | 0,024 | -0,108 | 415,80 | 316,75 | 217,90 | 124,90 | 43,00 | 12,17 | 2,25
2020-02-10 | 2092,89 | 1,64% | 0,024 | -0,107 | 414,10 | 314,75 | 215,90 | 123,00 | 41,00 | 10,25 | 3,36
2020-02-11 | 2107,40 | 1,64% | 0,024 | -0,113 | 396,75 | 296,95 | 198,75 | 106,55 | 50,00 | 11,00 | 2,00
2020-02-12 | 2126,31 | 1,64% | 0,024 | -0,108 | 410,95 | 311,45 | 213,05 | 119,30 | 55,15 | 14,50 | 4,28
2020-02-13 | 2120,07 | 1,64% | 0,024 | -0,089 | 429,90 | 330,10 | 208,00 | 136,00 | 46,00 | 10,00 | 2,00
2020-02-14 | 2115,29 | 1,64% | 0,024 | -0,088 | 423,50 | 323,70 | 224,95 | 129,75 | 51,85 | 11,00 | 2,88
2020-02-17 | 2121,14 | 1,63% | 0,024 | -0,091 | 418,70 | 318,80 | 220,00 | 124,65 | 51,20 | 11,00 | 2,00
2020-02-18 | 2113,49 | 1,63% | 0,024 | -0,093 | 424,10 | 324,65 | 225,80 | 129,95 | 45,00 9,40 2,02
2020-02-19 | 2115,18 | 1,63% | 0,024 | -0,099 | 416,20 | 316,75 | 218,25 | 114,20 | 45,06 9,00 2,00
2020-02-20 | 2099,88 | 1,63% | 0,024 | -0,100 | 418,15 | 318,70 | 219,95 | 123,35 | 36,00 5,50 2,00




Dodatek 2 191
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2020-02-21 | 2088,53 | 1,63% | 0,024 | -0,121 | 402,55 | 303,20 | 201,65 | 108,95 | 27,30 5,60 1,90
2020-02-24 | 2000,90 | 1,61% | 0,024 | -0,126 | 391,60 | 291,85 | 120,30 | 41,00 | 10,00 2,50 0,60
2020-02-25 | 1945,71 | 1,61% | 0,026 | -0,176 | 304,50 | 211,40 | 94,00 | 27,00 437 1,00 0,50
2020-02-26 | 1933,51 | 1,61% | 0,026 | -0,206 | 250,00 | 154,40 | 70,00 | 19,39 3,15 1,00 0,51
2020-02-27 | 1850,61 | 1,60% | 0,026 | -0,216 | 238,50 | 128,00 | 31,37 5,49 2,00 0,51 0,55
2020-02-28 | 1768,91 | 1,60% | 0,028 | -0,245 | 162,90 | 43,00 | 11,50 1,98 0,89 0,97 0,50
2020-03-02 | 1807,70 | 1,58% | 0,030 | -0,291 | 117,55 | 56,00 | 16,00 2,00 0,06 0,10 0,61
2020-03-03 | 1889,67 | 1,58% | 0,031 | -0,274 | 194,00 | 99,30 | 31,51 5,00 1,80 0,66 0,38
2020-03-04 | 1860,95 | 1,58% | 0,033 | -0,221 | 197,85 | 104,00 | 22,22 2,62 1,00 1,00 0,44
2020-03-05 | 1822,85 | 1,57% | 0,033 | -0,237 | 170,25 | 60,00 | 13,52 1,80 0,60 0,50 0,37
2020-03-06 | 1764,81 | 1,57% | 0,034 | -0,258 | 134,45 | 27,00 3,50 0,50 0,42 0,01 1,12
2020-03-09 | 1625,99 | 1,56% | 0,035 | -0,307 | 25,04 4,50 0,80 0,77 0,30 0,03 0,50
2020-03-10 | 1599,48 | 1,56% | 0,041 | -0,410 | 11,00 2,10 0,80 0,91 0,49 0,01 0,03
2020-03-11 | 1505,64 | 1,56% | 0,041 | -0,445 4,00 1,00 0,95 0,25 0,89 0,90 0,27
2020-03-12 | 1305,73 | 1,55% | 0,045 | -0,502 1,30 0,25 0,60 1,00 0,51 0,10 0,03
2020-03-13 | 1365,97 | 1,56% | 0,066 | -0,639 0,75 0,70 1,00 0,20 0,20 0,40 0,36
2020-03-16 | 1341,54 | 1,53% | 0,069 | -0,594 0,50 1,27 0,21 0,21 0,39 0,52 0,67
2020-03-17 | 1429,28 | 1,44% | 0,069 | -0,618 1,00 0,65 0,39 0,52 0,01 0,01 0,48
2020-03-18 | 1401,29 | 0,99% | 0,073 | -0,560 0,61 0,53 1,00 0,88 1,14 0,56 0,81
2020-03-19 | 1469,43 | 0,93% | 0,074 | -0,573 0,79 0,83 0,74 0,73 0,01 0,52 0,78
2020-03-20 | 1488,42 | 1,01% | 0,076 | -0,518 1,00 0,51 0,01 0,56 0,64 0,62 0,21
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GPW, dostep 23.03.2020.
Tabela 2. Wycena opcji kupna na indeks WIG20 na podstawie modelu Blacka-Scholesa
Model Blacka-Scholesa
8 ] ] 8 8 8 ]
= 2 a ] N 8 a
pata g i i g i g i
S S S S S ] S
3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6 7 8
2019-08-27 416,1776 324,3051 240,5917 168,8504 111,6519 69,4489 40,6525
2019-08-28 373,8100 284,4835 205,0547 139,1632 88,6354 52,9418 29,6931
2019-08-29 390,9589 300,6389 219,5201 151,2969 98,0849 59,7500 34,2335
2019-08-30 454,6055 360,9167 273,9577 197,5113 134,6240 86,5458 52,4603
2019-09-02 463,6580 369,8586 282,5838 205,4986 141,6131 92,2641 56,8129




192 Dodatek 2
1 2 3 4 5 6 7 8

2019-09-03 427,2291 335,0159 250,6156 177,7603 119,0776 75,2083 44,7992
2019-09-04 422,9105 330,9734 247,0304 174,7890 116,7951 73,5878 43,7350
2019-09-05 426,7457 334,4859 250,0413 177,1671 118,5089 74,7090 44,3990
2019-09-06 | 441,8647 | 348,8204 | 263,0125 | 188,2107 | 127,2732 81,1652 48,8131
2019-09-09 492,2034 397,0907 307,4629 226,9419 158,8670 105,1557 65,7476
2019-09-10 505,3720 409,9655 319,7082 238,1052 168,4963 112,9462 71,6336
2019-09-11 506,6379 411,1352 320,7152 238,8906 169,0354 113,2584 71,7720
2019-09-12 506,3835 410,8376 320,3567 238,4691 168,5728 112,7953 71,3521
2019-09-13 | 517,9356 | 421,9475 | 330,6214 | 247,4339 | 175,8841 | 118,3249 75,2210
2019-09-16 534,2955 437,7685 345,3753 260,4863 186,6972 126,6476 81,1543
2019-09-17 | 509,2588 | 413,1616 | 321,7767 | 238,7414 | 167,7211 | 111,1278 69,3265
2019-09-18 521,2990 424,8256 332,6717 248,3860 175,7017 117,2492 73,6648
2019-09-19 507,9121 411,6935 320,1313 236,9172 165,8050 109,2754 67,6987
2019-09-20 488,1910 392,4617 301,9668 220,5814 152,0168 98,4553 59,8378
2019-09-23 463,7110 368,5029 279,2232 200,0137 134,5745 84,7289 49,8626
2019-09-24 491,1343 395,0609 303,9790 221,8189 152,4598 98,2716 59,2993
2019-09-25 475,6908 380,0612 289,9313 209,3642 142,1613 90,4021 53,7620
2019-09-26 488,2032 392,1708 301,2055 219,2753 150,2677 96,5176 58,0042
2019-09-27 501,7786 405,3554 313,5565 230,2294 159,3268 103,4379 62,8691
2019-09-30 488,5160 392,2054 300,7856 218,3060 148,8282 94,8473 56,3905
2019-10-01 467,8768 372,1205 281,9336 201,5710 135,0059 84,3331 49,0555
2019-10-02 414,5472 320,8189 234,7600 160,9301 102,6879 60,8018 33,4001
2019-10-03 415,3779 321,4928 235,1950 161,0944 102,6254 60,6082 33,1737
2019-10-04 436,6500 341,7733 253,5478 176,5344 114,5287 68,9594 38,5013
2019-10-07 436,9980 341,9534 253,4747 176,1842 113,9719 68,3301 37,9286
2019-10-08 446,6479 351,1432 261,7586 183,0939 119,2213 71,9345 40,1628
2019-10-09 448,9652 353,2036 263,3651 184,1049 119,6436 71,9221 39,9282
2019-10-10 437,5869 342,0789 252,8726 174,7788 111,9891 66,1956 36,0445
2019-10-11 473,9574 377,3104 285,5599 203,1525 134,6050 82,5688 46,7718
2019-10-14 462,3337 365,8296 274,5252 193,0685 126,0406 75,9190 42,0904
2019-10-15 468,4339 371,7218 279,9563 197,7257 129,6825 78,4866 43,7169
2019-10-16 469,5563 372,7310 280,7478 198,2108 129,8498 78,4150 43,5282
2019-10-17 486,9988 389,7266 296,6673 212,1911 141,1172 86,6381 48,9339
2019-10-18 477,9639 380,8546 288,2320 204,6102 134,8199 81,8774 45,6827




Dodatek 2 193
1 2 3 4 5 6 7 8
2019-10-21 496,0228 398,4041 304,5687 218,7878 146,0316 89,8440 50,7415
2019-10-22 524,6787 426,5478 331,3359 242,8298 165,9443 104,8013 60,8486
2019-10-23 521,0130 422,9107 327,7996 239,5331 163,0690 102,5026 59,1848
2019-10-24 520,7282 422,5743 327,3555 238,9330 162,3239 101,7003 58,4472
2019-10-25 487,6362 389,8283 295,7138 209,7897 137,4003 82,3128 44,8896
2019-10-28 523,7522 425,3750 329,6344 240,3328 162,6636 101,1419 57,4137
2019-10-29 | 539,7292 | 441,1912 | 344,9443 | 254,4820 | 174,8188 | 110,6402 64,0791
2019-10-30 539,0878 440,5352 344,2636 253,7757 174,1128 109,9890 63,5411
2019-10-31 505,9013 407,7262 312,6372 224,7916 149,5348 91,1061 50,5508
2019-11-04 575,3376 476,4231 379,0005 285,8441 201,5682 131,2957 78,3273
2019-11-05 583,6399 484,7119 387,2249 293,8393 209,0000 137,7216 83,3817
2019-11-06 566,4597 467,6150 370,4552 277,9420 194,8048 126,0664 74,7281
2019-11-07 583,1755 484,2005 386,5954 292,9903 207,8744 136,3878 82,0283
2019-11-08 566,3936 467,4953 370,2015 277,4429 193,9992 125,0241 73,6351
2019-11-12 559,3901 460,4632 363,1589 270,5051 187,4580 119,3100 69,1289
2019-11-13 | 546,0138 | 447,1021 | 349,9210 | 257,7255 | 175,7777 | 109,5095 61,7523
2019-11-14 536,5655 437,6989 340,7144 249,0643 168,1873 103,4849 57,5011
2019-11-15 | 544,1807 | 4452213 | 347,9264 | 255,5509 | 173,4594 | 107,2453 59,8150
2019-11-18 539,9648 440,9703 343,6209 251,2265 169,2981 103,5732 56,9428
2019-11-19 517,2211 418,3124 321,3744 230,2199 150,8661 89,0258 46,8368
2019-11-20 504,4753 405,6317 308,9898 218,6779 140,9739 81,4790 41,8138
2019-11-21 489,3596 390,6322 294,4620 205,3812 129,9069 73,3585 36,6509
2019-11-22 497,9638 399,1285 302,5821 212,6138 135,6730 77,3541 39,0233
2019-11-25 506,9795 407,9919 310,9407 219,8272 141,0935 80,7687 40,7818
2019-11-26 499,9361 400,9678 304,0395 213,3336 135,4771 76,4721 37,9450
2019-11-27 490,6040 391,6659 294,9158 204,7890 128,1559 70,9535 34,3732
2019-11-28 478,2830 379,3874 282,8865 193,5702 118,6364 63,8964 29,9127
2019-11-29 468,0584 369,2355 273,0669 184,6676 111,4158 58,8471 26,9268
2019-12-02 431,2172 332,7474 238,0794 153,5710 87,0142 42,5313 17,7839
2019-12-03 398,8623 300,9939 208,4430 128,6016 68,9238 31,5871 12,3087
2019-12-04 390,7553 292,9640 200,7883 121,9446 63,9302 28,4723 10,7149
2019-12-05 400,8342 302,7147 209,5315 128,7626 68,3261 30,7564 11,6662
2019-12-06 381,7463 283,9338 191,9549 113,9971 57,7942 24,5888 8,7325
2019-12-09 374,9340 277,1675 185,5029 108,4474 53,7588 22,2064 7,6053




194 Dodatek 2
1 2 3 4 5 6 7 8

2019-12-10 362,4583 264,9812 174,3542 99,5037 47,8130 19,0272 6,2467
2019-12-11 355,6320 258,3211 168,2906 94,6915 44,6687 17,3845 5,5640
2019-12-12 410,1791 311,5678 216,9495 133,6474 70,4787 31,1152 11,3915
2019-12-13 | 414,4191 | 3158129 | 221,1453 | 137,5356 73,6116 33,1847 12,4834
2019-12-16 420,5565 321,7591 226,4503 141,5365 75,9640 34,1918 12,7674
2019-12-17 439,7613 340,7216 244,3676 156,7855 86,9329 40,5900 15,7477
2019-12-18 439,2756 340,2233 243,8433 156,2397 86,4240 40,2020 15,5157
2019-12-19 441,0557 341,9571 245,4036 157,4120 87,0761 40,4275 15,5320
2019-12-20 435,2934 336,2147 239,8133 152,3534 83,1032 37,8659 14,2131
2019-12-23 449,5600 350,3085 253,1291 163,6003 90,9939 42,2449 16,0982
2019-12-27 458,4060 359,0136 261,2060 170,0217 94,8867 43,8279 16,4142
2019-12-30 456,4985 357,0671 259,1393 167,7561 92,6012 41,9756 15,2864
2020-01-02 506,3305 406,7544 307,7927 212,3291 127,9594 64,6155 26,5440
2020-01-03 480,1187 380,5873 282,0396 188,3938 108,4753 51,7097 19,8844
2020-01-07 450,8246 351,3280 253,2449 161,7273 87,0272 37,8334 12,9694
2020-01-08 421,7292 322,3571 225,1892 136,9767 68,8643 27,5010 8,5534
2020-01-09 463,2539 363,6987 265,2427 172,3608 94,8775 42,3165 14,8832
2020-01-10 473,4691 373,8870 275,2354 181,5218 102,0819 46,8056 17,0059
2020-01-13 499,7262 400,0771 300,9356 205,0879 120,5500 58,1813 22,2648
2020-01-14 488,1833 388,5389 289,5036 194,2658 111,5078 52,0835 19,1336
2020-01-15 | 470,2210 | 370,5924 | 271,7767 | 177,6924 98,0569 43,4230 14,9425
2020-01-16 478,7972 379,1428 280,1260 185,1740 103,5812 46,4806 16,1495
2020-01-17 | 480,9240 | 381,2580 | 282,1715 | 186,9349 | 104,7431 46,9782 16,2524
2020-01-20 482,7858 383,0934 283,8759 188,1386 105,0151 46,4947 15,6705
2020-01-21 462,6839 363,0020 263,9897 169,5026 90,0356 37,2175 11,5180
2020-01-22 451,1219 351,4453 252,5664 158,8855 81,6976 32,2636 9,4255
2020-01-23 452,8895 353,1994 254,2304 160,1944 82,3581 32,3757 9,3538
2020-01-24 458,6772 358,9710 259,8644 165,1703 85,8248 34,0686 9,8999
2020-01-27 387,9462 288,3651 190,8783 104,1255 42,9135 12,5436 2,5323
2020-01-28 402,1137 302,4933 204,5976 115,9521 50,7327 16,0944 3,5958
2020-01-29 402,1713 302,5237 204,4596 115,3901 49,8648 15,4276 3,3118
2020-01-30 383,8916 284,2900 186,8031 100,3734 40,2395 11,2675 2,1450
2020-01-31 369,8144 270,2876 173,5047 89,7259 34,1022 8,9550 1,5891
2020-02-03 376,5477 276,9186 179,4291 93,6006 35,5136 9,1214 1,5425




Dodatek 2 195

1 2 3 4 5 6 7 8
2020-02-04 | 410,2142 | 310,4786 | 211,7604 | 120,3859 | 51,5605 15,2944 3,0127
2020-02-05 | 426,4130 | 326,6488 | 227,5584 | 134,1227 | 60,5131 19,1004 4,0133
2020-02-06 | 415,1826 | 3154215 | 216,4820 | 124,1175 | 53,4924 15,8232 3,0646
2020-02-07 | 413,5422 | 313,7736 | 214,8048 | 122,4209 | 52,0716 15,0440 2,8126
2020-02-10 | 395,9917 | 296,2144 | 197,4154 | 106,6269 | 41,1638 10,2560 1,5734
2020-02-11 | 410,4215 | 310,6210 | 211,4655 | 118,5360 | 48,2444 12,7636 2,0745
2020-02-12 | 429,2516 | 329,4343 | 229,9828 | 134,8884 | 58,7855 16,8933 2,9888
2020-02-13 | 422,9319 | 323,1104 | 223,6844 | 1289705 | 54,4057 14,8402 2,4439
2020-02-14 | 418,0724 | 3182461 | 218,8285 | 124,3645 | 50,9663 13,2451 2,0363
2020-02-17 | 423,6844 | 323,8384 | 2242440 | 128,5698 | 52,5716 13,1930 1,8662
2020-02-18 | 4159554 | 316,1050 | 216,5353 | 121,3278 | 47,3924 11,0357 1,4076
2020-02-19 | 417,5664 | 317,7102 | 218,0900 | 122,4949 | 47,7252 10,9316 1,3444
2020-02-20 | 402,1876 | 302,3285 | 202,8032 | 108,5199 | 38,6005 7,7004 0,7923
2020-02-21 | 390,7554 | 290,8926 | 191,4425 | 98,2482 32,2192 5,6612 0,4922
2020-02-24 | 302,8815 | 203,1163 | 106,9345 | 34,5958 5,3455 0,3488 0,0096
2020-02-25 | 247,6229 | 148,6551 | 61,7027 13,4211 1,2648 0,0492 0,0008
2020-02-26 | 2353505 | 136,7605 | 52,9096 10,2511 0,8323 0,0274 0,0004
2020-02-27 | 152,8314 | 63,1540 12,6398 0,9548 0,0256 0,0003 0,0000
2020-02-28 | 76,7644 17,1221 1,3864 0,0370 0,0003 0,0000 0,0000
2020-03-02 | 110,6287 | 32,7703 3,5667 0,1155 0,0011 0,0000 0,0000
2020-03-03 | 190,9902 | 94,2453 24,5644 2,3282 0,0685 0,0006 0,0000
2020-03-04 | 162,3363 | 69,4049 13,7130 0,8976 0,0177 0,0001 0,0000
2020-03-05 | 124,7001 | 40,5839 4,7829 0,1537 0,0013 0,0000 0,0000
2020-03-06 | 70,5758 12,1824 0,5278 0,0050 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-09 | 2,1796 0,0140 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-10 | 0,8278 0,0038 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-11 |  0,0010 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-12 |  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-13 |  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-16 |  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-17 |  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-18 |  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-19 |  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GPW, dostep 23.03.2020.
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Tabela 3. Wycena opcji kupna na indeks WIG20 na podstawie uogélnionego modelu Blacka-
-Scholesa

Uogoélniony model Blacka-Scholesa
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1 2 3 4 5 6 7 8

2019-08-27 | 415,3542 322,3896 237,0861 163,6269 105,1329 62,4712 34,1185

2019-08-28 | 372,6651 282,0097 200,8367 133,2912 81,7708 46,0431 23,6145

2019-08-29 | 389,4930 297,3125 213,5594 142,5722 87,3585 48,4123 23,7272

2019-08-30 | 453,7192 358,6470 269,4025 190,0945 124,5423 74,8281 40,5791

2019-09-02 | 463,1262 368,5562 280,0677 201,5331 136,3695 86,3101 50,8923

2019-09-03 | 426,5075 333,3455 247,5599 173,1915 113,3366 69,0034 38,9177

2019-09-04 | 421,7933 328,3480 242,1492 167,3648 107,2988 63,1349 33,6399

2019-09-05 | 425,8632 332,4082 246,1811 171,3133 111,0582 66,5616 36,5932

2019-09-06 | 441,1269 347,0350 259,6120 182,9363 120,4201 73,5283 41,3682

2019-09-09 | 491,8141 396,0630 305,3440 223,4079 153,9588 99,3399 59,7475

2019-09-10 | 505,1338 409,3441 318,4385 236,0013 165,5872 109,5077 68,0891

2019-09-11 | 506,5084 410,8015 320,0424 237,7916 167,5383 111,5162 70,0046

2019-09-12 | 506,2870 410,5895 319,8584 237,6589 167,4752 111,5260 70,0732

2019-09-13 517,9145 421,8926 330,5104 247,2528 175,6387 118,0417 74,9370

2019-09-16 | 534,2624 437,6772 345,1812 260,1554 186,2312 126,0915 80,5799

2019-09-17 | 509,2508 413,1409 321,7356 238,6761 167,6352 111,0324 69,2347

2019-09-18 521,2797 424,7746 332,5683 248,2186 175,4786 116,9982 73,4210

2019-09-19 | 507,9059 411,6773 320,0987 236,8649 165,7360 109,1985 67,6250

2019-09-20 | 488,1811 392,4364 301,9176 220,5048 151,9191 98,3499 59,7397

2019-09-23 | 463,6715 368,4000 279,0189 199,6929 134,1627 84,2850 49,4516

2019-09-24 | 491,0933 394,9472 303,7399 221,4223 151,9238 97,6651 58,7115

2019-09-25 | 475,6876 380,0530 289,9149 209,3384 142,1280 90,3661 53,7287

2019-09-26 | 488,1814 392,1112 301,0817 219,0725 149,9971 96,2154 57,7151

2019-09-27 | 501,7725 405,3385 313,5208 230,1699 159,2462 103,3467 62,7808

2019-09-30 | 488,4899 392,1349 300,6424 218,0782 148,5347 94,5321 56,1017

2019-10-01 | 467,8600 372,0765 281,8468 201,4370 134,8383 84,1583 48,8999

2019-10-02 | 414,5443 320,8122 234,7478 160,9130 102,6683 60,7829 33,3846
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2019-10-03 | 415,3706 321,4752 235,1633 161,0495 102,5738 60,5587 33,1332

2019-10-04 | 436,6496 341,7722 253,5455 176,5311 114,5246 68,9553 38,4978

2019-10-07 | 436,9979 341,9532 253,4744 176,1838 113,9714 68,3296 37,9282

2019-10-08 | 446,6323 351,1002 261,6711 182,9562 119,0477 71,7539 40,0038

2019-10-09 | 448,9042 353,0266 262,9885 183,4897 118,8435 71,0680 39,1607

2019-10-10 | 437,4550 | 341,6914 | 252,0402 | 173,4123 | 110,2096 64,2995 34,3479

2019-10-11 | 473,8546 376,9785 284,7814 201,7646 132,6520 80,3305 44,6261

2019-10-14 | 462,2159 365,4474 273,6307 191,4860 123,8413 73,4392 39,7601

2019-10-15 | 468,3290 371,3744 279,1288 196,2396 127,5903 76,1018 41,4549

2019-10-16 | 469,5047 372,5613 280,3474 197,5010 128,8661 77,3135 42,5040

2019-10-17 | 486,9708 389,6305 296,4324 211,7612 140,5041 85,9339 48,2640

2019-10-18 | 477,9374 380,7654 288,0179 204,2258 134,2824 81,2721 45,1183

2019-10-21 | 496,0136 398,3713 304,4859 218,6329 145,8075 89,5849 50,4949

2019-10-22 524,6770 426,5415 331,3194 242,7978 165,8965 104,7447 60,7935

2019-10-23 | 521,0103 422,9008 327,7736 239,4831 162,9950 102,4156 59,1011

2019-10-24 | 520,7154 422,5264 327,2310 238,6955 161,9769 101,2981 58,0660

2019-10-25 | 487,6355 389,8256 295,7067 209,7763 137,3812 82,2913 44,8699

2019-10-28 | 523,7413 425,3278 329,4936 240,0316 162,1788 100,5326 56,7963

2019-10-29 | 539,7287 | 441,1890 | 344,9376 | 254,4676 | 174,7955 | 110,6108 64,0492

2019-10-30 | 539,0872 440,5325 344,2557 253,7591 174,0865 109,9564 63,5085

2019-10-31 | 505,9012 407,7258 312,6362 224,7897 149,5320 91,1029 50,5477

2019-11-04 | 575,3320 476,3935 378,8955 285,5814 201,0825 130,6046 77,5449

2019-11-05 | 583,6381 484,7026 387,1930 293,7610 208,8574 137,5204 83,1548

2019-11-06 | 566,4592 467,6124 370,4468 277,9222 194,7704 126,0200 74,6781

2019-11-07 | 583,1706 484,1735 386,4976 292,7406 207,4037 135,7062 81,2439

2019-11-08 | 566,3878 467,4651 370,0958 277,1825 193,5256 124,3623 72,9002

2019-11-12 | 559,3812 460,4137 362,9796 270,0532 186,6243 118,1371 67,8264

2019-11-13 546,0114 447,0890 349,8748 257,6128 175,5789 109,2436 61,4734

2019-11-14 | 536,5628 437,6843 340,6639 248,9435 167,9780 103,2108 57,2195

2019-11-15 544,1804 445,2196 347,9204 255,5364 173,4340 107,2118 59,7806

2019-11-18 | 539,9646 440,9692 343,6172 251,2174 169,2824 103,5530 56,9226

2019-11-19 | 517,2187 418,2989 321,3253 230,1008 150,6617 88,7663 46,5833

2019-11-20 | 504,4642 405,5654 308,7447 218,0753 139,9310 80,1481 40,5114

2019-11-21 | 489,3449 390,5475 294,1594 204,6630 128,7076 71,8825 35,2581
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2019-11-22 497,9526 399,0614 302,3337 212,0060 134,6321 76,0454 37,7665
2019-11-25 506,9684 407,9175 310,6398 219,0358 139,6568 78,8782 38,9022
2019-11-26 499,9221 400,8729 303,6526 212,3138 133,6303 74,0573 35,5678
2019-11-27 490,5934 391,5951 294,6344 204,0699 126,9005 69,3779 32,8903
2019-11-28 478,2770 379,3478 282,7340 193,1965 118,0154 63,1597 29,2609
2019-11-29 468,0509 369,1876 272,8868 184,2371 110,7193 58,0434 26,2361
2019-12-02 431,1963 332,6219 237,6393 152,5988 85,5710 41,0130 16,5999
2019-12-03 398,7961 300,6275 207,2542 126,1593 65,5385 28,2490 9,8610
2019-12-04 390,6973 292,6449 199,7707 119,9094 61,2067 25,8980 8,9164
2019-12-05 400,7702 302,3202 208,1439 125,7419 63,9766 26,3775 8,4368
2019-12-06 381,6502 283,3464 189,9296 109,7187 51,8666 18,8890 4,7431
2019-12-09 374,8316 276,5289 183,2855 103,7815 47,3806 16,2044 3,5235
2019-12-10 362,3248 264,1657 171,5913 93,8504 40,3193 12,2055 1,7678
2019-12-11 355,4833 257,4251 165,3047 88,6984 36,8947 10,4730 1,1398
2019-12-12 410,1250 311,1403 215,1176 128,9985 62,9682 22,9106 5,0160
2019-12-13 414,3786 315,5159 219,9494 134,6515 69,1392 28,4534 8,8951
2019-12-16 420,5245 321,5003 225,3259 138,6652 71,3253 29,1518 8,8898
2019-12-17 | 439,7397 | 340,5242 | 243,4107 | 154,0897 82,1773 34,9981 11,1288
2019-12-18 | 439,2572 | 340,0571 | 243,0459 | 154,0246 82,5820 35,7711 11,9336
2019-12-19 441,0378 341,7864 2445508 154,9654 82,7249 35,3139 11,3422
2019-12-20 435,2768 336,0579 239,0452 150,2062 79,4018 33,6690 10,9083
2019-12-23 449,5497 350,1958 252,5074 161,6866 87,4318 37,9569 12,5665
2019-12-27 458,3996 358,9270 260,6405 168,0457 90,8567 38,6742 12,0249
2019-12-30 456,4935 356,9953 258,6504 166,0109 89,0335 37,4764 11,5609
2020-01-02 506,3294 406,7316 307,5829 211,3489 125,4056 60,6050 22,4931
2020-01-03 480,1173 380,5645 281,8693 187,7375 107,0490 49,8230 18,2646
2020-01-07 450,8221 351,2883 252,9621 160,7162 85,0292 35,4710 11,1831
2020-01-08 421,7238 322,2837 2247347 135,5580 66,4094 24,9519 6,8560
2020-01-09 463,2516 363,6563 264,8948 170,9476 91,7487 38,2220 11,4936
2020-01-10 | 473,4676 | 373,8582 | 274,9921 | 180,5067 99,7745 43,7081 14,3771
2020-01-13 499,7257 400,0653 300,8106 204,4591 118,8826 55,6443 19,8858
2020-01-14 488,1828 388,5256 289,3694 193,6262 109,9073 49,7925 17,1177
2020-01-15 | 470,2202 | 370,5722 | 271,5860 | 176,8443 96,0859 40,8124 12,8236
2020-01-16 478,7967 379,1302 279,9957 184,5508 102,0542 44,3854 14,4142
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2020-01-17 | 480,9237 | 381,2492 | 282,0761 | 186,4696 | 103,5939 | 45,4045 14,9634
2020-01-20 | 482,7856 | 383,0872 | 283,8011 | 187,7425 | 103,9895 | 45,0658 14,5099
2020-01-21 | 462,6835 | 362,9920 | 263,8782 | 168,9615 | 88,7614 35,6133 10,3471
2020-01-22 | 451,1215 | 3514338 | 252,4423 | 158,3129 | 80,4270 30,7685 8,4125
2020-01-23 | 452,8892 | 353,1907 | 254,1314 | 159,7220 | 81,2919 31,1178 8,5099
2020-01-24 | 458,6769 | 358,9634 | 259,7683 | 164,6737 | 84,6327 32,5956 8,8788
2020-01-27 | 387,9452 | 288,3397 | 190,6663 | 103,4179 | 41,8364 11,7123 2,1767
2020-01-28 | 402,1124 | 302,4588 | 2042853 | 114,7907 | 48,7261 14,3086 2,7030
2020-01-29 | 402,1702 | 302,4889 | 204,1125 | 114,0139 | 47,4003 13,2095 2,2142
2020-01-30 | 383,8001 | 284,2499 | 186,4428 | 99,1105 38,2696 9,7421 1,5023
2020-01-31 | 369,8116 | 270,2203 | 172,9526 | 87,9480 31,5396 7,1119 0,8645
2020-02-03 | 376,5461 | 276,8687 | 178,9305 | 91,7625 32,6396 6,9818 0,7068
2020-02-04 | 410,2138 | 310,4608 | 2115144 | 119,1750 | 49,1119 13,0013 1,9133
2020-02-05 | 426,4129 | 326,6417 | 227,4453 | 133,4998 | 59,1336 17,7121 3,3096
2020-02-06 | 415,1825 | 3154140 | 216,3691 | 123,5416 | 52,3269 14,7631 2,5835
2020-02-07 | 413,5420 | 313,7660 | 214,6861 | 121,7995 | 50,8056 13,9044 2,3084
2020-02-10 | 395,9916 | 296,2065 | 197,2887 | 1059991 | 40,0259 9,3924 1,2659
2020-02-11 | 410,4215 | 310,6162 | 211,3700 | 117,9707 | 47,0570 11,7462 1,6748
2020-02-12 | 429,2516 | 329,4322 | 229,9290 | 134,4944 | 57,7951 15,9072 2,5500
2020-02-13 | 422,9319 | 323,1088 | 223,6438 | 128,6843 | 53,7314 14,2238 2,1965
2020-02-14 | 418,0724 | 3182446 | 218,7888 | 124,0858 | 50,3284 12,6922 1,8303
2020-02-17 | 423,6844 | 323,8377 | 2242184 | 1283432 | 51,9841 12,6659 1,6783
2020-02-18 | 4159554 | 316,1043 | 216,5072 | 121,0848 | 46,7971 10,5459 1,2515
2020-02-19 | 417,5664 | 317,7096 | 218,0638 | 122,2463 | 47,0848 10,3971 1,1769
2020-02-20 | 402,1876 | 302,3276 | 202,7685 | 108,2276 | 37,9536 7,2499 0,6774
2020-02-21 | 390,7554 | 290,8912 | 191,3875 | 97,8044 31,3188 5,1082 0,3720
2020-02-24 | 302,8814 | 203,0981 | 106,6517 | 33,8080 4,8439 0,2594 0,0043
2020-02-25 | 247,6191 | 148,4978 | 60,7055 12,1558 0,8609 0,0100 -0,0005
2020-02-26 | 2353435 | 136,5084 | 51,5303 8,7484 0,4222 -0,0066 -0,0006
2020-02-27 | 152,7174 | 62,0521 11,0360 0,4889 -0,0085 -0,0005 0,0000
2020-02-28 | 75,8761 15,2243 0,7011 -0,0177 -0,0009 0,0000 0,0000
2020-03-02 | 110,2807 | 30,9501 2,3559 -0,0240 -0,0025 0,0000 0,0000
2020-03-03 | 190,9734 | 93,7370 22,9251 1,5436 -0,0048 -0,0010 0,0000
2020-03-04 | 162,3015 | 68,8812 12,8292 0,6660 0,0053 -0,0001 0,0000
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2020-03-05 124,5916 39,7659 4,1475 0,0822 -0,0002 0,0000 0,0000
2020-03-06 70,1263 11,2489 0,3387 -0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-09 1,7227 0,0009 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-10 0,4541 -0,0031 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-11 -0,0014 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-17 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-18 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-19 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GPW, dostep 23.03.2020.

Tabela 4. Wycena opcji kupna na indeks WIG20 na podstawie modelu Blacka-Scholesa z para-
metrami zmieniajacymi sie w czasie

Model Blacka-Scholesa z parametrami zmieniajacymi sie w czasie

Data

Suma dziennych stép
wolnych od ryzyka
Suma dziennych wariancji
stop zwrotu indeksu WIG20
OW20C201700
OW20C201800
OW20C201900
OW20C202000
OW20C202100
OW20C202200
OW20C202300

1 2

w

4 5 6 7 8 9 10

2019-08-27 | 0,85% | 0,0222 | 418,7732 | 331,3134 | 252,7361 | 185,4499 | 130,7542 | 88,5947 | 57,7488

2019-08-28 | 0,84% | 0,0221 | 377,7408 | 293,2282 | 218,8414 | 156,7081 | 107,6048 | 70,8940 | 44,8820

2019-08-29 | 0,84% | 0,0220 | 394,0797 | 308,2153 | 231,9750 | 167,6405 | 116,2274 | 77,3388 | 49,4558

2019-08-30 | 0,84% | 0,0219 | 455,9511 | 366,0346 | 283,8845 | 212,1099 | 152,4449 | 105,3541 | 70,0591

2019-09-02 | 0,83% | 0,0216 | 464,4731 | 373,9683 | 290,9640 | 218,1210 | 157,2822 | 109,0395 | 72,7197

2019-09-03 | 0,82% | 0,0215 | 428,8430 | 340,2956 | 260,2905 | 191,3929 | 135,1064 | 91,5526 | 59,6090

2019-09-04 | 0,82% | 0,0214 | 424,4986 | 336,1485 | 256,4657 | 188,0139 | 132,2628 | 89,2790 | 57,8821

2019-09-05 | 0,81% | 0,0213 | 428,2619 | 339,5983 | 259,4792 | 190,5050 | 134,2051 | 90,7069 | 58,8734

2019-09-06 | 0,81% | 0,0212 | 442,9962 | 353,3773 | 271,8464 | 201,0799 | 142,7844 | 97,3029 | 63,6840

2019-09-09 | 0,80% | 0,0208 | 492,2500 | 399,9518 | 314,2759 | 238,0190 | 173,3641 | 121,3258 | 81,5974

2019-09-10 | 0,79% | 0,0207 | 505,0796 | 412,1809 | 325,5385 | 247,9544 | 181,7111 | 127,9855 | 86,6421
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1
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7
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9
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2019-09-11

0,79%

0,0206

506,3137

413,3019

326,4959

248,7111

182,2564

128,3371

86,8380

2019-09-12

0,78%

0,0205

506,0445

412,9799

326,1105

248,2676

181,7775

127,8574

86,3927

2019-09-13

0,78%

0,0204

517,4630

423,8993

336,2091

257,2182

189,3330

133,9123

90,9965

2019-09-16

0,76%

0,0200

533,5633

439,2602

350,3592

269,6836

199,7664

142,1813

97,1982

2019-09-17

0,76%

0,0199

508,9271

415,4373

327,9732

249,4371

182,2697

127,7964

85,9655

2019-09-18

0,76%

0,0198

520,7961

426,8126

338,5194

258,8047

190,1879

134,1430

90,7847

2019-09-19

0,75%

0,0197

507,6015

414,0403

326,5035

247,9260

180,7807

126,4086

84,7495

2019-09-20

0,75%

0,0196

488,1772

395,3306

309,0356

232,2737

167,4164

115,5800

76,4336

2019-09-23

0,73%

0,0192

464,1428

372,1763

287,4289

212,9423

150,9570

102,2992

66,2913

2019-09-24

0,73%

0,0191

491,0413

397,8200

310,9953

233,6120

168,1438

115,8031

76,3131

2019-09-25

0,72%

0,0190

475,8166

383,1770

297,3667

221,4638

157,8505

107,5470

70,0520

2019-09-26

0,72%

0,0189

488,0912

394,8628

308,0797

230,8249

165,5943

113,5917

74,5027

2019-09-27

0,72%

0,0188

501,4430

407,6278

319,8530

241,1913

174,2451

120,4086

79,5716

2019-09-30

0,70%

0,0185

488,3929

394,8955

307,7565

230,1275

164,5946

112,4293

73,3350

2019-10-01

0,70%

0,0183

468,0807

375,3810

289,6408

214,0556

151,0751

101,6927

65,2947

2019-10-02

0,70%

0,0182

415,8098

325,7896

244,4594

174,9437

119,1246

77,1376

47,5408

2019-10-03

0,69%

0,0181

416,6314

326,4813

244,9803

175,2803

119,2963

77,1870

47,5171

2019-10-04

0,69%

0,0180

437,4239

346,0144

262,5180

190,1731

131,1833

86,0846

53,7671

2019-10-07

0,67%

0,0177

437,6852

346,0373

262,2462

189,6188

130,4313

85,2594

52,9869

2019-10-08

0,67%

0,0176

447,1517

354,9471

270,2587

196,4268

135,8594

89,3097

55,8168

2019-10-09

0,66%

0,0175

449,4704

357,0802

272,1096

197,9224

136,9756

90,0761

56,3000

2019-10-10

0,66%

0,0174

438,3452

346,4397

262,3184

189,3583

129,9148

84,6120

52,3342

2019-10-11

0,66%

0,0173

473,9980

380,3746

293,3265

216,2360

151,8393

101,3785

64,3502

2019-10-14

0,64%

0,0169

462,5471

369,2109

282,7602

206,6570

143,6123

94,7300

59,3093

2019-10-15

0,64%

0,0168

468,5234

374,8663

287,8768

211,0269

147,1062

97,3359

61,1220

2019-10-16

0,63%

0,0167

469,6273

375,8591

288,7008

211,6420

147,5075

97,5537

61,2079

2019-10-17

0,63%

0,0166

486,7813

392,2848

303,8285

224,8689

158,3860

105,9295

67,2384

2019-10-18

0,63%

0,0165

477,8646

383,6409

295,7158

217,5952

152,2215

101,0225

63,5789

2019-10-21

0,61%

0,0162

495,6273

400,5830

311,2105

230,9970

163,0795

109,2227

69,3464

2019-10-22

0,61%

0,0161

523,9400

427,9835

336,8560

253,8925

182,3681

124,4582

80,6016

2019-10-23

0,60%

0,0160

520,2763

424,3692

333,3661

250,6394

179,4791

122,0376

78,6987

2019-10-24

0,60%

0,0159

519,9927

424,0417

332,9762

250,1838

178,9786

121,5329

78,2351

2019-10-25

0,59%

0,0158

487,3445

392,3472

303,1781

223,4341

156,3094

103,5249

64,8650

2019-10-28

0,58%

0,0155

522,9690

426,7392

335,2077

251,7910

179,9088

121,8660

78,1466
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2019-10-29 | 0,58% | 0,0154 | 538,8016 | 442,1360 | 349,7202 | 264,8550 | 191,0043 | 130,6884 | 84,6916
2019-10-30 | 0,57% | 0,0153 | 538,1566 | 441,4598 | 349,0018 | 264,0991 | 190,2392 | 129,9611 | 84,0510
2019-10-31 | 0,57% | 0,0153 | 505,3038 | 409,4590 | 318,7638 | 236,7899 | 166,9559 | 111,3719 | 70,2034
2019-11-04 | 0,56% | 0,0149 | 574,1321 | 476,5630 | 382,2691 | 294,2579 | 216,0531 | 150,6393 | 99,4875
2019-11-05 | 0,55% | 0,0148 | 582,3755 | 484,6384 | 389,9750 | 301,3123 | 222,1634 | 155,5983 | 103,2388
2019-11-06 | 0,55% | 0,0147 | 565,2908 | 467,7940 | 373,7107 | 286,1481 | 208,6995 | 144,3365 | 94,4219
2019-11-07 | 0,54% | 0,0146 | 581,9168 | 484,1135 | 389,3364 | 300,5237 | 221,2305 | 154,5811 | 102,2336
2019-11-08 | 0,54% | 0,0145 | 565,2256 | 467,6507 | 373,4320 | 285,6883 | 208,0581 | 143,5708 | 93,6279
2019-11-12 | 0,52% | 0,0141 | 558,2533 | 460,6381 | 366,4180 | 278,8082 | 201,5616 | 137,7687 | 88,7864
2019-11-13 | 0,52% | 0,0140 | 544,9675 | 447,5489 | 353,8119 | 267,1235 | 191,2950 | 129,3160 | 82,3087
2019-11-14 | 0,51% | 0,0139 | 535,5794 | 438,3004 | 344,9098 | 258,8839 | 184,0744 | 123,3946 | 77,7948
2019-11-15 | 0,51% | 0,0138 | 543,1444 | 445,6763 | 351,8734 | 265,1374 | 189,3351 | 127,4986 | 80,7500
2019-11-18 | 0,49% | 0,0135 | 538,9454 | 441,4308 | 347,5933 | 260,9044 | 185,3187 | 123,9166 | 77,7882
2019-11-19 | 0,49% | 0,0134 | 516,3679 | 419,2683 | 326,4201 | 241,5577 | 168,6817 | 110,6063 | 67,9407
2019-11-20 | 0,49% | 0,0133 | 503,7260 | 406,8732 | 314,6105 | 230,8190 | 159,5136 | 103,3407 | 62,6265
2019-11-21 | 0,48% | 0,0132 | 488,7444 | 392,2274 | 300,7378 | 218,3217 | 148,9793 | 95,1221 | 56,7220
2019-11-22 | 0,48% | 0,0131 | 497,2597 | 400,4687 | 308,4019 | 225,0359 | 154,4338 | 99,1933 | 59,5045
2019-11-25 | 0,46% | 0,0128 | 506,1819 | 409,0329 | 316,2374 | 231,7145 | 159,6436 | 102,8724 | 61,8450
2019-11-26 | 0,46% | 0,0127 | 499,1906 | 402,1559 | 309,6535 | 225,6958 | 154,4841 | 98,7787 | 58,8593
2019-11-27 | 0,46% | 0,0126 | 489,9348 | 393,0776 | 301,0118 | 217,8677 | 147,8563 | 93,5987 | 55,1449
2019-11-28 | 0,45% | 0,0125 | 477,7312 | 381,1465 | 289,7261 | 207,7468 | 139,4034 | 87,1008 | 50,5721
2019-11-29 | 0,45% | 0,0124 | 467,6172 | 371,2714 | 280,4118 | 199,4349 | 132,5106 | 81,8506 | 46,9175
2019-12-02 | 0,43% | 0,0122 | 431,2176 | 335,9425 | 247,4776 | 170,5811 | 109,1670 | 64,5927 | 35,3022
2019-12-03 | 0,43% | 0,0121 | 399,3940 | 305,4624 | 219,7389 | 147,1270 | 91,0358 | 51,8813 | 27,2323
2019-12-04 | 0,43% | 0,0120 | 391,4432 | 297,8426 | 212,8055 | 141,2745 | 86,5286 | 48,7406 | 25,2548
2019-12-05 | 0,42% | 0,0119 | 401,3040 | 307,1267 | 221,0101 | 147,9277 | 91,4086 | 51,9598 | 27,1661
2019-12-06 | 0,42% | 0,0118 | 382,6510 | 289,3694 | 205,0368 | 134,6626 | 81,3986 | 45,1461 | 22,9847
2019-12-09 | 0,40% | 0,0115 | 375,9006 | 282,7618 | 198,8451 | 129,2634 | 77,1136 | 42,0880 | 21,0280
2019-12-10 | 0,40% | 0,0114 | 363,7043 | 271,2181 | 188,5796 | 120,8927 | 70,9531 | 38,0232 | 18,6228
2019-12-11 | 0,40% | 0,0114 | 357,0228 | 264,8805 | 182,9306 | 116,2785 | 67,5561 | 35,7849 | 17,3025
2019-12-12 | 0,39% | 0,0113 | 410,3721 | 315,2816 | 227,6109 | 152,5459 | 94,0875 | 53,1629 | 27,4986
2019-12-13 | 0,39% | 0,0112 | 414,5066 | 319,1740 | 231,0347 | 155,2858 | 96,0478 | 54,4072 | 28,1992
2019-12-16 | 0,37% | 0,0109 | 420,5003 | 324,7241 | 235,7567 | 158,8553 | 98,3857 | 55,7086 | 28,8008
2019-12-17 | 0,37% | 0,0108 | 439,4582 | 342,9588 | 252,4005 | 172,8882 | 109,0968 | 63,0319 | 33,2751
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2019-12-18 | 0,37% | 0,0107 | 438,9621 | 342,4180 | 251,7962 | 172,2349 | 108,4524 | 62,4714 | 32,8497
2019-12-19 | 0,36% | 0,0106 | 440,7154 | 344,0567 | 253,2066 | 173,3101 | 109,1549 | 62,8529 | 33,0137
2019-12-20 | 0,36% | 0,0106 | 435,0267 | 338,4869 | 247,9555 | 168,6723 | 105,4103 | 60,1319 | 31,2459
2019-12-23 | 0,35% | 0,0103 | 449,1001 | 351,9715 | 260,1416 | 178,7467 | 112,8587 | 64,9986 | 34,0479
2019-12-27 | 0,33% | 0,0099 | 457,9340 | 360,3727 | 267,5892 | 184,6694 | 116,9552 | 67,4087 | 35,2297
2019-12-30 | 0,33% | 0,0097 | 456,0978 | 358,4315 | 265,4779 | 182,4140 | 114,7321 | 65,4737 | 33,7691
2020-01-02 | 0,32% | 0,0095 | 505,7060 | 407,0867 | 311,4684 | 223,0713 | 147,4211 | 88,9341 | 48,6750
2020-01-03 | 0,31% | 0,0094 | 479,5943 | 381,3259 | 286,7984 | 200,7806 | 128,9630 | 75,2225 | 39,6365
2020-01-07 | 0,30% | 0,0090 | 450,4402 | 352,5449 | 259,2454 | 175,9679 | 108,5875 | 60,3042 | 30,0045
2020-01-08 | 0,29% | 0,0090 | 421,5349 | 324,3065 | 232,8674 | 153,2096 | 90,9946 | 48,3442 | 22,9029
2020-01-09 | 0,29% | 0,0089 | 462,8091 | 364,5712 | 270,3600 | 185,3756 | 115,6550 | 64,9302 | 32,6261
2020-01-10 | 0,28% | 0,0088 | 472,9886 | 374,5336 | 279,7002 | 193,4705 | 121,9337 | 69,2001 | 35,1516
2020-01-13 | 0,27% | 0,0085 | 499,1807 | 400,2649 | 304,0315 | 214,8441 | 138,7883 | 80,8585 | 42,1532
2020-01-14 | 0,27% | 0,0084 | 487,6785 | 388,8605 | 292,9977 | 204,7384 | 130,3276 | 74,5617 | 38,0516
2020-01-15 | 0,27% | 0,0083 | 469,7852 | 371,1683 | 276,0142 | 189,4263 | 117,8165 | 65,5412 | 32,3897
2020-01-16 | 0,26% | 0,0082 | 478,3539 | 379,5794 | 283,9365 | 196,3145 | 123,1456 | 69,1221 | 34,4588
2020-01-17 | 0,26% | 0,0081 | 480,4893 | 381,6509 | 285,8253 | 197,8480 | 124,1971 | 69,7032 | 34,7027
2020-01-20 | 0,25% | 0,0078 | 482,3609 | 383,3934 | 287,2229 | 198,6331 | 124,2691 | 69,2565 | 34,0874
2020-01-21 | 0,24% | 0,0078 | 462,3100 | 363,5532 | 268,1737 | 181,5185 | 110,4429 | 59,5070 | 28,1752
2020-01-22 | 0,24% | 0,0077 | 450,7826 | 352,1524 | 257,2530 | 171,7660 | 102,6508 | 54,1011 | 24,9653
2020-01-23 | 0,23% | 0,0076 | 452,5473 | 353,8462 | 258,7493 | 172,8995 | 103,3342 | 54,3990 | 25,0351
2020-01-24 | 0,23% | 0,0075 | 458,3269 | 359,5025 | 264,0150 | 177,3461 | 106,5948 | 56,4195 | 26,0822
2020-01-27 | 0,22% | 0,0072 | 387,8959 | 290,3623 | 199,1960 | 121,8848 | 65,0796 | 29,9379 | 11,8213
2020-01-28 | 0,21% | 0,0071 | 401,9871 | 304,0026 |211,5317 | 131,7725 | 71,8186 | 33,7622 | 13,6216
2020-01-29 | 0,21% | 0,0070 | 402,0396 | 303,9874 |211,3693 | 131,4283 | 71,3735 | 33,3587 | 13,3485
2020-01-30 | 0,21% | 0,0069 | 383,8674 | 286,2309 | 194,9727 | 117,8499 | 61,7405 | 27,6536 | 10,5480
2020-01-31 | 0,21% | 0,0069 | 369,8882 | 272,6999 | 182,7632 | 108,1300 | 55,2015 | 24,0148 8,8786
2020-02-03 | 0,19% | 0,0066 | 376,5404 | 278,8932 | 187,8346 | 111,4904 | 56,8708 | 24,5740 8,9604
2020-02-04 | 0,19% | 0,0066 | 410,0468 | 311,5193 | 217,6272 | 135,5694 | 73,2812 | 33,7652 | 13,1670
2020-02-05 | 0,19% | 0,0065 | 426,2015 | 327,3493 | 232,3145 | 147,7570 | 81,8668 | 38,7455 | 15,5242
2020-02-06 | 0,18% | 0,0064 | 415,0013 | 316,2761 | 221,7872 | 138,6223 | 75,0236 | 34,4833 | 13,3505
2020-02-07 | 0,18% | 0,0063 | 413,3661 | 314,6157 | 220,0953 | 136,9794 | 73,6241 | 33,5016 | 12,7984
2020-02-10 | 0,17% | 0,0060 | 395,8607 | 297,2557 | 203,4975 | 122,5190 | 62,8417 | 26,9078 9,5459
2020-02-11 | 0,16% | 0,0059 | 410,2536 | 311,3459 | 216,4696 | 133,0254 | 69,8932 | 30,7016 | 11,1684
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2020-02-12 | 0,16% | 0,0058 | 429,0543 | 329,8571 | 233,7977 | 147,4956 | 80,0157 | 36,4096 | 13,7307
2020-02-13 | 0,15% | 0,0057 | 422,7473 | 323,5799 | 227,7179 | 142,0607 | 75,8269 | 33,7677 | 12,3995
2020-02-14 | 0,15% | 0,0056 | 417,8983 | 318,7451 | 223,0121 | 137,8235 | 72,5436 | 31,6974 | 11,3641
2020-02-17 | 0,14% | 0,0053 | 423,5115 | 324,1751 | 227,7629 | 141,1446 | 74,1252 | 32,0445 | 11,2453
2020-02-18 | 0,13% | 0,0052 | 415,7954 | 316,4968 | 220,3410 | 134,5774 | 69,1999 | 29,0898 9,8633
2020-02-19 | 0,13% | 0,0051 | 417,4093 | 318,0550 | 221,6839 | 135,4635 | 69,5491 | 29,0957 9,7773
2020-02-20 | 0,12% | 0,0050 | 402,0511 | 302,8191 | 207,1413 | 122,9881 | 60,6682 | 24,1283 7,6393
2020-02-21 | 0,12% | 0,0049 | 390,6408 | 291,5063 | 196,3854 | 113,8722 | 54,3304 | 20,7060 6,2314
2020-02-24 | 0,11% | 0,0047 | 303,0747 | 206,1018 | 119,6860 | 55,9792 | 20,2346 5,5558 1,1610
2020-02-25 | 0,10% | 0,0046 | 248,4814 | 155,1529 | 79,0863 | 31,0600 9,1054 1,9805 0,3232
2020-02-26 | 0,10% | 0,0045 | 236,4049 | 144,0882 | 70,6897 | 26,3217 | 7,2176 | 1,4521 | 0,2172
2020-02-27 | 0,10% | 0,0044 | 157,5546 | 78,6633 | 29,1654 7,6970 1,4342 0,1914 0,0187
2020-02-28 | 0,09% | 0,0043 | 88,8052 | 33,1436 8,4848 1,4672 0,1739 0,0145 0,0009
2020-03-02 | 0,07% | 0,0038 | 117,8247 | 49,0137 | 13,8334 2,5508 0,3084 0,0251 0,0014
2020-03-03 | 0,07% | 0,0037 | 192,6030 | 104,0745 | 41,4805 | 11,3306 2,0622 0,2517 0,0211
2020-03-04 | 0,07% | 0,0036 | 164,9921 | 81,4760 | 28,3431 6,4901 0,9606 0,0933 0,0061
2020-03-05 | 0,06% | 0,0034 | 129,6503 | 55,3355 | 15,6153 2,7585 0,3041 0,0215 0,0010
2020-03-06 | 0,06% | 0,0033 | 80,9219 | 25,9640 5,0275 0,5729 0,0392 0,0017 0,0000
2020-03-09 | 0,05% | 0,0029 | 10,3686 1,0610 0,0531 0,0014 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-10 | 0,04% | 0,0028 | 5,3224 0,3831 0,0128 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-11 | 0,04% | 0,0026 | 0,2344 0,0048 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-12 | 0,03% | 0,0024 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-13 | 0,03% | 0,0022 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-16 | 0,02% | 0,0014 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-17 | 0,01% | 0,0012 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-18 | 0,01% | 0,0009 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2020-03-19 | 0,01% | 0,0006 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GPW, dostep 23.03.2020.




Wykaz oznaczen (dla rozdziatow 1-5)

T - termin wygasnigcia europejskiej opcji kupna, ustalona chwila czasu

T - liczba jednostek czasu do rozliczenia opcji europejskiej, np. liczba miesiecy

n - liczba chwil zmiany portfela (liczba chwil handlowania) w jednostce czasu

K - cena wykonania europejskiej opcji kupna

s, — cena poczatkowa akcji

s,, — cena akcji na poczatku i-tej jednostki czasu, np. na poczatku i-tego
miesigca

S(#) - cena akeji w chwili # (czas ciagly)

C,(s,) - wycena europejskiej opcji kupna z czasem realizacji T’

Cy.,(sy) — wycena europejskiej opcji kupna w n-tej chwili zmiany portfela
(w kazdej jednostce czasu wystapi n chwil zmiany portfela)

r - stopa procentowa wolna od ryzyka za ustalona chwile czasu T

7. — stopa procentowa wolna od ryzyka za i-t3 jednostke czasu, np. za i-ty
miesigc

7., - oprocentowanie jednookresowe lokaty bankowej (kredytu, obligacji)

1

’%—,;; = er'; - oprocentowanie rachunku bankowego w i-tej jednostce czasu, np.
w i-tym miesigcu

o - odchylenie standardowe zmiennej losowej InS(n)/s,; wspdtczynnik
zmiennosci cen akgji za ustalong chwile czasu T

0, - wspolczynnik zmiennodci cen akcji w i-tej jednostce czasu, np. w i-tym
miesigcu

u - mozliwa gérna zmiana ceny akcji za ustalona chwile czasu T

u, - mozliwa gérna zmiana ceny akcji miedzy chwilami handlowania w usta-

n

lonej chwili czasu T
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u,, — mozliwa gérna zmiana ceny akcji w i-tym miesigcu miedzy chwilami
handlowania

d - mozliwa dolna zmiana ceny akji za ustalong chwile czasu T

d, - mozliwa dolna zmiana ceny akcji miedzy chwilami handlowania w usta-
lonej chwili czasu T

d;, - mozliwa dolna zmiana ceny akcji w i-tym miesigcu miedzy chwilami
handlowania

p" - prawdopodobienstwo martyngatowe wzrostu ceny akcji w ustalonej chwili
czasu I’

p, - prawdopodobiefistwo martyngatowe wzrostu ceny akcji miedzy chwila-
mi handlowania w ustalonej chwili czasu T

p;n - prawdopodobienstwo martyngatowe wzrostu ceny akcji miedzy chwilami
handlowania w i-tej jednostce czasu, np. w i-tym miesigcu

g - prawdopodobienstwo martyngatowe spadku ceny akcji w ustalonej chwili
czasu T

q. - prawdopodobienstwo martyngatowe spadku ceny akcji miedzy chwilami
handlowania w ustalonej chwili czasu T

qzn - prawdopodobienstwo martyngalowe spadku ceny akcji miedzy chwila-
mi handlowania w i-tym miesigcu

S, - liczba sukceséw w n-tym schemacie Bernoulliego

p - S$rednia zmiana logarytmu ceny akcji po n chwilach; wspoélczynnik
okreslajacy tendencje zmian ceny akeji na rynku finansowym

#(-) - dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego

o(n”) - symbol oznaczajagcy dowolny ciag (a,),.y spelniajacy:
lim(a,/n“)=0, a R

(i) _ * n—l 1 n—l1 +
Cl ln(st 1) { J pln qi,n '(Si—l 'ui,n 'di,n _K)
e" i3
n

C(Hl)(s ) —

[

n Lgt "ot 0< i<i—1
pj+] n qj+1 n J+ln (S j+] n " j+] n ) .] -
e’ =

: K i -¢(Aéi+l)-lnso+§ém))

(i+1) — (i+1) (i+1)
C 0 (5y) 1= 5, A4S - Insy + B )-
el-e’-...-e”



Wykaz oznaczen (dla rozdziatéw 1-5) 207

) ) ) K ( ) ~ )>
(i+1) — . (i+1) . G+ ) _ . (i+1) | (i+1) . :
Ci(s) = s, AV Ins, + B ) - g4 Ins, + BYV) 0< j<i-1
e e e
Aéi-H): 1
\/012+022+---+0,-2+1

i+l

. ) 1
B = 40D .(—an+r1 +1y +5(012 +0; +...+af+1)
1

~ _ 1
(+1) _ g(i+1) 2, 2 2
B =4, -(—an+r] +r2+...+r.+1—5(0'] +0'2+...+0'l.+,)

,0<j<i-1

40D 1
J 2 2 2
Ol +0, +.+0),

J+l

1( 2 ) 2 ) 0< i<i
+V/.+2+...+VH1+E O-/+1+O-_/+2+”‘+O-i+1 , Us J =1

2

B = 4 (— InK +r
1 2 2 . .
(—an+r_/+l gttty —E(O'j“ +05, +...+a,+1) , 0<j<i-1

E('HI) = AW,
J J

gdziei=1, 2, 3, .., m; j=0,1, 2,3, ..., m.
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