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Wprowadzenie

W pracy Optymalizacja w logistyce. Modelowanie logistycznych procesow decyzyj-
nych (Konarzewska, Kucharski i Jewczak, 2020) przedstawiono podstawowe spo-
soby modelowania zagadnien logistycznych za pomoca modeli programowania
liniowego, modeli przydziatu oraz innych metod z zakresu badan operacyjnych.
Omowiono takze zagadnienia zwigzane z planowaniem sieciowym, zarzadzaniem
projektami, modelowaniem zagadnien masowej obstugi i prognozowaniem popy-
tu. Niniejsza praca stanowi kontynuacje¢ zagadnien z zakresu poszukiwania opty-
malnych rozwigzan w problemach logistycznych.

W rozdziale pierwszym wnikliwie zanalizowany zostal bardzo istotny problem
logistyczny, jakim jest lokalizacja centréw logistycznych. Przedstawiono metode
srodka ciezkosci na podstawie roznych, stuzacych do mierzenia odleglosci metryk.
Pokazano takze sposob rozwigzania tego problemu w przypadku, gdy przy podej-
mowaniu decyzji bierzemy pod uwage wiecej niz jedno kryterium optymalizacji.

Tematyka rozdzialéw od drugiego do czwartego obejmuje szeroko rozumiane
problemy transportowe i algorytmy ich rozwigzywania. Rozpoczeto od oméwienia
klasycznego zagadnienia transportowego oraz algorytmu poszukiwania rozwig-
zania optymalnego za pomoca zmodyfikowanej metody przydziatéw, znanej jako
MODI (lub metoda potencjatéw). Nastepnie pokazano, jak skonstruowa¢ model,
aby méc rozwigzywac zagadnienia transportowe m.in. w przypadku nieréwnowagi
miedzy podaza a popytem, z ograniczeniami na przepustowos¢ tras, z funkcja kry-
terium zwiazang z czasem dostaw oraz minimalizacjg pustych przebiegéw. Zapre-
zentowany zostal tu réwniez model zagadnienia transportowego wieloetapowego
z punktami przeladunkowymi. Nastepnie, w rozdziale trzecim, oméwiono zagad-
nienia ukfadania tras pojazdéw, znane jako problemy jednego i wielu komiwojaze-
réw. Rozdzial czwarty podejmuje kwestie optymalizacji w sieciach transportowych,
w tym problemy optymalnej konstrukcji polaczen miedzy weztami, sposoby wy-
znaczania maksymalnego, a takze najtanszego przeptywu w sieci.

Rozdzial pigty przedstawia bardzo istotne zagadnienie — pojawiajace si¢ zarow-
no w logistyce zaopatrzenia, jak i produkgji czy dystrybucji - jakim jest optymalne
zarzadzanie zapasami. Stanowiag one bowiem wazny element funkcjonowania po-
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jedynczego przedsigbiorstwa, a takze pelnig kluczowa funkcje w lancuchu dostaw,
wplywajac m.in. na ograniczenie ryzyka funkcjonowania przedsiebiorstwa, zwigza-
nego z brakiem surowcéw czy tez niedostosowaniem mozliwosci dystrybucyjnych
do realnego popytu. Omdwione zostaly tu sposoby klasyfikacji i analizy zapotrze-
bowania na produkty oraz modele wspomagajace tworzenie strategii uzupetniania
zapasow (wielkos$¢ dostawy, ustalanie momentu wykonania zaméwienia).

W rozdziale széstym podjeto temat szeregowania/harmonogramowania zadan
produkcyjnych, znajdujacy zastosowanie w procesach planowania oraz sterowa-
nia produkcja. Wykorzystanie odpowiedniej metody szeregowania zadan pozwa-
la, na podstawie informacji o dostepnych stanowiskach produkcyjnych, a takze
wymaganych czasach realizacji poszczegdlnych operacji, uzyska¢ informacje
o planowanym terminie zakonczenia produkeji, obcigzeniu maszyn czy tez czaso-
chlonnosci zadan. Na przykladach zaprezentowano algorytmy harmonogramo-
wania zadan/zlecen — wazne z punktu widzenia praktycznych zastosowan: Con-
waya, Gonzalesa—-Sahniego, Johnsona, Palmera.

Rozdzial siédmy obejmuje tematyke modelowania przeptywéw produkcyjnych.
Przedstawiono w nim konstrukcje drzewa produktu i grafu Gozinto, tworzenia listy
materialowej, wyznaczania zapotrzebowania na pétprodukty i surowce. W przykla-
dach optymalizacji przeptywéw produkcyjnych za kryteria przyjeto maksymalizacje
wykorzystania czasu pracy oraz maksymalizacje oczekiwanego zysku z produkgji.

Rozdzial 6smy zawiera z kolei syntetyczne omdwienie najwazniejszych pojec
zwigzanych z symulacja, w tym symulacja proceséw logistycznych. Zaprezen-
towano tu podstawowe metody modelowania symulacyjnego: metode dynami-
ki systemow, metode symulacji zdarzen dyskretnych oraz metode modelowania
wieloagentowego. Rozdzial zawiera réwniez wprowadzenie do metod Monte Car-
lo, w tym do sposobdw generowania liczb pseudolosowych z réznych rozktadow
prawdopodobienstwa, elementu istotnego w stochastycznych modelach symula-
cyjnych (np. modelach kolejek czy tez modelach zapaséw). W Dodatku zawarto
m.in. informacje na temat postaci funkcji odwrotnych do dystrybuanty dla wy-
branych rozkltadéw prawdopodobienstwa - stanowi on uzupelnienie rozdziatu
poswieconego modelowaniu symulacyjnemu.

Niniejszy tom, zatytulowany Optymalizacja w logistyce. Modelowanie przepty-
wow w kanatach dystrybucji, oraz tom pt. Optymalizacja w logistyce. Modelowanie
logistycznych procesow decyzyjnych, wydane przez Wydawnictwo Uniwersytetu
Lédzkiego w 2020 roku, sg wynikiem wspolnych prac i dociekan pracownikéow Ka-
tedry Badan Operacyjnych Uniwersytetu Lodzkiego. Tematyka poruszona w obu
ksigzkach jest rowniez przedmiotem wykladow i ¢wiczen informatycznych z badan
operacyjnych oraz metod optymalizacji na kierunkach Logistyka (stopien I) oraz
Logistyka w gospodarce (stopien II) na Wydziale Ekonomiczno-Socjologicznym
Uniwersytetu Lodzkiego. Autorzy serdecznie dzigkujg prof. dr. hab. Jozefowi Sta-
wickiemu za wnikliwe i zyczliwe uwagi przedstawione w recenzji pracy.

Iwona Konarzewska



Rozdziat |
Problem lokalizacji
centrow logistycznych

1. Przeglad metod rozwigzania problemu
lokalizacji

Jednym z istotnych zagadnien logistycznych jest problem decyzyjny zwigzany
w wyborem lokalizacji dla centrum dystrybucyjnego (centrum logistycznego).
Lokalizacj¢ mozna zdefiniowa¢ jako ,odpowiednie umiejscowienie wielkosci
i rodzaju dzialalnosci gospodarczej, obiektu lub zespotu obiektéw, w okreslo-
nym obszarze” (Budner, 1999). Taka dzialalnos¢ gospodarczg badz obiekt na-
zywamy centrum logistycznym (dystrybucyjnym). Moze nim by¢ zaklad pro-
dukeyjny, do ktérego zwozone sg materialy i potprodukty, a wywozone gotowe
produkty, lub tez magazyn centralny — wraz z obiektami towarzyszacymi, ob-
stugujacymi wybrany obszar. Centra dystrybucji zapewniaja wiele ustug, dzieki
ktérym redukcji ulegaja koszty logistyczne, a zagwarantowana zostaje termino-
wo$¢ dostaws; sg to np.:

 podstawowe ustugi logistyczne, zwigzane m.in. z transportem, magazyno-

waniem, zarzgdzaniem zamodwieniami

o uslugi pomocnicze, zwigzane m.in. ze spedycjg, obstuga celna, ubezpie-

czeniami;

« uslugi dodatkowe, m.in. techniczna obstuga pojazddow.

Przy podejmowaniu decyzji o wyborze lokalizacji dla centrum logistycznego
nalezy bra¢ pod uwage aspekty zwigzane z zakresem ustug petnionych przez dane
centrum.

Kluczowym elementem okazuje si¢ tu réwniez analiza kosztéw zwigzana
z podstawowymi ustugami logistycznymi. Teoria lokalizacji obiektow w logistyce
»zostala sformulowana i rozwini¢ta w celu wyjasnienia i prognozowania prze-
strzennej organizacji réznych kategorii dziatalnoéci gospodarczej. Jej podstawa
jest stwierdzenie, ze koszty dziatalnosci gospodarczej i dochody z tytulu jej pro-
wadzenia zaleza od jej potozenia, przy zalozeniu racjonalnego wyboru zgodnie
z zasadami ekonomii” (Baran, Maciejczak, Pietrzak i Rokicki, 2008).
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Podmioty gospodarcze, chcace dzi§ sprawnie funkcjonowaé, musza borykacé
sie z wieloma problemami. Przedsigbiorcy zarzadzajacy firma w sposob efektyw-
ny powinni natomiast odpowiedzie¢ sobie na wiele pytan. Jednym z nich jest to,
w jaki sposob umiejscowi¢ centrum logistyczne — przy jednoczesnej minimalizacji
kosztdw przewozu oraz najlepszym wykorzystaniu dostepnych $rodkéw transpor-
tu. Wyznaczanie lokalizacji dla nowego obiektu produkcyjnego lub centrum ma-
gazynowego firmy wigze si¢ z rozszerzaniem asortymentu, co wymaga nawiazania
nowych kontaktéw z dostawcami i odbiorcami. W rzeczywistoéci istniejg dwa po-
dejscia wyboru miejsca lokalizacji. Pierwsze z nich zaktada swobodny wybor miej-
sca sposrod takich, ktdre spelniaja wymagania decydenta (co zostanie pokazane na
przykladzie w punkcie drugim niniejszego rozdzialu). Natomiast drugie opiera sie
na podejmowaniu decyzji na podstawie pewnego zbioru propozycji (co zostanie zo-
brazowanie w punkcie trzecim). Mozna réwniez potaczy¢ oba podejscia, wyznacza-
jac w pierwszej kolejnosci obszar poszukiwan dogodnej lokalizacji, a w kolejnym
kroku dokona¢ analizy poréwnawczej dostepnych na danym obszarze lokalizacji.

2. Rozwigzanie problemu lokalizacji na podstawie
potozenia punktow sieci dystrybucji - metoda
srodka ciezkosci

Jedna z prostszych w zastosowaniu metod do wspomagania decyzji zwigzanych
z lokalizacja obiektow zwigzanych z logistyka jest metoda $rodka ciezkosci
(Coyle, Bardi i Langlej, 2010). Nie daje ona ostatecznego rozwigzania, ale moze
by¢ punktem wyjscia do dalszej analizy lokalizacji (Witkowski, 2002). Pozwala
decydentowi wyeliminowa¢ pewne regiony, by w dalszych krokach skupi¢ si¢ na
tych najkorzystniejszych. Metoda ta nie uwzglednia jednak uksztaltowania terenu
- moze si¢ zdarzy¢, ze wyznaczony punkt lokalizacji znajdzie si¢ w trudno dostep-
nym dla transportu obszarze (park narodowy, pasmo gorskie itd.).

Rozwiazanie problemu lokalizacji na podstawie polozenia punktow sieci dys-
trybucji opiera si¢ na minimalizacji kosztow transportu dostaw — poczawszy od
dostawcow az do odbiorcéw finalnych. Koszty te wyrazane sg w tysiacach zlotych
jako nastepstwo zastosowania miar zagregowanych do przedstawiania wielkosci
dostaw. Ponadto, dla uproszczenia modelu, zaklada sie¢, ze jednostkowe koszty
oraz wielkosci przewidywanych przewozéw s3 znane.

Parametrem rozwazanego modelu bedzie odlegltos¢ obliczona na podstawie
polozenia dwoch punktow. Do okreslenia lokalizacji najczesciej wykorzystuje sie
wspolrzedne geograficzne, szerokos¢ i diugos¢ geograficzng, wyrazone w stop-
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niach, minutach i sekundach katowych kuli ziemskiej. W rzeczywistosci nasza pla-
neta jest geoida (ma ksztalt elipsoidy - jesli pomina¢ uksztaltowanie terenu - czyli
w poréwnaniu do kuli okazuje si¢ sptaszczona). Jednak w praktycznych obliczeniach
odlegtosci migdzy lokalizacjami pomija sie ten fakt, poniewaz nie wplywa on zna-
czaco na wynik. Szerokos¢ geograficzna, zaczynajac od réwnika, przyjmuje wartosci
od 0 do 90° N (od ang. North, czyli na pétkuli pétnocnej) oraz od 0 do 90° S (od an-
gielskiego South, czyli na pétkuli potudniowej). Dlugos¢ geograficzna jest mierzo-
na od potudnika przechodzacego przez Kroélewskie Obserwatorium w Greenwich
w Wielkiej Brytanii, od 0 do 90° W (od ang. West, na zach6d) oraz od 0 do 90° E (od
ang. East, na wschdd) (zob. Longley, Goochild, Maguire i Rhind, 2008).

Wedlug przyjetego na swiecie standardu WGS84 (NIMA Technical Report
TR8350.2, Department of Defense World Geodetic System 1984, Its Definition and
Relationships With Local Geodetic Systems, 1997) obwdd ziemi wzdiuz réwnika
liczy 40 075,704 km, a wzdluz poludnikéw od réwnika do bieguna pdéinocnego
-10001,966 km. W metodzie srodka ciezkos$ci istotng funkcje pelni definicja
odlegtodci. Na potrzeby obliczeri odleglosci mi¢dzy dwoma punktami A, i A, przyj-
miemy nastepujgce, uproszczone?, przeliczniki odlegtosci katowych na kilometry:

1° szerokosci geograficznej = 10 001,966 km / 90° = p: (1)
1° dtugosci geograficznej = 40 075,704 km / 360° x cos((y, +y)/2) = p;ﬁ 2)

gdzie:

« p; - przelicznik 1° szerokodci geograficznej, wyrazonej w stopniach kato-
wych, na kilometry, do pomiaru odlegtosci migdzy punktami A, i A;

« p; - przelicznik 1° dlugosci geograficznej, wyrazonej w stopniach katowych,
na kilometry;

e (x, y) — wspdlrzedne geograficzne punktu A, (zapisane w kolejnosci: dtu-
gos¢ geograficzna, szerokos¢ geograficzna)®, do pomiaru odleglosci miedzy
punktami Ai Aj;

* (x, y) — wspolrzedne geograficzne punktu A, (zapisane w kolejnosci: dtu-
go$¢ geograficzna, szerokos¢ geograficzna);

« cos((y, +y,)/2) - cosinus sredniej szerokodci geograficznej punktow A i A.

1 Na potrzeby kartografii i geodezji stosuje sie doktadniejsze przeliczenia wspétrzednych geo-
graficznych na geodezyjne (w uktadzie kartezjafiskim, na ptaszczyzne) uwzgledniajace elip-
soidalny ksztatt globu ziemskiego (Jaworski, Zdunek i Swiatek, 2015).

2 Funkdja cos() we wzorze na p ma za zadanie skorygowac obwéd réwnika do obwodu odpowied-
niego réwnoleznika potozonego, dla uproszczenia, pomiedzy réwnoleznikami - znajduja sie na
nich punkty, dla ktérych wyznacza sie odlegtos¢. Prowadzac obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym
Microsoft Excel, nalezy pamietac, ze funkcja =COS() w Excelu wymaga podania kata w radianach,
dlatego trzeba dokonaé przeliczenia stopni na radiany za pomoca funkcji =RADIANY().

3 Kolejno$¢ zapisu wspdtrzednych w uktadzie kartezjafskim (x, y) odpowiada wspétrzednym
geograficznym zapisanym w kolejnosci: dtugos¢ geograficzna, szerokos$¢ geograficzna.
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Ze wzgledoéw praktycznych, przeliczajac odleglosci ze stopni katowych na
kilometry, mozna si¢ postugiwa¢ zapisem dziesigtnym dla stopni wspolrzed-
nych geograficznych. Zapis wspolrzednych geograficznych, np. dla miasta £6dz,
w stopniach i minutach jako: szerokos¢ geograficzna: 51°45" N i dlugo$¢ geogra-
ficzna: 19°28' E, mozna réwniez przedstawi¢ w postaci stopni dziesietnych jako:
szeroko$¢: 51.7500000° i dtugosé: 19.4666700° - co znacznie ulatwia przeliczanie
odleglosci na kilometry. W zapisie dziesi¢tnym pomija si¢ oznaczenie pétkul, po-
niewaz dla punktéw na potkulach potudniowej (S) i zachodniej (W) wspoétrzedne
zapisuje si¢ z ujemnym znakiem, np. wspoirzedne w stopniach, minutach i se-
kundach katowych 25°3526.0"S; 54°35'31.4"W mozna przedstawi¢ w katowych
stopniach dziesietnych jako: -25.590556° -54.592056°.

Nalezy zwrdci¢ uwage na kolejnos¢ zapisu. Wspodlrzedne geograficzne przed-
stawia sie zwykle, dla potrzeb lokalizacyjnych na mapach, w kolejnosci: szerokos¢
(potnoc-potudnie), dtugos¢ (wschdd-zachod). Natomiast w ukladzie kartezjan-
skim wspolrzedne punktéw zwyczajowo zapisuje si¢ w kolejnosci x (odcigta, na
osi poziomej), y (rzedna, na osi pionowej). Zatem przy przeliczaniu wspolrzed-
nych trzeba pamieta¢, ze kolejno$¢ wspdtrzednych jest odwrotna niz podpowia-
da intuicja. Pierwsza wspolrzedna geograficzna, szerokos¢, bedzie odpowiadata
wspélrzednym y w uktadzie kartezjanskim. Druga, dtugos¢, utozsami¢ mozemy
z osig x. W tej pracy przyjeto, ze symbol x odnosi sie do dlugosci geograficznej,
za$ symbol y do szerokosci.

Na rysunku 1 zwizualizowano, dlaczego przelicznik stopni dlugosci geograficz-
nej zalezy od stopnia szerokosci geograficznej. Im dalej od réwnika, tym obwdd
wzdluz réwnoleznika jest mniejszy, a zatem przelicznik stopni dtugosci sie zmniej-
sza. Wzory (1) i (2) sa poprawne przy zalozeniu, ze nasza planeta to kula, a nie
elipsoida. Jednak, na potrzeby wyznaczania przyblizonej lokalizacji centrum dys-
trybucyjnego, zalozenie o kulistosci naszego globu nie zmienia istotnie wynikéw.

N

Rys. 1. Wizualizacja pomiaru odlegtosci za pomoca wspétrzednych geograficznych z uwzgled-
nieniem ksztattu globu ziemskiego

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Wyznaczanie odlegltoéci, w przypadku problemu lokalizacji, odbywa si¢ za po-
moca metryki prostokatnej i euklidesowej, w ktorych potozenie punktéw okre-
$lone zostaje w ukladzie wspolrzednych zachowujacych polozenie geograficzne
wybranych obiektow.

W metryce prostokatnej (miejskiej) odleglos¢ jest suma odlegtosci horyzon-
talnej i pionowej (zob. rysunek 2). Niestety, pomimo wygody obliczen, wyniki
uzyskiwane za jej pomoca nie zawsze odpowiadaja rzeczywistemu poczuciu od-
leglosci bardziej oddalonych od siebie punktéw. Metryka ta sprawdza si¢ dla tych
blisko potozonych, gdzie uksztaltowanie terenu lub zabudowa uniemozliwiaja po-
ruszanie si¢ najkrdtsza droga.

y A

Alx.y)

lv,-y|*p;

Ai(Xr"yi) |Xr'_Xj| x pi;'j

X

Rys. 2. Odlegtosé wedtug metryki prostokatnej (miejskiej)

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2001.

Oél;gloéc’ prostokatng migdzy punktami A, oraz A, obliczamy zgodnie ze wzo-
rem (3):

d‘Z:lxi—leXpi'j+|y’_—yj|>(pij. (3)

gdzie:
* (x,y) - wspolrzedne geograficzne punktu A, (zapisane w kolejnosci: dtugos¢
geograficzna, szerokos¢ geograficzna);
* (x,y)) - wspélrzedne geograficzne punktu A, (zapisane w kolejnosci: dtugosc
geograficzna, szeroko$¢ geograficzna);
« p; - przelicznik szerokosci geograficznej na kilometry: zob. wz6r (1);
o« p ; - przelicznik diugosci geograficznej na kilometry: zob. wzér (2).

W tym miejscu warto wspomnie¢, ze alternatywa dla stosowania wspol-
rzednych geograficznych w stopniach katowych sa wspoélrzedne podawane
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w metrach?, w uktadzie geodezyjnym 1992 wedtug polskiego standardu (Pazus,
2015). Przeliczniki p; i p ; we wzorach mozna wéwczas poming¢. Minusem tego
podejscia jest ograniczenie zakresu badanych lokalizacji tylko do granic Polski.

Tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa to przestrzen najlepiej znana nam in-
tuicyjnie, poniewaz w niej zyjemy i jej cech uczymy sie w zyciu i w szkole (zob. ry-
sunek 3). Na przyklad, w przestrzeni euklidesowej suma katoéw w trdjkacie wynosi
180°, a proste rownolegle sie nie przecinaja. Metryka euklidesowa czgsto nazywa-
na jest samolotowy, gdyz to najkrotsza droga miedzy dwoma punktami, na ktéra
nie ma wplywu uksztaltowanie terenu. Wyznaczanie odlegtosci euklidesowej jest
wlasciwe dla bardzo odleglych punktéw.

y A

Alx.y)

<y

Rys. 3. Odlegtos$¢ wedtug metryki euklidesowej (samolotowej)

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2001.

Obliczamy ja zgodnie ze worem (4):

de = J((x, —x,)x p1) +((y, = y)% p} ) @)

gdzie:
* (x,y) - wspotrzedne geograficzne punktu A,
* (x,y) - wspolrzedne geograficzne punktu A,
« p; - przelicznik na kilometry szerokodci geograficznej: zob. wzér (1),
. p; — przelicznik na kilometry dlugosci geograficznej: zob. wzér (2).

4 Wiecej informacji na temat uktadu 1992 - zob. https://geoforum.pl/gis/odwzorowania (do-
step: 02.04.2020). Uktad ten jest obecnie powszechnie stosowany w geodezji na terenie Pol-
ski, w szczegdlno$ci przez Gtéwny Urzad Geodezji i Kartografii (geoportal.gov.pl) dla map
w skali ponizej 1:10000. Przyktadowo, wspotrzedne dla todzi w uktadzie 1992 wedtug pol-
skiego standardu to: 433220, 531946 - zob. https://mapa.szukacz.pl/ (dostep: 02.04.2020).


https://geoforum.pl/gis/odwzorowania
https://mapa.szukacz.pl/
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Analiza poréwnawcza tych dwoch metryk (prostokatnej i euklidesowej) pelni
istotng funkcje przy szacowaniu bledéw wynikajacych ze stosowania tylko jed-
nej metryki, np. euklidesowej. Rysunek 4 w przejrzysty sposéb przedstawia idee
oszacowania bledow - zilustrowano na nim réznice miedzy rzeczywista dlugoscia
trasy, oznaczong symbolem d(A, A), a odlegtosciami w metryce euklidesowe; (d )
i metryce prostokatnej (dp ).

y A

Alx.y)

lv,-y|*p;

d(A, A)

_ d
Abey)  P=x|xpf

X
Rys. 4. Odlegtosci euklidesowa, prostokatna i rzeczywista miedzy dwoma punktami

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2001.

W rzeczywisto$ci interesujace nas obiekty wystepuja w réznych odleglosciach
od siebie. Na ogol, na §rednich dystansach (np. w ramach danego kraju, regionu),
spelniona jest nieréwnos¢ méwigca o tym, ze faktyczna diugos$¢ trasy miesci sig
w przedziale migdzy diugoscia obliczong za pomoca metryki euklidesowej a dtu-
goscig obliczong wedtug metryki prostokatne;j.

dy<d(A,A)<d; (5)

gdzie:
. d - odleglo$¢ mierzona metryka euklidesowa,
. d(A A) - rzeczywista odleglos¢ pomiedzy punktami A i A,
. d - odleglosc mierzona metryka prostokatna.

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze do wyznaczenia odlegto$ci mozna podejs¢
inaczej. Niekoniecznie musi to by¢ odleglos¢ geograficzna, ale np. czas przejaz-
du miedzy punktami, co znajduje uzasadnienie w zwiazku z dostepnoscia infra-
struktury drogowej. W tym miejscu skupiono si¢ na odlegtosci geograficznej, na-
tomiast alternatywne podejscie moze by¢ istotnym kryterium w metodzie AHP,
prezentowanej w dalszej czesci rozdziatu.
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Do wyznaczenia lokalizacji metodg srodka cigzkosci przyjeto nastepujace za-
tozenia:
1) znana jest lokalizacja geograficzna dostawcow A (x, ), i =1, ..., m iodbior-
cOWB(x,y),j=1, ... 1
7177
2) znane s3 przewidywane dostawy a, i = 1, ..., m od dostawcéw do planowa-
nego nowego miejsca M(x,, y,) oraz zapotrzebowanie odbiorcow bj, j=1,..,mn,
w analizowanym okresie;
3) znane s takze jednostkowe, kalkulacyjne koszty przewozu k, od dostawcow
do nowego miejsca oraz k z nowego miejsca do odbiorcow.
Celem analizy jest znalezienie takiej lokalizacji nowego miejsca M(x,, y,), dla
ktorej taczne koszty przewozu s3 jak najmniejsze. W przyjetym modelu bedzie
poszukiwana jak najmniejsza warto$¢ funkcji kosztow, majacej postac:

K(xo’yo)zz(aiinonio)+Z(ijk0de0j) ()
-1 j=1
gdzie:
* d, d; - odleglos¢ pomiedzy dostawcg A(x, y,) lub odbiorcg B(x, y) a pla-

nowang lokalizacjg centrum dystrybucyjnego M(x, y,), mierzona metryka
prostokatng lub euklidesows;

a,-przewidywane dostawy od dostawcéw do planowanego miejsca M;

b, - przewidywane zapotrzebowanie odbiorcow;

+ k,— jednostkowy, kalkulacyjny koszt przewozu od dostawcow;

* k,; - jednostkowy, kalkulacyjny koszt przewozu do odbiorcéw.

2.1. Wyznaczanie lokalizacji za pomoca metryki prostokatnej

Wyznaczenie odleglosci d; i dgj pomiedzy dostawcg A, a planowanym obiektem M,
a takze migdzy tym obiektem a odbiorcg B;

d;zlxi—xolXpl,‘(i)+|yl_—y0|><pii) (7)

d;-:lxo_leXP(;"‘l)’o_ylePSj (8)
gdzie:
* (x,y) - wspdlrzedne geograficzne dostawcy,
* (x,,y,) — wspolrzedne geograficzne planowanego centrum dystrybucyjnego M,
* (x;, 7)) - wspdlrzedne geograficzne odbiorcy.

Procedura wyznaczania wspotrzednych lokalizacji nowego obiektu produkcyij-
nego jest analogiczna w przypadku obu wspotrzednych (x, y,) - i przebiega nie-
zaleznie dla kazdej z nich.
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Algorytm

Krok 1
Zaréwno dla kazdego dostawcy (A)), jak i odbiorcy (B) obliczamy koszty przewozu:

i=1,...m 9)

vizaika;

vi=bxk, ;j=1..,n (10)

gdzie: wszystkie oznaczenia jak we wzorze (6).

Krok 2
Obliczamy taczny koszt przewozu:
V=Z(aixki0)+2(bjxkoj)=2vi+2vj (11)
i=1 j=1 i=1 j=1
Krok 3

Sortujemy rosngco wspdtrzedne x,ix, grupujac je w jeden cigg x,, gdzier =1, ...,
m + n. Analogicznie postepujemy ze wspdtrzednymi y. i Y grupujac je w jeden
ciagy, gdzies=1,...,m+n.

Krok 4
Obliczamy:

gdzie: V - zob. wzor (11)
Krok 5

Dysponujgc nowo utworzonymi ciggami x, i y,, tworzymy odpowiadajgce im ciggi
v¥iv?, a nastepnie szereg skumulowany Vi V?:

Vi=v (13)
Vi=vit s 14
(15)

Vi=vitvi+.. +vF

Analogicznie postepujemy dla V?, ktéry odpowiada ciggowi y.
Krok 6

Poréwnujemy odpowiadajace sobie wartosci szeregu skumulowanego V' z V,, a na-
stepnie poszukujemy takiego V,, dla ktorego spelniony jest nastepujacy warunek:

Vi<V <V (16)
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Po znalezieniu takiego x,, ktéoremu odpowiada wartos¢ V}; przyjmujemy ja
jako x,. W przypadku rozpatrywania szeregu skumulowanego V? postepujemy
analogicznie, poszukujgc wartosci y, i odpowiadajacej jej wartosci V.

Wyznaczenie kosztu przewozu zgodnie ze wzorem (17)

K= (a,xk,xdh)+ D (b xk,xd}) (17)
i=1 j=1
gdzie: wszystkie oznaczenia jak we wzorach (6)-(8).

Przyktad 1

Tab. 1. Dane i obliczenia potrzebne do wyznaczenia tacznego kosztu przewozu

T s | =
8 = = 5 | B
2 Y o [ o H i3
o o = o —| 5 —_ —
k3 g ¥ |uss5|¥s5| & | 5%
> — 0 ) W B S| 9 s S o c =
v 3 N =0 P22 w2 2 o 53
= s o R e S5 |wss N o 8
-S ] = "8 = o @ ‘3 o oy ] = E
2 k7 ° o0 S|l wy ¥ = N3
35 |8 g g |g2%|2:25| & | &¢¥
s ? E ) a wZgs| oo = X o
= O o
N = 8 —~ ,
- 2 € o wspotrzedne
T ~
’% S & < | wedtug WGS 84 y X a,(b) | kylky) v,(v)
todz A |51°45'N 19°28'E 51,75000 | 19,46667 | 27 000 2,30 62 100
Torun A, |53°00'49"N|18°35'53"E| 53,01375 | 18,59814 3500 2,10 7350
Warszawa A3 52°13'47"N|21°00'42"E| 52,22977 | 21,01178 | 36 000 2,25 81000
Katowice B, |50°15'30"N|19°01'39"E| 50,25841 | 19,02754 6500 2,13 13 845
Poznan B, |52°24'24"N|16°55'47"E| 52,40692 | 16,92993 7000 2,00 14 000
Wroctaw B, |51 °06'00"N|17°01'59"E| 51,10000 | 17,03333 4500 2,21 9945
"4 188 240

Zrédto: opracowanie wtasne.

V,=188240/2=94120

Nastepnie obliczamy sumy czeéciowe dla uporzadkowanego ciggu wartosci v,
i sprawdzamy dla jakiej wspotrzednej zachodzi nieréwnos¢ ze wzoru (16).
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Tab. 2. Wyznaczenie wspétrzednych lokalizacji obiektu M,

Szerokosé Dtugos¢
Symbol |geograficzna Symbol |geograficzna
dostawcy | (w stopniach dostawcy | (w stopniach
(odbiorcy) | dziesiet- (odbiorcy) | dziesiet-
nych) nych)
A (Bj) y v v A (Bj) X %4 v
B, 50,25841 13845 | 13845 B, 16,92993 14000 | 14000
B, 51,10000 9945 | 23790 B, 17,03333 9945 | 23945
A 51,75000 62 100 | 85890 A, 18,59814 7350 | 31295
A, 52,22977 81000 | 166 890 B, 19,02754 13845 | 45140
B, 52,40692 14 000 | 180890 A 19,46667 62 100 | 107 240
A, 53,01375 7350 |188240 A, 21,01178 81000 | 188240

Zrédto: opracowanie wtasne.

VISV, < VE
85 890 < 94 120 < 166 890
¥, = 51,75000

VISV, V!
45 140 < 94 120 < 107 240
x, = 19,02754

M, (19,02754; 51,75000)

W celu doktadniejszego okreslenia wspotrzednych lokalizacji obiektu produkcyj-
nego nalezy dokonac¢ interpolacji. Mozna to zrobi¢, gdy spelnione sa nastgpujace
nieréwnosci:

X <X, <X,

yl<y0<yl+1

X X
oraz Vk < V0 < Vk+1

oraz Vly < VO < Vly
+1

Interpolacji wspolrzednych dokonuje sie wedlug wzoréow:

M, _ VoV
Yo _yk"'VlL_Vly(ym_)’z) (18)
M 0 kx
Xy ' =X+ —(X, — %) (19)
Vk+1_Vk

gdzie: wszystkie oznaczenia jak we wzorze (12). Zob. réwniez kroki 5-6.
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W niniejszym przykltadzie mozemy dokona¢ interpolacji dla obu wspétrzed-
nych:

4120
M _5p 75, 9412085890

yM =51,75+ (52,22977 —51,75) = 51,79875
166890 — 85890

9412045140

x," =19,02754 + —————
107240 — 45140

(19,46667 —19,02754) =19,37389

Interpolacja zmienita wynik lokalizacji. Nowa lokalizacja znajduje si¢ w punk-
cie M, (19,37389; 51,79875). Funkcja kosztow K obliczana jest zgodnie z wzo-
rem (17).

Tab. 3. Dane i obliczenia potrzebne do wyznaczenia kosztu przewozu dla lokalizacji M i M,

:::faz\::; diiz;:vfy v,(v) d}kf:)o) o d(;k(rr)l) )
(odbiorcy) | (odbiorcy)

axk.

A(B) (bi' x k:: )

+6dz A 62 100 30,2641 1879403 11,8079 733272
Torun A, 7350 169,6221 1246722 | 187,7103 1379671
Warszawa A, 81000 189,3414 | 15336657 | 160,1197 | 12969699
Katowice B1 13 845 165,7648 2295014 195,4317 2705752
Poznari B, 14000 216,5158 3031221 | 234,7033 3285846
Wroctaw B, 9945 210,6609 2095022 | 240,0332 2387130

188240 Razem 25884039 Razem 23461 369

Zrédto: opracowanie wtasne.

Podsumowujac:

M, (19,02754; 51,75000)
M, (19,37389; 51,79875)

K, = 25 884 039 [71]
K, = 23 461 369 [71]

2.2. Wyznaczanie lokalizacji za pomoca metryki euklidesowej

Wyznaczenie odleglosci d, i d; pomiedzy dostawcg A(x, y,) lub odbiorca B(x, y))
a planowanym centrum dystrybucyjnym M(x,, y,):
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diy = (G, =x)x P + (= 7)x Pl (20

dgj:\/((Xo—xj)xpgj)z+((y0—yj)>(p(s)j)2 (21)

gdzie:
* (x,y) — wspdtrzedne dostawcy,
* (x,,y,) — wspolrzedne planowanego centrum dystrybucyjnego M,
. (x]., yj) - wspolrzedne odbiorcy.

Wyznaczamy funkcje kosztow, ktéra ma postac:
K=Y (a,xk,xdy)+Y (b, xk, xd;) 22)
i=1 j=1
gdzie: wszystkie oznaczenia jak we wzorach (6) oraz (20)-(21).

Nastepnie wyznaczamy pierwsze pochodne czastkowe K ze wzgledu na x i y,
oraz, przyréownujac je do 0, otrzymujemy wspoltrzedne punktéw poszukiwanego
obiektu:

Zm a,xk,xy, +zn bjxkojxyj
S R

Yo =
m a; %k, n by xky

Zi:l dieo +Z j=1 dgj

Zm aikaxxi_’_z,, bjxkojxxj
i=1 e j=1 e
X = l diO ! d()j
h 24
‘ . b xk (24)

m a, XK. ”
Zi:l lde - +zj:l ]de ’
i0 0f

gdzie: wszystkie oznaczenia jak we wzorach (6) oraz (20)-(21).

Ze wzgledu na to, ze w powyzszych wzorach poszukiwane wspétrzedne wy-
stepuja po obu stronach réwnan (po prawej, w formulach, z ktérych wyznacza
sie odleglosci d, oraz d;), niezbedne staje sie¢ wykorzystanie aproksymacyjnego
postepowania iteracyjnego, stopniowo okreslajacego poszukiwane wartosci. Ma
ono nastepujacy przebieg:
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Algorytm

Fazal

Wyznaczamy wspolrzedne tzw. punktu cigzkosci:

— Zzlai xk,, %y, +Zj:1bj xky Xy,

yO - m n (25)
Zi:lai X kiO + Zj:lbj x kOj
x_:Zi:laixkiox'xi+Zj=1bj><k0j><xj 26)
0 m n
Zizlai xk,,+ Zj:l b]. X koj
gdzie: wszystkie oznaczenia jak we wzorze (6).
Faza2
Wyznaczamy odleglosci d, d;:
iy = (=55 PV 4O, =3P i= 1 0
i, = (G =3 )< P + (7 =y )X Py s =1, (28)

gdzie: wszystkie oznaczenia jak we wzorach (25)-(26).

Faza 3

Wyznaczamy skorygowane wartosci wspotrzednych x, i y, podstawiajac do wzo-
réw (23) i (24) odlegtosci wyznaczone w fazie drugiej.

Faza 4

Skorygowane w fazie trzeciej wartosci wspdtrzednych x i y, przyjmujemy jako
nowe wartosci $rodka ciezkosci, a nastepnie powracamy do fazy drugie;.

Fazy druga, trzecig i czwartg powtarzamy do momentu az uzyskiwane przez
nas korekty mozna uznac za znikome.
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Przyktad 1 cd.

Tab. 4. Dane i obliczenia fazy pierwszej do wyznaczenia srodka ciezko$ci w metryce euklidesowej

B —~ -
s | € g
s g g
T | & | @
9 > .0 ]
3 ; tn N ‘N
© o T =T
k7] s 0 c 8 o
o _ 7] -V xe) 8 %]
© O o 2 w £
25 o = g v o e
'g é -E El': g 7 g”'ﬁ aixkioxyi aixkioxX' io Kz
() ~ e
I U>)‘ < ) E s a E x|V (V,) (bjx kojxyj) (bix kojij) (doj) (zt)
todz A, |51,75000 | 19,46667 | 62100 | 3213675 | 1208880 | 26,33 | 1635261
Torun A, |53,01375 | 18,59814 7350 | 389651 136696 | 145,30 | 1067990
Warszawa | A, [52,22977 |21,01178 | 81000 | 4230611 | 1701954 | 93,46 | 7570597
Katowice B, [50,25841 |19,02754 | 13845 | 695828 263436 | 190,40 | 2636106
Poznarni B, |52,40692 |16,92993 | 14000 | 733697 237019 | 200,21 | 2802927
Wroctaw B, [51,10000 |17,03333 9945 | 508190 169396 | 208,57 | 2074204
1882409771651 | 3717 382 | Razem | 17 787 085
Zrédto: opracowanie wtasne.
Otrzymujemy:
_ 9771651
Y, =————=>51,91060
188240
_ 3717382
X, =————=19,74810
188240

K, =17 787 085 [1]

Wyznaczone wspolrzedne srodka cigezkosci wykorzystamy do obliczenia sko-
rygowanych wspéirzednych lokalizacji punktu M,. Obliczenia przedstawia ta-

bela 5.
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Tab. 5. Dane i obliczenia fazy drugiej do wyznaczenia Srodka ciezkosci w metryce euklidesowej

B - -
5 $ 5
2 g g
3 @ @
g > .0 3
= H 5o N ‘N
S o T = T
7] £ o c 8 =
S= (8 |8 |88
5% |3 |¥8E |2t apx iy ;| @ ki x x;
235 ° 2 o “w o /d. /d.
=R 8 —~ ° o o O i i e
T3 |EQ|g? s Vir @y |(byx kyx yj(bx kyx x| Ay
RS (AT RESN|BEx|Wpd) | /) | /d) | (d) K,
L6d7 A, | 51,75000 | 19,46667 | 2358,28 | 122041 | 45907,95| 22,90 | 1421957
Torun A, [53,01375 | 18,59814 50,58 2682 940,76 | 149,91 | 1101835
Warszawa | A, |52,22977 | 21,01178 | 866,64 45265 | 18209,70 | 95,81 7761011
Katowice | B, |50,2584119,02754| 72,71 3655 | 1383,58]| 185,11 | 2562899
Poznan B, [52,40692 | 16,92993 69,93 3665 | 1183,86| 201,78 | 2824903
Wroctaw B, [51,10000 | 17,03333 47,68 2437 812,19| 206,26 | 2051219
3465,83 | 179743 |68 438,03 | Razem |17 723 823
Zrédto: opracowanie wtasne.
Otrzymujemy:
179743
Y, =————=>51,86143
3465,83
68438,03
X, =————=19,74648
3465,83

K, =17 723 823 [21]

Dysponujac kilkoma propozycjami wspolrzednych lokalizacji obiektu produk-
cyjnego, wyznaczonymi za pomoca wyzej omdéwionych metod, mozna okresli¢
optymalng lokalizacje jako warto$¢ usredniong M. Tabela 6 zawiera zestawienie
uzyskanych wynikéw.



2. Rozwigzanie problemu lokalizacji na podstawie potozenia punktéw... 27

Tab. 6. Zestawienie wspotrzednych wyznaczonych lokalizacji

X Y

M, 19,02754 51,75000

M, 19,37389 51,79875

M, 19,74810 51,91060

M, 19,74648 51,86143

M 19,4740 51,8302

Zrédto: opracowanie wtasne.
54
.
>3 Torun
° ]
P 1 M2
52 |[roenan MD&AM?. 0 Warszawa
todz
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o1 Wroctaw
[

50 Katowice
49

17 18 19 20 21 22

Rys. 5. Wizualizacja potozenia wyznaczonych lokalizacji dla centrum dystrybucyjnego
wzgledem lokalizacji dostawcéw i odbiorcow

Zrédto: opracowanie wtasne.

Lokalizacja wyznaczonego punktu M (19,4740; 51,8302) jest optymalna® ze
wzgledu na koszty transportu uwzgledniajace wielkos¢ przewozu oraz odleglosci
od dostawcow i odbiorcow. W praktyce wyznaczenie takiego punktu moze by¢
wskazdwka co do obszaru, na ktérym nalezy poszukiwaé dogodnej lokalizacji dla
centrum dystrybucyjnego.

5 Moéwiac precyzyjniej, lokalizacja ta jest quasi-optymalna, poniewaz stanowi przyblizenie
- zgodnie z algorytmem iteracyjnym. Niemniej jednak, z punktu widzenia praktycznego,
punkty M, i M, lezg na tyle blisko siebie, ze w wystarczajacy sposéb zawezaja obszar poszuki-
wan dogodnej lokalizacji dla centrum dystrybucyjnego. Dlatego tez nie kontynuowano poste-
powania iteracyjnego, by otrzymac kolejne przyblizenia dla punktu optymalnego.
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3. Rozwigzanie problemu lokalizacji na podstawie
metod optymalizacji wielokryterialnej

Przy wyborze lokalizacji dla centrum dystrybucyjnego mozna przyjaé, wspomi-
nang we wstepnie, dwuetapows strategie polegajaca na uprzednim wyznaczeniu
pewnego obszaru za pomocg metody $rodka ci¢zkosci, by pozniej dokona¢ osta-
tecznej lokalizacji przy uzyciu metod optymalizacji wielokryterialnej, np. meto-
dy AHP.

Metoda AHP

AHP (ang. Analytic Hierarchy Process) jest jedna z metod stosowanych w rozwigzy-
waniu dyskretnych problemoéw wielokryterialnych (Wielokryterialnej Optymalizacji
Dyskretnej — WOD). Okresla sie za jej pomoca optymalny wybdr sposréd N wa-
riantéw decyzyjnych, ocenionych za pomocg K kryteriow (Trzaskalik, 2008). Inny-
mi metodami stosowanymi do rozwigzywania zadan WOD sa: PROMETHEE II
(ang. Preference Ranking Organization METHod for Enrichment Evaluations) lub
rodzina metod ELECTRE (Iwanejko i Rybicki, 2008). AHP zostala opracowa-
na w 1970 roku przez Thomasa L. Saatyego (zob. Saaty, 1990) i stosowana jest
w wielu dziedzinach, np. do tworzenia rankingu wariantéw inwestycyjnych, wy-
boru technologii lub oprogramowania niezbednego do prowadzenia dziatalnosci,
a takze do wyboru lokalizacji (Stoltmann, Bucko i Jaskélski, 2019).

Wykorzystywanie AHP zmniejsza ryzyko wplywu uprzedzen czy manipu-
lacji na decydentéw. Ponadto redukuje zlozony problem do szeregu prostych
poréwnan oraz umozliwia zbadanie oddzialywania zmian poszczegdlnych
ocen czgstkowych na ostateczny wybor. Najczesciej zarzucana wada AHP to
brak obiektywizmu rankingéw koncowych, na ktéry skltadaja sie subiektyw-
nie przypisane oceny. Dodatkowe niedogodnosci to zalozenie, ze wszystkie
elementy modelu, zaréwno kryteria, jak i warianty, sa w pelni poréwnywal-
ne oraz fakt, ze zdecydowania upraszcza ona rzeczywista sytuacje (Bojanow-
ska, 2011).

W metodzie AHP poréwnuje sie parami przyjete kryteria oraz warianty decy-
zyjne wzgledem kolejnych kryteriow. Do poréwnan zaréwno kryteriéow miedzy
soba, jak i wariantéw w ramach kryteriéw wykorzystuje si¢ oceny w skali 1-9
(Trzaskalik, 2008).

Metoda ta sklada sie z czterech gléwnych krokow (Saaty, 1990):

1. Budowa modelu hierarchicznego (drzewo decyzyjne).

2. Wyznaczenie macierzy poréwnan parami.

3. Wyznaczenie rankingéw indywidualnych dla kazdej utworzonej macierzy.

4. Wyznaczenie rankingu wielokryterialnego dla rozwigzywanego problemu.
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Krok 1. Budowa modelu hierarchicznego

Podczas przeprowadzania tego etapu analizy AHP nalezy okresli¢ cel, do jakiego
sie zmierza, szczegélowe kryteria oraz ewentualne podkryteria pomagajace do-
kona¢ odpowiedniego wyboru, a takze warianty decyzyjne/obiekty spelniajace
podstawowe zalozenia.

CEL
|
Kryterium 2 ] [ Kryterium 3 ]

Kryterium 4 Kryterium 5

Obiekt 1 ] Obiekt 2 [ Obiekt 3 ] Obiekt 4

Rys. 6. Hierarchiczna struktura oceny

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Trzaskalik, 2014.

Krok 2. Wyznaczenie macierzy poréwnan parami

W tym kroku nalezy zbudowa¢ macierze poréwnan parami dla wszystkich obiek-
tow w ramach kazdego kryterium oraz oddzielng macierz dla samych kryteriow.
Dzialania te doprowadzg do otrzymania K + 1 macierzy A®, AW, A®, ..., A®, gdzie:
o A - macierz, w ktorej poréwnywane sa miedzy sobg kryteria;
o« AW, AD, .., A® — macierze, w ktdrych poréwnywane sg obiekty (warianty)
w ramach kazdego z podanych kryteriow.
W macierzach tych uzywa si¢ ocen opisanych w tabeli 7.

Tab. 7. Skala poréwnan parami Saaty’ego

Jak bardzo wazny jest wariant A w poréwnaniu z wariantem B? pr:fzer::cji
Rownie wazny 1
Decydent waha sie pomiedzy réwnowaznoscia i niewielka przewagg A nad B 2
Niewielka przewaga A nad B 3
Decydent waha sie pomiedzy niewielka a duza przewagg A nad B 4
Duza przewaga A nad B 5
Decydent waha sie pomiedzy duza a istotnie duzg przewaga A nad B 6
Istotnie duza przewaga A nad B 7
Decydent waha sie pomiedzy istotnie duza a ogromna przewaga A nad B 8
Ogromna przewaga A nad B 9

Zrédto: Saaty, 1980.
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Kazda z powstalych macierzy A©, AV, A®, ..., A®, zwanych macierzami po-
réwnan parami, musi spelnia¢ dwa podstawowe warunki, aby mozna bylo przy-
jac, ze oceny decydenta sa spojne:

1
_k’ kzl, 2, eey K
a

ji (29)

1) a; (k)=

i
(warunek odwracalnosci - ang. reciprocity),

(k) _ (k) (k)
2) a; =a, Xa;

(warunek przechodnio$ci relacji preferencji — ang. transitivity).

W praktyce wiadomo, ze opieranie si¢ na subiektywnych opiniach decydentow
okazuje si¢ niekiedy niebezpieczne. Moze zajs¢ sytuacja, w ktorej zostanie utracona
spojnos¢ w ciggach poréwnan. Aby tego unikna¢, nalezy obliczy¢ iloraz zgodnosci CR.

CR=CI/RI (31)

gdzie:
« CR - iloraz zgodnosci,
o CI - indeks spdjnosci (ang. consistency index),
 RI - losowy indeks spojnosci (ang. random index).

Losowy indeks spojnosci RI jest $rednig wartoscig CI, uzyskang dla 50 000 od-
wracalnych macierzy poréwnan parami o tym samym wymiarze, co w analizowa-
nym problemie — ktérych elementy powyzej gtéwnej przekatnej zostaly wygenero-
wane w sposob losowy sposrod siedemnastu wartosdci {1/9, 1/8, .. 1, 2, ..., 8, 9},
elementy gtoéwnej przekatnej sa rowne 1, a elementy ponizej glownej przekatnej sa
odwrotnosciami odpowiadajacych elementéw powyzej gtownej przekatnej. War-
tosci RI podane zostaly w tabeli 8.

Wedlug Saatyego, twércy metody AHP, warto$¢ CR nie powinna przekracza¢
poziomu 0,1. Wigksze warto$ci moga oznacza¢ brak spéjnosci ocen, co mogloby
prowadzi¢ do falszywych wnioskéw na podstawie otrzymanych wynikéw. Wzor
stuzacy do obliczenia indeksu spojnosci CI jest nastepujacy:

(k)
Cl= % (32)

gdzie: A - maksymalna warto$¢ wilasna macierzy poréwnan parami A®S,

6 Thomas Saaty formutuje twierdzenia méwiace, ze odwracalnos¢ jest konsekwencja nieujem-
nosci i przechodnio$ci elementéw macierzy poréwnar parami oraz ze catkowicie zgodna
(spdjna) macierz poréwnan parami posiada tylko jedna nieujemna wartos¢ wtasna - pozo-
state warto$ci wtasne sg réwne 0 (Saaty, 1980).
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Obliczana jest ona na podstawie wzoru (33):

A8 = Z;(swfk) /sfk) )/ n (33)

max
gdzie: sw®, zdefiniowany we wzorze (34):
sw® = AWg® (34)
jest wektorem sum cze$ciowych, a s® to wektor indywidualnych indekséw prefe-
rencji, wyznaczanych za pomocg wzoru (47).

Thomas Saaty (Saaty, 1990) opublikowal wartosci wspdtczynnikéw losowych
RI w zaleznoéci od liczby poréwnywanych obiektow (n).

Tab. 8. Indeksy losowe RI w zaleznosci od liczby poréwnywanych obiektéw/kryteriéw (n)

n| 1|2 |3|4|5]|6|7|8]|9|10|11]12]13]|14]15
RI| 0| 0 [052/089|1,11|1,25[1.35| 1,4 |1,45|1,49|1,51|1,54|1,56|1,57|1,58

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Trzaskalik, 2008.

W praktyce rzadko pordwnuje si¢ wiecej niz pietnascie obiektow. W przypadku,
gdyby zaszta potrzeba obliczenia RI dla wigkszej liczby (1 > 15), mozna skorzystac
z wielomianu aproksymujacego wartos¢ RI = 1,696494 - 0,90501/n — 13,48139/
n*+ 16,80601/n°. Jak zostalo to zilustrowane na rysunku 7, RI dla wigkszej liczby
obiektow (np. n = 100) nie przekracza wartosci 1,7.

2
1,69
L R )
1,5
1
0,5
0
At ~NOMOOANNOHASN~MNOMOVWOANMOOHASNM~MNOMOWOANMOOHES NSO
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sseseee Rlaproksymacja e R|

Rys. 7. Ilustracja aproksymacji Rl za pomoca wielomianu trzeciego stopnia

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W przypadku kryteriow, dla ktorych posiadamy oceny mierzalne dla po-
réwnywanych obiektow m®; i =1, .., N; k = 1, ..., K, np. odleglo$¢ w kilome-
trach, cena w ztotéwkach itd., oraz dla ktorych liczba obiektow jest duza, warto
zautomatyzowa¢ procedurg wyznaczania elementdw macierzy poréwnan para-
mi. Nalezy wtedy dla kazdego z kryteriéw wyznaczy¢ rozstep (réznice miedzy
m_ - warto$cig maksymalng miernika, i m_._ - minimalng warto$cig mierni-
ka wsréd badanych obiektéw) i podzieli¢ go na osiem réwnych czgsci, aby moc
przyporzadkowa¢ wyznaczonym progom, zaproponowang przez Saatyego, ska-
le rang 1-9. Odpowiada to podzialowi zakresu zmiennosci miernika na prze-
dzialy klasowe o réwnych rozpietosciach. Postepowanie zostato zilustrowane
na rysunku 8.

\J

1/8 x (m(x]:l)ax - ﬂ’l(j:l)m)

rozstep = m® —m®

min

Rys. 8. Podziat zakresu zmiennosci miernika na osiem przedziatéw klasowych

Zrédto: opracowanie wtasne.

Automatyczna procedura wyznaczania elementéw macierzy poréwnan para-
mi a¥ dla wybranego kryterium bedzie nastepujgca:

1) dla miernika m®, dla ktérego kryterium k ma kierunek preferencji min, na-
lezy pomnozy¢ wartosci m.® dla wszystkich obiektéw i przez (-1); w przy-
padku kierunku preferencji max wartosci m® pozostajg bez zmian;

2) dla kazdej pary obiektéw i i j nalezy obliczy¢ réznice:

r=m® - m® (35)

3) obiektowi i nalezy przyporzadkowa¢ range zgodnie z odpowiednimi prze-

dziatami dla |rl.](.k)| - wedlug tabeli 9; oznaczmy przez r® = m® - m® roz-
step miernika odpowiadajacego k-temu kryterium:
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Tab. 9. Automatyczne przypisanie rang

ranga |r(k) =|m® - mj(k)| (36)
1 (0; 1/8 x 1) (37)
2 (1/8 x r0; 2/8 1) (38)
3 (2/8 x r®; 3/8 x ) (39)
4 (3/8 x 70; 4/8 x 1) (40)
5 (418 x 19 ; 5/8 x 14 (41)
6 (5/8 x r®; 6/8 x rV) (42)
7 (6/8 x r®; 7/8 x 1) (43)
8 (718 x 7 5 10 (44)
9 ) (45)

Zrédto: opracowanie wtasne.

4) wyznaczy¢ elementy macierzy poréwnan parami:

(46)

*)
40 = ranga dla 1" 20
/ 1/ranga dla afjk) <0

Podobny sposob mozna réwniez zastosowaé dla konstrukcji macierzy A® po-
réwnan parami dla kryteriéw, przyjmujac za miernik 1, np. ocene scoringowg dla
kazdego kryterium k.

Krok 3. Wyznaczenie wektorow preferencji indywidualnych dla kazdej
utworzonej macierzy poréwnan parami

Dla kazdej z K + 1 utworzonych w poprzednim kroku macierzy poréwnan parami
AW nalezy ustali¢ wektor preferencji indywidualnych. W tym celu trzeba postepo-
waé wedlug nastepujacej procedury:

1)

2)

3)

nalezy unormowa¢ kolumnami elementy macierzy poréwnan parami
w _[ 0 . . . . .
A [ i ], tak aby otrzyma¢ unormowang macierz poréwnan parami

AR [z =) _ (k) *),
A [ J gdzie: a;” =a; /ZI 9

nalezy wyznaczy¢ 1ndyw1dualne indeksy preferencji s, czyli $rednig aryt-
metyczng elementéw a,* w kazdym z wierszy unormowanej macierzy A

(k) _ m—(k)
Si _Zi:1aﬁ /n (47)

ostatecznie powstaje wektor rankingu indywidualnego s [ (k)].
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Wartos¢ indeksu preferencji s ¥ wskazuje na pozycje obiektu i w rankingu
indywidualnym wedtug kryterium k. Warto$¢ ta jest tym wyzsza, im wyzsza jest
pozycja w rankingu przyporzadkowanego jej obiektu — wzgledem pozostatych
obiektow.

Ta sama sytuacja wystepuje w przypadku indeksu s, dla samych kryteriéw.
Wartos¢ indeksu wskazuje na miejsce danego kryterium w rankingu (warto$¢
danego kryterium wzgledem pozostatych jest tym wyzsza, im wyzsza jest jego
pozycja w rankingu).

Krok 4. Wyznaczenie rankingu wielokryterialnego dla rozwigzywanego
problemu

Ostatnim elementem post¢gpowania w metodzie AHP jest stworzenie rankingu
wielokryterialnego, co daje decydentowi rozwigzanie problemu. Aby tego doko-
na¢, nalezy obliczy¢ wektor wielokryterialnych indeksow preferencji P = [p,]. Po-
szczegdlne elementy wektora P wylicza si¢ ze wzoru:

K k
pi=2 xS (48)

Warto$¢ p, wskazuje na miejsce danego obiektu w rankingu wielokryterialnym.
Oznacza to, ze im wyzsza jest warto$¢ indeksu p, tym mocniejsza pozycja obiektu
i w rankingu.

Przyktad 2

Zatozmy, ze dla wyznaczonego za pomoca metody $rodka ciezkosci obszaru
wyszczegolniono cztery potencjalne lokalizacje w réznych obszarach admi-
nistracyjnych (gminy, powiaty, wojewodztwa). Korzystajac ze zrddel staty-
styki publicznej, zakupionych danych rynkowych oraz danych wewnetrznych
przedsiebiorstwa, skonstruowano tabele danych (zob. tabela 10). Dobér oraz
preferencje dla poszczegdlnych kryteriéw okreslono na podstawie wywiadu
z kierownictwem przedsigbiorstwa. Kryteria moga dotyczy¢ dostepnosci sity ro-
boczej i infrastruktury transportowej, przecigtnych wynagrodzen, cen gruntéow
i innych uznanych za istotne dla profilu prowadzonej dziatalnosci przez dane
przedsiebiorstwo elementow.

Tabela 10 zawiera dane w jednostkach rzeczywistych i jest punktem wyjscia do
obliczen w metodzie AHP. Zgodnie z przedstawionym tokiem postgpowania na-
lezy skonstruowa¢ macierze poréwnan parami dla obiektow i dla kryteriéw — zob.
tabela 11.

Macierze poréwnan parami zostaly uzyskane metoda automatyczng. Podob-
nie postgpiono w przykladzie z ocenami sily kryteriow. Nastepnym krokiem bylo
unormowanie macierzy poréwnan parami — zob. tabela 12.
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Tab. 10. Przyktad danych na potrzeby obliczen za pomocg metody AHP

Kryteria Kryt.1 | Kryt. 2 | Kryt. 3 | Kryt. 4 | Kryt. 5 | Kryt. 6 | Kryt. 7 | Kryt. 8

k k=1 k=2 | k=3 | k=4 | k=5 | k=6 | k=7 | k=8
Kierunek preferencji| max max max max max max min min
gf; E?yterium w, 8 ! 6 9 > 6 3 8
Obszar1m 4620 | 1565 | -0,26 | 28890 | 131 84 118 4043
Obszar2 m,% 5256 | 1972 0,08 | 20952 | 147,7 160 94 4131
Obszar3m,% 13947 | 2988 0,53 | 40892 | 292,8 171 232 5729
Obszar 4 m4(k) 10129 | 3758 0,37 | 34300 | 135,7 133 141 4114

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 11. Macierze poréwnan parami dla obiektéw wzgledem kryteriéow

Kryterium | Obszar | Obszar|Obszar | Obszar| | Kryterium |Obszar|Obszar |Obszar | Obszar
1AW 1 2 3 4 2A? 1 2 3 4
Obszar 1 1,00 1,00 0,11 0,20 Obszar 1 1,00 0,50 0,17 0,11
Obszar 2 1,00 | 1,00 | 0,13 | 0,20 Obszar 2 2,00 | 1,00 | 0,25 | 0,14
Obszar3 | 9,00 | 8,00 | 1,00 | 4,00 Obszar 3 6,00 | 4,00 | 1,00 | 0,33
Obszar 4 5,00 5,00 0,25 1,00 Obszar 4 9,00 7,00 3,00 1,00
Kryterium | Obszar | Obszar | Obszar | Obszar Kryterium | Obszar | Obszar | Obszar | Obszar
3A® 1 2 3 4 4 AW 1 2 3 4
Obszar 1 1,00 0,25 0,11 0,14 Obszar 1 1,00 | 4,00 0,20 0,33
Obszar 2 4,00 1,00 0,20 0,33 Obszar 2 0,25 1,00 0,11 0,17
Obszar 3 9,00 | 5,00 | 1,00 | 2,00 Obszar 3 5,00 | 9,00 | 1,00 | 3,00
Obszar 4 7,00 | 3,00 | 0,50 | 1,00 Obszar 4 3,00 | 6,00 | 0,33 | 1,00
Kryterium | Obszar | Obszar | Obszar | Obszar Kryterium | Obszar | Obszar | Obszar | Obszar
5A® 1 2 3 4 6A® 1 2 3 4
Obszar 1 1,00 1,00 0,11 1,00 Obszar 1 1,00 0,14 0,11 0,20
Obszar 2 1,00 | 1,00 | 0,13 | 1,00 Obszar2 7,00 | 1,00 | 0,50 | 3,00
Obszar 3 9,00 | 8,00 | 1,00 | 8,00 Obszar 3 9,00 | 2,00 | 1,00 | 4,00
Obszar 4 1,00 1,00 0,13 1,00 Obszar 4 5,00 0,33 0,25 1,00
Kryterium |Obszar | Obszar | Obszar | Obszar Kryterium |Obszar | Obszar | Obszar | Obszar
7AD 1 2 3 4 8A® 1 2 3 4
Obszar 1 1,00 0,50 7,00 2,00 Obszar 1 1,00 1,00 9,00 1,00
Obszar 2 2,00 | 1,00 | 9,00 | 3,00 Obszar2 1,00 | 1,00 | 8,00 | 1,00
Obszar 3 0,14 0,11 1,00 0,17 Obszar 3 0,11 0,13 1,00 0,13
Obszar 4 0,50 | 0,33 | 6,00 | 1,00 Obszar 4 1,00 | 1,00 | 8,00 | 1,00

Zrédto: opracowanie wtasne.



36

Problem lokalizacji centrow logistycznych

Tab. 12. Unormowane macierze poréwnan parami dla obiektéw wzgledem kryteriow

Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar
1A% 1 2 3 4 2 A? 1 2 3 4
Obszarl | 0,06 | 0,07 | 0,07 | 0,04 Obszarl | 0,06 | 0,04 | 0,04 | 0,07
Obszar 2 0,06 0,07 0,08 0,04 Obszar 2 0,11 0,08 0,06 0,09
Obszar3 | 0,56 | 0,53 | 0,67 | 0,74 Obszar3 | 0,33 | 0,32 | 0,23 | 0,21
Obszar 4 0,31 0,33 0,17 0,19 Obszar 4 0,50 0,56 0,68 0,63
Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar
3 A0 1 2 3 4 4 A¥ 1 2 3 4
Obszar 1 0,05 0,03 0,06 0,04 Obszar 1 0,11 0,20 0,12 0,07
Obszar 2 0,19 0,11 0,11 0,10 Obszar 2 0,03 0,05 0,07 0,04
Obszar 3 0,43 0,54 0,55 0,58 Obszar 3 0,54 0,45 0,61 0,67
Obszar4 | 0,33 | 0,32 | 0,28 | 0,29 Obszar4 | 0,32 | 0,30 | 0,20 | 0,22
Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar
5A% 1 2 3 4 6 A® 1 2 3 4
Obszar 1 0,08 0,09 0,08 0,09 Obszar 1 0,05 0,04 0,06 0,02
Obszar 2 0,08 0,09 0,09 0,09 Obszar 2 0,32 0,29 0,27 0,37
Obszar3 | 0,75 | 0,73 | 0,73 | 0,73 Obszar3 | 0,41 | 0,58 | 0,54 | 0,49
Obszar4 | 0,08 | 0,09 | 0,09 | 0,09 Obszar4 | 023 | 0,10 | 0,13 | 0,12
Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar Kryterium Obszar | Obszar | Obszar | Obszar
7AD 1 2 3 4 8 A® 1 2 3 4
Obszar 1 0,27 0,26 0,30 0,32 Obszar 1 0,32 0,32 0,35 0,32
Obszar 2 0,55 0,51 0,39 0,49 Obszar 2 0,32 0,32 0,31 0,32
Obszar3 | 0,04 | 0,06 | 0,04 | 0,03 Obszar3 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04
Obszar 4 0,14 0,17 0,26 0,16 Obszar 4 0,32 0,32 0,31 0,32

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nastepnie otrzymujemy tzw. indywidualne indeksy preferencji dla obiektéw
(obszarow) wzgledem poszczegdlnych kryteriow oraz indywidualne indeksy pre-
ferencji dla samych kryteriéw - zob. tabela 13.

Ostatecznie uzyskujemy ranking obiektéw, bedacy wskazéwka dla kierownic-
twa, ktdre z potencjalnych lokalizacji powinny by¢ rozpatrywane w pierwszej ko-
lejnosci — zob. tabela 14.




3. Rozwiazanie problemu lokalizacji na podstawie metod optymalizacji... 37

Tab. 13. Indywidualne indeksy preferencji dla poszczegdlnych obiektéw (obszaréw)

i samych kryteridéw

Kryteria Kryt.1 | Kryt. 2 | Kryt. 3 | Kryt. 4 | Kryt. 5 | Kryt. 6 | Kryt. 7 | Kryt. 8 CR
Indeksy s k=1 | k=2 | k=3 | k=4 | k=5 | k=6 | k=7 | k=8
Indeksy
preferencjidla| 0,19 | 0,11 | 0,07 | 0,31 | 0,04 | 0,07 | 002 | 0,19 [0,017
kryteriéw s,
dla obszaru 1

< 0,06 | 0,06 | 0,04 | 0,13 | 0,09 | 0,04 | 029 | 033

1
dla obszaru 2

W 0,06 | 0,08 | 0,13 | 0,05 | 0,09 | 031 | 049 | 0,32

2
dla obszaru 3

W 0,63 | 0,27 | 0552 | 057 | 0,73 | 0,50 | 0,04 | 0,04

3
dla obszaru 4

S 0,25 | 059 | 0,31 | 0,26 | 0,09 | 0,14 | 0,18 | 0,32

4

CR 0,0356 | 0,0248 | 0,0277 | 0,0468 | 0,0006 | 0,0380 | 0,0250 | 0,0006

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 14. Wielokryterialne indeksy preferencji dla poszczegdlnych obiektéw (obszardéw)

p,indeks wielokryteriowy

Miejsce w rankingu Obszar (wielokryterialny ranking poréwnywanych obiektéw)
1 Obszar 3 0,434
2 Obszar 4 0,294
3 Obszar 2 0,139
4 Obszar 1 0,133

Zrédto: opracowanie wtasne.






Rozdziat Il
Zagadnienie transportowe

Zagadnienie transportowe jest znanym problemem z zakresu metod badan ope-
racyjnych, o szerokich zastosowaniach. To problem optymalizacji sieciowej,
w ktérym jednorodne dobra s3 transportowane ze zbioru punktéw dostaw do
zbioru punktéw odbioru, przy okreslonych warunkach odnosnie wielkosci poda-
zy w punktach dostaw i popytu w punktach odbioru. Historycznie najstarszg pra-
cg dotyczaca tego zagadnienia okazuje si¢ publikacja Gasparda Mongea (Monge,
1781) omawiajaca przewoz ziemi. Problem sformutowany przez naukowca docze-
kal sie wielu analiz matematycznych (zob. Kantorovich, 1942). Problem trans-
portowy w jego klasycznej liniowej postaci zostal sformutowany przez Franka
Laurena Hitchcocka (Hitchcock, 1941), z kolei efektywne metody rozwiazywania
zagadnienia opracowal George Dantzig (Dantzig, 1951), a nast¢gpnie Abraham
Charnes, William Cooper i Alexander Henderson (Charnes, Cooper i Hender-
son, 1953). Procedura poszukiwania rozwigzania problemu transportowego prze-
biega w trzech fazach:

Faza 1: Sformulowanie modelu matematycznego problemu.

Faza 2: Poszukiwanie poczatkowego dopuszczalnego rozwigzania bazowego.

Faza 3: Optymalizacja.

Kryterium optymalizacji, w klasycznym sformutowaniu tego zagadnienia, jest
okreslone jako minimalizacja calkowitych kosztéw transportu. Moga one zosta¢
zastgpione przez taczny czas transportu lub taczng dtugos¢ tras. Rozwaza sig takze,
zwlaszcza w przypadku towardw, ktdrych trwalo$¢ jest bardzo krotka, kryterium
minimalizacji najdtuzszego z czaséw trwania dostaw. Informacja wej$ciowa musi
zatem dotyczy¢, obok wielkosci podazy i popytu, kosztow jednostkowych trans-
portu, ewentualnie: czaséw przewozu jednostki towaru na poszczegdlnych tra-
sach, odleglosci pomiedzy punktami dostaw i odbioru, czasu trwania przewozu
na poszczegdlnych trasach.

Zagadnienie transportowe zostalo uogoélnione m.in. na wypadek, kiedy jed-
nostkowe koszty transportu nie sg state. Problem nieliniowych kosztow trans-
portu, warunki optymalno$ci rozwigzania oraz algorytm poszukiwania rozwia-
zania optymalnego przedstawil C.M. Shetty (Shetty, 1959). Nieliniowe wersje
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zadania transportowego omawia z kolei Hansjoachim Walther (Walther, 1984).
W pracy pt. Badania Operacyjne pod red. Edmunda Ignasiaka (Ignasiak, 1996)
znajdziemy propozycje heurystycznego algorytmu dla wklestej funkcji kosztow.
Publikacja Marcina Anholzera (Anholzer, 2017) podaje przeglad proponowanych
w literaturze rozwigzan dla problemoéw z wypuktymi i wklestymi funkcjami kosz-
tow. Przedstawione zostaly tam réwniez rozszerzenia zadania transportowego,
w ktérych popyt odbiorcy jest zmienng losowa. W tym rozdziale zajmujemy sig¢
jedynie liniowym zagadnieniem transportowym.

1. Klasyczne zagadnienie transportowe (KZT)

Przez klasyczne zagadnienie transportowe rozumiemy problem znajdowania
najtanszego programu przewozowego jednorodnego dobra pomiedzy punktami
nadania (m - liczba dostawcdw) i punktami odbioru (n - liczba odbiorcéw).

Zmienne decyzyjne problemu to: x, i =1, ..., m; j = 1, ..., n — ilo$¢ towaru
dostarczana przez i-tego dostawce j-temu odbiorcy.

Oznaczenia:

« X= [xi,], i=1,...,mj=1,...,n - macierz przewozow;

e a= [al. , i=1, ..., m - wektor podazy;

e b= [bj], j=1,...,n — wektor popytu;

e C=[c],i=1,...,m;j=1,...,n — macierz jednostkowych kosztéw transportu.

y

Laczna podaz dostawcodw powinna by¢ nie mniejsza niz faczny popyt odbior-
cow. W przeciwnym razie zapotrzebowanie odbiorcéw nie moze zosta¢ zrealizo-
wane. Zatem wymaga sie, aby:

z:il a2 z; bj (49)

Jezeli warunek (49) jest spelniony jako réwno$¢, mamy do czynienia z za-
mknietym zagadnieniem transportowym (ZZT), a jesli jako nieréwnos¢ ostra
- otwartym zagadnieniem transportowym (OZT). W przypadku OZT czeé¢ to-
waru pozostanie u dostawcdw w magazynach - wtedy kryterium optymalizacji
moze uwzglednia¢, obok kosztéw transportu, dodatkowo koszty magazynowania.

Algorytm transportowy skonstruowany jest dla zamknietego zagadnie-
nia transportowego ZZT. Zagadnienie OZT sprowadza si¢ do zagadnienia ZZT
poprzez wprowadzenie dodatkowego fikcyjnego n + 1-ego odbiorcy. W macie-
rzy przewozow elementy n + 1-ej kolumny interpretowane sg jako ilo§¢ towaru,
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ktoéra pozostanie w magazynach u dostawcéw, nierozwieziona. Odpowiadajace
koszty jednostkowe w kolumnie 7 + 1-szej macierzy C, w przypadku, gdy decydenta
interesujg jedynie koszty transportu, przyjmuje sie rowne 0. Gdy funkcja kryterium
uwzglednia taczne koszty transportu i magazynowania, w n + 1-wszej kolumnie
macierzy C uwzglednia si¢ jednostkowe koszty magazynowania. W rozszerzonym

m n . 4
= E S a — E b, —Igcznailos¢ towaru,
i=1 1 j=1"1]

ktora pozostanie w przypadku niezbilansowania podazy i popytu w magazynach
u wszystkich dostawcow, jest rowna nadwyzce podazy nad popytem.

Inny problem rozwaza np. Stanistaw Krawczyk (Krawczyk, 2001). Chodzi
o modelowanie w sytuacji niedoboru. Laczna podaz produktéw nie pokrywa
wowczas catego zapotrzebowania. Nie jest mozliwa pelna realizacja popytu zgla-
szanego przez odbiorcéw. Zdajac sobie sprawe z konsekwencji niedoboru, mo-
zemy jedynie ,optymalnie” rozdysponowa¢ dostepny towar. Konstruujac model
dla takiego przypadku, wprowadzamy fikcyjnego m + 1-wszego dostawce. Podaz

fikcyjnego dostawcy przyjmujemy jako réwna a, ., = z; bj - Zlai. W ma-
cierzy przewozéw X reprezentowac go bedzie (m + 1)-wszy wiersz. W macierzy kosz-
tow C odpowiadajace fikcyjnym przewozom koszty transportu w wierszu m + 1 s3
réwne 0. ,,Przewozy’, ktore pojawiaja sie w rozwigzaniu w wierszu m + 1, mozna in-
terpretowac jako wielko$ci niezrealizowanego popytu u poszczegolnych odbiorcow.

Warto zwrdci¢ uwage, iz klasyczne zagadnienie transportowe moze réwniez stu-
zy¢ do modelowania zagadnien transportowo-produkcyjnych (por. Jedrzejczyk,
Kukuta, Skrzypek i Walkosz, 2016, s. 110-113). Wektor podazy b wyraza wowczas
zdolnosci produkcyjne producentéw traktowanych jednoczesnie jak dostawcow,
a elementy macierzy kosztéw jednostkowych C to taczne jednostkowe koszty pro-
dukgji i transportu. W takim przypadku, zazwyczaj, faczne zdolnosci produkeyjne
przewyzszaja laczny popyt — modelowane zagadnienie okazuje si¢ zagadnieniem
otwartym. W finalnej macierzy przewozow X elementy (n + 1)-wszej kolumny
mozna wowczas interpretowac jako zapasy magazynowe (zakladajac, ze nadwyz-
kowa produkcja bedzie uruchomiona) albo jako niewykorzystane zdolnosci pro-
dukeyjne - rozwigzanie optymalne postuzy wtedy dodatkowo do podjecia decyzji
o wykorzystaniu zdolnosci produkcyjnych przez poszczegdlnych producentow.

o n + 1-wszy element wektorze popytu b

n+l

1.1. Modelowanie i rozwigzanie klasycznego problemu
transportowego

W dalszym ciagu bedziemy zaklada¢, ze problem zostal sprowadzony do za-
mknietego zagadnienia transportowego, tzn. zachodzi:

z:il a; = Z;‘lzl bj (50)
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Odpowiadajacy model matematyczny jest nastepujacy:

minK(X) = ZZIijlcijxij (51)
z;xij =a,, i=1, .., m warunki dla dostawcow (52)
ZZI x; =b;, j=1,..,n warunkidla odbiorcéw (53)
xUZO, i=1,..,m; j=1,..,n warunki brzegowe (54)

Przytoczymy za Saulem I. Gassem (Gass, 1976) wazne twierdzenia zwigzane
z klasycznym zagadnieniem transportowym, stanowiace podstawe tzw. klasycz-
nego algorytmu transportowego, bedacego modyfikacja metody simplex.
o Twierdzenie 1. Zagadnienie transportowe (51)-(54) ma rozwigzanie do-
puszczalne.
o Twierdzenie 2. Istnieje rozwigzanie zadania (51)-(54) skladajace si¢ z co
najwyzej m + n - 1 dodatnich x, (rozwigzanie bazowe).
« Twierdzenie 3. Jezeli a, i b, s3 nieujemnymi liczbami catkowitymi, to kazde
bazowe rozwigzanie dopuszczalne przyjmuje wartosci catkowite.
o Twierdzenie 4. Skoniczone minimalne rozwigzanie dopuszczalne zadania
(51)-(54) zawsze istnieje.
Klasyczny algorytm transportowy omdéwimy, wykorzystujac problem przedsta-
wiony w przykladzie pierwszym niniejszego rozdziatu.

Przyktad 1

Firma dostarcza farmaceutyk produkowany w trzech fabrykach do czterech cen-
trow dystrybucyjnych. Celem jest opracowanie planu przewozdéw, ktory charak-
teryzowalby si¢ mozliwie najmniejszym calkowitym kosztem transportu. Dane
niezbedne do konstrukeji modelu - podaz towaru w opakowaniach zbiorczych
w fabrykach, popyt zgtaszany przez centra dystrybucyjne oraz jednostkowe kosz-
ty transportu w ztotéwkach - przedstawione zostaly w tabeli 15.

Zalozenia zadania:

« jednostkowe koszty transportu sg znane i stale,

o przewozy odbywaja sie w tym samym czasie,

« rozwazane sg jedynie przewozy z fabryk do centréw dystrybucyjnych,

o laczny popyt jest rowny tacznej podazy towaru - zadanie transportowe jest

zamkniete.

Przystepujemy do rozwigzania. Faza pierwsza obejmuje konstrukcje modelu
matematycznego:

« wektor podazy a=[1200 1000 800]%

» wektor popytub =[1000 500 750 750]%,
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35 30 40 32

« macierz jednostkowych kosztow transportu C=|37 40 42 25|.
40 15 20 38

Tab. 15. Dane wejsciowe do przyktadu 1

o1 02 03 04 q,
D1 35 30 40 32 1200
D2 37 40 42 25 1000
D3 40 15 20 38 800
b, 1000 500 750 750

Zrédto: opracowanie wtasne.

Problem z przykladu pierwszego mozna zilustrowa¢ jako problem sieciowy,
w postaci grafu wezlow i tukow, jak na rysunku 9.

Punkty
Punkty Odbioru — POPYT

Nadania — PODAZ

b,=1000
a,=1200

b,=500
a,=1000

b;=750
;=800

b,=750

Rys. 9. Przyktad 1 w postaci grafu powiazan

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Zagadnienie transportowe z przyktadu pierwszego przedstawia nastepujacy
model PL:

Funkcja kryterium — minimalizacja catkowitych kosztéw transportu
min K(X) = 35x,, + 30x , + 40x,, + 32x,, +
+37x, +40x,, + 42x , + 25x , +
+40x, + 15x,, + 20x,, + 38x,,

Ograniczenia podazowe

X, tx,+x,+x, =1200
X, X, X, +X, = 1000

X, +x,+x,+x, =800

Ograniczenia popytowe

X, +t X, + X, = 1000

X,+ Xx,+ X, =500

X,+t Xt X, =750

X, t x,+ X, =750

x.20,i=1,2,3;7j=1,2,3,4
ij

1.2. Wybrane metody konstrukcji poczatkowego dopuszczalnego
rozwigzania bazowego

Faza druga rozwigzania obejmuje konstrukcje poczatkowego dopuszczalnego
rozwigzania bazowego. Nalezy zwroci¢ uwage, ze macierz bazy zbilansowane-
go zadania transportowego jest macierza m + n - 1 liniowo niezaleznych wekto-
réw. Liczba wektoréw bazowych jest o 1 mniejsza od liczby ograniczen zadania
transportowego, ktérych mamy m + n (liczba dostawcéw plus liczba odbiorcow).
Wynika to z warunku bilansowego - suma ograniczen podazowych jest réwna su-
mie ograniczen popytowych. Wystepowanie liniowej zalezno$ci w ukladzie ogra-
niczen powoduje, ze liczba liniowo niezaleznych ograniczen zadania, okreslajaca
wymiar bazy, zmniejsza si¢ o 1. Praktyczna konsekwencja tego faktu jest to, ze
w macierzy przewozéw X o wymiarach m x n wystepuje co najwyzej m + n - 1
tras, na ktérych w rozwigzaniu bazowym pojawiaja si¢ przewozy towarow'.
Czasem, w przypadku wyczerpania zaréwno podazy, jak i popytu, wybiera-
na jest trasa w kierunku potudniowo-wschodnim — mamy wéwczas do czynienia
z tzw. degeneracja rozwigzania. Oznacza ona, ze liczba tras, na ktérych pojawia
sie przewozy towaréw, bedzie mniejsza niz m + n — 1. llo§¢ zmiennych bazowych
musi by¢ réwna m + n - 1, aby mozna byto przej$¢ do fazy trzeciej - optymalizaciji.
O sposobach radzenia sobie z przypadkami degeneracji pisze np. Tadeusz Trza-

1 Rozwiazanie dopuszczalne, w ktérym tras z dodatnimi przewozami jest wiecej nizm +n -1,
jest rozwigzaniem niebazowym.
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skalik (Trzaskalik, 2008). Proponujemy wtedy przyjaé, ze na wybranej trasie, na
wschdd albo na potudnie, pojawi si¢ przewoz, ale bedzie on, oczywiscie, zerowy
- odpowiadajaca zmienna bazowa przyjmie wartos¢ 0. Trasy, na ktérych pojawia-
ja sie przewozy, to tzw. trasy bazowe. Wielkosci przewozéw na nich nazywane
sg z kolei warto§ciami zmiennych bazowych.

Kroki wymagane dla znalezienia poczatkowego dopuszczalnego rozwigzania
bazowego mozna stresci¢ w kilku punktach (por. Jensen i Bard, 2003, s. 190-191).
Zakladamy, ze zadanie jest zbilansowane (zamkniete); algorytm bazuje na idei
wykreslania wierszy i kolumn az do wyczerpania podazy popytu.

Krok 1. Inicjalizacyjny

Konstruujemy tabele zawierajacag wszystkie parametry zadania — w przykladzie
pierwszym jest to tabela 15. Poniewaz bedziemy réwniez chcieli w niej pokazy-
wac wielkosci przewozow na trasach, wyglad jej nieco modyfikujemy, wpisujac
informacje o jednostkowych kosztach przewozu na kazdej z tras w lewym gérnym
rogu komorki odpowiadajacej trasie.

Krok 2. Iteracyjny

Wykorzystujac okreslone kryterium, wybieramy komorke (trasg) jeszcze niewy-
kreslona. Uznajemy ja za tras¢ bazowa. Wprowadzamy na nig wielko$¢ przewozu
- réwna minimum z pozostalej w danym wierszu podazy i pozostalego w danej
kolumnie popytu. Nastepnie redukujemy pozostala w wierszu niewyczerpana
jeszcze podaz i pozostaly w kolumnie niezrealizowany popyt o przydzielong na
trase wielko$¢ przewozu. Wykreslamy kolumny lub wiersze, w ktérych podaz
badz popyt zostal zredukowany do 0. W sytuacji, gdy jednoczesnie nalezy wykre-
$li¢ wiersz i kolumne, mamy do czynienia z degeneracja rozwigzania bazowego.

Krok 3. Reguta stopu

Jezeli tylko jeden wiersz (badz kolumna) pozostanie niewykreslony (niewykreslo-
na), przydzielamy na trasach w tym wierszu (lub kolumnie) pozostale wielkos$ci
podazy lub popytu. Gdy zostanie wiecej niz jeden niewykreslony wiersz badz ko-
lumna, wracamy do kroku drugiego.

W kroku iteracyjnym istnieje wiele mozliwosci dokonania wyboru trasy ba-
zowej. Roznig si¢ one naktadem pracy niezbednym do wykonania obliczen oraz
jakoscig otrzymanego rozwiazania bazowego. Ogdélnie metody wymagajace wigk-
szego nakladu pracy obliczeniowej przy konstrukeji startowego rozwigzania ba-
zowego dajg rozwigzania blizsze optymalnym, w sensie wartosci funkcji kosztow
iliczby iteracji zmodyfikowanej metody simplex — niezbednych do uzyskania roz-
wigzania optymalnego. Przedstawimy kro6tko trzy z nich:

« metode kata poinocno-zachodniego,
« metode minimalnego elementu macierzy kosztow,
 metode aproksymacyjna Vogela (VAM).
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Przyjmiemy nastepujaca konwencje prezentacji rozwigzan: w lewym gérnym
rogu kazdej komorki bedziemy zapisywa¢ wartos¢ jednostkowego kosztu trans-
portu odpowiadajacego trasie przewozu. We wnetrzu komorki pokazana zostanie
wytluszczonym drukiem wielkos¢ przewozu na trasie.

1.2.1. Metoda kata potnocno-zachodniego

Znajdujaca sie w lewym goérnym rogu komorka tabeli przewozéw nazywana jest ko-
morka kata pétnocno-zachodniego. Odpowiada ona zmienne;j x,,. To ja wybieramy
jako trase bazowa w pierwszym kroku iteracyjnym. Nastepnie wyznaczamy mini-
mum z warto$ci podazy i popytu. W przykladzie pierwszym niniejszego rozdzialu
min{1200; 1000} = 1000. Przydzielamy x , = 1000. Oznacza to, ze popyt odbiorcy O1
zostanie zrealizowany w calosci (wykreslamy komorki w kolumnie pierwszej), nato-
miast podaz dostawcy D1 nalezy zredukowac o 1000 — niewyczerpana podaz dostaw-
cy D2 wyniesie 200. Rozdysponowujemy dalej pozostala wielkos¢ podazy dostawcy
D1, posuwajac sie na wschod (albo potudnie - w zaleznosci od tego, czy wezesniej
wyczerpie si¢ popyt, czy podaz). W kolumnie drugiej min{200; 500} = 200, co ozna-
cza, ze mozemy przydzieli¢ pozostala u dostawcy D1 podaz odbiorcy drugiemu:
x,, = 200 (zmienna bazowa). Podaz dostawcy D1 zostala wyczerpana — wykreslamy
pozostale w wierszu pierwszym komorki. Popyt odbiorcy O2 redukujemy do 300
jednostek. W nastepnym kroku iteracyjnym przesuwamy si¢ w macierzy przewozow
na potudnie. Dla trasy (2,2) min{1000; 300} = 300. Zatem mozemy przydzieli¢ x ,
= 300. W dalszym ciggu wykreslamy pozostalg tras¢ w drugiej kolumnie i reduku-
jemy podaz D2 do 700 jednostek. W kolejnej iteracji, przesuwajac sie na wschod,
poniewaz min{700; 750} = 700, przydzielamy x,, = 700 i wykreslamy pozostate tra-
sy w wierszu drugim. Kolejna iteracja polega na przydzieleniu pozostalej wartosci
niezrealizowanego popytu O3 na trase (3,3), x,, = 50, oraz wykreSleniu trasy w ko-
lumnie trzeciej. W kroku konicowym przydzielamy x,, = 750. Wynik zastosowanej
metody kata pétnocno-zachodniego przedstawia tabela 16.

Tab. 16. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 1 uzyskane metoda kata
potnocno-zachodniego

01 02 03 04 a,
T 30 | | 40 | 3 | 1200
1000 200
N 40| | 2 | B 1000
300 700
s |2 | 15 | 20 38 500
50 750
bj 1000 500 750 750
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Zwré¢my uwage, ze uzyskano dokladnie m + n — 1 = 6 tras bazowych. Startowe ba-
zowe rozwigzanie dopuszczalne jest niezdegenerowane. Odpowiadajacy mu taczny
koszt transportu wynosi 111 900 zfotych.

Metoda kata polnocno-zachodniego jest najprostsza z metod uzyskiwania
wstepnego bazowego rozwigzania dopuszczalnego — nie bierze pod uwage warto-
$ci elementow macierzy kosztow C.

1.2.2. Metoda minimalnego elementu macierzy kosztow

W kroku inicjalizacyjnym w macierzy kosztéw jednostkowych C znajdujemy
najmniejszy element. W przykladzie pierwszym jest to element c,, = 15. Od-
powiada on zmiennej x,,. Te trase wybieramy jako trase bazowg w pierwszym
kroku iteracyjnym. Wyznaczamy minimum z warto$ci podazy i popytu odpo-
wiadajgcych tej trasie - min{800; 500} = 500 i przydzielamy x,, = 500. Popyt
odbiorcy O2 zostanie juz wowczas zrealizowany w calosci (wykreslamy ko-
moérki w kolumnie drugiej), a podaz dostawcy D3 redukujemy o 500 (pozo-
stanie 300 jednostek). W nastepnym kroku iteracyjnym przegladamy koszty
w pozostalych kolumnach (pierwszej, trzeciej i czwartej) w poszukiwaniu trasy
o najmniejszym koszcie jednostkowym. Znajdujemy element c,, = 20. Odpo-
wiada mu zmienna x,, (zmienna bazowa w drugim kroku iteracyjnym). Wyzna-
czamy minimum ze zaktualizowanych wartosci podazy i popytu odpowiadaja-
cych tej trasie — min{300; 750} = 300 i ustalamy x,, = 300. Podaz dostawcy D3
zostala wyczerpana — wykres§lamy trzeci wiersz w macierzy przewozdéw. Redu-
kujemy o 300 popyt odbiorcy O3. W trzecim kroku iteracyjnym przegladamy
koszty w pozostatych kolumnach (pierwszej, trzeciej i czwartej) oraz wierszach
(pierwszym i drugim) w poszukiwaniu trasy o najmniejszym koszcie jednostko-
wym. Znajdujemy element c,, = 25. Odpowiada mu zmienna x,, (zmienna bazo-
wa w drugim kroku iteracyjnym). Wyznaczamy minimum ze zaktualizowanych
warto$ci podazy i popytu odpowiadajacych tej trasie — min{1000; 750} = 750
i ustalamy x_; = 750. Popyt odbiorcy O4 zostal w ten sposob zrealizowany — wy-
kreslamy kolumne czwarta w macierzy przewozéw. Podaz dostawcy D2 redu-
kujemy o 750 jednostek — do 250. Nastepnie przegladamy koszty w pozostatych
niewykreslonych kolumnach (pierwszej i trzeciej) oraz wierszach (pierwszym
i drugim). Najmniejsza warto$¢ ma element ¢,, = 35. Wyznaczamy minimum
ze zaktualizowanych wartosci podazy i popytu odpowiadajacych tej trasie
- min{1200; 1000} = 1000 i ustalamy x, = 1000 (trasa bazowa). Popyt odbiorcy
O1 zostatl zrealizowany, wiec wykres§lamy kolumne pierwsza. Dostawcy D1 po-
zostanie jeszcze 200 jednostek towaru. W kroku koncowym w jedynej niewy-
kreslonej kolumnie trzeciej przydzielamy x,, = 200 oraz x,, = 250 (trasy bazowe).
Uzyskano doktadnie sze$¢ tras bazowych. Otrzymanemu wstepnemu rozwigza-
niu bazowemu odpowiada tgczny koszt transportu w wysokosci 85 750 ztotych
- zob. tabela 17.



48 Zagadnienie transportowe

Tab. 17. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 1 uzyskane metoda mini-
malnego elementu macierzy kosztéw

01 02 03 04 q

. | 30 | 40 32 1200
1000 200

L | 50 | 42 25 1000

250 750
s | | 15 | 20 38 400
500 300
b 1000 500 750 750

Zrédto: opracowanie wtasne.

W przypadku, gdy w kroku iteracyjnym wybdr najmniejszego elementu macie-
rzy kosztow nie jest jednoznaczny, nalezy kierowac sie zasadg nizszego numeru
wiersza — a w razie potrzeby takze nizszego numeru kolumny.

1.2.3. Metoda aproksymacyjna Vogela (VAM)

Metoda aproksymacyjna Vogela, znana jako VAM (Reinfeld i Vogel, 1958), oparta
jest na koncepcji kary. Przez kare rozumie si¢ réznice pomiedzy najmniejszym
a drugim (w kolejnosci rosnacej) jednostkowym kosztem przewozu, wyznaczong
zaréwno dla wierszy macierzy kosztow, jak i jej kolumn. Wybor tras bazowych
nastepuje w kolejnosci wskazanej przez wielkosci kar, rozpoczynajac od wiersza
badz kolumny, dla ktérych kara jest najwyzsza. Trasa/zmienna bazowa w danej
iteracji odpowiada najmniejszemu kosztowi we wskazanym wierszu/kolumnie.
Zakladamy, Ze zadanie transportowe jest zbilansowane.
W kazdym kroku iteracyjnym metody VAM wykonuje sie nastepujace obliczenia:
1) Dlakazdego wiersza i kazdej kolumny macierzy kosztéw C znajdz wielkos¢ kary,
odejmujac najmniejszy element od nastgpnego w kolejnosci. Oznaczmy
kary dla wierszy przez: r,i= 1, .., m oraz kary dla kolumn przez: d, j = 1, ..., .
2) Dokonaj wyboru wiersza lub kolumny, dla ktérych wielkos¢ kary jest naj-
wigksza. Oznaczmy maksymalne wielkosci kar dla wierszy i kolumn przez:
7, = max {r}orazd = mjax {dj}.

» jezeli zachodzi r, > d, to zmienng bazowa w tej iteracji bedzie zmienna/
trasa x,,, gdzie indeks h odpowiada minimalnemu elementowi w k-tym
wierszu macierzy kosztow: €y = min ij;

J
» jezeli zachodzi r, < d, to zmienng bazowa w tej iteracji bedzie zmienna/
trasa x, , gdzie indeks h odpowiada minimalnemu elementowi w [-tej ko-
lumnie macierzy kosztéw: ¢, = min c,.
1



1. Klasyczne zagadnienie transportowe (KZT) 49

W przypadku niejednoznacznosci bierze si¢ dodatkowo pod uwage np.
wielko$¢ kosztu jednostkowego odpowiadajacego trasie o najmniejszym
koszcie w wierszu/kolumnie.

3) Przydziel najwigkszy dopuszczalny przewdz na tras¢ w wybranym wierszu/

kolumnie o najmniejszym koszcie jednostkowym.
4) Dokonaj odpowiedniej korekty podazy i popytu. Wykresl wiersze lub ko-
lumny, dla ktérych podaz zostata wyczerpana lub popyt zrealizowany.

Kroki iteracyjne s3 powtarzane sukcesywnie do momentu zadzialania reguty
stopu. Wstepne rozwiazanie bazowe, uzyskane za pomocg metody VAM, ma bar-
dzo dobre wlasnosci i, jezeli nie jest rozwigzaniem optymalnym problemu, to dla
niezbyt duzych zagadnien transportowych okazuje si¢ bardzo bliskie optimum
(zob. Taha, 1992; Shore, 1970).

Przedstawimy, w jaki sposob przebiega krok iteracyjny metody VAM w przy-
kladzie pierwszym niniejszego rozdzialu. Wyznaczamy kary dla wierszy i ko-
lumn, jak pokazano w tabeli 18 (kara pierwsza dla wierszy i kara pierwsza
dla kolumn). Maksymalna kara to 20 i wskazuje kolumne odpowiadajaca O3.
Dokonujemy wyboru trasy bazowej x,, i przydzielamy na te trase maksymalng
dopuszczalng wielko$¢ przewozu: x,, = 750. Popyt odbiorcy O3 zostat zrealizo-
wany w calosci — wykres§lamy kolumne trzecig i korygujemy podaz dostawcy
D3 do poziomu 800 - 750 = 50. Poniewaz skreglilismy kolumne trzecia, nalezy
przeliczy¢ kary dla wierszy (kara druga dla wierszy w tabeli 18). Najwyzsza kara
wynosi 23 i odpowiada wierszowi trzeciemu. Dokonujemy wyboru trasy bazo-
wej x,, i przydzielamy na nig maksymalng dopuszczalng wielkos¢ przewozu:
x,, = 50. Podaz dostawcy D3 zostata rozdysponowana w cato$ci — wykreslamy
wiersz trzeci oraz korygujemy popyt odbiorcy O2 do poziomu 500 - 50 = 450.
Poniewaz skredlilismy wiersz trzeci, nalezy przeliczy¢ kary dla kolumn - z wy-
jatkiem skreslonej wcze$niej kolumny trzeciej. Najwyzsza kara (nie uwzgled-
niajac skreslonych wierszy i kolumn) wynosi 12 i odpowiada wierszowi drugie-
mu. Dokonujemy wyboru trasy bazowej x,, i przydzielamy na nig maksymalng
dopuszczalng wielko$¢ przewozu: x,, = 750. Taki przydzial realizuje w calosci
zapotrzebowanie odbiorcy O4, a dostawcy D2 pozostanie 250 jednostek towa-
ru. Wykreslamy kolumne czwarta. Pozostaly niewykreslone kolumny pierwsza
idruga oraz wiersze pierwszy i drugi. Przeliczamy kary dla wierszy (kara trzecia
dla wierszy). Maksymalna kara wynosi 10 (kara druga dla kolumn) i odpowiada
kolumnie drugiej. Dokonujemy wyboru trasy bazowej x,, i przydzielamy na te
trase maksymalng dopuszczalng wielko$¢ przewozu: x,, = 450. Kolumna druga
zostaje wykre§lona. W pozostalej, jedynej niewykreslonej kolumnie pierwszej
przydzielamy zredukowang wielko$¢ podazy dostawcy D1 w wysokosci 750 na
trase (1,1), czyli x,, = 750, oraz zredukowang wielko$¢ podazy dostawcy D2
na trase (2,1), czyli x,, = 250.
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Tab. 18. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 1 uzyskane metoda VAM

Karal | Kara2 | Kara3
01 02 03 04 a dla dla dla
wierszy | wierszy | wierszy

D1 35 30 40 32 1200 32-30 32-30 35-30
750 450 =2 =2 =5
D2 37 40 42 25 1000 37-25 37-25 40-37
250 750 =12 =12 =3
D3 40 15 20 38 300 20_—15 3_8—15
50 750 =5 =23
bj 1000 500 750 750
Kara 1 37-35 30-15 40-20 32-25
dla kolumn =2 =5 =20 =
Kara 2 37-35 40-30 42-40 32-25
dla kolumn =2 =10 =2 =7

Zrédto: opracowanie wtasne.

Uzyskanemu za pomocg VAM bazowemu rozwigzaniu wstepnemu odpowiada
taczny koszt transportu w wysokosci 83 500 ztotych.

1.3. Optymalizacja problemu transportowego - zmodyfikowana
metoda przydziatow (MODI)>

Zadanie dualne do zadania (50)-(53) jest postaci:

m n
maxz=Zaiui +ijvj (55)

i=1 j=1
u+v.<c. (56)

gdzie: u, vei=1, .., m;j =1, .., n — to zmienne rzeczywiste.

Zmienne u, i = 1, .., m s3 zmiennymi dualnymi zwigzanymi z ograniczeniami
podazowymi, za$ zmienne v, j = 1, ..., n to zmienne dualne powigzane z ogranicze-
niami popytowymi zadania (51)-(54). Komplementarne warunki swobody, wynika-
jace z twierdzenia o komplementarnosci Dantziga-Ordena (Dantzig i Orden, 1953),
w przypadku dualnych wzajemnie modeli (51)-(54) oraz (55)-(56) mozna zapisac jako:

(cl.j - (u, + vj))xﬁ =0, i=1,..mj=1,.,n (57)

2 Metoda znana jest takze w literaturze polskiej jako metoda potencjatéw (por. Kalichman,
1971; Rogalska, 1998; Sikora, 2008).
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Warunki (57) oznaczaja, Ze:
« jezelix, > 0, a wigc zmienna x, jest zmienng bazows, to musi zachodzic:

u,+v,=c, dla (i) odpowiadajgcych trasom bazowym (58)

o jezeli natomiast zachodzi:
u+v.<c, (59)
i

oznacza to, ze X, = 0.

Wartosci m + n zmiennych dualnych odpowiadajacych rozwigzaniu bazowemu
wyznacza si¢ poprzez rozwigzanie réwnania (58), sformutowanego dla wszystkich
m + n - 1 tras/zmiennych bazowych, przyjmujac dowolng wartos¢ dla jednej ze
zmiennych dualnych (najczesciej przyjmuje sie u, = 0).

Dysponujac wstepnym rozwigzaniem bazowym, przechodzimy nastepnie do
fazy optymalizacyjnej algorytmu. Nalezy sprawdzi¢, czy uzyskane dopuszczalne
rozwigzanie bazowe jest optymalne, tzn. czy odpowiada mu minimalna mozliwa
warto$¢ tacznych kosztéw transportu. Sprawdzenie polega na:

 wyznaczeniu wartosci zmiennych dualnych odpowiadajacych rozwiazaniu

bazowemu: u, i =1, .., m; v, j=1, ..., ;

 wyznaczeniu dla tras niebazowych wartosci wskaznikéw optymalnosci we-

dlug wzoru:

Aij =c;- (u, + vj) (60)

Rozwigzanie bazowe okazuje si¢ optymalne, jezeli dla wszystkich tras nieba-
zowych A, > 0. Gdy dla wszystkich tras niebazowych wartosci wskaznikéw sg
wieksze od 0, oznacza to, Ze wskazane rozwiazanie jest optymalne i jednoznacz-
ne. Jesli za$ dla wszystkich tras niebazowych wartosci wskaznikdw sa nieujemne
oraz dla trasy niebazowej pojawi si¢ A, = 0, to uzyskane rozwigzanie staje si¢
jednoczesnie optymalne i niejednoznaczne (istnieje inne rozwigzanie bazowe,
ktéremu odpowiada taka sama wartos¢ funkcji kryterium - minimalnych kosz-
tow transportu).

Kiedy przynajmniej jeden ze wskaznikow optymalnosci A, jest mniejszy od 0, to
rozwigzanie nie jest optymalne — mozna znalez¢ rozwigzanie bazowe, ktéremu od-
powiadaja mniejsze koszty transportu. Warto$¢ ujemnego wskaznika optymalno-
$ci pokazuje, jak zmieni si¢ funkcja kosztow, jesli dokonamy takiej zmiany alokacji
towardw na trasach, ze na wybranej trasie niebazowej pojawi si¢ jednostka towaru.

1) Analizujac wartosci ujemnych wskaznikéw optymalnosci, dokonujemy

wyboru trasy niebazowej, na ktora najbardziej optaca si¢ dokona¢ alokacji
towarow (odpowiada jej najwiekszy, co do modulu, ujemny wskaznik opty-
malnosci). Trase t¢ nazywamy trasa centralng i oznaczamy znakiem ,,+”.
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2) Nastepnie projektujemy odpowiednie zmiany na trasach bazowych, tzw.
cykl, w taki sposdb, aby nie zaktoci¢ bilansu podazy i popytu, a nowe rozwia-
zanie bazowe bylo dopuszczalne®. Wybrane trasy bazowe zaznaczamy w ma-
cierzy przewozow znakami ,,—” i ,+”. Dokonujemy konsekwentnie ,,przesu-
niecia” towardéw wzdluz wskazanej $ciezki, zgodnie z projektem. Najwieksza
ilos¢ towardw, jakie mozemy przesuna¢ wzdiuz wyznaczonej $ciezki (dajaca
najwiekszy mozliwy spadek wartosci funkeji kryterium), jest réwna mini-
mum z liczby wystepujacych na trasach znakéw ,,—” (aby nie uzyskac niedo-
puszczalnej ujemnej wartosci). Zmiane wartosci funkgji kryterium mozna
przewidzie¢, mnozac warto$¢ wskaznika optymalnosci przez wyznaczong
liczbe ,,przesuwanych” towarow.

3) Po uzyskaniu nowego rozwigzania bazowego nalezy sprawdzi¢ jego opty-
malnos¢, wyznaczajac nowe wartosci zmiennych dualnych oraz wskaznikow
optymalnosci i, ewentualnie, dokona¢ dalszych poprawek rozwigzania.

Przy przedstawianiu wynikéw analizy optymalnosci rozwigzania przyjmujemy
konwencje¢ uzupelnienia tabeli przewozéw o wartosci zmiennych dualnych odpo-
wiadajacych ograniczeniom podazowym i popytowym (wprowadzamy dodatko-
wa kolumne u, i dodatkowy wiersz v)) oraz o wartosci wskaznikéw optymalnosci
A, dla tras niebazowych — pojawiajg si¢ w prawym dolnym rogu komorki tabeli
odpowiadajacej trasie (i,j) i zapisane zostaly kursywa.

Zaprezentujemy dziatanie algorytmu MODI, przyjmujac jako wstepne roz-
wigzanie dopuszczalne to uzyskane metoda minimalnego elementu w macierzy
kosztow, przedstawione w tabeli 17. Wyznaczmy wartosci zmiennych dualnych
dla przedstawionego rozwigzania bazowego. Wyniki obliczen zaprezentowano
w tabeli 19. Przyjmujac u, = 0, postepujemy dalej, rozwigzujgc uktad réwnan
(57) w sposob rekurencyjny. Otrzymujemy v, = 35 oraz v, = 40. Nastepnie
u,=2orazv,=23. W dalszej kolejnosci: u, = -20 oraz v,= 35. Wskazniki opty-
malnosci dla tras niebazowych przedstawiamy w tabeli 19 w prawym dolnym
narozniku odpowiedniej komoérki. Rozwigzanie bazowe nie jest optymalne
- dla trasy niebazowej (1,2) wskaznik A, =-5. Oznacza to, Ze mozna dokonaé
poprawy rozwigzania bazowego, ,,przesuwajac” towar na tras¢ (1,2) —wybiera-
my ja jako tras¢ centralng. Projektujemy cykl przesuniec rozpoczynajacy si¢ od
tej trasy — dalej cykl uwzglednia trasy bazowe (1,3)>(3,3)>(3,2). W tym cyklu
mozemy dokona¢ przesuniecia maksymalnie min{200; 500} = 200 jednostek
towaru, osiagajac spadek kosztéw AK = (-5) - 200 = -1000 [ztotych] - w po-
réwnaniu z rozwigzaniem wyjsciowym (czyli faczne koszty transportu wyno-
sza 84 750 zlotych). Nowe rozwigzanie bazowe i jego analize przedstawiamy
w tabeli 20.

3 Cykl rozpoczynajacy sie od dowolnej trasy niebazowej i przechodzacy nastepnie jedynie
przez trasy bazowe jest wyznaczany w sposob jednoznaczny - da sie zaprojektowac tylko je-
den cykl spetniajacy te warunki.
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Tab. 19. Analiza optymalnosci bazowego rozwiazania dopuszczalnego z tab. 17

01 02 03 04 a, u,
35 | 30 | 40 | 32 | 0
D1 1200
1000 + -5 - 200 9
37 | 20 | 2 | 25 | 2
D2 1000
0 3 250 750
20 | 15 | 20 | 38 | ~20
D3 800
25 - 500 + 300 35
b]. 1000 500 750 750
v, 35 35 40 23
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tab. 20. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwigzania bazowego z tab. 19
01 02 03 04 a, u,
35 | 30 | 40 | 32 |
D1 1200 0
- 1000 + 200 5 17
37 | 40 | 42 | 25 |
D2 1000 7
+ -5 3 - 250 750
20 | 15 | 20 | 38 |
D3 800 -15
20 - 300 + 500 35
b, 1000 500 750 750
v, 35 30 35 18

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozwigzanie bazowe przedstawione w tabeli 20 réwniez nie jest optymalne.
W nastepnym kroku wybieramy - jako trase centralng - trase (2,1). Trasy ba-
zowe uczestniczace w cyklu to, kolejno: (2,3)>(3,3)>(3,2)>(1,2)>(1,1). W tym
cyklu mozemy dokona¢ przesunigcia maksymalnie min{250; 300; 1000} = 250
jednostek towaru, osiagajac spadek kosztéw AK = (-5) - 250 = -1250 [zlotych]
w poréwnaniu z rozwigzaniem bazowym z tabeli 20 (czyli taczne koszty trans-
portu wynosza 83 500 zlotych). Nowe skorygowane rozwiazanie bazowe i jego
analize przedstawiamy w tabeli 21. Jest to rozwiazanie optymalne i jednoznaczne
— wszystkie wskazniki optymalnosci dla tras niebazowych sg dodatnie. Zwré¢my
uwage, ze zostalo ono uzyskane metoda VAM juz jako wstepne dopuszczalne roz-

wigzanie bazowe.
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Tab. 21. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwigzania bazowego z tab. 20

01 02 03 04 a | u

N BES 30 40 | 32 | 100 | o
750 450 5 9

D2 |27 | 0| 2 | 2 | 1000 | 2
250 8 5 750

s | 15 20 | 38 | w00 | _15
20 50 750 30

b 1000 500 750 750

v, 35 30 35 23

Zrédto: opracowanie wtasne.

Macierz przewozéw odpowiadajaca rozwigzaniu optymalnemu jest postaci:

750 450 O 0
X? =250 0 0 750
0 50 750 O

Mozemy zinterpretowa¢ warto$ci wskaznikéw optymalnosci z tabeli 21, uzy-
skane dla tras niebazowych. Przykladowo, wskaznik optymalnosci dla trasy (3,4)
jest rowny 30. Interpretacja jest nastepujaca: gdyby w praktyce zastosowaé roz-
wigzanie bazowe nieoptymalne, w ktérym towar przewozony bylby na trasie (3,4),
to koszty takiego rozwigzania w poréwnaniu z rozwigzaniem optymalnym beda
wyzsze o trzydziesci ztotych na jednostke przewozonego towaru.

W przypadku, gdy rozwiazanie bazowe jest optymalne, ale wsréd wskaznikow
optymalnosci dla tras niebazowych znajdujemy wskazniki A, = 0, oznacza to, ze ist-
niejg alternatywne bazowe rozwigzania optymalne, o takiej samej wartosci tgcznych
kosztéw. Warto wowczas wyznaczy¢ wszystkie bazowe rozwigzania alternatywne,
gdyz oznacza to, ze wzigwszy pod uwage rozwiazania niebazowe, rozwigzan optymal-
nych bedzie nieskoniczenie wiele. Mozna je wszystkie zapisa¢ jako wypukla kombina-
cje liniowa optymalnych rozwigzan bazowych. Jak znalez¢ pozostale optymalne roz-
wigzania bazowe? Nalezy skonstruowa¢ cykl rozpoczynajacy sie na trasie niebazowej
z zerowym wskaznikiem optymalnosci (przyjac te trase jako trase centralng) i wpro-
wadzi¢ przewoz na te trase wedlug opisanej wczesniej procedury. Takie cykle kon-
struujemy dla wszystkich tras niebazowych z zerowym wskaznikiem optymalnosci.

Zalézmy, ze uzyskaliSmy w ten sposdéb r réznych macierzy przewozdéw X(‘;f t,
I=1, ..., r. Optymalny program przewozowy mozna zapisa¢ jako wypukta kombi-
nacje liniowa macierzy X(”l‘;’ " W spos6b nastepujacy:

opt opt opt . _ r _
X = ocIX(l) + ..+ (er(r) s gd21e o2 0,I=1,..r oraz zlzlcxl =1 (61)
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2. Zagadnienie transportowe z ograniczong
przepustowoscia tras

W niektérych przypadkach zachodzi potrzeba uwzglednienia w zagadnieniu
transportowym dodatkowych warunkéw, zwigzanych z nieprzejezdnoscia niekto-
rych tras badz z ich ograniczong przepustowoscig. W pierwszej sytuacji problem
mozna rozwiaza¢ w prosty sposob, wprowadzajac do macierzy C na trasie, ktora
musi by¢ wéwczas zablokowana, bardzo duzy koszt jednostkowy, symbolicznie
oznaczany przez M. Algorytm sam poradzi sobie z wykluczeniem tej trasy ze
zbioru tras bazowych, nawet gdyby znalazta si¢ ona w rozwigzaniu wstepnym.
Czasami istotne jest natomiast, aby wielko$¢ przewozu, pojawiajaca sie w roz-
wigzaniu na wybranych trasach, przyjmowata wartosci z okreslonego przedzia-
tu. Problem ten zostal przedstawiony szeroko w literaturze (zob. Ignasiak, 1996;
Lapinska-Sobczak, 1998; Sikora, 2018). Zaktadajac, ze mamy do czynienia z za-
mknietym zadaniem transportowym (zbilansowanym), odpowiedni model za-
dania transportowego mozna przedstawi¢ jako zadanie (51)-(53), uzupelnione
przez nieréwnosci (62) lub (63) oraz warunki brzegowe (54):
 ograniczenie przepustowosci z gory:

xijﬁgl_j dla pewnychi e {1, 2,..,m}, j € {1, 2,..,n} (62)

« ograniczenie przepustowosci z dotu:

dl.j <x, dla pewnychi e {1,2,..,m}, je {1,2,..,n} (63)

Zadanie z dodatkowymi warunkami typu (62) lub (63) mozna rozwiaza¢, sto-
sujac opisany algorytm dla klasycznego zadania transportowego, modyfikujac
wymiary macierzy przewozow X oraz macierzy kosztow C, wektora podazy a lub
wektora popytu b - oraz dokonujac odpowiednich ustalent odnosnie wartosci ele-
mentéw macierzy kosztéw, nowego wektora podazy badz nowego wektora popy-
tu. Opiszemy to postepowanie, postugujac si¢ odpowiednimi przyktadami.

W przypadku, gdy do modelu (51)-(54) dofaczamy, dla okreslonej trasy (k,1),
ograniczenie na maksymalng przepustowo$¢ (62), postepowanie jest nastepu-
jace. Trase (k,I) dzielimy na dwie czesci. Podzialu mozemy dokona¢, dzielac
kolumne I-tg na dwie kolumny albo dzielac k-ty wiersz na dwa wiersze. Odpo-
wiednio:

o liczba kolumn w macierzach X oraz C zwigkszy si¢ o jedng kolumne i wy-
miary tych macierzy bedg wynosi¢ m x (n + 1), a wymiar wektora popytu
b wyniesie 1 x (n + 1);

o liczba wierszy w macierzach X oraz C zwiekszy si¢ o jeden wiersz i wymiary
tych macierzy beda wynosi¢ (m + 1) x n, a wymiar wektora podazy a wy-
niesie (m + 1) x 1.
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Odpowiada to sytuacji wprowadzenia dodatkowego odbiorcy albo dodatkowego
dostawcy.

Przypadek 1 - w macierzach X i C, obok kolumny [/, = [, wprowadzamy do-
datkowg kolumne o numerze: [, = [ + 1.

Wszystkie trasy prowadzace do odbiorcy O, zostajg podzielone na dwie: (,l,)
oraz (il),i=1, .., m; x,:=x,; +x, . Ustalamy popyt w kolumnie /, réwny b, := g,
tj. wielkosci gornego ograniczenia przepustowosci trasy (k,!), a w kolumnie [, réw-
ny b, := (b, - g,), tj. nadwyzce popytu odbiorcy I-tego ponad wielko$¢ maksymal-
nej przepustowosci trasy (k,/). W macierzy kosztow C element ¢, := ¢, pozostaje
réwny oryginalnie oszacowanemu jednostkowemu kosztowi transportu dla trasy
(k,I), natomiast element Cp 1= M, co oznacza blokadg trasy (k,lz), ktorej odpowia-
da nadwyzka wielkosci przewozu ponad ustalony gérny limit.

Zalézmy w przykladzie pierwszym niniejszego rozdzialu, ze przepustowos¢
trasy od dostawcy D1 do odbiorcy O1 jest ograniczona z géry do 400 jednostek
opakowan produktu, czyli g, = 400. Wyjsciowe zadanie, dla ktérego dane przed-
stawia tabela 15, nalezy przeksztalci¢ w nastepujacy sposob. Kolumne macierzy
przewozow i macierzy kosztéw rozdzielamy na dwie, wydzielajac odbiorce O11
oraz O12. Na trasie od dostawcy D1 do odbiorcy O11 nie moze pojawic si¢ wiecej
niz 400 jednostek opakowan, poniewaz jego popyt zostal ograniczony do 400.
Zadanie jest zbilansowane — zatem pozostale zapotrzebowanie w liczbie 600 jed-
nostek musi zosta¢ zrealizowane przez pozostalych dostawcéw: trasa od dostawcy
D1 do odbiorcy O12 ulegta zablokowaniu przez wprowadzenie bardzo wysokiego
kosztu transportu — zob. tabela 22.

Tab. 22. Dane do przyktadu 1 z ograniczong przepustowoscig trasy (D1, 01) - zwiekszenie
liczby kolumn

Zrédto: opracowanie wtasne.

011 012 02 03 04 q,
D1 35 M 30 40 32 1200
D2 37 37 40 42 25 1000
D3 40 40 15 20 38 800
b, 400 600 500 750 750

Odpowiednio wektory podazy i popytu oraz macierz kosztéw przyjmuja postac:
 wektor podazy a = [1200

1000 800]%
« wektor popytub =[400 600 500 750 750]7,

4 W praktyce wystarczy przyjac M jako np. trzykrotno$¢ maksymalnego elementu w macierzy C.
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35 M 30 40 32
« macierz jednostkowych kosztow transportu C={37 37 40 42 25|.
40 40 15 20 38

Rozwigzanie optymalne problemu z ograniczeniem przepustowosci trasy (D1,
O1) przedstawiamy w tabeli 23 — jest ono jednoznaczne.

Tab. 23. Rozwigzanie optymalne przyktadu z tab. 22

011 012 02 03 04 a | u,
35 | M| 30 | 40 | 32 |
D1 400 1200 o0
M-44 450 5 350
37 | 37 | 40 | 2 | 25 |
D2 9 1000 | -7
600 17 14 400
40 | 40 | 15 | 20 | 38 |
D3 20 800 | -15
1 50 750 21
b, 400 600 500 750 750
v 35 44 30 35 32

Zrédto: opracowanie wtasne.

Podsumowujac uzyskane rozwigzanie optymalne, faczymy kolumny macierzy
przewozow odpowiadajace odbiorcy O1. Finalna macierz przewozdow jest naste-

pujaca:

400 450 0 350
X=(600 O 0 400
0 50 750 O

Laczny koszt transportu, odpowiadajacy rozwigzaniu z tabeli 23, wynosi
86 650 zlotych.

Przypadek 2 - w macierzach X i C, ponizej wiersza k, = k, wprowadzamy
dodatkowy wiersz o numerze k, = k + 1.

Wszystkie trasy prowadzace od dostawcy D, zostajg podzielone na dwie: (k,,)
oraz (kz,j),j =1,..,m X=Xyt X Ustalamy podaz w wierszu k1 rowng A =8
tj. wielkodci gornego ograniczenia przepustowosci trasy (k,l), a w wierszu k,

réowng a,, := (a, - g,), fj. nadwyzce podazy dostawcy k-tego ponad wielkos¢
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maksymalnej przepustowosci trasy (k,I). W macierzy kosztéw C element
€,y 1= €, Pozostaje réwny oryginalnie oszacowanemu jednostkowemu kosztowi
transportu dla trasy (k,[), natomiast element Copt 1= M, co oznacza blokadeg trasy
(k,,1), ktérej odpowiada nadwyzka wielkosci przewozu ponad ustalony gérny
limit.

Zalézmy, jak poprzednio, ze przepustowos¢ trasy od dostawcy D1 do odbiorcy
Ol jest ograniczona z géry do 400 jednostek opakowan produktu, czyli g, = 400.
Wyjéciowe zadanie, dla ktérego dane przedstawia tabela 15, przeksztalcamy tym
razem w nastepujacy sposob. Odpowiadajacy dostawcy k-temu wiersz w macierzy
przewozow i w macierzy kosztéw rozdzielamy na dwa, wydzielajac dostawce D11
i D12. Na trasie od dostawcy D11 do odbiorcy O1 nie moze pojawic si¢ wigcej niz
400 jednostek opakowan, poniewaz jego podaz zostata ograniczona do 400. Zada-
nie jest zbilansowane, zatem pozostata podaz w liczbie 800 jednostek musi zosta¢
rozwieziona do pozostatych odbiorcéw - trasa od dostawcy D12 do odbiorcy O1
zostala zablokowana przez wprowadzenie bardzo wysokiego kosztu transportu
(zob. tabela 24).

Tab. 24. Dane do przyktadu 1 z ograniczong przepustowoscia trasy (D1, 01)
- zwiekszenie liczby wierszy

o1 02 03 04 q,

D11 35 30 40 32 400

D12 M 30 40 32 800
D2 37 40 42 25 1000
D3 40 15 20 38 800
b, 1000 500 750 750

Zrédto: opracowanie wtasne.

Odpowiednio wektory podazy i popytu oraz macierz kosztéw przyjmuja po-
stac:

» wektor podazy a=1[400 800 1000 800]%

« wektor popytub = [1000 500 750 750],
35 30 40 32

30 40 32

37 40 42 25|
40 15 20 38

« macierz jednostkowych kosztéw transportu C =
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Tab. 25. Rozwigzanie optymalne przyktadu z tab. 24

011 02 03 04 a, u,
35 | 30 | 40 | 32 |
D11 400 9 14 9 | 400 | o
M| 30 | 40 | 32 |
D12 M-44 800 | 9
450 5 350
37 | 40 | 42 | 25 |
D2 600 1000 | 2
17 14 400
40 | 15 | 20 | 38 |
D3 11 800 | -6
50 750 21
b, 1000 500 750 750
v, 35 21 26 23

Zrédto: opracowanie wtasne.

Podsumowujac uzyskane rozwigzanie optymalne, faczymy wiersze macierzy prze-
wozdw odpowiadajace dostawcy D1. Finalna macierz przewozow jest nastepujaca:

400 450 0 350
X=[600 0 0 400
0 50 750 O

Laczny koszt transportu, odpowiadajacy rozwigzaniu z tabeli 25, wynosi 86 650
zlotych.

W przypadku, gdy do modelu (51)-(54) dofaczamy, dla okreslonej trasy (k,1),
ograniczenie (61) na minimalng przepustowos$¢ trasy, postegpowanie jest na-
stepujace. Zakladamy oczywiscie, ze d, < a,.W macierzach X i C, ponizej wiersza
k, = k (odpowiadajgcego wydzielonym trasom od dostawcy k-tego D, ), wprowa-
dzamy dodatkowy wiersz o numerze k, = k + 1 (odpowiadajgcy wydzielonym tra-
som od dostawcy k-tego D, ). Wszystkie trasy prowadzace od dostawcy D, zostaja
podzielone na dwie: (k ,j) oraz (k,j), j = 1, ..., n; x,; := X, . + x, .. Ustalamy podaz
w wierszu k, réwng a, = d,;, tj. wielkosci dolnego ograniczenia przepustowosci
trasy (k,]), a w wierszu k,réwng a, := (a, - d,), tj. nadwyzce podazy dostawcy
k-tego ponad wielko$¢ minimalnej przepustowosci trasy (k,/). W macierzy kosz-
tow C element ¢, := ¢, pozostaje rowny oryginalnie oszacowanemu jednostko-
wemu kosztowi transportu dla trasy (k,[), natomiast pozostale koszty w wierszu
k, ustalamy na bardzo wysokim poziomie ¢, := M, j = 1, ..., n, j # I, co oznacza
blokade pozostatych tras w wierszu k,. W wierszu k, macierzy kosztéw uwzgled-
niamy oryginalnie oszacowane koszty jednostkowe dla wszystkich tras.

Zalozmy, ze przepustowos¢ trasy od dostawcy D1 do odbiorcy O1 jest ogra-
niczona z dotu do 800 jednostek opakowan produktu, czyli d,, = 800. Wyjscio-
we zadanie, dla ktérego dane przedstawia tabela 15, przeksztalcamy tym razem
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w nastepujacy sposob. Odpowiadajacy pierwszemu dostawcy wiersz w macierzy
przewozow i w macierzy kosztéw rozdzielamy na dwa, wydzielajac dostawce D11
i D12. Chcemy, aby na trasie od dostawcy D11 do odbiorcy O1 pojawilo sie do-
kiadnie 800 jednostek opakowan - jego podaz zostala ograniczona do 800. Po-
zostale trasy odpowiadajgce dostawcy D11 zostaty zablokowane - zob. tabela 26.

Tab. 26. Dane do przyktadu 1 z minimalng przepustowoscia trasy (D1, 01)

01 02 03 04 a,
D11 35 M M M 800
D12 35 30 40 32 400
D2 37 40 42 25 1000
D3 40 15 20 38 800
bj. 1000 500 750 750

Zrédto: opracowanie wtasne.

Odpowiednio wektory podazy i popytu oraz macierz kosztéw przyjmuja postac:
» wektor podazya=[800 400 1000 800]%
« wektor popytub =[1000 500 750 750]%

35 M M M

35 30 40 32
40 42 25
40 15 20 38

« macierz jednostkowych kosztéw transportu C =

Otrzymujemy jednoznaczne rozwigzanie optymalne, ktére przedstawiamy
w tabeli 27.

Tab. 27. Rozwigzanie optymalne przyktadu z tab. 26

011 02 03 04 a, u,
oy 35| | M ] M_| M 500 | o
800 M-35 M-40 M-23
oy |35 30 40 | 32 | w00 | s
5 400 5 14
0 37| | 40 | 2 | 25| 1000 | -
200 3 50 750
0z 40| | 15 | 20 | 38| 500 | 20
25 100 700 35
bj. 1000 500 750 750
vj 35 35 40 23

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Podsumowujac uzyskane rozwigzanie optymalne, Iaczymy wiersze macierzy prze-
wozdéw odpowiadajace dostawcy D1. Finalna macierz przewozow jest nastepujaca:

800 400 O 0
X=|200 0 50 O
0 100 700 750

Laczny koszt transportu, odpowiadajacy rozwigzaniu z tabeli 27, wynosi 83 750
zlotych.

3. Zagadnienie transportowe z kryterium czasu

Zagadnienie transportowe z kryterium czasu rozwazane jest zarowno w zagra-
nicznej, jak i polskiej literaturze (zob. Kalichman, 1971; Grabowski, 1982; Misz-
czynska i Miszczynski, 2002; Sikora, 2008). Jezeli jednostkowe koszty transportu
¢, z macierzy C zastgpimy czasami przewozu jednostki produktu na trasie (i,f),
T = [t,], to funkcja kryterium zadania transportowego (51) bedzie wyrazac taczny
czas transportu produktow:

minT(X)=>" > t,x, (64)

Algorytm poszukiwania rozwigzania optymalnego zadania transportowego
z funkgcja kryterium (64) — wyrazajaca laczny czas dostaw T - i ograniczeniami
(52)-(54) jest taki sam, jak w przypadku poszukiwania rozwigzania optymalne-
go zadania minimalizacji facznych kosztéw. Zagadnienie transportowe z funkcja
kryterium (64) nazywane jest zagadnieniem z kryterium czasu (I rodzaju).

Zagadnienie z kryterium czasu II rodzaju polega na opracowaniu takiego pla-
nu przewozoéw, ktoéry przy ograniczeniach (52)-(54) zapewnia dostawe calodci
przewozonych produktow w jak najkrétszym czasie. Tego rodzaju problem trans-
portowy powstaje przy planowaniu dostaw towaréw szybko psujacych si¢ badz
w przypadku umoéw transportowych z okreslonym terminem dostawy. Oznaczmy
przez T = [tl,j], i=1,..,m;j=1,.., n macierz odlegtosci od i-tego dostawcy do
j-tego odbiorcy wyrazonej czasem przejazdu. Problem minimalizacji najdluzsze-
go z czasdéw trwania dostaw nie jest modelem programowania liniowego. Funkcje
kryterium tego zagadnienia mozna zapisa¢ w postaci:

min Z(T) = max {¢,} (65)
(i.j)x;>0 7
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Ograniczenia zadania pozostajg bez zmian i wyrazone sg przez nierdwnosci
(52)-(54). Zagadnienie (65) mozna rozwiaza¢ z wykorzystaniem klasycznego al-
gorytmu transportowego w zmodyfikowanej wersji.

Krok 1. Konstruujemy wyjsciowe dopuszczalne rozwigzanie bazowe zagad-
nienia transportowego, uzyskujac macierz przewozéw X dowolng metoda - jak
w przypadku klasycznego zagadnienia transportowego, w ktorym wartosci ¢, zo-
staly zastapione przez odleglosci t:

Krok 2. Wyznaczamy maksymalny czas przewozu, odpowiadajacy uzyskane-
mu rozwigzaniu bazowemu:

tmax = max {tij} (66)

(i,)):x;>0

Krok 3. Konstruujemy pomocniczg macierz H = [h,], ktérej elementy okreslo-
ne s3 nastepujaco:

0 dla t; < t
hij = 1 dla tij = t* (67)
M da t;> t

gdzie: M jest symbolem oznaczajacym liczbe dodatnia o bardzo duzym module.
Krok 4. Dokonujemy sprawdzenia optymalnosci uzyskanego rozwiazania, jak
w przedstawionej w niniejszym rozdziale metodzie MODI, wykorzystujac ma-
cierz H zamiast macierzy kosztéw jednostkowych C.
Krok 5. Jezeli rozwigzanie bazowe okaze si¢ optymalne, konczymy postepowa-
nie. W przeciwnym razie konstruujemy cykl korygujacy, tworzymy nowa macierz
przewozow X i wracamy do kroku drugiego.

Przyktad 2

Firma dostarcza produkty mleczne z trzech mleczarni do czterech punktéw
handlowych. Nalezy opracowaé plan przewozéow, w ktérym najdiuzszy czas
przewozu jest minimalny. Dane niezbedne do konstrukcji modelu - podaz to-
waru w opakowaniach zbiorczych w mleczarniach, popyt zglaszany przez punk-
ty handlowe oraz macierz odleglosci czasowych w minutach - przedstawione
zostaly w tabeli 28. Zakladamy, Ze przewozy ze wszystkich mleczarni rozpoczy-
najg sie w tym samym momencie oraz:

 wektor podazya =[1200 1000 800]%,

« wektor popytub =[750 500 1000 750]%

35 30 40 32

« macierz odleglodci czasowych T=|37 40 42 25]|.
40 15 20 38
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Tab. 28. Dane wejsciowe do przyktadu 2

o1 02 03 04 q,

D1 35 30 40 32 1200
D2 37 40 42 25 1000
D3 40 15 20 38 800
b, 750 500 1000 750

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozwigzanie: w tabeli 29 przedstawiamy wstepne rozwiazanie bazowe uzyska-
ne metoda minimalnego elementu w macierzy odlegto$ci czasowych. Maksymal-
ny czas dostawy w tym rozwigzaniu wynosi:

.., = max{35, 15,40, 42, 20, 25} = 42

Tab. 29. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 2 uzyskane
metoda minimalnego elementu macierzy kosztéw

o1 02 03 04 a

o 35 30 | 20 | 32 | 1200
750 450

> __;iz__J 40 | 2 | 25 | 1000

250 750
o 40 15| 20 | 38 | 200
500 300
b 750 500 1000 750

Zrédto: opracowanie wtasne.

W nastepnym kroku konstruujemy macierz pomocniczg:

000 0
H=[0 0 1 0
0000

Sprawdzamy optymalno$¢ rozwiagzania z tabeli 29 na podstawie macierzy H,
- wynik przedstawiony zostal w tabeli 30.
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Tab. 30. Analiza optymalnos$ci rozwigzania bazowego z tab. 29

Zagadnienie transportowe

J

Zrédto: opracowanie wtasne.

01 02 03 04 a, U,
or o | o | 0| 0 | 1200 | o
- 750 0 + 450 1
0 |0 | o | 1| 0 | 1000 | 1
+ -1 -1 - 250 750
s |0 ] o | 0 | 0 | w00 | o
0 500 300 1
bj 750 500 1000 750
V. 0 0 0 -1

Rozwiazanie z tabeli 30 nie jest rozwigzaniem optymalnym. Analiza optymal-
nosci wskazuje na ewentualng mozliwos¢ poprawy. Wykonujemy zaprojektowany
w tabeli 30 cykl rozpoczynajacy si¢ od wskazanej trasy centralnej (2,1). W tym
cyklu mozemy maksymalnie przesuna¢ 250 opakowan zbiorczych. Nowe rozwia-
zanie bazowe przedstawione zostalo w tabeli 31. Odpowiada mu:

t  =max{35, 37, 15, 40, 20, 25} = 40

max,2

Nastepnie konstruujemy macierz pomocnicza:

s
Il
- o o
S = O

1
M
0

S O O

Sprawdzamy optymalno$¢ nowego rozwigzania bazowego. Wynik przedsta-
wiony zostal w tabeli 31.

Tab. 31. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwigzania bazowego z tab. 30

Zrédto: opracowanie wtasne.

01 02 03 04 a u,
op b2 | o | 1| 0| 1200 | o
500 + -1 - 700 0
0 |0 ] 1| M| 0 | 1000 | o
250 0 M-1 750
s | o | 0| 0 | w00 | 1
2 - 500 300 1
bj 750 500 1000 750
vj 0 1 1 0
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Uzyskane w tabeli 31 rozwigzanie bazowe nie jest jeszcze optymalne. Mozna
sprobowac je poprawic®. Cykl korygujacy rozpoczynamy od trasy (1,2) z ujem-
nym wskaznikiem optymalnos$ci. W zaprojektowanym cyklu mozemy przesunaé
maksymalnie 500 opakowan zbiorczych. Odpowiada mu:

t s = Max{35, 37, 30, 40, 20, 25} = 40

Nie udalo si¢ obnizy¢ maksymalnego czasu dostawy. Zatem macierz pomocnicza
nie ulega zmianie:

s
Il
T
Il
= o O
oS = O

1
M
0

oS o O

Sprawdzamy optymalnos$¢ nowego rozwigzania bazowego. Wynik przedstawia-
my w tabeli 32.

Tab. 32. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwigzania bazowego z tab. 31

o1 02 03 04 a u
0o | 0o | 1| 0o |
D1 1200 | o0
500 500 200 0
0o | 1| mo | 0o |
D2 1000 | o0
250 1 M-1 750
1| 0o | 0o | 0o |
D3 800 | -1
2 1 800 1
b, 750 500 1000 750
v 0 0 1 0

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wszystkie wskazniki optymalnosci dla tras niebazowych sg nieujemne. Wnio-
skujemy, ze rozwigzania nie da si¢ juz poprawi¢. Rozwigzanie bazowe, ktéremu
odpowiada minimalny czas najdluzszej dostawy produktéw z mleczarni do punk-
tow handlowych, réwny czterdziestu minutom, przedstawia zatem tabela 32, ale
réwniez 31.

5 Metoda nie gwarantuje, ze nowemu, poprawionemu rozwigzaniu bazowemu bedzie odpo-
wiadaé nizszy maksymalny czas dostawy.
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4. Zagadnienie transportowe z punktami
przetadunkowymi - wieloetapowe

Zagadnienie transportowe (51)-(54) rozpatrywalismy dotad jako problem poszuki-
wania optymalnych wielko$ci przewozéw jednorodnych produktéw pomiedzy gru-
pa m dostawcow oraz n odbiorcow. Jak przedstawiaja badacze (Krynski i Badach,
1976), w praktyce spotykamy si¢ z sytuacjami, w ktorych proces przewozu podzie-
lony jest na etapy. W przypadku procesu dwuetapowego pierwszym krokiem staje
sie przewdz towardw od nadawcow do magazynow. Drugi etap to dystrybucja towa-
réw z magazynow do centréw sprzedazy detalicznej. Modelujac proces przeptywu
towar6w, nalezy uwzglednié, oprécz kosztoéw transportu na trasach od nadawcow
do magazyndw i z tychze magazynéw do centréw sprzedazy detalicznej, takze po-
jemno$ci magazynow. Sang M. Lee (Lee, 1988) prezentuje studium przypadku sieci
transportu ropy naftowej w USA, w ktorej wszystkie wezly (rafinerie, magazyny)
moga pelni¢ funkcje zaréwno dostawcow, punktéow posredniczacych, jak i od-
biorcow. Tego typu zadanie, znane jako zagadnienie przetadunku (ang. trans-
shipment), w ktérym kazdy wezel sieci transportowej moze pelni¢ rézne funkgje,
sformulowane zostalo po raz pierwszy w pracy Alexa Ordena (Orden, 1956) jako
rozszerzenie zagadnienia transportowego (por. Khurana, 2015; Agadaga i Akpan,
2017). Przedstawimy tutaj kwestie przetadunku jako problem transportu wieloeta-
powego, z magazynami jako punktami posredniczacymi. Sie¢ transportowa jest
w tym przypadku jednokierunkowa: dostawcy - magazyny - odbiorcy finalni.
Niech C" = [cfjl)], i=1,..,m;j=1, ..,s oznacza macierz jednostkowych
kosztow transportu na trasach od m dostawcow do s magazynow,
aC? = [c;i)}, j=1, .., s; k=1, ..., n macierz jednostkowych kosztéw transportu
na trasach z s magazynéw do n centréw sprzedazy detalicznej. Macierze przewozéw

w zagadnieniu dwuetapowym to odpowiednio: XV = [x(l)] i=L .,mj=1 ..,s

i |
oraz X% =[x§.,f)],j=1, . 83 k=1, ..., n.Wektory podazy dostawcéw i popytu
centrow sprzedazy to z kolei:

e a=[a], i=1,.., m- wektor podazy;

e b=[b], k=1, .., n - wektor popytu.

Ponadto wprowadzamy wektor pojemnosci/przepustowosci magazynow
p=I[p], j=1 .5 Zakltadamy, ze zagadnienie transportowe jest zamkniete, tzn.

Z:il a; = Z:l bk (68)

oraz faczna pojemnos$¢/przepustowos¢ magazyndw wystarcza na przyjecie facznej
podazy dostawcow, tzn.

YopzYa (69)
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W przypadku, gdy warunek (69) spelniony jest jako nieréwnos¢, czyli taczna
przepustowo$¢ magazynow przewyzsza taczng podaz produktu, a jest to sytuacja
praktycznie najczestsza, po wykonaniu pierwszego etapu przewozow w magazy-
nach pozostang wolne powierzchnie — mozliwosci przyjecia produktu przez ma-
gazyny nie zostang w pelni wykorzystane. Oznacza to, Ze zadanie w pierwszym
etapie przewozow bedzie charakteryzowaé przewaga ,popytu” magazyndéw nad
podaza dostawcéw. Oznaczmy wektor niewykorzystanych mozliwosci magazyno-
wania produktu o elementach nieujemnych przez Y = [y}, j=1, ..., s.

Zadanie dwuetapowe mozna rozwigzac jak klasyczne zagadnienie transporto-
we, przyjmujac, ze macierz jednostkowych kosztow transportu C o wymiarach
(m + s) x (s + n) jest postaci blokowej (70):

!
c-|S 12
P | c® (70)
|

gdzie: wszystkie elementy macierzy Q o wymiarach m x n sg zablokowane i réwne
M (nie dopuszcza si¢ bezposredniego przewozu produktu z punktéw nadania do
centrow sprzedazy), a macierz P jest macierza o wymiarach s x s o wszystkich
elementach réwnych M - z wyjatkiem elementéw na gtéwnej przekatnej row-
nych 0 (blokujemy trasy pomiedzy réznymi magazynami, ale pozwalamy na po-
zostanie w magazynach nierozwiezionych produktéw). Analogicznie, struktura
macierzy przewozéw dwuetapowego zadania transportowego bedzie nastepujaca:

)

0

X(Z)

o
=

Przyktad 3

W przykladzie trzecim zalozymy, ze produkty farmaceutyczne przesytane
sa w pierwszym etapie z trzech fabryk do dwéch magazynéw - i dopiero stamtad
trafiaja do czterech centréw dystrybucyjnych — oraz ze macierze jednostkowych
kosztéw transportu C%, C® i wektor pojemnosci magazyndw sg nastepujgce:

15 17

" o [17 18 20 19 2000
c”=|21 24|, C?= , p=
20 10 22 15 2000
18 12
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Wektor podazy fabryk w jednostkach opakowan zbiorczych produktéw oraz

wektor popytu zglaszanego przez centra dystrybucyjne beda nastepujace:
 wektor podazya =[1200 1000 800]%,
« wektor popytub = [1000 500 750 750]".

Rozwiazanie: zadanie rozwigzujemy jednoetapowo. W tabeli 27 zawarto wszyst-
kie dane wejsciowe — macierz kosztéw C, wektory podazy, popytu oraz przepusto-
wosci magazynow. Tabela przedstawia réwniez rozwigzanie optymalne problemu
ijednoczesnie jednoznaczne. Dla przejrzystosci pominelismy wskazniki optymal-
nosci dla zablokowanych bezposrednich tras od dostawcéw do odbiorcéw oraz
tras miedzy magazynami. Podsumujmy rozwigzanie optymalne:

1) W pierwszym etapie realizowany jest przewdz 750 opakowan z fabryki D1 do
magazynu M1 oraz 450 opakowan do magazynu M2. Z fabryki D1 calos¢ po-
dazy przewieziona zostaje do magazynu M1. Fabryka D3 dostarcza swoj pro-
dukt w catosci do magazynu M2. Powierzchnia magazynowa obu magazynéw
nie jest w pelni wykorzystana: magazyn M1 bedzie miat wolng powierzchnie
na przyjecie 250 opakowan produktu (,,przewdz” na trasie z M1 do M1) - wy-
korzystanie w 87,5%, a magazyn M2 moglby przyjac¢ jeszcze 750 opakowan
produktu (,,przewdz” na trasie z M2 do M2) — wykorzystanie w 37,5%. Koszt
transportu w pierwszym etapie procesu wyniesie 49 500 zlotych.

2) W drugim etapie procesu produkt z magazynu M1 trafia do centrum dys-
trybucyjnego O1 w liczbie 1000 opakowan i do centrum O3 w liczbie 750
opakowan - zapotrzebowanie tych centréw jest w catosci realizowane przez
magazyn M1. Z magazynu M2 500 opakowan trafia do centrum O2 1750 do
centrum O4 - co realizuje w calo$ci zapotrzebowanie tych centréw. Koszt
transportu w drugim etapie procesu wyniesie 48 250 zlotych.

Minimalny koszt transportu, realizowanego z fabryk do centréw dystrybucyjnych
za posrednictwem magazynow, wynosi facznie 97 750 zlotych - zob. tabela 33.

Tab. 33. Wyniki jednoczesnej optymalizacji zagadnienia dwuetapowego z przyktadu 3

M1 M2 01 02 03 04 a;p u,
o1 |25 o 17 o (m] M| M [M] 1200 | o
o 2_1l10002_4l 1 [v] (Ml (M | m] 1000 | 6
oz |28 ; ﬂm [v] (Ml [M] |m] 800 | _s
w ol [l el s 20 0 [a9] 2000 | _15
250 1000 6 750 2
wo Ml Lol o] o] |22 [15] 2000 | _17
750 5 500 4 750
p;b 2000 2000 1000 500 750 750
v; 15 17 32 27 35 32

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rozwigzanie optymalne przedstawiamy za pomoca grafu (zob. rysunek 10).

Fabryki Magazyny Centra dystrybucyjne

Rys. 10. Rozwiazanie optymalne dwuetapowego problemu transportowego z przyktadu 3

Zrédto: opracowanie wtasne.

Alternatywnie mozna probowa¢ uzyskaé rozwigzanie problemu polegajace
na optymalizacji zadania na kazdym z dwdch etapéw przewozéw indywidualnie
W nastepujacy sposob:

1)

2)

W pierwszym etapie, ze wzgledu na laczng przepustowos¢ magazy-
néw (przekraczajaca laczna podaz fabryk), aby zbilansowaé zadanie,
nalezalo wprowadzi¢ fikcyjnego dostawce, ktérego podaz wynosita

z; p- Z;ai =4000-3000=1000 jednostek opakowan. Z fabryki D1

dostarczane sg produkty do magazynu M1 w liczbie 1000 opakowan i do
magazynu M2 w liczbie 200 opakowan. Fabryka D2 dostarcza produkty
tylko do magazynu M1 w liczbie 1000 opakowan. Fabryka D3 zaopatruje
w produkty magazyn M2 w 800 opakowan. Okazalo sie, Ze magazyn M2 be-
dzie mial niewykorzystane 50% powierzchni. Koszt przewozu w pierwszym
etapie procesu wynidst 49 000 zlotych.

W drugim etapie rozwigzywania zagadnienia przewozu z magazynéw do
centrow dystrybucyjnych ,podaz” magazynu M2 zostala skorygowana
0 1000 jednostek opakowan. Produkty trafiajg z magazynu M1 do cen-
trum O1 w liczbie 1000, do centrum O3 w liczbie 750 i do centrum O4
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- 250 opakowan. Magazyn M2 zaopatruje centrum O2 w 500 opakowan
produktéw oraz centrum O4 w 500 opakowan zbiorczych produktow. Koszt
przewozu w drugim etapie procesu wyniost 49 250 ztotych.

Zapisujac cate dwuetapowe rozwigzanie w takiej samej konwencji jak w ta-
beli 27, uzyskujemy wynik, ktory przedstawiono w tabeli 28. Laczny koszt
obu etapéw — przy optymalizacji dwuetapowej — wynidst 98 250 ztotych, czyli
o0 500 zlotych wigcej niz w przypadku rozwigzania przy optymalizacji jedno-
czesnej. Sprawdzenie optymalnosci rozwigzania z tabeli 28 wskazuje, ze nie
jest to rozwigzanie optymalne w sensie catego procesu transportowego. Moz-
na je poprawi¢, konstruujac cykl rozpoczynajacy si¢ na trasie M1-M1, czyli
wprowadzajgc niewykorzystane mozliwo$ci magazynu M1 w liczbie min{1000;
1000; 250} = 250 opakowan. Przesuniecie 250 opakowan wzdluz cyklu, ktérego
trasa przebiega nastgpujaca $ciezka: (M1,M1)>(D1,M1)>(D1,M2)->(M2,M2)
>(M2,04)>(M1,04), prowadzi do rozwiazania optymalnego, przedstawione-
go w tabeli 34.

Tab. 34. Wyniki dwuetapowej optymalizacji zagadnienia z przyktadu 3

M1 M2 01 02 03 04 a;p u,
B 1y 1 R 7 3 B 1) P
- 1000 | + 200
D2 E 1000 A 1 M M M M 1000 6
B 0 72 73 7 7 1y O
P 8 ) 5 gy gy B
+ -2 1000 4 750 | - 250
- 1000 7 500 6 + 500
p; b 2000 2000 1000 500 750 750
v; 15 17 30 27 33 32

Zrédto: opracowanie wtasne.

Podsumowujac, w przypadku nieduzych wieloetapowych problemdw trans-
portowych, rozwigzanie optymalne mozna uzyska¢ po odpowiednim zapro-
jektowaniu macierzy kosztow, wektoréw podazy, popytu oraz przepustowosci
magazynow, patrzac na problem calo$ciowo. W przypadku duzych zadan badz
sporej liczby etapdw problem mozna rozwigzywa¢ w sposdb sekwencyjny, pa-
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mietajac o odpowiednim korygowaniu elementéw wektora przepustowosci
magazyndow, stosownie do wynikéw uzyskanych w krokach poprzedzajacych.
Uzyskane w ten sposob rozwigzanie jest bazowe i dopuszczalne; nie ma jednak
gwarancji, co pokazuje przyklad trzeci w niniejszym rozdziale, ze uzyskamy od
razu rozwigzanie optymalne problemu transportowego jako calosci — najcze-
$ciej wymaga ono korekty.

5. Problem minimalizacji pustych przebiegow

O efektywnosci przewozéw decyduje w duzej mierze minimalizowanie pu-
stych przebiegdw, bowiem to wlasnie one generuja najwicksze straty, nazywane
przez wielu prawdziwg zmora branzy transportowej. Wedlug dostepnych da-
nych, opublikowanych przez Komisje Europejska w maju 2017 roku w raporcie
An Overview of the EU Road Transport Market in 2015°, w Europie okoto 23%
wszystkich przejazdéw bylo wykonywanych na pusto. Jego autorzy podkreslaja
jednoczesnie, ze puste przebiegi to strata zasobdw - stad polityka Unii Euro-
pejskiej stawia sobie za cel jak najwieksza ich redukcje. W zlokalizowanych na
terenie Polski terminalach intermodalnych przetadunek konteneréw pustych
stanowil w roku 2018 ogétem 28,71% calosci przetadunkéw; w tym w trans-
porcie kolejowym 27,21%, a w transporcie samochodowym az 33,1%’. Wta-
$ciwe rozpoznanie kwestii pustych przebiegéw oraz wdrozenie odpowiednich
narzedzi do optymalizacji decyzji dotyczacych wlasciwego wytyczania tras
i ograniczania przejazdéw bez tadunku moze w znaczacym stopniu przyczy-
ni¢ sie do redukcji kosztow i wzrostu efektywnosci przedsigbiorstwa. Sposobem
na redukcje pustych przebiegéow okazuje sie np. umiejetne korzystanie z gietd
transportowych, np. Trans.eu czy TimoCom, na ktérych szybko mozna znalez¢
dodatkowy fadunek, nawet na krotkich trasach.

Zagadnienie minimalizacji pustych przebiegédw poruszano wielokrotnie w lite-
raturze polskiej (zob. Krynski i Badach, 1976; Trzaskalik, 2008; Szymczak, 2011;
Jedrzejczyk, Kukuta, Skrzypek i Walkosz, 2016). Problem ten dotyczy ustalenia
optymalnego planu przejazdéw pustych srodkéw transportu w sieci transporto-
wej, tj. takiego planu, w ktérym liczba samochodo- czy tez wagonokilometréow
wykonanych bez tadunku bedzie minimalna. Przedstawimy sposéb modyfika-
cji klasycznego zagadnienia transportowego, ktéry umozliwia wykorzystanie

6 Zob. https://ec.europa.eu/transport/modes/road/studies/road_en (dostep: 20.02.2020).
7 Zob. https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/transport-i-lacznosc/transport/transport-wy-
niki-dzialalnosci-w-2018-roku,9,18.html (dostep: 20.02.2020).
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zaprezentowanego w tym rozdziale algorytmu optymalizacyjnego do rozwigzania za-
gadnienia minimalizacji pustych przebiegéw. Przyjmiemy nastepujace zalozenia:

rozwazamy transport jednomodalny,

towary przewozone sg Srodkami transportu o jednakowej tadownosci,
wielko$ci przewozow wyrazone sg calkowitg liczbg $§rodkéw transportu da-
nego typu,

transport odbywa sie miedzy n stalymi punktami w sieci transportowe;j,
znane s3 odleglosci pomiedzy punktami w sieci transportowej,

kazdy punkt sieci transportowej moze stanowi¢ miejsce zatadunku i wyla-
dunku.

Oznaczenia beda nastepujace:

D= [dij], i,j =1, ..., n — macierz odleglosci od punktu transportowego i do
punktu j;

A=la],i,j=1,..n - macierz, ktérej elementy oznaczajg liczb¢ srodkéw
transportu z pelnym fadunkiem kursujacych pomiedzy punktami transpor-

towymi;

- W= [W,-]’ i=1,..,n - wektor wywozu tadunkéw z punktéw transporto-

wych, mierzony w pelnych srodkach transportu: w, = Zj:l a;;

e p=I[pl,i=1,..,n-wektor przywozu tadunkéw do punktéw transporto-

wych, mierzony w petnych srodkach transportu: p, = z;aﬁ.

Dla calej sieci transportowej spetniony jest warunek bilansowy:

Z; W = Z;pi (72)

o czyli taczna liczba srodkéw transportu obstugujacych wywdz bedzie row-

na facznej liczbie srodkéw transportu obstugujacych przywdz tadunkéow;
punkty transportowe klasyfikujemy w sposob nastepujacy: punkty, dla kto-
rychr,=p - w>0s3 dostawcami pustych §rodkéw transportu;ich
podaz pustych $rodkéw transportu wynosi: a, = p, — w; przyjmiemy, ze
ich liczba wynosi n;

+ punkty, dla ktérych r, = p. — w, < 0 s3 odbiorcami pustych srodkow

transportu; ich zapotrzebowanie na puste $rodki transportu wynosi:
b,=w, - p ; przyjmiemy, Ze ich liczba wynosi n;

+ punkty, dla ktérych p, = w s3 pomijane w dalszych rozwazaniach (nie wyste-

puje w nich problem pustych przebiegéw).

Oczywiscie n, + n, <n.
Liczby n i n, bedg stuzy¢ do okreslenia wymiaréw zadania transportowego.
Zmienne decyzyjne tego zadania to elementy macierzy X = [x ], i=1,..,n;j=1,

s M.

Wyrazajg one liczbe pustych srodkéw transportu przem{]f:szczanych z i-tego

punktu transportowego (dostawcy pustych srodkéw transportu) do j-tego punk-
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tu transportowego (odbiorcy pustych §rodkéw transportu). Model matematycz-
ny zagadnienia minimalizacji pustych przebiegéw, przy przyjetych zalozeniach,
mozna zapisa¢ wzorami (73)-(76):

minZ(X)=" 3" dyx (73)
anlxy =a, i=1,..,n (74)
D x,=b, j=1,. (75)

xi].ZO (76)

Przyktad 4

Firma kurierska, specjalizujaca si¢ w sprawnych przewozach przesylek pomiedzy
punktami nadawczo-odbiorczymi, dysponuje flota samochodéw Ford Transit Van
o fadownosci pottorej tony. Tabela 35 zawiera odleglosci pomiedzy czternastoma
punktami transportowymi firmy w réznych miastach Polski.

Tab. 35. Odlegtosci pomiedzy punktami transportowymi

]

Dystans ~ | 9 § © g

§ ¥ & 8 5 8§ % 8 3 § s &

4 & O ¢ & x X | I I o x v =T =
Biatystok - 1345 379 327 342 429 408 214 295 430 237 574 177 476
Bydgoszcz 345 - 268 143 159 326 366 375 181 108 307 233 226 234
Czestochowa ' 379 | 268 - 395 414 62 102 246 107 233 156 426 205 149
Gdarisk 327 143 395 - 20 456 486 435 294 245 369 308 304 377
Gdynia 342 159 414 20 - 475 505 454 313 258 389 307 304 393
Katowice 429 326 62 456 475 - 69 273 169 300 196 467 259 169
Krakéw 408 366 102 486 505 69 - 1227 192 335 171 527 252 236
Lublin 214 375 246 435 454 273 227 - 223 409 100 597 153 386
todz 295 181 107 294 313 169 192 223 - 188 124 380 119 183
Poznarn 430 108 233 245 258 300 335 409 188 - 311 196 279 145
Radom 237 307 156 369 389 196 171 100 124 311 - 501 93 308
Szczecin 574 233 426 308 307 467 527 597 380 196 501 - 454 309
Warszawa 177 226 205 304 304 259 252 153 119 279 93 301
Wroctaw 476 234 149 377 393 169 236 386 183 145 308 309 301 |:|

Zrédto: www.odleglosci.info (dostep: 14.06.2020).
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W tabeli 36 przedstawiono przewidywane przewozy pomie¢dzy punktami
transportowymi mierzone liczbg samochodéw w pelni zaladowanych w nastep-
nym miesigcu. Dokonano w niej réwniez podsumowania planowanych przywo-
z6w i wywozow dla punktéw transportowych oraz réznic r,=p, - w,i=1, .., 14.
Na podstawie zawartych w niej danych opracowano klasyfikacje punktéw nadaw-
czo-odbiorczych, wedtug zaproponowanego kryterium. Tabela 37 zawiera dane
niezbedne do rozwigzania zadania transportowego (73)-(76).

Tab. 36. Przewidywany przewdz towaréw miedzy punktami transportowymi mierzony liczba
zatadowanych samochodéw

g

~| S RS © ]

SIS I3 5I8S|8|8381s8|18¢2

A Qoo ||| || |x|an|=|= H
Biatystok 0 (202012 | 3 |19| 8 |11 |18 | 3 |20 | 22| 17| 23 |196
Bydgoszcz 7 0 (24|12 (2225|1129 |11 |21 |19 | 26|13 | 17 |237
Czestochowa | 3 0 [29(19|10 2525|1913 |20 (21|16 |29 |236
Gdarnisk 5 17| 0 |23 (25| 5| 6 |18|30| 10| 21| 13|21 203
Gdynia 3 23|16 0 |17 (22| 25| 3 |23 |22|21|25| 3 |209
Katowice 1511 | 6 15| 0 |14 | 7 8 |25 (24|22 3 |12 |166
Krakow 30122 (30129 (14 (29| 0 |17 |27 |16| 9 |23 |15| 7 |268
Lublin 11|26 |11 6 [ 22|26 (23| 0 |13] 10|11 12 | 20 | 194
todz 3 (129 |14 | 17 24130 0 |30 (26| 7 |30]|11|217
Poznan 10| 13|15 6 | 17| 9 |27 |11 |10 | O 19| 27| 3 [171
Radom 6 [13(30|30|23]12|10[13 (30 (24| 0 |19| 9 |25]|244
Szczecin 4 1202420 |17 |11 |29|14 |18 |24 |12 | O 4 4 |201
Warszawa 6 | 13| 6 4 |25(23| 7 (19|30 | 8 |29|19]| O 7 | 196
Wroctaw 30118 (30| 4 8 |11 | 8 (13 (24|14 |26 |23 |13 | 0 |222
przywéz 133|207 |238|176|225(221(213|220|229|241(232|246|197|182

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 37. Wielkosci wywozu i przywozu w punktach transportowych w przyktadzie 4

S
N o o
x N [}
NS . S S S
g1 8|8 |3|e|ls| & sl e| S| g
> > @ 5 S S < = | W IS Q I v S
I = O = T = =T T = <~ O N S
@ [ o G) G) x x 3 v aQ @ %) = =
p 133 | 207 | 238 | 176 | 225 | 221 | 213 | 220 | 229 | 241 | 232 | 246 | 197 | 182
w 196 | 237 | 236 | 203 | 209 | 166 | 268 | 194 | 217 | 171 | 244 | 201 | 196 | 222
r -63 | =30 2 =27 | 16 55 | -55 | 26 12 70 | =12 | 45 1 -40

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Odbiorcami pustych $rodkéw transportu beda punkty w: Bialymstoku, Byd-
goszczy, Gdansku, Krakowie, Radomiu i we Wroclawiu. Dostawcy pustych $rod-
koéw transportu to punkty w: Czestochowie, Gdyni, Katowicach, Lublinie, Lodzi,
Poznaniu, Szczecinie i Warszawie — zob. tabela 38.

Tab. 38. Tabela danych do przyktadu 4

tra ::p':)krtt)t,)we iig{_ gi)s/ (zjcz Gdarsk | Krakéw | Radom | Wroctaw | podaz

Czestochowa 379 268 395 102 156 149 2
Gdynia 342 159 20 505 389 393 16
Katowice 429 326 456 69 196 169 55
Lublin 214 375 435 227 100 386 26
t6dz 295 181 294 192 124 183 12
Poznan 430 108 245 335 311 145 70
Szczecin 574 233 308 527 501 309 45
Warszawa 177 226 304 252 93 301 1
popyt 63 30 27 55 12 40

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozwiazanie optymalne postawionego problemu za pomocg algorytmu MODI
jest jednoznaczne. Tras, na ktorych pojawi si¢ przejazd pustych samochodéw fir-
my, jest jedenascie — rozwigzanie okazuje si¢ zdegenerowane. Przedstawiamy je
w tabela 39.

Tab. 39. Optymalny plan przejazdu pustych samochodéw dla przyktadu 4

tra ::pr:)krtt);we Bsig{_ gi)s/ gcz Gdarisk | Krakéw | Radom | Wroctaw | podaz

Czestochowa 0 0 0 2 0 2
Gdynia 0 0 16 0 0 0 16
Katowice 0 0 55 0 0 55
Lublin 26 0 0 0 0 26
t6dz 2 0 0 10 0 12
Poznan 30 0 0 0 40 70
Szczecin 4 30 11 0 0 45
Warszawa 1 0 0 0 1
popyt 63 30 27 55 12 40

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Minimalna catkowita ilo§¢ kilometréw, jaka samochody beda musialy przeje-
cha¢ ,,na pusto” w ciggu nastgpnego miesiaca, to 43 372 — wydaje sie ona duza.
Warto jg poréwnac z maksymalng ilo$cig kilometrow, jaka przy przyjetych zalo-
zeniach, nie optymalizujac rozwigzania, mozna przejecha¢ ,,na pusto” — wynosi
95 329. Swiadczy to o tym, ze stosujac proponowane rozwigzanie, uzyskamy bar-
dzo duze oszczgdnosci.



Rozdziat Il
Uktadanie tras pojazdow

Obok klasycznych probleméw transportowych, do zbioru najbardziej znanych
zagadnien optymalizacji w transporcie nalezg zagadnienia ukfadania tras jed-
nego i wielu pojazdéw. Stanowig one kwestie lezace nie tylko w sferze zain-
teresowan logistykow, ale takze matematykow czy informatykéw szukajacych
nowych efektywnych algorytmow, ktére mozna by wykorzysta¢ w optymalizacji
kombinatorycznej. Wynika to z faktu, ze problemy te sa do$¢ proste w sformu-
fowaniu, natomiast znalezienie rozwigzania optymalnego nie jest juz tak oczy-
wistg sprawa.

W dalszej czedci rozdzialu przedstawione zostang obydwa zagadnienia opty-
malizacyjne, a takze najbardziej znane i jednoczes$nie fatwe do implementacji
w praktyce algorytmy stuzace ich rozwigzaniu.

1. Uktadanie trasy jednego pojazdu (problem
komiwojazera)

Do jednego z najstarszych i jednoczesnie najbardziej znanych zagadnien optyma-
lizacji probleméw transportowych nalezy niewatpliwie problem (jednego) komi-
wojazera'. Znany jest on rowniez pod nazwg problemu podrdzujacego sprzedawcy
(ang. traveling salesman problem lub traveling salesperson problem — TSP). W za-
gadnieniu tym dostawca D (zaklad produkcyjny, centrum dystrybucji, hurtownia
itd.) ma za zadanie odwiedzi¢ pewng liczbe N klientéw — odbiorcow O. Zadaniem
dostawcy (lub przewoznika) staje si¢ zbudowanie tylko jednej trasy, w ktorej znajda

1 Po raz pierwszy problem komiwojazera przedstawit William R. Hamilton w 1859 roku, nato-
miast pierwsze jego sformutowanie jako problemu matematycznego zaprezentowane zosta-
to w 1934 roku przez Hasslera Whitneya (Catczynski, 1992).
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sie wszyscy klienci (i to doktadnie jeden raz). Nie jest zatem dopuszczalna sytuacja,
w ktérej pojazd powréci do miejsca lokalizacji dostawcy po odwiedzeniu czesci
klientéw, aby potem kontynuowac trase celem dotarcia do pozostatych odbiorcow,
ani taka, w ktorej pojazd odwiedza¢ moze klienta wielokrotnie (zob. rysunek 11).
Celem decydenta w problemie komiwojazera okazuje si¢ taka konstrukcja dopusz-
czalnej trasy, aby jej dlugos¢ (koszt lub czas przejazdu) byta jak najmniejsza.

Rys. 11. Graficzna ilustracja problemu komiwojazera

Zrédto: opracowanie wtasne.

1.1. Matematyczne sformutowanie problemu decyzyjnego

Przedstawione zagadnienie uktadania tras jednego pojazdu jest nie tylko za-
gadnieniem logistycznym, ale takze problemem o charakterze kombinatorycz-
nym. Zdefiniowa¢ go mozna takze przy pomocy jezyka programowania mate-
matycznego, budujac stosowny model decyzyjny. Oznaczajac przez zmienna
decyzyjng x5 i, j = 0, ..., N (indeks 0 oznacza dostawce) wystepowanie na tra-
sie pojazdu polaczenia pomigdzy punktami i oraz j (migdzy klientami lub do-
stawcg a klientem), jedyne wartosci, jakie moze ona przyja¢, wynosza 0 lub 1.
Zmienna decyzyjna bedzie wynosi¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy w trasie pojazdu
wystepuje polaczenie pomiedzy punktem i a punktem j, natomiast 0 — w sytu-
acji przeciwnej. Dla tak zdefiniowanych zmiennych decyzyjnych model pro-
gramowania matematycznego problemu komiwojazera przedstawiony zostal
wzorami (77)-(80):

min f(X) = ZZO z;\io dijxij (77)

S x,=1dlaj=0,1,...N )
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=l1dlai=0,1,...,N (79)

j=0 xﬁ

z-z+(N+1x,<(N+1)-1ldlaij=1,...,Norazi#j (80)

Cel zadania przedstawiony zostal w postaci minimalizacji funkeji (77) repre-
zentujacej dlugos¢ trasy pojazdu, w skiad ktorej wchodza wykorzystane potacze-
nia pomiedzy punktami i oraz j. Wspdlczynnik d, przy zmiennej decyzyjnej x,
oznacza odleglo$¢ pomiedzy punktem i a punktem j. Dla i = j przyjmuje sie, ze
odlegtos¢ ta jest rowna dowolnie duzej liczbie M, co oznacza zablokowanie pofa-
czenia z punktu i do punktu i.

Kazdy klient (odbiorca) j = 1, 2, ..., N musi zosta¢ odwiedzony przez pojazd
dokfadnie jeden raz. Spelnienie tego zalozenia zapewniaja grupy warunkéw
w postaci réwnan (78) oraz (79). Pojazd moze jeden raz do klienta przyjechac
(78) i jeden raz od niego wyjecha¢ (79). Same grupy warunkow (78) i (79) nie sa
wystarczajace do tego, aby zawsze mozliwe bylo otrzymanie dopuszczalnej trasy
problemu komiwojazera, w ktérej wszyscy odbiorcy sa odwiedzeni w ramach jed-
nej trasy pojazdu. Brak dodatkowych ograniczen moze prowadzi¢ do rozwigzan,
ktére nie sg pozadane (zob. rysunek 12)

0, 0,

D O3
0, (0

Rys. 12. Niedopuszczalne rozwigzanie problemu komiwojazera

Zrédto: opracowanie wtasne.

Stad tez konieczne staje si¢ uwzglednienie warunkéw ograniczajacych w posta-
ci nieré6wnosci (80). Zapewniaja one, ze wszyscy odbiorcy naleza do jednej trasy.
Obok zmiennych decyzyjnych x,, do modelu wprowadza si¢ dodatkowe nieujem-
ne zmienne z,0raz z, — 0 charakterze pomocniczym. Zmienne te nie maja wptywu
na wartos¢ funkc]l celu, stad tez nie wystepuja w jej formule (77). Ich optymalny
dobér zapewnia, Ze ze zbioru par odbiorcow (O,,0)), dla ktérych wystepuje polg-
czenie w rozpatrywanej trasie pojazdu (x, = 1), mozliwa jest konstrukcja nastepu-
jacego ciagu: (0,,0,), (0,,0,), (0,,0,), ..., (0,_,0,).

N-1’
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Rys. 13. Dopuszczalne rozwiagzania problemu komiwojazera dla N =4

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przyktad 1

Dla przyktadowego problemu komiwojazera z czterema odbiorcami (zob. rysu-
nek 13) skonstruowa¢ mozna dwanascie odrebnych uktadéw tras reprezentuja-
cych powiazania pomiedzy punktami (odbiorcami wraz z dostawca). Kazdy ukiad
prezentuje dwie osobne trasy, poniewaz moga by¢ one pokonywane w przeciw-
nych kierunkach. Tym samym dla problemu komiwojazera z czterema klientami
liczba mozliwych tras wynosi dwadziescia cztery.

rami (77)-(80) bedzie mial nastepujaca postac (81):

min F(x) =
Mx + € X0 T €oXon T CosXos t CosXon t

€%t Mx + X, F e X, e Xt

CopXpy T €%, + Mx,, + € Xy, 6%, +

CopXap F 65 %, + 6%, + Mx st X, +

C40x40 + C41x41 + C42x42 + C43x43 + Mx

Model optymalizacyjny programowania matematycznego przedstawiony wzo-
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Xyt X, F X0+ X, +x,=1
X, X, +x, +x, +x, =1
Xy, t X, +%,+x,+x,=1
Xy tX,+x,+x,+x,=1
Xyt X, +x,+x,+x,=1
Xpp T Xy T X, + X, +%,=1
X, tx, +x,+x,+x,=1
Xt X, +x,+x,+x,=1
Xyt X, +x,+x,+x,=1
Xptx, +x,+x,.+x,=1
z,-z,+5x,<4
z, -z, +5x,<4
z,-z,+5x,<4
z,-z +5x, <4
z,-z,+5x,<4
z,-z,+5x,,<4
z,-z +5x, <4
z,-z,+5x,<4
z,-z,+5x,<4
z,-z +5x, <4
z,-z,+5x,<4
z,-z,+5x,<4

X, =0lub I;x, =0lub1;x,=0lub 1;x,=0lub1;x,=01lub 1
x10=01ub 1;x11=01ub 1;x12=01ub l;xB:Olub 1;x14=01ub1
x20=01ub 1;x21=01ub 1;x22=01ub 1;x23=01ub 1;x24=01ub1
x30=01ub 1;x31=01ub 1;x32=01ub 1;x33=01ub 1;x34=01ub1
x40=01ub Lx, =0lub1;x,=01lub 1;x43=01ub Lx,=0lubl
2,20;2,20;2,20;2,20

81

(83)

(84)

(85)

W przedstawionym przykladzie problemu komiwojazera dla czterech klientéw
w modelu programowania matematycznego (81)-(85) wystepuje dwadziescia
pie¢ podstawowych zmiennych decyzyjnych oraz cztery zmienne dodatkowe. Po-
nadto posiada on dwadziescia dwa ograniczenia. Uogdlniajac, dla N klientow licz-
ba podstawowych zmiennych decyzyjnych (binarnych) wynosi¢ bedzie (N + 1)%,
liczba zmiennych dodatkowych - N, natomiast liczba ograniczen poszczegdlnych

blokéw (78)-(80) wyniesie odpowiednio: N + 1, N + 1 oraz N*- N.
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W tabeli 40 wskazano liczbe zmiennych decyzyjnych ograniczen oraz
dopuszczalnych tras w zaleznosci od liczby odbiorcéw obstugiwanych przez do-
stawce.

Tab. 40. Liczba mozliwych parametréw modelu oraz mozliwych rozwiazan dla zadania komi-
wojazera

N Liczba zmj ennych Liczba ograniczen Liczba tras
decyzyjnych

1 4 4 1
2 9 8 2
3 16 14 6
4 25 22 24
5 36 32 120
6 49 44 720
7 64 58 5040
8 81 74 40320
9 100 92 362 880
10 121 112 3328800
11 144 134 39916 800
12 169 158 479001 600
13 196 184 6227020800
14 225 212 87178291200
15 256 242 1307674 368 000

Zrédto: opracowanie wtasne.

Problem komiwojazera jest zagadnieniem o charakterze kombinatorycznym.
Zdefiniowanie problemu oraz jego matematyczne sformulowanie nie przyspa-
rzajg problemu - w przeciwienstwie do znalezienia najlepszego rozwiazania,
czy chociaz takiego, ktére byloby bliskie optymalnemu. Liczba mozliwych tras
pojazdu jest rowna liczbie wszystkich permutacji odwiedzanych klientéw. Jak
wida¢ w tabeli 40, liczba ta bardzo szybko rosnie wraz ze wzrostem liczby od-
biorcéw do odwiedzenia. Dla zadania, w ktérym do obstugi przez dostawce jest
N Kklientoéw, liczba dopuszczalnych tras wyniesie N!. W przypadku, gdy odle-
glodci pomiedzy odbiorcami sg symetryczne (d, = d,), liczba ta jest o potowe
mniejsza: N!/2.
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1.2. Metody uktadania tras jednego pojazdu

Wsréd metod zaproponowanych do rozwigzywania problemoéw ukltadania tras
jednego pojazdu wyr6zni¢ mozna algorytmy dokladne i heurystyczne. Pierwsze
z wymienionych gwarantujg znalezienie rozwigzania (trasy) optymalnej. Wada
tych algorytméw jest bardzo czgsto wysoki stopien skomplikowania, a takze
fakt, ze w najgorszym przypadku moga dokona¢ przeszukania calej przestrzeni
rozwigzan zadania, co oznacza takze dlugi czas ich dzialania. Wér6d metod do-
ktadnych do najbardziej znanych nalezg algorytmy oparte na metodzie podziatu
i ograniczen, w ktérych problem komiwojazera definiowany jest na podstawie
problemu przydziatu lub problemu minimalnego drzewa rozpinajacego (Jad-
czak, 2019).

W przeciwienstwie do metod dokfadnych, osobng klas¢ stanowig algorytmy
heurystyczne, ktore niestety nie daja gwarancji znalezienia trasy optymalnej. Zy-
skaly one jednak wigksza popularnos¢, ze wzgledu na swoja elastycznos$¢, szyb-
kos¢ dziatania oraz prostote. Cechy te powoduja takze, ze nie nastreczaja duzych
trudnosci w implementacji komputerowej. Wérdd nich dokona¢ mozna podsta-
wowego podzialu na algorytmy konstrukcyjne oraz lokalnej optymalizacji. Za-
daniem pierwszych jest konstrukcja od podstaw dobrej trasy, natomiast drugich
- poprawa dowolnie zbudowanej trasy. W dalszej czgsci rozdzialu przedstawione
zostaly najbardziej znane wybrane algorytmy heurystyczne, natomiast szerszy
przeglad metod zaré6wno doktadnych, jak i heurystycznych znalez¢é mozna w lite-
raturze przedmiotu (zob. tamze).

1.2.1. Algorytmy konstrukcyjne

Podstawowa ideg algorytmoéw konstrukcyjnych jest stopniowa systematyczna
konstrukcja trasy pojazdu. Schemat postgpowania w algorytmach konstrukcyj-
nych podzieli¢ mozna na dwa etapy. W pierwszym z nich sposrod odbiorcéw,
ktérzy nie znajdowali sie dotychczas na trasie pojazdu, nalezy wybra¢ w odpo-
wiedni sposéb jednego. W drugim z kolei wybranego odbiorce trzeba umiesci¢
w odpowiednim miejscu trasy pojazdu. Zaréwno sposdb wyboru odbiorcy, jak
réwniez pozycji na trasie pojazdu determinujg konkretne algorytmy nalezace do
klasy metod konstrukcyjnych.

W algorytmach konstrukcyjnych waznym elementem okazuje si¢ wyboér punk-
tu startowego dla trasy pojazdu. W naturalny sposdb najczesciej jest to baza, z ktd-
rej pojazd wyrusza, cho¢ moze by¢ to réwniez dowolny punkt odbioru (klient).
W takiej jednak sytuacji nalezy pamietac o tym, ze baza musi zosta¢ wtedy dodat-
kowym punktem, ktéry pojazd odwiedzi.

Jednym z najbardziej znanych algorytméw z klasy konstrukeyjnych jest algo-
rytm drogi do najblizszego sgsiada (Rosenkrantz, Stearns i Lewis, 1977).
Schemat postgpowania przedstawi¢ mozna tu w kilku krokach:
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 Krok 1: wybor punktu startowego.

 Krok 2: wybor punktu najblizszego.

o Krok 3: dofaczenie punktu na koniec trasy.

o Krok 4: jezeli nie odwiedzono wszystkich punktéw, powré6t do kroku dru-

giego, jezeli tak — koniec.

W pierwszym etapie powyzszego algorytmu wybierany jest odbiorca zlokali-
zowany najblizej punktu, w ktérym aktualnie znajduje si¢ pojazd. Dolacza si¢ go
w drugim etapie na koniec cz¢§ciowo zbudowanej trasy.

Przyktad 2

Rozpatrzmy problem komiwojazera, ktdrego zadaniem jest, pokonujac jak naj-
krotsza trasg, odwiedzi¢ dziewieciu klientow. W tabeli 41 przedstawiono syme-
tryczng macierz odleglosci euklidesowych pomigdzy poszczegdlnymi punkta-
mi (klientami: 1-9 i baza 0) o znanych wspdtrzednych x i y — mieszczacych sie
w przedziale (0,100).

Tab. 41. Macierz odlegtosci dla problemu komiwojazerao N=9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 30 85 50 75 50 25 65 20 45

X y 10 85 65 50 30 20 45 920 15 80
10 10 X 78 93 57 68 41 38 97 80 78
30 85 78 X 59 40 71 68 40 35 92 16
85 65 93 59 X 38 36 57 63 32 50 43
50 50 57 40 38 X 32 30 25 43 53 30
75 30 68 71 36 32 X 27 52 61 21 58
50 20 41 68 57 30 27 X 35 72 40 60
25 45 38 40 63 25 52 35 X 60 2 40
65 920 97 35 32 43 61 72 60 X 79 22
920 15 80 92 50 53 51 40 72 79 X 79
9 45 80 78 16 43 30 58 60 40 22 79 X

0w ~N 60 B A W N = O

Zrédto: opracowanie wtasne.

Obierajac jako punkt startowy baze (punkt 0), pierwszym klientem dotagczonym
do trasy pojazdu bedzie klient 6, ktory znajduje si¢ najblizej bazy. Czg¢sciowo zbu-
dowana trasa pojazdu ma posta¢ 0-6-0. Kolejnym najblizej zlokalizowanym klien-
tem dla pojazdu, aktualnie znajdujacego si¢ w punkcie 6, jest ten o numerze 3. Tym
samym dotychczasowa trasa zostaje rozbudowana do postaci 0-6-3-0. Kolejne ite-
racje algorytmu drogi do najblizszego sasiada przedstawione zostaty w tabeli 42.
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Tab. 42. Iteracje algorytmu drogi do najblizszego sasiada

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 X 78 93 57 68 41 38 97 80 78
6 X 40 63 25 52 35 X 60 2 40
3 X 40 38 X 32 30 X 43 53 30
9 X 16 43 X 58 60 X 22 79 X
1 X X 59 X 71 68 X 35 92 X
7 X x 32 X 61 72 x X 79 X
2 X x X X 36 57 X X 50 X
4 X x x x x 27 x x 21 x
8 X X X X X 40 X X X X
5 X X X X X X X X X X

Zrédto: opracowanie wtasne.

Finalna trasa pojazdu ma posta¢: 0-6-3-9-1-7-2-4-8-5-0 i dlugo$¢ réwna
314. Jej posta¢ zaprezentowana zostata na rysunku 14.
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Rys. 14. Trasa pojazdu uzyskana algorytmem drogi do najblizszego sasiada

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy zauwazy¢, ze w trzeciej iteracji algorytmu powyzszego przyktadu moz-
liwe jest wybranie punktu 9 lub punktu 5. W obydwu przypadkach ich odlegtosci
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od punktu 3 sg takie same i wynosza 30. Wybierajac punkt 5, finalna postac trasy
to: 0-6-3-5-4-8-2-7-9-1-0, a jej dtugos¢ wynosi 339.

Pewng modyfikacjg algorytmu drogi do najblizszego sasiada moze by¢ jego
wersja dwustronna. Wybdr nowego punktu do czgsciowo zbudowanej trasy na-
stepuje na podstawie minimalizacji odlegtosci nie tylko od konca tej trasy, ale
takze od jej poczatku. Tym samym trasa moze by¢ rozbudowywana w dwoéch kie-
runkach jednoczes$nie.

Drugim konstruujagcym stopniowo tras¢ pojazdu jest algorytm sukcesyw-
nego wstawiania weztéw (Krawczyk, 2001), ktorego schemat postepowania
réwniez mozna przedstawi¢ w czterech krokach:

 Krok 1: wybor punktu startowego.

o Krok 2: wybor punktu najbardziej oddalonego od trasy.

o Krok 3: wstawienie punktu do trasy w najlepsze miejsce.

o Krok 4: jezeli nie odwiedzono wszystkich punktéw, powro6t do kroku dru-

giego, jezeli tak — koniec.

Etap pierwszy algorytmu, czyli wybdr klienta, ktdry zostanie dofaczony do cze-
$ciowo zbudowanej trasy pojazdu, polega na zdefiniowaniu odlegtosci punktu od
trasy. Otoz odlegloscig punktu od czg$ciowo zbudowanej trasy pojazdu jest odle-
glos¢, jaka dzieli ten punkt od najblizszego punktu nalezacego juz do trasy pojazdu
(zob. rysunek 15). Sposrod punktéw nieprzyporzadkowanych jeszcze do trasy nalezy
wybrac¢ ten, dla ktorego odleglos¢ od czesciowo juz zbudowanej trasy jest najwieksza.

Rys. 15. Odlegto$¢ punktu od cze$ciowo zbudowanej trasy pojazdu

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wybrany w pierwszym etapie algorytmu odbiorca musi zosta¢ w drugim
etapie wstawiony do czesciowo zbudowanej trasy. Wstawienie nowego punktu
k pomiedzy sasiednie punkty i oraz j polega na usunigciu z trasy polaczenia
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(i,j), a nastepnie zastgpieniu go parg nowych potaczen: (i,k) oraz (k,j) — zob.
rysunek 16.

D

Rys. 16. Wstawienie odbiorcy k do czesciowo zbudowanej trasy

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wybdr odpowiedniej pary sasiednich punktéw i oraz j odbywa sie poprzez wska-
zanie potencjalnie najlepszego miejsca w tej trasie. Bedzie nim to, ktére spowoduje
jak najmniejszy przyrost dlugosci aktualnie rozpatrywanej czgsciowej trasy pojaz-
du. Potencjalny przyrost dtugosci trasy AD,; obliczy¢ mozna wedtug wzoru (86):

A(D,)) = d(i.k) + d(k,j) - d(irf) (86)
gdzie:
o d(i,j) - dlugo$¢ usunietego polaczenia pomiedzy punktami i oraz j,
o d(i,k) i d(k,j) - dlugosci dodanych nowych polaczen (odpowiednio pomie-
dzy punktami i oraz k, a takze k oraz j w aktualnie rozpatrywanej czesciowo
zbudowanej trasie pojazdu).

Przyktad 3

Rozpatrujac problem komiwojazera z poprzedniego przykladu (zob. tabela 41),
pierwszym odbiorcy, ktéry zostanie wstawiony do trasy pojazdu jest klient 7,
poniewaz znajduje sie on najdalej od punktu poczatkowego (bazy). Tym samym
cze$ciowo zbudowana trasa pojazdu musi mie¢ postaé: 0-7-0 o diugosci 194.
W kolejnej iteracji algorytmu nalezy wskaza¢ nastepny punkt, jaki zostanie dota-
czony do czegsciowej trasy pojazdu. W zwigzku z tym, trzeba obliczy¢ odlegtosci
wszystkich niedotaczonych jeszcze do trasy odbiorcéw od trasy 0-7-0. Dla kaz-
dego odbiorcy bedzie to najmniejsza z dwoch odleglosci od punktéw 0 i 7 (zob.
tabela 43). Odbiorca, ktory zostanie wstawiony do czgsciowo zbudowanej trasy
pojazdu, bedzie wigc punkt 8 (najbardziej oddalony od trasy 0-7-0).
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Tab. 43. Odlegtosci odbiorcéw od trasy 0-7-0

0 7 d,.
1 78 35 35
2 93 32 32
3 57 43 43
4 68 61 61
5 41 72 41
6 38 60 38
8 80 79 79
9 78 22 22

Zrédto: opracowanie wtasne.

Punkt 8 wstawiony moze zosta¢ do trasy 0-7-0 w dwdch miejscach: pomiedzy
punktami 017 lub 7 i 0 - co oznacza, ze powsta¢ moga odpowiednio trasy: 0-8-
7-0 lub 0-7-8-0. Poniewaz macierz odleglosci jest symetryczna, to obydwie trasy
s3 co do dlugosci jednakowe. Oznacza to takze, ze i w tym przypadku przyrosty
dtugosci trasy AD | i AD,  beda jednakowe:

ADO’7 = da8 + d8’7 - clo,7 =80+79-97=062
AD, = 517,8 + d&0 - d7’0 =79+80-97=062

Wybierajac do dalszego postepowania czgsciowo zbudowang trase, np. 0-8-7-0
o dlugosci réwnej 256, nalezy w trzeciej iteracji algorytmu wskazaé nastepny punkt,
ktory powigkszy aktualng trase pojazdu (zob. tabela 44).

Tab. 44. Odlegtosci odbiorcéw od trasy 0-8-7-0

0 8 7 d.
1 78 92 35 35
2 93 50 32 32
3 57 53 43 43
4 68 21 61 21
5 41 40 72 40
6 38 72 60 38
9 78 79 22 22

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tym razem do trasy 0-8-7-0 wstawiony zostanie punkt 3, natomiast wybor
miejsca wstawienia w trasie warunkowany jest obliczeniami:

AD,, = dQ3 + d3,8 - do)8 =57+53-80=30
AD, = d&3 + d3,7 - al&7 =53+43-79=17

ADZ0 = dz3 + d3,0 - dZ0 =43 +57-97=3

Nowa, rozbudowana o jednego odbiorce trasa pojazdu ma posta¢: 0-8-7-3-0
i dlugos¢ 259. Kontynuujac dalsze iteracje algorytmu sukcesywnego wstawia-
nia kolejnych szesciu nieprzyporzadkowanych odbiorcéw, otrzymana zostanie
finalna trasa 0-5-8-4-2-7-9-1-3-6-0 o dtugos$ci wynoszacej 311 - zob. rysu-
nek 17.
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Rys. 17. Trasa pojazdu uzyskana algorytmem sukcesywnego wstawiania weztéw

Zrédto: opracowanie wtasne.

1.2.2. Algorytmy lokalnej optymalizacji (lokalnego przeszukiwania)

Osobng klas¢ metod ukladania trasy pojazdu stanowig algorytmy lokalnej opty-
malizacji, nazywane takze algorytmami przeszukiwania lokalnego (ang. local
search algorithms). W przeciwienstwie do metod konstrukcyjnych nie buduja
one trasy pojazdu, ale ja poprawiaja. Oznacza to, Ze chcac zastosowaé wybrany
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algorytm lokalnej optymalizacji, nalezy w pierwszej kolejnosci zbudowac jakakol-
wiek dopuszczalng tras¢ pojazdu. Ideg¢ tego typu algorytméw przedstawi¢ mozna
w kilku krokach:

o Krok 1: konstrukeja trasy poczatkowe;.

o Krok 2: konstrukeja zbioru tras sgsiednich.

 Krok 3: wybor i ocena najlepszej trasy sasiedniej.

o Krok 4: jezeli nastepuje poprawa trasy wyjsciowej, powrdt do kroku drugie-

go, jezeli nie - koniec.

Pierwszym krokiem algorytmu jest wyboér rozwiazania poczatkowego, z ktére-
go algorytm rozpocznie przeszukiwanie przestrzeni rozwigzan dopuszczalnych.
Rozwigzaniem tym moze by¢ zaréwno trasa pojazdu wygenerowana w sposob
losowy, jak réwniez skonstruowana z wykorzystaniem np. algorytmu nalezace-
go do przedstawionych powyzej metod konstrukcyjnych. Tak utworzone rozwia-
zanie poczatkowe jest trasg wyjsciowa, na podstawie ktorej poszukiwane sg tzw.
rozwigzania sgsiednie, czyli trasy pojazdow zbudowane na podstawie trasy wyj-
sciowej, wedlug scisle okreslonego schematu. Zbior rozwigzan (tras) sasiednich
nazywany jest sgsiedztwem. Sposrod wygenerowanego sasiedztwa trasy wyjscio-
wej nalezy znalez¢ trase najlepsza i pordwnac ja z trasa wyjsciowa. Jezeli dlugos¢
najlepszej trasy sasiedniej jest krotsza od dlugosci trasy wyjsciowej, uzna¢ nalezy,
ze uzyskano poprawe rozwigzania. W takiej sytuacji najlepsza trasa sasiednia staje
sie trasg wyjsciowa, a operacj¢ generowania nowego zbioru tras sasiednich z no-
wej trasy wyjsciowej nalezy powtorzy¢. Procedura jest wykonywana do momen-
tu, w ktérym najlepsza trasa ze zbioru tras sasiednich jest gorsza lub taka sama jak
wyjéciowa trasa pojazdu.

Sam algorytm w swojej ogolnej postaci jest bardzo prosty. Szczegolng uwage
jednak nalezy zwrdci¢ na metode generowania tras sasiednich, ktorej wlasciwa
konstrukcja stanowi¢ moze o efektywnosci danego algorytmu optymalizacji lo-
kalne;j.

W literaturze przedmiotu uwaza sig, ze sposdb generowania rozwigzan sasied-
nich nie powinien by¢ zbyt skomplikowany, lecz stanowi¢ pewnego rodzaju nie-
wielka modyfikacje rozwiazania wyjsciowego. Ponadto nalezy takze zwrdci¢ uwa-
ge na liczebnos¢ zbioru tras sasiednich, jaka mozna uzyska¢ wedtug konkretnego
sposobu budowy rozwigzania sgsiedniego. Zbyt mala liczba rozwigzan sasiednich
oznacza¢ moze zbyt szybka zbiezno$¢ algorytmu do rozwigzania, ktore dalekie
jest od rozwigzania optymalnego. Natomiast zbyt duza liczebnos¢ sasiedztwa
powodowa¢ moze zbyt dtugi czas dziatania algorytmu.

Do najbardziej znanych metod lokalnej optymalizacji dla problemu komiwo-
jazera nalezg algorytmy k-opt (Christofides i Eilon, 1972). Idea generowania
tras sasiednich polega tutaj na likwidacji k potaczen pomiedzy sgsiednimi punk-
tami w trasie wyjsciowej i zastgpieniu ich nowymi k polaczeniami. Ze wzgledu na
szybkos¢ i efektywno$¢ dziatania algorytmoéw k-opt najczesciej wykorzystywane
s3 algorytmy 2-opt i 3-opt (Lin, 1965).
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W algorytmach 2-opt dwa niesgsiednie polaczenia w trasie wyjsciowej pojazdu
s3 usuwane i zastepowane dwoma innymi. Dla kazdej pary polaczen pomiedzy
punktami (7,j) oraz (k,l) uzyska¢ mozna jedna sasiednia trase pojazdu (zob. rysu-
nek 18).

Rys. 18. Konstrukcja trasy sasiedniej w algorytmie 2-opt

Zrédto: opracowanie wtasne.

W przypadku problemu komiwojazera dla N klientéw o symetrycznej macie-
rzy odleglosci mozliwe jest rozpatrzenie i skonstruowanie (N*> — N)/2 sasiednich
tras. Ponadto sprawdzenie dtugosci trasy sasiedniej nie musi oznacza¢ policze-
nia jej calkowitej dlugosci. Wystarczajacym bedzie obliczenie zmiany dtugosci
trasy sasiedniej AD,. wedtug wzoru (87), poniewaz fragmenty w obydwu trasach
- odpowiednio pomi¢dzy punktami O, a O, oraz O,a O - s3 co do dlugosci
takie same.

A(D,.) = d(ij) + d(i + Lj+ 1) = d(i,i + 1) - d(jyj + 1) (87)

Ujemna warto$¢ AD,. $wiadczy¢ bedzie o tym, ze uzyskana trasa sgsiednia jest
krétsza od trasy wyjsciowe;.

Nieco bardziej ztozonym, szczegélnym przypadkiem algorytmu k-opt jest algo-
rytm 3-opt, w ktérym likwidacji i zastgpieniu przez inne podlegaja nie dwa, a trzy
polaczenia pomigdzy wybranymi parami sgsiednich punktéw w trasie. Oznacza
to, ze trasa wyjsciowa pojazdu podzielona moze by¢ na trzy osobne fragmenty,
ktérych ulozenie w trasie sgsiedniej dodatkowo permutuje. Liczba mozliwych
sasiednich tras, jaka mozna uzyska¢ tylko z jednej wybranej tréjki réznych pota-
czen (takze niebedacych polaczeniami sgsiednimi), wynosi siedem (zob. rysunek
19). Pierwsza trasa jest trasg wyjsciowa, kolejne trzy powstaty w wyniku wymiany
polaczen pomiedzy dwoma parami punktéw (jak w algorytmie 2-opt); wreszcie
cztery ostatnie pokazujg kombinacje wymiany polaczen miedzy trzema parami
punktéw jednoczesnie.
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Rys. 19. Konstrukgja tras sasiednich w algorytmie 3-opt
Zrédto: opracowanie wtasne.

Przyktad 4

Na rysunkach 20 i 21 przedstawiono dwie trasy pojazdéw uzyskane przy zastoso-

waniu metod konstrukcyjnych, odpowiednio: drogi do najblizszego sasiada i suk-
cesywnego dolgczania wezlow.
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Rys. 20. Trasa pojazdu uzyskana algoryt-

mem drogi do najblizszego sasiada

Rys. 21. Trasa pojazdu uzyskana algoryt-
Zrédto: opracowanie wtasne.

mem sukcesywnego dotgczania weztéw
Zrédto: opracowanie wtasne.

Zgodnie z algorytmem 2-opt, usuwajac z pierwszej trasy (zob. rysunek 20)
dwa jej odcinki: (1,7) i (3,9), a nastepnie zastepujac je nowa parg odcinkéw: (3,1)
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i (9,7), otrzyma¢ mozna trase sgsiednia (zob. rysunek 21), ktéra skonstruowana
zostala przy pomocy algorytmu sukcesywnego dolfaczania wezldéw. Zgodnie ze
wzorem (87) réznica w dlugosci pomiedzy trasami wynosi 3, poniewaz:

AD.=d, +d,_-d -d_ =40+22-30-35=-3

2. Uktadanie tras wielu pojazdow (problem wielu
komiwojazerow)

Prezentowany powyzej problem ukfadania tras jednego pojazdu jest jednym
z podstawowych probleméw transportowych spotykanych np. w logistyce dystry-
bucji. Rzeczywiste jego zastosowanie, np. do proceséw dystrybucyjnych w przed-
siebiorstwie lub tancuchu dostaw, moze by¢ czasami ograniczone - ze wzgledu na
wiele dodatkowych zalozen i ograniczen, z jakimi si¢ spotykamy. Zaliczy¢ do nich
mozna w pierwszej kolejnosci liczbe dostarczanych towaréw do odbiorcow oraz
tadownos¢ wykorzystanych w tym celu pojazdéw.

Naturalnym rozwinigciem zagadnienia komiwojazera jest problem wielu ko-
miwojazeréw. W przeciwienstwie do tego pierwszego przedsigbiorstwo dysponu-
je tu wiecej niz jednym $rodkiem transportu przeznaczonym do dostaw towaréw
do swoich klientéw. W podstawowej definicji problemu ukladania tras wielu po-
jazdow nalezy zalozy¢, ze zadanie dostawcy to dostarczenie do kazdego odbior-
cy okreslonej jego zapotrzebowaniem ilosci dobra g, majac do dyspozycji pewna
liczbe K pojazdéw o tadownosci Q kazdy.

Rys. 22. Graficzna ilustracja problemu uktadania tras wielu pojazddw

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tak jak w problemie jednego komiwojazera, kazdy klient musi zosta¢ odwiedzony
doktadnie jeden raz - i tylko przez jeden pojazd. Ladownos¢ kazdego samochodu
nie moze zosta¢ przekroczona. Celem staje si¢ wyznaczenie tras dla poszczegol-
nych pojazdéw w taki sposob, aby taczna ich diugos¢ (lub koszt) byla jak naj-
mniejsza. W zagadnieniu uktadania tras pojazdow wystepuja dwa problemy decy-
zyjne. Pierwszy z nich dotyczy ustalenia przyporzadkowania odbiorcy do danego
pojazdu, natomiast rozwigzanie drugiego okresla kolejnos¢ odwiedzenia klienta
przez pojazd na trasie (zob. rysunek 22).

2.1. Matematyczne sformutowanie problemu decyzyjnego

Tak jak dla problemu komiwojazera, tak i dla zadania ukladania tras wielu po-
jazdow sformutowa¢ mozna model programowania matematycznego. Zmienna
decyzyjna xij", posiadajaca tym razem trzy indeksy, takze przyjmuje dwie dopusz-
czalne wartosci: 0 lub 1. Warto$¢ zmiennej decyzyjnej rowna 1 oznacza, ze po-
taczenie pomiedzy punktami (dostawcg i/lub odbiorcami) i oraz j znajduje si¢
na trasie pojazdu k, natomiast 0 - sytuacje przeciwna.

Posta¢ modelu wielu komiwojazeréw z ograniczeniami zasobowymi jest roz-
szerzeniem modelu przedstawionego przy pomocy réwnan (88)-(94).

min PO =3 3>, d; &3

ST xb=1dlaj=0,1,...,N (89)

Ziox; - iox; =0dlap=0,1,...,Norazk=1,...,K (90)
Zilxgjﬁl dlak=1,...,,K (91)

leqi Jiox; <Qdlak=1,...,Kq,=0 (92)

z,—z, +(N+1)ZkK:1x;‘. S(N+1)-1dlaij=1,...,Norazi#j (93)
XSZ{(I) dlaij=0,1,...,Norazk=1,...,K (94)

Ograniczenia okreslone liczbg N + 1 réwnan (89) zapewniaja, ze kazdy od-
biorca zostanie w sposob jednoznaczny przydzielony do trasy jednego pojazdu.
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Kolejny zespot ograniczen w liczbie (N + 1)K réwnan (90) gwarantuje spetnie-
nie zalozenia, ze kazdy klient bedzie uwzgledniony w rozwigzaniu koncowym.
Mowiac precyzyjniej, pojazd raz do klienta wjedzie i raz od niego wyjedzie,
przy czym ograniczenie to dotyczy takze miejsca lokalizacji dostawcy. Nierow-
nosci (91), ktérych liczba jest réwna liczbie dostepnych pojazddw, majg zapew-
ni¢, ze pojazd rozpoczyna i konczy swoja trase w miejscu lokalizacji dostawcy.
Ograniczenie to wskazuje takze, ze nie wszystkie pojazdy musza zostaé przez
dostawce wykorzystane. Warunki w postaci nieréwnosci (92) naktadaja ogra-
niczenia co do dopuszczalnych tadownosci wszystkich K pojazdéw. Wreszcie
ostatnia grupa ograniczen (93) ma taki sam charakter, jak grupa ograniczen
(80) dla problemu jednego komiwojazera — i zabezpiecza przed powstaniem
takich tras poszczegdlnych pojazdow, ktore nie sa pelnymi cyklami dla zbio-
ru klientéw im przydzielonych. Liczba tych ograniczen wynosi N* - N. Laczna
liczba zmiennych decyzyjnych w powyzszym modelu programowania matema-
tycznego wynosi K(N + 1)?, natomiast zmiennych dodatkowych w ogranicze-
niach (93) - N.

Ograniczenia dotyczace tadownosci pojazdow (92) maja charakter ograniczen
zasobowych i nie sg jedynymi, z jakimi mozna si¢ spotka¢ przy definiowaniu pro-
blemu ukladania tras pojazdéw. Innymi spotykanymi sg takze te, ktore narzucaja
maksymalny czas pracy pojazdéw. Przy zalozeniu, ze na czas pracy kazdego po-
jazdu k ma wplyw czas przejazdu pomiedzy punktami i oraz j, a takze czas jego
obstugi (np. roztadunku towaru) u i-tego klienta, to ograniczenie dotyczace mak-
symalnego czasu pracy k-tego pojazdu bedzie mie¢ posta¢ (95):

N i N k N N r k _
Zizlti j:oxij +Zi:02j:otijxij STk k=1,...K (95)

2.2. Metody uktadania tras wielu pojazdow

2.2.1. Algorytmy konstrukcyjne

Przedstawione w poprzedniej czgéci niniejszego rozdzialu heurystyczne algo-
rytmy konstrukcyjne dla problemu ukladania tras jednego pojazdu moga by¢
z powodzeniem stosowane takze w zagadnieniu ukladania tras wielu pojazdow.
Warunkiem koniecznym ich wlasciwego wykorzystania jest przestrzeganie dodat-
kowych ograniczen zasobowych (maksymalna tadowno$c¢ i/lub dopuszczalny czas
pracy pojazdow).

Z mysla o rozwigzaniu zadania ukfadania tras wielu pojazdéw zapropo-
nowany zostal algorytm oszczedno$ciowego laczenia tras - savings (Clar-
ke i Wright, 1964). Sprawdzi si¢ on do rozwigzania problemu komiwojazera,
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jezeli poczynione zostanie zalozenie, ze jeden pojazd ma mozliwos¢ odwiedze-
nia wszystkich odbiorcow.

Dziatanie algorytmu oszczednosciowego laczenia tras przedstawi¢ mozna
w kilku krokach:

o Krok 1: lista tras poczatkowych.

o Krok 2: obliczenie oszczednosci.

o Krok 3: wybor tras do polaczenia.

o Krok 4: faczenie dwdch tras.

o Krok 5: aktualizacja listy tras pojazdéw i przejscie do kroku trzeciego.

W pierwszym kroku algorytmu tworzona jest poczatkowa lista tras pojazdow.
Zaklada sie, ze tras jest tyle, ilu klientéw, ktdrych nalezy obstuzy¢. Kazda trasa
poczatkowa to trasa skladajaca si¢ tylko z jednego odbiorcy: 0-i-0.

W kroku drugim nalezy policzy¢ wielko$¢ oszczednosci, wyrazajaca korzys¢
z faktu, ze dwdch odbiorcéw, i oraz j, znajdzie si¢ nie w dwoch odrebnych trasach,
a w jednej. Oszczednos¢ ta liczona jest zgodnie z formula (96):

s(i,j) = d(0,i) + d(j,0) — d(i)) (96)

Jezeli macierz odlegtosci D pomigdzy odbiorcami jest macierza symetryczna,
to i macierz oszczednosci S okazuje si¢ symetryczna. To bardzo wazny aspekt
algorytmu, poniewaz warunkuje on liczbe potencjalnych iteracji, jaka nalezy wy-
kona¢, a takze mozliwy sposdb taczenia tras. W przypadku symetrycznej macie-
rzy odlegtosci maksymalna liczba iteracji algorytmu oszczednosciowego lacze-
nia tras wynosi N(N - 1)/2. Dla macierzy niesymetrycznej liczba ta jest dwa razy
wieksza. Ponadto, w przypadku macierzy niesymetrycznej, wazna jest kolejnos¢
oznaczajacych odbiorcow indekséw i oraz j, ktorzy moga znalez¢ sie w jednej tra-
sie. W nowej trasie musi wystapi¢ polaczenie w kolejnosci: i-j — w przypadku
macierzy symetrycznej jest to bez znaczenia.

Z policzonych w kroku drugim oszczgdnosci nalezy wybra¢ tylko dodatnie
i posortowa¢ je malejaco, co oznacza, ze w pierwszej kolejnosci rozpatrywane
beda te mozliwosci faczenia tras, ktore daja najwieksze korzysci. Nastepnie, po-
czawszy od najwyzszej oszczednosci — wskazywanej przez indeksy oszczednosci
s(i,j) — sprawdzi¢ trzeba mozliwo$¢ potaczenia dwoch tras, w ktorych znajduja sie
odbiorcy, w jedna.

Aby pofaczy¢ dwie trasy w jedna, nalezy sprawdzi¢, czy spelnionych jest kilka
warunkéw. Przede wszystkim dwoje odbiorcédw, na ktérych wskazuje oszczednos¢
s(i,j) musi znajdowac si¢ w dwoch osobnych trasach, gdzie kazdy z nich jest tzw.
punktem krancowym. Odbiorca i jest pierwszy lub ostatni w swojej trasie, po-
dobnie jak odbiorca j w swojej. W przypadku symetrycznej macierzy odlegtosci
(w tym takze oszczednosci) spelnienie tego warunku okazuje sie wystarczaja-
ce. Natomiast dla macierzy niesymetrycznych odbiorca i powinien by¢ ostatni
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w swojej trasie, natomiast odbiorca j — pierwszy. Na rysunku 23 przedstawiono
polaczenie dwoch tras w jedna.

Rys. 23. Mozliwe potaczenie dwoch tras w jedna w algorytmie savings

Zrédto: opracowanie wtasne.

Oczywiscie bedzie ono mozliwe dodatkowo takze po spelnieniu kolejnych wa-
runkéw dotyczacych tadownosci pojazdu i jego maksymalnego czasu pracy. Re-
asumujac, polaczenia dwoch tras nie mozna dokona¢ w nastepujacych sytuacjach:

o ktorykolwiek z odbiorcow jest punktem posrednim w swojej trasie,

« polaczenie dwdch tras spowoduje przekroczenie dopuszczalnej tadownosci
pojazdu,

« polaczenie dwodch tras spowoduje przekroczenie dopuszczalnego czasu pra-
cy pojazdu,

« w przypadku niesymetrycznej macierzy odleglosci (w tym takze oszczed-
nosci) pofaczenie dwdch tras spowoduje zmiang dotychczasowej kolejnosci
odwiedzania przez pojazd klientéw w faczonych trasach.

Jak wspomniano, maksymalna liczba iteracji algorytmu jest réwna liczbie ob-
liczonych dodatnich oszczgdnosci s(i,j). Jednakze w trakcie dziatania algorytmu
moze si¢ okaza¢, ze uzyskany zbidr tras nie pozwala na dalsze ich Iaczenie (za
kazdym razem nie bedzie spelniony np. warunek tadownosci pojazdu). Oznacza
to brak koniecznosci przejrzenia wszystkich mozliwych formalnych wariantow
taczenia tras, na ktdére wskazuja oszczednosci s(i,f).

Przyktad 5

W tabeli 45 przedstawiono problem ukladania tras pojazdow dla dziewigciu od-
biorcéw (symetryczna macierz odleglosci). W ostatniej kolumnie podane zostaty
popyty poszczegolnych odbiorcéw - wyrazone liczbg jednostek fadunkowych.
Dostawca dysponuje samochodami o maksymalnej dopuszczalnej fadownosci
wynoszacej pigtnascie jednostek tadunkowych.
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Tab. 45. Macierz odlegto$ci oraz popyty odbiorcéw dla problemu uktadania tras wielu pojaz-
déwoN=9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 q
0 x 78 93 57 68 41 38 97 80 78 x
1 78 x 59 40 71 68 40 35 92 16 5
2 93 59 x 38 36 57 63 32 50 43 6
3 57 40 38 x 32 30 25 43 53 30 3
4 68 71 36 32 x 27 52 61 21 58 4
5 41 68 57 30 27 x 35 72 40 60 3
6 38 40 63 25 52 35 x 60 72 40 5
7 97 35 32 43 61l 72 60 x 79 2 6
8 80 92 50 53 51 40 72 79 x 79 7
9 78 16 43 30 58 60 40 22 79 x 4

Zrédto: opracowanie wtasne.

Obliczajac catkowity popyt wszystkich odbiorcow (czterdziesci trzy jednostki
tadunkowe), fatwo zauwazy¢, ze minimalna liczba pojazddéw, jaka powinna zosta¢
uzyta do dystrybucji produktéw, wynosi 43/15 = 3.

Macierz oszczednosci jest takze w tym przypadku macierzg symetryczng (zob.
tabela 46), wsrod elementow ktorej wszystkie przyjety warto$ci nieujemne.

Tab. 46. Macierz oszczednosci obliczona wedtug wzoru (96)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 X 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 X 112 95 75 51 76 140 66 140
2 0 112 X 112 125 7 68 158 123 128
3 0 95 112 X 93 68 70 111 84 105
4 0 75 125 93 X 82 54 104 127 88
5 0 51 7 68 82 X 44 66 81 59
6 0 76 68 70 54 44 X 75 46 76
7 0 140 158 111 104 66 75 X 98 153
8 0 66 123 84 127 81 46 98 X 79
9 0 140 128 105 88 59 76 153 79 X

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Z powyzszej (symetrycznej) macierzy oszczednosci wybrano potowe oszczed-
nosci dodatnich (lacznie trzydziesci sze$¢), a nastepnie posortowano je od naj-
wiekszej do najmniejszej — zob. tabela 47.

Tab. 47. Posortowane elementy macierzy oszczednosci

(i) 2,7 7,9 1,7 1,9 2,9 4,8 2,4 2,8 12 23 3,7 3,9 47 7,8 1,3 3,4 4,9 38
s(i,i)|158 153 140 140 128 127 125 123 112 112 111 105 104 98 95 93 88 84
(i) 4,5 5,8 89 2,5 1,6 6,9 1,4 6,7 3,6 3,5 2,6 1,8 57 59 4,6 15 68 56
s(i,i)| 82 81 79 77 76 76 75 75 70 68 68 66 66 59 54 51 46 44

Zrédto: opracowanie wtasne.

Poczatkowa lista tras zawiera dziewie¢ pozycji: 0-1-0; 0-2-0; 0-3-0; 0-4-0;
0-5-0; 0-6-0; 0-7-0; 0-8-0; 0-9-0. W pierwszej iteracji algorytmu nalezy roz-
patrzy¢ mozliwos¢ polaczenia tras zawierajacych odbiorcéw: 2 i 7, nalezacych do
tras 0-2-0 oraz 0-7-0. Sa oni kraicowymi w swoich trasach, a ponadto catkowi-
ty popyt klientéw w obydwu trasach wynosi dwanascie jednostek tadunkowych,
co pozwala na obstuzenie ich przez jeden pojazd. Tym samym, po polaczeniu
obydwu tras w jedna: 0-2-7-0, zastapi ona w liscie tras dwie poprzednie.

Kolejna oszczednos¢ s(1,7) wskazuje na to, aby w jednej trasie znalezli sie
odbiorcy 1 i 7. Pomimo formalnej mozliwosci polaczenia trasy 0-2-7-0 z trasg
0-1-0 (dofaczenie odbiorcy 1 do punktu 7), faczny popyt wszystkich klientow
(wynoszacy siedemnascie) przekroczy dopuszczalng tadowno$¢ pojazdu. Nalezy
ponadto zauwazy¢, ze w przypadku niesymetrycznej macierzy odleglosci (w tym
takze oszczednosci), nawet gdyby tadownos¢ pojazdu pozwalata na obstuge tych
trzech klientéw, nie mozna by bylo dokona¢ potfaczeniu obu tras. Dofaczenie od-
biorcy 1 do klienta 7 w trasie oznaczaloby przejazd pojazdu na odcinku 7-1, a nie
1-7, jak wskazuje oszczednos¢ s(1,7). Dla polfaczenia 7-1 istniataby w niesyme-
trycznej macierzy oszczednosci odrebna wielkos$¢ oszczednosci s(7,1).

Kontynuujac, kolejna oszczedno$c¢ s(1,9) wskazuje na koniecznos¢ rozpatrzenia
polaczenia tras: 0-1-0 oraz 0-9-0 w jedna trase 0-1-9-0 o catkowitym popycie
réwnym 9. Natomiast, biorac pod uwage nastepna oszczednosc s(2,9), potaczenie
tras 0-2-7-0 i 0-1-9-0 nie jest mozliwe (przekroczona fadownos¢ pojazdu).

Nastepne polaczenie tras, jakie mozna wykonag, to trasy: 0-4-0 oraz 0-8-0,
na ktére wskazuje oszczedno$¢ s(4,8). W wyniku tego powstanie trasa: 0-4-8-0
o calkowitym popycie réwnym 11.

W wyniku dotychczasowych wykonanych polaczen tras ich aktualna lista jest
nastepujaca: 0-2-7-0; 0-1-9-0; 0-4-8-0; 0-3-0; 0-5-0 oraz 0-6-0. Rozpatrujac
kolejne trzy oszczednosci: s(2,4), s(2,8) i s(1,2), nie powstanie nowa trasa, ponie-
waz za kazdym razem dopuszczalna tadowno$¢ pojazdu zostanie przekroczona.
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Dopiero oszczedno$¢ s(2,3) pozwala polaczy¢ ze sobg dwie trasy: 0-2-7-0 1 0-3-0
- co daje nam tras¢ 0-3-2-7-0 o calkowitym popycie réwnym 15.

Analizujac nastepne dziewie¢ oszczednosci, dopiero s(4,5) wskazuje na dola-
czenie do trasy 0-4-8-0 trasy 0-5-0, tworzac tras¢ 0-5-4-8-0 o calkowitym po-
pycie réwnym 14.

Wreszcie kolejnym polaczeniem tras, jakie mozna wykonad, jest zestawienie ze
soba trasy 0-1-9-0 z trasg 0—6-0 — na podstawie oszczednosci 5(6,9). Otrzymana
trasa 0-6-1-9-0, o calkowitym popycie rownym 14, bedzie ostatnig, jaka mozna
utworzy¢ w algorytmie oszczednosciowego taczenia tras. Nie trzeba wykonywac
kolejnych dwunastu iteracji algorytmu, poniewaz jakiekolwiek potaczenie aktu-
alnych tras skutkowaé bedzie zawsze przekroczeniem dopuszczalnej fadownosci
pojazdu.

W wyniku dzialania przedstawionego algorytmu uzyskano zestawienie trzech
tras pojazdow: 0-3-2-7-0 (popyt 15), 0-5-4-8-0 (popyt 14) i 0-6-1-9-0 (popyt
14), o Tacznej dtugosci 565 (zob. rysunek 24).

Rys. 24. Trasy pojazdu uzyskane algorytmem oszczednosciowego taczenia tras (savings)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Algorytm oszczednosciowego laczenia tras wystepowaé moze w dwdch wer-
sjach. Przedstawiony powyzej stanowi wersje rownolegla, co oznacza, ze trasy
pojazdow tworzone s3 w sposdb réwnolegty. Odmiane algorytmu savings sta-
nowi jego wersja sekwencyjna, w ktorej dana trasa rozbudowywana jest do mo-
mentu, az nie jest mozliwe juz dolaczenie jakiegokolwiek odbiorcy ze wzgledu
na przekroczenie tadownosci pojazdu. W takiej sytuacji rozbudowywana zosta-
je kolejna trasa — poprzez przegladniecie od poczatku posortowanych malejaco
oszczednosci.
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Na koniec nalezy takze wspomnie¢ o jeszcze jednej modyfikacji algorytmu,
dotyczacej samego sposobu obliczenia oszczednosci s(i,f), ktora zostata zapropo-
nowana przez Heinricha Paessensa (Paessens, 1988). Przedstawia ja wzor (97).
Polega ona na zacheceniu do aczenia tras zawierajacych odbiorcéw, ktorych od-
legtosci od lokalizacji dostawcy znacznie si¢ roznia.

s(i,j) = d(0,i) + d(j,0) — yd(i,j) + ud(0,i) + ud(j,0) (97)

W powyzszej formule wielkosci y i y stanowig parametry, ktérych wartosci
ustalono na poziomie: 0 < y<3oraz0<pu < 1.

2.2.2. Algorytmy dekompozycyjne

Ze wzgledu na fakt, ze w zagadnieniach ukladania tras wielu pojazdow wyste-
puja dwa problemy optymalizacyjne (przydzial odbiorcéw do pojazdu oraz ko-
lejno$¢ obiorcow w trasie), duza popularnos¢ zyskaly sobie heurystyczne algo-
rytmy dekompozycyjne. Metody te realizujg zasade rozdzialu na dwa odrebne
etapy: rejonizacje¢ klientéw dla poszczegolnych pojazdéw oraz ustalenie kolejno-
$ci odwiedzania klientéw. Fazy te moga by¢ realizowane dowolnie. W przypadku
ustalenia kolejnosci odwiedzania klientéw w pierwszym etapie nalezy rozwigzac
zadanie komiwojazera, w ktorym - nie baczac na ograniczenia zasobowe — usta-
lana jest jedna super-trasa pojazdu. W drugim uzyskana trasa dzielona jest na
podtrasy - na podstawie dodatkowych ograniczenn maksymalnej fadownosci lub
czasu pracy pojazdu (zob. rysunek 25).

Rys. 25. Realizacja heurystyki dekompozycyjnej wedtug reguty ,najpierw trasa, potem rejon”

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zaletg tego podejscia okazuje si¢ umieszczenie w trasach pojazdow odbiorcéw
znajdujacych sig¢ blisko siebie. Ponadto taka strategia poszukiwania rozwigzania
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ukfadania tras pojazdéw nie jest skomplikowana (mozliwos¢ wykorzystania al-
gorytmow przeznaczonych do rozwigzywania problemu komiwojazera), a takze
charakteryzuje si¢ szybkos$cig uzyskania satysfakcjonujacego rozwigzania.

Drugim podej$ciem stosowanym przez algorytmy dekompozycyjne jest stra-
tegia ,najpierw rejon, potem trasa”. W pierwszym etapie nastepuje podzial od-
biorcéw na podzbiory, ktére zostang przyporzadkowane do danego pojazdu, aby
w etapie drugim rozwiaza¢ odregbne problemy komiwojazera dla kazdego wyge-
nerowanego podzbioru.

Reprezentantem nalezacych do tej strategii dekompozycyjnych algorytmow
heurystycznych jest algorytm sweep (ang. ,zagarniac’, ,zamiata¢”) Billyego
E. Gilletta i Lelanda R. Millera (Gillett i Miller, 1974). Realizowany jest on w kilku
krokach:

+ Krok 1: wybdr poczatkowego odbiorcy i poprowadzenie potprostej DO,.

« Krok 2: poprowadzenie pétprostych DO, i wyznaczenie katow a,.

+ Krok 3: posortowanie katéw «, rosngco.

+ Krok 4: przyporzadkowanie odbiorcéw O, zgodnie z kagtami a.

o Krok 5: rozwigzanie problemu komiwojazera dla kazdego pojazdu.

Zakladajac, ze lokalizacja dostawcy to $rodek kota, w ramach ktérego uloko-
wani s3 wszyscy odbiorcy, nalezy poprowadzi¢ pétprosta DO, o poczatku w miej-
scu lokalizacji dostawcy D i przechodzacg przez dowolnie wybranego odbiorce O,
(krok pierwszy). W nastepnej kolejnosci (krok drugi) do pozostatych odbiorcéw
trzeba poprowadzi¢ kolejne poétproste DO, - takze o poczatku w D. Kazda z pot-
prostych DO, bedzie nachylona do pétprostej DO, pod katem «, — wszystkie katy
nalezy posortowac rosngco (krok trzeci). W kroku czwartym nastepuje przypisa-
nie kolejnych odbiorcéw (zgodnie z kolejnoscig rosngcych katéw «) do pojazdu.
W przypadku przekroczenia ograniczenia zasobowego trzeba rejon pojazdu za-
mkna¢ i wzig¢ pod uwage kolejny pojazd.

Rys. 26. Rejonizacja odbiorcéw w algorytmie sweep

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Po utworzeniu rejonéw pojazdéw dla kazdego z nich nalezy w kroku pigtym
zbudowac i rozwigza¢ osobny problem komiwojazera.

Inny sposob tworzenia rejonéw obstugi odbiorcéw przez dany pojazd zapropo-
nowany zostal przez Andrzeja Calczynskiego w algorytmie baz fikcyjnych (Cal-
czynski, 2000). Do ich konstrukeji wykorzystywane jest zagadnienie klasycznego
problemu transportowego.

 Krok 1: wybor poczatkowego odbiorcy.

o Krok 2: konstrukeja klasycznego problemu transportowego.

o Krok 3: rozwigzanie klasycznego problemu transportowego.

o Krok 4: przyporzadkowanie odbiorcéw do rejonu pojazdu.

o+ Krok 5: rozwigzanie problemu komiwojazera dla kazdego pojazdu.

Podobnie jak w algorytmie sweep, rejony tworzone sg sekwencyjnie - z ta roz-
nicy, ze za kazdym razem nalezy wybra¢ jeden punkt poczatkowy, ktérym jest ten
najbardziej odlegty od miejsca lokalizacji dostawy (krok pierwszy).

W kroku drugim budowane jest klasyczne zadanie transportowe, sktadajace sie
zawsze z dwoch dostawcow oraz liczby odbiorcéw nieprzyporzadkowanych jeszcze
do zadnego z rejonéw. Jednym z dostawcow jest rzeczywisty dostawca D, natomiast
drugim (tzw. baza fikcyjng — BF) wybrany odbiorca poczatkowy. Zbior odbiorcoéw
w klasycznym zadaniu transportowym stanowig wszyscy pozostali klienci, ktorzy
nie s jeszcze przypisani do zadnego pojazdu - z wyjatkiem wybranej bazy fikcyjne;.
Podaz rzeczywistego dostawcy w zadaniu transportowym jest réwna sumie popy-
tow wszystkich nieodwiedzonych punktéw obstugi (oprocz bazy fikcyjnej) minus
dopuszczalna fadownos¢ pojazdu przeznaczona do obstugi rejonu. Natomiast po-
daz samej bazy fikcyjnej réwna sie réznicy maksymalnej tadownosci uzytego pojaz-
du i popytu odbiorcy wybranego jako baza fikcyjna. Popyty odbiorcéw w budowa-
nym klasycznym zadaniu transportowym to rzeczywiste popyty klientéw, natomiast
macierz kosztéw jednostkowych transportu stanowi¢ moze macierz odlegtosci.

Rozwigzanie skonstruowanego w kroku drugim klasycznego zadania transpor-
towego wskazuje, ktory dostawca dostarczy¢ ma produkt i do ktérego odbiorcy.
Do bazy fikcyjnej, a tym samym do rejonu uzytego pojazdu, przypisywani sg od-
biorcy otrzymujacy w rozwigzaniu klasycznego zadania transportowego catos¢
produktu tylko od bazy fikcyjnej. Moze si¢ zdarzy¢, ze w uzyskanym rozwiagza-
niu cze$¢ produktu ma by¢ dostarczona od rzeczywistego dostawcy, a czes¢ od
bazy fikcyjnej. W takiej sytuacji klient nie jest przypisywany do rejonu pojazdu,
co oznacza, ze tadownos¢ pojazdu nie bedzie w pelni wykorzystana.

Przypisani do pojazdu odbiorcy sa usuwani w kroku czwartym z listy nieprzy-
porzadkowanych jeszcze klientéw. Potem nalezy powroci¢ do kroku pierwszego.
Kroki 1-4 powtarzane s3 do czasu podzialu wszystkich odbiorcéw na rejony przy-
porzadkowane do pojazdow.

Ostatni etap to krok piaty, w ktorym dla kazdego uzyskanego wczesniej re-
jonu obslugi pojazdu trzeba skonstruowa¢ i rozwiazaé zadanie ukladania tras
jednego pojazdu.
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Przyktad 6

Dla macierzy odleglosci z poprzedniego przyktadu najbardziej oddalonym od-
biorca od miejsca lokalizacji dostawy jest odbiorca 7 - o popycie 6 jednostek ta-
dunkowych. Stad mozna przyjaé, ze do tego odbiorcy zostanie wystany pojazd,
ktoérego dostepna jeszcze tadownos¢ po jego obstuzeniu wynosi¢ bedzie 15 -6 =9
jednostek tadunkowych. Odbiorca 7 zostanie tym samym pierwsza baza fikcyjna.
Posta¢ klasycznego zadania transportowego dla wyznaczenia pierwszego rejonu
obstugi pojazdu przedstawiona zostala w tabeli 48.

Tab. 48. Klasyczne zadanie transportowe dla pierwszej bazy fikcyjnej

1 2 3 4 5 6 8 9 podaz
0 78 93 57 68 41 38 80 78 28
7 35 32 43 61 12 60 79 22 9
popyt 5 6 3 4 3 5 7 4 37

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozwiazanie powyzszego klasycznego zadania transportowego dla bazy fikcyj-
nej 7 prezentuje tabela 49.

Tab. 49. Rozwigzanie klasycznego zadania transportowego dla pierwszej bazy fikcyjnej

1 2 3 4 5 6 8 9 podaz
0 5 1 28
7 6 3 9
popyt 5 6 3 4 3 5 7 4 37

Zrédto: opracowanie wtasne.

Do bazy fikcyjnej, a tym samym takze do rejonu pierwszego pojazdu, przypo-
rzagdkowany zostat odbiorca 2. Nalezy zwroci¢ uwage, ze w uzyskanym rozwigza-
niu odbiorca 9 jest obstugiwany czesciowo zaréwno przez baze fikcyjna, jak i rze-
czywista. Jednak, zgodnie z zalozeniami algorytmu, nie zostanie on przypisany
do rejonu pierwszego pojazdu. Pierwszy wyznaczony pojazd R, sktada si¢ tylko
z dwoch odbiorcow: 21 7.

Po usunieciu odbiorcéw 2 i 7 ze zbioru wszystkich nieprzyporzadkowanych
jeszcze do pojazdow klientow kolejng bazg fikcyjng bedzie odbiorca 8 - o popycie
7 jednostek fadunkowych. W zwigzku z tym, podaz tej bazy fikcyjnej jest rowna
pozostalej wolnej przestrzeni tadunkowej 15 - 7 = 8 jednostek. Podaz bazy rzeczy-
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wistej to rdznica sumy popytow pozostalych odbiorcéw i podazy bazy fikcyjnej
(pozostalej wolnej przestrzeni tadunkowej uzytego pojazdu): 24 - 8 = 16. Nowa
tabela klasycznego zadania transportowego dla drugiej bazy fikcyjnej oraz uzy-
skane rozwigzanie zaprezentowano w tabelach 50 oraz 51.

Tab. 50. Klasyczne zadanie transportowe dla drugiej bazy fikcyjnej

1 3 4 5 6 9 podaz
0 78 57 68 41 38 78 16
8 92 53 51 40 72 79 8
popyt 5 3 4 3 5 4 24

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 51. Rozwiazanie klasycznego zadania transportowego dla drugiej bazy fikcyjnej

1 3 4 5 6 9 podaz
0 5 2 5 4 16
8 3 4 1 8
popyt 5 3 4 3 5 4 24

Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejny rejon obstugi R, sktada si¢ z trzech odbiorcéw: 8, 3 i 4. Natomiast spo-
$réd pozostatych jeszcze do obstugi odbiorcow: 1, 5, 6 1 9, ktorych faczny popyt
wynosi 17 jednostek fadunkowych (powyzej 15), trzecig baza fikcyjng moze zo-
sta¢ 1 lub 9 (odleglo$¢ od bazy rzeczywistej w obydwu przypadkach wynosi 78).
Wybierajac jako baze odbiorce 1, przedstawione zostalo w tabelach 52 oraz 53
sformulowane dla niej klasyczne zadanie transportowe oraz uzyskane rozwigza-
nie — na podstawie ktorego trzeci rejon obstugi R, sktada si¢ z odbiorcow: 1, 6
oraz 9.

Tab. 52. Klasyczne zadanie transportowe dla trzeciej bazy fikcyjnej

5 6 9 podaz
0 41 38 78 2
1 68 40 16 10
popyt 3 5 4 12

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 53. Rozwigzanie klasycznego zadania transportowego dla trzeciej bazy fikcyjnej

5 6 9 podaz
0 2 2
1 1 10
popyt 3 5 4 24

Zrédto: opracowanie wtasne.

Pozostaly pojedynczy odbiorca 5 stanowic¢ bedzie osobny rejon pojazdu R,.

Reasumujgc, w wyniku zastosowania algorytmu baz fikcyjnych do ustalenia
przyporzadkowania odbiorcéw do poszczegélnych pojazdéw uzyskano cztery re-
jony obstugi: R, = [2,7]; R, = [3,4,8]; R, = [1,6,9] oraz R, = [5] - zob. rysunek 27.
Oznacza to konieczno$¢ wykorzystania czterech pojazdow, w przeciwienstwie do
trzech wskazanych w rozwigzaniu uzyskanym algorytmem oszczednosciowego
aczenia tras.

Zauwazy¢ nalezy, ze w przypadku dopuszczenia mozliwosci tzw. obstugi roz-
dzielonej (dostawy czesci popytu do odbiorcy przez rézne pojazdy), algorytm baz
fikcyjnych takze podzielilby wszystkich klientéw na trzy rejony.

Rys. 27. Rejony obstugi odbiorcdw przez pojazdy w algorytmie baz fikcyjnych

Zrédto: opracowanie wtasne.



Rozdziat IV
Optymalizacja w sieciach
transportowych

Ciagla potrzeba usprawniania i doskonalenia proceséw dystrybucji produktow,
od producentéw do odbiorcéw finalnych, powoduje nierzadko koniecznos¢ ich
rozbudowy. Powiekszenie tanncuchéw dostaw polega nie tylko na ich wydtuzaniu
poprzez wstawianie kolejnych punktéw dostawcodw posrednich, ale takze na po-
szerzeniu — np. budowie nowych zakladéw produkcyjnych lub tworzeniu kolej-
nych centréw dystrybucji. To oznacza, ze bardzo czesto trudno juz méwic wylacz-
nie o tancuchu dostaw, a nalezaloby uzywac pojecia sieci dostaw.

Spoiwem warunkujacym funkcjonowanie tancuchéw czy sieci dostaw jest
transport. Zaliczy¢ go nalezy do najwazniejszych i najbardziej kosztochtonnych
procesdw, gwarantujacych sprawny przeplyw fizyczny produktow. Identyfika-
cja jego podstawowych problemoéw, a takze implementacja odpowiednich mo-
deli i metod optymalizacyjnych do ich rozwigzywania przyczynic¢ si¢ moze do
poczynienia znaczacych oszczednosci w wydatkach przedsigbiorstw - szcze-
golnie tych, dla ktoérych koszty transportowe stanowig istotng czes¢ kosztow
catkowitych.

Wisrod problemoéw transportowych zwigzanych z obstuga tancuchoéw lub sieci
dostaw wyr6zni¢ mozna m.in.

« klasyczne problemy transportowe pomiedzy grupami dostawcow a odbiorcow,

« problemy marszrutyzacji,

« problemy konstrukgji sieci polaczen pomigdzy weztami sieci logistycznych,

« problemy optymalizacji drég w sieciach dostaw,

« problemy zwiazane z wydajnoscia sieci dostaw.

Dwa pierwsze z wyzej wymienionych probleméw stanowig osobne rozdziaty
niniejszej ksigzki i nie beda przedmiotem rozwazan w tym rozdziale. Blizej za-
prezentowane zostang sformufowania i metody rozwiazywania trzech ostatnich
zagadnien transportowych.

Bardzo czesto sieci dostaw w sposéb naturalny mozna przedstawi¢ w posta-
ci modeli graficznych, w ktérych wyodrebnia si¢ wezly (np. dostawcow, odbior-
cow, posrednikéw) oraz ich wzajemne polaczenia (np. drogowe). Dlatego tez,
identyfikujac i definiujac w sposob szczegotowy wszystkie wskazane przyklady
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problemow transportowych, warto postuzy¢ sie grafem. W zwigzku z tym, w dal-
szej czesci rozdzialu przedstawiony zostanie niezbedny do rozwigzywania proble-
moéw transportowych zakres informacji zwigzany z teorig graféw.

1. Elementy teorii grafow

Graf G = (V,E) zdefiniowa¢ mozna jako niepusty zbiér wierzchotkéw V(G) oraz
zbior krawedzi E(G) - zob. rysunek 28. Wierzchotki grafu v.e V reprezentujg we-
zly sieci, kt6rej on dotyczy, natomiast krawedzie e = (v,v) - polaczenia pomiedzy
nimi. Aby mozna bylo moéwic o grafie, musi mie¢ on przynajmniej jeden wierz-
chotek, niekonieczne jednak okazuja si¢ krawedzie.

Rys. 28. Przyktad grafu nieskierowanego

Zrédto: opracowanie wtasne.

Krawedzie w grafie moga by¢ skierowane lub nieskierowane (zob. odpowiednio
rysunek 29 oraz 28). Jezeli dla krawedzi grafu zachodzi relacja: e = (VZ-)V,-) e E(G)
oraz e = (v,v) € E(G), to krawedz taka nazywana jest nieskierowang (lub niezo-
rientowanqj). Z kolei, gdy np. krawedz e = (vi,vj) € E(G) oraz krawedz e = (vj,vi) ¢
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E(G), to pierwszg z nich nazywamy krawedzig skierowang (zorientowana), w ktorej
wierzchotkiem poczatkowym (w tym przypadku tuku) okazuje si¢ v, a koricowym v.
Ponadto w grafie moga wystepowac krawedzie rownolegte, a takze petle, czyli krawe-
dzie, ktérych poczatkiem i koncem jest ten sam wierzchotek. Wreszcie — do kazdej
krawedzi grafu przyporzadkowana moze zosta¢ pewna nieujemna liczba rzeczywista
w(v,v,), cechujaca w okreslony sposob potaczenie pomiedzy wierzchotkami grafu.

Rys. 29. Przyktad grafu skierowanego

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rézne rodzaje krawedzi, jakie moga sklada¢ sie na dany graf, powoduja, ze
grafy mozna podzieli¢ na kilka podstawowych rodzajow (Wilson, 2007):
grafy proste (zob. rysunek 28),
« grafy skierowane (zob. rysunek 29),
« grafy nieskierowane (zob. rysunek 28),
o grafy mieszane (zob. rysunek 30),
o grafy wazone.

Grafy proste charakteryzujg si¢ wszystkimi krawedziami nieskierowanymi,
bez petli i krawedzi réwnolegtych — w przeciwienstwie do gratéw mieszanych.
W tych ostatnich moga wystapi¢ zaréwno krawedzie skierowane, jak i nieskiero-
wane, a takze rownolegle. Liczba wszystkich wierzchotkéw wyznacza rzad grafu
n=|V(G)|, natomiast m = |E(G)|, réwne liczebno$ci wszystkich jego krawedzi, jest
rozmiarem grafu.



110 Optymalizacja w sieciach transportowych

Rys. 30. Przyktad grafu mieszanego

Zrédto: opracowanie wtasne.

Mozna dokona¢ réwniez pewnej charakterystyki samych wierzchotkéw gra-
fu. Dwa taczone przez krawedz wierzcholki s nazywane w teorii graféw wierz-
chotkami sgsiednimi. W przypadku graféw nieskierowanych zbiér wszystkich
wierzchotkéw majgcych potgczenie z danym wierzchotkiem v, nazywany jest jego
sgsiedztwem N(v). Poza tym wazna jest takze liczba krawedzi skojarzonych z da-
nym wierzchotkiem (incydentnych do wierzchotka). Liczba krawedzi skojarzona
z wierzchotkiem v, oznacza stopien tego wierzchotka deg(v). Krawedzie bedace
petlami sg liczone podwdjnie. Na ilustracji grafu (zob. rysunek 28) wierzcholek v,
jest stopnia 6smego, a wierzchotek v, stopnia trzeciego.

W przypadku graféw skierowanych rozrézni¢ nalezy dwa rodzaje sasiedztwa:
zbior wierzchotkéw dostepnych z wierzchotka v, N*(v,) oraz zbidr wierzchotkéw,
z ktorych wierzchotek v, jest dostepny N(v). Tym samym stopient wierzchot-
kow jest tu rozrézniany na stopien wyjsciowy deg*(v)) - liczba krawedzi wy-
chodzacych z wierzcholka, oraz stopien wejsciowy deg (v) — liczba krawedzi
wchodzacych z wierzchotka. Na rysunku 29 stopien deg*(v,) wierzchotka v, wy-
nosi cztery, a stopien deg" (v,) jest rowny trzy.

Na podstawie zdefiniowanych powyzej stopni wierzchotkéw gratu mozna sfor-
mulowac kilka jego wlasnosci (Wojciechowski i Pienkosz, 2013).

Po pierwsze w grafie nieskierowanym suma stopni wszystkich wierzchotkéw
jest rowna liczbie wszystkich krawedzi pomnozonej przez dwa, co przedstawia
rOownanie (98):
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D" deg(v,)=2-|E(G)| (98)

Ponadto w grafie nieskierowanym liczba wierzchotkéw stopnia nieparzyste-
go jest liczbg parzysta. Wreszcie w grafie skierowanym suma wejsciowych stopni
wierzchotkéw okazuje si¢ rowna sumie stopni wyjsciowych i obydwie réwne sa
liczbie wszystkich krawedzie w grafie. Przedstawia to rdwnanie (99):

ZvieV deg+ (Vi) = Zv[eV deg_ (Vi) = | E(G) | (99)

Graf moze by¢ przedstawiony nie tylko w postaci graficznej. Bardzo czesto uzy-
teczng forma reprezentacji grafow skierowanych lub nieskierowanych, w szcze-
golnosci dla celéw optymalizacyjnych, jest posta¢ macierzowa (Krél i Pamula,
2013). Reprezentacja ta moze mie¢ dwojaka notacje. Pierwszg z nich jest notacja
w postaci macierzy przedstawiajacej relacje sasiedztwa pomiedzy wierzchotkami
- to macierz kwadratowa o wymiarach odpowiadajacych rzedowi grafu n. Jej ele-
menty s, przyjmujg warto$ci 0 lub 1:

{0 dla e=(v, v,) ¢ E(G)
;= - (100)
1 dla e=(v, vj)eE(G)

Jezeli krawedz pomiedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami v, oraz v; nie nale-
zy do zbioru krawedzi grafu E(G), to odpowiadajacy im element macierzy sasiedz-
twa przyjmie wartos¢ 0, natomiast 1 — w przeciwnym wypadku. Dla przedstawio-
nego wczesniej grafu skierowanego (zob. rysunek 29) posta¢ macierzy sasiedztwa
jest nastepujaca — zob. rysunek 31.

SO O O O O o o o o
SO O O = O O O O =
S O O O = O O O o
- o O O O O = O =
SO = O O O O ©oO o ©
SO O O O = = O O O
—_ o O O = O O O O
S O = O O O O o o

S O O O = = O O =

Rys. 31. Posta¢ macierzy sasiedztwa dla grafu skierowanego z rys. 29

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Z kolei dla grafu nieskierowanego (zob. rysunek 28) macierz sasiedztwa bedzie
symetryczna, a jej posta¢ przedstawiona zostala na rysunku 32.

001 101 00 0 O]
100110000
1000711000
010010100
111100111
0010000T10
000110001
000011001
0000101 10]

Rys. 32. Posta¢ macierzy sasiedztwa dla grafu nieskierowanego z rys. 28

Zrédto: opracowanie wtasne.

Drugim sposobem notacji macierzowej grafu jest jego reprezentacja w postaci
tzw. macierzy incydencji. Macierz ta ma wymiary »n x m, czyli odpowiadajace rze-
dowi (liczbie wierzchotkéw) i rozmiarowi (liczbie krawedzi) grafu. Jej elementy
s, przyjmowac mogg trzy wartosci:

1 dla e, = (v, x)
s, = -1 dla e = (x, v,) (101)
0 dla v, &e

Powyzsza notacja zostala wprost przeznaczona dla graféw skierowanych, gdzie

warto$¢ 1 oznacza, ze wierzchotek v jest incydentny z krawedzig grafu e, a ponad-

to stanowi jej poczatek. Natomiast warto$¢ —1 méwi o tym, ze wierzchotek v, to

koniec krawedzi grafu e. Wreszcie element s macierzy incydencji réwny 0 ozna-
J Y

cza, e krawedz e, nie wychodzi ani nie wchodzi do wierzchotka v,

Oproécz przedstawionej wezesniej podstawowej klasyfikacji gratow, ze wzgledu
na rodzaje krawedzi w nich wystepujace, mozna wyodrebnic takze inne szczegol-
nego rodzaju grafy. Przyktadem bedzie np. graf pelny, nazywany réwniez grafem
zupelnym. To graf prosty, ktory sktada si¢ z maksymalnej mozliwej liczby krawe-
dzi w danym zbiorze wierzchotkéw (zob. rysunek 33).
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P

Rys. 33. Przyktady graféw zupetnych

Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejnym rodzajem grafu, na jaki nalezy zwrdci¢ szczegdlng uwage, jest graf
k-dzielny (zob. rysunek 34). To rodzaj grafu, w ktérym mozna dokona¢ podzia-
tu zbioru wszystkich wierzchotkéw na k odrebnych i roztacznych podzbiorow:
Vi, V, ..., V.. W grafie tym wszystkie krawedzie faczq wierzchotki nalezace do
réznych podzbioréw. Szczegdlnym przypadkiem grafu k-dzielnego jest grat dwu-
dzielny. Grafy te znajduja zastosowanie np. w modelowaniu sieci dystrybucyjnych
pomiedzy odbiorcami a dostawcami (grafy dwudzielne), w tym dostawcami po-
srednimi (grafy k-dzielne)".

Oy O
R
O—

Rys. 34. Przyktady graféw: dwudzielnego i tréjdzielnego

Zrédto: opracowanie wtasne.

1 Zapomoca grafu dwudzielnego przedstawiany jest bardzo czesto klasyczny problem transpor-
towy, natomiast k-szczeblowy problem transportowy mozna zobrazowac grafem k-dzielnym.
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Wirdd typow graféw nalezy zwrdci¢ takze uwage na te, ktére moga powstacé
z jednego grafu (wyjsciowego). Stad tez podgratem G’(V,E’) grafu G(V,E) bedzie
graf skladajacy si¢ z podzbioru wierzchotkéw V'V oraz krawedzi E'c E. Wéréd
podgraféw wyr6zni¢ mozna graf czesciowy, czyli spelniajacy warunek podgrafu
tylko co do wierzchotkéw: V’cV. Innym typem podgrafu G'(V’,E’) grafu wyjscio-
wego G(V,E) bedzie graf indukowany przez podzbidér wierzchotkéw V’. Graf ten
sklada si¢ z podzbioru V’ wierzchotkéw grafu wyjsciowego oraz wszystkich tych
krawedzi, nalezacych do zbioru E grafu wyjsciowego, ktére mozna rozpia¢ na
zbiorze V’ wierzchotkéw podgrafu G'(V’,E’). Powyzsze typy podgraféw przedsta-
wione zostaly na rysunkach 35 oraz 36.

Rys. 35. Przyktady podgraféw - graf wyjsciowy (z lewej) i podgraf (z prawej)

Zrédto: opracowanie wtasne.

:\,

Rys. 36. Przyktady podgraféw - graf czeSciowy (z lewej) i graf indukowany (z prawej)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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2. Wyznaczanie drog w sieciach dostaw

Jak wspomniano, grafy sa bardzo dobrym, wrecz naturalnym narzedziem do mo-
delowania sieci dostaw, w szczegdlnosci sieci dystrybucyjnych. W takich grafach
wierzchotki mogg reprezentowaé poszczegdlnych dostawcéw i odbiorcéw oraz
posrednikéw (np. centra dystrybucji pomiedzy zakladami produkcyjnymi a sie-
cig sprzedazy detalicznej). Stad tez jednym z podstawowych probleméw stojacych
przed decydentami okazuje si¢ wyznaczanie optymalnych (najkrotszych, najszyb-
szych lub najtanszych) drog realizacji dostaw w dot tanicucha logistycznego.

Przed sformutowaniem problemu wyznaczania najkrotszej drogi w sieci (gra-
fie) nalezy uprzednio zdefiniowa¢ m.in. trase, droge oraz $ciezke w grafie.

Najogdlniejszym pojeciem z przedstawionych jest trasa. Oznaczajac przez
v, wybrany wierzchotek poczatkowy w grafie, a przez v, wybrany wierzcho-
tek konicowy, trasg bedzie ciag krawedzi (v,,v,), (v,v,), (v,v), ..., (v, ), ta-
kich ze dwie kolejne krawedzie sa sasiednie lub takie same. Innymi stowy, trase
moze wyznaczy¢ takze ciag wierzchotkow: Vs Vs Vo Vo oons V.5 v . W najprost-
szym przypadku diugoscia takiej trasy jest liczba krawedzi jg tworzacych, nato-
miast przy grafie wazonym bedzie to suma wag przyporzadkowanych tymze kra-
wedziom. Nakladajac do definicji trasy dodatkowe ograniczenie w postaci braku
powtarzajacych sie w niej krawedzi, otrzymamy definicje $ciezki.

Z kolei droga to $ciezka, na ktorej wszystkie wierzcholki, przez jakie przecho-
dzi, s3 rézne. Wyjatek mogg stanowic¢ tu dwa wierzchotki: poczatkowy v, i korico-
wy v _.Jezeli wierzcholek poczatkowy jest jednoczesnie wierzchotkiem koricowym
$ciezki, czyli v, = v , to $ciezka taka jest droga zamknieta, noszacg nazwe cyklu.
Rozrdéznienie wyzej wymienionych poje¢ przedstawione zostato na rysunkach 37
oraz 38.

Rys. 37. Przyktad trasy: v, —v,—>v,—v,—>v,. >V, —v, (z lewe))
i $ciezki: v,—>v,—v,—v.—v,—V, (z prawej)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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N

Rys. 38. Przyktad drogi: v, —v,—v,—v,—v, >V, (z lewe)) i cyklu: v,—v,—v,.—v,—v,—v, (z prawe))

Zrédto: opracowanie wtasne.

Z definicji drogi wynika bardzo czesto podkreslana wlasnos¢ grafow, ktdrg jest
spojnos¢. Graf jest spdjny, jezeli pomiedzy dwoma dowolnymi jego wierzchotka-
mi mozna wyznaczy¢ droge.

Problem najkroétszej drogi w sieci okazuje si¢ jednym z najbardziej rozpozna-
walnych zagadnien teorii graféw. Formulujac go, nalezy zdefiniowa¢ spojny graf
oraz wyznaczy¢ w nim dwa wierzcholki: poczatkowy (startowy) v_oraz koncowy
v, Kaidej krawedzi grafu e = (v,v) przypisana jest okrelona waga w(e). Celem
staje si¢ wyznaczenie najkrotszej drogi faczacej dwa wskazane wierzchotki: po-
czatkowy oraz koncowy.

Przyktadem zastosowania problemu najkrétszej drogi w grafie w logistyce
moze by¢ zadanie wyznaczenia najkrdtszej drogi pomiedzy dostawcg (wierzcho-
tek nr 1) a odbiorca (wierzchotek nr 9). Wagi na poszczegdlnych krawedziach
grafu reprezentujgcego sie¢ drdg, ktéra mozna dotrze¢ od dostawcy do odbiorcy
(zob. rysunek 39), oznacza¢ moga ich diugos¢, czas lub koszt przejazdu.

Do wyznaczenia najkrotszej drogi pomiedzy wskazanymi wierzchotkami za-
proponowany zostal, w 1959 roku przez Edsgera W. Dijkstre, algorytm, kto-
ry przyjmuje zalozenie, ze wszystkie wagi krawedzi s nieujemne (Dijkstra,
1959). Dla skonstruowanego grafu wyjsciowego nalezy w pierwszej kolejnosci
utworzy¢ trzy zbiory wierzchotkéw: Q, S i N(v). Zbiér Q zawiera wszystkie
wierzchotki v, grafu, natomiast zbiory S i N(v,) s zbiorami pustymi. Zbior S zawie-
ra¢ bedzie wierzcholtki grafu z okreslonymi finalnie w trakcie dzialania algo-
rytmu odleglosciami od wierzcholka poczatkowego. Z kolei elementami zbioru
N(v') beda wierzcholki sgsiednie dla aktualnie rozpatrywanego wierzchotka
v, a jednocze$nie nienalezgce do zbioru S. Ponadto niech d(v) oznacza odle-
glos¢ wierzchotka v, od wierzchotka startowego v, gdzie d(v) = 0, a dla wszyst-
kich pozostalych wierzchotkéw d(v) = o. Wreszcie - p(v)) oznacza poprzednika
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wierzcholka v, czyli wierzcholek sgsiedni, przez ktory trzeba przejs¢, aby odle-
glos¢ wierzchotka v, wynosita d(v).

Rys. 39. Przyktad grafu wyjsciowego (spdjnego, nieskierowanego),
gdziev,=1iv_=9orazw(iy) = w(ji)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przy powyzej sformutowanych oznaczeniach algorytm Dijkstry przedstawi¢ moz-
na w kilku krokach, ktére nalezy powtarza¢ do momentu, gdy zbiér Q bedzie pusty:
« Krok 1: usunigcie wierzchotka o najmniejszej wartosci d(v,) ze zbioru Q.

« Krok 2: wstawienie wybranego wierzchotka do zbioru S.

o Krok 3: wykonanie relaksacji problemu.

Sposréd wszystkich wierzchotkéw znajdujacych sie zbiorze Q trzeba wybraé
wierzcholek aktualnie rozpatrywany v'. Bedzie nim ten, dla ktérego aktualna od-
legtos$¢ od wierzchotka startowego okaze si¢ najmniejsza.

v = minvieo[d(vi)] (102)

Wybrany wierzchotek v' umieszczony zostanie w zbiorze S, natomiast jego od-
legto$¢ d(v') uznac nalezy za finalng odlegtos¢ od wierzchotka startowego v . Na-
stepnym krokiem jest dokonanie tzw. relaksacji problemu. Polega ona najpierw
na okresleniu zbioru N(v'), czyli zbioru wierzchotkéw u, s3siednich do v', ktére
jednocze$nie nie nalezag do S (tym samym nie byly dotychczas rozpatrywane).
W drugim etapie tego kroku trzeba sprawdzi¢, czy przechodzac przez wierzchotek
v¥, mozna skréci¢ droge do wierzchotka u. Jezeli jest to mozliwe, czyli spetnio-
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ny zostaje warunek: d(u) > d(v') + w(v',u,), nalezy zaktualizowa¢ wartosci d(u,).
W takim przypadku nowa odlegltos¢ wierzchotka u, od wierzchotka startowego
jest rowna:

dw,)=dv" ) +w(v;, u,) (103)

Gdy natomiast p(u,) = v', wierzcholek v’ staje si¢ poprzednikiem wierzchotka
u,. Kroki algorytmu Dijkstry powtarzane s3 do momentu, az zbidér nierozpatrzo-
nych wierzcholkéw Q bedzie pusty. Nalezy zauwazy¢, ze w wyniku dzialania al-
gorytmu ustalone zostang odleglosci wszystkich wierzchotkow od wierzchotka
startowego.

Przyktad 1

Na rysunku 40 przedstawiona zostala w postaci grafu sie¢ skladajaca sie z dzie-
wigciu elementow (wierzchotkéw). Celem staje si¢ wyznaczenie najkrotszej drogi
pomiedzy dostawcg (wierzcholek startowy o numerze 1) a odbiorcg (wierzchotek
konicowy o numerze 9).

Rys. 40. Graf wyjSciowy do algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

W poczatkowej fazie zbiér Q=1{1,2,3,4,5,6,7,9} orazS=QiN(v') = Q. Po-
nadto odlegtosci poszczegdlnych wierzchotkéw od wierzcholka startowego
wynosza oo, z wyjatkiem wierzchotka 1, gdzie odleglo$¢ ta réwna si¢ 0 (zob.
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tabela 54). Na tym etapie nie ma wskazanych wierzchotkéw bezposrednio po-
przedzajacych.

Tab. 54. Poczatkowe odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego

v, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
d( Vi) 0 o0 =) 5] ) =) o ) =)
S

Zrédto: opracowanie wtasne.

Pierwszym wierzchotkiem, ktéry nalezy rozwazy¢ jest wierzchotek v' = 1,
poniewaz min, ,[d(v,)]=0. Tym samym: Q = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 9} oraz S = {1}
iN(v') =12, 3, 5} - zob. rysunek 41.

Rys. 41. Iteracja pierwsza algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

Poniewaz zachodzi:

d2)=oc>0+2=2 droga krotsza
d(5)=>0+4=4 droga krétsza
d(3)=>0+3=3 droga krotsza

to nalezy stworzy¢ nowa tabele z odlegtosciami i poprzednikami wierzchotkow -
zob. tabela 55.
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Tab. 55. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprzedzajace
w iteracji pierwszej

v | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
d( Vi) 0 2 3 oo 4 0 o %) o
pv) | - 1 1 - 1 - - - -

Zrédto: opracowanie wtasne.

Poniewaz min, _,[d(v,)] =2, kolejnym wierzchotkiem aktualnie rozpatrywanym
jestv'=2.Ponadto: Q=1{3,4,5,6,7,9} oraz S={1, 2} i N(v) = {4, 5} - zob. rysunek 42.

Rys. 42. Iteracja druga algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

Poniewaz zachodzi:
d4) =c>2+5=7 droga krotsza
d(5)=>2+1=3 droga krétsza

to kolejna tabela z odlegtosciami i poprzednikami wierzchotkéw bedzie przedsta-
wiac sie nastepujaco (zob. tabela 56).

Tab. 56. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprzedzajace
w iteracji drugiej

v | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dv) | o 2 3 7 3 w oo w o
p(v) - 1 1 2 2 - - - -

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Dalsze iteracje algorytmu Dijkstry przestawiono ponize;.

Iteracja trzecia (zob. rysunek 43 i tabela 57): min, _,[d(v,)]=3,v" =5, a wiec
Q=1{3,4,6,7,8,9torazS=1{1,2,5} iN(v) =1{3,4,6,7,8,9}.

d(3)=4<3+2=5 droga dluzsza
d4)=7>3+3=6 droga krotsza
d6)=>3+3=6 droga krétsza
d(7)=>3+1=4 droga krotsza
d8)=0>3+6=9 droga kroétsza
d(9)=>3+5=8 droga kroétsza

Rys. 43. Iteracja trzecia algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 57. Odlegtosci wierzchotkéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki
poprzedzajace w iteracji trzeciej

v | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dv) | o 6 4 9 8
plv) - 5 5 5 5

Zrédto: opracowanie wtasne.

Iteracja czwarta (zob. rysunek 44 i tabela 58): min, _,[d(v,)]=3,v" = 3, a wiec
Q=1{4,6,7,8,9} oraz S=1{1, 2, 3, 5} i N(v") = {6}.

d6)=6=3+3=6 droga taka sama
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Rys. 44. Iteracja czwarta algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 58. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprzedzajace
w iteracji czwartej

v | 1 2 3 4 5
d(v) 0 2 3 6 3 6
p(v) - 1 1 5 2 5;3 5

Zrédto: opracowanie wtasne.

Iteracja piata (zob. rysunek 45 oraz tabela 59): minv’_EQ[d(v,.)] =4, v'=7,awiec
Q=1{4,6,8,9 oraz S={1,2,3,5,7} i N(v') = {4, 9}.

d4)=6<4+6=10 droga dluzsza
d9)=8>4+3=7 droga krotsza

Rys. 45. Iteracja piata algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 59. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki
poprzedzajace w iteracji piatej

v, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dwv) | o 2 3 6 6 4 9 7
p(v) - 1 1 5 2 5;3 5 5 7

Zrédto: opracowanie wtasne.

Iteracja szosta (zob. rysunek 46 i tabela 60): minv’eQ[d(vi)] =6,v" = 4, a wiec
Q=1{6,8,9to0razS=1{1,2,3,4,5,7} iN(v) = Q.

Rys. 46. Iteracja szosta algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 60. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprzedzajace
w iteracji szostej

v, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dv) | o 2 3 3 6 4 9 7
plv) - 1 1 5 2 5;3 5 5 7

Zrédto: opracowanie wtasne.

Iteracja siodma (zob. rysunek 47 i tabela 61): min, _,[d(v,)]=6,v" = 6, a wiec
Q=1{8,9torazS=1{1,2,3,4,5,6,7} i N(v") = {8}.

d8)=9>6+1=7 droga krotsza
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Rys. 47. Iteracja siddma algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 61. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprzedzajace
w iteracji siddmej

v, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dv) | o 2 3 6 3 6 4 7
plv) | - 1 1 5 2 53 5 6 7

Zrédto: opracowanie wtasne.

Iteracja 6sma (zob. rysunek 48 i tabela 62): minv‘EQ[d(vi)] =7,v =8, a wiec
Q={9}orazS=1{1,2,3,4,5,6,7,8 i N(v') = {9}.

d9)=7<7+4=11 droga diuzsza

Rys. 48. Iteracja dsma algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 62. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprzedzajace
w iteracji dsmej

v | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dwv) | o 2 3 6 4 7 7
p(v) - 1 1 5 2 5;3 5 6 7

Zrédto: opracowanie wtasne.

Iteracja dziewiata (zob. rysunek 49 i tabela 63): min, _,[d(v,)]=7, v'=9,a wiec
Q=QorazS={1,2,3,4,5,6,7,8,9} i N(v) = Q.

Rys. 49. Iteracja dziewiata algorytmu Dijkstry

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 63. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprzedzajace
w iteracji dziewiatej

v, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dwv) | o 2 3 6 4 7 7
plv) | - 1 1 5 2 53 5 6 7

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zbidr wierzcholkéw Q jest pusty, a tym samym ustalone zostaly najkrétsze od-
legtosci wszystkich wierzchotkéw od wierzchotka poczatkowego v, =1 (zob. tabe-
la 63). Jednoczes$nie, identyfikujac wierzchotki bezposrednio poprzedzajace, naj-
krotsze drogi do poszczegdlnych wierzchotkow od wierzchotka startowego wraz
z ich odleglosciami sa nastepujace:
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2 152 d2) =2
3: 153 d(3)=3
4: 1>2—>5—4 d(4)=6
5 1—>2-—5 d(5)=3
6: 1-52—>5—>6 Iub 1536 d6)=6
7. 1>2—>5->7 d(7)=4
8& 1-52—>5—-6—>8 lub 153568 di8)=7
99 15255579 d9)=7

3. Konstrukcja potaczen miedzy weztami sieci dostaw

Obok wyznaczania najkrétszych, najtanszych lub najszybszych drég w sieciach
logistycznych, bardzo istotng funkcje pelnia takze zagadnienia zwigzane z sama
konstrukejg takich sieci. Jezeli poszczegdlne wezly sieci reprezentuja np. zbior
réwnorzednych punktéw dystrybucji, problemem samym w sobie moze by¢ opty-
malne ich skomunikowanie mig¢dzy soba. W teorii graféw kwestia ta znana jest
pod pojeciem minimalnych drzew rozpinajacych (ang. minimum spanning trees).
Drzewem spinajacym bedzie graf spdjny, w ktérym brak cykli (zob. rysunek 50).
Natomiast jezeli graf nie spelnia warunku spojnosci, wtedy nazywany jest lasem.
W drzewach spinajacych kazda para wierzcholkéw polaczona zostaje dokltadnie
jedna droga. Z kolei liczba krawedzi grafu o n wierzchotkach jest réwna n - 1.
W kazdym grafie sp6jnym moze by¢ wiele drzew spinajacych. W zwiazku z tym, na
podstawie przedstawionych powyzej kilku definicji, dosy¢ naturalnym okazuje sie
problem optymalizacyjny nazywany minimalnym drzewem rozpinajacym.

DX

Rys. 50. Przyktad drzewa spinajacego (po prawej stronie) dla spdjnego i petnego grafu
(po lewej stronie)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Dla wazonego grafu spojnego o wagach krawedzi w(e ) kosztem drzewa spina-
jacego T jest suma wag krawedzi tworzacych to drzewo.

w(T)=>""wle,) (104)

Minimalnym drzewem rozpinajacym jest problem optymalizacyjny polegajacy
na znalezieniu takiego drzewa spinajacego T, dla ktérego suma wag krawedzi je
tworzacych jest najmniejsza.

T* =min, w(T) (105)

W przypadku grafu, w ktérym brak jest dwoch krawedzi o jednakowych wagach,
istnieje tylko jedno minimalne drzewo rozpinajace.

Problem minimalnego drzewa rozpinajacego znajduje szerokie zastosowanie
nie tylko w zagadnieniach transportowych, tj. budowie linii komunikacji trans-
portu publicznego (np. tramwajowych) czy towarowego, ale takze w szeroko ro-
zumianej komunikacji informacyjnej (np. infrastruktura swiattowodowa) czy bu-
downictwie (np. instalacje elektryczne).

Metoda konstrukcji minimalnego drzewa rozpinajacego opiera si¢ na tzw. stra-
tegii zachlannej. Polega ona na stopniowej budowie drzewa spinajacego poprzez
taki dobdér odpowiednich (tzw. bezpiecznych) krawedzi grafu, aby unika¢ po-
wstawania cykli. Krawedzie bezpieczne to takie, po ktérych dodaniu otrzymany
zostanie podzbiér minimalnego drzewa. Wlasnie ze wzgledu na sposéb wyboru
krawedzi bezpiecznych zaproponowanych zostato kilka efektywnych algorytmow
wyznaczajacych minimalne drzewo rozpinajace.

Pierwszym z nich jest algorytm Kruskala (Kruskal, 1956), ktorego postac
przedstawi¢ mozna w nastepujacy sposob:

o Krok 1: sortowanie krawedzi grafu.

o Krok 2: wybor krawedzi bezpieczne;j.

o Krok 3: sprawdzenie warunku konca algorytmu.

Na poczatku dziatania algorytmu z wierzchotkéow oryginalnego drzewa bu-
dowany jest las, gdzie kazdy wierzchotek tworzy z kolei osobne drzewo. Wszyst-
kie krawedzie grafu wyjsciowego nalezy posortowac rosngco wzgledem ich wag
(krok pierwszy). Kolejne dwa kroki algorytmu powtarzane s3 do momentu, az
otrzymane zostanie jedno drzewo rozpinajace na grafie wyjsciowym. Sposrod
zbioru nierozpatrzonych jeszcze posortowanych krawedzi nalezy wybra¢ te
o najmniejszej wadze i sprawdzi¢, czy polaczy ona dwa istniejace osobne drze-
wa spinajace. Jezeli nie, krawedz taka jest odrzucana, w przeciwnym wypadku
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dolaczenie tej krawedzi spowoduje utworzenie jednego drzewa z dwoch do-
tychczas istniejacych.

Przyktad 2

Na rysunku 51 przedstawiony zostal spojny graf wazony o dziewieciu wierz-
chotkach reprezentujacych dziewig¢ magazynoéw, zlokalizowanych na terenie
pewnego centrum logistycznego. Istniejace krawedzie grafu pokazuja mozli-
wosci budowy infrastruktury komunikacyjnej pomiedzy poszczegélnymi ma-
gazynami (nie wszystkie pary magazynéw moga by¢ ze soba bezposrednio
skomunikowane). Wagi na istniejacych krawedziach grafu informuja o koszcie
budowy infrastruktury komunikacyjnej pomiedzy poszczegolnymi magazyna-
mi. Celem jest budowa infrastruktury o tacznym najnizszym koszcie, ktéra po-
zwoli na bezposdrednia lub posrednig komunikacje dowolnej pary magazynow.

Rys. 51. Graf wyjsciowy do algorytmu Kruskala

Zrédto: opracowanie wtasne.

Na poczatku dzialania algorytmu grafem jest las pojedynczych wierzchotkéw,
z ktérych kazdy (jako podgraf) stanowi osobne drzewo (zob. rysunek 52).

Po posortowaniu krawedzi rosnaco wzgledem ich wag pierwszymi, ktére
moga zostaé wziete pod uwage, sa krawedzie o wagach réwnych 1, czyli: (2,5),
(5,7) oraz (6,8). Wstawienie ich do grafu nie spowoduje powstania cykli - zob.
rysunek 53.
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O &) O,

Rys. 52. Las wierzchotkow

Zrédto: opracowanie wtasne.

O O,

O
Rys. 53. Las po potaczeniu par wierzchotkdw (2,5), (5,7) oraz (6,8)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Krawedzie w nastepnej kolejnosci do rozpatrzenia to: (1,2) i (3,5) o wagach row-
nych 2. Takze ich dofaczenie jest bezpieczne z punktu widzenia mozliwosci po-
wstania cykli (zob. rysunek 54).

Nastepnymi krawedziami, ktore nalezy rozpatrze¢, sg te o wagach réwnych 3, do
ktorych naleza: (1,3), (3,6), (4,5), (5,6) i (7,9). Nalezy zauwazy¢, ze proba dolacze-
nia krawedzi (1,3) skutkowa¢ bedzie powstaniem cyklu na czterech wierzchotkach
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(1,2, 51 3) - tym samym musi ona zosta¢ odrzucona. Dolaczenie pozostatych kra-
wedzi (4,5) oraz (7,9) jest bezpieczne. Natomiast z krawedzi (3,6) i (5,6) wybra¢
trzeba tylko jedng. Obydwie powoduja dofaczenie drzewa sktadajacego si¢ z wierz-
chotkéw 6 1 8 do drzewa, w sktad ktorego wechodzg wierzchotki: 1, 2, 3,51 7. Po wy-
braniu z dwoch mozliwych krawedzi (3,6) otrzymane zostanie drzewo bedace spi-
najacym na grafie wyjsciowym, a tym samym minimalnym drzewem rozpinajacym
(zob. rysunek 55), ktérego Iaczna suma wszystkich krawedzi wynosi szesnascie.

(7
Rys. 54. Las po potaczeniu par wierzchotkdw (1,2) oraz (3,5)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 55. Minimalne drzewo rozpinajace z krawedzia (3,6)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Natomiast w przypadku zastgpienia krawedzi (3,6) krawedzig (5,6), otrzymane
zostanie alternatywne rozwigzanie w postaci drzewa rozpinajacego — przedsta-
wionego na rysunku 56.

Rys. 56. Minimalne drzewo rozpinajace z krawedzia (5,6)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Drugim z algorytméw pozwalajacych wyznaczy¢ minimalne drzewo rozpi-
najace jest algorytm zaproponowany przez Roberta Prima w 1957 roku (Prim,
1957)*. W algorytmie tym, podobnie jak w algorytmie Kruskala, punktem wyj-
$cia jest las samych wierzchotkow grafu. Natomiast w trakcie jego dziatania kazdy
z kolejnych pojedynczych wierzchotkéw zostaje dodany do stopniowo rozbudo-
wywanego drzewa spinajacego.

« Krok 1: wybor wierzchotka startowego.

o Krok 2: wyznaczenie krawedzi kandydujacych.

o Krok 3: dofaczenie krawedzi bezpieczne;j.

W kroku pierwszym spo$rod lasu wierzchotkéw indywidualnych nalezy wybra¢
dowolny wierzchotek poczatkowy (startowy), ktory utworzy pierwsze poczatko-
we drzewo spinajace na rozpatrzonych dotychczas wierzchotkach. W nastepnej
kolejnosci (krok drugi) trzeba wskaza¢ krawedzie wychodzace z wierzchotkéw
tworzacych cze$ciowo zbudowane drzewo i jednoczesnie wchodzace do wierz-

2 Algorytm ten po raz pierwszy zaproponowany zostat w 1930 roku przez czeskiego matematy-
ka Vojtecha Jarnika, natomiast ponownie odkryty w roku 1957 przez Roberta Prima.
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chotkéw jeszcze nierozpatrzonych (tworzac zbior tzw. krawedzi kandydujacych).
W kroku trzecim ze zbioru krawedzi kandydujacych konieczny staje si¢ wybdr
krawedzi bezpiecznej o najmniejszym koszcie.

Przyktad 3

Spdjrzmy na graf z poprzedniego przyktadu (zob. rysunek 51) na poczatku dziatania
algorytmu Prima: widzimy las wierzchotkéw z wybranym losowo wierzchotkiem
startowym 5, ktory stanowi czgsciowo zbudowane drzewo T - zob. rysunek 57.

Rys. 57. Las wierzchotkéw w wierzchotkiem startowym 5 i wybranym 2 w algorytmie Prima

Zrédto: opracowanie wtasne.

Na nowym grafie zaznaczono takze wszystkie krawedzie wychodzace z wierz-
chotka startowego do wierzchotkéw, ktére nie naleza do czesciowo zbudowanego
drzewa T. Z dwdch krawedzi o najmniejszym koszcie (2,5) i (5,7) wybrana zo-
stala losowo jedna (2,5). Tym samym nowe - rozbudowane o jeden wierzchotek
— drzewo spinajace sklada si¢ z wierzchotkow 2 i 5 oraz krawedzi je Taczace;.

Zbior krawedzi kandydujacych powiekszony zosta¢ musi o dwie nowe krawe-
dzie wychodzace z wierzchotka 2: (1,2) i (2,4). Najmniejszy koszt dotyczy tym
razem krawedzi (5,7). Nowe rozbudowane o wierzcholek 7 czg$ciowe drzewo spi-
najace pokazano na rysunku 58.

Kolejnymi krawedziami wymagajacymi dotaczenia do zbioru kandydujacych
sa wychodzace z wierzchotka 7: (4,7) 1 (7,9). Jednocze$nie usung¢ mozna krawedz
(1,5), poniewaz prdba jej dotgczenia skutkowalaby powstaniem cyklu. W nastep-
nej iteracji algorytmu Prima najtansza bezpieczng krawedzig jest (1,2) lub (3,5).
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Po losowym wybraniu jednej z nich nowa posta¢ czgsciowo zbudowanego drzewa
spinajacego jest nastepujaca (zob. rysunek 59).

Rys. 58. Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2, 51 7 w algorytmie Prima

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 59. Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2, 5,7 i 1 w algorytmie Prima

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nastepng krawedzia, wymagajaca dolaczenia do zbioru kandydujacych, jest
wychodzaca z wierzchotka 3: (3,6). Tym razem krawedz kandydujaca (3,5) oka-
zuje sie najtansza. Nowe drzewo spinajace powigkszy sie o wierzchotek 3, ktérego
postaé przedstawiona zostala na rysunku 60.
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Rys. 60. Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2, 5,7, 1i3 w algorytmie Prima

Zrédto: opracowanie wtasne.

Do wybranego w poprzedniej iteracji algorytmu wierzchotka 3 nalezy dofaczy¢
krawedz wychodzaca (3,6), a jednoczesnie usung¢ ze zbioru kandydujacych kra-
wedz (1,3) - jako te, ktora powoduje cykl. W tak zmodyfikowanym zbiorze krawe-
dzi kandydujacych najtanszymi sg krawedzie (3,6), (5,6), (4,5) i (7,9). Wybierajac
losowo np. krawedz (5,6), otrzymamy kolejne rozbudowane czesciowo drzewo
spinajace (zob. rysunek 61).

Rys. 61. Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2,5, 7, 1, 3 i 6 w algorytmie Prima

Zrédto: opracowanie wtasne.

Z grafu przedstawionego na rysunku 61 usunag¢ mozna powodujacg cykl kra-
wedz (3,6) — dodajac jednoczesnie krawedz wychodzacg z wierzchotka 6: (6,8).
Tym samym, w tym przypadku, najtanszg krawedzig wéréd kandydujacych bedzie
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ostatnio dodana krawedz (6,8). Nowe czesciowo zbudowane drzewo spinajace po-
wiekszone bedzie o wierzchotek 8 (zob. rysunek 62).

Dodanie wierzchotka 8 pozwala usuna¢ tworzacg cykl krawedz (5,8). Ponadto
nalezy doda¢ do zbioru kandydujacych jeszcze nowa krawedz wychodzacg z tego
wierzchotka (8,9). Latwo zauwazy¢, ze w kolejnych dwodch, a zarazem ostatnich
iteracjach algorytmu Prima najtanszymi krawedziami kandydujacymi beda (4,5)
i(7,9) o koszcie rownym 3. W rezultacie, po usunigciu pozostatych krawedzi two-
rzacych cykle: (2,4), (4,7) (5,9) oraz (8,9), otrzymane zostanie konnicowe minimal-
ne drzewo rozpinajace (zob. rysunek 63).

Rys. 62. Czesciowe drzewo spinajgce z wierzchotkami 2,5, 7, 1, 3 i 8 w algorytmie Prima

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 63. Minimalne drzewo rozpinajace w algorytmie Prima

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Trzecim algorytmem stosowanym w celu wyznaczenia minimalnego drze-
wa rozpinajgcego jest algorytm bedacy swoistym polaczeniem prezentowanych
wczesniej dwoch algorytmow, zaproponowany przez Otakara Boruvke’®. Jego za-
fozeniem jest to, ze wszystkie wagi krawedzi sg rozne. Jezeli tak si¢ nie dzieje,
mozna do takich samych wag krawedzi dodac¢ indeks, ktory pozwala wybierac te
krawedzie, dla ktérych indeks jest nizszy. Algorytm Boruvki zapiszemy w kilku
krokach:

o Krok 1: wskazanie incydentnych krawedzi o najnizszych wagach.

o Krok 2: utworzenie spdjnych super-wierzchotkow.

o Krok 3: czyszczenie grafu.

W pierwszym kroku dla kazdego wierzchotka nalezy znalez¢ krawedz do niego
przylegajaca o najmniejszej wadze. W przypadku kilku takich samych najnizszych
wag, trzeba wybra¢ wage z nizszym dodatkowym indeksem. Polaczone wybrany-
mi krawedziami wierzchotki stanowig pewien spdjny podgraf, ktéry potraktowac
mozna jako jeden spojny super-wierzchotek. Ze spdjnego podgrafu (super-wierz-
chotka) nalezy w kroku trzecim usuna¢ wszystkie krawedzie faczace wierzchotki
do niego nalezgce (z wyjatkiem wskazanych w kroku pierwszym). Calg procedure
powtarza si¢ do momentu, gdy pozostanie tylko jeden spojny super-wierzchotek.
Wchodzace w jego sklad wierzcholki — wraz ze wskazanymi kolejno krawedziami
- stanowi¢ beda minimalne drzewo rozpinajace.

Przyktad 4

Dla grafu z przykladu pierwszego wyznaczono (przerywanymi liniami) po jednej
krawedzi o najnizszej wadze dla kazdego wierzchotka (zob. rysunek 64). W nie-
ktorych przypadkach sg to te same krawedzie, np. (2,5) i (6,8).

Rys. 64. Pierwszy etap (iteracja) algorytmu Boruvki
Zrédto: opracowanie wtasne.

3 Algorytm ten po raz pierwszy zostat opublikowany przez Otakara Boruvke w 1926 roku, choé
czasami nazywany jest takze algorytmem Sollina (Boruvka, 1926).
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Wyznaczone krawedzie tworza dwa spdjne podgrafy: jeden skladajacy sie
z wierzchotkéw: 1, 2, 3,4, 5,7, 9 oraz drugi — zawierajacy wierzchotki 6 i 8. Z pierw-
szego podgrafu usunieto pie¢ krawedzi taczacych wierzchotki do niego nalezace:
(1,5), (2,4), (3,5), (4,7) i (4,9). W wyniku przeprowadzonych krokéw w pierwszym
etapie (iteracji) algorytmu uzyskano graf przedstawiony na rysunku 65.

Rys. 65. Drugi etap (iteracja) algorytmu Boruvki

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dwa super-wierzchotki (podgraty) polaczone sa trzema krawedziami: (3,6), (5,6)
i (5,8). Dwie z nich majg najnizsza wage, réowna 3. Wybrang krawedzig o najnizszej
wadze i zarazem najnizszym indeksie jest (3,6). Laczy ona obydwa podgrafy w je-
den spdjny graf, tworzac tym samym jeden super-wierzcholek. Usuwajgc krawedzie
taczace wierzchotki nalezace juz do jednego grafu, w rezultacie otrzymany zostanie
graf stanowigcy minimalne drzewo rozpinajace na grafie wyjsciowym.

4, Przeptywy w sieciach dostaw

Osobng grupe probleméw optymalizacyjnych w sieciach dostaw stanowia zagad-
nienia zwigzane z przeplywem towaréw lub oséb (np. w komunikacji publicz-
nej) w sieci. Problemy przeptywu w sieci sg jednoczesnie odrebng grupg zagad-
nien zwigzanych z teorig graféw. Wierzcholki sieci stanowi¢ moga np. punkty



138 Optymalizacja w sieciach transportowych

przetadunkowe, natomiast zwigzana z kazda krawedzia liczba oznacza niekiedy
dopuszczalng przepustowos¢ na trasie pomiedzy wezlami sieci reprezentowanymi
przez wierzchotki v, oraz v,

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c), o zbiorze wierzcholkdéw V oraz zbiorze krawedzi E,
stanowi spojny graf skierowany, na ktérego krawedziach odbywa si¢ przeplyw
produktu od wyznaczonego wierzchotka startowego do ustalonego wierzchotka
koncowego (zob. rysunek 66). Ze wzgledu na fakt, ze graf jest skierowany, prze-
plyw ten moze mie¢ miejsce tylko w kierunku wyznaczonym przez zwrot krawe-
dzi grafu. Wierzcholek startowy v_nosi nazwe zrédta sieci, natomiast wierzchotek
koncowy v, to ujscie przeptywu. Jak wspomniano, z kazda krawedzig (v,v,) grafu
zwigzana jest pewna nieujemna liczba c(v,v), ktérej wartos¢ wyznacza maksy-
malng przepustowo$c przeptywu produktu pomiedzy wierzchotkami v, oraz v.

Rys. 66. Sie¢ przeptywowa z podanymi maksymalnymi przepustowosciami na krawedziach

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przeptywem f(v,v) jest funkcja rzeczywista o argumentach, ktérymi sg wierzchot-
ki grafu (sieci) - przy czym f(v,v) < c(v,v). Brak krawedzi pomi¢dzy wierz-
chotkami v, i v, oznacza, ze f(v,v)) = 0. Ponadto przeplyw pomiedzy wierzchotka-
mi v, iv, w odwrotnym kierunku jest ujemny: f(v,v) = -f(v,u), a takze f{v,v) = 0.

Bardzo wazng wlasnosciag w sieciach przeptywowych okazuje sie¢ zasada za-
chowania przeplywu, méwiaca, ze dla danego wierzchotka v (z wyjatkiem zrodta
i ujScia) suma przeptywow wchodzacych do v i wychodzacych z v s3 sobie réwne.

ZueN’(v)f(u’ V) = zzew(v)f(v’ Z) (106)
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Dodatkowymi warunkami, jakie musza zosta¢ zachowane, sg te dotyczace zro-
dla oraz ujscia. Poniewaz przeplyw pomiedzy wierzchotkami, ktére nie sa po-
faczone krawedziami, jest rowny 0, a zarazem przeptyw w calej sieci jest row-
ny sumie przeplywdw netto, to przeplyw netto w calej sieci F(S) mozna okresli¢
jako sume przeptyw6w netto (wyptywow) od wierzchotka startowego v, (zrodta)
do wszystkich jego wierzchotkéw sasiednich:

F(S)= ZngmvS)f(Vs’Z)_Zuw(vs)f(“"’s) (107)

a takze jako sume przeplywow netto (wpltywéw) do wierzchotka koncowego
v, (ujécia) od wszystkich jego wierzchotkéw sgsiednich:

F(S)= Z%N,(Vk)f(u,vk)—Zzemvk)f(vk, z) (108)

W sytuacji, gdy w sieci wystepuje wiecej niz jedno zrodto lub wigcej niz jed-
no ujscie, nalezy rozbudowac graf o dwa dodatkowe wezly. Jeden wezet bedzie
nazywany super-zrédlem, ktory polaczony zostanie krawedziami tylko z wta-
$ciwymi zrédtami, natomiast drugi - super-ujscie — utworza krawedzie tylko
z wlasciwymi ujsciami. Maksymalne przepustowosci na nowo powstalych kra-
wedziach mozna przyja¢ jako réwne nieskonczonosci lub réwne sumie przepu-
stowosci na krawedziach wychodzacych ze zrédet (lub wchodzacych do ujsé¢ dla
super-ujscia).

Dla kazdej trasy pomigdzy weztami sieci moze zosta¢ okreslony takze jej koszt,
stad wyrdzniamy dwa zwigzane z przeptywami w sieci problemy optymalizacyjne:

« problem maksymalnego przeptywu,

« problem najtanszego przeplywu.

4.1. Problem maksymalnego przeptywu w sieci

Pierwsze z wymienionych zagadnien - problem maksymalnego przeptywu - spro-
wadza si¢ do wyznaczenia maksymalnej wielko$ci przeptywu produktu w sieci
od jej zrédta do ujscia, przy zachowaniu ograniczen w postaci dopuszczalnych
przepustowosci na poszczegdlnych krawedziach. Znalez¢ ono moze zastosowanie
w transporcie produktu pomiedzy dostawcy (zrodlo) a odbiorcg finalnym (uj-
$cie), w ktorym celem staje si¢ ustalenie maksymalnej wielkosci transportu pro-
duktu w ustalonej jednostce czasu (np. dzien). Pozostate wierzchoitki grafu re-
prezentowa¢ moga posrednie wezly drogowe, pomiedzy ktérymi odbywaé moze
sie transport. Krawedzie grafu przedstawiajg drogi o okreslonej przepustowosci,
taczace poszczegolne wezly drogowe.
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Zagadnienie maksymalnego przeplywu w sieci moze by¢ sformutowane
przy pomocy programowania liniowego (109)-(112). Majac sie¢ przeptywowa
o n wierzchotkach, wéréd ktérych wierzcholek 0 jest zrédlem, a wierzchotek
n ujSciem, zmienna decyzyjna x, oznacza przeptyw pomiedzy dwoma dowolny-
mi wierzchotkami. Wielko$¢ ¢, to maksymalna przepustowos$¢ na krawedzi (i,f)
pomiedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami i oraz j. Jezeli ¢, = 0, to mamy do
czynienia z jednym z dwoch przypadkéow:

« polaczenie pomiedzy wierzchotkami i oraz j istnieje, ale przepustowosc¢ jest

réwna 0;
« polaczenie pomiedzy wskazanymi wierzchotkami w sieci nie wystepuje.

max F(x) = ZFI X, —ijlxjo (109)
Z;Oxij - jzoxﬁ =0 dlai=1,..,n-1I (110)
xichij dlaij=0,...,n (111)

xijZO dlaij=0,...,n (112)

Celem sformutowanym w powyzszym zadaniu programowania liniowego
jest maksymalizacja przeplywu netto w wierzchotku startowym (zrodle). Zespot
ograniczen (110) zapewnia zachowanie zasady przeplywu wyrazonej wczesniej
wzorem (106). Natomiast ograniczenia (111) dotycza maksymalnej przepustowo-
$ci na poszczegdlnych polaczeniach w sieci.

Jakkolwiek sformulowanie problemu maksymalnego przeptywu w sieci po-
zwala na znalezienie rozwigzania optymalnego, przy zastosowaniu odpowiednich
algorytmow, to sposob ten nie wydaje sie by¢ praktyczny - ze wzgledu na bardzo
duzg liczbe zmiennych decyzyjnych. Jest ona réwna kwadratowi rzedu grafu.
Stad tez zaproponowane zostaly inne metody rozwigzania zagadnienia maksy-
malnego przeplywu w sieci, wsrdd ktorych najwieksza popularnosé¢ zyskat algo-
rytm Forda-Fulkersona (Ford i Fulkerson, 1969), rozwiniety pozniej przez Jacka
Edmondsa i Richarda Karpa (Edmonds i Karp, 1972).

Prezentacja algorytmu Forda-Fulkersona wymaga uprzedniego zdefiniowa-
nia sieci rezydualnej. Dla danej sieci przeptywowej S(V,E,c) siecig rezydualng
(S{(V’ch) jest graf, ktorego zbidr krawedzi stanowia tylko te, na ktérych mozna

okonac¢ zwigkszenia przeptywu, czyli ¢ (v,v) > 0, gdzie:

Cf(Vij) = c(vi,vj) —f(vi,vj) (113)

Nalezy zauwazy¢, ze w sieci S(V,E,c), bedacej grafem skierowanym, krawedzie
0 zZwrocie przeciwnym (vj,vi) nie istnieja, a wiec ich przepustowos¢ c(vj,vi) jest
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réwna 0. Poniewaz dodatkowo f(v,v)) = -f(v,u), to ze wzoru (113) mozna wypro-
wadzi¢ zalezno$¢ (114):

cf(v]_,vi) = c(vj,vi) - f(vj,vi) = f(vi,vj) (114)

Oznacza to, ze przepustowos$¢ krawedzi w sieci rezydualnej w kierunku zgod-
nym z jej zwrotem stanowi pewnego rodzaju zapas, ktéry mozna jeszcze wyko-
rzysta¢ na tym polaczeniu. Natomiast w kierunku przeciwnym przepustowoscé
ta jest rowna przeptywowi biezagcemu na potgczeniu pomigdzy weztami v, oraz
V. sieci.

Idea algorytmu Forda-Fulkersona opiera si¢ na poszukiwaniu w sieci rezydu-
alnej S (V, E,c)) $ciezek powigkszajgcych przeplyw od Zrédta do ujscia. Dla kazde;
znalezionej $ciezki P nalezy okresli¢ jej przepustowo$¢ rezydualng, ktora jest row-
na minimalnej przepustowosci rezydualnej krawedzi ja tworzacych:

min. (P)= min c.(v.,v. 115
L (P)= min ¢,(v,) (115)

Majac zdefiniowana sie¢ rezydualng, algorytm Forda-Fulkersona przedstawi¢
mozna w trzech krokach:

o Krok 1: wyznaczy¢ $ciezke powigkszajaca P.

o Krok 2: wyznaczy¢ przepustowos¢ rezydualng $ciezki P.

o Krok 3: wykona¢ korekte przepustowosci rezydualnych sieci.

W kazdej iteracji algorytmu w sieci rezydualnej S(V,E,c) wyznaczana jest jedna
$ciezka P powigkszajaca przeplyw, a takze jej przepustowos¢ cf*(P) - zgodnie z for-
mulg (114). W kroku trzecim nalezy dokona¢ korekty przepustowosci przeplywow
na poszczegolnych krawedziach sieci rezydualnej zgodnie z formutg (115):

f’(vi,vj)+c}(P) dla (vi,vj) e E*(P)
f'(vi,vj)z f’(vi,vj)—c;(P) dla (v,v,)eE (P) (116)
f(vi,vj) dla (vi,vj)eEE*(P)/\(vi,vj)eE’(P)

gdzie: E*(P) oraz E-(P) oznaczaja zbiory krawedzi odpowiednio zgodnych i nie-
zgodnych z kierunkami $ciezki P.

Przyktad 5

Niech dana bedzie sie¢ przeptywowa S(V,E,c) o zrédle w wierzchotku 0 i ujsciu
w wierzchofku 8 oraz o przepustowosciach [f(v,v)) / ¢(v,v)] - podanych przy po-
szczegolnych krawedziach (zob. rysunek 67)
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Rys. 67. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - graf wyjsciowy

Zrédto: opracowanie wtasne.

Sie¢ rezydualng Sf(V,E,cf) dla sieci S(V,E,c) - przedstawionej na rysunku 67
- wraz z pierwszg $ciezkg powiekszajacg P, o przepustowosci cf*( P)) =3, zaprezen-
towano na rysunku 68.

Rys. 68. Sie¢ rezydualna S(V,E,c,) wraz ze $ciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nowa posta¢ sieci przepltywowej — po wprowadzeniu przeplywu na $ciezce
P, - oraz odpowiadajgca jej sie¢ rezydualna przedstawione zostaly na rysunkach
691 70. Z grafu sieci rezydualnej (zob. rysunek 68) usunieta zostaje krawedz (3,6).

Rys. 69. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 70. Sie¢ rezydualna S(V,E,c) wraz ze $ciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nowa wybrana $ciezka powigkszajgca P, to: 0-4-8 o przepustowosci cf*(Pz) =4.
Grafy reprezentujace odpowiednio sie¢ z aktualnymi przeplywami i nowa sie¢
rezydualng przedstawione zostaly na rysunkach 711 72. W grafie sieci rezydualnej
usunieto krawedz (0,4).

Rys. 71. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 72. Sie¢ rezydualna S (V,E,c) wraz ze $ciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Kolejna wybrana $ciezka powiekszajaca P, to: 0-2-5-7-8 o przepustowosci
¢,(P,) = 1. Grafy reprezentujgce odpowiednio sie¢ z aktualnymi przeptywami
i nowa sie¢ rezydualng przedstawione zostaly na rysunkach 73 i 74. W grafie sieci
rezydualnej usunigto krawedz (5,7).

Rys. 73. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na éciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 74. Sie¢ rezydualna S(V,E,c) wraz ze $ciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nastepna $ciezka powiekszajgca P, to: 0-2-4-7-8 o przepustowosci cf*(P4) =2.
Grafy reprezentujace odpowiednio sie¢ z aktualnymi przeplywami i nowa sie¢
rezydualng przedstawione zostaly na rysunkach 751 76. W grafie sieci rezydualnej
usunieto krawedzie (0,2) i (2,4).

Rys. 75. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 76. Sie¢ rezydualna S (V,E,c) wraz ze $ciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nowa $ciezka powigkszajgca P, to: 0-1-4-8 o przepustowosci ¢ (P,) = 1. Grafy
reprezentujace odpowiednio sie¢ z aktualnymi przeptywami i nows sie¢ rezydu-
alng przedstawione zostaly na rysunkach 77 i 78. W grafie sieci rezydualnej usu-
nieto krawedzie (1,4) i (4,8).

Rys. 77. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na éciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 78. Sie¢ rezydualna S (V,E,c) wraz ze $ciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nastepna $ciezka powigkszajaca P, to: 0-1-3-4-6-8 o przepustowosci cf*(Pé) =2.
Grafy reprezentujace odpowiednio sie¢ z aktualnymi przeplywami i nowa sie¢
rezydualng przedstawione zostaly na rysunkach 79 i 80. W grafie sieci rezydualnej
usunieto krawedzie (0,2), (1,3) i (6,8).

Rys. 79. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 80. Siec¢ rezydualna S(V,E,c,)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W ostatnim grafie reprezentujacym sie¢ rezydualng (zob. rysunek 80) nie ma
juz mozliwosci znalezienia nowej $ciezki powiekszajacej. Tym samym maksymal-
ny mozliwy przeptyw w sieci wynosi 13.

4.2. Problem najtanszego przeptywu w sieci

Drugim z wymienionych zagadnien zwigzanych z przeptywami w sieci jest problem
najtanszego przeptywu. Oprécz maksymalnych przepustowosci na pofaczeniach po-
miedzy weztami sieci, znane sg tu réwniez koszty jednostkowe transportu produktu
na tych pofaczeniach. Problem najtanszego przeptywu sprowadza si¢ do zagadnie-
nia, w ktérym nalezy znalez¢ najnizszy koszt transportu o zadanej jego wielko-
$ci F. Podobnie jak w modelu programowania liniowego dla zadania maksymalnego
przeptywu, niech zmienna decyzyjna x; oznacza przeptyw pomiedzy dwoma dowol-
nymi wierzchotkami, natomiast w, koszt jednostkowy przeptywu na krawedzi (i)
pomiedzy i-tym a j-tym wezlem sieci. Posta¢ modelu programowania liniowego dla
tak zdefiniowanego problemu decyzyjnego jest dana formutami (117)-(121):

min F(x) = Z?:on:owijxij (117)
z;oxﬁ —z:zoxﬁ =Fdlai=0 (118)
ijoxij—Zj:OxﬁzO dlai=1,..,n-1 (119)
x.<c. dlaij=0,...,n (120)

i i
x,.jZO dlaij=0,...,n (121)

W modelu tym krétkiego wyjasnienia wymaga ograniczenie (118). Wielkos¢
przeplywu przez sie¢ musi wynosi¢ dokladnie F. W sytuacji, gdy F ma warto$¢
wigksza niz maksymalny przeptyw w sieci, wtedy zadanie minimalnego przepty-
wu w sieci nie posiada rozwigzania. Ograniczenia (119)-(121) mozna zinterpre-
towac tak samo, jak ograniczenia (110)-(112). Funkcja celu (117) wyraza naj-
mniejszy faczny koszt przeptywu w sieci.

Problem najtaniszego przeplywu w sieci moze zostac rozwigzany takze przy pomo-
cy algorytmu wykorzystujacego wyznaczanie $ciezek powiekszajacych P (Busacker
i Gowen, 1961). Nalezy jednak uprzednio zdefiniowa¢ koszt $ciezki powigkszajacej
w sieci rezydualnej S(V,E,c,w)), ktory jest sumg kosztéw na poszczegolnych krawe-
dziach wchodzacych w sklad Sciezki P, gdzie w (v,v)) sa kosztami jednostkowymi oraz:

w(v,v;,) dla (v,.,vj)eE+(P)

Wf(Vi’vj) :{_W(Vi)vj) dla (V,.,Vj) GE_(P) -
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Algorytm Busackera-Gowena dla problemu najtanszego przeplywu w sieci
przedstawi¢ mozna w nastepujacy sposob:

o Krok 1: wyznaczy¢ $ciezke powiekszajaca P.

o Krok 2: wyznaczy¢ przepustowos¢ rezydualng $ciezki P.

o Krok 3: poréwnac osiagniety przeptyw z F.

« Krok 4: wykona¢ korekte przepustowosci rezydualnych sieci.

Poszczegdlne kroki algorytmu Busackera-Gowena powtarzane s3 do mo-
mentu, w ktorym aktualny faczny przeptyw w sieci osiggnie ustalong wielkos¢
F. Istotna réznica w stosunku do algorytmu Forda-Fulkersona jest zauwazalna
w kroku drugim, gdzie sposrod mozliwych $ciezek powiekszajacych od zrodta
do ujscia nalezy wskaza¢ $ciezke najtansza. W przypadku wyznaczenia $ciez-
ki, dla ktérej faczny dotychczasowy przeptyw rezydualny c(P) w sieci przekra-
cza dopuszczalng wielko$¢ F o §, trzeba zmniejszy¢ jej przeptyw o §, a nastgpnie
wykona¢ krok czwarty. Osiagniety aktualny laczny przeptyw w sieci wynosic¢
bedzie w takiej sytuacji F, co jest jednoczes$nie sygnalem do zakonczenia dzia-
tania algorytmu.

Przyktad 6

Niech dana bedzie sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) o zrédle w wierzchotku 0 i ujsciu
w wierzchotku 8, o przepustowos$ciach [f(vj,vi) / c(vj,vi)] oraz kosztach jednost-
kowych w(v,v) podanych przy poszczegdlnych krawedziach (zob. rysunek 81).
Nalezy znalez¢ najtanszy przeplyw w sieci o wielkosci F = 6.

Rys. 81. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) - graf wyjsciowy

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Sie¢ rezydualna S(V,E,c,w,) dla sieci przedstawionej powyzej, wraz z pierwszg naj-
tanszg Sciezkg powigkszajacg P, to: 0-4-8 o przepustowosci rezydualnej cf”(Pl) =4
i tacznym koszcie rezydualnym réwnym 5. Zaprezentowano j3 na rysunku 82.

Rys. 82. Sie¢ rezydualna S(V,E,c,w,) wraz ze Sciezkg P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nowa postac sieci przeptywowej, po wprowadzeniu przeplywu na $ciezce P,
oraz odpowiadajaca jej sie¢ rezydualna zostaly przedstawione na rysunkach 83
i 84. Aktualna taczna wielko$¢ przeptywu w sieci wynosi 4. Z grafu sieci rezydual-
nej (zob. rysunek 82) usunigta zostaje krawedz (0,4).

Rys. 83. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 84. Sie¢ rezydualna S(V,E,c,w,) wraz ze $ciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nastepna najtansza $ciezka powiekszajaca P, to: 0-2-4-8 o przepustowosci
¢/ (P,) = 11 facznym koszcie rezydualnym réwnym 5. Grafy reprezentujace od-
powiednio sie¢ z aktualnymi przeplywami i nowg sie¢ rezydualng przedstawione
zostaly na rysunkach 85 i 86. W grafie sieci rezydualnej usunieto krawedz (4,8).
Aktualna faczna wielkos$¢ przeptywu wynosi 5 (4 + 1).

Rys. 85. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 86. Sie¢ rezydualna S(V,E,c,w,) wraz ze Sciezka P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejng najtaniszg $ciezkg powigkszajacg P, jest: 0-2-4-7-8 o przepustowo-
Sci ¢/(P,) = 2 i lgcznym koszcie rezydualnym réwnym 7. Nowy taczny przeptyw
w sieci wynosi 7, czyli bedzie wiekszy od zalozonego F = 6 0 § = 11. Tym samym
nalezy dokonac¢ korekty przeptywu w sieci nie 0 2,lecz o 1 (cf*(P3) -6=2-1=1)
- zob. rysunek 87.

[2/3], 1

Rys. 87. Sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Uzyskano sie¢ o zagdanym przeplywie F rownym 6, ktorego faczny najmniejszy
koszt w sieci S(V,E,c,w) jest rowny: 4-2 + 5:3 + 2:1 + 2-1 + 1-2 + 1-3 = 30.






RozdziatV
Zarzadzanie zapasami

W dzialalnoscilogistycznej — zar6wno pojedynczego przedsigbiorstwa, jak rowniez
calego fanicucha dostaw — bardzo wazny element stanowig zapasy. Sg one niezbed-
ne do sprawnego i nieprzerwanego funkcjonowania proceséw zaopatrzeniowych,
produkcyjnych i dystrybucyjnych. O ich istocie $wiadczy¢ moze fakt, ze — biorac
pod uwage koszty logistyczne w przedsigbiorstwie — koszty zwigzane z zapasami
i zarzadzaniem nimi zajmujg druga pozycje po kosztach zwigzanych z transpor-
tem. Ponadto zapasy to elementy, ktorych kwestia ilosci budzi dyskusje wsrod
decydentow. Z jednej strony zbyt duzy zapas produktu generuje duze koszty zwia-
zane z jego utrzymaniem, jednocze$nie zapewnia jednak wyzszy poziom obstugi
klienta (dostepnos$¢ produktu na rynku). Z drugiej — niski poziom zapaséw to
niskie koszty zwigzane z ich gromadzeniem i utrzymaniem, ale réwniez nizszy
poziom obstugi klienta (braki w zapasie prowadzi¢ moga do wzrostu kosztow
zwigzanych z nieplanowanymi ekspresowymi dostawami lub kosztami utraconej
sprzedazy). Oznacza to, ze racjonalne gospodarowanie zapasami przyczynic sig
moze do uzyskania znacznych oszczgdnosci tak w samym przedsiebiorstwie, jak
i w calym tancuchu dostaw.

1. Zapasy i ich rola w logistyce

Moéwigc o zapasach, w pierwszej kolejnosci nalezy zacza¢ od zdefiniowania tego
pojecia oraz wskazania miejsca, gdzie s3 one tworzone. Kolejnym waznym ele-
mentem, pozwalajacym zrozumie¢ istote znaczenia zapaséw w logistyce, okazuja
sie przyczyny ich powstawania, na postawie ktérych mozna dokonaé préby roz-
nych ich klasyfikacji, m.in. ze wzgledu na funkcje, jakie pelniag w przedsiebior-
stwie lub tancuchu dostaw. Wreszcie bardzo waznym aspektem sg koszty zwia-
zane z zapasami, a $cilej mowiac - z zarzadzaniem nimi. Znajomos¢ rodzajow
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kosztéw tworzenia i utrzymywania zapaséw pozwala na konstruowanie i wyko-
rzystanie metod w celu optymalizacji ich poziomu w taki sposdb, aby utrzymac
poziom obstugi klienta na zagdanym przez decydenta poziomie.

1.1. Definicje i miejsca tworzenia zapasow

Jedna z definicji charakteryzuje zapas jako pewnego rodzaju rezerwe towar6éw i ma-
terialow, ktdra jest utrzymywana przez przedsigbiorstwo (Waters, 2001). Rezerwy te
powstaja w sytuacji, gdy zasoby przedsigbiorstwa na wejsciu (np. surowce do pro-
dukgji) lub na wyjsciu (np. produkty finalne) nie podlegaja odpowiednio biezace-
mu wykorzystaniu lub dalszej sprzedazy. Wedtug innej definicji (Fertsch, 2006) za-
pas to ustalona wielkos¢ dobra zlokalizowana w okreslonym systemie logistycznym
(np. przedsigbiorstwie lub fancuchu dostaw), ktéra zostala zgromadzona w celu
jego pozniejszego wykorzystania, nie bedac jednoczes$nie potrzebng do biezacej
dziatalno$ci. Zapasem nazwaé mozemy réwniez dobra zgromadzone w danym mo-
mencie w ilosci wiekszej niz wymaga tego sytuacja, a przeznaczone na okreslony
okres czasu (Krawczyk, 2001). Jednoczes$nie w celu utworzenia zapasu podkresla si¢
tutaj konieczno$¢ zaangazowania ludzi i sprz¢tu do obstugi, wykorzystania odpo-
wiedniej infrastruktury do jego przechowywania czy kapitatu w celu finansowania,
ktory moglby zostac zainwestowany w tym czasie w inny sposob.

Dl S1
D2 PDI CD1 » S2
D3 » PD2 » CD2 S3
D4 PD3 CD3 » S4
D5 S5

Rys. 88. Zapasy w tafncuchu dostaw

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Przedsigbiorstwo w systemie logistycznym to pojedyncze ogniwo w lancu-
chu dostaw. Zapasy stanowig wazny element jego funkcjonowania - dlatego,
moéwigc o tworzeniu zapasow, nie sposob nie wspomnie¢ o miejscu ich po-
wstawania w samym lancuchu dostaw. Jest to o tyle istotne, Ze w zaleznosci
od rodzaju produktu sita ciezko$ci zarzadzania zapasami (a tym samym ich
kreowania) skupia¢ si¢ bedzie w réznych jego obszarach (zob. rysunek 88).
W przypadku produktéw o charakterze masowym (np. produkty spozywcze,
artykuty chemiczne) znaczny poziom zapaséw bedzie mozna znalez¢ raczej bli-
zej konsumenta finalnego (koncowa czes¢ tancucha dostaw — centra dystrybucji
CD lub punkty sprzedaz detalicznej S). Odmienna sytuacja ma miejsce w od-
niesieniu do produktéw luksusowych, gdzie zapasy (np. niezbednych czesci
i podzespotéw do montazu samochoddéw) zlokalizowane bedg we wczesniejszej
czesci tancucha dostaw (dostawcy D i ich posrednicy PD). Nie nalezy takze
zapomina¢ o zapasach, ktére w istotnych ilosciach moga zosta¢ zgormadzo-
ne w podsystemie logistyki produkgcji (zapasy produkcji w toku np. w zaktadzie
produkcyjnym ZP).

1.2. Przyczyny gromadzenia i rodzaje zapasow

Wtasciwe zarzadzanie zapasami wymaga przede wszystkim znajomosci przyczyn
ich powstawania. Lancuch dostaw to cigg wzajemnych powiazan sasiadujacych ze
sobg ogniw, ktdrymi sg przedsiebiorstwa stanowiace relacje dostawca—odbiorca.
Ze wzgledu na fakt, ze zar6wno zapotrzebowanie odbiorcy, jak réwniez mozliwo-
$ci podazy dostawcy moga by¢ zmienne, nalezy zauwazy¢, ze podstawowym zada-
niem gromadzenia zapasu staje si¢ utworzenie pewnego rodzaju buforu pomiedzy
podaza produktu a zapotrzebowaniem na niego. Jego celem jest zapewnieniem
plynnego funkcjonowania przedsigbiorstwa (lub szerzej: calego fanicucha dostaw)
w celu zapewnienia wysokiego poziomu obstugi odbiorcy finalnego. Wysoki po-
ziom obstugi oznacza tutaj m.in. dostepnos¢ produktu, terminowos¢ dostaw, wta-
$ciwg jakos¢ dostarczanych towarow itd.

Jedna z gléwnych przyczyn tworzenia zapaséw jest tzw. ekonomia skali za-
kupéw lub produkcji. W przypadku zakupéw nabycie wigkszej ilosci dobra
wigza¢ sie moze z uzyskaniem korzystnych rabatéw cenowych, co w efekcie
skutkowa¢ bedzie oszczednosciami na zakupach. Podobnie sytuacja wyglada
odnos$nie oszczednosci na skali produkeji. Diuzsza seria produkcyjna przy-
czyni¢ si¢ moze do nizszego kosztu jednostkowego wytworzenia produktu.
Jednakze zaréwno w sytuacji wigkszych (niz potrzeba) w danym momencie
zakupow, jak i produkcji, rosna¢ bedzie poziom zapasu, ktdry z kolei generuje
koszt jego utrzymania. Dopdki wzrost kosztu utrzymania zapasu nie przekra-
cza oszczednos$ci poczynionych na skali zakupéw lub produkeji, to tworzenie
zapasow jest oplacalne.
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Drugag z przyczyn, ktére maja istotny wplyw na ksztaltowanie poziomu zapa-
sow w przedsiebiorstwie, sg koszty zwigzane z transportem. Oszczgdnosci ge-
nerowane w wyniku dokonywania wiekszych zakupéw bardzo czesto faczone sa
z oszczgdno$ciami wynikajacymi z przewozow znacznych ilo$ci partii produktow.
Koszt przewozu jednej palety bedzie wiekszy niz np. calej naczepy trzydziestu
trzech palet. Podobnie jak w przypadku zakupdw, i tutaj nalezy dokona¢ wcze-
$niejszych analiz kosztéw, aby oceni¢, czy oszczednosci poczynione na trans-
porcie wigkszej ilosci produktu nie s3 mniejsze niz wzrost kosztéw zwiazany ze
zwiekszeniem zapasu. W podsystemie logistyki dystrybucji mozna zaobserwo-
wac zjawisko tworzenia centréw dystrybucji blisko finalnych rynkéw zbytu, gdzie
gltownie powstaje zapas produktow. W takiej sytuacji oszczednos$ci generowane sa
w szczegblnosci na transporcie calopojazdowym do centréw dystrybucji, skad na-
stepuje transport w matych ilosciach do punktéw sprzedazy detalicznej. Korzysci
z oszczgdnosci poczynionych na transporcie wiazg sie dodatkowo z korzysciami
wynikajacymi z lepszej obstugi klienta finalnego (m.in. krétszy i regularniejszy
czas dostaw).

Nie bez znaczenia na wielko$¢ poziomu zapaséw ma sezonowo$¢ zwigzana
z zapotrzebowaniem na produkt lub jego dostepnosciag. W przypadku okresu
znacznego popytu na produkt, w wigkszym stopniu bedzie wykorzystana maksy-
malna zdolnos¢ produkcyjna niz w okresie poza wzmozonym popytem. Poniewaz
bardziej korzystne wydaje si¢ by¢ utrzymanie rownomiernosci produkeji w diuz-
szym okresie czasu, zasadne bedzie w miare mozliwosci tworzenie zapasu, ktory
zostanie wykorzystany w okresie zwigkszonego popytu. Z kolei w sytuacji sezo-
nowosci podazy na produkt tworzenie zapasu moze by¢ zwigzane z okresowa do-
stepnos$cia danego dobra. Bardzo dobrym przykladem sg tutaj produkty zbozowe
lub owoce - dostepne tylko przez pewien krétki okres w roku.

Kolejna przyczyna zwiekszenia poziomow zapasow jest szeroko rozumiana sta-
bilnos¢, ktéra dotyczy¢é moze zaréwno zrodel dostaw, jak réwniez zatrudnienia
w przedsiebiorstwie. W okresach zmniejszonego popytu na produkt zmniejszy¢
sie moze takze wielko$¢ zamoéwien od dostawcy. W relacji maly dostawca-duzy
odbiorca, gdzie bardzo czesto ten drugi jest jedynym klientem tego pierwszego,
wigza¢ sie to moze z daleko idacymi trudnosciami dla matego dostawcy. Duzy
odbiorca rozwaza wtedy dokonywanie wigkszych niz potrzeba zamoéwien u ma-
tego dostawcy, tym samym powigkszajac u siebie zapas kupowanego dobra. Ko-
rzy$cig dla odbiorcy w takiej sytuacji jest utrzymanie ,,przy sobie” dostawcy, co
w szczegblnosci moze by¢ oplacalne przy dostawcach wyspecjalizowanych (czgsto
przeznaczonych dla odbiorcy) produktéw, oferowanych w ograniczonym zakresie
na rynku. W przypadku produkcji wyrobéw gotowych powiekszenie ich zapasu
W sytuacji nizszego zapotrzebowania na nie wigzac si¢ moze z checig utrzymania
wykwalifikowanej sily roboczej zamiast jej ograniczenia. Koszty zwigzane z p6z-
niejszym zatrudnieniem i wyszkoleniem nowych pracownikéw moga by¢ wyzsze
niz dodatkowe koszty powiekszenia zapasu.
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Wreszcie ostatnig przyczyna gromadzenia zapaséw, na ktérg warto zwrécic
szczegdlng uwage, jest konieczno$¢ tworzenia pewnego dodatkowego poziomu
zapasu, ktory nosi nazwe zapasu bezpieczenstwa. Jest to zapas majacy na celu ni-
welowanie negatywnych skutkéw zwigzanych z naglymi, nieprzewidzianymi sytu-
acjami (np. przestojami w produkcji, op6znieniami dostaw, incydentalnymi wzro-
stami popytu). W sytuacjach, w ktérych decydenci informowani sg o mozliwosci
naglego wzrostu cen lub naglego ograniczenia dostaw, takze podejmuja decyzje
o zwigkszeniu poziomu zapaséw - lecz taki zapas nie ma juz charakteru zapasu
bezpieczenstwa, a staje sie zapasem spekulacyjnym.

Na podstawie znajomosci celow, jakie petnig zapasy, oraz przyczyn ich groma-
dzenia mozna dokona¢ podstawowej klasyfikacji - z punktu widzenia réznych
czynnikow. Ze wzgledu na relacje dostawca—odbiorca wyrdzniamy:

* Zapasy SUTOWCOWe,
o zapasy dystrybucyjne.

Pierwsze z nich dotycza sytuacji, w ktdrej zarzadzajacym poziomem zapasu jest
odbiorca. To on podejmuje dziatania podlegajace zasadzie ,,ssania’, czyli ciaglego
decydowania o wielkosciach zamoéwienia produktu. W przeciwienstwie do zapa-
séw surowcowych, zapasami dystrybucyjnymi zarzadza dostawca, zainteresowa-
ny ich ,wypychaniem” do odbiorcéw.

Biorgc pod uwage miejsce tworzenia zapaséw w fanicuchu dostaw (lub podsys-
temach logistycznych w przedsiebiorstwie), w tym takze ich przeznaczenie, zapa-
sy podzieli¢ mozna na (Krzyzaniak i Cyplik, 2007):

o zapasy materialow i surowcow,

« zapasy robot w toku,

« zapasy wyrobow gotowych,

« zapasy materialéw pomocniczych i eksploatacyjnych.

Pierwsze trzy rodzaje zapaséw zwiazane sg $cisle z miejscem lokalizacji pro-
duktéow w fancuchu dostaw lub systemie logistycznym przedsigbiorstwa. Ostatni
- zapasy materialéow pomocniczych i eksploatacyjnych - dotyczg tych produktdow,
ktére moga okazac si¢ niezbedne na kazdym etapie funkcjonowania fancucha do-
staw, nie stanowig jednak bezpos$redniego zainteresowania odbiorcy finalnego.

Kolejna klasyfikacja zapasow zostala skonstruowana na podstawie przyczyn
ich powstawania:

« zapas bezpieczenstwa,
e Zapas SeZONowy,

« zapas spekulacyjny,

« zapas cykliczny,

e Zapas promocyjny,

« zapas nadmierny.

Pierwsze trzy rodzaje zapaséw odnoszg si¢ bezposrednio do przyczyn ich gro-
madzenia, ktore zostaly wyzej omdwione. Zapas cykliczny jest zapasem, ktory re-
alizuje podstawowe zadanie stojace przed zapasami, czyli zapewnia synchronizacje
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pomiedzy dostawami a zapotrzebowaniem. Natomiast zapas promocyjny gwa-
rantuje dostepnos¢ produktu w przypadku zwigkszonej podazy w wyniku pod-
jetych dziatan marketingowych. Zapasy nadmierne sg zapasami niepozadanymi,
powstalymi w wyniku niewlasciwego nimi zarzadzania.

Inng spotykang klasyfikacjg zapasow jest ich podzial ze wzgledu na szybkos¢
zuzycia:

« zapas szybko rotujacy,
« zapas wolno rotujacy.

Do wskazania, ktore zapasy zaliczy¢ mozna do wolno, a ktdére do szybko rotuja-
cych, postuzy¢ si¢ nalezy wskaznikami do tego przeznaczonymi, jak np. wskaznik
rotacji zapaséow W_. Im jego warto$¢ nizsza, tym zapas jest szybciej rotujacym
(Skowronek i Sarjusz-Wolski, 2008).

z

T

W =

z

(123)

gdzie: Z oznacza przecietny poziom zapaséw, obliczony na podstawie 7 stanéw
zapaséw Z w badanym okresie historycznym (np. notowane stany zapaséw na
koniec tygodnia w okresie jednego kwartatu):

4 27:1 Zi

=== (124)
n

Z kolei wielko$¢ r, we wzorze (123) wyraza przecietne dzienne pobranie pro-
duktu z magazynu w okresie ostatnich k dni, obliczone wedtug formuly (125):

2
iz1 d (125)

Na koniec rozwazan o rodzajach zapaséw warto jeszcze zwrdci¢ uwage na ich
strukture, ktora zostala zaprezentowana na rysunku 89. Wynika z niej, ze kazdy
zapas produktu sklada sie z dwoch czesci: rotujacej i nierotujgcej. Czes$¢ rotuja-
ca to przede wszystkim zapas cykliczny zuzywany w toku normalnej dziatalnosci;
odnawiany poprzez sukcesywne dostawy przy wykorzystaniu metod sterowania
zapasami, o ktérych mowa bedzie w dalszej czgsci rozdziatu. Okresy czasu uptywa-
jace pomiedzy kolejnymi dostawami nazywane s3 cyklami dostaw. Pozostale dwie
czedci zapasu (zabezpieczajaca i nadmierna) stanowig czes¢ nierotujaca. Celem
wlasciwego zarzadzania zapasami jest wyeliminowanie zapasu nadmiernego, co
w efekcie prowadzi do uzyskania oszczgednosci na zwigzanych z zapasami kosztach.
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zapas cykliczny

L. i zapas bezpieczenstwa

zapas nadmierny

Rys. 89. Struktura zapaséw

Zrédto: opracowanie wtasne.

1.3. Koszty zapasow

Biorac pod uwage podzial proceséw logistycznych na trzy podstawowe segmenty:
przepltyw fizyczny produktu, zapasy oraz przeplyw informacyjny, szacuje sie, ze
koszty zwigzane z zapasami stanowig okofo 20% catkowitych kosztow logistycz-
nych. W literaturze przedmiotu wyodrebnia si¢ trzy podstawowe rodzaje kosztow
dotyczacych zapasow, a naleza do nich (Coyle, Bardi i Langlej, 2002):

o koszty utrzymywania zapasow,

« koszty uzupelniania zapaséw,

« koszty wyczerpania zapasow.

Ponadto mozna spotkac si¢ zdwoma innymi rodzajami kosztéw: kosztami jed-
nostkowymi — warto$ci dostawy (Waters, 2001), oraz kosztami zwigzanymi z nad-
miarem zapasu (Cyplik i Krzyzaniak, 2007).

W kazdym z wymienionych rodzajow kosztoéw wskaza¢ mozna zaréwno koszty
stale, jak i koszty zmienne. Pierwsze z nich s3 ponoszone niezaleznie od wielko-
$ci poziomu zapasu w magazynie — w przeciwienstwie do kosztéw zmiennych.
Wielkosé¢ tych drugich jest uzalezniona od ilo$ci zgromadzonego w magazynie
produktu.

Pierwszym z wymienionych podstawowych rodzajow kosztéw zapasow
sa koszty ich utrzymywania. Wérdéd kosztéw statych nalezy wymieni¢ tu m.in.
koszty:

« zwigzane z infrastrukturg magazynowa (np. amortyzacja budynkéw lub wy-
najem powierzchni magazynowej, amortyzacja lub wynajem wyposazenia
magazynowego);

« zwigzane z wynagrodzeniem pracownikéw przeznaczonych do obstugi za-
pasow.
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Z kolei do kosztéw uzaleznionych od wielko$ci utrzymywanego zapasu zali-
czy¢ mozna nastepujace sktadniki kosztowe:

o koszt kapitatu,

o koszt zmienny powierzchni magazynowej,

o koszt obstugi zapasu,

o koszt ryzyka.

Koszt kapitalu nalezy rozumiec jako alternatywny koszt utraconych korzysci
lub koszt zamrozenia kapitalu w produkcie zgromadzonym w formie zapasu. In-
nymi stowy, jest to zysk, jaki moglby zosta¢ osiagniety w wyniku zainwestowa-
nia kapitalu w inny sposéb. W przypadku finansowania zapasu kredytem kosz-
tem kapitatu bedzie koszt kredytu. Koszt kapitatu stanowi zazwyczaj najwieksza
cze$¢ kosztow utrzymywania zapasow.

Koszt zmienny powierzchni magazynowej ponoszony jest w przypadku bezpo-
sredniego uzaleznienia wykorzystania infrastruktury magazynowej od wielkosci
posiadanego zapasu. W sytuacji posiadania wlasnych magazynéw (jako srodkow
trwalych) moze si¢ on pojawia¢ okresowo, gdy zachodzi koniecznos¢ wynajecia
dodatkowej powierzchni magazynowe;j.

Do kosztéw obstugi zapaséw zaliczy¢ mozna koszty zwigzane ze stratami, jakie
przedsigbiorstwo ponosi w wyniku utrzymywania zapaséw. Straty te spowodowane
sa niekiedy deprecjacja produktéw (utracenie terminu przydatnosci lub utrata jako-
$ci), niewtasciwa ich obstugg (uszkodzenia) czy tez zabezpieczeniem (kradziez). Stad
konieczno$¢ ponoszenia kosztow ubezpieczenia zgromadzonego zapasu.

Istotng pozycja kosztéw utrzymywania zapaséw moga by¢ takze koszty ryzyka,
rozumianego tutaj jako mozliwo$¢ wystgpienia sytuacji niezaleznych od samego
przedsiebiorstwa. Sg to koszty deprecjacji produktéw w wyniku np. zmieniajacej
sie sytuacji rynkowej, a tym samym - utrata wartosci zgormadzonego w zapasie
dobra (np. szybkie starzenie si¢ produktu, zmiana trendéw w popycie).

Ze wzgledu na fakt, ze dokladne ustalenie kosztow utrzymania zapasow jest bardzo
trudne, przyjelo sie ich szacowanie jako pewng czes¢ i wartosci zgromadzonego (np.
zakupionego) produktu w ustalonym okresie czasu (np. jednego roku). Dlatego
zmienny koszt utrzymania zapaséw K, wyrazi¢ mozna za pomocg formuty (126):

K,=i-c-Z (126)

gdzie: Z oznacza wielko$¢ zgromadzonego zapasu produktu o cenie jednostkowej
zakupu c.

Wielkos¢ wspdlczynnika kosztu utrzymania zapasu i jest uzalezniona m.in. od
przyjetej polityki inwestycyjnej przedsigbiorstwa i waha¢ si¢ moze od 5 do nawet
30%. Poniewaz poziom zapasu okazuje si¢ uzalezniony wprost proporcjonalnie od
wielkos$ci dokonanego zamdwienia Q, to stosunek zmiennego kosztu utrzymania za-
pasow oraz wielkosci zamoéwienia przedstawi¢ mozna nastgpujaco — zob. rysunek 90.



1. Zapasy i ich rola w logistyce 163
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Rys. 90. Zalezno$¢ zmiennego kosztu utrzymania zapaséw od wielkos$ci zaméwienia

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przy poczynieniu nastepujacych zatozen:
« wielkos$¢ zapasu w magazynie jest rowna wielkosci dostawy Q,
« wielko$ci pobran z magazynu w kolejnych okresach sa w miare rOwnomierne,
« kolejna dostawa Q nastepuje po zuzyciu calego zapasu,
mozna przyjaé, ze koszt utrzymania zapasu wynosi:

—jc= (127)

Drugim, obok utrzymania zapaséw, najwazniejszym rodzajem kosztow sa
koszty uzupelniania zapaséw, tj. koszty zamawiania produktu do magazynu lub
przestawiania produkcji. Wérdd kosztéw statych zwigzanych z uzupelnieniem za-
pasow wyrozni¢ mozna m.in. koszty (Cyplik i Krzyzaniak, 2007):

« zwigzane z wynagrodzeniami pracownikéw zajmujacych sie zamowieniami
oraz koszty dodatkowe (np. amortyzacja infrastruktury biurowej, energia
elektryczna);

 zwigzane z transportem - w przypadku posiadania transportu wlasnego
(koszty pracownicze, amortyzacja srodkow transportowych);

« zwigzane z przyjmowaniem i kontrolg jakosci dostaw (koszty pracownicze,
amortyzacja sprzetu).

Z kolei koszty zmienne, uzaleznione od liczby dostaw do magazynu, obejmo-

wac moga w szczegolnosci nastepujace elementy (Coyle, Bardi i Langlej, 2002):

e monitoring poziomu zapasu,

* przygotowanie zamowienia i jego obstuga (np. koszty delegacji pracowniczych),

o kontrola dostaw,

przyjecie dostawy i umieszczenie jej w magazynie,
« przygotowanie dokumentéw platnosci.
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W przypadku kosztéw uzupelniania zapaséw istotnym staje si¢ okreslenie
kosztu pojedynczego zaméwienia k, a to - podobnie jak w przypadku kosz-
tu utrzymywania zapaséw — nie jest sprawa oczywista. Natomiast zmienne koszty
catkowite zawigzane z uzupelnieniami zapaséw w badanym okresie (np. roku) sa
iloczynem kosztu pojedynczego zaméwienia oraz ich liczby [ ;

K,=k_ -1, (128)
Nalezy zauwazy¢, ze przedstawiona zaleznos¢ kosztéw uzupelniania zapaséw
od liczby dostaw jest proporcjonalna. Natomiast, biorac pod uwage zalezno$é
kosztu uzupelniania zapasu w badanym okresie czasu od wielkosci pojedynczego
zamowienia, relacja miedzy nimi bedzie odwrotna. Wieksze dostawy skutkowa¢
beda ich mniejszg czestotliwoscig, a tym samym mniejsza liczbg w badanym prze-
dziale czasu. Przyjmujac, ze prognozowane zapotrzebowanie na dany produkt
w badanym okresie czasu (np. roku) wynosi D, natomiast Q oznacza wielkos§¢
dostawy, to zalezno$¢ przedstawiong wzorem (128) wyrazi¢ mozna w nastepujacy
sposob:

K,=k -— (129)

Na podstawie wzoru (129) relacja kosztu uzupelnienia zapaséw do wielkosci
pojedynczego zamoéwienia zobrazowana zostala na rysunku 91. Poniewaz wiel-
ko$¢ zamowienia moze wplywaé na koszty zwigzane z transportem (mniejsze
zamowienia, a co za tym idzie — ich wigksza liczba moze oznacza¢ wykorzysta-
nie mniejszych i tanszych form $rodkéw transportu), to zalezno$¢ kosztu uzu-
pelnienia zapaséw do wielkosci zamdwienia przyjmuje postac nieliniows.

KA
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>

0

Rys. 91. Zalezno$¢ zmiennego kosztu uzupetniania zapaséw od wielkos$ci zamédwienia

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Wymienione powyzej dwa rodzaje kosztéw zwiagzanych z zapasami - koszt
utrzymania zapasu oraz koszt jego uzupelnienia — determinowa¢ moga w sposéb
bezposredni wielko$¢ zamoéwienia, jaka zostanie dostarczona do magazynu. Trze-
ci z wymienionych podstawowych rodzajow kosztu — koszt wyczerpania zapasow
— jest kosztem, ktory bardzo trudno zaksiegowaé. Powstaje on w sytuacjach nie-
mozliwosci (w ogole lub w czesci) zaspokojenia zapotrzebowania na produkt. Do
kosztéw niezaleznych od wielkosci braku w zapasie zaliczy¢ mozna m.in. koszty
(Cyplik i Krzyzaniak, 2007):

« zwigzane z karami umownymi ponoszonymi za sam fakt niezrealizowania

zamOwienia klienta,

 zwigzane z konieczno$cia realizacji ekspresowej dostawy brakujacej ilosci

produktu,

« utracone korzysci powstale w wyniku trwalej utraty klienta.

Natomiast wsrod kosztéw zmiennych znajda sie:

« kary umowne proporcjonalne do wielkosci niezrealizowanego zamdwienia

klienta,

« dodatkowy koszt zakupu pokrywajacego wystepujacy brak produktu,

o koszt utraconej marzy od niesprzedanej jednostki produktu.

Obliczenie kosztow wyczerpania zapaséw wymaga zastosowania rachunku
prawdopodobienstwa, w tym oszacowania prawdopodobienstwa wystapienia
braku pomigdzy kolejnymi dostawami p(B) — w przypadku kosztow stalych - oraz
oczekiwanej jego wielkosci I(B). Zatem koszt catkowity wyczerpania zapasu w ba-
danym okresie czasu (np. roku) K, bedzie réwny:

K,=k;-pB)-1,+k;-IB) (130)

gdzie: k; oraz k} oznaczajg odpowiednio: koszt staty faktu wystgpienia braku oraz
koszt zmienny wystapienia braku jednostki produktu.

2. Analiza zapotrzebowania na produkt

Ksztaltowanie polityki zarzadzania zapasami w przedsiebiorstwie, jak réwniez
szerzej — w ramach lancucha dostaw — wymaga przede wszystkim rozréznienia
pojecia zapotrzebowania zaleznego i zapotrzebowania niezaleznego na produkt.
O pierwszym mozna mowi¢ w sytuacji, gdy popyt na dany produkt uzalezniony
jest od popytu na inny produkt, takze bedacy w zapasie. Z taka sytuacja mamy do
czynienia, gdy w zapasie znajduja si¢ komponenty niezbedne do produkcji wyro-
bu finalnego, na ktérych zapotrzebowanie uzaleznione jest od popytu na wyréb
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gotowy. Z kolei popyt na produkt finalny uzna¢ mozna wtedy za zapotrzebowa-
nie niezalezne. Z zapasami produktéw o zapotrzebowaniu zaleznym zwigzane s3
systemy planowania potrzeb materialowych, tj. MRP i MRP II. Dlatego w dalszej
cze$ci rozdzialu oméwiony zostanie aspekt zarzadzania zapasami o popycie nie-
zaleznym.

Zarzadzanie zapasami to w pewnym uproszeniu ciaggla préba odpowiedzi na
dwa podstawowe pytania dotyczace:

« wielkosci, w jakiej nalezy ztozy¢ zaméwienie do dostawcy na produkt celem

uzupelnienia zapasow;

o momentu, w ktérym zamoéwienie powinno zosta¢ dostawcy ztozone.

Celem uzyskania wlasciwych odpowiedzi jest osiggniecie takiego poziomu za-
pasu, przy ktérym nie wystapia braki w magazynie, ale jednocze$nie nie zosta-
nie wygenerowany nadmierny poziom zapasu. Jedna i druga sytuacja przynosza
przedsiebiorstwu niepozadane koszty.

Ponadto zarzadzanie zapasami to réwniez postawienie pytania, czy w ogdle
utrzymywanie jakiegokolwiek zapasu danego produktu jest konieczne. Aby na
nie odpowiedzie¢, nalezy niekiedy przeprowadzi¢ pewne analizy ilo$ciowe zapo-
trzebowania na produkt w zapasie. Produkty bedace przedmiotem dziatalno$ci
przedsiebiorstwa powinno sie wtedy podda¢ analizom wieloasortymentowym
oraz dotyczacym popytu niezaleznego.

Pierwsza grupa analiz (analizy wieloasortymentowe) ma za zadanie dokonac
klasyfikacji produktow zgromadzonych w zapasach na te o znaczeniu strategicz-
nym oraz te o mniejszym wplywie na dzialalno$¢ przedsiebiorstwa. Z kolei anali-
zy popytu niezaleznego dotycza pojedynczych produktow, uszczegotawiajac obraz
ich znaczenia dla przedsigbiorstwa. Obydwa rodzaje analiz, obok przyniesienia
odpowiedzi na pytanie, czy w ogéle nalezy utrzymywac zapas produktu, wspoma-
gaja takze decydenta w doborze wlasciwych metod zarzadzania zapasami.

2.1. Analiza zapotrzebowania na wiele produktow

Do podstawowych metod analiz wieloasortymentowych zaliczy¢ mozna nastepu-
jace klasyfikacje produktéw (Krzyzaniak, 2005):

« klasyfikacja ABC,

o klasyfikacja XYZ,

« klasyfikacja ABC/XYZ.
Oprocz nich znane sa réwniez takie klasyfikacje, jak: DTRM, FSN czy PLC.

Klasyfikacja ABC oparta jest na wartosci zuzytego zapasu produktéow (np.
wartosci sprzedazy). Dokonuje ona podziatu listy asortymentowej na trzy grupy:
A, B oraz C. W grupie A umieszczone zostaja produkty o najwyzszej wartosci,
stanowigcej 80% wartosci calkowitej. W grupie B znajdg si¢ te o wartosci 15%
warto$ci calkowitej, natomiast pozostale 5% stanowi¢ beda produkty grupy C.
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Procedur¢ wyznaczenia wymienionych grup produktéw w wielosortymento-
wej analizie ABC przedstawi¢ mozna w kilku krokach:

o Krok 1: obliczy¢ warto$¢ sprzedazy (zuzycia zapasu) produktu.

o Krok 2: posortowa¢ produkty malejaco wzgledem wartosci sprzedazy (zu-

zycia zapasu).

o Krok 3: obliczy¢ udzial wartosci sprzedazy produktu (zuzycia zapasu).

« Krok 4: obliczy¢ warto$¢ skumulowang udziatu.

o Krok 5: wyznaczy¢ progi i grupy produktow.

Posiadajac dane w postaci wielkosci sprzedazy (zuzycia zapasu) produktu
oraz jego ceny jednostkowej, nalezy w pierwszym korku obliczy¢ jego warto$¢ w ba-
danym okresie czasu. Nastepnie produkty sa porzadkowane w ciagu odpowia-
dajacym malejacej wartosci ich sprzedazy (zuzycia), a w kroku trzecim oblicza
sie udzial wartosci sprzedazy (zuzycia zapasu) w calkowitej wartosci wszyst-
kich produktéw. Krok czwarty to wyliczenie w warto$ci skumulowanej wyzna-
czonych wczesniej udzialéw. Wreszcie, w kroku piatym, nalezy przede wszystkim
ustali¢ progi, na podstawie ktérych dokonany zostanie podzial produktéw na trzy
grupy. W przypadku przyjecia klasycznego zalozenia dotyczacego wartosci 80, 15
i 5% - progi te beda wynosity odpowiednio: 0,80 oraz 0,95.

Przyktad 1

W tabeli 64 przedstawione zostaly pobrania z magazynu dwunastu produk-
tow w ciggu dwudziestu dni roboczych jednego miesiaca, wraz z ich cenami jed-
nostkowymi.

Tab. 64. Dane wielkosci sprzedazy (zuzycia) produktu w okresie dwudziestu dni

Dzier] Produkt
P-01 | P-02 | P-03 | P-04 | P-05 | P-06 | P-07 | P-08 | P-09 | P-10 | P-11 | P-12
1 26 61 10 19 0 0 5 190 55 4 33 46
2 26 76 10 18 1 0 0 11 56 5 28 60
3 27 67 10 16 2 0 0 19 54 5 33 43
4 26 78 10 16 2 0 0 19 54 6 37 90
5 23 7 10 18 0 0 0 180 85 6 33 93
6 26 71 10 19 3 0 0 29 55 6 34 29
7 24 66 10 16 1 0 0 11 54 7 36 49
8 25 70 10 18 2 0 0 19 53 7 36 53
9 24 66 10 17 0 0 10 170 53 7 36 31
10 28 72 10 18 3 0 0 29 90 7 33 81
11 24 76 10 20 1 10 0 11 53 7 36 42
12 28 64 10 17 0 0 0 170 54 8 39 44
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Tab. 64 (cd.)
Dzier Produkt
P-01 | P-02 | P-03 | P-04 | P-05 | P-06 | P-07 | P-08 | P-09 | P-10 | P-11 | P-12

13 | 25 | 78 | 10 | 19 2 0 0 19 | 55 8 31 | 46
14 | 26 | 74 | 10 | 20 4 0 0 | 200 | 56 9 34 | 35
15 25 85 10 18 0 0 0 180 88 9 32 71
16 26 62 10 20 1 0 5 11 54 10 34 89
17 25 62 10 16 3 0 0 29 55 11 33 72
18 27 70 10 17 0 0 0 170 53 12 33 12
19 27 65 10 19 1 0 0 11 55 13 28 45
20 26 65 10 17 4 0 10 170 89 14 37 96

Cena| 10 160 20 35 | 4000 | 250 | 100 5 12 60 160 18

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przyjmujac klasyczny podzial asortymentu produktéw w magazynie na grupy
A, B i C (zawierajace produkty o tacznych wartosciach odpowiednio: 80, 151 5%),
ksztaltowac¢ beda si¢ one nastepujaco - zob. tabela 65.

Tab. 65. Klasyfikacja ABC

Wielkos¢ Wartosé Udziat Udziat
Produkt sprzedazy sprzedazy sprzedazy skumulo- Grupa
(zuzycia) (zuzycia) (zuzycia) wany
P-02 1405 224800 0,422 0,422 A
P-05 30 120000 0,225 0,647 A
P-11 676 108 160 0,203 0,850 B
P-12 1127 20 286 0,038 0,888 B
P-09 1221 14 652 0,027 0,915 B
P-04 358 12530 0,024 0,939 B
P-10 161 9660 0,018 0,957 C
P-08 1648 8240 0,015 0,973 C
P-01 514 5140 0,010 0,982 C
P-03 200 4000 0,008 0,990 C
P-07 30 3000 0,006 0,995 C
P-06 10 2500 0,005 1,000 C
Razem x 532968 1,000 x x

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Sposréd dwunastu produktéw dwa z nich zostaly zakwalifikowane do gru-
py A, co stanowi ok. 17% wszystkich. W grupie B znalazly sie cztery produkty
(ok. 33%), natomiast w grupie C kolejnych szes¢ (ok. 50%). W klasycznym podej-
$ciu do analizy ABC z podzialem wszystkich produktéw na grupy zawierajace te,
ktorych wartos¢ stanowig odpowiednio 80, 15 i 5%, mozna stwierdzié, ze w gru-
pie A powinno sie znalez¢ okoto 20% pozycji asortymentu, w grupie B okoto 30%,
natomiast w grupie C okoto 50%.

Druga z analiz wieloasortymentowych, niezbednych w procesie zarzadzania
zapasami wielu produktow zgromadzonych w magazynie, jest analiza XYZ. Opie-
ra si¢ ona tylko na wielkosci sprzedazy (zuzycia) d, produktéw w badanym okresie
czasu. Celem analizy XYZ jest przede wszystkim wyodrebnienie tych produktéw,
ktore charakteryzuja si¢ najwieksza regularnoscia sprzedazy (zuzycia). Wszystkie
produkty dzielone sg takze na trzy grupy, wéréd ktérych w grupie X znajdg si¢ te
najczesciej kupowane, natomiast w grupie Z te, na ktdre zapotrzebowanie jest nie-
regularne. Taki podzial dokonywany moze by¢ dwojako. Jedna z metod jest okres-
lenie przez decydenta przynaleznosci produktu do jednej z trzech grup na podsta-
wie minimalnej wielko$ci sprzedazy (zuzycia) w okresie jednostkowych (np. min.
pig¢ jednostek produktu w ciggu dnia). Drugi sposéb to badanie historycznego
szeregu dotychczasowej sprzedazy (zuzycia), a w szczegolnosci jego zmiennosci.
Wedle tego ostatniego metode wyznaczenia grup produktéw w wielosortymento-
wej analizie XYZ przedstawi¢ mozna w czterech krokach:

 Krok 1: zbudowac szereg czasowy sprzedazy (zuzycia) produktu.

+ Krok 2: obliczy¢ $rednig d i odchylenie standardowe o, sprzedazy (zuzycia)
produktu.

o Krok 3: obliczy¢ wspdtczynnik zmienno$ci.

 Krok 4: wyznaczy¢ progi i grupy produktow.

Grupy XYZ tworzone s3 na podstawie przyjetych przez decydenta progéw,
ktérymi okazujg si¢ warto$ci graniczne obliczonego wspdtczynnika zmiennosci
wielkosci sprzedazy (zuzycia) produktéw zgodnie ze wzorem (131):

o
VvV, ==.100 3
¢ (131)

W literaturze przyjmuje sie, ze w przypadku wartosci wspotczynnika zmienno-
$ci nieprzekraczajacego 10% uzna¢ mozna, ze zmiennos$¢ popytu na produkt jest
statystycznie nieistotna i regularna (Zelias, 2000).

Przyktad 2

W tabeli 66 przedstawiono podzial produktéw z poprzedniego przykladu na
grupy XYZ. Przyjeto, ze do grupy X naleze¢ beda te, ktérych zmiennos¢ sprze-
dazy (zuzycia) nie przekracza 10%. Do grupy Y przyporzadkowane zostaly
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produkty o zmiennosci wigkszej niz 10%, ale mniejszej lub réwnej 50%. Nato-
miast pozostale produkty stanowi¢ beda grupe Z.

Tab. 66. Klasyfikacja XYZ

Produkt d o, v, Grupa
P-01 25,70 1,34 0,05 X
P-02 70,25 6,61 0,09 X
P-03 10,00 0,00 0,00 X
P-04 17,90 137 0,08 X
P-05 1,50 1,36 0,90 Z
P-96 0,50 2,24 447 z
P-07 1,50 328 2,19 7
P-08 82,40 81,20 0,99 Z
P-09 61,05 13,88 0,23 y
P-10 8,05 2,74 0,34 y
P-11 33,80 2,80 0,08 X
P-12 56,35 24,01 0,43 Y

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wedlug przyjetych progdéw zmiennosci pie¢ produktéw zostato przyporzadkowa-
nych do grupy X, trzy do grupy Y i cztery do grupy Z.

Laczac obydwie analizy: ABC oraz XYZ mozna wyodrebni¢ tacznie dziewigé
grup produktow: AX, AY, AZ, BX, BY, BZ, CX, CY, CZ. W grupie AX znajda si¢ te
o strategicznym znaczeniu dla przedsiebiorstwa — s3 to produkty przynoszace duzy
obrot, a jednoczesnie zapotrzebowanie na nie jest regularne. W zwigzku z tym od
decydenta wymaga sie stalej kontroli i utrzymania ich zapasu na odpowiednim
(optymalnym) poziomie. Ponadto prognozy wielkosci sprzedazy (zuzycia) pro-
duktow tej grupy cechuja sie duza doktadnoscia. Z kolei w grupie CX umieszczo-
no produkty takze o regularnym, przewidywalnym z duza dokladnoscia popycie,
aczkolwiek przynoszace najmniejszy obrot przedsigbiorstwu. Oznacza to, ze kosz-
ty utrzymania zapaséw sg nizsze niz w przypadku grupy AX. W zwiazku z tym,
nalezy dba¢ o dostepnos¢ tych produktéw, przy czym nie jest wymagany biezacy
monitoring stanu ich zapaséw. Odmienna sytuacja ma miejsce w przypadku pro-
duktéw nalezacych do grupy AZ. Znajduja si¢ tu produkty zazwyczaj luksusowe,
a tym samym drogie, generujace duze koszty utrzymania zapaséw. Jednoczesnie
zapotrzebowanie na nie jest bardzo nieregularne, a prognozy popytu sa obarczone
duzym biedem. Wreszcie produkty nalezace do grupy CZ oznaczaja bardzo czesto
te, ktére z punktu widzenia dzialalno$ci przedsiebiorstwa maja najmniejsze dla
niego znaczenie (duza nieregularnos¢ popytu i niskie wartosci sprzedazy). Stad
tez nierzadko w ogole rezygnuje sie tu z kontroli stanu zapasu.
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Przyktad 3

Rozktad dwunastu produktéw z poprzednich dwoch przyktadéw w faczonej anali-
zie ABC/XYZ przedstawiony zostal w tabeli 67, z ktdrej wynika, ze produkt P-02 ma
najwieksze znaczenie dla przedsigbiorstwa (grupa AX) w przeciwienstwie do trzech
produktéw: P-06, P-07 i P-08 (grupa CZ). Patrzac na grupe CX, przedsigbiorstwo
winno utrzymywac stalg dostepnos¢ produktéow P-01 i P-03 — w przeciwienstwie
do produktu P-05, ktorego zapas powinien by¢ jak najmniejszy, a nawet tymcza-
sowy jego brak nie przyniesie znaczacego dla przedsigbiorstwa obnizenia poziomu
obstugi klienta'. Z kolei produkty P-06, P-07 i P-08 stanowig asortyment o niskim
koszcie utrzymania zapasu i nieregularnym popycie. Decydent, chcac te produkty
utrzymywac w swojej ofercie, nie jest zmuszony do kontroli stanu ich zapasow.

Tab. 67. Klasyfikacja ABC/XYZ

X \ z

A P-02 P-05
B P-11 P-09
P-04 P-12

P-06

c i:g; P-10 P-07

P-08

Zrédto: opracowanie wtasne.

2.2. Analiza zapotrzebowania na jeden produkt

Analiza wieloasortymentowa produktéw zgromadzonych w zapasach powinna
zosta¢ takze uzupelniona analiza samego zapotrzebowania na kazdy produkt
z osobna. Moze ona by¢ prowadzona m.in. z punktu widzenia wielkosci pobran
z magazynu, jak réwniez ich rozkladéw w badanym okresie czasu.

Biorgc pod uwage szereg czasowy wielko$ci pobran w badanym okresie, zapo-
trzebowanie na produkt cechowac si¢ moze stalym poziomem z niewielkimi wa-
haniami - co jest charakterystyczne dla omawianych wczesniej produktéw z gru-
py X (zob. rysunek 92). Jednakze zwigkszenie si¢ wahan losowych popytu ulokuje
juz taki produkt w grupie Y lub Z (zob. rysunek 93). Ponadto przyporzadkowanie
produktu do grupy Y moze by¢ takze skutkiem wystepujacego w szeregu czaso-
wym trendu (zob. rysunek 94) lub wahan sezonowych (zob. rysunek 95).

1 Produkty luksusowe sg czesto zamawiane na specjalne zyczenie klienta, ktdry jest w stanie na
nie poczekac pewien ustalony przez przedsiebiorstwo okres czasu.
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Rys. 92. Zapotrzebowanie na produkt P-01 Rys. 93. Zapotrzebowanie na produkt P-05
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Rys. 94. Zapotrzebowanie na produkt P-10 Rys. 95. Zapotrzebowanie na produkt P-09

Zrédto: opracowanie wtasne. Zrédto: opracowanie wtasne.

Jak wida¢ na dwéch rysunkach 94-95, pomimo charakterystycznej dla grupy
Y wartosci wspolczynnika zmiennosci (> 0,1), mozna zauwazy¢ pewna regular-
no$¢, ktéra pozwala na w miare dokladne badanie i predykcje zapotrzebowania
tych produktéw przy pomocy sformalizowanych metod prognozowania. Stad
wlasciwa identyfikacja i dekompozycja szeregu czasowego produktu ma bardzo
istotne znaczenie dla procesu zarzadzania jego zapasem®

Drugim, réwnorzednym z punktu widzenia zarzadzania zapasami, rodzajem
analizy zapotrzebowania na jeden produkt jest badanie jego rozkladu w rozpatry-
wanym okresie czasu. Innymi stowy, chodzi tutaj o przeanalizowanie liczby okre-
séw jednostkowych (np. dni), w ktérych wystapila konkretna wartos¢ popytu.

Wisrod rozkladow teoretycznych czestosci wystepowania danej wielkosci zapo-
trzebowania trzy z nich uwaza si¢ za najbardziej charakterystyczne w odniesieniu
do zarzadzania zapasami:

o rozklad normalny,

« rozkfad Poissona,

o rozklad wykladniczy.

2 Wiecej na temat dekompozycji szeregu czasowego znalez¢ mozna w rozdziale poswieconym
prognozowaniu popytu.
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Kazdy z tych rozkladéw mozna scharakteryzowa¢ wielkodcig $redniego popy-
tu d oraz odchylenia standardowego o, (lub réwnowaznie wariancji 0;), a tak-
ze wystepujacymi zalezno$ciami pomiedzy tymi wielko$ciami. Ponadto kazdy
z nich charakteryzuje si¢ ré6znymi postaciami funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa (wystapienia konkretnej warto$ci popytu) oraz funkgeji dystrybuanty, czyli
prawdopodobienstwa skumulowanego (nieprzekroczenia przez popyt konkretnej
wartos$ci). Szczegolnie wartosci tej drugiej funkeji moga by¢ bardzo uzyteczne
z punktu widzenia zarzadzania zapasami, gdzie decydent - znajac stan zapasu
produktu - moze oszacowa¢ prawdopodobienstwa, ze ilo§¢ ta wystarczy na na-
stepny okres jednostkowy (np. dzien).

Pierwszy z wymienionych wcze$niej rozkltadéw (rozktad normalny) jest cha-
rakterystyczny dla produktéw o duzej rotacji zapasu, na ktérych zapotrzebowa-
nie okazuje si¢ duze oraz regularne. Rozktad ten staje si¢ wigc charakterystyczny
dla produktéw znajdujacych si¢ w grupie X lub Y klasyfikacji XYZ (bez trendéw
i sezonowosci, o niskiej lub umiarkowanej wartosci wspoélczynnika zmienno-
$ci). Postaci funkgji gestosci prawdopodobienstwa (132) oraz dystrybuanty (133)
przedstawiaja sie nastepujaco:

P(X=x)= (132)

1 exp —(x—d)?
ad\/% 20,

x 1 —(x—d)
P(X<x)=Loa \/Eexp( (202 ) jdx (133)
d d

Na rysunku 96 zaprezentowano wykres rozktadu zapotrzebowania dla produktu P-01.
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Rys. 96. Rozktad popytu na produkt P-01

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Odmienna sytuacja wystepuje w przypadku rozkladu Poissona, ktéry dobrze
opisuje popyt na produkty cechujace si¢ wolna rotacja zapaséw. W rozktadzie tym
prawdopodobienstwo niewielkich wielko$ci pobran z magazynu jest znacznie
wyzsze od pobran wiekszych iloéci, a takze wyzsze od pobran zerowych lub bar-
dzo matych. Ponadto pomigdzy $rednim popytem a jego odchyleniem standardo-
wym mozna zaobserwowa¢ zalezno$é: d ~ o2,

Ponizej przedstawione zostaly postaci funkcji prawdopodobienstwa (134) oraz
dystrybuanty (135):

Tk

P(X=k)= %ed (134)
P(X<x)=) _P(X=k) (135)

Na rysunku 97 zaprezentowano wykres rozktadu zapotrzebowania na produkt P-10.
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Rys. 97. Rozktad popytu na produkt P-10

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ostatni ze wskazanych rozkladéow to rozklad wyktadniczy. Jest on charakte-
rystyczny takze dla produktéw, ktérych zapasy wolno rotuja. To, co odrdznia go
od rozktadu Poissona, to najwyzsze prawdopodobienstwo wystepowania okresoéw
jednostkowych (np. dni) z popytem zerowym. Natomiast, wraz ze wzrostem za-
potrzebowania, prawdopodobienstwo wystapienia danego okresu jednostkowego
maleje. Obserwuje si¢ takze zaleznos¢ pomiedzy srednim popytem a jego odchy-
leniem standardowym, ktéra wynosi: d ~ o,. Produkty o takim rozkladzie beda
charakterystyczne dla grupy Z klasyfikacji XYZ.
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Postaci funkeji gestosci prawdopodobienstwa (136) oraz dystrybuanty (137)
przedstawiaja sie nastepujaco:

P(X=x)= de ™ (136)
P(X<x)=1- e ™ (137)

Dla produktu P-05, gdzie d jest réwne 1,5, natomiast o, wynosi 1,35, wykres
rozkladu zapotrzebowania przedstawiony zostal na rysunku 98.
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Rys. 98. Rozktad popytu na produkt P-05

Zrédto: opracowanie wtasne.

3. Uzupetnianie zapasow

Jak wspomniano, zarzadzanie zapasami to przede wszystkim podejmowanie de-
cyzji dotyczacych ich uzupelniania - zdawa¢ nalezy sobie jednak sprawe, Ze tego
procesu decyzyjnego nie mozna ograniczaé tylko i wylacznie do odpowiedzi na
pytania odno$nie wielkosci oraz momentu uzupelnienia zapaséw. Bardzo istotne
s3 takze inne kwestie zwigzane z zapasami, jak chociazby miejsce ich utrzymy-
wania w fancuchu dostaw czy dostepnos¢ w nich wszystkich lub czesci pozycji
asortymentowych.

Rozwazajac wielko$¢ zamdwienia Q oraz moment jego ztozenia, trzeba jeszcze
raz przyjrzec si¢ strukturze zapasow, jaka zostala przedstawiona na rysunku 89
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- ale przy poczynieniu dodatkowych zalozen. Uzupelnienie zapasu jest procesem
rozlozonym w czasie. Tym samym moment wystgpienia potrzeby uzupelniania
zapasu nie musi by¢ (i zazwyczaj nie jest) tozsamy z momentem faktycznej do-
stawy do magazynu (zob. rysunek 99). W zwigzku z tym, na proces zarzadzania
zapasami ma bardzo istotny wplyw czas dostawy £, (lub szerzej czas realizacji
zamo&wienia).

v

Rys. 99. Poziom zapasdw a czas realizacji zamdwienia

Zrédto: opracowanie wtasne.

Okres czasu, jaki musi uptyna¢ od momentu wystgpienia potrzeby uzupetnia-
nia zapasu ¢, do momentu dostepnosci uzupetnionego produktu do pobran z ma-
gazynu t,, moze by¢ inny dla kazdego produktu i zaleze¢ zaréwno od dostawcy,
jak i odbiorcy. Sktadajace si¢ na dlugos¢ okresu realizacji zamdéwienia elementy sg
m.in. nastepujace:

« czas potrzebny na okreslenie wielko$ci dostawy,

« czas potrzebny na przygotowanie zamdwienia,

« czas potrzebny na przyjecie i przygotowanie dostawy przez dostawce,

o czas potrzebny na transport do odbiorcy,

« czas potrzebny na przyjecie i skontrolowanie dostawy przez odbiorce,

o czas potrzebny na udostepnienie uzupelnionego produktu do pobran z ma-
gazynu.

Znajomo$¢ czasu realizacji zamdwienia (lub jego wlasciwe szacowanie) ma
istotny wplyw na wielko$¢ zaméwienia oraz na poziom zapasu w magazynie
- wielko$¢ popytu na produkt w okresie czasu, kiedy dostawa jest realizowana,
lezy szczegdlnie w zakresie zainteresowan decydenta. Nie sg pozadane jednak ani
nadmiary tego zapasu (dostawa wykonana zostala zbyt wczesnie), ani braki pro-
duktu (dostawa zrealizowana zbyt p6zno).
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Nalezy tutaj zauwazy¢ bardzo istotng zalezno$¢ pomiedzy kosztami zwigzanymi
z zapasami a poziomem obstugi klienta. Z jednej strony wczesniejsze (niz potrzeba)
skladanie zamdwienia prowadzi¢ moze do nadmiaru w zapasie - i co za tym idzie:
wzrostu kosztu zapasow. Z drugiej za$ — nastepuje wzrost poziomu obstugi klienta,
rozumiany jako spadek prawdopodobienstwa wystapienia braku produktu w maga-
zynie. Cho¢ wzrost poziomu zapaséw skutkuje wzrostem poziomu obstugi klienta,
to zalezno$ci tej nie mozna uznac za liniowa (zob. rysunek 100).

Kﬂl

P
Rys. 100. Zaleznos¢ kosztu zapaséw od poziomu obstugi klienta

Zrédto: opracowanie wtasne.

3.1. Wielkos¢ dostawy

Pierwsza z wymienionych wczesniej sktadowych decyzyjnych procesu dotyczacego
zarzadzania zapasami jest wielko$¢ zaméwienia Q. Ksztalttowanie wielkosci zamo-
wienia moze by¢ uwarunkowane réznymi przyczynami. Wplyw na niag maja czynni-
ki zaréwno o charakterze subiektywnym, jak i obiektywnym. Do pierwszych z nich
nalezy zaliczy¢ relacje pomiedzy dostawca a odbiorca. Wielkos¢ zaméwienia bywa
okreglana bezposrednio w umowie i wynika np. z dogodnych dla obu stron jedno-
stek tadunkowych lub uzywanych srodkéw transportowych (np. dostawa calopojaz-
dowa w celu maksymalnego wykorzystania zdolnosci przewozowej pojazdu).

Z kolei obiektywnym czynnikiem ksztaltujagcym wielko$¢ zamoéwienia jest nie-
watpliwie popyt na produkt, a w szczegélnosci to, w jaki sposob sie on ksztaltuje.
Stad tez wielko$¢ zamdéwienia moze by¢ stala w pewnym okresie czasu, ale takze
zmienna, jezeli priorytetem decydenta jest okreslenie czasu, na jaki dostawa ma
wystarczyc.

Ponadto osobng kwesti¢ stanowi to, ile produktu do magazynu zamoéwi¢ w da-
nym momencie. W przypadku produktéw drogich i pobieranych nieregularnie
z magazynu (grupa AZ klasyfikacji ABC/XYZ) sprawdzi si¢ metoda ,jeden za
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jeden”, poniewaz dla tego typu produktéw rekomenduje si¢ nieutrzymywanie za-
pasu w ogole. Inaczej postegpowac nalezy w przypadku produktéw, na ktére notuje
sie regularne zapotrzebowanie oraz ktére przynosza duzy obrot (grupa AX kla-
syfikacji ABC/XYZ), ale tym samym generuja wysokie koszty zapaséw. W takim
przypadku, chcac okresli¢ odpowiednia wielko$¢ ich dostaw, trzeba bra¢ zaréwno
pod uwage koszty zwiazane z utrzymanie ich zapasu, jak rowniez koszty zwigzane
Z Zamawianiem.

3.1.1. Ekonomiczna wielkos¢ zamodwienia

Wielko$¢ dostawy optymalizujgca taczny koszt utrzymania zapasu produktu
oraz koszt jego zamawiania w badanym okresie czasu nosi nazwe ekonomicznej
wielkosci zamoéwienia EOQ’. Zgodnie z przedstawionymi wczesniej wzorami
(127) i (129) taczny koszt zapasow K zapisa¢ mozna jako funkcje wielkosci za-
moéwienia AQ):

Q D
=+k -—
2 z Q (138)

Funkgja ta ma ksztalt paraboli — argumentem jej najnizszej wartosci jest punkt,
w ktérym réwnowazg sie koszty utrzymania i uzupelniania zapasu (zob. rysunek 101).

K=f(Q)=i-c-

K A

N
=
Q
v
Q

Rys. 101. Ekonomiczna wielko$¢ zamédwienia

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ekonomiczng wielko$¢ zamdéwienia mozna obliczy¢, rozwiazujac réwnanie
ze wzgledu na zmienng Q - przyréwnujac do siebie koszty utrzymania i koszty
uzupelniania zapasu. Wyznaczenie optymalnej wielkosci Q" mozliwe jest takze

3 EOQ - ang. Economic Order Quantity.
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poprzez obliczenie pierwszej pochodnej funkcji danej wzorem (138) i przyrow-
nanie jej do 0. W obydwu przypadkach wzér na ekonomiczng wielko$¢ dostawy
jest nastepujacy:

Q =EOQ= 2.,D.kz (139)

1-c

Podstawiajac wzér na EOQ do funkgji kosztéw (138), otrzymamy wielko$¢ opty-
malnego tacznego kosztu utrzymania i zamawiania K™ (140):

K"=EOQ=/2-D-k_-i-c (140)

Przyktad 4

Zapotrzebowanie miesigeczne na produkt P-02 wynosi 1405 jednostek, natomiast
cena jednostkowa to 160 zlotych. Zakladajac koszt jednego zamdéwienia réwny
150 ztotym oraz roczng stope kosztu utrzymania zapasu 24% (tym samym koszt
utrzymania zapasu przez jeden miesigc to 2%), ekonomiczna wielko$¢ zamowie-
nia bedzie wynosi¢ — po zaokragleniu - 363 jednostki:

2-1405-150
EOQ=,[——— =362,93=363
160-0,02

Laczny koszt optymalny utrzymania i zamawiania to 1161,38 zlotych:

K*=EOQ =\/2-1405-150-0,02~160 =1161,38

Poniewaz zapotrzebowanie na produkt P-02 jest regularne, nalezy si¢ spodziewac,
ze dostawa wystarczy na okoto pie¢ dni:

T = EOQ 20 = 363 -20=5,17~5
D 1405

W tabeli 68 przedstawiono zestawienia kosztow: utrzymania zapaséw, zamawia-
nia oraz kosztéw lacznych - w zaleznosci od wielkosci zamoéwienia mniejszej lub
wiekszej od EOQ.
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Tab. 68. Wielkosci zamowien i koszty zwigzane z zapasami dla produktu P-02

Q K, K, K

50 80,00 4215,00 4295,00
100 160,00 2107,50 2267,50
150 240,00 1405,00 1645,00
200 320,00 1053,75 1373,75
250 400,00 843,00 1243,00
300 480,00 702,50 1182,50
363 580,80 580,58 1161,38
400 640,00 526,88 1166,38
450 720,00 468,33 1188,33
500 800,00 421,50 1221,50
550 880,00 383,18 1263,18
600 960,00 351,25 1311,25
650 1040,00 324,23 1364,23

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zaleznos$ci powyzszych kosztow od wielkosci zamoéwien zobrazowane zostaly
wykresami na rysunku 102.

K
4000 \

3000

- \
-

0 T T T T T T T T T T T 1 Q

50 100 150 200 250 300 363 400 450 500 550 600 650
EOQ

Rys. 102. Ekonomiczna wielko$¢ zamdwienia dla produktu P-02

Zrédto: opracowanie wtasne
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3.1.2. Wielkos¢ zaméwienia przy zmianie cen jednostkowych

Coraz czesciej dostawcy udzielaja upustow cenowych w zaleznosci od wielkosci
dostawy. Im zamoéwienie wigksze, tym wigkszy moze by¢ oferowany rabat, po-
mniejszajacy cene jednostkowa produktu. W przypadku nizszej ceny jednostko-
wej i niezmiennosci pozostalych parametrow ekonomiczna wielkos¢ zamowie-
nia bedzie wyzsza. Jednakze w sytuacji udzielanych rabatéw cenowych nie tylko
koszty utrzymania zapasu i koszty zamawiania nalezy bra¢ pod uwage — wazny
jest takze sam koszt zakupu produktu i oszczednosci wynikajace z udzielonego
upustu cenowego.

Znajac wielkosci progowe zaméwien oraz upusty, od ktérych udzielane sg od-
powiednie rabaty, trzeba w pierwszej kolejnosci — dla kazdej ceny jednostkowej
(z udzielonym rabatem lub bez) - obliczy¢ ekonomiczng wielkos¢ zamdwienia,
a nastepnie sprawdzi¢, jak sie ona ma do wielko$ci progowych zamoéwien. Jezeli
ekonomiczna wielko$¢ zamdéwienia EOQ, dla danej ceny c, jest mniejsza od progu
zamowienia, dla ktorego obowigzuje cena c, to chcac kupi¢ produkt po tej cenie, na-
lezy ztozy¢ zamdwienie réwne wielko$ci zaméwienia, od jakiego cena ¢, obowigzuje
(dolna granica zamdwienia po cenie c). W sytuacji odwrotnej, tzn. gdy obliczona
dla danej ceny EOQ, jest wigksza od gornej granicy zamowienia, przy ktorej ona
obowigzuje, wtedy obliczona EOQ, nie lezy w interesach odbiorcy. Wynika to z fak-
tu, ze odbiorca i tak jest zainteresowany wielkoscig zamoéwienia, przy ktorej moglby
uzyskac korzystniejszy upust cenowy. Wreszcie, jezeli obliczona ekonomiczna wiel-
kos$¢ zamowienia dla danej ceny odpowiada przedzialowi wielkosci zaméwienia,
dla ktérego ta cena obowigzuje, to taka EOQ, przyjmuje si¢ do dalszych rozwazan.

W drugim etapie analiz nalezy — dla przyjetych przez odbiorce zaméwien
— obliczy¢ koszty zwiazane z zapasami oraz koszty zakupu. Poréwnujac je miedzy
sobg, mozna wskaza¢ t¢ wielko$¢ zamoéwienia, dla ktérej — z punktu widzenia od-
biorcy - koszty catkowite (zapaséw i zakupu) beda najmniejsze.

Przyktad 5

Dla wskazanego w poprzednim przyktadzie produktu P-02 dostawca ustalil prze-
dzialy cenowe z upustami do 30%.

Tab. 69. Wielko$ci zamowien przy uwzglednieniu rabatéw dla produktu P-02

gt L [ we | o | x| o
<250 0 160 363 - - -
251-400 10 144 383 383 1101,78 202320
401 - 600 20 128 406 406 1038,77 179840
2601 30 112 434 601 1023,79 157360

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W tabeli 69 obliczone zostaly: cena c, uwzgledniajgca natozony rabat oraz eko-
nomiczna wielko$¢ zamoéwienia dla danej ceny EOQ. Obliczone ekonomiczne
wielkosci zamoéwien zostaly skonfrontowane z odpowiadajacymi im przedzia-
tami zamowien, dla ktérych ustalono odpowiednie rabaty. W przypadku EOQ,
réwnej 363 odbiorca nie jest zainteresowany ceng réwng 160 ztotym. Obliczona
wielko$¢ zamdwienia znajduje sie¢ powyzej gérnej granicy przedzialu zamoéwie-
nia, stad w dalszych rozwazaniach nie bedzie brana pod uwage. Dwém kolejnym
przedziatom zaméwien odpowiadajg EOQ, oraz EOQ, - wynoszace: 383 i 406. Ich
wartosci mieszczg si¢ w przedziatach zamoéwien, ktérym odpowiadaja. Wreszcie
EOQ), réwna si¢ 434, czyli znajduje si¢ ponizej dolnej granicy przedziatu dla ceny
z upustem 30%. Tym samym odbiorca, chcac kupi¢ produkt za tak atrakcyjna
ceng, musialby zdecydowac si¢ na wielko$¢ dostawy réwna co najmniej 601 jed-
nostkom. Wraz ze wzrostem wielkosci zamoéwien i spadkiem cen maleja takze
koszty zapasow. Jednakze nastepuje znaczny spadek wartosci zakupu caltego za-
potrzebowania miesigcznego, wynoszacego 1405 jednostek.

3.1.3. Wielkos¢ zamoéwienia wielu produktow od jednego dostawcy

Omoéwiony wczedniej sposéb obliczania ekonomicznej wielkos$ci zaméwienia,
a takze koszt zapasow i okres czasu, na jaki dostawa wystarczy, dotyczy pojedyn-
czego produktu z danej listy asortymentowej. W przypadku zarzadzania zapasami
wielu produktéw o takim samym wspdtczynniku kosztow utrzymania zapasow
oraz dostarczanymi od tego samego dostawcy warto dokona¢ analizy i ewentu-
alnej weryfikacji wielkosci zamoéwien - z punktu widzenia ponoszonych kosztow
zamawiania.

Obliczajac EOQ, dla i-tego produktu dostarczanego od tego samego dostaw-
cy, nalezy okresli¢ takze maksymalng liczbe potencjalnych dostaw przez niego
realizowanych, a tym samym wskaza¢ maksymalny koszt zamdéwien w badanym
okresie czasu. W dalszym etapie trzeba si¢ zastanowi¢, czy realizowanie jakiejkol-
wiek dostawy od wskazanego dostawcy nie powinno zawiera¢ odpowiednio osza-
cowanych wielkosci dostaw kazdego produktu z listy asortymentowej odbiorcy.
Innymi stowy, czy nie nalezy w ramach jednego zaméwienia okresli¢ wielko$ci
dostaw wszystkich produktéw dostarczanych przez danego odbiorce. Takie po-
dejscie pozwoli¢ moze na obnizenie kosztow zamawiania, a takze usprawnienie
procesu organizacji zamowien i dostaw do magazynu odbiorcy.

W celu przeprowadzenia powyzszej analizy konieczne jest obliczenie tzw. eko-
nomicznej wartosci zaméwienia EOV wszystkich produktéw (1, ..., p), jaka po-
winna zosta¢ zrealizowana podczas jednego zamdwienia.

P
EOV:\/z k. Z, 16D, (141)




3. Uzupetnianie zapasow 183

Obliczenie liczby zaméwien L, jakie powinny zosta¢ zrealizowane w badanym
okresie czasu (np. roku) dla wszystkich p produktéw, wyniesie:

(142)

Zakladajac postepowanie odbiorcy polegajace na tym, Ze w momencie stwier-
dzenia koniecznosci ztozenia zamoéwienia na ktorykolwiek z p produktéw dokona
on zamdwienia wszystkich p produktéw u dostawcy, to wielko$¢ dostawy Q, kaz-
dego produktu podczas jednego zamdwienia wynosi¢ bedzie:

Q = (143)

Zmianie ulegna koszty zaréwno utrzymania zapaséw, jak i zamawiania w ba-
danym okresie czasu (np. roku), przy czym catkowity koszt zwigzany z zapasami
(utrzymania i zamawiania) zmniejszy sie.

Przyktad 6

W tabeli 70 zebrano informacje o czterech produktach: P-01, P-02, P-03 i P-04,
dostarczanych od tego samego dostawcy. Koszt pojedynczego zamdwienia k,
niezaleznie od rodzaju produktu, wynosi 150 zlotych, natomiast roczny wspot-
czynnik kosztu utrzymania zapasu i dla kazdego z czterech produktéw to 24%.
Obliczenia przeprowadzone zostaly dla popytu rocznego D (przy zatozeniu jed-
nakowego zapotrzebowania miesigcznego).

Tab. 70. Wielkosci zamowien oraz koszty przy zamdwieniach niezaleznych

::i; D, ¢ | E0Q | ¢p, L, K, K, K
P-01 | 6168 | 10 | 879 61680 | 7,01 | 1052,56 | 1054,80 | 2107,36
P-02 | 16860 | 160 | 363 | 2607600 | 4644 | 6966,94 | 6969,60 | 13936,54
P-03 | 2400 | 20 | 388 | 48000 | 618 | 927,84 | 931,20 | 1859,04
P-04 | 4296 | 35 | 392 | 150360 | 10,95 | 1643,88 | 1646,40 | 3290,28
Razem 2957640 | 70,60 | 10591,21 | 10602,00 | 2119321

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przy dokonywaniu niezaleznych od siebie zamdwien wszystkich produktow licz-
ba potencjalnych dostaw wyniostaby okoto 70, a catkowity koszt — 21193,21 ztotych.
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Przyjmujac zatozenie wspdlnych dostaw o wielko$ciach innych niz EOQ, ekono-
miczna warto$¢ zamowienia bedzie réwna:

EOQV = |2:2957640-150 '2950761‘;0'150 =60803,37

Natomiast liczba zamdéwien L wyniesie:

| _ 2957640 _
60803,37

>

W tabeli 71 zestawiono wielkosci kazdorazowych dostaw Q, oraz koszty do-
staw wspdlnych dla wszystkich czterech produktow. Koszty calkowite w badanym
okresie czasu (roku) spadly o okoto 10%.

Tab. 71. Wielko$ci zaméwien oraz koszty przy zamdéwieniach wspdlnych

Pro-

dukt D, c D, L o, K, K,

P-01 6168 | 10 61680 126,80 2434,60
P-02 | 16860 | 160 |2697600 346,61 6654,89

48,64 7296,40
P-03 2400 | 20 48000 49,34 947,32
P-04 4296 | 35 | 150360 88,32 1695,69
2957640 | 48,64 x 7296,40 | 11732,50| 19028,90

Zrédto: opracowanie wtasne.

3.2. Metody wyznaczania momentu zamowienia

Obok wielkosci zamoéwienia, bardzo waznym elementem procesu uzupelnia-
nia zapasow jest moment, w ktérym nalezy je uzupelni¢. Na jego okreslenie ma
wplyw wiele istotnych czynnikéw, ale dwa z nich okazuja si¢ kluczowe: zmien-
no$¢ popytu oraz zmienno$¢ czasu realizacji zamoéwienia. W przypadku braku
zmienno$ci zapotrzebowania na utrzymywany w zapasie produkt (pobrania
z magazynu sg stale), a takze przy ustalonym niezmiennym czasie dostawy, do$¢
tatwo przewidzie¢ moment wyczerpania sie zapasu produktu, a tym samym od-
powiednio wczesnie podja¢ niezbedne dziatania w celu jego uzupelnienia (zob.
rysunek 103).
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Rys. 103. Poziom zapasu przy statym popycie i statym czasie realizacji zamodwienia

Zrédto: opracowanie wtasne.

W przypadku np. dziennych jednakowych pobran z magazynu réwnych d, uogél-
niajac, mozna przyjac, ze np. dostawy beda zamawiane, gdy w magazynie znajduje
sie jeszcze ilo§¢ réwna t - d produktu - w przypadku statego czasu dostawy t.
W tym przypadku dostawy powinny by¢ zamawiane (i realizowane) w ustalonej
wielkosci Q, co okres czasu T réwny Q/d. Nieco wigkszego wysitku od decyden-
ta wymaga sytuacja, kiedy popyt na produkt oraz czas realizacji zamoéwienia s3
zmienne. Jednocze$nie nalezy zauwazy¢, ze zmienno$¢ dotyczy¢ moze obydwu
wielkosci jednoczesnie lub kazdej z osobna.

Zmienno$¢ popytu wplywa na ogélne podejscie do zarzadzania zapasami produk-
tow, szczegdlnie w przypadku duzego asortymentu. Przeprowadzone wczesniej ana-
lizy ABC oraz XYZ wspomagaja decydenta w dostosowaniu odpowiedniej strategii
zarzadzania zapasami do kazdego produktu z osobna. Przede wszystkim decydent
moze wskazac te, co do ktdérych podejmie decyzje o braku utrzymywania jakiegokol-
wiek ich zapasu w magazynie. Takie podejscie zapewne warto rozwazy¢ w przypadku
produktéw z grupy AZ, ktére ze wzgledu na wysoka cene sg kosztowne w utrzymy-
waniu, a jednoczesnie zapotrzebowanie na nie jest wysoce nieregularne.

Jednak w przypadku produktéw nalezacych do innych grup wyodrebnionych
za pomocg klasyfikacji ABC/XYZ decydent ma mozliwo$¢ zastosowania mniej
lub bardziej sformalizowanych metod zarzadzania zapasami. Podyktowane moze
by¢ to gléwnie konieczno$cig mniej lub bardziej $cistego monitorowania stanu
zapasu produktu, w wyniku ustalonego przez decydenta poziomu obstugi klienta.
Innym powodem zrdéznicowania stosowanych metod zarzadzania zapasami oka-
zuje sie sam koszt ich utrzymywania, wynikajacy wprost z generowanych przez
produkty przychodéw.
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3.2.1. Model ,,dwéch skrzynek”

Model uzupetniania zapasu produktu ,,dwoch skrzynek’, nazywany takze modelem
»dwodch pojemnikéw” lub ,,partia za partie’, jest jedna z najprostszych metod zarza-
dzania zapasami. Moze mie¢ zastosowanie do produktéw, ktorych koszt utrzymywa-
nia zapasow nie jest wysoki, a na ktore relatywne zapotrzebowanie okazuje si¢ duze.

System ,,dwoch skrzynek” w swoim podstawowym ujeciu polega na podzieleniu
zapasu na dwie rowne czesci. Produkt pobierany jest na biezaco z jednej ,,skrzynki’,
aby po jej oproznieniu zlozy¢ zamoéwienie w wielkosci odpowiadajacej jej pojemnosci.

Nieco bardziej ztozona wersja systemu ,,dwdch skrzynek” to podzial zapasu na
dwie nieréwne czesci, z ktorych jedna odpowiada wielkosci zapasu, ktéra powin-
na wystarczy¢ na okres czasu niezbedny do uzupelnienia pierwszej skrzynki.

Wadg tej metody uzupelniania zapasu jest wysoki §redni poziom zapasu w ma-
gazynie. Natomiast za jego zalete nalezy uznac niewielkg pracochtonno$é¢ sledze-
nia stanu zapasu produktu (metoda wizualna) wraz z jednoczesng koniecznoscia
utrzymywania jego niskiego poziomu.

Przyktad 7

W tabeli 72 zilustrowano zapotrzebowanie w kolejnych dwudziestu dniach oraz
stany magazynowe produktu: zapas na poczatek dnia Z i zapas na koniec dnia
Z, (przy znanym popycie d) produktu P-08. Wyszczegolniono tu réwniez mo-
menty skladanych zamdwien oraz realizowanych dostaw. Przyjeto zalozenie, ze
zapas poczatkowy wynosi 800, a tym samym podzielono go na dwie réwne czesci
po 400 jednostek. Stad tez zamowienie Q* za kazdym razem bedzie takie samo
i wyniesie 400. Uznano, Ze czas dostawy ¢ wynosi dwa dni, a dostawa QP zreali-
zowana zostaje ,w nocy’, czyli dodawana jest do stanu zapasu na poczatek dnia
drugiego po wykonaniu zamdwienia.

Tab. 72. System uzupetniania zapasu ,,dwoch skrzynek” dla produktu P-08

Dzien Q° z d z, Q?
1 800 190 610
2 610 11 599
3 599 19 580
4 580 19 561

5 561 180 381 400
6 381 29 352
7 400 752 11 741
8 741 19 722
9 722 170 552
10 552 29 523
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Dzien Q° 4 d zZ, 7
11 523 11 512
12 512 170 342 400
13 342 19 323
14 400 723 200 523
15 523 180 343 400
16 343 11 332
17 400 732 29 703
18 703 170 533
19 533 11 522
20 522 170 352 400

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przedstawione stany zapaséw na koniec kazdego dnia zobrazowane zostaly na

rysunku 104.
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Rys. 104. Poziom zapasu produktu P-08 dla systemu uzupetniania zapasu ,,dwdch skrzynek”

3.2.2. Model poziomu informacyjnego

Zrédto: opracowanie wtasne.

W przypadku produktéw nalezacych dla grupy AX, a takze w czesci BX i BY, za-
stosowanie znajduje model poziomu informacyjnego. Jest to jedna z podstawo-
wych metod zarzadzania zapasami, ktorej idea oparta jest na zalozeniu stalych



188 Zarzadzanie zapasami

dostaw w odpowiednim momencie - moga one by¢ realizowane na podstawie
okreslonej ekonomicznej wielkosci zamdéwienia EOQ. Natomiast istota modelu
jest odpowiednie oszacowanie momentu, w ktérym zamoéwienie powinno zo-
sta¢ ztozone. Moment ten wyznaczony zostaje przez wielkos¢ zapasu produktu
w magazynie, nazywany poziomem informacyjnym Zinf Innymi stowy, zamo-
wienie nastepuje w tym okresie jednostkowym, w ktérym aktualny poziom za-
pasu osiaga lub spada ponizej poziomu zapasu informacyjnego. Nalezy zwroci¢
tutaj uwage, ze do zapasu informacyjnego odnies¢ trzeba poziom zapasu, jakim
dysponuje odbiorca - nie zawsze musi by¢ nim zapas na koniec okresu jednost-
kowego (np. dnia). Zapas dysponowany (ZD) uwzglednia takze wczesniej zlo-
zone przez odbiorce, ale jeszcze niezrealizowane zamdwienia, czyli tzw. zapas
w drodze (ZwD).

Wyznaczenie poziomu zapasu informacyjnego Z, sest uzaleznione od tego, czy
popyt na produkt jest staly, czy zmienny oraz od tego, czy czas realizacji zamo-
wienia takze podlega przeobrazeniom. W sytuacji, w ktdrej zapotrzebowanie na
produkt d jest zmienne, a czas realizacji zamdwienia ¢ staly, poziom zapasu infor-
macyjnego wyznaczony zostanie zgodnie z formulg (144):

Z =d-t+o,- 0t (144)

Pierwszy skladnik formuly zapasu informacyjnego okreslonej wzorem (144)
dotyczy $redniej wielkosci zapotrzebowania na produkt w okresie realizacji za-
mowienia. Drugi reprezentuje natomiast zapas bezpieczenstwa ZB. Brak dodatko-
wego zapasu bezpieczenstwa powodowalby, Ze w wyniku zmienno$ci popytu na
produkt (opisanego rozkladem normalnym) wystapi¢ méglby brak w magazynie
w czasie realizacji zamdéwienia z prawdopodobienstwem réwnym 50%. Uwzgled-
nienie dodatkowo odchylenia standardowego popytu na produkt pozwala to
prawdopodobienstwo zmniejszy¢. To, jakie jest prawdopodobienstwo wystgpie-
nia braku w magazynie w okresie realizacji zamoéwienia, zalezy takze dodatkowo
od wartosci wspolczynnika bezpieczenstwa w, ktéry wyznaczony moze by¢ na
podstawie dystrybuanty rozkladu normalnego.

W przypadku, gdy obok popytu zmiennoscig charakteryzuje si¢ takze
okres realizacji zamowienia, wzor na wielkos$¢ zapasu informacyjnego przyj-
mie postac:

Z . =d-t+w-ot +a’d (145)

gdzie:
o t — przecigtny czas realizacji zamodwienia,
+ 0~ jego odchylenie standardowe.
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Przyktad 8

Produkt P-02 przyporzadkowany zostat do grupy AX klasyfikacji ABC/XYZ,
w zwigzku z czym zasadnym jest zastosowanie w jego przypadku modelu poziomu
informacyjnego. Przyjmujac zalozenia sformulowane w przykladzie czwartym, eko-
nomiczna wielko$¢ zamoéwienia wynosi 363 jednostki. Dla prawdopodobienstwa
tego, ze nie wystapi brak produktu w magazynie réwnego np. 0,95, wspdtczynnik
bezpieczenstwa réwna si¢ 1,645. Okreslajac staly czas dostawy ¢ na dwa dni, poziom
zapasu informacyjnego Z, obliczy¢ mozna w nastepujacy spos6b:

Z. . =70,25-2+6,61-1,645-7/2 =155,87 ~ 155
Z kolei zaktadajac stan zapasu na poczatek pierwszego dnia réwny 400, w ta-
beli 73 przedstawiono symulacje¢ stanéw zapaséw oraz momentow sktadanych

zamowien.

Tab. 73. Model poziomu informacyjnego dla produktu P-02

Dziert Q° z d z, ZwD zD lo 4
1 400 61 339 339
2 339 76 263 263
3 263 67 196 196
4 196 78 118 118 363
5 118 77 41 363 404
6 363 404 71 333 333
7 333 66 267 267
8 267 70 197 197
9 197 66 131 131 363
10 131 72 59 363 422
11 363 422 76 346 346
12 346 64 282 282
13 282 78 204 204
14 204 74 130 130 363
15 130 85 45 363 408
16 363 408 62 346 346
17 346 62 284 284
18 284 70 214 214
19 214 65 149 149 363
20 149 65 84 363 447

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Natomiast na rysunku 105 zaprezentowano stan zapasow na koniec kazdego
dnia oraz zamoéwienia zgtaszane do dostawcy w danym dniu.
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Rys. 105. Zamdwienia wedtug modelu poziomu informacyjnego dla produktu P-02

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wadg modelu uzupelniania zapasu na podstawie poziomu informacyjnego jest
koniecznos¢ stalego monitoringu poziomu zapaséw. Poza tym, w przypadku duzej
liczebnosci asortymentéw produktéw, moze wystapic¢ spora kumulacja zamoéwien
w jednym momencie na rézne produkty. Natomiast do zalet tego modelu zaliczy¢
nalezy przede wszystkim utrzymywanie niskiego sredniego poziomu zapasu oraz
mozliwos¢ optymalizacji wielkosci zamdwienia (wykorzystanie EOQ).

3.2.3. Model przegladu okresowego

Obok modelu poziomu informacyjnego, druga stosowang podstawowg strate-
gig zarzadzania zapasami jest model przegladu okresowego. W przeciwienstwie
do pierwszego, tu moment skladania zamoéwienia okreslony zostaje w pierwszej
kolejnosci. Idea modelu przegladu okresowego polega na cyklicznym, w ustalo-
nych odstgpach czasu T, dokonywaniu zamoéwien na podstawie aktualnego stanu
magazynowego produktu oraz ustalonego maksymalnego jego poziomu. W naj-
prostszym przypadku okres pomiedzy kolejnymi zamoéwieniami jest staly i okre-
$lany arbitralnie (np. z przyczyn organizacyjnych), natomiast maksymalny po-
ziom zapasu wynika z maksymalnych mozliwosci przechowywania produktu (np.
maksymalna pojemnos$¢ magazynu). Okaza¢ si¢ jednak moze, ze dostepna prze-
strzen magazynowa jest wieksza niz potrzeby zwiazane z wielkoscia zapasu pro-
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duktu. Tym samym maksymalny poziom zapasu obliczy¢ mozna, opierajac si¢ na
analizie zapotrzebowania, a w szczego6lnosci sredniego popytu i jego odchylenia
standardowego. W przypadku, gdy okres realizacji zamdwienia ¢ jest niezmienny,
maksymalny poziom zapasu Z _ wynosi:

Z  =d-t+T)+0, w-Nt+T (146)

Pierwszy sktadnik formuly zapasu maksymalnego, okreslonej wzorem (146),
dotyczy sredniego popytu na produkt nie tylko w czasie niezbednym na realizacje
zamoOwienia ¢, ale takze w okresie, jaki uptynie pomiedzy kolejnymi zamdwienia-
mi T. Podjecie decyzji o wielko$ci zamdwienia jest o tyle istotne, ze konsekwencje
(fizyczna dostawa) nastepnej decyzji nastapiag dopiero po uplywie okresu czasu
réownego ¢+ 1.

Dla sytuacji, w ktdrej okres realizacji zamoéwienia jest wielko$cia zmienna,
maksymalny poziom zapasu obliczony zostanie zgodnie z formulg (147):

Z  =d-(t+T)+wo (f+T)+o'd (147)

W modelu przegladu okresowego wielkos¢ dokonywanego zamoéwienia pro-
duktu to element ustalany w drugiej kolejnosci. Jest ona wynikiem rdéznicy po-
miedzy maksymalnym poziomem zapasu Z a poziomem zapasu Z, — okresla-
nym w momencie skladania zaméwienia:

Q = Zma - Zi (148)

X

Przyktad 9

Produkt P-01 w analizie ABC/XYZ jest reprezentantem grupy o $rednim popy-
cie rownym 25,70 jednostek z odchyleniem standardowym wynoszacym +1,30
jednostki. Przyjmujac zalozenia z poprzedniego przyktadu: prawdopodobienstwo
niewystgpienia braku zapasu 0,95 (wspolczynnik bezpieczenstwa 1,645), staly
czas dostawy t rowny dwom dniom, a takze dodatkowo okres czasu pomiedzy
zamowieniami T wynoszacy cztery dni, poziom zapasu maksymalnego Z _ wy-
nosi¢ bedzie:
Z . =2570-(2+4)+1,30-1,645-4/(2+4) =159,44 ~ 160
Przyjmujac stan zapasu na poczatek pierwszego dnia rowny 160 jednostkom,

w tabeli 74 przedstawiona zostala przykladowa symulacja stanéw zapaséw oraz
wielkosci sktadanych zaméwien w okresach co cztery dni.
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Tab. 74. Model przegladu okresowego dla produktu P-01

Dzier Q° z d z ZwD ZD o’
1 160 26 134 134
2 134 26 108 108
3 108 27 81 81
4 81 26 55 55 105
5 55 24 31 105 136
6 105 136 26 110 110
7 110 23 87 87
8 87 27 60 60 100
9 60 24 36 100 136
10 100 136 26 110 110
11 110 24 86 86
12 86 28 58 58 102
13 58 24 34 102 136
14 102 136 26 110 110
15 110 27 83 83
16 83 26 57 57 103
17 57 25 32 103 135
18 103 135 26 109 109
19 109 27 82 82
20 82 26 56 56 104

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rysunek 106 prezentuje stan zapaséw na koniec kazdego dnia oraz wielkosci
zamowien dokonywanych co cztery dni.
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Rys. 106. Zaméwienia wedtug modelu przegladu okresowego dla produktu P-01
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Model przegladu okresowego wydaje si¢ by¢ zasadny dla produktéw naleza-
cych do grupy CX i czesci produktow z grupy BX, gdzie zapotrzebowanie na nie
jest regularne, przy jednoczesnie ich niskich cenach, a tym samym niskich kosz-
tach zwigzanych z utrzymywaniem zapasow.

Podobnie jak w przypadku modelu poziomu informacyjnego, tak i w modelu
przegladu okresowego mozna wskaza¢ zaréwno wady, jak i zalety. Do tych ostat-
nich zaliczymy z pewnoscig prostote jego stosowania (dokonywanie zamoéwien
w ustalonych i dogodnych dla decydenta terminach). Model ten daje takze moz-
liwo$¢ latwiejszej organizacji taczenia zamoéwien na rézne produkty gromadzone
w magazynie. Jednak powoduje on wyzszy $redni poziom zapasu produktu oraz
nie pozwala na wykorzystanie ekonomicznej wielkosci zamdéwienia. Uniemozli-
wia takze biezaca reakcje na nagla zmiane zapotrzebowania produktu w krétkim
czasie po dokonaniu zaméwienia. Ponadto, przy braku regularnosci popytu na
produkt, trudniejsze moze by¢ ustalenie wlasciwego okresu czasu przegladu stanu
zapasu T.

3.2.4. Modyfikacje modeli zarzadzania zapasami

Przedstawione w poprzednich dwdch podpunktach modele zarzadzania zapasa-
mi stanowia dwie podstawowe strategie uzupelniania zapaséw produktu w maga-
zynie. W swoich klasycznych wersjach réznig si¢ one dwoma parametrami: wiel-
koscig zamdwienia oraz okresem czasu pomiedzy zamdwieniami.

Model poziomu informacyjnego charakteryzuje si¢ stalg wielko$cig zamodwie-
nia przy zmiennosci czasu, jaki uptywa miedzy kolejnymi zamdéwieniami. Od-
wrotna sytuacja wystepuje w przypadku modelu przegladu okresowego - tutaj
okres pomiedzy zamowieniami jest staly, natomiast wielkosci dokonywanych za-
moéwien cechujg si¢ zmiennoscig. Nalezy jednak pamietaé, ze nie zawsze musi
by¢ tak, ze w modelu poziomu informacyjnego wielko$¢ zamoéwienia okazuje sie
niezmienna. Moze za kazdym razem by¢ okreslana odrebnie - kluczowym jest
fakt ustalania jej w pierwszej kolejnosci (traktowany jako priorytet); natomiast
to, kiedy zamdwienie zostanie zlozone, staje si¢ sprawg drugorzedna, wynikajaca
ze stanu zapasu. Z kolei w przypadku modelu przegladu okresowego okresy po-
miedzy kolejnymi zamoéwieniami takze nie musza by¢ stale. Jednak istotnym jest
najpierw ustalenie czasu zlozenia kolejnego zamdwienia, a dopiero potem jego
wielkosci — okreslanej na podstawie poziomu zapasu w dniu zaméwienia i przyje-
tego zapasu maksymalnego.

W obydwu modelach bardzo istotny wpltyw na ksztaltowanie ich parame-
tréow ma popyt na produkt, na podstawie ktérego obliczane s3 wielkosci Z
oraz Z . Ponadto nalezy zwrdci¢ uwage na to, kiedy nastepuje przekroczenie
poziomu informacyjnego, a doktadniej mowigc, jaki jest poziom zapasu po do-
konaniu pobrania z magazynu - w wyniku ktérego poziom informacyjny zostat
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przekroczony. Z kolei w modelu przegladu okresowego, jak wspomniano, trud-
nym moze by¢ wlasciwe ustalenie okresu czasu pomiedzy kolejnymi zamdwie-
niami - zwlaszcza w sytuacji niewielkiego zapotrzebowania w okresie T. Wtedy
decydent zauwazy brak potrzeby dokonywania zamdéwienia — ze wzgledu na
wysoki stan magazynowy produktu. Dlatego zaproponowane zostaly nastepu-
jace modyfikacje podstawowych modeli uzupetniania zapaséw (Cyplik i Krzy-
zaniak, 2007):

o model MIN-MAX,

 model przegladu okresowego z poziomem informacyjnym.

Model MIN-MAX to model poziomu informacyjnego, w ktérym wielkos¢ za-
moéwienia nie jest stala, lecz ustalana za kazdym razem na podstawie aktualnego
poziomu zapasu w momencie skltadania zamoéwienia. Oznacza to, ze moment
skltadania zamoéwienia wyznaczany jest przez poréwnanie zapasu dysponowa-
nego ZD z obliczong wielkodcig zapasu informacyjnego Z, . Z kolei wielko§¢
zamowienia Q nie odpowiada ekonomicznej wielkosci zamdéwienia EOQ, lecz
obliczona zostaje zgodnie z formulg (148). Innymi stowy, chcac zastosowaé mo-
del MIN-MAX, nalezy okresli¢ w pierwszej kolejnosci wielkosci Z_ oraz Z .
Wielko$¢ me wyznaczamy za pomocg formuly (144) lub (143). Natomiast obli-
czajac Z , potrzebna bedzie znajomos¢ T, ktora mozna oszacowac zgodnie ze
wzorem (149):

:@.TB
D

T (149)
gdzie:

« T? - badany okres czasu,

« D - popyt w tym okresie.

Przyktad 10

W tabeli 75 przedstawiono model MIN-MAX dla produktu P-02. Jest to mody-
fikacja tabeli 73, polegajaca na uzmiennieniu wielkosci zaméwienia zgodnie ze
wzorem (148). Wielkos¢ zapasu informacyjnego Z, - wynosi 155 jednostek. Na-
tomiast obliczona wielko$¢ zaméwienia Z  to 533, poniewaz - zgodnie z obli-
czeniami wedlug formuly (149) - ekonomiczna wielko$¢ zamdéwienia powinna
wystarczy¢ na okoto 5,17 dnia.

;363 363

= 20=——:20=5,17
1405 1405

Z . =70,25-(2+5,17)+6,61-1,645-/(2+5,17) = 532,53 ~ 533

ma:
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Tab. 75. Model MIN-MAX dla produktu P-02

Dzien Q° z d z, ZwD ZD Q?
1 400 61 339 339
2 339 76 263 263
3 263 67 196 196
4 196 78 118 118 415
5 118 77 41 415 456
6 415 456 71 385 385
7 385 66 319 319
8 319 70 249 249
9 249 66 183 183
10 183 72 111 111 422
11 111 76 35 422 457
12 422 457 64 393 393
13 393 78 315 315
14 315 74 241 241
15 241 85 156 156
16 156 62 94 94 439
17 94 62 32 439 471
18 439 471 70 401 401
19 401 65 336 336
20 336 65 271 271

Zrédto: opracowanie wtasne.

Na rysunku 107 zaprezentowany zostal stan zapaséw na koniec kazdego dnia
wraz z momentami i wielko§ciami poszczegdlnych zamowien.
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Rys. 107. Zamoéwienia wedtug modelu MIN-MAX dla produktu P-02

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Druga z wymienionych modyfikacji podstawowych modeli zarzadzania zapa-
sami dotyczy modelu przegladu okresowego. Tutaj z kolei zamoéwienia na produkt
do magazynu nie musza by¢ wykonywane co jednakowy okres czasu T. Jednakze
co ustalony okres czasu T nalezy sprawdzi¢, czy takie zamdwienie powinno zostac¢
wykonane. Warunkiem zlozenia zamoéwienia bedzie osiggniecie lub przekrocze-
nie przez aktualny stan zapasu poziomu informacyjnego Z, . Innymi stowy, co
ustalony okres T sprawdzany jest poziom zapasu produktu i poréwnywany z Z, .

Ze wzgledu na wielko§¢ zamoéwienia, model ten moze by¢ rozpatrywany
w dwoch wersjach. Pierwsza z nich dotyczy sytuacji, w ktorej wielkos¢ zamowie-
nia ustalona zostaje na podstawie poziomu zapasu maksymalnego Z i obliczo-
na zgodnie z formula (149). Natomiast w drugiej wersji modyfikacja ta pozwala
decydentowi na wykorzystanie ekonomicznej wielko$ci zamoéwienia EOQ.

Przyktad 11

W tabeli 76 przedstawiono modyfikacje podstawowego modelu przegladu okre-
sowego dla produktu P-01 - dla wielko$ci zamdwienia obliczanej na podstawie
7 odpowiadajgcej formule (149). Przyjeto okres przegladu zapasu T réwny
dwoém dniom. Tym samym poziom zapasu maksymalnego Z _ wynosi:

Z_ =2570-(2+2)+1,30-1,645-+/(2+2) =107,08 ~ 108

i

Zgodnie ze wzorem (144) poziom zapasu informacyjnego Z, -oszacowa¢ moz-
na na 55 jednostek:

Z,, =27,70-2+1,30-1,645-/2 = 54,43 ~ 55

Tab. 76. Modyfikacja modelu przegladu okresowegoz Z _ dla produktu P-01

Dziert Q° z, d zZ, ZwD ZD *
1 140 26 114 114
2 114 26 88 0 88 0
3 88 27 61 0 61
4 61 26 35 0 35 73
5 35 24 11 73 84
6 73 84 26 58 0 58 0
7 58 23 35 0 35
8 35 27 8 0 8 100
9 8 24 -16 100 84
10 100 84 26 58 0 58 0
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Dzier Q z d z, ZwD ZD lo 3
11 0 58 24 34 0 34
12 0 34 28 6 0 6 102
13 0 6 24 -18 102 84
14 102 84 26 58 0 58 0
15 0 58 27 31 0 31
16 0 31 26 5 0 5 103
17 0 5 25 -20 103 83
18 103 83 26 57 0 57 0
19 0 57 27 30 0 30
20 0 30 26 4 0 4 104

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 108. Zaméwienia wedtug modyfikacji modelu przegladu okresowego
dlaz  =108iZ =55dlaproduktu P-01

X

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wykres stanu zapasow przedstawiono na rysunku 108. W tym przypadku wy-
stapity niedobory produktu w dziewiatym, trzynastym i siedemnastym dniu. Wy-
nika to z faktu, ze stan zapasu jest rejestrowany co dwa dni, a dopiero w drugiej
kolejnosci odnoszony do poziomu informacyjnego. Gdyby podnies¢ poziom za-
pasu informacyjnego Z, do 58 jednostek, braki w rozpatrywanym okresie dwu-
dziestu dni nie zostalyby zaobserwowane (zob. rysunek 109).
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Rys. 109. Zamdwienia wedtug modyfikacji modelu przegladu okresowego
dlaz  =108iZ =58dlaproduktuP-01

Zrédto: opracowanie wtasne.



Rozdziat VI
Algorytmy szeregowania zlecen

Teorie planowania i pierwsze algorytmy szeregowania zlecen opracowano
w pierwszej polowie lat pie¢dziesigtych XX wieku. Od tego momentu proble-
my i zagadnienia z nimi zwigzane stawaly sie blizsze zastosowaniom przemy-
stowym, a jednoczes$nie — wraz z uptywem czasu i postepem technologicznym
- coraz bardziej ztozone. Rozwazane w ramach teorii szeregowania zlecen (lub
zadan) uklady sklepéw (ang. shops) ilustrowaly rozwiazania spotkane w rze-
czywistosci gospodarczej, np. sklepy wyposazone w wiele maszyn lub maszy-
ny wielofunkcyjne; sklepy, w ktérych dane zadanie/operacja moze wymagac
obstugi kilku zasobdw naraz itd. W latach siedemdziesigtych specjalisci od
technologii informatycznych dostrzegli mozliwosci wykorzystania metod sze-
regowania jako narzedzia przeznaczonego do poprawy wydajnosci systemow
komputerowych, co przyczynito si¢ do zbadania i sklasyfikowania ich ztozono-
$ci obliczeniowej, ze wskazaniem nowych zastosowan planowania i uelastycz-
nienia produkcji.

Co paradoksalne, podkresla si¢, ze w wigkszosci probleméw szeregowania zle-
cen harmonogramy ocenia si¢ tylko na podstawie jednego kryterium, cho¢ pod-
czas réznych faz planowania mozna rozwazaé rozmaite aspekty.

Na poziomie strategicznym, na etapie planowania dlugoterminowego (z za-
tozeniem planu kilkuletniego), cele dotycza minimalizacji kosztéw zwigzanych
z planami inwestycyjnymi odnos$nie poziomu materialéw, aspektéw finanso-
wych lub kapitatu ludzkiego, a takze z wyborem nowych kierunkéw rozwoju czy
uruchomieniem kampanii reklamowe;j.

W przypadku planowania taktycznego (w perspektywie sredniookresowej
- kilkumiesig¢cznej) cele skoncentrowane sg na minimalizacji kosztow: zapasoéw
(dostawa lub przerwa w dostawach materiatéw), modyfikacji zdolnosci pro-
dukcyjnych i sposobéw uruchamiania produkeji czy dostepnych systemdéw produk-
cyjnych (Giard, 1988).

Na etapie planowania krétkoterminowego (o okresowosci tygodniowej) lub
planowania dla kilku celéw jednoczesnie nalezy uwzgledni¢ opdznienia, na ktore
pozwala odbiorca, minimalizacje nakltadéw pracy (koszty produkcji) oraz koszty
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zwigzane z czasem poswieconym na konfiguracje lub te wynikajace z okreséw
przestoju (bezczynno$ci) maszyn.

Z tych wzgledow problem szeregowania staje si¢ zagadnieniem wielokryte-
rialnym. Bernard Roy (Roy, 1985) stwierdza, ze uwzglednienie kilku kryteriow
pozwala na implementacje rozwigzania bardziej realistycznego, co wymusza ko-
niecznos¢ integracji metod optymalizacji wielokryterialnej i rozwigzan szerego-
wania w podejmowaniu zwigzanych z planowaniem decyzji.

1. Problem szeregowania zlecen i rola
szeregowania w systemach logistycznych

Problemy z szeregowaniem zlecenn wystepuja we wszystkich typach systemow.
Wynika to gléwnie z odpowiedniej organizacji i/lub koniecznego rozdziela-
nia pracy pomiedzy wieloma uczestnikami produkeji. Peter Brucker (Brucker,
2007) definiuje szeregowanie (planowanie) zlecen, a takze jego gtéwne elemen-
ty, wskazujac, ze polega ono na prognozowaniu przetwarzania pracy poprzez
przydzielenie zasobéw do zadan i ustalenie czaséw ich rozpoczecia. Podkresla
réwniez, ze problem planowania sklada si¢ z kilku elementdéw, tj. zadania/zle-
cenia, potencjalnych ograniczen zasobdw i funkcji celu. Same zadania nalezy
zaprogramowac (odpowiednio uszeregowac) w sposob umozliwiajacy optyma-
lizacj¢ przyjetego celu. Michael Pinedo (Pinedo, 2012) wskazuje, ze szeregowa-
nie zwiazane jest z przydzielaniem ograniczonych zasobéw do zadan w okreslo-
nym czasie. Jest to proces decyzyjny zmierzajacy do optymalizacji jednego lub
wiekszej liczby celéw. Podobne rozwazania mozna odnalez¢ takze w innej lite-
raturze (Lee, Lei i Pinedo, 1997), w ktoérej opisano m.in. metody rozwigzywania
problemow szeregowania.

Przez zadanie rozumie si¢ czynno$¢ podlegajaca zaplanowaniu, za$ kazde
z zadan podzielone jest na szereg operacji. Gdy wszystkie zadania zawiera-
ja tylko jedng konieczna do wykonania operacje, problem okre$lany jest jako
monooperacyjny, za§ w sytuacji przeciwnej, kiedy dane zadanie to czynnos¢
zlozona - jako problem wielooperacyjny. Dodatkowo na czynnosci realizowa-
ne w ramach zadania mogg by¢ naktadane ograniczenia zwigzane z kolejnoscia
wykonania — w takim przypadku zestaw operacji (wraz z takimi ograniczenia-
mi) okredla $ciezke dla danego zadania (ang. routing).

Problem szeregowania, poza realizowanymi zadaniami/operacjami, wy-
maga réwniez podjecia decyzji o wykorzystaniu odpowiednich zasobow (np.
maszyn/stanowisk); wyréznia sie dwa rodzaje posiadanych zasobéw: odna-
wialne i eksploatacyjne. Pierwsze po uzyciu stajg si¢ ponownie dostepne - np.
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maszyna produkcyjna, procesor, personel itd. Natomiast do zasoboéw eksplo-
atacyjnych (nieodnawialnych) intuicyjnie mozna zaliczy¢ $rodki finansowe
lub surowce. Zasoby odnawialne, z punktu widzenia problemu szeregowana
zlecen, nalezy podzieli¢ na rozlaczne - takie, ktére moga wykonywac tylko
jedng operacje w tym samym czasie oraz polgczone - zdolne przetwarza¢ jed-
noczes$nie pewna ograniczong liczbe operacji (Brucker, 2007). Aby zatem roz-
wigzac problem dotyczacy harmonogramowania zlecen, nalezy rozwigzac tak-
ze problem zwigzany z okredleniem zasobdéw niezbednych do przetworzenia
danych operacji.

Nowoczesna fabryka dysponuje rozbudowanym systemem informacyjnym,
obejmujacym centralny komputer i baze danych. Lokalne sieci komputerow
osobistych, stacji roboczych i terminali wprowadzania danych, ktére podla-
czone s3 do komputera centralnego, moga by¢ uzywane do pobierania da-
nych z bazy lub zasila¢ system w dane biezace. Funkcja planowania w syste-
mie produkcyjnym lub organizacji ustugowej uzalezniona jest od efektywnie
funkcjonujgcego systemu informacyjnego przedsigbiorstwa (zob. rysunek
110). Planowanie czesto odbywa sie interaktywnie za pomocg systemu wspo-
magania decyzji, ktéorym moze by¢ ERP (ang. Enterprise Resource Planning).
Terminale do niego podlaczone zapewniajg poszczegdlnym dziatlom w catym
przedsiebiorstwie (w kluczowych lokalizacjach) dostep do niezbednej, aktu-
alnej informacji dotyczacej przebiegu harmonogramowania. Dzialy z kolei
dostarczajg systemowi informacje zwrotne odnosnie stanéw realizacji zadan
i maszyn.

Zamowienia okres$lone w protokotach produkcyjnych muszg zosta¢ przettu-
maczone na zlecenia o terminach powigzanych. Zadania te czesto s3 przetwarza-
ne na komputerach w centrum roboczym w okreslonej kolejnosci lub sekwen-
cji. Przetwarzanie zadan moze czasami by¢ opoznione, jesli niektore maszyny sa
niedostepne badz wprowadza si¢ srodki zapobiegawcze dla umozliwienia prze-
twarzania zadan o wysokim priorytecie. W trakcie odpowiedniego harmono-
gramowania zlecen nalezy réwniez wziag¢ pod uwage zdarzenia nieprzewidziane,
tj. awarie maszyn, dluzszy niz oczekiwany czas przetwarzania czynnosci czy tez
przerwe w ciaglosci pracy stanowiska — czynniki wplywajace na realizowane har-
monogramy.

Srodowisko sklepowe nie jest jedyna czescig organizacji, ktéra ma wplyw na
proces planowania produkcji z uwzglednieniem réwniez perspektywy $rednio-
i dlugoterminowej. Proces harmonogramowania powinien zmierza¢ do optyma-
lizacji ogolnej oferty produktéw i dtugoterminowej alokacji zasobdw, opierajac
sie na posiadanych poziomach zapaséw, projektowaniu prognozy popytu oraz
wymaganiach dotyczacych niezbednych zasobéw. Opracowanie szczegdtowego
harmonogramu realizowanych operacji pomaga utrzyma¢ wydajno$¢ i kontrole
operacji.
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Rys. 110. Schemat przeptywu informacji w systemie produkcyjnym

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Pinedo, 2008, s. 5.
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Zagadnienia zwigzane z planowaniem wystepuja na wszystkich poziomach
i we wszystkich sektorach dziatalnos$ci, poczawszy od sfery produkcyjnej po roz-
wigzania implementowane w systemach komputerowych lub w zarzadzaniu pro-
jektami. I tak, przykladowo (Leung, 2004):
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1) Centralna jednostka przetwarzajaca komputera musi wykona¢ sekwencje
zadan, ktore docierajg do niej w pewnym okre§lonym czasie. W tym przy-
padku proces szeregowania zadan powinien ustala¢ kolejnos¢, w jakiej za-
dania majg by¢ przetwarzane — aby zminimalizowa¢ $redni czas aktywno-
$ci zadania w systemie, liczony od momentu jego przybycia do momentu
realizacji.

2) Astronauci przygotowuja sie do wejscia promu kosmicznego w atmosfere
okotoziemska, co wymaga wykonania szeregu okreslonych zadan. Kazde za-
danie realizowane jest dokladnie przez jednego astronaute, a czesci zadan
nie mozna rozpocza¢, dopdki wezesniejsze nie zostang zakonczone. W tym
przypadku proces planowania okresla zadania, ktére powinien wykonaé
kazdy astronauta i taka kolejno$¢ realizacji zadan, aby caly zestaw zadan zo-
stal wykonany najszybciej jak to mozliwe.

3) Fabryka produkuje réznego rodzaju gadzety, z ktérych kazdy musi by¢ prze-
tworzony kolejno przez maszyne pierwsza, nastepnie drugg i trzecig — przy
czym rozmaite przedmioty wymagaja roznej ilosci czasu przetwarzania na
kazdej z maszyn. Fabryka ma zamoéwienia na partie gadzetéw, a dla kaz-
dej partii okreslono termin, do ktérego musi zosta¢ zrealizowana — w tym
przypadku zainteresowanie procesu planowania koncentruje si¢ na kolejno-
$ci, w jakiej maszyny powinny pracowac przy obrébce gadzetdw, aby zapew-
ni¢ realizacje jak najwiekszej liczby zamoéwien we wskazanym czasie.

Prace badawcze nad szeregowaniem spowodowaly opracowanie zestawu narze-
dzi i technik, z ktérych mozna korzysta¢ przy tworzeniu harmonogramoéw. Jednak-
ze skala i ztozono$¢ praktycznych probleméw zwigzanych z planowaniem powo-
duje, ze znalezienie wysokiej jako$ci rozwigzan pozostaje sztuka niestandardowa
i nadal prowadzi do wielu bledéw. Aby uzyska¢ wynik (optymalng kolejno$¢ reali-
zacji zadan) spelniajacy wymagania danego zastosowania, najczesciej konieczne
jest uwzglednienie specjalistycznych zalozen heurystycznych, traktowanie wybra-
nych ograniczen i celéw w sposéb bardziej ogélny - tylko wtedy mozna skorzystaé
z istniejacych standardowych i oprogramowanych rozwigzan problemu. Nadal
istnieje ogromna potrzeba prowadzenia badan nad technikami uwzgledniajacymi
bardziej realistyczne zatozenia dotyczace problemoéw praktycznych.

Jednym z obszaréw, w ktorych wczesniejsze analizy doprowadzily do uprosz-
czenia formutowania problemoéw, jest okreslanie celéw i preferencji odnosnie pla-
nowania. Badania nad harmonogramowaniem koncentrowaly si¢ gtéwnie na
optymalizacji wybranych, prostych obiektywnych kryteriow, takich jak minima-
lizacja czasu produkcji lub opéznien. Cele te umozliwiaja zawezenie sformulo-
wanych problemow, jednak czgsto maja niewielki zwigzek z wymogami prak-
tycznych zastosowan. Dla przykladu, wigkszos¢ zaktadéw produkcyjnych dazy
do ustalenia rozsagdnych terminéw realizacji zlecen i unikniecia opdznien w dosta-
wach - cel planowania, taki jak minimalizacja tgcznego czasu opdznien, nie spel-
nia wszystkich wymogow.
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W rozwazanych problemach decyzyjnych czesto nalezy wzig¢ pod uwage wie-
le sprzecznych celéw; w niektérych wyréznia sie¢ ztozone zestawy tzw. migkkich
ograniczen, ktdre - jesli to mozliwe — powinny zosta¢ spetnione, a problem de-
cyzyjny formulowany jest jako maksymalizacja ogélnego poziomu zadowolenia
z osiggniecia celow (Kendall, Burke, Petrovic i Gendreau, 2005). W jeszcze innych
zastosowaniach cel planowania wiaze si¢ raczej z oczekiwanym wynikiem procesu
niz z jego wydajnoscia; w tym przypadku mozna np. wskaza¢ cel zwigzany z opty-
malizacjg jakosci (lub uzytecznosci) zadan wykonywanych w ramach znanych
ograniczen terminu ich realizacji. Ostatnie prace w takich obszarach, jak plano-
wanie wielokryterialne (Della Croce, Tsoukias i Moraitis, 2002; T’kindt i Billaut,
2002; Landa-Silva i Burke, 2004), planowanie ze ztozonymi preferencjami (Burke
i Petrovic, 2002) oraz planowanie w celu maksymalizacji jako$ci procesu (Ajili i El
Sakkout, 2003; Schwarzfischer, 2003; Wang i Smith, 2004) daja podstawy tworze-
nia harmonogramdéw uwzgledniajacych bardziej realistyczne, obiektywne kryte-
ria. Zastosowania te pozostawiajg jednak wciaz wiele miejsca do kontynuowania
prac badawczych w tym zakresie.

Kolejnym istotnym wyzwaniem w procesie szeregowania jest projektowanie
skutecznych procedur heurystycznych, implementowanych w celach uzyskiwa-
nia wysokiej jakosci rozwigzan problemoéw praktycznych. Przeprowadzono wie-
le badan dotyczacych definiowania regut szeregowania i heurystyki dla réznych
klas problemoéw szeregowania (Morton i Pentico, 1993), jednak dana heurystyka
moze by¢ skuteczna jedynie w okreslonych okolicznosciach. Nie s3 to zatem roz-
wigzania uniwersalne, a ich waska percepcja moze prowadzi¢ do podejmowania
nieoptymalnych decyzji. Jednakze techniki wyszukiwania meta-heurystyczne-
go (Vos, 2001) daly ogdlne podstawy do tworzenia wysokiej jakosci rozwigzan
w wielu dziedzinach; czgsto jednak wymagaja wydluzonych ram czasowych dla
przeprowadzenia studium wykonalnosci, aby opracowane w efekcie procedury
byty skuteczne.

Waznym ogélnym kierunkiem badan nad efektywnymi procedurami genero-
wania harmonograméw jest integracja metod przyblizonych oraz adaptowania
technik, ktdére pojawialy si¢ na gruntach innych dyscyplin, np. obserwuje sie ro-
snaca aktywnos¢ badawcza w dziedzinie faczenia metod sztucznej inteligenciji,
programowania matematycznego (w tym calkowito-liczbowego i mieszanego)
z innymi metodami badan operacyjnych (Regin i Rueher, 2004). Innym waz-
nym kierunkiem jest poszukiwanie procedur tworzenia optymalnych harmono-
graméw opartych na wynikach analiz empirycznych oraz zastosowaniu heury-
stycznych metod optymalizacyjnych (,,lokalne przeszukiwanie’, ang. tabu search)
w polaczeniu z metoda symulacji Monte Carlo (Watson, 2003). Dotychczasowe
rezultaty prowadzonych analiz wskazujg na potrzebe kontynuowania badan nad
oceng wydajnosci algorytmow.

Problem szeregowania zlecen jest powszechny w elastycznych systemach pro-
dukcyjnych (ang. Flexible Manufacturing Systems), w ktérych mozna odnalez¢:
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obrabiarki sterowane komputerowo, zautomatyzowany system transportowy
i komputerowy system sterowania (Liu i MacCarthy, 1996). Podobnie np. galwa-
nizernie i sklepy chemiczne znajduja odwzorowanie swojej specyfiki w proble-
mach szeregowania, nazywanych rowniez problemami planowania podciagéw.
Tego rodzaju placéwki charakteryzujg sie obecnoscia jednego lub wiekszej liczby
dzwigéw jezdnych, ktére wykorzystywane sg do transportu produktéw do dal-
szego przetwarzania/obrobki, np. w zbiornikach z odczynnikami chemicznymi.
Co wiecej, kazda z czynnosci (np. czas namaczania w zbiorniku) jest ograniczona
przez minimalny i maksymalny czas przetwarzania (czas przetwarzania interwa-
fowego), z uwzglednieniem czasu transportu - a operacje nalezy wykonywac bez
przestoju. Problemy planowania harmonograméw sg wazne réwniez np. dla pla-
cowek edukacyjnych lub uniwersytetéw, poniewaz dotycza ustalenia odpowied-
niej kolejnosci kurséw zapewniajacych jednoczesng dostepno$¢ nauczycieli, stu-
dentow i klas, przy zachowaniu minimalnych ,,okienek” — rozumianych jako czas
niewykorzystania ktéregos z dostepnych zasobdow.

Traktujac szeregowanie zadan bardziej ogélnie, problemy planowania obejmu-
ja czynnosci, ktére muszg zostaé zrealizowane na maszynach przy zachowaniu
pewnych restrykcji, aby dokona¢ optymalizacji niektérych funkeji celu - za$ ce-
lem szeregowania jest ustalenie harmonogramu okreslajacego kiedy i na ktdrej
maszynie ma zosta¢ wykonane kazde zadanie.

Zalézmy, ze m maszyn M, (i = 1, ..., m) musi przetwarza¢ n zadan A (j= 1, ..., n).
Szeregowanie polega na odpowiedniej alokacji dla kazdego zadania jednego lub
wiekszej liczby przedzialéw czasowych do jednej lub wigkszej liczby maszyn. Go-
towe (uszeregowane) harmonogramy podsumowywane sg najczesciej za pomoca
wykreséw Gantta (Brucker, 2007) — ktére przedstawiane sa dla maszyn (zob. ry-
sunek 111a) lub zadan (zob. rysunek 111b).

a) b)
M| A4 | A, ‘ 4 M | | M, | M |
M, A, N A3 ‘ 4, M, | M; |
M| 4 | 4 4| 4, | A M || om [ wm |
czast A 4 ’M—l‘

czast
Rys. 111. Przyktadowy wykres Gantta - a) orientacja maszynowa, b) orientacja zadaniowa

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wykonanie zadan podsumowuje funkcja f(#), ktérej sktadowe mierzg koszt
ukoriczenia zadania A, w czasie t. Wynik procesu szeregowania zlecer jest mozli-
wy do realizacji, jesli na tej samej maszynie nie dochodzi do nakladania si¢ dwdch
przedzialéw czasowych i dwa przedzialy czasowe przypisane do tego samego
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zadania nie pokrywaja si¢. Harmonogram szeregowania nalezy uznac za opty-
malny w sytuacji, kiedy minimalizuje on zdefiniowane kryterium optymalnosci.
Problem planowania jest definiowany przez trzy niezalezne elementy:
« $rodowisko maszynowe,
o kryterium optymalnosci',
« zestaw ograniczen, np. dotyczacych terminéw najwczesniejszego rozpocze-
cia czy tez najpozniejszego zakonczenia zadan.

2. Srodowisko maszynowe

W problemach szeregowania zlecen nalezy dokona¢ wlasciwej identyfikacji charak-
terystyk srodowiska pracy. W tym celu stworzono ,,modele” sklepow, ktdre réznia
sie miedzy sobg konstrukcja i sposobem wykorzystywania dostepnych zasobow.

2.1. Przypadek pojedynczej maszyny

W $rodowisku z jedng maszyna dostepna jest tylko i wylacznie pojedyncza maszyna,
ktora w danym czasie moze przetwarza¢ tylko jedno zadanie. Kazde j-te zadanie wy-
maga przetwarzania przez maszyne tacznie przez t. jednostek czasu. Jeli kazde z za-
dan musi by¢ realizowane w sposob nieprzerwany, srodowisko planowania ma cha-
rakter nieprzewidywalny; natomiast jesli zadanie moze zosta¢ przetwarzane przez
pewien czas, nastepnie przerwane i kontynuowane w p6zniejszym czasie — $rodo-
wisko maszynowe ma charakter zapobiegawczy. Harmonogram S dla zestawu {A}
j=1, ..., n zadan okresla dla kazdego z nich ilo$¢ jednostek czasu ¢, jakich potrze-
buje maszyna do przetworzenia danej operacji. Biorac pod uwage harmonogram S,
oznaczymy moment zakonczenia j-tego zadania w harmonogramie S za pomoca C.

Algorytm szeregowania ma na celu utworzenie ,,dobrego” harmonogramu, ale
definicja ,,dobrego” rézni sie w zaleznosci od dziedziny aplikacji. W przytoczo-
nym wczesniej przykladzie astronautow celem szeregowania byto wykonanie serii
zadan tak szybko, jak to mozliwe, lub innymi stowy: zminimalizowanie terminu
zakonczenia ostatniego zadania w harmonogramie. W przykladzie dla centralne;j

1 Kryteria optymalnosci szeregowania zlecen dzielimy na dwa gtéwne typy: dotyczace czasu
realizacji oraz dotyczace kosztow realizacji. W kategorii pierwszej mozna np. odnalez¢ takie,
ktére mierza czas realizacji catego harmonogramu lub opdzZnienie prac w stosunku do po-
zadanego terminu ich wykonania. Z kolei w drugiej wskazywane s3a kryteria reprezentujace
koszt uzytkowania maszyny oraz koszt zwigzany z czasem oczekiwania operacji przed i/lub
po ich przetworzeniu.
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jednostki przetwarzania komputera mniejsze znaczenie przypisywane jest czaso-
wi zakonczenia ostatniego zadania w serii, o ile (przecietnie) zadania sa plynnie
obstugiwane (przetwarzane). Dlatego, biorac pod uwage zestaw zadan i specyfike
srodowiska maszynowego, nalezy odpowiednio dobra¢ kryterium optymalnosci.
Celem szeregowania jest ustalenie harmonogramu optymalizujgcego zdefiniowa-
ne kryterium.

Wskazane w powyzszych przykladach kryteria optymalizacji — $redni czas re-
alizacji harmonogramu i catkowity koszt realizacji serii zadan - nalezg do podsta-
wowych. Réznica migdzy czasem rozpoczecia i zakonczenia calej sekwencji zadan

zostaje zdefiniowana jako czas realizacji harmonogramu S: C__ = max Cf. Sredni
j

. N . NP . .
termin realizacji zadan dla harmonogramu S wynosi ;ijl C;. Nalezy zauwazyc,
ze optymalizacja $redniego czasu realizacji jest rownowazna z optymalizacja

sz 7 . z . n
sumy terminéw ukonczenia zadan, czyli z _ ICf.
j=

Mozliwe staje sie ustalenie szeregu dodatkowych ograniczen i cech, ktdre wpty-
waja na srodowisko maszynowe. Dla przykladu, nalezy okresli¢, czy dozwolone
jest przejmowanie zlecen; inne ograniczenia modeluja naptyw zadan w czasie lub
zalezno$ci miedzy realizacjg zadan. W srodowisku planowania z przyjetym ogra-
niczeniem dotyczagcym momentu wydania kazdemu zadaniu j-temu przypisywa-
ny jest moment najwczesniejszego rozpoczecia wykonywania r; — w ten sposéb
zadanie j-te jest dostepne do przetwarzania tylko poczgwszy od terminu r, lub
pozniej. W $rodowisku planowania z ograniczeniami dotyczacymi pierwszen-
stwa, jesli przetworzenie zadania j-tego wymaga ukonczenia zadania j, to nie ma
mozliwosci rozpoczecia przetwarzania zadania j-tego, dopoki zadanie wezesniej-
sze j’ nie zostanie zakonczone.

Wstepna dyskusja dotyczaca szeregowania wprowadza wiele probleméw
wymagajacych odpowiedniego dookreslenia. Odnoszac si¢ do réznych aspek-
tow harmonogramowania w notacji zdefiniowanej w literaturze (zob. Graham,
Lawler, Lenstra i Kan, 1979), problem mozna oznaczy¢ przez uktad «|f|y, gdzie:
a — oznacza $rodowisko maszyny, 8 - rézne ograniczenia i charakterystyki po-
boczne, a y - kryterium optymalnosci. Dla srodowiska z jedng maszyng a wyno-

si 1, za$ y zostaje zdefiniowana jako: z; Cf lub C _ . Parametr f3 jest podzbiorem

wartosci r,, ktdre oznaczajg obecnosc¢ ograniczen zwigzanych z terminem wydania
lub pierwszenstwa oraz mozliwo$¢ planowania czynnosci z wyprzedzeniem. Za-
kfada sie wykorzystanie modelu zapobiegawczego w sytuacji, gdy ograniczenia
poboczne zdefiniowane sg w sposéb niejednoznaczny.

W $rodowisku jednomaszynowym dwa rdézne elementy aplikacji planowa-
nia moga prowadzi¢ do réznych funkeji celu. Mozliwa jest sytuacja, w ktorej nie
wszystkie zadania majg takie samo znaczenie - co powoduje, ze mierzac $redni
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czas dla zadania na danym stanowisku, mozna wprowadzi¢ system wazenia tak,
aby nadac wieksze znaczenie niektérym zleceniom. Modelowanie wazno$ci zadan
przebiega wedtug schematu przypisywania wag w,> 0 do kazdego j-tego zadania,
a to prowadzi do modyfikacji uogélnionego kryterlum minimalizacji Z CS
do postaci minimalizacji $redniego wazonego czasu realizacji harmonogramu

;zjzl ijj lub, alternatywnie, minimalizacji wazonej sumy Z}_:leCj.

Dopuszcza si¢ rowniez, aby do kazdego j-tego zadania przypisany zostal termin
jego wykonania d, do ktérego powinno ono zosta¢ zakonczone. Wprowadza to
mozliwos¢ zdefiniowania dodatkowego kryterium optymalizacji. Bioragc pod uwa-
g¢ harmonogram §, definiujemy L, = C’ - d, jako opdinienie zadania j-tego, zas
zainteresowanie koncentruje si¢ na stworzeniu harmonogramu minimalizujacego
maksymalne opdznienie zadania w harmonogramie L = max’_ L. Alternatywnie
mozliwa jest konstrukcja harmonogramu maksymahzujqcego hczbe; zadan, ktore
zostang wykonane przed uplywem maksymalnych terminéw ich zakonczenia.

2.2. Przypadek maszyn rownolegtych

W $rodowisku maszyn réwnolegtych dostepnych jest m maszyn. Zadanie j-te z wy-
maganiem przetworzenia p, jednostek moze by¢ realizowane na dowolnej z m ma-
szyn lub (jesli szeregowanie dopuszcza przejmowanie zlecen) uruchomione zostaje
na jednej, a po jego wstrzymaniu potencjalnie kontynuowane jest na innej z ma-
szyn. Maszyna przetwarza co najwyzej jedno zadanie, a to z kolei moze by¢ prze-
twarzane przez maksymalnie jedno urzadzenie naraz.

W $rodowisku réwnoleglych maszyn zaklada sie, ze urzadzenia sg identyczne,
a zadanie j-te, przetwarzane na dowolnej maszynie, wymaga ¢, jednostek czasu.
W s$rodowisku maszyn powigzanych zakltada si¢, ze kazda z nich pracuje z inna
wydajnoscia s, > 0 (liczba elementéw na jednostke czasu), a zatem czas catkowi-
tego przetworzenla zadania j-tego na maszynie i-tej, zajmuje #, = p/s, jednostek
czasu. W $rodowisku niepowigzanych maszyn réwnoleglych rozwazane 3 urza-
dzenia, ktérych wydajnos$c¢ jest zréznicowana w zalezno$ci od zadania. Innymi
stowy, wydajno$c maszyny i-tej dla realizacji j-tego zadania (s,) zalezy zaréwno od
maszyny, jak i od zadania. Czas wykonania zadania j-tego na urzadzeniu i-tym,
mozna obliczy¢ jako: t, = p/s,.

2.3. Systemy typu flow shops, job shops i open shops
W srodowisku sklepowym zadanie j-te sklada sie z wielu operacji, przy czym kazda

operacja wymaga przetworzenia na konkretnej, jednej z m maszyn. Rdzne operacje
mogg wymagac innej ilosci czasu (przy czym t,= 0 jest réwniez dopuszczalny).
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W systemie otwartego sklepu (ang. open-shop) operacje sktadajace si¢ na za-
danie s przetwarzane w dowolnej kolejnosci, o ile jednoczesnie dwie czynnosci
nie beda przetwarzane na réznych urzadzeniach. Z kolei system warsztatu (ang.
job shop) zaktada calkowity porzadek realizacji poszczegdlnych operacji zadania,
a danej operacji nie mozna rozpocza¢, dopoki poprzednia nie zostanie ukonczona
w cato$ci. W systemach warsztatu, cho¢ kolejno$¢ operacji na poszczegélnych ma-
szynach dla wszystkich zlecen zostala ustalona, to jednak nie musi by¢ taka sama.
Szczegdlnym przypadkiem jest system przeptywowy (ang. flow shop), w ktérym
kolejnos¢ operacji dla wszystkich zadan jest taka sama, tzn. kazde zadanie wy-
maga przetworzenia na tych samych maszynach i w tej samej kolejnosci operaciji,
ale rézne zadania mogg wymaga¢ roznych ilosci zasobow przetwarzania na tym
samym urzadzeniu. W modelach przeptywu i otwartego sklepu kazde zadanie zo-
staje przetworzone dokladnie raz na kazdej z maszyn (T kindt, Billaut, 2006).

W systemach typu open-shop kolejnos¢ operacji na poszczegélnych maszynach
jest dowolna, w przeciwienstwie do systemow flow-shop, ktére zakladaja jednako-
wa kolejno$¢ operacji na poszczegélnych maszynach dla wszystkich zlecen.

3. Modelowanie i rozwigzywanie problemow
szeregowania zlecen w praktyce

Szeregowanie zlecen wymaga, aby czasy realizacji poszczegdlnych zadan byly
ustalone i nie wykazywaly zréznicowania w zaleznosci od przypisanej kolejnosci
przetwarzania zlecenia na danej maszynie — dostepne w sklepie maszyny to urza-
dzenia jednego typu. Poniewaz zadania czesto wymagaja obrobki, np. na kolejnej
linii maszynowej, czas potrzebny na przeniesienie zlecenia z jednej maszyny na
nastepna jest nieistotny (z zalozeniem, ze ustalony czas realizacji obejmuje row-
niez czas transferu i ewentualny czas konfiguracji maszyny; czas przetwarzania
zlecen jest niezalezny od przyjetej sekwencji harmonogramu).

Problem szeregowania zlecen zaklada, ze kazde uruchomione na maszynie
zlecenie nalezy catkowicie przetworzy¢ przed rozpocze¢ciem wykonywania ko-
lejnego zadania, za$§ samo tadowanie kolejnych czynnosci realizowane jest na-
tychmiast po osiagnieciu stanu bezczynnosci danej maszyny. W tym kontekscie
zaklada sie, Ze maszyna moze przetwarzac jedynie jedno zlecenie w tym samym
czasie i raz rozpoczete musi zosta¢ ukonczone na danej maszynie. Harmono-
gramowanie zlecen nie uwzglednia w realizacji obstugi zadan np. kosztéow prze-
twarzania zapaséw - polproduktéw oczekujacych w kolejce na znalezienie si¢
w maszynie — za$ sama kolejnos¢ realizacji zadan nie ma znaczenia (Brucker,
2007; Pinedo, 2012; Leung, 2004).
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Przyktad 1

Do produkcji przemystowej trafito dziesig¢ zlecen (A, A, ..., A, ), ktore reali-
zowane s3 na maszynie M. Znane s3 rowniez ich wielkosci (p,, p,, ..., p,) oraz
wiadomo, ze mozliwosci produkcyjne bedacych na wyposazeniu zakladu maszyn
wynoszg sze§¢dziesiat pie¢ sztuk wyrobu na godzing. Szczegétowe dane zawarto
w tabeli 77. Wiedzac, ze firma ma do dyspozycji trzy maszyny M, a dopuszczalny
czas pracy maszyn trwa nie dluzej niz osiem godzin, jak powinien przebiega¢
proces przypisywania zlecen do poszczegoélnych urzadzen?

Tab. 77. Czasy obstugi poszczegdlnych zlecerr na maszynach dla przyktadu 1

Zlece- Liczba| Zleceniauporzad- | Czasochtonnosc Ma- Moment
nie (SZt.) kowane wg czasu zleceniaw gOdZ. szyna rozpoczqcia zakonczenia
p, | wykonania w godz. t=p/65 w godz. w godz.
A | 125 A, 1,38 0,00 1,38
A | 180 A, 1,85 1,38 3,23
M
A, | 130 A, 1,92 ' 3,23 5,15
A, 90 A, 2,00 5,15 7,15
A | 190 A, 2,31 0,00 2,31
A 150 A, 2,77 M, 2,31 5,08
A, 220 A, 2,92 5,08 8,00
A, | 210 A, 3,08 0,00 3,08
A, | 120 A, 3,23 M, 3,08 6,31
A, | 200 A 3,38 6,31 9,69

Zrédto: opracowanie wtasne.

Kierujac si¢ zasadg przydziatu z zachowaniem kolejnosci ,,biezacej”, mozna przy-
pisa¢ maszynom z goéry narzucone zadania do wykonania. W ten sposéb maszy-
na M, zrealizuje harmonogram Ml:{A4, A, A, Aa}’ maszyna M2:{A6, A, AS}, za$
maszyna M:{A , A,, A }. Niestety w wyniku obcigzania maszyn w porzadku we-
dtug najmniejszej pracochtonnosci zlecen okazuje sie, ze maszyna M, przekracza
dopuszczalny o§miogodzinny czas pracy. Stad konieczne jest inne uszeregowanie
dostepnych zlecen tak, by spelnione zostaly nalozone ograniczenia.

Najbardziej oczywistym schematem w rozwigzaniu problemu szeregowania jest
tzw. podejscie chciwosci, ktore oznacza, ze gdy tylko maszyna stanie si¢ dostepna
(przechodzi w stan bezczynnosci), nalezy przydzieli¢ jej zadanie. Mozliwe staje sig
réwniez podejscie polegajace na nadaniu kazdemu zadaniu priorytetu — wynika-
jacego z przyjetego kryterium optymalnosci, a nastepnie, kiedy maszyna stanie sie
dostepna, przypisanie jej zadania o najwyzszym priorytecie.
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3.1. Algorytm Conwaya

Wykorzystanie algorytmu Conwaya do szeregowania zlecen zaklada, ze zadania
do wykonania sg niepodzielne oraz tego samego typu — co oznacza, ze zlecenie
musi zosta¢ zakoniczone na maszynie, na ktorej je rozpoczeto (Conway, Miller,
Maxwell, 2003). System jest wyposazony w maszyny o identycznych parametrach.
Czasy realizacji kazdego ze zlecen s3 znane i wynosza t,, ..., t .

Zgodnie z dostepnymi danymi nastepuje przydzielenie zlecen A, ..., A tego
samego typu na jednorodne stanowiska M, ..., M, . Schemat postepowania w al-
gorytmie rozpoczyna si¢ od porzagdkowania czaséw realizacji zlecen ¢ w porzad-
ku niemalejacym, tzn. t, <t < ... <t . W kolejnym kroku postepowania zlecenie
A, o najkrotszym czasie realizacji t, przydzielone zostaje pierwszej dostepnej maszy-
nie — czyli M,. W kolejnym etapie, majac do przyporzadkowania j zlecen A , ..., A,
zlecenie A, i nastepne trafiajg do maszyny M,, dostepnej najwczesniej. Algorytm
konczy dziafanie, jesli wszystkie zlecenia zostaly przypisane, a rozdzial zadan spet-
nia warunki startowe. W sytuacji, kiedy np. czas pracy jednego ze stanowisk jest
zbyt duzy (przy zbyt krétkim czasie pracy innego stanowiska), przyporzadkowanie
zadania mozna zmodyfikowa¢, z zalozeniem, ze korekta dotyczy ostatnich zlecen.
Nowy schemat szeregowania wymaga wéwczas ponownej kontroli.

Przyktad 2

Trzech informatykéw prowadzi obstuge zdalng dla trzydziestu klientéw. Kazda
sprawa, z jaka dzwoni klient, wykazuje inny czas rozwigzania problemu. Tym
samym czas obslugi jest dostosowywany do indywidualnych potrzeb klienta
i uwzglednia czas przyjecia zgloszenia, rozwigzania problemu i zdalnej weryfika-
cji funkcjonowania systemu u klienta w jego siedzibie. Nalezy zorganizowa¢ plan
obstugi klientéw dla trzech informatykéw (R, R, R,), wiedzgac, ze ich dzienny
czas pracy nie moze przekracza¢ siedmiu godzin i trzydziestu minut oraz kazde-
mu przystuguje pietnastominutowa przerwa w polowie dnia. Czasy obstugi poda-
no w tabeli 78.

Tab. 78. Czasy obstugi poszczegdlnych zlecer dla przyktadu 2

. Czas obstugi . Czas obstugi
Zlecenia (godz.: min) Zlecenia (godz.: min)
A, 01:12 A, 00:28
A, 00:43 A, 00:28
A, 00:28 A, 00:28
A, 00:28 A, 00:43
A, 00:28 A, 00:57
A, 00:57 A, 00:57
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Tab. 78 (cd.)
Zlecenia ((:gz:::b::'f; Zlecenia ((:gz::: b:?f;
A 00:43 Ay 00:57
A, 00:28 Ay 00:28
A, 00:28 A 01:12
A, 00:28 Ass 00:43
A, 00:43 A 00:28
A, 00:57 A, 00:43
A, 00:28 A 00:28
A, 00:57 A, 00:57
A, 00:43 Ay, 00:57

Zrédto: opracowanie wtasne.

W pierwszej kolejnosci, zgodnie z zatozeniami algorytmu, nastepuje szerego-
wanie zlecen wzgledem czasu ich realizacji w porzadku niemalejacym. Gdy czasy
s3 odpowiednio uporzadkowane, dochodzi do przypisania zlecen do poszczegol-

nych stanowisk (informatykéw - R, ..

.» R,) z zachowaniem zasady, ze zadanie

przydzielane jest do pierwszego wolnego stanowiska obstugi (zob. tabela 79).
W tym przypadku nalezy rowniez zaznaczy¢, ze zaklada sie jednakowe kompe-

tencje informatykow.

Tab. 79. Zlecenia przypisane do poszczegdlnych punktéw obstugi dla przyktadu 2

Wyniki uszeregowania zmodyfikowanego
Wyniki pierwszego uszeregowania zuwzglednieniem ograniczenia czasu
pracy informatyka
(74 ‘o (4 ‘o
ER G 3| 8 ]
[ < a [ c A
o c ] R-) c o
= ) > < = ) > <
o = X S, N c b0 = X s N [
22| 29 v ] 2| 29 ™ R
s | Z2E| 88| 3 o s | 28| 88| 3 ©
S oy | ER = ] S oy | ER = ]
(] b [ b
v ®D S = o ‘s v w3 S = ] ‘e
2 N & e 3 <) o 2 N & < 3 ) G
N o | ¢ o 2 N o | ¢ o 2
A, | 0028 | R, 0 0028 | A, | 00228 | R, 0 00:28
A, | 0028 | R, 0 00:28 | A, | 00:228 | R, 0 00:28
A, 00:28 R, 0 00:28 A, 00:28 R, 0 00:28
A 00:28 R, 00:28 00:56 A 00:28 R, 00:28 00:56




3. Modelowanie i rozwigzywanie problemdw szeregowania zleceri w praktyce 213

Wyniki uszeregowania zmodyfikowanego
Wyniki pierwszego uszeregowania z uwzglednieniem ograniczenia czasu
pracy informatyka
[ ‘o [ ‘o
ER g 3| 8 S
[ c v 0 c A
2 c =] R-) c =]
= ) > < = ) > <
b0 = S N c o = X 5, N c
=] > O v > = > O ] >
© wE | Be x B © 2E | B S o
T | 65| EF| ® g T | 83| ET| % g
(] f- (] f=
A F] o= S '€ v 0w 5 5= N ‘£
9 8RS | €8 3 S 9 RS | €8 s S
N o | ¢ o P2 N o | £¢ a x
A, 00:28 R, 00:28 00:56 A, 00:28 R, 00:28 00:56
A, | 0028 | R, | 00:28 | 00:56 | A, | 00:28 | R, | 00:28 | 00:56
A, | 0028 | R | 00:56 | 0124 | A, | 00:28 | R | 00:56 | 01:24
A, | 0028 | R, | 00:56 | 01:24 | A, | 00:28 R, | 00:56 | 01:24
A, | 0028 | R, | 00:56 | 01:224 | A, | 00:28 | R, | 00:56 | 01:24
Al 00:28 R, 01:24 01:52 Al 00:28 R, 01:24 01:52
A, 00:28 R, 01:24 01:52 A, 00:28 R, 01:24 01:52
A, | 0028 | R, | OL24 | O1:52 | A, | 00:28 | R, | 0124 | 01:52
A, | 0028 | R | OL52 | 0220 | A, | 0028 | R | OL52 | 02:20
A, 00:43 R, 01:52 02:35 A, 00:43 R, 01:52 02:35
A7 00:43 R3 01:52 02:35 A7 00:43 R3 01:52 02:35
A, | 0043 | R | 0235 | 0318 | A, | 0043 | R | 0235 | 0318
A, | 0043 | R, | 0250 | 03:33 | A, | 0043 | R, | 0250 | 03:33
A, | 0043 | R, | 0250 | 03:33 | A, | 0043 | R, | 0250 | 03:33
A, | 0043 | R | 0318 | 04:01 | A, | 0043 | R | 0318 | 04:01
A, | 0043 | R, | 0333 | 0416 | A, | 0043 | R, | 0333 | 0416
A, | 00557 | R, | 0333 | 0430 | A, | 00:57 | R, | 03:33 | 04:30
A, | 00557 | R | 0401 | 0458 | A, | 00:57 | R | 04:01 | 04:58
A, 00:57 R, 04:16 05:13 A, 00:57 R, 04:16 05:13
A, | 00557 | R, | 0430 | 0527 | A, | 00:57 | R, | 04:30 | 05:27
A, 00:57 R, 04:58 05:55 A, 00:57 R, 04:58 05:55
A, 00:57 R, 05:13 06:10 A, 00:57 R, 05:13 06:10
A, | 00557 | R, | 0527 | 06:224 | A, | 00:57 | R, | 0527 | 06:24
Ay, 00:57 R, 05:55 06:52 Ay, 01:12 R, 05:55 07:07
A 01:12 R, 06:10 07:22 A 01:12 R, 06:10 07:22
A, | 0112 | R, | 0624 | OT:36 | A, | 00557 | R, | 06:24 | 07:21

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Algorytm szeregowania pozwolil na przypisanie poszczegdlnym stanowiskom
pracy informatykéw (R, R,, R,) zadan, ktére bedg realizowa¢ w odpowiedniej
kolejnosci. Wedtug wskazan kolejnos¢ wykonywania zlecen przez informatykow
powinna by¢ nastepujaca:

Rl:{As’ As’ A13’ AIS’ Azs’ A11’ Azs’ Alz’ A21’ Aso}
Rzz{A4’ A9’ A16’ A23’ Az’ Als’ A27’ A14’ Azz’ Al}
Rs:{As’ AIO’ A17’ A26’ A7’ A19’ As’ Azo’ A29’ A24}

Uszeregowanie jednak nie spelnia warunkéw pobocznych; cho¢ uwzglednia
pietnastominutowg przerwe dla kazdego informatyka, pojawia si¢ problem,
gdyz przy siedmioipdtgodzinnym dniu pracy obstuga zlecen przez stanowisko
R, przekroczy przewidziang dtugos¢ czasu pracy o sze$¢ minut.

Zgodnie z zasadg konstrukgji algorytmu mozliwa jest modyfikacja harmono-
gramu przypisanych zlecen i korekta ostatnich przypisanych zadan. Zauwaza sie,
iz wyniku uszeregowania najkrocej pracowatby informatyk R, - stad najbardziej
czasochfonne ze zlecen (A,,, ktorego obstuga przewiduje jedng godzing i dwana-
$cie minut) zostaje przypisane do stanowiska 1, za$ ostatnie ze zlecen stanowiska
R, trafia na liste zadan informatyka R, W wyniku modyfikacji harmonogramu
kazde ze zlecen zostaje wykonane przy zachowaniu obu ograniczen (pietnasto-
minutowej przerwy oraz siedmioipolgodzinnego dnia pracy). A zatem, wedlug
nowego uszeregowania, zadania beda realizowane przez poszczegdlne stanowiska
obstugi w nastepujacej kolejnosci:

RI:{A3, As’ A13’ A18’ Azs’ Au’ Azs’ Alz’ A21’ A24}
Rz:{A4’ A9’ A16’ Az3’ Az’ A15’ A27’ A14’ Azz’ Al}
R3:{A5’ AIO’ A17’ Aze’ A7’ A19’ Ae’ Azo’ A29’ Aso}

Po modyfikacji harmonogramu pracy calkowite czasy pracy na wszystkich sta-
nowiskach sa bardziej do siebie zblizone.

3.2. Algorytm Gonzalesa-Sahniego

W sytuacji, gdy zaklada si¢ wystepowanie ustalonej sekwencji maszyn, zlecenia
nie moga by¢ przypisane do maszyn w sposéb dowolny. Wykorzystanie algo-
rytmu Gonzalesa-Sahniego (Gonzalez i Sahni, 1976) zaktada, ze zlecenie musi
zosta¢ wykonane na wszystkich maszynach oraz istnieje okreslona sekwencja
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maszyn M, ..., M . Algorytm szeregowania zaklada dostepnos¢ dwoch maszyn,
m = 2. W kazdym momencie jedna maszyna realizuje operacje tylko dla jednego
zadania, jak réwniez pojedyncze zlecenie jest przyporzadkowane wylacznie do
jednej maszyny. Przydzielanie zlecen (A, A, ..., A ) dla dwoch stanowisk M i M,
przebiega przy z gory znanych czasach kazdego etapu zlecenia #,, za$ dolna gra-
nica czasu realizacji zlecenia A wynosi L=ttt Moment zakonczenia ostatniej
operacji na maszynie M, okresla si¢ jako p.

Postepowanie w szeregowaniu zlecen rozpoczyna si¢ od przypisania zmien-
nym p, i p, stanéw zerowych p = p = t. W pierwszym kroku nastepuje wery-
fikacja maksymalnego czasu wykonania zlecenia oraz identyfikacja przypisanej
maszyny, ktéra zaklada najdluzsze wykonywanie danej czgsci zlecenia ,:

b = n})&}x £ (150)

Jesli najdtuzszy czas wykonania czynno$ci odpowiada maszynie M, k = 1,
woéwczas dane zlecenie A, nalezy przydzieli¢ maszynie M, - w tej sytuacji czas po
wykonaniu pierwszej czynnoéci na maszynie drugiej wyniesie p:=p, +t,,. W sy-
tuacji przeciwnej, jesli najdluzszy czas wykonania czynnoéci nalezy do maszy-
ny M,, k = 2, wéwczas dane zlecenie A, trzeba przypisa¢ maszynie M, - za$ czas
zakonczenia pierwszej czynnosci wyniesie p:= p, + t,,. Po przyporzadkowaniu
pierwszej czynnosci o maksymalnym czasie trwania wylacza si¢ ja ze zbioru zle-
cen oczekujgcych, a pozostate do realizacji czynnosci/zlecenia sg przeszukiwane
w analogiczny sposéb i przypisywane do wlasciwych maszyn z zachowaniem opi-
sanego powyzej schematu. W efekcie zestaw zlecen zostaje podzielony na dwa tzw.
podciagi: B, i B, — ktére okreslajg kolejnos¢ realizowanych zleceri na maszynach
M, i M,. Postgpowanie konczy sie, gdy wszystkie zlecenia zostang juz przypisane
do poszczegolnych maszyn M, i M.,.

Poniewaz schemat szeregowania zaklada, ze kazde zlecenie musi zosta¢ wy-
konane na obu maszynach, kolejnos¢ przypisana do podciggu B, uzupetnia ko-
lejnos¢ podciggu B,, i analogicznie - zdefiniowana kolejnos¢ zlecen podciagu
B, uzupelnia kolejnos¢ podciagu B, (ilustruje to przejscie zlecenn wykonywanych
wcze$niej na maszynie M, na maszyne M, iz M, na M).

W drugiej czesci algorytmu nalezy dokona¢ weryfikacji, czy moment zakon-
czenia pierwszego zlecenia z podciggu B, wypada nie pdzniej nizZ moment p,
oraz czy moment zakonczenia pierwszego zlecenia z podciggu B, ma miejsce nie
pozniej niz moment p,. Jezeli nie jest zachowana relacja czaséw pierwszych czyn-
nosci oraz czaséw pracy na poszczegdlnych maszynach p ip,, wéwczas:

1) gdy moment zakoniczenia pierwszej czynnosci z podciggu B, przekracza

p, — ostatnie ze zlecen podciggu B, nalezy przenies¢ na koniec podciggu
B, i powtorzy¢ procedure weryfikacyjng czaséw ukonczenia pierwszych
i ostatnich czynnosci na maszynach;
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2) gdy moment zakonczenia pierwszej czynnosci z podciggu B, przekracza
p, - ostatnie ze zlecen podciggu B, nalezy przenies¢ na koniec podciggu
B, i powtdrzy¢ procedure weryfikacyjng czaséw ukonczenia pierwszych
i ostatnich czynnos$ci na maszynach.

Jesli relacja czaséw jest zachowana, wowczas podcigg B, dla maszyny M, zo-
staje uzupelniony kolejnoscig zlecen podciggu B, - z zachowaniem odpowied-
niego uszeregowania — powstaje harmonogram zlecen dla maszyny M, = {B , B,}.
W analogiczny sposob podcigg B, dla maszyny M, uzupetniany jest kolejnoscia
podciagu B, - powstaje harmonogram pracy dla maszyny M, = {B,, B }.

Przyktad 3

W przedsigbiorstwie o tasmowej organizacji pracy detale (A, ..., A.) produkowa-
ne s3 na dwéch maszynach M, i M,. Czasy operacji na obu przedstawiono w ta-
beli 80.

Tab. 80. Czasy operacji na dwéch maszynach dla przyktadu 3

Zadanie M, M,
A 5 3
A, 2 8
A, 4 6
A, 7 5
A, 3 2
A, 6 4
A, 3 7

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przyjmujac parametry startowe p, = 0 i p, = 0, nalezy uszeregowa¢ wykonanie
czynnosci na obu maszynach przy zalozeniach, ze zlecenia wymagajg realizacji
kolejnych operacji na tych samych maszynach, a wykonanie zlecenia polega na
przeprowadzeniu operacji na wszystkich maszynach oraz ze istnieje ustalona se-
kwencja maszyn M,...M .

W pierwszej kolejnosci utworzone zostajag dwa podciagi B, i B,, a nastep-
nie identyfikuje si¢ najdtuzszy czas wykonania czynnosci - ¢, = 8 dla czynno-
sci A,. Identyfikacja ta pozwala przyporzagdkowac czynno$¢ o najdtuzszym czasie
wykonania do podciggu B, - zob. tabela 81.
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Tab. 81. Iteracje algorytmu Gonzalesa-Sahniego

Czas brac Kolejnosc realizacji | Czasy ukonczenia
Nr Nr maspzyn y B czynnosci na poszczegélnych
iteracji | czynnosci b podciagach czynnosci
M1 Mz 1 B; P, P,
i A, 2 8 - 2 A, 2
i A, 7 5 t, | 1 A, 5
I A, 3 7 t, | 2 A, 5
i4 A6 6 4 16 1 A6 9
iy A, 4 | 6 |t,|2 A, 9
I A 5 3 t, |1 ) 12
I A, 3 2 te | 1 X 14

Zrédto: opracowanie wtasne.

Algorytm w kolejnych iteracjach (i, ) pozwala na identyfikacje maksymalnych
czasow realizacji poszczegolnych czynnosci na maszynach M| i M, - dzigki czemu
mozliwe jest, za pomocg kryterium minimalnego czasu, przypisanie czynnosci
realizowanych odpowiednio do podciaggéw B, i B,. Poniewaz p, >t oraz p, >t
mozna uzupelnic¢ kolejnosci realizacji zadan z podciggu B:{A,, A, A} kolejno-
$cig podciagu B,:{A,, A, A,, A_} oraz podciagu B, kolejnoscig zadan podciggu B,.
W ten sposdb proponowana kolejno$¢ realizowanych zadan na maszynach zostaje
ustalona wedtug schematu:

Mi:HA,ALALALALALA)
MA{A, A, AL ALAL AL A

%A2|A7‘A3| Ay ‘ Ag | Ag ‘As‘
ﬂlz Ay ‘ Ag ‘ Aj ‘A_g‘ Az ‘ A7 ‘ Az

ciast
35

Rys. 112. Wykres Gantta dla kolejnosci realizacji zlecen na poszczegdlnych maszynach

dla przyktadu 3

Zrédto: opracowanie wtasne.

Z powyzszego zestawienia czynnosci wynika, ze maszyna M, konczy swoje za-
planowane czynno$ci wcze$niej niz maszyna M, - zob. rysunek 112.
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Przyktad, gdy omoéwiona relacja czaséw pierwszych czynnodci oraz czaséw
pracy na poszczegdlnych maszynach p, i p, nie jest spelniona, przedstawia szcze-
golowo Stanistaw Krawczyk (Krawczyk, 2001, s. 75-78).

3.3. Algorytm Johnsona dla dwoch maszyn

Systemy zorganizowane wedtug typu flow-shop zakladaja, ze kazde zlecenie musi
zosta¢ przetworzone na wszystkich maszynach, z tym, ze kolejnos¢ ta nie jest do-
wolna (w przeciwienstwie do systemow open-shop). Wymaga to poszukiwania
rozwigzan dla szeregowania, ktore minimalizujg czas przestoju na maszynach.

Optymalny harmonogram moze dostarczy¢ algorytm Johnsona (Gillett i John-
son, 1976; Mulkens, 1993), pozwalajacy na ustalenie odpowiedniej kolejnosci
przetwarzania zlecent na dwdch lub trzech maszynach. Zaktada on, ze jedna z ma-
szyn (np. M,) jest maszyng ,priorytetowq” realizujacg zadania bez przestojow
i pozwala ustali¢ harmonogram, zgodnie z ktérym kolejne maszyny wykonuja
zlecenia przy zachowaniu najkrotszego czasu przestoju.

Zakladajgc, ze: t, - czas realizacji zlecenia A, na maszynie M; p,. - czas zakon-
czenia operacji zlecenia Aj na maszynie M; a,- czas realizacji operacji zlecenia
A, na maszynie M,; bj — czas realizacji operacji zlecenia A, na maszynie M,, algo-
rytm poszukuje optymalnej kolejnosci zlecen, gdy zlecenie A, jest wykonywane
przed zleceniem A,, co oznacza, ze:

min(aj, bk) < min(bj, ak) (151)

Schemat postepowania w algorytmie dla dwoch maszyn zaklada rozdzielenie zle-
cen na dwa podciagi S, i S,, przy zachowaniu relacji:
1) Zadanie trafia do podciggu S, jesli czas realizacji operacji zlecenia A na ma-
szynie M, jest nie dhuzszy niz czas realizacji operacji zlecenia A, na maszyme
M;:S = { } dla a,< b
2) Zadanle trafia do podc1qgu S, jesli czas realizacji operacji zlecenia A, na
maszyme M, jest dtuzszy niz czas realizacji operacji zlecenia Aj na maszynie
{A} dla a,> b
Zlecema tworzqce podcrc}g S, uktadamy niemalejaco wedtug czasow a, nato-
miast zadania sktadajace si¢ podc1qg §, szeregujemy nierosngco wedtug czaséw b.

Przyktad 4

Myjnia samochodowa wprowadzita ustuge taczona, skladajaca si¢ z dwdch eta-
péw. W pierwszym stosuje si¢ mycie bezdotykowe (ktérego czas uzalezniony jest
od np. wielko$ci auta, a nie od mozliwosci stanowiska) na stanowisku S,» a nastep-
nie — w ramach etapu drugiego - na stanowisku S, pojazd jest czyszczony recznie
wewnatrz. Aby ustuga mogta by¢ zrealizowana, klient ma obowigzek dostarczy¢
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pojazd do godz. 9.00. W biezacym dniu w grafiku zapisano siedmiu klientow;
czasy realizacji zadan zawarto w tabeli 82. W jakiej kolejnosci nalezy obstuzy¢ sie-
dem pojazdéw, by zachowac¢ ciaglos¢ pracy na obu stanowiskach? Niezbedne jest
zaplanowanie terminéw ustug od godziny otwarcia placowki (godz. 9:00) w taki
sposob, aby zminimalizowac czas przerw miedzy praca na stanowiskach S, i §,.

Tab. 82. Iteracje algorytmu Johnsona dla dwdch maszyn

Czasy realizacji zadania Catkowite czas
. na stanowiskach . Ustalona N y
Zlecenia w minutach Podciag kolejnos¢ realizacji zadan
realizacji zlecen
s1 sz P, P,
A 6 11 S, A 6 17
A, 16 4 S, A, 12 31
A, 12 8 S, A, 20 42
A, 25 26 s, A, 45 71
A, 7 5 S, A, 57 79
A, 8 11 S, A, 64 84
A 6 14 S, A 80 88

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wedlug optymalnego uszeregowania obstugi pojazddéw: {AI,A7,A6, A ALA,
A_} oba stanowiska powinny poradzi¢ sobie z zaplanowanymi zleceniami gcznie
w osiemdziesigt osiem minut. Jesli przyja¢, ze auta zostang oddane klientom po
ukonczeniu wszystkich zleconych prac przy kazdym z nich, mozna przewidywac,
ze pojazdy beda wydawane od 10:28 tego samego dnia.

Czy jednak przyjety schemat szeregowania pozwolil na wyeliminowane prze-
stojow stanowiska S,? Analizujac przebieg wykresu Gantta (zob. rysunek 113),
odnotowano przestdj na stanowisku drugim. Wynika on z nieukonczonej czyn-
nosci A, na stanowisku priorytetowej obstugi S,.

S L4 [ 4 [ 4 || 4 [ 4 [ A5 [42]

S [ | 4] i I S

czast

Rys. 113. Wykres Gantta dla kolejnosci realizacji zlecen na poszczegblnych stanowiskach
dla przyktadu 4

Zrédto: opracowanie wtasne.
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3.4. Algorytm Johnsona dla trzech maszyn

W sytuacji, w ktorej zlecenia przetwarzane s3 na trzech maszynach (stanowiskach)
M,, M, i M,, konieczna jest konwersja zadania do postaci problemu dwéch ma-
szyn. Postepowanie rozpoczyna si¢ od identyfikacji najkrotszego czasu wykona-
nia zlecenia dla pierwszej (t, ), drugiej (t,) i trzeciej (t, ) maszyny, a nastepnie do-
konuje si¢ weryfikacji poprawnosci relacji miedzy tacznymi czasami: t, >t >t .
Jesli warunki nieréwnosci sa spelnione, mozliwe staje si¢ utworzenie dwoch hi-
potetycznych maszyn H, i H,, dla ktérych czasy trwania wynoszg odpowiednio:
h,=t, +t, oraz h, =t +t,. Dalsze postepowanie przebiega wedlug schematu
dwumaszynowego z pozniejszym rozszerzeniem ustalonej, optymalnej kolejnosci
realizacji zlecen na uklad trzymaszynowy.

Przyktad 5

Przedsigbiorstwo zajmuje si¢ produkcja dywanéw. Wytwarza ich siedem rodza-
jow na trzech skomputeryzowanych maszynach dziewiarskich, ktérych - wedlug
kryterium ekonomicznego - nie opfaca sie wylacza¢; ich przestdj rowniez gene-
ruje dodatkowe koszty. Zakladajac, ze produkcja dywanu musi by¢ realizowana
na trzech maszynach i przebiega wedlug systemu typu flow shop, jakiej optymal-
nej kolejnosci nalezaloby przestrzega¢, by zminimalizowa¢ dlugos¢ przestoju na
maszynach? Czasy przetwarzania zadan dla poszczegdlnych rodzajéow dywanow
przedstawiono w tabeli 83.

Tab. 83. Iteracje algorytmu Johnsona dla trzech maszyn

Czasy realizacji
zadani? na Hipotetyczne Ustalona Czas realizacji
Zlecenia poszczegoinych maszyny | podci kolejnos¢ zadan
maszynach a8 realizacji
w godz. zlecen
M, M, M, H, H, p, p, p,
A, 13 6| 11| 19 | 17 s, A, 12 | 37 | 63
A 14| 16 | 4| 30 | 20 s, A 26 | 53 | 67
A, 9o | 12| 8| 21 | 20 s, A, 35 | 65 | 75
A, 12 | 25| 26| 37 | 51 s, A 53 | 71 | 89
A, g8 | 7| 5] 15 | 12 s, A, 66 | 79 | 100
A, 13 8| 11| 21 | 19 s, A, 79 | 85 | 111
A, 18 6 14 24 20 S2 A, 87 94 116
min (t) 8 6 4

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Wedlug optymalnego uszeregowania: {A,A, A,, A, A, A, A.} przedsigbiorstwo
doskonale wie, w jakiej kolejnosci poszczegdlne zlecenia powinny trafia¢ na ma-
szyny, by produkcja zostala zrealizowana przy zachowaniu jak najkrétszych prze-
stojow pracy maszyn.

3.5. Algorytm Palmera

W sytuacji, kiedy szeregowanie zlecenn ma by¢ wykonywane w ustalonej kolej-
nosdci na pewnym ciggu maszyn M, ..., M w systemie flow-shop, mozliwym do
zastosowania szeregowaniem operacji jest algorytm Palmera (Campbell, Dudek
i Smith, 1970; Gupta, 1971).

Wedlug tego schematu trafiajace do sekwencji harmonogramu zadania
w pierwszej kolejnosci powinny mie¢ uszeregowane czasy swojej realizacji w po-
rzadku rosngcym (gdy przechodza z maszyny na maszyne). Dla zlecen trafiaja-
cych do systemu w po6zniejszej kolejnosci czasy te nalezy uporzadkowaé malejaco.
Parametr ¢, okresla czas realizacji zlecenia A, na maszynie M,

Poniewaz szeregowanie zlecent moze dotyczy¢ duzej liczby maszyn, stosowa-
nie algorytmu zaklada ustalenie warto$ci mnoznikéw, ktore tworzg ciag rosnacy
i zaleza tylko od liczby maszyn skfadajacych si¢ na dany ciag technologiczny.
Regula ich tworzenia wynika bezposrednio z obserwacji, przy zachowaniu za-
sady, ze:

+ dla pierwszej maszyny m > 1: waga w, = —(m - 1),

+ dla drugiej maszyny: waga w,= —(m - 1) + 2,
dla kolejnych maszyn: waga w = w,_+2,

o dla ostatniej maszyny: waga w, =m - 1.

Przykladowy rozklad wag dla m = 8 (maszyn) zawiera tabela 84.

Tab. 84. Wagi w algorytmie Palmera dla m = 8 (maszyn)

m M, M, M, M, M, M, M, M,
2 -1 1

3 -2 0 2

4 -3 -1 1 3

5 -4 -2 0 2 4

6 -5 -3 -1 1 3 5

7 -6 -4 -2 0 2 4 6

8 -7 -5 -3 -1 1 3 5 7

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nastepnie dla kazdego zlecenia A, (j = 1, ..., n) wyznaczany jest wskaznik kolej-
nosci k:
J

kj = wltlj + wztzj + w3t3j toatwt (152)

mj

Cigg wskaznikéw kolejnosci k; porzagdkowany jest niemalejgco, co pozwala na
uzyskanie wskazania kolejno$ci wykonywania zlecen — warto$ci wskaznikéw nie
posiadaja interpretacji merytorycznej i stuza jedynie procesowi szeregowania. Po
ustaleniu kolejnosci realizacji zadan nalezy wyznaczy¢ momenty zakonczenia
kazdego z nich.

Przyktad 6

Na hali os$rodka treningowego znajduje si¢ siedem stanowisk lekkoatletycznych
(R, R,, ..., R ). Przestrzen treningowa jest zorganizowana w taki sposéb, by roz-
poczynac trening od rozgrzewki, a zakonczy¢ go w miejscu rozciggania miesni.
Oznacza to, ze kazdy z ¢wiczacych przechodzi przez kazde ze stanowisk w okre-
$lonej kolejnosci, wykorzystujac przerwy miedzy stanowiskami na odpoczynek.
Kadra szkoleniowa ma zaplanowac sesj¢ treningowa dla dziesigciu uczestnikow
(A, A, ..., A ) na wszystkich stanowiskach, ustalajac kolejnos¢ ich przybycia,
by jednoczes$nie minimalizowac czas oczekiwania na kolejng cze$¢ treningu. Przy
planowaniu nalezy réwniez uwzgledni¢ ograniczenie w postaci okreslonego indy-
widualnego czasu ¢wiczen na kazdym stanowisku (w minutach - zob. tabela 85).
W jakiej kolejnosci nalezy ustali¢ harmonogram korzystania z urzadzen?

Tab. 85. Rozktad czaséw treningowych na siedmiu stanowiskach dla dziesieciu uczestnikdw
osrodka - przyktad 6

Trenujacy R, R, R, R, R, R, R,
A 17 6 7 11 14
A, 8 5 9 14 14 7 5
A, 17 13 22 25 20 13 15
A, 18 20 22 26 17 16 12
A, 28 37 41 43 35 32 26
A 23 20 18 23 18 16 14
A, 44 52 57 45 43 36 40
A 17 20 19 18 16 14 13
A, 25 22 30 20 19 24 15
A, 18 21 23 19 17 15 13

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W celu kalkulacji wskaznika kolejno$ci wykorzystano wagi zawarte w tabeli 84
dla m =7 - i w ten sposdb otrzymano wynik uszeregowania (zob. tabela 86).

Tab. 86. Wartos¢ zmiennej wagowej oraz wynik uszeregowania dla dziesieciu uczestnikow

Uczestnicy

Zmienna wagowa
k.

i

i,

-72

N

0

o

-16
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-62

o
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o
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<

-116

o5
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>I>I>|>|>|>|>|>>

©

-74

h S

iy
1=

osrodka - przyktad 6

Kolejnos¢
korzystajacych

Zmienna wagowa

k

i

A

7

-116

[

-74

i

-72

o

=70

> x> >

iy
o

-66

IS

-62

3

o

o

> (> (> |>|>

N

Zrédto: opracowanie wtasne.

Na zakonczenie zweryfikowano czas, jaki zostal przewidziany na realizacje tre-
ningu dziesieciu uczestnikéw os$rodka — na podstawie wynikéw uszeregowania
dokonano kalkulacji tacznych czaséw wykonywania ¢wiczen na poszczegélnych
stacjach (zob. tabela 87),wyznaczajac czasy zakonczenia poszczegdlnych czesci

treningowych oraz czasy taczne sesji treningowej uczestnikow.

Tab. 87. Czasy ukoniczenia ¢wiczen dla poszczegdlnych uczestnikdw na poszczegdlnych
stanowiskach (w minutach) - przyktad 6

Wyszczegélnienie R, R, R, R, R, R, R,
A, 44 96 153 198 241 277 317
A, 69 118 183 218 260 301 332
A 86 124 190 229 274 305 336
A 109 144 208 252 292 321 350
A, 127 165 231 271 309 336 363
A, 145 185 253 297 326 352 375
A 162 205 272 315 342 366 388
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Tab. 87 (cd.)
Wyszczegélnienie R, R, R, R, R, R, R,
A, 190 242 313 358 393 425 451
A, 207 255 335 383 413 438 466
A 215 260 344 397 427 445 471

Zrédto: opracowanie wtasne.

Z powyzszego zestawienia wynika, ze ostatni trenujacy konczy trening po 471
minutach (co stanowi 7 godzin i 51 minut).

4. Podsumowanie, wnioski

W ostatnich latach wyniki badan dotyczacych planowania zlecenn wywieraja co-
raz wigkszy wplyw na praktyczne zastosowania, a szereg technik wykorzystywa-
nych w procesach szeregowania doczekal si¢ wzrostu liczby aplikacji w $wiecie
rzeczywistym. Modele oparte na formulowanych ograniczeniach lacza bogata
elastycznos$¢ z wysoce skalowalnymi procedurami przeznaczonymi stricte dla
okreslonych procesdéw zarzadzania. Matematyczne narzedzia programistyczne s3
dzisiaj w stanie rozwigzywa¢ problemy o niespotykanej dotad skali, a metaheu-
rystyka stwarza mozliwo$ci optymalizacji harmonograméw. Biorac pod uwage
rosnace sukcesy i postepy, kuszace moze by¢ stwierdzenie, ze gléwne przeszkody
techniczne lezace u podstaw problemu planowania zostaly przezwyci¢zone. Jed-
nak taki wniosek (w najlepszym wypadku) zaklada raczej waska i specjalistyczng
interpretacj¢ planowania, a (w najgorszym) ignoruje wigkszo$¢ procesoéw i szer-
szy kontekst planowania w najbardziej praktycznych $rodowiskach.

Planowanie jako proces decyzyjny pelni wigc istotng funkcje w wiekszosci sys-
temow produkcyjnych i wytwoérczych, a takze w srodowisku przetwarzania infor-
macji. Jest ono rowniez wazne w organizacji przewozow i dystrybucji oraz w in-
nych branzach ustugowych.

Istota planowania okazuje si¢ optymalizacja jednego lub wigkszej liczby ce-
léw — w tym sensie jest ono procesem decyzyjnym, regularnie wykorzystywanym
w wielu branzach produkcyjnych i ustugowych, bazujacych na alokacji zasobow
do zadan w danych przedzialach czasowych (za$ same zasoby i zadania w orga-
nizacji mogg przybiera¢ rézne formy - maszyny w warsztacie, pasy startowe na
lotnisku, zalogi na budowie, jednostki przetwarzajace w $srodowisku komputero-
wym itd.). Zadania obejmuja z kolei np. operacje wystepujace w procesie produk-
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cyjnym, przejecia i ladowania na lotnisku, etapy realizacji projektu budowlanego,
wykonywanie programéw komputerowych; maja réwniez okreslony, rézny prio-
rytet — najwczesniejszy mozliwy czas rozpoczecia i termin realizacji.

Rozwigzan szeregowania zlecen jest wiele: poza przeanalizowanymi w rozdzia-
le przyktadami, problem tez moze zosta¢ sprowadzony do scenariusza pierwsze-
go najkrotszego zadania (ang. Shortest Job First), zaktadajacego wybranie — jako
najwczesniejszego do wykonania - zadania z najkrétszym przewidzianym czasem
realizacji. SJF jest algorytmem zapobiegawczym o chciwym charakterze. Jego roz-
poczecie nastepuje od czynnosci o najnizszym czasie wykonania, a niewatpliwa
zaletg okazuje sie osiggalny minimalny $redni czas oczekiwania - sposrod wszyst-
kich algorytméw planowania. Wynika z tego, ze cele szeregowania moga przy-
biera¢ rozne formy, np. jednym z celéw bedzie tu minimalizacja czasu realizacji
ostatniego zadania, a innym z kolei minimalizacja liczby zadan wykonanych na
poszczegdlnych maszynach.

Przyklady aplikacyjne dobrze odzwierciedlaja skutecznos¢ i trafnos¢ badan
podstawowych w zakresie planowania. Jednak wnioskowanie z takich przykia-
dow, dotyczace pokonania gtéwnych przeszkdd technicznych lezgcych u podstaw
problemu planowania, moze by¢ przedwczesne.

Podsumowujac obecny stan techniki, mozliwa jest rzeczywista identyfikacja
mocnych stron technologicznych planowania/szeregowania zlecen, do ktdérych
nalezg:

« skalowalnos¢ - obecne techniki planowania sg w stanie rozwigzywac skom-
plikowane problemy (tj. dziesiatki tysiecy dzialan, dotyczacych setek zaso-
béw) w rozsadnych ramach czasowych;

o elastycznos¢ modelowania — mozliwe jest generowanie harmonogramow
w ramach szerokich i réznorodnych zestawéw ograniczen czasowych i za-
sobowych;

« optymalizacja — badania nad zastosowaniem réznych globalnych, lokalnych
i metaheurystycznych schematéw wyszukiwania rozwigzan dla probleméow
zwigzanych z planowaniem daly podstawy do okreslenia ogdlnych sposo-
bow optymalizacji szeregowania zlecen, a takze zwiekszyly integracje tech-
nik wyszukiwania opartych na sztucznej inteligencji, wspieranych matema-
tycznymi narzedziami programistycznymi (np. liniowymi rozwigzaniami
ograniczajacymi liczby calkowite).

Istnieje zatem mozliwy do przeniesienia zestaw technik i modeli stuzacy skutecz-
nemu generowaniu harmonograméw wysokiej jakoéci — przy danym zestawie
ograniczen i realizacji celéw szeregowania.

Jednak wypowiadane czasem twierdzenia, ze sila technologii obliczeniowej
stwarza nieograniczone mozliwosci w rozwigzywaniu probleméw planowania,
co nakazywaloby fundusze na dzialalnos$¢ w tym zakresie alokowa¢ gdzie indziej
(w celu rozwigzywania innych problemoéw), nalezy traktowaé sceptycznie. W naj-
lepszym wydaniu twierdzenia te zakladaja waska (by¢ moze klasyczng) definicje
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planowania jako statycznego, dobrze zdefiniowanego zadania optymalizacji (ro-
dzaj dzialania polegajacego na rozwigzywaniu problemu). Nawet przy tak waskim
rozumieniu zagadnienia harmonogramowania, trzeba uzna¢ wskazany wniosek
za bardzo dyskusyjny. Pomimo zalet obecnych technik informatycznych, pro-
blemy, ktorymi zajmuja sie obecne technologie szeregowania, naleza na ogét do
grupy NP-trudnych; uzyskiwane rozwigzania stanowig tylko pewne przyblizenie
rozwigzan optymalnych - istnieje zatem wiele mozliwosci ulepszenia technik
dostosowywania réznych klas ograniczen i metod optymalizacji, opierajac si¢ na
réznych zestawach obiektywnych kryteriow.

Ujmujac sprawe szerzej, szeregowanie w praktyce tylko sporadycznie okazuje
sie dobrze zdefiniowanym statycznym zadaniem generatywnym. Zazwyczaj jest
to ciagly, iteracyjny proces, usytuowany w kontekscie planowania/rozwigzywania
problemoéw o nieprzewidzianym/niepewnym charakterze. Kazdy z tych dodatko-

wych aspektow rodzi wazne pytania dotyczace koniecznosci podjecia dalszych
badan.



Rozdziat VIl
Modelowanie przeptywow
produkcyjnych

1. Modelowanie produkcji

Jednym z najbardziej efektywnych sposobéw modelowania przeptywéw produk-
cyjnych jest tzw. analiza strukturalna, zwana takze metoda wejscia-wyjscia (ang.
input-output) (Radzikowski i Sarjusz-Wolski, 1994). W przedstawionym modelu
zaklada si¢, ze wyjscie procesu w sposob jednoznaczny determinuje jego wejscie,
czyli na podstawie znajomosci popytu na wytwarzane dobra mozemy jednoznacz-
nie okresli¢ wielkos$¢ zapotrzebowania na surowce. Rozwazajac proces produkcyj-
ny, definiujemy nastepujace obiekty (Krawczyk, 2001):

1)

2)

3)

4)

Produkt koncowy (finalny) - kazdy obiekt na wyjsciu procesu, ktory
moze by¢ oferowany do sprzedazy.

Potprodukt - to obiekt wytworzony w procesie produkeji na okreslonym
stanowisku badz w grupie stanowisk, ktdry nie jest produktem finalnym, ale sta-
nowi element, bez ktérego produkt konicowy nie powstanie. W modelowa-
niu uznawany za podproces, mogacy sktadac sie z wielu fizycznych faz pro-
dukciji.

Czes$¢ jednostkowa - to obiekt, ktéry bywa rdéznie interpretowany.
W modelowaniu bedzie uznawany za surowiec badz pdétprodukt — w zalez-
nosci od miejsca jego wytworzenia. Czg¢s¢ jednostkowa moze by¢ dostar-
czana gotowa lub produkowana w tym samym procesie produkcyjnym, co
wyréb koncowy.

Surowiec - w projektowaniu produkcji surowcem bedzie kazdy obiekt
nabywany przez przedsigbiorstwo do dalszego wykorzystania w procesie
produkcji. Moga to by¢ np. drewno, stal, ale takze komponenty lub opa-
kowania.

W tym rozdziale do wyjasnienia zasad dzialania metod ilosciowych przyjmie-
my, ze zachodzi taki proces produkeji, w ktorym jest wiele obiektow na wejsciu
i jeden obiekt na wyjsciu (zob. rysunek 114).
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Wejscie (input) Wyijscie (output)

[ — Proces

Y e— produkcji 0
1=(0)

lh ———

Rys. 114. Struktura opisywanego procesu produkgcji

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2001.

2. Drzewo produktu

W rozdziale czwartym zaprezentowano podstawy teoretyczne teorii graféw. W niniej-
szej czesci graf postuzy do przedstawienia drzewa produktu — schematu produk-
cji jednego wyrobu finalnego. Graf bedzie ilustrowal etapy powstawania dobra,
operacje wykonywane w konkretnych etapach, a takze przemieszczanie surowcow
i potproduktow miedzy etapami (Dorp, 2003):
Elementami grafu sa:
1) Wezty (P, PP, ) - odzwierciedlajgce stanowiska wytwarzania produktow,
potproduktéw oraz dostarczania surowcow z magazynu;
2) Strzalki i krawedzie - informujgce o kierunku bezposrednich przepty-
wow materialéw miedzy stanowiskami;
3) Liczby zintegrowane ze strzatkami - przedstawiajace wspolczynniki
bezposrednich nakladéw jednostkowych (zapotrzebowanie do wyproduko-
wania jednego wyrobu koncowego).

Przyktad 1

Mate przedsiebiorstwo zajmuje si¢ wytwarzaniem kolumn pasywnych. Produkt
finalny powstaje poprzez zamontowanie elektroniki w obudowie, ktéra zosta-
ta dostarczona z innych stanowisk. Obudowa i elektronika wytwarzane sg wiec
w réznych miejscach. Obudowa powstaje z surowcow (sklejki baltyckiej i mate-
riatu obiciowego), natomiast elektronika tworzona jest poprzez polaczenie dwoch
potproduktow, traktowanych jako surowce (dostarcza si¢ je do magazynu z inne-
go przedsiebiorstwa).
Oznaczenia i symbole przedstawiono w tabeli 88.
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Tab. 88. Tabelaryczny opis produktu finalnego, pétproduktéw i surowcdw z przyktadu 1

Symbol Nazwa obiektu Jednostka
P, Kolumna pasywna szt.
PP, Elektronika szt.
PP, Obudowa szt.
S, Gtosnik szt.
S, Gniazdo szt.
S, Sklejka battycka m?
S, Materiat obiciowy mb (szer. 1,0 m)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nastepnym krokiem jest wskazanie doptywu materialéw dla kazdego ze stano-

wisk — zob. rysunki 1151 116.
/N

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2011.

d od 6

Rys. 116. Doptywy materiatowe do PP ido PP,

Rys. 115. Doptywy materiatowe do P,

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2011.

Ostatnim krokiem jest polacznie stworzonych graféw w drzewo produktu
- zob. rysunek 117.
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Poziom0O /-

/\

Rys. 117. Drzewo produktu P,

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2011.

Podsumowujac, aby stworzy¢ model produkeyjny za pomoca drzewa produk-
tu, trzeba zrealizowa¢ nastepujace kroki:
1. Podac zwiezly opis powstawania produktu finalnego i jego etapy.
2. Przedstawi¢ odpowiednie symbole dla elementéw procesu.
3. Dla kazdego etapu zilustrowa¢ bezposrednie pochodzenie materiatéw oraz
poda¢ wspolczynniki bezposrednich naktadéw jednostkowych.

4. Na podstawie powyzszych krokéw utworzy¢ graf, ktéry bedzie drzewem
produktu.

3. Tworzenie listy materiatowej produktu
- postepowanie iteracyjne

Lista materialowa produktu obejmuje wszystkie poziomy przetwarzania: od su-
rowcow po wyrob gotowy. Dzieki niej znane jest lgczne zapotrzebowanie na
surowce i potprodukty - na kazdym poziomie procesu produkcyjnego, az do wy-
tworzenia jednostki produktu finalnego. Jest to tzw. zapotrzebowanie wewnetrzne
(Piasecka-Gluszak, 2011).

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

o p —wezel, w ktérym powstaje produkt finalny;

o V - zbidr wszystkich weztow;

o V - zbidr weztéw poprzedzajacych wezel k;
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+ y, - zapotrzebowanie wewnetrzne wynikajgce z potrzeb wezla k;
* a, - wspdtczynnik bezposredniego nakladu wyrobu wezta j na jednostke
wyrobu wytwarzanego w wezle k;

« W.— wezly i-tego poziomu wykonawczego;

o zapis x := y — ,,za warto$¢ x podstaw liczbe y”.

Aby rozpocza¢ algorytm, nalezy okresli¢ zalozenia startowe: W, = {p}. Dla we-
zfa produktu finalnego przyjmujemy, ze zapotrzebowanie y, = 1. Natomiast dla
reszty weztéw zaktadamy poczatkowo y, = 0;

Iteracjai=0
1. Dlakazdego wezta k € W, nalezy okresli¢ zbior jego poprzednikéw V, (kiedy
dla dowolnego k € W, nie istnieje zbiér poprzednikéw, algorytm konczy sie).

vV, ={PP,PP} y,=1 (153)

2. Wezly wchodzgce w skfad zbioréw poprzednikow V, (bedace weztami pozio-
mu i + 1) grupujemy w zbior W, .

W, = {PP, PP} (154)
3. Rozpatrujemy kolejno zbiory V, na poziomie W, . Wiedzac, jakie jest zapo-

trzebowanie y, dla kazdego j € V|, obliczamy zapotrzebowanie wewnetrzne
¥~ korzystajgc z zaleznodci (155).

Y=Y A Xy, (155)

Wykorzystujac dane zintegrowane z przeptywami w drzewie produktu, obliczamy:

Yo i=0+1x1=1
Vo i=0+1x1=1

Po rozpatrzeniu wszystkich weztéw zbioru W, przechodzimy do kolejnej ite-
racji, powtarzajac algorytm z i = 0.

Iteracjai=1
VPPI = {Sl’ SZ} yPPl =1
VPPZ = {SS’ 84} yPPZ =1

W2: {Sl’ Sz’ Ss’ 54}
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Dla weztéw V-
Vg =0+2x1=2
Yo =0+1x1=1
Dla weztéw V-
y,=0+18x1=18
Y, =0+2,6x1=26

Rozpatrzono wszystkie wezly iteracji i = 1 i stwierdzono, ze zaden z weztéw W,

nie ma nastgpnika — algorytm dobiega wigc konca. Uzyskane wyniki prezentuje
lista materiatowa w tabeli 89.

Tab. 89. Lista materiatowa produkcji z przyktadu 1

Symbol Nazwa obiektu Jednostka llosé
P, Kolumna pasywna szt. 1
PP, Elektronika szt. 1
PP, Obudowa szt. 1
S, Gtosnik szt. 2
S, Gniazdo szt. 1
S, Sklejka battycka m? 1,8
S, Materiat obiciowy mb (szer. 1,0 m) 2,6

Zrédto: opracowanie wtasne.

Otrzymana lista informuje nas, jakie jest szczegétowe zapotrzebowanie materia-
fowe na konkretne komponenty, surowce itd. To metoda, ktéra w bardzo przejrzysty
sposob przedstawia wyniki i ulatwia zaplanowanie optymalnego procesu produkeji.

4, Graf Gozinto

Graf Gozinto daje mozliwo$¢ tworzenia skomplikowanych modeli produkc;ji przy
dos¢ przejrzystej formie prezentacji procesu (Kurbel, 2013). Budowa grafu jest
podobna do drzewa produktu, czyli:
 wezly wyrazaja surowce, potprodukty i produkty finalne;
« strzatki oznaczaja bezposrednie przeplywy materialow;
o liczby zintegrowane ze strzatkami informuja o wspotczynniku bezposred-
nich naktadéw jednostkowych pomiedzy wyrobami.
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Graf Gozinto wyrdznia si¢ tym, ze jeden wezel nie powtarza sig, symbolizujac
jeden wyréb. Dodatkowo kazdy wezel moze posiada¢ wiele poprzednikéw i na-
stepnikdw w zaleznosci od liczby komponentoéw, z ktorych si¢ sktada i do ilu jest
wykorzystywany. W skrajnym przypadku surowce nie majg poprzednikéow a wy-
réb finalny nie posiada nastepnikow.

Przyktad 2

Aby dobrze zobrazowa¢ budowe grafu Gozinto, do przykladu pierwszego z ni-
niejszego rozdzialu dodamy produkt finalny: case, ktéry tworza dwa pétproduk-
ty: skrzynia i kotka. Obudowa II sktada sie ze sklejki (S,), materiatu obiciowego
(S,) i facznikéw aluminiowych (w sztukach) - S, natomiast kétka sg surowcem
(w sztukach) - .

Rys. 118. Graf Gozinto dla produktéw z przyktadu 2

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Kurbel, 2013.

Stworzenie grafu pod wzgledem technicznym moze by¢ klopotliwe, dlatego
petni on funkcje ilustracyjna, a cala analiza wykonywana jest niejako poza grafem
- za pomocg podejscia iteracyjnego lub w formie algebraicznej. Dane liczbowe
przypisane do przeptywéw podane zostaly w tabeli 90.
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Tab. 90. Tabelaryczny zapis grafu Gozinto produktéw z przyktadu 2

po:::tzlf: wy Wezet koricowy Wsagt(i:);l:lnik Opis

X PP, 1 1 gtosnik na 1 szt. elektroniki
S, PP, 1 1 gniazdo na 1 szt. elektroniki
S, PP, 1,8 1,8 m? na 1 obudowe
S, PP, 2,2 2,2 m*na 1 skrzynie
S, PP, 2,6 2,6 mb na 1 obudowe

S, PP, 5,8 5,8 mb na 1 skrzynie

S, PP, 4 4 taczniki alu. na 1 skrzynie
S, P, 4 4 kétka na 1 case
PP, P, 1 1 elektronika na 1 kolumne
PP, P, 1 1 obudowa na 1 kolumne
PP, P, 1 1 skrzynia na 1 case

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tabelaryczny zapis przeptywoéw zawiera informacje na temat bezposrednich

zwiazkow stanowisk w procesie. Natomiast nie jest przydatny do wyliczenia zapo-

trzebowania materialowego.

Kolejnym krokiem do uzyskania listy materialowej bedzie wigec wyznaczenie
macierzy wspoélczynnikéw bezposrednich naktadéw jednostkowych A.

Tab. 91. Macierz wspédtczynnikow bezposrednich naktadéw jednostkowych A - przyktad 2

Al s | s, | s, | s, | s, | s [P |pep,|pr|oP | P,
s, 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
s, | o 0 0 0 0 0 1 0 0
s, 0 0 0 0 0 0 o | 18 | 22 | o 0
s, | o 0 0 0 0 0 o | 26 | 58 | o 0
S, 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0
s, | o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
PP, | © 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
PP, | © 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
PP, | © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
P, | o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P, | © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Macierz A informuje nas o bezposrednich nakladach jednostkowych; za jej po-
moca mozemy obliczy¢ zapotrzebowanie dla dowolnej oferty sprzedazowej czy
zamowienia.

5. Wyznaczanie zapotrzebowania na potprodukty
i surowce

Znajac uprzednio zapotrzebowanie rynkowe lub zaméwienie zewnetrzne na pro-
dukty finalne i pétprodukty, korzystajac z grafu Gozinto, wyznaczamy wielkosci
potrzebnych nam surowcéw i potproduktéw. Do obliczenia tego zapotrzebowania
mozemy postuzy¢ si¢ dwoma sposobami:

1) Postepowanie iteracyjne (podobne do tego, ktére zastosowano w liscie ma-

teriatowej).

2) Postepowanie algebraiczne.
Pierwsze postepowanie jest bardzo pracochlonne — w przeciwienstwie do drugie-
go, znacznie mniej wrazliwego na modyfikacje parametréw i fatwiejszego do za-
stosowania w praktyce w arkuszu kalkulacyjnym. Dlatego w dalszej czesci uwaga
zostanie po$wigcona postepowaniu algebraicznemu (Krawczyk, 2011).

Przyktad 3 - rozwiagzanie algebraiczne

Wracajac do przedsiebiorstwa produkujacego kolumny i case'y, rozwazamy sytu-
acje, w ktorej wplyneto do niego zamdwienie na 460 glosnikow, 800 casedw, a takze
100 pdtproduktow (10 obuddw glosnikéw i 80 skrzyn). Sprzedazy podlegaé beda pot-
produkty i produkty. Surowcéw nie bedziemy uwzglednia¢ w zapotrzebowaniu ze-
wnetrznym; struktura postepowania z technicznego punktu widzenia na to pozwala.

Zapotrzebowanie mozemy podzieli¢ na:

o zewnetrzne - dk,

o wewnetrzne - y,.

Laczne zapotrzebowanie r, mozna wyrazi¢ wzorem (156).

re Yt dk (156)

W zapisie macierzowym wszystkich wezlow grafu elementy réwnania prezen-
tujemy w formie wektoréw:
r=y+d (157)
gdzie:
« wektor r - wektor wielko$ci produkcji w poszczegdlnych wezlach grafu,
« wektor y — wektor wielkosci produkeji skierowanej do dalszego przetwarza-
nia na innych stanowiskach,
» wektor d — wektor liczby wyprodukowanych poétproduktéw i produktow,
przeznaczonych do sprzedazy.
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W naszym przypadku mozemy uznad, ze wektor d jest znany na podstawie za-
potrzebowania zewnetrznego. W tym momencie liczba niewiadomych jest wiek-
sza od liczby réwnan. Jednak, za pomocg macierzy bezposrednich naktadow jed-
nostkowych A, pomnozonej przez wektor r, pozbywamy si¢ problemu, skracajac
niewiadoma y.

y=AXxr (158)
dlatego tez:
r=Axr+d (159)

Naszg niewiadomg jest wektor r wiec, zgodnie z zasadami rachunku macierzowe-
go, rozwigzanie réwnania macierzowego mozna wyznaczy¢ za pomoca wzoru (160):

r=(I-A)'xd (160)
gdzie: I jest macierzg jednostkowa odpowiednich wymiardw.
Poniewaz na gléwnej przekatnej macierzy I - A znajduja si¢ jedynki, mamy

pewno$¢ istnienia macierzy do niej odwrotnej, zwanej macierza przeplywow po-
srednich i bezpo$rednich, oznaczanej przez V - zob. tabela 92.

V=(I-A)" (161)
stad:
r=Vxd (162)

Tab. 92. Macierz V produkcji z przyktadu 3

v S, S, S, S, S, S, | PP, | PP, | PP, | P P,
S 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

S, 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

S, 0 0 1 0 0 0 0 1,8 | 22 | 1,8 | 22
S, 0 0 0 1 0 0 0 26 | 58 | 26 | 58
S, 0 0 0 0 1 0 0 0 4 0 4

Se 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 4
PP, 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
PP, 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
PP, 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

P, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

P, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Po pomnozeniu macierzy V przez wektor d (zapotrzebowania zewnetrznego)
mozemy okresli¢ zapotrzebowanie na wszystkie produkty, pétprodukty i surowce
- zob. tabela 93.

Tab. 93. Zapotrzebowanie wewnetrzne r na podstawie zamdwienia zewnetrznego d - przyktad 3

d r
460
460
2800

-

N

w

nhlnhlunloun

IS

6352

3520
3200

oO|lo|o|o|o| o o

460

PP 20 480

PP, 80 880
460 460

800 800

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wida¢ podobienstwo macierzy V z lista materiatlowa (ang. bill of material
- BOM), jednak macierz V daje nam duzo wiecej informacji. W przeciwienstwie
do listy materialowej, przedstawia ona zapotrzebowanie dla kazdej pary stano-
wisk (wezlow), pokazujac zaleznosci (przeplyw materiatéw) bez wzgledu na to,
czy sa to przeplywy bezposrednie czy posrednie. Innymi stowy, np. méwi nam,
ile potrzebujemy jednostek surowca S_do wyprodukowania jednego wyrobu P_
Dodatkows zaletg macierzy V jest mozliwo$¢ jej wykorzystania w przypadku po-
siadania informacji na temat zapotrzebowania dla kolejnych n okreséw. Mozemy
uzyska¢ informacje wynikowa dla wielu okreséw wprzod jednoczesnie, poprzez
pomnozenie macierzy:

R=VxD gdzieD=1[d, d,....d] (169

2 n

gdzie: wektory kolumnowe d, d,, ..., d zawierajg zapotrzebowania zewnetrzne
dla kolejnych n okresow. Da]e to przewage metodzie algebraicznej nad iteracyjna,
w przypadku ktdrej, aby uzyska¢ wynik dla kolejnych okreséw, nalezaloby powta-
rza¢ algorytm n razy.
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6. Analiza czasu wykonywania wyrobow

Powyzsze przyktady dotyczyly ilosci wyrobdw i surowcow. Jest to bardzo wazny
element modelowania przeptywow produkcyjnych, ale nie jedyny. Drugim klu-
czowym skladnikiem analizy na podstawie modelu przeplywéw produkcyjnych
okazuje si¢ czas — wytwarzania poszczegélnych pélproduktéw i produktow. Za-
kiada si¢ stosunkowo krotki okres dostarczania surowcéw z magazynu i uznaje
sie te wielko$¢ za nieistotng (jako przygotowanie do produkcji); zatem w obli-
czeniach przyjmiemy warto$¢ 0. W kolejnych przepltywach sprawa komplikuje
sie, gdyz czynnosci produkcyjne moga by¢ wykonywane réwnolegle. Gdyby po-
ming¢ mozliwo$ci réwnoleglej pracy stanowisk, wystarczyloby pomnozy¢ taczny
czas wykonania jednostki wyrobu z zapotrzebowaniem. Skoordynowanie wielu
réwnoleglych stanowisk daje wieksze mozliwosci poprawienia wydajnosci pro-
cesu. Patrzac z perspektywy jednego stanowiska, wyznaczenie czasu wydaje sig
dos¢ proste. Przyjmijmy, ze w weZle k jednostkowy czas wytworzenia wynosi ¢,,
a z wcze$niejszych obliczen wiemy, jakie jest zapotrzebowanie na wyroby r,. Lacz-
ny czas wytworzenia tych elementéw bedzie iloczynem ¢,i r,.

Przyktad 4 - analiza czasu wytwarzania

Na podstawie wczesniejszego przykladu i tabeli zapotrzebowania tygodniowego
obliczymy czas wytwarzania na poszczegdlnych stanowiskach. Przedsigbiorstwo
produkujace kolumny i case’y pracuje pie¢ dni w tygodniu, a dzienny proces pro-
dukgji trwa siedem godzin. Z tego wynika, ze w tygodniu mamy do dyspozycji
2100 minut. W obliczeniach warto pamigta¢ o odpowiednim doborze jednostek
czasu, co pozwoli nam na przedstawienie jednolitych danych i ulatwi ich inter-
pretacje. Dlatego dane czasowe zostang przeliczone na minuty, a takze na czesci
tygodnia. Kazda z mozliwos$ci bedzie wykorzystana w innych przypadkach.

Dane na temat jednostkowych czaséw wytwarzania zostaly przedstawione
w tabeli 94. Na ich podstawie — informacji o zapotrzebowaniu, a takze jednostko-
wych czasach wytworzenia wyrobu — mozemy przeprowadzi¢ odpowiednie obli-
czenia (zob. tabela 94).

Tab. 94. Czasy wytwarzania pétproduktéw i produktéw dla przyktadu 4

d r t t. r.xt. r.oxt.,
S, 0 460 0 0 0 0
S, 0 460 0 0 0 0
S, 0 2800 0 0 0 0
S, 0 6352 0 0 0 0
S, 0 3520 0 0 0 0
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d r t . t. rxt . rxt.,
S, 0 3200 0 0 0 0
PP, 0 460 20 0,009524 9200 4,380952
PP, 20 480 54 0,025714 25920 12,34286
PP, 80 880 68 0,032381 59840 28,49524
A 460 460 22 0,010476 10120 4,819048
2 800 800 16 0,007619 12800 6,095238

Zrédto: opracowanie wtasne.

gdzie:
+ t - jednostkowy czas wytworzenia w minutach,
e t - czas jednostkowy przeliczony jako utamek tygodnia,
o k — konkretne stanowisko (wezet),
e r Xt - czas w minutach potrzebny do wykonania zaméwienia d,,
o r Xt - liczba tygodni potrzebnych do wykonania zaméwienia d, .

Czas wyrazony w minutach jest przydatny we wszystkich obliczeniach ope-
racyjnych, natomiast przedstawiony w czesciach tygodnia obrazuje obcigzenie
stanowisk, co moze nam pomdc w okresleniu struktury i liczby. Z ostatniej ko-
lumny tabeli 94 dla pétproduktu PP, wynika, Ze podzespoly te bedg potrzebo-
waly przy jednym stanowisku az 28,5 tygodnia na zrealizowanie zamdwienia.
To sugeruje konieczno$¢ rozpoczecia produkeji z odpowiednim wyprzedzeniem
lub stworzenia kilku réwnolegtych stanowisk. Liczbe potrzebnych stanowisk do
wykonania zaméwienia tygodniowego ustalamy na podstawie ostatniej kolumny
- poprzez zaokraglenie w gore. Z tego wynika, Ze potrzebujemy pigciu stanowisk
do produkgji PP, trzynastu stanowisk do produkcji PP,, dwudziestu dziewigciu
dla PP, pieciu dla P, oraz siedmiu odnos$nie P,, aby sprosta¢ zaméwieniu. Innym
sposobem okazuje si¢ rowniez wydluzenie czasu pracy produkeji.

Technike te mozemy wykorzystac takze dlugoterminowo, znajac zapotrzebowanie
na kilka okreséw do przodu. Wtedy obliczamy kazdy tydzien oddzielnie, a najwyz-
sza warto$¢ sposrod wierszy wynikowych okresli nam liczbe potrzebnych stanowisk.
Dodatkowo wyliczamy procentowe oblozenie stanowisk w kolejnych okresach, co
sklania do przemyslen na temat ich optymizacji, sposobu przyjmowania zaméwien
i ogdélnego poprawienia wydajnosci przy jednoczesnej redukeji kosztow.

Zgodnie z wczesniejszg metoda obliczania zapotrzebowania ilosciowego na wy-
roby mozemy wykona¢ analize czasowq za pomocg postepowania algebraicznego.
Wystarczy stworzy¢ macierz jednostkowych czaséw wytwarzania B na podstawie
t badit ,w ktorej wartosci czasowe zostang zapisane na gtownej przekatnej,
natomiast pozostate pola beda zerowe — i pomnozy¢ te macierz przez wektor za-
potrzebowania r badz macierz zapotrzebowania R na kolejne kilka okreséw.
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7. Optymalizacja produkcji

Kolejnym elementem sprawnego procesu produkcji jest optymalizacja. Wczesniej
skupialismy sie¢ na zalezno$ciach strukturalnych procesu produkcji, przyjmujac,
ze znamy liczbe zamoéwien, naktady czasu na ich realizacje, a takze strukture prze-
plywéw miedzy stanowiskami. Teraz warto spojrze¢ na to z innej perspektywy.
W realnym $wiecie nie jesteSmy w stanie doktadnie przewidzie¢ liczby zaméwien.
Tworzac model produkcyjny w takich warunkach, musimy by¢ $wiadomi, ze
w jednym momencie nasze stanowiska pozostang niewykorzystane, a w drugich
nie bedziemy w stanie sprosta¢ zaméwieniu. Tutaj waznym narzedziem moze by¢
przemyslane przyjmowanie zamoéwien wraz z informacja o realnym czasie ich wy-
konania.

7.1. Maksymalizacja wykorzystania czasu pracy

W naszym przykladowym przedsiebiorstwie sprzedazy podlegaja potprodukty
i produkty. Okreslone warunki tejze moga by¢ dopuszczalne, czyli mozliwe do
zrealizowania lub niedopuszczalne, kiedy nie mozemy im sprostac. Te drugie be-
dziemy wykluczac z analizy.

W przypadku poszukiwania optymalnego wykorzystania czasu pracy musimy
posiada¢ macierz V i macierz B — zob. tabela 95.

Tab. 95. Macierz B (naktady czasu w poszczegdlnych weztach)

B | S | S | S | S | s | s |Pp|PP|PP| P | P
S, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
PP, | 0 0 0 0 0 0 | 2 | o 0 0 0
PP 0 0 0 0 0 0 0 | 54 | © 0 0
PP, | 0 0 0 0 0 0 0 0 | 68 | © 0
P, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 2 | o
P, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 16

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Na podstawie macierzy V i B oraz tabeli dyspozycyjnoséci czasu pracy mozna
sformutowac funkcje przedstawiajacg sumaryczny czas pracy i szukaé optymalne-
go rozwigzania — zob. tabela 96.

Tab. 96. Dyspozycyjny czas pracy przedsiebiorstwa z przyktadu 2

K Liczba stanowisk Dyspozycyjny czas pracy (min)
PP, 5 10500
PP, 13 27300
PP, 29 60900
P, 5 10500
P, 7 14700

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ponadto, oprocz standardowych zmiennych, do modelu optymalizacyjnego
wprowadzimy zmienne przedstawiajace niewykorzystany czas pracy (zmienne
swobodne dla réwnan czasu wykonania polproduktéw i produktéw). Dodatko-
we zmienne (zmienne swobodne) przeksztalcg posta¢ ograniczen z nieréwnosci
na réwnania (posta¢ kanoniczna modelu). Naszym celem jest zminimalizowanie
niewykorzystanego czasu.

niewykorzystany czas M S L X, > min
PP, 20x, + 20x, + X, = 10500
PP, 54x, + 54x, + X, = 27300
PP, 68x, + 68x, + X = 60900
P, 22x, + X, = 10500
P, 16x, +  x, = 14700

X, 20 x,20 x,20 x,20 x.20 x =0 x,=20 x820 x920 xsz

Po obliczeniach wykonanych za pomoca dodatku Solver' otrzymujemy opty-
malny wynik w liczbach catkowitych. Rozwigzanie modelu informuje nas, ze naj-
mniejszg ilo§¢ niewykorzystanego czasu, czyli 456 minut, otrzymamy, produku-
jac: 48 sztuk PP, 28 sztuk PP, 0 sztuk PP, 477 sztuk P 1895 sztuk P,

Oczywiscie jest to przyklad, w ktérym ograniczeniem byt tylko czas. W rzeczy-
wistosci trzeba bra¢ pod uwage takze inne bariery, jak np. wielko$¢ zaméwienia
czy maksymalizacja zysku. Tq ostatnig zajmiemy si¢ bardziej szczegétowo.

1 Solver - dodatek optymalizacyjny do arkusza kalkulacyjnego Excel, dostepny w ramach stan-
dardowego pakietu Microsoft Office.
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7.2. Maksymalizacja zysku

Z reguly glownym celem przedsiebiorstwa jest zysk, determinujacy podmiot do
dzialania. Jak do tej pory optymalizowalismy elementy zwigzane ze strukturg
techniczng procesu produkcji. Teraz musimy uwzgledni¢ réwniez aspekty ekono-
miczne. Oczywiscie, szukajac optymalnego dla potrzeb firmy zysku, méwimy tu
o jego przewidywaniu, gdyz rzeczywisty zysk mozemy uzyskac dopiero po sprze-
dazy.

Najwazniejszym zadaniem jest sformulowanie funkcji do wyliczenia poten-
cjalnego zysku, ktory na potrzeby postepowania optymalizacyjnego mozna dla
uproszczenia przedstawic¢ jako réznice miedzy ceng sprzedazy a zmiennymi kosz-
tami produkcji. Aby stworzy¢ funkcje, musimy odnalez¢ zyski kalkulacyjne dla
poszczegolnych potproduktow i produktéow. Niezbedna okazuje sie wigc tu wie-
dza dotyczaca jednostkowych cen surowcéw, kosztow naktadu pracy na stanowi-
skach, zmiennych kosztow jednostkowych oraz cen wyrobow.

Zyski kalkulacyjne przedstawione zostaly w tabeli 97.

Tab. 97. Zyski kalkulacyjne produkcji z przyktadu 2

PP, PP, PP, P P

Zysk (z4) 6 32 36 126 94

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy rozwigza¢ ponizszy model:

zysk 6x, + 32x,+ 36x,+ 12x, + 94x, > max
PP, 20x, + 20x, < 10500
PP, 54x, + 54x, < 27300
PP, 68x, + 68x, < 60900
P, 22X, < 10500
P, 16x, < 14700
X 20 x, 20 x,20 x,20 X >0

Rozwigzanie optymalne skonstruowanego modelu informuje nas, ze produku-
jac 48 sztuk PP , 28 sztuk PP, 0 sztuk PP, 477 sztuk P, i 895 sztuk P,, osiggniemy
najwigkszy zysk — wyniesie on 145 416 ztotych.



Rozdziat VI
Wprowadzenie do metod
symulacyjnych

Symulacja komputerowa to technika badan operacyjnych, a w zasadzie zbior
metod i technik stosowanych do analizy zlozonych systemoéw, ktdre nie daja sie
opisa¢ analitycznie. Imituje ona funkcjonowanie rzeczywistego systemu w cza-
sie za pomoca odpowiedniego oprogramowania komputerowego. Symulacja
(z tac. similis — ,,podobienstwo”) wywodzi sie z teorii statystyki i z metod analizy
zlozonych stochastycznych systemoéw fizycznych. Polega na eksperymentowa-
niu na modelu matematycznym systemu - zamiast bezposrednio na badanym
obiekcie.

1. Podstawowe pojecia i klasyfikacja modeli
symulacyjnych

Zdefiniujmy podstawowe pojecia zwigzane z symulacja. Sg to:

1) System - zbior jednostek, ktore dzialaja i wspdtdziataja w celu osiagnigcia
pewnego logicznego celu. Systemy z reguly sa dynamiczne, ich stan zmienia
sie w czasie.

2) Stan systemu - zbiér wartosci zmiennych niezbednych do opisu poto-
zenia systemu w dowolnym momencie czasu. Dla przyktadu: bank - stan
stanowisk obstugi, liczba klientéw czekajacych na obstuge. Stan tego syste-
mu zmienia si¢ w momencie przybycia nowego klienta i opuszczenia banku
przez klienta obstuzonego.

3) Zmienne stanu - np. liczba zajetych stanowisk obstugi, liczba klientow
w banku, czas przybycia nastepnego klienta, czasy zakonczenia obstugi
klientow.

Podstawowym narzedziem symulacji jest model symulacyjny - zbior zato-
zen odnosnie funkcjonowania systemu, wyrazonych w formie matematycznych
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lub logicznych relacji miedzy interesujacymi obiektami systemu. Celem konstruk-
cji modelu symulacyjnego jest wykorzystanie go w eksperymentach, w zastep-
stwie systemu rzeczywistego. Tworzac model matematyczny badanego systemu,
powinno si¢ stosowaé nastepujace reguly (Gordon, 1974, s. 30-31; Mielczarek,
2009, s. 19-20):

1) Struktura blokowa - system powinien by¢ przedstawiony w postaci blo-
kowej (jako zbior blokéw lub podsysteméw). Kazdy blok winien opisywaé
pewna cze$¢ systemu i zawiera¢ informacje na temat zmiennych wejscio-
wych i wyjsciowych.

2) Zgodnos¢ z celem badan - model powinien opisywa¢ tylko te elemen-
ty systemu, ktore sa istotne ze wzgledu na cel badan; informacje nieistotne
komplikujg model, zwigkszaja tez czasochtonnos¢ jego rozwiazania.

3) Dokladnos¢ informacji zebranej dla modelu - jest to cecha istotnie
zwigzana z celem badan.

4) Integracja - nalezy wzia¢ pod uwage zakres, w jakim zbiory obiektow
mozna laczy¢ w obiekty uogdlnione - zwigzane $cisle z celem badania oraz
adresatem wynikéw badan.

Modele symulacyjne mozna sklasyfikowaé, wykorzystujac rézne kryteria,

W nastepujacy sposob:

1) Modele fizyczne (analogowe) i matematyczne - w modelu fizycz-
nym atrybuty obiektéw przedstawiane sg przez wielkosci fizyczne, a dzia-
tania systemu rzadza sie prawami fizycznymi; w modelu matematycznym
obiekty systemu i ich atrybuty przedstawiane sg przez zmienne i parametry
funkeji matematycznych.

2) Modele analityczne lub numeryczne - w matematycznym modelu
analitycznym, statycznym (w stanie ustalonym) lub dynamicznym (atry-
buty modelu s3 funkcjami czasu) zaleznosci zapisane sa za pomocg formut
matematycznych - rozwigzanie uzyskuje si¢ dzigki metodom analizy ma-
tematycznej (np. rozwigzujac odpowiednie réwnania rézniczkowe). Mode-
le numeryczne dostarczajg wynikéw za pomoca algorytméw numerycznych
- czesto w przyblizeniu.

3) Modele preskryptywne lub opisowe (deskryptywne) - pierwsze
stuza sformufowaniu problemu i poszukiwaniu optymalnego rozwiazania
problemu; drugie — oszacowaniu wartosci zmiennych wyjsciowych.

4) Modele dyskretne lub cigglte - klasyfikacja ta bierze pod uwage cha-
rakter zmiennych wystepujacych w modelu. Szczegélnie istotny jest sposéb
potraktowania czasu - jezeli zmiany w modelu wystepuja w sposob ciagly
w czasie, to model klasyfikujemy jako ciagly; gdy w scisle okreslonych chwi-
lach - méwimy o modelu dyskretnym.

5) Modele stochastyczne lub deterministyczne — w modelu determini-
stycznym nie wystepuja elementy losowe; w stochastycznym przynajmniej
cze$¢ zmiennych ma charakter zmiennych losowych.
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6) Modele statyczne lub dynamiczne - w modelu statycznym opisywany
jest chwilowy stan systemu w okreslonym momencie czasu; w dynamicz-
nym mozna obserwowac zmiany pojawiajace si¢ wraz z uptywem czasu.

7) Modele otwarte lub zamkniete — w pierwszych uzyskane wyniki nie
s3 wykorzystywane do wprowadzania modyfikacji parametréow wejscio-
wych; w drugich wyniki poréwnuje sie¢ z zatozonym celem i modyfikuje pa-
rametry wejsciowe tak, aby uzyskac zatozony cel.

2. Zalety i wady symulacji

Symulacja komputerowa posiada olbrzymie zalety, m.in.:

1) Umozliwia studiowanie funkcjonowania rzeczywistego systemu, nie wply-
wajgc na niego; jest to istotne w systemach ekonomicznych, np. badanie
wplywu zmiany ceny produktu w rzeczywistosci, a nie na modelu, mogtoby
mie¢ fatalne skutki biznesowe. Podobnie dzieje si¢ w przypadku np. analizy
wplywu zmian podatkowych czy tez strategii wojennych.

2) Model symulacyjny nie musi by¢ tworzony od poczatku w sposéb bar-
dzo szczegolowy. Jest agregatem sktadajacym sie z blokdéw bedacych pro-
stymi modelami opisujagcymi zaleznosci miedzy elementami badanego
systemu.

3) Wymaga szczegotowej analizy problemu, w celu wygenerowania wymaga-
nych informacji. Proces ten odkrywa czasem pewne niedoskonatosci funk-
cjonowania badanego systemu, ukryte sprzezenia — pomaga to w udoskona-
leniu jego funkcjonowania.

4) Jest latwiejsza od metod analitycznych.

5) Nie wymaga tak wielu uproszczen, jak ma to miejsce w przypadku modeli
analitycznych.

6) Wigksza elastyczno$¢ w opisie rzeczywistego systemu.

7) Raz stworzony model moze by¢ wielokrotnie uzywany dla analizy wptywu
réznych polityk, parametréw itd.

8) Moze by¢ efektywnym narzedziem szkoleniowym dla pracownikéw i me-
nedzerow.

9) Ma wiele zastosowan — kontrola zapasdw, analiza systeméw masowej obstu-
gi, planowanie strategiczne, budzetowanie itd.

Obok niewatpliwych zalet, symulacja ma tez pewne wady:
1) Stworzenie dobrego modelu symulacyjnego moze by¢ kosztowne i trwaé
dos¢ dtugo.
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2) Symulacja nie jest technikg optymalizacyjna. Mozna dokonywa¢ optymali-
zacji na bazie wynikow symulacji, ale jest to proces wolny, a niekiedy i kosz-
towny.

3) Wyniki symulacji s3 wrazliwe na sposdb sformufowania modelu. Bledy
i brak precyzji w opisie wystepujacych zaleznosci mogg prowadzi¢ do nie-
prawidtowych wnioskéw. Zmiana parametréw i zalozen wejsciowych wy-
maga powtdrzenia badania symulacyjnego.

4) Wyniki symulacji traktujemy jako oszacowanie charakterystyk systemu przy
przyjetych zalozeniach.

3. Podstawowe metody modelowania
symulacyjnego

W modelowaniu symulacyjnym wyroéznia si¢ trzy gtéwne metody:

1) Metoda Dynamiki Systemoéw (ang. system dynamics - SD), opracowana
w latach piecdziesigtych XX wieku przez Jaya Forrestera w Massachusetts In-
stitute of Technology. Metoda dziala na wysokim poziomie abstrakgji i jest
najczesciej stosowana do modelowania strategicznego. Ryszard Lukaszewicz
(Lukaszewicz, 1975) dokonal wyrdznienia trzech podstawowych elementéw
wystepujacych w modelowanych obiektach:

o poziom (ang. level) — wielko$¢ chwilowa, ktora okresla stan wyrdznionego
elementu systemu;

o przeplyw (ang. flow) — strumien okreslajacy szybkos¢, z jaka zmieniaja si¢
wartosci poziomdw;

« zmienne decyzyjne - odpowiadaja za regulacje wielkosci przeplywow

w zaleznosci od informacji o chwilowych stanach systemu.

Kazdy proces w SD jest modelowany jako przeplyw. Metoda ta wyko-
rzystuje struktury pozwalajace na odwzorowanie skomplikowanych relacji
o nieliniowym charakterze, czyli:

o petle przyczynowo-skutkowe oparte na wystepujacych w systemie sprze-
zeniach zwrotnych;
« poziomy i przeplywy obrazujace stan systemu w wybranej chwili.

Sprzg¢zenia zwrotne stanowig podstawe dynamicznej natury zlozonych
systeméw. Wykazywana przez nie dynamika wiaze si¢ z wystepowaniem
i interakcja dwoch rodzajow sprzezen zwrotnych:

o dodatnich (ang. positive feedback), cechujacych si¢ tendencja do samo-
wzmacniania (ang. self-reinforcing), objawiajacego sie gwalttownym wzro-
stem warto$ci liczbowych okreslonych zmiennych;
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« ujemnych (ang. negative feedback), stanowiacych przeciwwage dla sprze-
zen dodatnich, co wiaze si¢ z ich dzialaniem réwnowazacym (ang. self-
-correcting).

Poszukiwanie tych zaleznosci w badanych systemach jest istota mo-
delowania za pomocag metody SD. Wywodzi si¢ ona z analizy systemow
technicznych i przemystowych, jednak sprawdza si¢ doskonale w badaniu
zjawisk zachodzacych w systemach spotecznych, ekonomicznych itd. Dy-
namika systemowa jest najczesciej wykorzystywana do konstrukcji modeli
zarzadzania strategicznego, marketingu, zagadnien makroekonomicznych,
systemow ekologicznych oraz spolecznych.

Metoda Symulacji Zdarzen Dyskretnych (ang. discrete events si-

mulation — DES), opracowana i zaprogramowana przez Geoffreya Gordo-

na w 1961 roku w firmie IBM (system General Purpose Simulation System

- GPSS). Jest to podejscie zorientowane na modelowanie proceséw na

srednim i $rednio-niskim poziomie abstrakcji. Glowna jego ideg jest trak-

towanie systemu jako procesu, tj. sekwencji operacji wykonywanych przez
rézne podmioty. Schemat blokowy modelu zwykle rozpoczyna si¢ blokami
stanowigcymi ,,Zrédla’, ktdre generuja zgtoszenia/podmioty pojawiajace si¢

w systemie, a konczy blokami ,wyj$¢” zgloszen z systemu. Diagramy tego

typu sa szeroko stosowane do opisu proceséw biznesowych. Modelowanie

za pomocg symulacji zdarzen dyskretnych stosuje si¢ w symulacji procesow
produkcji, systemow ustugowych, systeméw ochrony zdrowia (zob. Miel-

czarek, 2009; Gajda, 2017).

Metoda Symulacji Wieloagentowej (Agent-Based-Simulation - ABS)

- najnowsza z metod, szybko rozwijajaca sie. XXI wiek, wraz z boomem

w zakresie przetwarzania komputerowego, uczynit ABS metoda majaca ko-

mercyjne zastosowanie do rozwigzywania zadan biznesowych o duzej skali.

Ponadto, w poréwnaniu z innymi metodami symulacyjnymi, techniki ABS

wykazujg obecnie najszybszy wzrost zakresu wykorzystania. ABS stosuje

podejscie oddolne, gdzie system opisywany jest jako wzajemne oddziatywa-
nie obiektow-agentéw z ich wlasnymi regutami behawioralnymi. Zachowanie
sie calego systemu objawia si¢ jako podsumowanie indywidualnych dziatan
agentow. Modele wieloagentowe moga si¢ rézni¢ - poczawszy od bardzo
szczegotowych, w ktorych agenci reprezentujg obiekty fizyczne, do wysoce
abstrakcyjnych, gdzie agenci sa konkurujagcymi projektami lub aktywami.
ABS wykorzystuje si¢ do modelowania i symulacji wielu zagadnien, po-
czawszy od rynkow po logistyczne fancuchy dostaw — wszedzie tam, gdzie
musimy skupi¢ si¢ na poszczegoélnych obiektach i opisac ich lokalne zacho-
wanie oraz wzajemne interakcje. Modele oparte na podejsciu ABS moga si¢
bardzo rézni¢. Znajdziemy nawet przyklady ich pewnych specyficznych za-
stosowan, jak np. w naukach spolecznych, w symulacji ruchu drogowego,
w modelowaniu epidemiologicznym (zob. Klugl i Bazzan, 2012)
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Wiszystkie trzy podejscia do modelowania sa w miare niezalezne. Kazde ma swoj
unikalny zestaw narzedzi, mocne i stabe strony. Wybdér metody powinien by¢ do-
stosowany do badanego systemu i celu modelowania. Jednakze wickszos¢ rzeczywi-
stych przypadkoéw okazuje si¢ zbyt skomplikowana, by mozliwe bylo wykorzystanie
modelowania za pomocg jednej tylko metody. Wygodnie jest opisywanie rozma-
itych czedci systemu za pomocg roznych podejs¢ do modelowania. Polaczenie me-
tod moze zapewnic stworzenie doktadnego i wielofunkcyjnego modelu systemu.

Rysunek 119 przedstawia schemat klasyfikacyjny metod symulacji komputero-
wej z uwzglednieniem symulacji mieszanej — hybrydowej. Jej cecha charaktery-
styczna jest wykorzystanie funkeji dyskretnych i ciggtych do opisu charakterystyk
zmiennych stanu systemu, a takze zastosowanie zarowno funkgji dyskretnych, jak
i ciagtych do opisu uptywu czasu. W literaturze (Latuszynska, 2020) znajdziemy
szeroki przeglad zastosowan modeli hybrydowych faczacych podejscie SD z po-
dejsciem ABS, a takze informacje na temat zastosowann modeli hybrydowych
faczacych modelowanie SD i DES oraz odnosnie dostepnego oprogramowania
(Brailsford, Eldabi, Kunc, Mustafee i Osorio, 2018).

Czas
ciagty |quasi-ciqg{y dyskretny
2 . SYMULACJA SYMULACJA Symulacja proceséw
] Ciagte CIAGEA MIESZANA (systemow) ciagtych
% (HYBRYDOWA) Y e
c
-E SYMULACJA SYMULACJA Symulacja proceséw
& | dyskretne MIESZANA DYSKRETNA (systemow) dyskretnych
(HYBRYDOWA)
Symulacja Symulacja
z czasem ciggtym z czasem dyskretnym
Symulacja Symulacja Symulacja
namaszynach | zkrokiem sterowana
analogowych | czasdwym zdarzeniami

Metoda planowania zdarzen
Metoda przegladania dziatan
Metoda interakcji procesowej

Rys. 119. Schemat klasyfikacyjny metod symulacji komputerowej

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tatuszyriska, 2011.
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4, Etapy symulacji

Proces symulacji w przypadku modeli dynamicznych wymaga uruchomienia
funkcjonowania modelu w czasie - dla uzyskania reprezentatywnych prébek
miar zachowania sie systemu. Symulacje mozemy traktowac jako eksperyment
probkowania systemu. Im wigcej probek wygenerujemy, tym lepsze (dokfad-
niejsze) uzyskamy oszacowania charakterystyk systemu. Wyniki zalezg tez od
warunkow poczatkowych symulacji, dtugosci symulowanego okresu, dokfadno-
$ci samego modelu. Symulacja to alternatywa dla analitycznego rozwigzywania
zlozonych modeli matematycznych. Mozna wyr6zni¢ dwa typy dynamicznych
analiz symulacyjnych:

1) Symulacje pulsacyjne (ang. terminating) - model wskazuje warunki
rozpoczynania i konczenia eksperymentu jako naturalne odzwierciedlenie
sposobu dzialania systemu.

2) Symulacje niezmiennicze (ang. steady-state) - stosowane dla systemow
dzialajacych w sposéb nieprzerwany. Problemem moze by¢ ustalenie dtu-
gosci okresu poczatkowego przed dojsciem systemu do stabilnosci funk-
cjonowania (tzw. okresu rozgrzewania systemu) oraz wlasciwej liczebnosci
i sposobu doboru préby do analiz statystycznych. Diugos¢ okresu rozgrza-
nia ustala si¢, obserwujac wartosci miernikéw stabilnosci. W przypadku
modeli o dlugich okresach rozgrzewania zaleca si¢ wykonanie jednego, ale
niezwykle dlugiego powtdrzenia (czas na rozgrzanie poswigcony jest jed-
nokrotnie; okres symulacji dzielimy na kilka wiekszych odcinkéw, srednie
wyznaczamy w obrebie kazdego odcinka i poddajemy analizie statystycz-
nej — czesto rozwazanym problemem okazuje si¢ optymalizacja dlugosci
tych odcinkow, zapewniajaca kompromis migdzy obcigzeniem wyniku
a zmienno$cig).

Czas na etapy procesu symulacji.

Krok 1. Sformutowanie problemu

Okreslenie zmiennych, parametréw, regul decyzyjnych, celow, kryteriow itd.

Krok 2. Analiza wymagan modelu

Ustalenie danych wejsciowych odno$nie zmiennych i parametréw niezbednych
do przeprowadzenia badania. Klasyfikacja zmiennych na kontrolowane (decy-
zyjne) i niekontrolowane (egzogeniczne). Model musi uwzglednia¢ wszystkie
zmienne kontrolowane - zmienne niekontrolowane przyjmuje si¢ za ustalone
- parametry modelu. Okres$lenie ograniczen dla zmiennych decyzyjnych. Zdefi-
niowanie miernikdw dzialania systemu i funkcji celu. Ustalenie wstepnej struk-
tury modelu.
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Krok 3, Zebranie danych i ich analiza

Dotyczy to m.in. danych wej$ciowych, ktore beda wykorzystywane do przybliza-
nia rozkltadéw prawdopodobienstwa dla zmiennych o charakterze losowym (istot-
nych dla funkcjonowania systemu) oraz danych, ktére zostang uzyte do testowania
i walidacji modelu. Analiza danych w celu wykrycia np. obserwacji nietypowych.
Testowanie przyjetych zalozen na temat rozkladéw prawdopodobienstwa — staty-
styczne testy zgodnosci: Chi-Kwadrat, Kolmogorowa-Smirnowa i inne (Doman-
ski, 1990, s. 58 i nast.; Kot, Jakubowski i Sokotowski, 2007, s. 241 i nast.).

Krok 4. Opracowanie modelu

W postaci schematu blokowego.

Krok 5. Oprogramowanie komputerowe modelu

Krok 6. Walidacja i weryfikacja modelu

Walidacja odnosi si¢ do zwigzkéw pomiedzy modelem a systemem rzeczywistym
- sprawdzenie poprawnosci opisu, kalibracja (poprzez poréwnywanie wynikow
na wyjsciu modelu z wynikami rzeczywistymi). Weryfikacja dotyczy wewnetrznej
spojnosci modelu.

Krok 7. Projektowanie uktadu eksperymentow i przeprowadzenie
symulacji

Na tym etapie nalezy zdefiniowa¢ czynniki (mogg to by¢ np. zmienne decyzyjne
- kontrolowane czy tez egzogeniczne, czyli niekontrolowane) oraz reakcje (np.
zmienne endogeniczne).

Ponadto przed przystapieniem do wlasciwego badania symulacyjnego czesto
wykonuje si¢ badanie wstepne, np. dla oceny rzedu wielkosci interesujacych
parametréw rozktadu zmiennych wyjsciowych podlegajacych analizie. Zaplano-
wanie badania zasadniczego obejmuje m.in. ustalenie niezbednej liczby przebie-
géw symulacji. W najczestszym przypadku, jakim jest szacowanie oczekiwanego
poziomu zmiennej wyjsciowej, minimalna liczba powtoérzen eksperymentéw sy-
mulacyjnych moze by¢ ustalona zgodnie z wzorem (164).

(164)

gdzie:
« d - maksymalny blad szacunku (polowa szerokosci przedziatu ufnosci),
« s’ — wariancja badanej zmiennej (znana lub oszacowana na podstawie bada-
nia wstepnego),
* u — warto$¢ zmiennej U o standaryzowanym rozkladzie normalnym U ~ N(0,1),
dla ktérej spelniona jest zalezno$¢ P(-u < U<u ) =1 - a; (1 - a) to przyjety
poziom ufnosci.
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W przypadku, gdy rozklad zmiennej w populacji jest nieznany lub odbiega od
rozktadu normalnego, mozna przyjac, ze u_ = 3.

Problemy wystepujace w planowaniu eksperymentéw specyfikuje np. (Nay-
lor, 1975):

o problem zbieznosci stochastycznej — ustalenie minimalnej wielkosci
proby, aby zapewni¢ dopuszczalny poziom bledéw wnioskowania; problem
ten jest przedmiotem zainteresowania metod Monte Carlo;

« problem rozmiaru badania - ustalenie liczby czynnikoéw, ktére nalezy
wzigé pod uwage, oraz ich ukfadu (np. metoda kwadratow tacinskich, ukta-
dy powierzchni reakcji);

« problem motywacji - podjecie decyzji odnosnie celu eksperymentowania:
optymalizacja czy tez wykrywanie powigzan funkcjonalnych i estymacja; od
decyzji tej zalezy sposob losowania probek w eksperymentach symulacyjnych;

« problem reakcji wielokrotnych - ustalenie wasciwej ilosci zmiennych
wyj$ciowych (reakeji); w przypadku badania wielu reakcji mozna postuzy¢
sie np. funkcja uzytecznosci skonstruowang na podstawie charakterystyk
statystycznych zmiennych reakgji, jak: Srednia, wariancja, sko$nos$¢, kurtoza
(tamze, s. 58).

Krok 8. Analiza wynikow - raport statystyczny

Stosowane mierniki i metody statystyczne nalezy dostosowa¢ do typu symulacji:
statyczna czy dynamiczna, a jesli dynamiczna to: pulsacyjna czy tez niezmiennicza.
Obok wartosci oczekiwanych zmiennych wyjsciowych, zmiennosci, skosnosci, kur-
tozy — wraz z przedziatami ufnosci — w raportach statystycznych podaje si¢ wyniki
aproksymacji klasycznych rozktadéw prawdopodobienstwa lub rozklady empiryczne.
W przypadku symulacji dynamicznej nalezy zwréci¢ uwage na mozliwos¢
wystepowania zjawiska autokorelacji — uzyskiwane wyniki nie sg niezalezne, co
moze prowadzi¢ do zafalszowania ocen. Podstawowg charakterystyka dla zmien-
nych wynikowych jest wartos¢ oczekiwana. Przybliza si¢ ja za pomoca $redniej
arytmetycznej. Wzor (165) - pomocny do szacowania krancow przedziatu ufno-
$ci dla wartosci oczekiwanej i wykorzystywany najczesciej w przypadku badan
symulacyjnych - wymaga oszacowania odchylenia standardowego z proby:

s s
P= )_c—ua—SE(X)SJ_c+ua—j:1—oc 165
( " In (165)
gdzie:
o 1 - a - poziom ufnosci przyjety przy szacowaniu wartosci oczekiwanej: zob.
wzor (164),

o X - S$rednia arytmetyczna warto$ci badanej zmiennej w symulacjach:

p— 12”
X _; i X
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e s — odchylenie standardowe badanej zmiennej w symulacjach:

1 < .
s=,—=)  (x,—X),
n_lzlzl

o n - liczba powtorzen przebiegow symulaciji,
+ u_ - warto$¢ zmiennej U o standaryzowanym rozktadzie normalnym U ~ N(0,1),
dla ktdrej spetniona jest zalezno$¢ P(-u < U<u ) =1-a.

5. Wprowadzenie do metod Monte Carlo

Metody Monte Carlo - nazwa ta powstata w 1944 roku, kiedy to Stanistaw Ulam
i John von Neumann wykorzystali liczby losowe do opisu mozliwych trajektorii
neutrondéw w procesie reakeji jadrowej (tajny koncept o kryptonimie Monte Carlo
w Projekcie Manhattan — budowy amerykanskiej bomby atomowej) — to procedu-
ry, ktdre generujg wartosci zmiennych losowych podlegajacych zalozonym posta-
ciom rozkladu prawdopodobienstwa. Znalazty one bardzo szerokie zastosowanie
w symulacjach stochastycznych.

Symulacja z wykorzystaniem metod Monte Carlo klasyfikowana jest zwykle jako
symulacja stochastyczna, dyskretna, statyczna lub dynamiczna. ,,Polegaja one na
wykorzystaniu »sztucznie generowanej« losowosci w celu rozwigzania zadan de-
terministycznych” (Niemiro, 2013) - a wigc generowaniu zmiennych losowych do
modelowania ryzyka lub niepewno$ci badanego systemu, co pomaga oceni¢ wplyw
ryzyka i niepewnosci na wyniki finansowe, efekty zarzadzania projektami, koszty
i inne prognozowane wielkosci. Symulacja z wykorzystaniem metod Monte Carlo
okazala si¢ bardzo elastycznym i silnym narzedziem do szacowania wartosci ocze-
kiwanych losowych wynikéw funkcjonowania réznych systemow.

Gléwna idea metod Monte Carlo polega na aproksymowaniu prawdopodo-
bienstwa zajscia zdarzenia za pomocg procesu probkowania z okreslonego roz-
ktadu prawdopodobienstwa. Proces Monte Carlo jest procedura dwustopniowa:

1. W pierwszym kroku wykorzystuje si¢ generator liczb losowych lub pseudo-
losowych do ,,produkowania” ciggéw liczb z rozkladu réwnomiernego nad
odcinkiem [0, 1] (teoretycznie, moze to by¢ generator fizyczny lub algorytm
numeryczny).

2. W drugim kroku, w wyniku zastosowania odpowiedniej procedury transfor-
macji, liczby losowe (lub pseudolosowe) podlegaja transformacji, aby odpo-
wiada¢ danemu rozkladowi prawdopodobienstwa.

Wykorzystywane w kroku pierwszym generatory liczb pseudolosowych sg re-
kurencyjnymi algorytmami numerycznymi, dajacymi ciagg liczbowy, dla ktorego
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hipotezy statystyczne o losowosci oraz zgodnosci z rozkladem réwnomiernym
s3 pozytywnie weryfikowane (Domanski, 1990, s. 34 i nast.). Najpopularniejsze
z generatoréw opieraja sie na wlasnosci kongruencji' liczb. Przypomnijmy defini-
cje relacji kongruencji.

Definicja 1
Niech M bedzie liczbg naturalng. Méwimy, ze liczba calkowita a przystaje do licz-
by catkowitej b modulo M, jesli M|a - b (tzn. M dzieli réznice liczb a i b). Tak
okreslong relacje nazywamy kongruencja (przystawaniem modulo M) i zapisuje-
my a = b(mod M).

W literaturze (Zielinski, 1972) znajdziemy przyktady réznych generatoréw
oraz wyniki ich testowania. Najpopularniejszym jest generator liniowy miesza-
ny o postaci:

xi+1=(axi+c) mod M, i=0,1,2,...;¢c#0 (166)

gdzie: a, c oraz x (tzw. ziarno generatora) sg liczbami catkowitymi z przedzialu
[0, M].

Generator mieszany to generator okresowy. Przez odpowiedni dobdr parame-
trow mozna uzyskac generator o okresie M. Wyniki nalezy nastepnie podzieli¢
przez M - w celu przeskalowania do wartosci z przedziatu [0, 1]. Wybér liczby
M zalezy zwykle od dlugosci stowa maszynowego - dla komputeréw osobistych
zwigzana jest ona z mozliwosciami procesora (szesnasto-, trzydziestodwu-
i sze$¢dziesiecioczterobitowy element danych).

Najczesciej M =2, gdzie b jest dtugoscig stowa. Pozgdang, przy przeprowadzaniu
symulacji, jest wtasno$¢ generatora, polegajaca na powtarzalnosci wynikéw - jezeli
znane s parametry a, ¢ oraz warto$¢ poczatkowa x . W sytuacji, gdy ¢ =0, méwimy
o generatorze multiplikatywnym. Oczywiscie — mozliwe sg tez inne sposoby kon-
strukeji algorytméw generujacych liczby pseudolosowe. Obok wtasnosci losowo-
$ci i zgodnosci z rozkladem réwnomiernym generowanego ciagu liczb, istotna jest
réwniez dtugos¢ tzw. odcinka aperiodycznosci (Zielinski, 1972, s. 33-34).

Stosowana w kroku drugim procedura transformacji wykorzystuje najczesciej
dla zmiennych ciggtych metod¢ odwracania dystrybuanty. Bazuje ona na
nastepujacej zaleznosci.

Jezeli U oznacza zmienng losowa o rozkladzie rownomiernym na przedziale
[0, 1], a F to ciagta i cisle rosnaca funkcje dystrybuanty [F(-eo) = 0, F(+e0) = 1],
to zmienna losowa X okreslona jest jako:

1 Kongruencja (przystawanie) jest pojeciem z teorii liczb zwigzanym z resztg z dzielenia. Jesli
dwie liczby maja jednakowa reszte z dzielenia przez dana trzecia liczbe, méwimy, ze pozosta-
ja ze soba w kongruencji (przystaja do siebie).
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X=FU) (167)

gdzie: F! oznacza funkcj¢ odwrotng do dystrybuanty F, majaca rozkiad prawdo-
podobienstwa o dystrybuancie F.

Procedura generowania realizacji zmiennej losowej X o dystrybuancie F spro-
wadza si¢ do nastepujacych krokow:
1. Wylosowanie liczby pseudolosowej u o rozkladzie réwnomiernym na prze-
dziale [0, 1]. Liczbe te traktujemy jako wylosowang warto$¢ dystrybuanty F(x).
2. Wyliczenie warto$ci zmiennej losowej x jako wartosci funkcji odwrotnej do
dystrybuanty F; x = F'(u).
Procedure te ilustruje rysunek 120 - na przykladzie dystrybuanty rozkladu
normalnego N(0,1).

Dystrybuanta N(0,1)

1,2

1

0,8

0,6

F(x)

0

-4 -3 -2 -1 0

Rys. 120. Metoda odwracania dystrybuanty

Zrédto: opracowanie wtasne.

Aby zastosowa¢ metode odwracania dystrybuanty, niezbedna jest znajomosé
funkcji odwrotnej do dystrybuanty. W Dodatku przedstawiamy odpowiednie for-
muly dla rozkladéw ciaglych, najczestszych w zastosowaniach logistycznych.

W przypadku rozkltadéw dyskretnych (np. zero-jedynkowy, dwumianowy,
Poissona lub dyskretny rozktad empiryczny) dystrybuanta ma charakter funkeji
schodkowej - nie jest funkcja odwracalng. Aby wygenerowac liczby z tego typu
rozkladéw, postepujemy w inny sposdb.

W tabeli 98 przedstawiony zostal przykladowy rozklad prawdopodobienstwa
okreslony za pomocg ciggu par {(x, p,) i=1, ..., k}, gdzie x, to warto$¢ zmienne;j
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losowej X, a p, = P(X = x) oznacza prawdopodobienstwo. W kolumnie czwartej ta-
beli znajdujemy odpowiadajace wartosci dystrybuanty. Na rysunku 121 funkcja
dystrybuanty zostala zilustrowana graficznie. Wartosci dystrybuanty dzielg prze-
dzial [0, 1] na sze$¢ podprzedzialéw o rozpietosci réwnej prawdopodobienstwu
przyjecia przez zmienng X odpowiednich wartosci.

Tab. 98. Przyktadowy dyskretny rozktad prawdopodobieristwa

/ X; P; F/':'D(X<X/') [Fi’Fi+1]
1 30 0,05 0 [0; 0,05)
2 31 0,15 0,05 [0,05; 0,20)
3 32 0,22 0,20 [0,20; 0,42)
4 33 0,38 0,42 [0,42;0,8)
5 34 0,14 0,80 [0,8; 0,94)
6 35 0,06 0,94 [0,94; 1)
35 1 1
Zrédto: opracowanie wtasne.
Funkcja dystrybuanty
12
X
T .
—_—
038 . o
0,6
L S i
’ 04 _>‘
L
0,2 : - :
o Fr— v

32 34 35 36 37

Rys. 121. Funkcja dystrybuanty dla rozktadu prawdopodobierstwa z tab. 98

Zrédto: opracowanie wtasne.

Kroki metody generowania zmiennych o rozkladach dyskretnych (teoretycz-
nych lub empirycznych) mozna podsumowac¢ nastepujaco:
1. Generujemy liczbe pseudolosows u o rozkladzie rOwnomiernym na przedziale
[0, 1]. Liczbe te traktujemy jako wylosowang wartos¢ dystrybuanty F(x,).
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2. Poréwnujemy wylosowang warto$¢ u z wartosciami granic podprzedzialow
odcinka [0, 1], wyznaczonych przez funkcje dystrybuanty (zob. kolumna
piata tabeli 98) — w celu zaklasyfikowania jej do podprzedzialu i-tego, odpo-
wiadajacego i-tej wartosci zmiennej X.

3. Przyporzadkowujemy wylosowanej warto$ci u odpowiadajgcg wartos¢ x.. Na
przyklad: jezeli u = 0,44, to odpowiadajgca warto$¢ zmiennej X wynosi x, = 33.

W przypadku, gdy w symulacjach chcemy skorzysta¢ z rozkladu empirycznego
dla zmiennej ciaglej, danego w postaci szeregu rozdzielczego, nalezy zastosowac
odpowiednig procedure generowania — z wykorzystaniem interpolacji liniowe;j.
Prezentujemy ja w tabeli 99.

Tab. 99. Rozktad empiryczny przyktadowej zmiennej ciagtej pogrupowany w przedziaty klasowe

i Granicxaodolna Granic;gérna p=Px?<x <x) Fix?) lloraz ¢
1 0 2 0,1 0 20
2 2 4 0,2 0,1 10
3 4 6 0,5 0,3 4
4 6 8 0,2 0,8 10
8 o0 1

Zrédto: opracowanie wtasne.

Na rysunku 122 przedstawiamy funkcje dystrybuanty zmiennej X w wersji
»uciaglonej” przy zalozeniu, ze w obrebie przedzialow klasowych rozktad zmien-
nej jest rbwnomierny (mozemy wowczas wykorzysta¢ np. metode interpolacji
liniowej). Wzor (168) pozwala, po przypisaniu wylosowanej wartosci u do i-tego
przedziatu klasowego (podobnie jak w przypadku rozkladu dyskretnego), na prze-
ksztalcenie jej w odpowiadajaca wartos¢ x.

1 0

=" +(u—F(x") —— T x4 (u—F(x"))-c. 168
x=x; +(u—F(x;)) F)—FG ) x, +(u—F(x;))-c (168)

Wystepujacy w rownaniu (168) iloraz c, przyjmuje warto$¢ staly dla danego
przedziatu klasowego i jest zwiazany z nachyleniem odcinka prostej przyblizajacej
tunkcje dystrybuanty w tym przedziale. Wartosci tych ilorazéw, dla omawianego
przyktadu, znajduja si¢ w ostatniej kolumnie tabeli 99.
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Dystrybuanta
1,1
1 PS
0,9 _—
| ———— | /
0.8 A u0a1zs | N
1/ yd
xoe 1/ /
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0,2 / :
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X

Rys. 122. Funkcja dystrybuanty zmiennej ciagtej, dla ktdrej rozktad empiryczny
dany jest w tab. 99

Zrédto: opracowanie wtasne.

Kroki metody generowania zmiennych ciggtych o znanych rozkladach empi-
rycznych mozna podsumowac nastepujaco:

1. Generujemy liczbe pseudolosowg u o rozkladzie rownomiernym nad odcin-
kiem [0, 1]. Liczbe t¢ traktujemy jako wylosowang warto$¢ dystrybuanty F(x).

2. Poréwnujemy wylosowang warto$¢ u z wartosciami granic podprzedzialow
odcinka [0, 1], wyznaczonych przez wartosci dystrybuanty dla dolnych gra-
nic przedzialéw klasowych (zob. kolumna piata tabeli 99), w celu zaklasyfi-
kowania jej do podprzedziatu i-tego.

3. Korzystajac ze wzoru (168), wyznaczamy odpowiadajaca podprzedzialowi
warto$¢ ilorazu ¢, oraz warto$¢ x, np. jezeli u = 0,4126, to odpowiadajacym
przedzialem jest trzeci przedziat klasowy, a odpowiadajaca warto$¢ zmien-
nej X wynosi x = 4,4504 (zob. rysunek 122).

Procesy Monte Carlo stosuje si¢ — podobnie jak modele zapaséw czy kolejek

- np. w modelach dynamicznych do symulacji czaséw realizacji zamdéwien, cza-
séw obslugi czy czaséw pomiedzy momentami przybycia kolejnych klientow.
W modelach statycznych, ktérych zadaniem jest m.in. ocena oczekiwanego zy-
sku i jego zmienno$ci w okreslonym okresie, popyt na produkty w tym czasie
generowany jest za pomocg metod Monte Carlo zgodnie z zalozonym rozkladem
prawdopodobienstwa (np. empirycznym, przybliZonym na podstawie informacji
historycznej badz teoretycznym o oszacowanych/prognozowanych parametrach).
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6. Wprowadzenie do symulacji zdarzen
dyskretnych

Do podstawowych elementéw modelu symulacyjnego w przypadku symulacji
zdarzen dyskretnych naleza:

« zgloszenia (ang. entities) — obiekty przemieszczajace si¢ w modelowanym
systemie, majace pewne okreslone atrybuty, podlegajace procesom obstu-
gi, wymagajace uzycia zasoboéw; pojawiaja sie najczesciej w sposob losowy
- modelujac, musimy odpowiedzie¢ na pytanie o rozklad prawdopodobien-
stwa dla czasu pomiedzy pojawieniem si¢ w systemie kolejnych zgloszen;

« zasoby (ang. resources) — najczesciej sa to urzadzenia, pracownicy, pojaz-
dy niezbedne do przeprowadzenia proceséw obstugi; ilos¢ dostepnych za-
sobow moze zmieniac si¢ w czasie; czasy trwania proceséw, czasy obstugi,
a wigc zajetosci zasobdw najczesciej s losowe;

o kolejki (ang. queues) — zwykle zwigzane z procesami, w ktérych obstuga
zgloszen wymaga uzycia zasobow; pojawiaja sie, gdy zasoby sg zajete;

« zdarzenia (ang. events) — wystapienie zdarzenia oznacza zmiane stanu systemu.

W literaturze wyrdznia si¢ kilka technik modelowania symulacji zdarzen dys-
kretnych (Mielczarek, 2009):

« metoda planowania zdarzen - za jej pomoca opisuje si¢ w sposob
szczegdtowy czynnosci, ktore beda odbywac sie po zajsciu kazdego typu
zdarzenia — bezwarunkowe czy tez warunkowe - zwigzane z okreslonym
stanem systemu;

« metoda przegladu i wyboru dzialan - podzial na trzy fazy zwigzane
z kalendarzem zdarzen i aktualizacja zegara symulacji; najpierw wykony-
wane sg dzialania bezwarunkowe, a nastepnie sprawdzane odpowiednie wa-
runki i wykonywane badz nie dzialania warunkowe;

« metoda interakcji procesow - polega na grupowaniu zdarzen w réw-
nolegle procesy, z ktérych kazdy dotyczy indywidualnego zgloszenia i syn-
chronizacji tych proceséw.

Wszystkie wymienione techniki modelowania prowadza do takich samych
wynikéw pod warunkiem, ze korzystamy z identycznych ciaggéw liczb pseudo-
losowych.

Najczestszg metoda uwzgledniania uplywu czasu w dynamicznym modelu sy-
mulacyjnym jest mechanizm wyprzedzania czasu nast¢pnego zdarze-
nia. Tworzy si¢ liste znanych ,,przyszlych” zdarzen i za kazdym razem, gdy na-
stepuje uptyw czasu, lista ta jest przeszukiwana pod katem zdarzenia najblizszego
w czasie. Zegar symulacji zostaje przesuniety do momentu zajscia tego zdarzenia.
Przedstawimy ten mechanizm na przykladzie modelu kolejki z jednym kanalem
obstugi (zob. Jedrzejczyk, Kukuta, Skrzypek i Walkosz, 2016, s. 208-220; Kona-
rzewska, Kucharski i Jewczak, 2020, rozdz. 4).
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Przyktad 1

Zalozenia modelowe:
« klienci pochodzg z nieskonczonej populacji,
« nie ma ograniczen wielkosci kolejki,
« klienci obstugiwani sg w porzadku wedtug terminu przybycia (FIFO),
« przybycia kolejnych klientéw odbywaja si¢ losowo wedtug rozkladu praw-
dopodobienstwa danego w tabeli 100,

Tab. 100. Rozktad prawdopodobienstwa czasu miedzy momentami przybycia kolejnych klientéw

-przyktad 1
Czas miedzy m0311entami przybycia Prawdopodobieristwo
w minutach
1 0,2
2 0,3
3 0,35
4 0,15

Zrédto: opracowanie wtasne.

« czas obslugi jest zmienng losowa o rozkladzie prawdopodobienstwa danym
w tabeli 101:

Tab. 101. Rozktad prawdopodobieristwa czasu obstugi - przyktad 1

Czas obstugi w minutach

Prawdopodobieristwo

1 0,35
2 0,4
3 0,25

Zrédto: opracowanie wtasne.

« schemat systemu obslugi jest taki, jak na rysunku 123.

Populacja !
T klientow

B Zakonczenie
Przybycia Stanowisko

g OXOXO) O obstugi obstugi

A

Rys. 123. System obstugi z jednym kanatem obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Zdefiniujemy nastgpujace zmienne stanu systemu:

o liczba klientéw w systemie,

« stan stanowiska obstugi (zajety/wolny),

o czas przybycia nastepnego klienta.

W tym modelu wystepuja tylko dwa zdarzenia, ktére wptywajg na zmiane sta-
nu systemu: przybycie nowego klienta i zakonczenie obstugi klienta (opuszczenie
przez niego systemu). Zdarzenia te w czasie symulacji majg przyporzadkowane
momenty czasowe — sporzadzamy harmonogram zdarzen. W harmonogra-
mie notujemy typ zdarzenia i moment czasu, gdy zdarzenie jest przewidziane.
Zmienna pelnigca funkcje wskaznika czasu zwana jest zegarem czasu.

Symulacje rozpoczynamy w pewnych warunkach poczatkowych - zegar cza-
su przyjmuje warto$¢ 0 — uznajemy, ze jest to stan, kiedy w systemie pojawia sie¢
pierwszy klient. Poniewaz stanowisko obstugi okazuje si¢ wolne, zostaje on na-
tychmiast przyjety do obstugi. Klienci przybywajacy w innych momentach moga
zasta¢ stanowisko wolne lub zajete - w drugim przypadku dolaczaja do kolejki
oczekujacych.

Nastepnie planujemy moment czasu, gdy pierwszy klient opusci stanowisko ob-
stugi. Czas obstugi jest wygenerowang liczbg losowa wedtug rozkladu z tabeli 101.

Czas zakonczenia obstugi = stan zegara czasu + wygenerowany czas obstugi

Jednoczesnie planujemy moment przybycia nastepnego klienta do systemu,
generujac losowo czas miedzy momentami przybycia klientow wedlug rozktadu
z tabeli 100.

Czas przybycia = stan zegara czasu + wygenerowany czas miedzy momentami
przybycia klientéw

Oba zaplanowane zdarzenia i odpowiadajace im momenty czasu umieszczamy na
harmonogramie zdarzen, a nastgpnie przegladamy go w celu okreslenia nast¢pne-
go zdarzenia i momentu, w ktérym ono zajdzie.

Jezeli nastgpnym zdarzeniem jest przybycie klienta, przesuwamy zegar czasu
do terminu przybycia nastepnego. Gdy kolejnym zdarzeniem okazuje si¢ zakon-
czenie obstugi klienta, przesuwamy zegar czasu do momentu opuszczenia syste-
mu przez klienta obstuzonego. Wowczas sprawdzamy, czy dlugos¢ biezacej kolejki
jest wieksza od 0. Jezeli tak, to przesuwamy pierwszego klienta z kolejki do sta-
nowiska obstugi i rozpoczynamy obstuge, ustawiajac czas zakonczenia obstugi.
W przeciwnym razie ustawiamy stan stanowiska obstugi na: ,wolny”.

Poniewaz zmienne stanu zmieniaja wartosci tylko w momentach zajscia zdarzen,
»przeskakuje si¢” odcinki czasu miedzy zdarzeniami, podejmujac odpowiednie ak-
cje w momencie zajécia zdarzenia. Postepuje sie w ten sposob az do spelnienia wcze-
$niej ustalonego warunku stopu. Procedura wymaga, aby w kazdym momencie sy-
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mulacji momenty zajscia zdarzen: przybycie nowego klienta i opuszczenie systemu
przez klienta, byly ustalone z wyprzedzeniem. Moment przybycia nastepnego klien-
ta jest okreslany w momencie przybycia klienta nowego; z kolei moment opuszcze-
nia przez niego systemu wowczas, gdy rozpoczyna si¢ obstuga kolejnego - jezeli sta-
nowisko obstugi jest wolne, nie ustala si¢ momentéw opuszczenia, a odpowiedniej
zmiennej systemowej nadaje si¢ bardzo duza wartos¢ (np. 9999). Schemat blokowy
modelu symulacyjnego przedstawiamy na rysunku 124. Warunek stopu ustalony
zostal za pomoca przyjecia czasu przebiegu symulacji MX.

Oznaczenia:

o TM - zegar czasu symulacji,
o ST - czas obstugi,
o IT - czas miedzy momentami przybycia klientow,
o AT - harmonogramowany moment przybycia nastepnego klienta,
« DT - harmonogramowany moment zakonczenia obstugi,
o SS - status stanowiska obstugi (1 = ,,zajete”/0 = ,wolne”
o WL - dlugos¢ kolejki,
o MX - dlugos¢ przebiegu symulacji (w jednostkach czasu).

Przebieg symulacji zaprogramowano w arkuszu kalkulacyjnym Excel. Dtugos¢
przebiegu ustalono na dziesie¢ godzin. Przyktadowo przyjeto nastepujace zmien-
ne wyjsciowe:

« przecietny czas, jaki klient spedza w systemie obstugi,

o przecietny czas oczekiwania w kolejce na obstuge,

o liczba obstuzonych klientéw w ciggu dziesigciu godzin,

o przecigtna liczba oséb w kolejce,

« prawdopodobienstwo, ze przybywajacy klient bedzie musial czeka¢ na obstuge.

W celu sporzadzenia raportu statystycznego przebieg symulacji powtérzono
sto razy. Dla wyznaczenia przedzialéw ufnosci dla warto$ci oczekiwanych przyje-
to poziom ufnosci 1 — a = 0,95. Wyniki przedstawione zostaty w tabeli 102.

Tab. 102. Wybrane wyniki uzyskane w raporcie statystycznym dla przyktadowego modelu
kolejki jednokanatowej

$redniczas | $redniczas . . Prawdopodo-
. . . Przecietna | Przecigtna .
N catkowity | oczekiwania R . . bienstwo,
Miernik H liczba liczba osob . e
w systemie | naobstuge . . ze klient
. . klientow w kolejce .
(min) (min) bedzie czekat
Srednia 2,684 0,789 244,910 0,323 0,390
Odchylenie stan- 0,268 0,250 6,161 0,106 0,054
dardowe
Granica dolna 2,631 0,740 243,702 0,303 0,380
Granica gérna 2,737 0,838 246,118 0,344 0,401

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Przyjgcie wartosci startowych
dla zmiennych:
™, SS, WL, AT, DT

TAK NIE
Ustaw Ustaw
TM=AT TM=DT
TAK NIE NIE TAK
y
Uaktualnij Ustaw Ustaw Uaktualnij
WL:=WL+1 SS=1 SS=0 WL:=WL+1
Wygeneruj Wygeneruj
ST Ustaw ST
DT=9999
. Ustaw Ustaw
Wygeneruj IT DT=TM+ST DT=TM+ST
»  Kontynuuj
Ustaw
AT=TMHIT
> Kontynuuj
v
NIE TAK
TM>MX? > STOP

Rys. 124. Schemat blokowy przebiegu symulacji jednokanatowego modelu obstugi

Zrédto: opracowanie wtasne.
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7. Uwagi na temat planowania eksperymentow
i metod redukcji wariangji

W trakcie badan symulacyjnych konieczne jest przeprowadzenie serii ekspery-
mentéw polegajacych na badaniu reakcji modelu na zmiany wartosci parametréw
wejsciowych. Zestawy wartosci wejsciowych nosza nazwe uktadow ekspery-
mentu (planéw doswiadczen).

W uktadzie petnoczynnikowym liczba eksperymentéw do wykonania wy-
raza sie wzorem (169):

E= Hil w, (169)
gdzie:

o E - liczba eksperymentdéw,
o k - liczba czynnikéw eksperymentu,
+ w,- liczba wartosci, ktére przyjmuje i-ty czynnik modelu.

Podstawg planowania eksperymentu jest redukcja uktadéw eksperymentu.
Do najczegéciej stosowanych metod planowania eksperymentu symulacyjnego naleza:
1) Uktad czynnikowy z czesciowq replikacja. Realizowany jest ekspe-
ryment jednoczynnikowy, a nastepnie wieloczynnikowy - dla wszystkich
wartoséci wybranych czynnikéw modelu wykazujgcych istotng reakcje. Na-
stepnie poszukiwane sg efekty zfozone.

2) Uktad czynnikowy z podzialem na trzy grupy czynnikéw. Reali-
zowany jest eksperyment jednoczynnikowy, a nastepnie zredukowany wie-
loczynnikowy, z podzialem czynnikéw na trzy grupy: istotne, mniej istotne,
nieistotne. Liczba eksperymentow jest wowczas wyrazona wzorem (170):

E=n".3".p, (170)

gdzie:
« n - liczba wartosci czynnikéw grupy pierwszej (istotne),
+ p,~ liczebnos¢ czynnikéw grupy pierwszej,
+ p, - liczebno$¢ czynnikéw grupy drugiej (mniej istotne),
s p, - liczebno$¢ czynnikéw grupy trzeciej (nieistotne).

3) Uktad czynnikowy z podzialem na grupy na podstawie metod
statystycznych. Realizowane sa eksperymenty jednoczynnikowy i wielo-
czynnikowy dla wszystkich wartosci statystycznie istotnych czynnikéw modelu.

Na temat ukltadéw komputerowych eksperymentéw symulacyjnych pisze Tho-

mas Naylor (Naylor, 1975, s. 227 i nast.) - wyr6znia on uklady: pelnoczynnikowe,
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czynnikowe z cz¢sciowq replikacja, obrotowe, uktad powierzchni reakeji, kwadra-
tow tacinskich i inne.

W planowaniu eksperymentéw wazne jest, obok planu eksperymentu, zastoso-
wanie metod, ktére umozliwiaja zmniejszenie wariancji uzyskiwanych wynikéw.
Mniejsza wariancja to wigksza precyzja szacunkéw. Do metod tych zaliczaja sie:

1)

2)

3)

4)

Metoda jednakowych ciaggéw losowych (ang. common random num-
bers - CRN) - ma na celu zapewnienie alternatywnym konfiguracjom mo-
delu podobnych warunkéw eksperymentalnych. Zaklada stosowanie jed-
nakowych ciggéw liczb losowych do generowania tych samych wielkosci
w réznych eksperymentach.

Réznicowanie przeciwstawne (metoda zmiennych antytetycznych)
- celem metody jest wymuszenie ujemnej korelacji. Pierwszy przebieg sy-
mulacji wykonujemy, wykorzystujac generowane liczby losowe U o rozkta-
dzie réwnomiernym U(0,1), a w drugim przebiegu liczby réwne 1-U, ktére
réwniez majg rozklad U(0,1), ale s3 ujemnie skorelowane z poprzednio wy-
generowanymi. Ujemna warto$¢ kowariancji spowoduje redukeje zmienno-
$ci estymatora wartosci oczekiwane;j.

Réznicowanie kontrolne — metoda wykorzystuje pomocniczg zmienng
kontrolng dla skorygowania wynikéw w gore badz w dot.

Estymacja posrednia - estymujemy inny miernik, zwigzany z interesuja-
cym nas miernikiem, ktérego ocena obarczona jest matym btedem.
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Dodatek

Transformacja odwrotna

do dystrybuanty

dla wybranych ciggtych
rozktadow prawdopodobienstwa

1. Rozktad trojkatny

a<b<g a<c
Funkgja gestosci (zob. rysunek 125):
2(x—a)
o= )
[(c—a)(c—b)]

dla a<x<b

dla b<x<c

Funkcja gestosci rozktadu tréjkatnego
dlaa=10, b=20, c=40

0,07
0,06 /\

[\

0,04

0,03 / \

0,02 / \

0,01 / \

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Rys. 125. Funkcja gestosci rozktadu tréjkatnego

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Dystrybuanta:
0 dla x<a
_ 2
& dla a<x<b
F(x)= [(b—a)(c—a)]
_ 2
1—& dla b<x<c
[(c—a)(c-b)]
1 dla x>c¢
Warto$¢ oczekiwana:
E(X) = a+b+c
Wariancja:
D(X) = (@*+b*+c* —ab—ac—bc)

18

Transformacja odwrotna funkeji dystrybuanty:

JU(b-a)(c—a)+a da U<?=4
c—JA—D)c—a)c=b) dla U>2=2
c—a

gdzie: U jest wartoscia zmiennej losowej o rozktadzie U(0,1) - rownomiernym
nad odcinkiem [0, 1].

2. Rozktad Pareta (a, b)

Rozklad Pareta stosowany jest dla modelowania wielkosci posiadajacych dolne
ograniczenie o wartosci b, np. rozkladu dochodéw w populacji.

Funkcja gestosci (zob. rysunek 126):

a

f(x)=%, x>2b>0
x
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F(x)=l—(éj
x

E(X)=a—bl dlaa>1

Dystrybuanta:

Warto$¢ oczekiwana:

Funkcja gestosci rozktadu Pareta (10,2)

S~

2 2,5 3 3,5 4 4,5

Rys. 126. Funkcja gestosci prawdopodobieristwa dla rozktadu Pareta (10,2)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Transformacja odwrotna funkeji dystrybuanty:

b b
= lub X=———
(1-0) )

gdzie: U jest warto$cig zmiennej losowej o rozktadzie U(0,1) - rownomiernym
nad odcinkiem [0, 1].
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3. Rozktad wyktadniczy

Funkcja gestosci (zob. rysunek 127):

) 0 dla x<0
flx)= le™ dla x>0

Dystrybuanta:

0 dla x<0
F(x) = —Ax
1-e dla x>0

Warto$¢ oczekiwana:

1
E(X)=—
X)=7
Wariancja:
1
DZ(X)z—)LZ

Transformacja odwrotna funkcji dystrybuanty:
X=-InU/A lub X=-In(1-U)/A

gdzie: U jest wartoscig zmiennej losowej o rozkladzie U(0,1) - réwnomiernym
nad odcinkiem [0, 1]. Zmienne U oraz 1 - U maja taki sam rozklad.

Funkcja gestosci rozktadu wyktadniczego dla A=7

f(x)
ORr N WD U O N ®

Rys. 127. Funkcja gestosci rozktadu wyktadniczego dlaA=7.

Zrédto: opracowanie wtasne.
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4. Rozktad Erlanga (k, A)

Rozklad Erlanga zostal opracowany przez Agnera K. Erlanga do szacowania licz-
by rozméw telefonicznych laczonych jednoczes$nie przez operatora w recznej
centrali telefonicznej. Stosuje si¢ go w sytuacji, gdy proces zostaje podzielony na
k kolejnych faz, dtugo$¢ ktorych jest zmienng losowa o rozkladzie wyktadniczym
z parametrem A.

Funkcja gestosci (zob. rysunek 128):
Akxk—le—lx
f(x)ZW dlax>0

Dystrybuanta:
-1 7lx
F(x)=1- Z (’lx)

Wartos¢ oczekiwana:

E(X) =

Wariancja:

k
DZ(X)Z?

Transformacja odwrotna funkcji dystrybuanty:
In k u.
j=1 7

A

X~—

gdzie: U jest warto$cig zmiennej losowej o rozktadzie U(0,1) - rownomiernym
nad odcinkiem [0, 1].
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Funkcja gestosci rozktadu Erlanga
A=2

2,5

— =] sscees (=) mem e (=3 @m = (=4 «= o ok=5

Rys. 128. Funkcja gestosci rozktadu Erlanga dla A=2

Zrédto: opracowanie wtasne.

5. Rozktad logistyczny (u, s)

Funkcja gestosci (zob. rysunek 129):
-2
fx) =lexp[—w]{l+exp[— (x_#)} dla —0 < x <
s s

N

gdzie:
« u— parametr polozenia,
o s — parametr skali.

Dystrybuanta:
1

1+exp[—(x_‘u)}

F(x)=

N

Warto$¢ oczekiwana:
E(X) =pu



Transformacja odwrotna do dystrybuanty... 277

Wariancja:

Transformacja odwrotna do dystrybuanty:
U
X=p—s-In| —
’ (1— Uj

gdzie: U jest warto$cig zmiennej losowej o rozktadzie U(0,1) - rownomiernym
nad odcinkiem [0, 1].

Funkcja gestosci rozktadu logistycznego

0,6

Rys. 129. Funkcja gestosci rozktadu logistycznego w poréwnaniu z rozktadem N(0,1)

Zrédto: opracowanie wtasne.






Spis tabel

Tab. 1. Dane i obliczenia potrzebne do wyznaczenia tagcznego kosztu przewozu

Tab. 2. Wyznaczenie wspétrzednych lokalizacji obiektu M,

Tab. 3. Danei obliczenia potrzebne do wyznaczenia kosztu przewozu dla lokalizacji M, i M,

Tab. 4. Dane i obliczenia fazy pierwszej do wyznaczenia $rodka ciezkosci w metryce
euklidesowej

Tab. 5. Dane i obliczenia fazy drugiej do wyznaczenia $rodka ciezkosci w metryce eukli-
desowej

Tab. 6. Zestawienie wspotrzednych wyznaczonych lokalizacji

Tab. 7. Skala poréwnan parami Saaty’ego

Tab. 8. Indeksy losowe RI w zaleznosci od liczby poréwnywanych obiektow/kryteriéw (n)

Tab. 9. Automatyczne przypisanie rang

Tab. 10. Przyktad danych na potrzeby obliczen za pomocg metody AHP

Tab. 11. Macierze poréwnan parami dla obiektow wzgledem kryteriow

Tab. 12. Unormowane macierze poréwnan parami dla obiektéw wzgledem kryteriow

Tab. 13. Indywidualne indeksy preferencji dla poszczegdlnych obiektéw (obszardw)
i samych kryteridéw

Tab. 14. Wielokryterialne indeksy preferencji dla poszczegdlnych obiektéw (obszaréw)

Tab. 15. Dane wejsciowe do przyktadu 1

Tab. 16. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 1 uzyskane metoda
kata pétnocno-zachodniego

Tab. 17. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 1 uzyskane metoda
minimalnego elementu macierzy kosztéw

Tab. 18. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 1 uzyskane metoda VAM

Tab. 19. Analiza optymalnosci bazowego rozwigzania dopuszczalnego z tab. 17

Tab. 20. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwiazania bazowego z tab. 19

Tab. 21. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwiazania bazowego z tab. 20

Tab. 22. Dane do przyktadu 1 z ograniczona przepustowoscia trasy (D1, O1) - zwieksze-
nie liczby kolumn

Tab. 23. Rozwigzanie optymalne przyktadu z tab. 22

Tab. 24. Dane do przyktadu 1 z ograniczona przepustowoscia trasy (D1, 01) - zwieksze-
nie liczby wierszy

20
21
22

25

26
27
29
31
33
35
35
36

37
37
43

46

48
50
53
53
54

56
57

58



280 Spis tabel

Tab. 25. Rozwigzanie optymalne przyktadu z tab. 24

Tab. 26. Dane do przyktadu 1 z minimalna przepustowoscia trasy (D1, 01)

Tab. 27. Rozwigzanie optymalne przyktadu z tab. 26

Tab. 28. Dane wejsciowe do przyktadu 2

Tab. 29. Wstepne bazowe rozwigzanie dopuszczalne w przyktadzie 2 uzyskane metoda
minimalnego elementu macierzy kosztow

Tab. 30. Analiza optymalnosci rozwiazania bazowego z tab. 29

Tab. 31. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwiazania bazowego z tab. 30

Tab. 32. Analiza optymalnosci skorygowanego rozwiazania bazowego z tab. 31

Tab. 33. Wyniki jednoczesnej optymalizacji zagadnienia dwuetapowego z przyktadu 3

Tab. 34. Wyniki dwuetapowej optymalizacji zagadnienia z przyktadu 3

Tab. 35. Odlegtosci pomiedzy punktami transportowymi

Tab. 36. Przewidywany przewdz towaréw miedzy punktami transportowymi mierzony
liczba zatadowanych samochoddéw

Tab. 37. Wielkosci wywozu i przywozu w punktach transportowych w przyktadzie 4

Tab. 38. Tabela danych do przyktadu 4

Tab. 39. Optymalny plan przejazdu pustych samochoddw dla przyktadu 4

Tab. 40. Liczba mozliwych parametréw modelu oraz mozliwych rozwiazan dla zadania
komiwojazera

Tab. 41. Macierz odlegtosci dla problemu komiwojazerao N=9

Tab. 42. Iteracje algorytmu drogi do najblizszego sasiada

Tab. 43. Odlegtosci odbiorcéw od trasy 0-7-0

Tab. 44. Odlegtosci odbiorcéw od trasy 0-8-7-0

Tab. 45. Macierz odlegtosci oraz popyty odbiorcéw dla problemu uktadania tras wielu
pojazdéw o N=9

Tab. 46. Macierz oszczednosci obliczona wedtug wzoru (96)

Tab. 47. Posortowane elementy macierzy oszczednosci

Tab. 48. Klasyczne zadanie transportowe dla pierwszej bazy fikcyjnej

Tab. 49. Rozwiazanie klasycznego zadania transportowego dla pierwszej bazy fikcyjnej

Tab. 50. Klasyczne zadanie transportowe dla drugiej bazy fikcyjnej

Tab. 51. Rozwigzanie klasycznego zadania transportowego dla drugiej bazy fikcyjnej

Tab. 52. Klasyczne zadanie transportowe dla trzeciej bazy fikcyjnej

Tab. 53. Rozwigzanie klasycznego zadania transportowego dla trzeciej bazy fikcyjnej

Tab. 54. Poczatkowe odlegtosci wierzchotkéw od wierzchotka startowego

Tab. 55. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji pierwszej

Tab. 56. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji drugiej

Tab. 57. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji trzeciej

Tab. 58. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji czwartej

59
60
60
63

63
64
64
65
68
70
73

74
74
75
75

82
84
85
88
88

98

98

99
104
104
105
105
105
106
119

120

120

121

122



Spis tabel

Tab. 59. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji piatej

Tab. 60. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji szstej

Tab. 61. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji siddmej

Tab. 62. Odlegtosci wierzchotkdw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji 6smej

Tab. 63. Odlegtosci wierzchotkdéw od wierzchotka startowego oraz wierzchotki poprze-
dzajace w iteracji dziewiatej

Tab. 64. Dane wielko$ci sprzedazy (zuzycia) produktu w okresie dwudziestu dni

Tab. 65. Klasyfikacja ABC

Tab. 66. Klasyfikacja XYZ

Tab. 67. Klasyfikacja ABC/XYZ

Tab. 68. Wielkosci zamdwien i koszty zwigzane z zapasami dla produktu P-02

Tab. 69. Wielkosci zamdwien przy uwzglednieniu rabatéw dla produktu P-02

Tab. 70. Wielko$ci zamdwier oraz koszty przy zamowieniach niezaleznych

Tab. 71. Wielko$ci zamdwien oraz koszty przy zamdéwieniach wspdlnych

Tab. 72. System uzupetniania zapasu ,,dwdch skrzynek” dla produktu P-08

Tab. 73. Model poziomu informacyjnego dla produktu P-02

Tab. 74. Model przegladu okresowego dla produktu P-01

Tab. 75. Model MIN-MAX dla produktu P-02

Tab. 76. Modyfikacja modelu przegladu okresowego z Z__ dla produktu P-01

Tab. 77. Czasy obstugi poszczegdlnych zlecer na maszynach dla przyktadu 1

Tab. 78. Czasy obstugi poszczegdlnych zlecen dla przyktadu 2

Tab. 79. Zlecenia przypisane do poszczegdlnych punktéw obstugi dla przyktadu 2

Tab. 80. Czasy operacji na dwdch maszynach dla przyktadu 3

Tab. 81. Iteracje algorytmu Gonzalesa-Sahniego

Tab. 82. Iteracje algorytmu Johnsona dla dwéch maszyn

Tab. 83. Iteracje algorytmu Johnsona dla trzech maszyn

Tab. 84. Wagi w algorytmie Palmera dla m =8 (maszyn)

Tab. 85. Rozktad czaséw treningowych na siedmiu stanowiskach dla dziesieciu uczest-
nikéw osrodka - przyktad 6

Tab. 86. Warto$¢ zmiennej wagowej oraz wynik uszeregowania dla dziesieciu uczestni-
kéw osrodka - przyktad 6

Tab. 87. Czasy ukonczenia ¢wiczen dla poszczegdlnych uczestnikow na poszczegél-
nych stanowiskach (w minutach) - przyktad 6

Tab. 88. Tabelaryczny opis produktu finalnego, pétproduktéw i surowcdw z przyktadu 1

Tab. 89. Lista materiatowa produkcji z przyktadu 1

Tab. 90. Tabelaryczny zapis grafu Gozinto produktéw z przyktadu 2

Tab. 91. Macierz wspotczynnikdéw bezposrednich naktaddw jednostkowych A - przyktad 2

Tab. 92. Macierz V produkcji z przyktadu 3

281

123

123

124

125

125
167
168
170
171
180
181
183
184
186
189
192
195
196
210
211
212
216
217
219
220
221

222

223

223
229
232
234
234
236



282 Spis tabel

Tab. 93. Zapotrzebowanie wewnetrzne r na podstawie zamdwienia zewnetrznego d
- przyktad 3

Tab. 94. Czasy wytwarzania potproduktéw i produktéw dla przyktadu 4

Tab. 95. Macierz B (naktady czasu w poszczegdlnych weztach)

Tab. 96. Dyspozycyjny czas pracy przedsiebiorstwa z przyktadu 2

Tab. 97. Zyski kalkulacyjne produkcji z przyktadu 2

Tab. 98. Przyktadowy dyskretny rozktad prawdopodobienstwa

Tab. 99. Rozktad empiryczny przyktadowej zmiennej ciggtej pogrupowany w przedzia-
ty klasowe

Tab. 100. Rozktad prawdopodobieristwa czasu miedzy momentami przybycia kolej-
nych klientéw - przyktad 1

Tab. 101. Rozktad prawdopodobienstwa czasu obstugi - przyktad 1

Tab. 102. Wybrane wyniki uzyskane w raporcie statystycznym dla przyktadowego mo-
delu kolejki jednokanatowej

237
238
240
241
242
255

256

259
259

261



Spis rysunkow

Rys. 1. Wizualizacja pomiaru odlegto$ci za pomoca wspdtrzednych geograficznych
zuwzglednieniem ksztattu globu ziemskiego

Rys. 2. Odlegto$¢ wedtug metryki prostokatnej (miejskiej)

Rys. 3. Odlegto$¢ wedtug metryki euklidesowej (samolotowej)

Rys. 4. Odlegtosci euklidesowa, prostokatna i rzeczywista miedzy dwoma punktami

Rys. 5. Wizualizacja potozenia wyznaczonych lokalizacji dla centrum dystrybucyjnego
wzgledem lokalizacji dostawcow i odbiorcow

Rys. 6. Hierarchiczna struktura oceny

Rys. 7. Ilustracja aproksymacji Rl za pomoca wielomianu trzeciego stopnia

Rys. 8. Podziat zakresu zmienno$ci miernika na osiem przedziatéw klasowych

Rys. 9. Przyktad 1 w postaci grafu powigzan

Rys. 10. Rozwiagzanie optymalne dwuetapowego problemu transportowego z przyktadu 3

Rys. 11. Graficzna ilustracja problemu komiwojazera

Rys. 12. Niedopuszczalne rozwigzanie problemu komiwojazera

Rys. 13. Dopuszczalne rozwigzania problemu komiwojazera dla N =4

Rys. 14. Trasa pojazdu uzyskana algorytmem drogi do najblizszego sasiada

Rys. 15. Odlegtos¢ punktu od cze$ciowo zbudowanej trasy pojazdu

Rys. 16. Wstawienie odbiorcy k do czeSciowo zbudowanej trasy

Rys. 17. Trasa pojazdu uzyskana algorytmem sukcesywnego wstawiania weztéw

Rys. 18. Konstrukgja trasy sasiedniej w algorytmie 2-opt

Rys. 19. Konstrukcja tras sasiednich w algorytmie 3-opt

Rys. 20. Trasa pojazdu uzyskana algorytmem drogi do najblizszego sasiada

Rys. 21. Trasa pojazdu uzyskana algorytmem sukcesywnego dotaczania weztéw

Rys. 22. Graficzna ilustracja problemu uktadania tras wielu pojazdéw

Rys. 23. Mozliwe potaczenie dwéch tras w jedna w algorytmie savings

Rys. 24. Trasy pojazdu uzyskane algorytmem oszczednosciowego taczenia tras (savings)

Rys. 25. Realizacja heurystyki dekompozycyjnej wedtug reguty ,najpierw trasa, potem
rejon”

Rys. 26. Rejonizacja odbiorcéw w algorytmie sweep

Rys. 27. Rejony obstugi odbiorcdw przez pojazdy w algorytmie baz fikcyjnych

14
15
16
17

27
29
31
32
43
69
78
79
80
85
86
87
89
91
92
92
92
93
97
100

101
102
106



284

Rys. 28.
Rys. 29.
Rys. 30.
Rys. 31.
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Las wierzchotkdw
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Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2,51 7 w algorytmie Prima
Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2,5, 7i 1 w algorytmie Prima
Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2, 5,7, 1i 3 w algorytmie Prima
Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2, 5,7, 1,3 6 w algorytmie Prima
Czesciowe drzewo spinajace z wierzchotkami 2, 5,7, 1, 3 8 w algorytmie Prima
Minimalne drzewo rozpinajace w algorytmie Prima

Pierwszy etap (iteracja) algorytmu Boruvki

Drugi etap (iteracja) algorytmu Boruvki

. Siec przeptywowa z podanymi maksymalnymi przepustowosciami na krawedziach
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Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - graf wyjsciowy

Sie¢ rezydualna S(V,E,c,) wraz ze $ciezka P,

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,
Sie¢ rezydualna S(V,E,c) wraz ze $ciezka P,

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na Sciezce P,
Sie¢ rezydualna S(V,E,c,) wraz ze Sciezka P,

Siec przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na Sciezce P,
Sie¢ rezydualna S(V,E,c,) wraz ze $ciezka P,

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,
Sie¢ rezydualna S(V,E,c) wraz ze $ciezka P,

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na Sciezce P,
Sie¢ rezydualna S(V,E,c,) wraz ze Sciezka P,

Siec przeptywowa S(V,E,c) - po wprowadzeniu przeptywu na Sciezce P,
Sie¢ rezydualna S(V,E,c)

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) - graf wyjsciowy

Sie¢ rezydualna S(V,E,c,w,) wraz ze Sciezka P,

Siec przeptywowa S(V,E,c,w) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,
Siec¢ rezydualna S(V,E,c,w,) wraz ze Sciezka P,

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,
Sie¢ rezydualna S(V,E,c,w,) wraz ze Sciezkg P,

Sie¢ przeptywowa S(V,E,c,w) - po wprowadzeniu przeptywu na $ciezce P,
Zapasy w tancuchu dostaw

Struktura zapaséw

Zalezno$¢ zmiennego kosztu utrzymania zapasow od wielkosci zamdwienia
Zalezno$¢ zmiennego kosztu uzupetniania zapaséw od wielko$ci zaméwienia
Zapotrzebowanie na produkt P-01

Zapotrzebowanie na produkt P-05

Zapotrzebowanie na produkt P-10

Zapotrzebowanie na produkt P-09

Rozktad popytu na produkt P-01

Rozktad popytu na produkt P-10

Rozktad popytu na produkt P-05

Poziom zapasow a czas realizacji zamdwienia

Zalezno$¢ kosztu zapaséw od poziomu obstugi klienta

Ekonomiczna wielko$¢ zamdwienia

Ekonomiczna wielko$¢ zaméwienia dla produktu P-02

Poziom zapasu przy statym popycie i statym czasie realizacji zamdwienia

Zamowienia wedtug modelu poziomu informacyjnego dla produktu P-02
Zamowienia wedtug modelu przegladu okresowego dla produktu P-01
Zamodwienia wedtug modelu MIN-MAX dla produktu P-02

. Zaméwienia wedtug modyfikacji modelu przegladu okresowegodlaz =108
=55 dla produktu P-01

Poziom zapasu produktu P-08 dla systemu uzupetniania zapasu ,,dwdch skrzynek”
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Rys. 109. Zaméwienia wedtug modyfikacji modelu przegladu okresowego dlaz =108

iZinf=
Rys. 110.
Rys. 111. Przyktadowy wykres Gantta - a) orientacja maszynowa, b) orientacja zadaniowa
Rys. 112.

X

58 dla produktu P-01
Schemat przeptywu informacji w systemie produkcyjnym

Wykres Gantta dla kolejnosci realizacji zlecen na poszczeglnych maszynach

dla przyktadu 3

Rys. 113.

Wykres Gantta dla kolejnosci realizacji zlecen na poszczegdlnych stanowi-

skach dla przyktadu 4

Rys. 114.
Rys. 115.
Rys. 116.
Rys. 117.
Rys. 118.
Rys. 119.
Rys. 120.
Rys. 121.
Rys. 122.

Struktura opisywanego procesu produkgji

Doptywy materiatowe do P,

Doptywy materiatowe do PP i do PP,

Drzewo produktu P,

Graf Gozinto dla produktéw z przyktadu 2

Schemat klasyfikacyjny metod symulacji komputerowe;j

Metoda odwracania dystrybuanty

Funkcja dystrybuanty dla rozktadu prawdopodobienstwa z tab. 98

Funkcja dystrybuanty zmiennej ciagtej, dla ktdrej rozktad empiryczny dany

jest w tab. 99

Rys. 123.
Rys. 124.
Rys. 125.
Rys. 126.
Rys. 127.
Rys. 128.
Rys. 129.

System obstugi z jednym kanatem obstugi

Schemat blokowy przebiegu symulacji jednokanatowego modelu obstugi
Funkcja gestosci rozktadu tréjkatnego

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa dla rozktadu Pareta (10,2)

Funkcja gestosci rozktadu wyktadniczego dlaA=7

Funkcja gestosci rozktadu Erlanga dla A=2

Funkcja gestosci rozktadu logistycznego w poréwnaniu z rozktadem N(0,1)

198
202
205

217

219
228
229
229
230
233
248
254
255

257
259
262
271
273
274
276
277
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