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Wprowadzenie

Dzisiejsze rozumienie proceséw logistycznych jest niewspdlmiernie szersze niz
blisko siedemdziesiat lat temu, kiedy logistyka zaczynala by¢ postrzegana jako nie-
zwykle uzyteczna koncepcja biznesowa. Ciagly rozwdj proceséw gospodarczych,
postepujaca globalizacja rynku, a takze rozkwit i doskonalenie istniejacych tech-
nik zarzadzania sprawily, ze konieczne stalo si¢ wypracowanie nowego spojrzenia
na logistyke, wykraczajacego daleko poza granice pojedynczego przedsigbiorstwa.

Obecnie z zagadnieniem logistyki nierozerwalnie taczy si¢ pojecie fancucha do-
staw, ktory wedlug wielu badaczy jest czgscig tancucha logistycznego, a nawet sieci
logistycznych. Lancuch dostaw — w duzym uproszeniu - to zbiér wzajemnie ze sobg
powiazanych podmiotéw, ktérych nadrzednym celem jest dostarczenie finalnemu
nabywcy pozadanego przez niego produktu z jak najwicksza wartoscig dodang. Pro-
cesy logistyczne natomiast stanowia zbior wszelkich dzialan stuzacych osiggnieciu
tego celu przy jak najwyzszym poziomie obstugi konsumenta finalnego.

Globalizacja proceséw gospodarczych oraz nieustannie zmieniajgce si¢ potrze-
by rynku stawiaja przed decydentami nowe wyzwania nie tylko w kwestii pozy-
skiwania nowych rynkéw zbytu, ale takze (jezeli nie przede wszystkim) poprawy
konkurencyjno$ci na rynkach istniejacych. Wyzwania te dotycza ciagtego dosko-
nalenia dziatan zaréwno w zakresie modyfikacji istniejacych i konstruowania no-
wych tancuchéw dostaw, jak i obstugujacych je proceséw logistycznych. Ponadto
bardzo szybki i wcigz postepujacy rozwoj systeméw informacyjnych (w tym in-
formatycznych i telekomunikacyjnych) stawia decydentéw przed koniecznos$cig
podejmowania decyzji wlasciwie w czasie rzeczywistym. Powoduje to, ze coraz
wyrazniejszych ksztaltow nabiera i coraz bardziej doceniana staje si¢ logistyka
o charakterze operacyjnym, polegajaca na nieustannym identyfikowaniu, formu-
fowaniu i rozwigzywaniu problemoéw decyzyjnych w celu poszukiwania optymal-
nych decyzji.

Niewatpliwie kolejnym sporym wyzwaniem jest identyfikacja i rozwigzywanie
probleméw w zakresie dystrybucji produktow w tancuchu dostaw. Chodzi tu mie-
dzy innymi o problemy transportowe, a w szczegolnosci te, ktére dotycza uklada-
nia tras jednego lub wielu pojazdéw. W literaturze przedmiotu znane sg one od
dawna pod nazwa zagadnienia jednego lub wielu komiwojazeréw. Znacznie dtuz-
szg historie ma problem jednego komiwojazera, ktérego poczatki siegaja potowy
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XIX stulecia. Problem wielu komiwojazeréw z kolei po raz pierwszy zostal sformu-
fowany przez G.B. Dantziga i J].H. Ramsera w 1959 roku jako problem wysytania
ciezaréwek (Truck Dispatching Problem).

Cecha charakterystyczng zagadnien ukladania tras dla pojazdow jest tatwos¢
ich sformulowania, w przeciwienstwie do znalezienia optymalnego rozwiazania.
Pojazd lub pojazdy, ktore wyruszaja z miejsca startowego (bazy), majg za zadanie
odwiedzi¢ kazdy z zadanej liczby punktéw zlokalizowanych na okreslonym obsza-
rze geograficznym, spetniajac przy tym wszystkie nalozone na problem ogranicze-
nia (np. dotyczace czasu pracy pojazdu, tadownosci, godzin pracy odwiedzanych
punktéw itp.) w taki sposéb, aby szeroko rozumiany faczny koszt tras wszystkich
wykorzystanych pojazdéw byt jak najnizszy.

Jest to wysoce skomplikowane zagadnienie, a poszukiwanie optymalnego ukfadu
tras oraz problem jednego i wielu komiwojazeréw wciaz przyciagaja uwage wielu
badaczy oraz praktykow, czego najlepszym dowodem jest ogromna i wciaz powigk-
szajaca si¢ liczba publikacji na ten temat. Mozna w nich znalez¢ zaréwno proby iden-
tyfikacji i opisu modeli nowych odmian podstawowego problemu decyzyjnego, jak
i prezentacje coraz to nowszych metod ich rozwigzywania. Proponowane metody
poszukiwania optymalnych tras charakteryzujg si¢ z jednej strony prostota, a z dru-
giej strony wysokim stopniem zfozonosci podejmowanych krokéw. Jedne gwarantu-
ja znalezienie rozwigzan optymalnych, podczas gdy inne tego nie zapewniajg, dajac
rozwigzania bardzo dobre, ale nie najlepsze z mozliwych. Niestety zazwyczaj decyzje
optymalne okupione sa duzym wysitkiem obliczeniowym.

Nie sposéb przedstawi¢ w tym miejscu wszystkich istniejacych metod odno-
szacych si¢ do problemoéw ukladania tras pojazdéw. Dlatego celem niniejszej pra-
cy jest proba zebrania oraz usystematyzowania wiedzy i doswiadczen z ostatnich
blisko piecdziesieciu lat badan nad zagadnieniami logistyki operacyjnej w zakresie
transportu. Motywacja do jej napisania byto wypelnienie luki w pismiennictwie
w tej dziedzinie, gdyz i w fachowej literaturze obcojezycznej, i w literaturze polskiej
brakuje pozycji podejmujacych tak wazne z punktu widzenia logistyki operacyjne;j
zagadnienia.

Ksigzka podzielona zostala na siedem rozdzialéw, ktére ukladaja si¢ w trzy
nieformalne czgéci. Rozdzial pierwszy to czgs¢ wprowadzajaca. Przedstawiono
w nim podstawowe zagadnienia zwigzane z fancuchem dostaw oraz procesami
transportowymi. Zawiera definicje fancuchéw dostaw, kanatéw dystrybucji, pro-
cesow transportowych i przewozowych oraz ich najwazniejsze klasyfikacje. Omo-
wiono tam takze rol¢ proceséw transportowych w obstudze tanicucha dostaw ze
szczegolnym uwzglednieniem najwazniejszych form i modeli ich organizacji.

Cze$¢ druga stanowiag kolejne trzy rozdzialy, ktérych celem jest prezenta-
cja podstawowych modeli i ich odmian dotyczacych zagadnien ukladania tras
pojazdéw. Rozdzial drugi poswiecony zostal najbardziej znanemu wsrdd lo-
gistykéw klasycznemu problemowi transportowemu. Oprécz sformulowanej
tam podstawowej postaci problemu przedstawiono réwniez najwazniejsze jego
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odmiany i modyfikacje, a takze algorytm transportowy stuzacy znalezieniu roz-
wigzania optymalnego. Klasyczny problem transportowy jest nie tylko wazny
z punktu widzenia problematyki logistyki operacyjnej, ale moze tez stanowic¢
niezwykle cenne narzedzie w poszukiwaniu rozwigzan zadan, o ktérych bedzie
mowa w dalszej czesci ksiazki.

W rozdzialach trzecim i czwartym zdefiniowano zagadnienia ukladania tras
- odpowiednio - jednego i wielu pojazdow. Rozdzial trzeci omawia problem ko-
miwojazera. Poza tym, ze znajduje si¢ on w centrum zainteresowan logistykow,
stanowi takze problem o charakterze kombinatorycznym, chetnie podejmowany
jako pole zastosowan do wielu nowych narzedzi optymalizacji.

Z kolei rozdzial czwarty skupia sie stricte na problematyce ukladania tras pojaz-
dow i sformulowano w nim podstawowg posta¢ problemu wielu komiwojazeréw.
Ponadto przedstawiono w tym miejscu najwazniejsze, zdaniem autora, warianty
i modyfikacje problemu podstawowego, ktére uwzgledniaja wystepujace w prak-
tyce gospodarczej dodatkowe zalozenia i warunki zwigzane z optymalizacja tras
pojazdow (tj. ograniczenia czasowe, ograniczenia zwigzane z zasobami transpor-
towymi czy zalozenia zwigzane z samg strukturg rozwigzywanego zadania).

Trzecia (nieformalna) cze$¢ pracy poswiecona zostala prezentacji metod stu-
zacych do poszukiwania optymalnych tras pojazdow. Jako ze w ciagu ostatnich
kilkudziesigciu lat pojawito si¢ ich bardzo wiele, zdecydowano si¢ wybra¢ spo-
$réd nich te najwazniejsze i najbardziej charakterystyczne. Ich opis znajduje sie
w trzech osobnych rozdziatach.

Rozdzialy piaty i szosty stanowia zbidr klasycznych podejs¢ do rozwigzania
probleméw uktadania tras jednego i wielu pojazdéw. Rozdzial pigty zawiera pre-
zentacje metod dokladnych, czyli takich, ktére gwarantujg znalezienie rozwiazania
optymalnego. Jednakze metody te charakteryzuja sie znacznym stopniem zlozo-
nosci i trudnosci, a ponadto bardzo czesto korzystaja z przeksztalconej wyjsciowej
postaci problemu podstawowego (np. zagadnienia przydzialu czy minimalnego
drzewa rozpinajacego), dlatego w rozdziale széstym przedstawiono najchetniej
stosowane przez praktykow strategie poszukiwania optymalnych tras, jakimi sg
metody heurystyczne. W przeciwienstwie do metod doktadnych nie zapewniaja
one, ze znaleziony przez nie uklad tras jest najlepszy, lecz cechuja si¢ o wiele niz-
szym stopniem zlozonosci, co powoduje, Ze s3 tatwe w uzyciu.

Ostatni rozdzial, omawiajacy metody optymalizacji ukladania tras pojazddow,
jest najobszerniejszy, poniewaz zawiera nowatorskie, a zarazem nieklasyczne
podejscia do uktadania tras pojazdéw. Metody tam przedstawione czerpia mo-
tywacje nie tylko z cech i konstrukcji samego problemu ukladania tras (metody
przeszukiwania lokalnego), ale takze z proceséw zachodzacych w naturze (algo-
rytmy metaheurystyczne). W rozdziale tym zaprezentowano zastosowanie do pro-
bleméw jednego i wielu komiwojazeréw: algorytméw symulowanego wyzarzania,
algorytméw przeszukiwania tabu, algorytméw mréwkowych oraz algorytmow
ewolucyjnych. Przyblizenie ich podstawowych zalozen i proceséw dzialania moze
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tez stanowi¢ inspiracj¢ do budowy konkretnych metod poszukiwania najlepszych
rozwigzan innych probleméw optymalizacji.

Niniejsza pozycja moze by¢ adresowana do szerokiego grona czytelnikow.
Z jednej strony mogg to by¢ praktycy (analitycy i decydenci) poszukujacy najlep-
szych, a zarazem korzystnych ekonomicznie rozwigzan sluzacych optymalizacji
problemdw transportowych (i nie tylko) w ramach logistyki operacyjnej w swoich
przedsiebiorstwach. Z drugiej strony publikacja ta moze by¢ takze wykorzystywa-
na jako zwarty material Zrédlowy stanowiacy punkt wyjscia do dalszych badan
zaréwno nad identyfikacja nowych odmian probleméw ukladania tras pojazdow,
jak i poszukiwaniem nowych, lepszych sposobow ich rozwigzywania. Ponadto
w intencji autora powinna ona stanowi¢ interesujace uzupelnienie literatury logi-
stycznej, a w szczegdlnosci w zakresie logistyki operacyjnej.



Rozdziat 1

Procesy transportowe w zarzadzaniu
tancuchem dostaw

W dobie gospodarki globalnej logistyka jest terminem rozumianym o wiele sze-
rzej niz w drugiej polowie ubieglego stulecia. Pojecie to ewaluowato od proste-
go fizycznego ruchu produktu pomiedzy wytwdrca a konsumentem do dziedziny
wiedzy, ktorej jednym z celéw jest optymalne ksztaltowanie taricuchéw dostaw.

Dzisiejsze znaczenie logistyki rozumiane jest jako proces polegajacy na plano-
waniu, realizowaniu oraz kontrolowaniu przeplywu dobr i informacji pomiedzy
jego interesariuszami, w szczegélnosci pomiedzy dostawcami i odbiorcami. Pro-
cesy fizycznego przeptywu dobr oraz przeplywu informacji nie odnoszg sie tylko
do wasko pojmowanej bezposredniej relacji dostawca—odbiorca (np. producent-
konsument), lecz obejmujg wszystkie relacje, poczawszy od naturalnych zrodet
wytworzenia, na punkcie konsumpcji skonczywszy. Podmiotem szeroko rozumia-
nych dziatan logistycznych jest fancuch dostaw, ktory moze by¢ definiowany w ra-
mach pojedynczego przedsiebiorstwa, ale i pewnego zbioru organizacji, znacznie
sie od siebie roznigcych pod wzgledem np. swojej podstawowej dziatalnosci.

1.1. kancuch dostaw

W literaturze zwigzanej z logistyka trudno znalez¢ jedng uniwersalng definicje
pojecia tancucha dostaw. Przedstawia si¢ je na rozmaite sposoby: jako pewna
strukture podmiotéw gospodarczych, jako proces gospodarczy lub filozofi¢ za-
rzadzania. Wedtug jednej z definicji fancuch dostaw to zbiér réznych organiza-
cji, ktére zaangazowane sg w rdznego rodzaju procesy i dzialania majace na celu
dostarczenie finalnemu konsumentowi produktéw lub ustugi (Christopher, 2000,
s. 14). To zaangazowanie polega na rdznego rodzaju powiazaniach z dostawcami
i odbiorcami. Z kolei w Stowniku terminologii logistycznej (Fertsch, 2006) tancuch
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logistyczny rozumiany jest dwojako. Po pierwsze, jest to proces, ktory stanowi se-
kwencja zdarzen dotyczacych przemieszczenia dobr, aby zwigkszy¢ ich wartos¢.
Po drugie, tancuch dostaw to pewna struktura (organizacja), ktérg stanowi grupa
przedsiebiorstw majaca na celu zaspokojenie popytu na produkty w catym fancu-
chu fizycznego przeplywu dobr. Grupa przedsigbiorstw osigga ten cel przez po-
dejmowanie wspolnych dziatan, ktdre w szczegolnosci dotyczy¢é moga: rozwoju,
produkcji, sprzedazy, zaopatrzenia, serwisu, dystrybucji, zarzadzania zasobami
oraz czynnos$ci wspierajacych.

Lancucha dostaw nie mozna jednak postrzegac tylko w kategoriach okreslonej
pionowe;j struktury, w ktdrej np. dystrybutorzy produktu naleza do producenta (s3
jego wlasnoscia). Coraz czgsciej przedsigbiorstwa doceniaja mozliwos¢ korzystania
z rozmaitych ustug $§wiadczonych przez osobne podmioty gospodarcze (outsour-
cing), dzigki czemu moga si¢ skupi¢ na swojej podstawowej dziatalnosci. Zjawisko
to nie odnosi si¢ zresztg tylko do ustug. Forma outsourcingu moze by¢ takze naby-
wanie réznego rodzaju dobr (np. surowcéw lub materiatéw) niezbednych do funk-
cjonowania przedsiebiorstwa, ktore dotad dane przedsigbiorstwo musialo wytwa-
rza¢ we wlasnym zakresie. Taki sposob inicjowania i rozwijania powigzan pomiedzy
podmiotami gospodarczymi jest charakterystyczny wlasnie dla tanicucha dostaw.

Lancuch dostaw moze mie¢ charakter zar6wno wewnetrzny, jak i zewnetrzny
(rys. 1.11i 1.2) (Fechner, 2007).

< przeplyw informacji >

lanicuch dostaw

| przeptyw fizyczny débr >

Rys. 1.1. Zewnetrzny tancuch dostaw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Fechner, 2007).

O fancuchu zewnetrznym mozna méwic¢ wtedy, gdy tworza go podmioty od
siebie niezalezne (w sensie prawnym i gospodarczym), ale nastawione na realizacje
wspolnego celu. Z kolei w wypadku tanicucha wewnetrznego jego strukture tworza
jednostki organizacyjne (np. dzialy, przedstawicielstwa, oddzialy itp.) nalezace do
danego przedsigbiorstwa. Ich zadaniem jest osigganie celu, jaki stoi przed danym
przedsiebiorstwem. Nalezy tutaj zauwazy¢, ze zaréwno ksztalt, jak i stopien zlozo-
nosci konkretnego tancucha dostaw (zewnetrznego i wewnetrznego) nie s3 zawsze
jednakowe. Wrecz przeciwnie - s3 one bardzo zréznicowane i uzaleznione od wie-
lu czynnikéw, do ktérych nalezg miedzy innymi:
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= cel, jaki jest postawiony przed lancuchem dostaw;

* liczba i charakter podmiotéw tworzacych tancuch dostaw;

* rodzaj produktu, dla ktérego funkcjonuje fancuch dostaw;

= zasieg dzialania tanicucha dostaw;

* wzajemne powigzania pomiedzy podmiotami tworzgcymi tancuch dostaw.

< przeplyw informacji >
Zaopatrzenie Produkcja .

I przeptyw fizyczny dobr >

' przedsiebiorstwo
1
I

Rys. 1.2. Wewnetrzny tancuch dostaw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Fechner, 2007).

W zwigzku z tym potencjalne konfiguracje taricucha dostaw (w szczegolnosci ze-
wnetrznego) moga miec charakter:

* bardzo prosty (bezposrednie relacje odpowiednio producenta z dostawca
i producenta z odbiorcg); konfiguracje te zazwyczaj dotycza bardzo prostych
produktéw i cechuja sie niewielkim zasiegiem dzialania;

* zlozony (rozbudowana struktura zaréwno po stronie dostawcow, jak i po
stronie odbiorcow, np. dostawcy nizszego rzedu i dostawcy wyzszego rzedu);
konfiguracje te dotycza bardziej ztozonych produktéw oraz cechujg sie¢ du-
zym zasiegiem dzialania np. przez rozbudowang forme dystrybucji;

= kompleksowy (struktura rozbudowana o dodatkowe podmioty $wiadcza-
ce np. ustugi informatyczne, logistyczne, finansowe, telekomunikacyjne);
w konfiguracjach tych widoczny jest najwiekszy stopien integracji podsta-
wowych podmiotéw (dostawcow i odbiorcéw), dziatajacych na podstawie
wypracowanych takich samych standardéw dotyczacych np. przeptywu in-
formacji lub zarzadzania konkretnymi operacjami logistycznymi.

Istote kazdego tancucha dostaw stanowig jego poszczegdlne ogniwa oraz ksztatt
wzajemnych relacji pomiedzy nimi. Ogniwami fancuchéw dostaw sa osobne i nie-
zalezne od siebie przedsiebiorstwa, jak rowniez podmioty gospodarcze, ktére moga
naleze¢ do jednego wlasciciela. Wyrézniamy ogniwa: poczatkowe (zaopatrujace
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w materialy i surowce niezbedne do produkeji), posrednie (wytwarzajace pol-
produkty i wyroby gotowe) oraz koncowe (dostarczajace produkty do klientow
koncowych). Pomiedzy nimi mogg wystepowac odrebne podmioty zapewniajace
sprawny przeptyw fizyczny produktéw, do ktérych mozna zaliczy¢ operatoréw lo-
gistycznych (np. centra dystrybucyjne i logistyczne).

Z kolei wzajemne powigzania pomiedzy poszczegolnymi ogniwami kazdego
tancucha dostaw pozwalajg na wyodrebnienie réznych ich konfiguracji, ktorych
ksztalt w sposob bezposredni wpltywa na sposdb (metody) realizacji przepty-
wow fizycznych produktéw oraz zwigzanych z nimi przeptywéw informacyjnych.
W zwigzku z tym wyrdzni¢ mozna nastepujace przyktadowe konfiguracje spoty-
kane w fancuchach dostaw:

= bezposrednie (rys. 1.3a);

= posrednie dwuetapowe (rys. 1.3b);

= posdrednie wieloetapowe (rys. 1.3¢);
* mieszane (rys. 1.3d).

Bl Al
A B2 A2 B
B3 A3

Rys. 1.3a. Przyktady konfiguracji bezposredniej w tancuchu dostaw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Szatek, 1992).

C1 Al
B B
A@® @2 A® @cC
C3 A3

Rys. 1.3b. Przyktady konfiguracji dwuetapowej posredniej w tancuchu dostaw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Szatek, 1992).

D1

Cl1
D2
D3

B C2

A

D4
D5
C3 D6

Rys. 1.3c. Przyktad konfiguracji wieloetapowej posredniej w tancuchu dostaw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Szatek, 1992).
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D1
Cl
D2
D3
C2
A
D4

DS

Rys. 1.3d. Przyktady konfiguracji mieszanej w tancuchu dostaw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Szatek, 1992).

Do czynnikéw ksztaltujacych konfiguracje danego tancucha dostaw zaliczy¢
mozna: rodzaj produktu (w szczegélnosci jego stopien zlozonosci), lokalizacje
przestrzenng dostawcoéw oraz odbiorcéw, lokalizacje infrastruktury operatorow
logistycznych (magazyny, terminale przeladunkowe), przyjeta strategie wspotpra-
cy z jednym lub wieloma dostawcami czy jednym lub wieloma operatorami logi-
stycznymi.

Pojeciem, ktore jest naturalnym rozwinigciem lancucha dostaw, jest ,sie¢
dostaw” (Lupicka, 2006, s. 11). Moze by¢ ona traktowana takze jako zlozenie
wielu fanicuchéw dostaw. Termin ten wynika bezposrednio z samej postaci, jak
réwniez z mozliwosci dowolnego rozbudowania przedstawionej powyzej kon-
figuracji mieszanej tanicucha dostaw (rys. 1.4), co powoduje, ze przyjmuje on
postac sieci. Jest to odzwierciedleniem rzeczywistosci gospodarczej, w ktorej
nierzadko mamy do czynienia z dostawcami dostawcéow lub klientami klien-
tow tworzacymi wspolnie bardzo rozbudowany system dostaw. Ponadto tak jak
w lancuchach dostaw, tak i w sieciach dostaw ogniwami mogg by¢ operatorzy
logistyczni, $wiadczacy ustugi wszystkim pozostalym podmiotom (dostawcom
i odbiorcom).

Producent ‘\.

Rys. 1.4. Sie¢ dostaw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (kupicka, 2006, s. 11).
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Z pojeciami tanicucha dostaw lub sieci dostaw w sposdb nierozerwalny wiaze sie
termin zarzadzania fancuchem dostaw. Mozna go zdefiniowa¢ jako pewnego ro-
dzaju koncepcje zarzadzania relacjami z dostawcami i odbiorcami, a takze z klien-
tami w celu dostarczenia produktu we wlasciwym miejscu i czasie, przy jednoczes-
nej minimalizacji kosztéw zwigzanych z funkcjonowaniem tancucha dostaw.

Wreszcie, patrzac calosciowo na fancuch logistyczny, poczawszy od zrodel wy-
twarzania podstawowych surowcow niezbednych do powstania wyrobdéw goto-
wych, a skonczywszy na konsumentach finalnych, wyrézni¢ mozna dwie czesci
tancucha dostaw z punktu widzenia kazdego ogniwa (przedsiebiorstwa) posred-
niego: fancuch zaopatrzenia oraz fancuch dystrybucji. Dotyczy to takze fancucha
wewnetrznego w ramach konkretnego przedsigbiorstwa, gdzie wskazuje sig
podsystem logistyki zaopatrzenia i podsystem logistyki dystrybucji. W obrebie
obu tych czgsci bardzo istotng role odgrywaja kanatly zaopatrzenia i dystrybucji
ksztaltujace bezposrednio sposdb przeplywu fizycznego produktow.

1.2. Kanaty dystrybucji

Cho¢ mozna dokona¢ podziatu tancucha dostaw na czes$¢ dotyczaca zaopatrze-
nia i dystrybucji, to z perspektywy kazdego przedsigbiorstwa stanowigcego jego
ogniwo wszystkie ogniwa (podmioty) znajdujace si¢ po nim tworzg tancuch
dystrybucji. Szczegélnym pojeciem zwigzanym z logistyka dystrybuciji jest ,,ka-
nal dystrybucji”. Najprosciej rzecz ujmujac, jest to jeden podmiot lub wigksza
liczba podmiotéw uczestniczacych w procesie przeptywu fizycznego dobr od
producenta do uzytkownika koncowego (Coyle i in., 2002). Z punktu widze-
nia szeroko rozumianego tancucha dostaw kanal dystrybucyjny moze mie¢
swoj poczatek w ogniwie, ktére stanowi przedsiebiorstwo produkcyjne, a ko-
niec u konsumenta finalnego. Po$rednimi punktami kanalu mogg by¢ np. cen-
tra dystrybucji, hurtownie, punkty sprzedazy detalicznej, stanowigce wlasnos¢
producenta lub bedace niezaleznymi od niego podmiotami gospodarczymi.
Z kolei z perspektywy dostawcy, ktéry dostarcza producentowi niezbedne ma-
terialy i surowce do produkcji, jego kanat dystrybucji konczy¢ si¢ moze wtasnie
na nim, gdzie konsumentem finalnym jest dla niego producent wyrobu goto-
wego. Poszczegdlne kanaly dystrybucji sktada¢ si¢ moga na fancuch dostaw lub
szerzej — sie¢ dostaw.

W literaturze przedmiotu rozrdznia si¢ kilka rodzajéw kanatéw dystrybucyj-
nych, do ktérych zaliczy¢ mozna:

= kanaly dystrybucji posrednie i bezposrednie;
= kanaly dystrybucji krétkie i diugie;
= kanaly dystrybucji waskie i szerokie.
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Podzial ten warunkowany jest przede wszystkim przyjeta struktura dystrybucji
w tancuchu dostaw, a w szczegdlnosci liczbg posredniczacych ogniw pomiedzy
dostawcg a finalnym nabywca produktu. Kanaly bezposrednie to takie, ktore do-
tycza bezposrednich powigzan producenta z finalnymi nabywcami, w przeciwien-
stwie do kanaléw posrednich, w ktérych zaangazowane s3 podmioty posrednie
taczace producenta z finalnym odbiorca.

Mianem krotkich kanalow dystrybucji zwyklo okreslac sie te, ktore skladajg sie
z co najwyzej jednego podmiotu posredniczacego, w przeciwienstwie do kana-
tow diugich zawierajacych wigkszg liczbe posrednikow. Z kolei podzial kanatow
dystrybucji na waskie i szerokie uwarunkowany jest stopniem zlozonosci ogniw
wszerz tancucha dostaw. Im wigksza liczba posrednikéw tego samego typu na po-
szczegdlnych etapach dystrybucji, za tym szerszy mozna uznac kanat dystrybucji.

Przedstawione powyzej rodzaje kanatéw dystrybucji maja swoje wady i zalety.
Mniej rozbudowane kanaly dystrybucji powoduja, ze réznice w cenach tego same-
go produktu miedzy producentem a punktem sprzedazy detalicznej s3 znacznie
mniejsze niz w wypadku kanaléw bardziej ztozonych. Z kolei kanaty bardziej roz-
budowane oferujg wigksze mozliwosci w dotarciu do duzej liczby potencjalnych
odbiorcéw. Ponadto szybciej i elastyczniej reaguja one na zmieniajacy sie popyt
konsumentéw finalnych ze wzgledu na mozliwos¢ zdecentralizowania poziomu
zapasOw w poszczegdlnych ogniwach tancucha dostaw. Ale tez budowa ztozonych
kanaléw dystrybucji wymaga takze wlasciwej organizacji i ciaglej kontroli pro-
cesOw zwigzanych z przemieszczaniem fizycznym produktéw w doét kanatu (od
producenta przez posrednikéw do klienta finalnego) oraz przeptywem informacji
w gore kanatu (od uczestnikéw rynku przez posrednikéw do producenta).

Konstrukcja konkretnego kanalu dystrybucji wynika wprost z przyjetej strategii
dystrybucji fizycznej produktéw. Wsérdd znanych modeli systemdéw fizycznej dys-
trybucji produktéw wyrdzni¢ mozna trzy podstawowe (Rutkowski, 2005, s. 55-62):

1) model dostaw bezposrednich;
2) scentralizowany model dystrybucji;
3) zdecentralizowany model dystrybucji.

Model dostaw bezposrednich odnosi si¢ do sytuacji, w ktorej dostawy sa
realizowane bezposrednio od przedsiebiorstwa produkcyjnego (rys. 1.5). Do-
tyczy¢ to moze produkcji na zaméwienie, w szczeg6lnosci dobr o charakterze
luksusowym lub produktéw nienalezacych do luksusowych, ale zamawianych
przez klientéw finalnych w duzych ilo$ciach. Model ten moze by¢ stosowany
takze wobec produktéw wysoce wyspecjalizowanych lub tatwo si¢ psujacych.
Jego zalety to:

* mozliwos¢ redukowania poziomu zapaséw w tancuchu dostaw, a tym samym
nizsze koszty z nimi zwigzane;

= ograniczenie liczby operacji transakcyjnych i ryzyka zwigzanego z uszkodze-
niem produktu;
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= skrdcenie czasu pomiedzy produkcjg a momentem udostepnienia produktu
do sprzedazy finalnemu nabywcy;

* mozliwos$¢ optymalizacji poziomu produkcji;

= uzyskiwanie informacji o popycie u zrédet jego powstawania.

Zaktad
produkcyjny

Zaklad
produkcyjny

Klient Klient Klient Klient Klient Klient Klient

Rys. 1.5. Model dostaw bezposrednich
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Rutkowski, 2005, s. 55-62).

Model ten nie jest bynajmniej pozbawiony wad i z jego stosowaniem wiaza sie
nastepujace problemy:

= wigksze obcigzenie punktow sprzedazy detalicznej zwigzane z procesami za-
mowien;

= brak zapaséw bezpieczenstwa w razie pojawienia si¢ probleméw u produ-
centa;

= wigksze koszty zwigzane z transportem;

= wigksze koszty zwigzane z obslugg transakcyjng u producenta (przy duzej
liczbie matych odbiorcéw);

* mniejsza elastycznos¢ w dostosowaniu si¢ do zamian popytu u nabywcow
(np. okresy sezonowe, wakacyjne).

Drugi z wymienionych modeli dystrybucji - model scentralizowany — wpro-
wadza do fancucha dostaw dodatkowe ogniwo w postaci centrum dystrybucji
(rys. 1.6). Nabywcy finalni obstugiwani sg z jednego miejsca, ktére przejmuje od
producenta na siebie ciezar realizacji ich zamoéwien. W miejscu tym utrzymywany
jest zapas produktu, ktérego poziom dostosowywany jest do biezacych potrzeb
rynku. Funkcje centrow dystrybucyjnych pelnia bardzo cz¢sto parki magazynowe
lub wyspecjalizowane centra logistyczne oferujace znacznie szerszy zakres ustug.
Podstawowg zaleta centréw dystrybucyjnych jest obnizenie kosztow funkcjono-
wania i obstugi fancucha logistycznego, w szczegélnosci w sytuacji, kiedy nabywcy
finalni s3 rozproszeni oraz znajduja si¢ w znacznej odlegtosci od producenta.

Przeciwienstwem systemu scentralizowanego jest model zdecentralizowany
(rys. 1.7), w ktorym dostawy produktéw do nabywcéw finalnych realizowane sg
z wykorzystaniem skltadéw i centréw dystrybucyjnych nie tylko producenta, ale
takze poszczegolnych posrednikow.
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Zaktad Zaktad Zaktad
produkcyjny produkeyjny produkcyjny
Centrum
dystrybucyjne
‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘

Rys. 1.6. Model scentralizowany
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Rutkowski, 2005, s. 57).

Zaktad Zaktad Zaktad
produkcyjny produkeyjny produkcyjny
Centrum
dystrybucyjne
Centrum Centrum
regionalne regionalne
Centrum Centrum Centrum Centrum
lokalne lokalne lokalne lokalne
‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘ ‘ Klient ‘

Rys. 1.7. Model zdecentralizowany
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Rutkowski, 2005, s. 58).

Omawiajac wady i zalety dwoch ostatnich modeli dystrybucji, nalezy zauwazy¢,
ze bardzo czesto to, co jest korzyscig wyplywajaca z jednego z nich, jest jednoczes-
nie wadg drugiego. Do podstawowych korzysci zastosowania modelu scentralizo-
wanego zaliczy¢ mozna:

* mozliwos¢ konsolidacji przesylek transportowych, a tym samym generowa-
nia oszczednosci na transporcie;

= znaczng redukcje poziomu zapaséw (w przeciwienstwie do systemu zdecen-
tralizowanego);

= wicksza precyzje w badaniu popytu nabywcdéw finalnych;

* nizsze koszty stale i zmienne zwigzane z zaangazowaniem infrastruktury lo-
gistycznej;
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= wickszg integracje taicucha dostaw w wyniku centralnie sterowanego prze-
plywu informacji.

Z kolei wérdd zalet systemu zdecentralizowanego wymienia si¢ miedzy innymi:

* minimalizacj¢ globalnych kosztow fizycznej dystrybucji produktow (w szcze-
golnosci przez producenta);

= wysoki poziom obstugi klienta (szybkie reakcje na zmieniajace si¢ potrzeby
nabywcow finalnych dzieki utrzymywanym zapasom w kazdym punkcie po-
$rednim);

= krotki czas dostaw (im diuzszy kanat dystrybucji, tym blizej klienta jest
ostatnie jego ogniwo);

= relatywnie nizsze koszty transportu na ostatnim etapie dostaw do klienta fi-
nalnego.

1.3. Procesy transportowe

Wisrod proceséw zwigzanych z fizycznym przeplywem produktéw w tancuchach
dostaw jednym z najwazniejszych jest proces transportowy. Nalezy go rozumie¢
jako zbioér wszelkiego rodzaju dziatan, ktérych celem jest dokonanie przemieszcze-
nia produktu z jednego lub kilku punktéw poczatkowych (punktéw nadania) do
jednego lub kilku punktéw koncowych (punktéw odbioru) (Fertsch, 2006, s. 107).
Na dzialania te sktadaja si¢ czynnosci organizacyjne, wykonawcze, a takze trans-
akcyjne (handlowe). Czynnosci organizacyjne to inaczej przygotowanie realizacji
procesu transportowego (np. sporzadzenie stosownej dokumentacji, wybor formy
transportu i podmiotu, ktory si¢ go podejmie, ustalenie tras przewozu). Wsrod
czynnosci wykonawczych wyrdznia sie te, ktore sa w bezposredni sposob zwigzane
z fizycznym przemieszczeniem produktéw od nadawcy do odbiorcy, oraz czynno-
$ci manipulacyjne: zatadunek i wytadunek, a takze dojazd srodka transportowego
do miejsca zaladunku, a nastepnie jego powr6t do bazy (lub do kolejnego miejsca
zatladunku). Czynno$ci transakcyjne natomiast zwigzane sg z zawieraniem umow
zakupu ustug transportowych (negocjacje z podmiotami oferujagcymi ustugi trans-
portowe, dokonywanie platnosci itp.) (Mendyk, 2009, s. 189-195).

Ostateczny ksztalt procesu transportowego, w tym jego poszczegélnych czyn-
nosci, przewaznie jest wynikiem przyjetego w tancuchu dostaw modelu dystrybu-
cji. Poza tym kazdy decydent musi zdawac sobie sprawe z tego, Ze proces trans-
portowy sklada sie wlasnie z wyzej wymienionych etapdéw, ktére bezposrednio
przekladajq sie na czas jego realizacji. Sam przewdz z punktu A do punktu B wcale
nie musi by¢ najdluzej trwajaca jego czescia. Analizujac, ile czasu zajmuje kazda
z czynnosci poza fizycznym przewozem, mamy szans¢ poszuka¢ ewentualnych
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mozliwosci przyspieszenia calego procesu. Rozpatrujac jednak pod tym katem
sam proces przewozowy, mozna w nim wskazac:

= czas przygotowania produktu u nadawcy (kompletacja, przygotowanie jed-
nostki tadunkowej, czynnosci zdawczo-odbiorcze);

= czas zaladunku (czynnos$ci manipulacyjne);

= czas przewozu do odbiorcy;

= czas wyladunku (czynnos$ci manipulacyjne);

* czas czynnosci zdawczo-odbiorczych (czynnosci kontrolne, umieszczenie
produktu w miejscu przeznaczenia odbiorcy).

Czas przewozu niekiedy rozbija si¢ na dodatkowe czynnosci, gdy np. trzeba do-
kona¢ przeladunku produktu z jednego srodka transportowego na inny, co jest
nieuniknione przy wykorzystaniu réznych form transportu.

Jesli chodzi o funkcjonowanie tancuchdéw dostaw, procesy transportowe sa
w nich kluczowe i nie ograniczaja si¢ tylko do zapewnienia fizycznego przemiesz-
czenia produktu w ramach ich struktury. Przede wszystkim transport odgrywa
role czynnika integrujacego poszczegélne ogniwa tancucha dostaw, ktéry stanowi
o istnieniu oraz formie wspoipracy pomiedzy dostawcami a odbiorcami. Ponadto
to miedzy innymi dzieki odpowiedniej organizacji proceséw transportowych
mozliwa jest wlasciwa realizacja powszechnie stosowanej strategii zarzadzania
logistycznego just-in-time. Optymalizacja czasu i kosztu zwigzanego z procesami
transportowymi w sposdb bezposredni przeklada si¢ np. na poziom zapaséw gro-
madzonych w poszczegolnych ogniwach tancuchéw dostaw. Pamieta¢ przy tym
nalezy, ze tylko te dwa procesy fizycznego przeptywu produktéw (transport i ma-
gazynowanie) generuja razem bardzo znaczacy udziat kosztéw dystrybucyjnych'.

W ujeciu przedmiotowym podstawowym pojeciem zwigzanym z procesa-
mi transportowymi jest ,ladunek” Zgodnie z definicja zamieszczong w Stowni-
ku terminologii logistycznej jest to dobro materialne, ktdre jest przemieszczane
w lancuchu dostaw (Fertsch, 2006). Dobrami materialnymi moga by¢: surowce,
materialy do produkeji, pétprodukty, wyroby gotowe. Przy czym pojecie fadunku
nie musi by¢ tozsame z partig produktu wystang od dostawcy do odbiorcy np.
w ramach przewozu jednym $rodkiem transportowym. Ladunek nalezy traktowa¢
raczej jako pewien strumien produktéw, ktéry moze by¢ podzielony na poszcze-
golne przesylki z wykorzystaniem jednostek tadunkowych. Jednostka fadunkowsg
za$ jest okreslona partia fadunku (np. wyrazona w sztukach lub kilogramach),
ktéra zachowuje swa forme podczas przeprowadzania poszczegélnych czynno-
$ci procesu przewozowego (np. zaladunku, przewozu, wytadunku czy skladowa-
nia). Wérdd najczesciej stosowanych jednostek tadunkowych mozna wyréznic:

1 W literaturze przedmiotu uwaza sie, ze koszty zwigzane z procesami transportowymi i zarza-
dzania zapasami stanowia co najmniej 50-70% catkowitych kosztéw dystrybucji produktéw
w tafcuchach dostaw.
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pojemniki i opakowania, palety oraz kontenery. Ze wzgledu na wielkos¢ fadunku
procesy przewozowe mozna podzieli¢ na drobne, calopojazdowe i ponadgabary-
towe. Te dwa ostatnie dotycza przewozéw pomiedzy jednym dostawcg a jednym
odbiorcg. W wypadku fadunkéw o mniejszych wielkosciach mozliwe jest przepro-
wadzanie proceséw przewozowych od jednego lub kilku dostawcow do jednego
lub kilku odbiorcéw jednoczesnie.

Ponadto méwigc o fadunkach, mozna dokona¢ ich rozrdznienia takze wedtug
innych kryteriéw, tj.: podatnosci przewozowej, sposobow zatadunku oraz wagi
i objetosci. Klasyfikacje te maja bardzo istotne znaczenie z punktu widzenia sa-
mej organizacji konkretnych proceséw przewozowych. Przynalezno$¢ fadunku do
okreslonej grupy stanowi wyznacznik do formutowania konkretnych warunkoéw,
jakim podlega¢ musza konkretne zadania przewozowe.

Biorgc pod uwage podatnos¢ przewozowa fadunku, wymienia si¢ podatnos¢
naturalng, techniczng i ekonomiczng. Podatnos$¢ naturalna odnosi si¢ do rozrdz-
nienia fadunkoéw, ktore sg z jednej strony niebezpieczne (stanowig bezposrednie
zagrozenie dla ludzi i/lub srodowiska), a z drugiej strony s wrazliwe na warun-
ki transportowe (sa podatne na zmiany temperatury i wilgotnosci powietrza,
czas trwania transportu, dzialanie §wiatla, wstrzasy i uderzenia). Z kolei podat-
nos$¢ techniczna rozpatruje tadunki wedlug ich podstawowych cech fizycznych
(ciala stafe, posta¢ gazowa, posta¢ plynna). Wreszcie podatnos¢ ekonomiczna
dzieli tadunki na te o niskiej, $redniej lub wysokiej wartosci.

Kryterium sposoboéw zaladunku uwzglednia takie czynnosci jak: napelnianie,
nasypywanie, umieszczanie (np. podnoszenie, wtaczanie, wcigganie), ktore stano-
wig podstawe podzialu fadunkéw. Ostatnie kryterium, dotyczace wagi i objetosci,
rozrdznia fadunki: calkowite, czgsciowe, drobnicowe i paczkowane.

Struktura fancuchéw dostaw oraz funkcjonujacych w ich ramach systemow
dystrybucji, a takze rodzaj przewozonego fadunku determinujg wybor srodkow
transportu wykorzystywanych w procesach przewozowych. W procesach trans-
portowych wykorzystywane s nastepujace podstawowe formy transportu (Staj-
niak iin., 2008, s. 16):

= transport ladowy (samochodowy i kolejowy);

= transport wodny (morski i srédladowy);

= transport powietrzny (lotniczy);

= transport przewodowy (przesytowy, rurociagowy);
= transport intermodalny (kombinowany).

Ostatni rodzaj transportu (intermodalny) polega na pofaczeniu przynajmniej
dwoéch sposrod pozostalych czterech form. Najczesciej skladaja si¢ na niego
transport samochodowy i kolejowy lub kolejowy i morski i jest on charaktery-
styczny w szczegolnosci dla procesdéw transportowych, w ktorych odlegtosci po-
miedzy dostawcg a odbiorca sg znaczne. Korzystanie z transportu kombinowa-
nego (np. w formie: transport samochodowy i kolejowy) ma takze uzasadnienie
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ekonomiczne w sytuacji, kiedy konieczne lub optacalne jest skonsolidowanie prze-
sylek w wieksze jednostki tadunkowe.

Kazdy z wymienionych podstawowych rodzajéw transportu ma swoje wady
i zalety. Jesli chodzi o transport samochodowy, beda to:

bardzo duza dostepno$¢ przestrzenna;

duza dyspozycyjnosé;

wzgledna niezaleznos$¢ od warunkéw pogodowych;

wzgledna niezaleznos¢ od innych form transportu;

wysoki stopien zréznicowania taboru dla réznych form i jednostek tadunkowych;
ograniczone mozliwosci przewozéw masowych;

relatywnie wysokie koszty jednostkowe przewozu;

relatywnie niski poziom bezpieczenstwa transportu.

W wypadku transportu kolejowego wady i zalety przedstawiaja si¢ nastepujaco:

stosunkowo duza dostgpno$¢ przestrzenna, w tym takze do innych form
transportu;

duze mozliwosci wygenerowania niskich kosztéw w przeliczeniu na jednost-
ke tadunkows;

wysoki stopien zréznicowania taboru dla réznych form i jednostek fadun-
kowych;

wysoki poziom niezawodno$ci i regularnosci pofaczen;

relatywnie dlugi czas przewozu;

brak dyspozycyjnosci czasowej;

przewoz na $cisle okreslonych szlakach transportowych;

relatywnie niski poziom bezpieczenstwa transportu.

Transport morski i srodladowy charakteryzuje sie natomiast:

bardzo duza zdolnoscig do przewozéw masowych;

bardzo duzymi mozliwoéciami wygenerowania niskich kosztéw jednostko-
wych transportu;

globalnym zasig¢giem;

bardzo dlugim czasem przewozu;

niska punktualnoscig i regularnoscia;

zaleznoscig od innych form transportu (w szczegolnosci samochodowego
i kolejowego);

zaleznoscig od zmieniajacych si¢ warunkow pogodowych;

niskim poziomem bezpieczenstwa;

znacznie ograniczong dostepnoscia przestrzenng.

Do zalet i wad transportu lotniczego zaliczy¢ mozna:

bardzo wysoka predkos¢ przewozu;
wysoki poziom bezpieczenstwa;
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* punktualno$¢ i rytmicznos$¢ transportu;

* bardzo wysokie koszty jednostkowe;

= zalezno$¢ od innych form transportu (w szczegdlnoéci samochodowego);
* duzg wrazliwo$¢ na warunki klimatyczne i pogodowe;

* ograniczong dostepnos¢ przestrzenna.

Wreszcie ostatnia z przedstawionych wczes$niej form transportu - transport
przesytowy — ma nastepujace wady i zalety:

* najwieksza przepustowos$¢ (w szczegdlnosci gazdw i cieczy);

= bardzo wysokg niezawodnos¢;

* rytmicznos$¢ (regularnos¢) transportu;

= niski i staly poziom kosztéw jednostkowych;

= ograniczong podatno$¢ asortymentows;

= relatywnie niska dostepno$¢ przestrzenng w transporcie na duze odlegtosci.

Tabela 1.1. Poréwnanie form transportu

Forma transportu
Kryterium
samochodowy | kolejowy | wodny lotniczy | przesytowy
Koszt 4 3 2 5 1
Czas 2 3 4 1 -
Niezawodno$¢ 1 2 4 3 -
Zdolnos$¢ transportowa 2 1 4 3 5
Dostepnos¢ przestrzenna 1 2 4 3 -
Bezpieczenstwo 2 3 4 1 -

1 - najlepiej, 5 - najgorzej
Zrédto: (Coyleiin., 2002, s. 427).

Z przedstawionego powyzej zbioru wad i zalet, jakimi charakteryzuja si¢ po-
szczegdlne rodzaje srodkow transportu, mozna wywnioskowac, ze dotycza one kil-
ku najczesciej branych pod uwage przez decydentéw podstawowych cech, takich
jak: koszt, czas, niezawodno$¢ (w szczegdlnosci regularnos¢), zdolnos¢ transpor-
towa (przepustowos¢, mozliwosci transportu masowego), dostepnos¢ przestrzen-
na oraz bezpieczenstwo. W tabeli 1.1 zestawiono wszystkie podstawowe rodzaje
transportu i poréwnano je ze sobg z punktu widzenia wymienionych kryteriéw,
ktérymi kieruja si¢ decydenci, organizujac i realizujac procesy transportowe.

Na koniec rozwazan dotyczacych podstawowych zagadnien zwigzanych z pro-
cesami transportowymi nalezy jeszcze nawigza¢ do aspektu podmiotowego, czy-
li wskaza¢ gtéwnych jego uczestnikéw. W wypadku realizowania proceséw
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transportowych wlasnymi sitami uczestnikami procesu sa tylko dostawca oraz
odbiorca. Kazdy z nich moze jednak powierzy¢ wykonywanie tych czynnosci
podmiotom zewnetrznym. Pierwszym z takich podmiotéw sg przewoznicy, czyli
podmioty gospodarcze realizujace fizyczny przewdz fadunku z punktu nadania do
punktu odbioru. W takiej sytuacji méwimy o transporcie obcym. Z kolei prze-
woznicy w fancuchach dostaw mogg by¢ ustugodawcami zaréwno dla dostawcow
lub odbiorcéw, jak i dla innego rodzaju podmiotéw gospodarczych, czyli dla spe-
dytoréw. Rola spedytora w poréwnaniu do roli przewoznika jest znacznie szersza.
Jego zadaniem jest nie tylko realizacja fizycznego procesu przewozowego, ale ca-
to$ciowe przeprowadzenie procesu transportowego, a wigc w pierwszej kolejnosci
jego przygotowanie, a na koncu rozliczenie. Tym samym zbidr zadan spedytora
jest o wiele wiekszy i obejmuje miedzy innymi (Rydzkowski i Wojewo6dzka-Krol
(red.), 2009, s. 254):

* wybdr form i srodkéw transportowych;

= ustalenie form i tras przewozow;

* wybor przewoznikéw i zakontraktowanie ich ustug;

* odbidr przesylek od dostawcy i przekazanie ich odbiorcy;

* wybdr i dokonywanie operacji finansowych (ptatnosci, ubezpieczenia, cla);
* przygotowywanie i prowadzenie dokumentacji zwigzanej z transportem.

Wszystkie wymienione w tym podrozdziale podstawowe elementy proceséw
transportowych (fadunki transportowe, $rodki transportu, podmioty realizujace
proces transportowy), a takze przyjety w fancuchach dostaw model (system) dys-
trybucji stanowia bardzo istotne zalozenia do wtasciwej i zarazem optymalnej or-
ganizacji procesow transportowych, a w szczego6lnosci proceséw przewozowych.

1.4. Organizacja procesow transportowych

Konkretna organizacja procesu transportowego w tancuchu dostaw uzalezniona
jest od przyjetego systemu transportowego, ktérego podstawowym celem jest za-
pewnienie optymalnego poziomu obstugi odbiorcéw. Nierzadko systemy trans-
portowe sg tworzone specjalnie dla konkretnych tancuchéw dostaw lub wrecz
konkretnych odbiorcéw funkcjonujacych w ich ramach. Ksztaltowanie takiego
systemu polega przede wszystkim na umiejetnym wykorzystaniu posiadanych
zasobow i dopasowaniu oferowanych ustug do potrzeb ustugobiorcow. Systemy
przeznaczone dla konkretnego klienta sg bardzo cz¢sto drozsze od standardowych
rozwigzan, co wigze sie z brakiem mozliwosci optymalnego wykorzystania posia-
danych zasobow transportowych. Jednakze sg one zarazem lepiej dopasowane do
potrzeb klienta, co podnosi poziom jego obstugi. Nalezy pamigta¢, ze jak najlepsze
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wykorzystanie zasobow, ktorymi dysponuje przedsigbiorstwo realizujace procesy
transportowe, stanowi klucz do wysokiego poziomu efektywnosci jego dziatania.
Z reguly wymienia si¢ trzy podstawowe czynniki przyczyniajace si¢ do podniesie-
nia tej efektywnosci (Tarkowski i in., 1995, s. 169):

1) zwigkszenie wydajnosci jednostek tadunkowych (lepsze ich wykorzystanie);

2) zwigkszenie w procesach transportowych udzialu fadunkéw powrotnych
(minimalizacja pustych przebiegéw) od miejsca roztadunku do miejsca za-
tadunku;

3) optymalne wykorzystanie czasu postoju srodkéw transportowych zaréwno
pomiedzy kolejnymi zadaniami przewozowymi, jak i podczas obstugi do-
stawcow i odbiorcow.

Oproécz optymalnego wykorzystania zasobéw w postaci $rodkéw transportu
wazne jest takze jak najlepsze wykorzystanie jednostek tadunkowych (np. naczep,
konteneréw). Wtasciwa organizacja systemu transportowego moze polega¢ np. na
rozlokowaniu przez operatora logistycznego jednostek tadunkowych wséréd do-
stawcow i odbiorcow w taki sposob, aby zminimalizowa¢ czas postoju u kazdego
z nich (puste kontenery lub naczepy s zaladowywane przez dostawce samodziel-
nie). Obok optymalnego wykorzystania zasobéw jednym z najwazniejszych ele-
mentéw bezposrednio wplywajacych na wlasciwg organizacje procesu transpor-
towego jest wlasciwe planowanie samych proceséw przewozowych (stosowanie
okreslonych modeli i metod rozwigzywania zadan przewozowych).

Systemy transportowe w pierwszej kolejno$ci mozna podzieli¢ z punktu widze-
nia geograficznego i organizacyjnego. Tego rodzaju klasyfikacje wynikaja z kon-
strukeji tancuchéw dostaw, ktére one obstuguja. Wedlug kryterium geograficznego
wyroznia sie systemy lokalne obejmujace np. aglomeracj¢ miejska lub inny nie-
wielki wyodrebniony geograficznie region. Charakteryzuja si¢ one przewozami
na niewielkie odleglosci (np. przewozy kurierskie, dostawy z centrum lokalnego
dystrybucji do sieci sprzedazy detalicznej). Systemy transportowe o szerszym za-
siegu to systemy ogolnokrajowe i miedzynarodowe, w ktérych ramach moga by¢
realizowane zardwno przewozy na niewielkie, jak i znaczne odleglosci. Systemy
ogolnokrajowe, a w szczegdlnosci miedzynarodowe moga wymagac¢ funkcjonowa-
nia dodatkowych punktéw miedzy dostawcami a odbiorcami w postaci terminali
przetadunkowych. Bardzo czgsto znajduja sie one w miejscach, gdzie jest dostep
przynajmniej do dwoch form transportu (terminale morskie, lotnicze i kolejowe).

Z punktu widzenia organizacyjnego oraz pod wzgledem liczby wykorzystywa-
nych terminali systemy transportowe mozna podzieli¢ na jedno- i wieloterminalo-
we, w tym wsrod tych drugich wyodrebni¢ mozna systemy réwnorzedne i hierar-
chiczne (Tarkowski i in., 1995, s. 173). System jednoterminalowy charakteryzuje
sie jednym centralnie zlokalizowanym terminalem, stanowigcym punkt centralny
systemu (rys. 1.8). Taki system transportowy moze by¢ stosowany w prezentowa-
nym wcze$niej scentralizowanym modelu dystrybucji.
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Rys. 1.8. System jednoterminalowy (TL - terminale lokalne)
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Tarkowski i in., 1995, s. 173).
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W terminalu centralnym odbywa sie rozdziat strumienia fadunku od np. producenta
do terminali lokalnych przy zachowaniu tej samej jednostki fadunkowej. W celu ob-
stugi punktéw odbioru mogg wspdtpracowa¢ z nim dodatkowo terminale lokalne,
dla ktérych budowane sg konkretne zadania przewozowe (trasy dostaw i/lub odbioru
produktéw). W terminalu lokalnym nastepuje dekompletacja fadunkéw zbiorczych
i rozdzielenie ich na tadunki mniejsze przeznaczone do docelowych miejsc przezna-
czenia. Do zalet systemu jednoterminalowego zaliczy¢ mozna jednolito$¢ podejmo-
wanych czynnosci w caltym systemie transportowym, a takze mozliwos¢ wykorzy-
stania efektow skali w procesach przewozowych, w szczegdlnosci jezeli zastosowany
zostanie transport skonsolidowanych przesytek (np. kolejowy).

Bardziej rozbudowanym systemem transportowym jest system wieloterminalowy,
ktory zdaje egzamin zwlaszcza przy duzej liczbie przesylek drobnych (np. przewozy
kurierskie), gdy trzeba pokry¢ obszar geograficzny o znacznych rozmiarach. Moze
mie¢ on charakter systemu réwnorzednego (rys. 1.9) lub hierarchicznego (rys. 1.10).

W systemie wieloterminalowym réwnorzednym kazdy terminal ma przydzie-
lony swoj rejon dzialania i obstuguje zlokalizowane tam punkty odbioru (nadania)
produktu. Ponadto terminale te moga tworzy¢ strukture sieciowg, w ktdrej ramach
nadawana przesylka, zanim trafi do odbiorcy, moze przejs¢ przez wiecej niz dwa
terminale przeladunkowe (poczatkowy i koncowy).

W wypadku systemu wieloterminalowego hierarchicznego tworzone s3 przy-
najmniej dwa poziomy pomiedzy samymi terminalami. Zastosowanie tego systemu
sprawdza sie w sytuacji, gdy np. na duze odleglosci przewozone sg male przesytki, ale
na niewielka skale. Wyr6zni¢ tu mozna terminale gtéwne i terminale odpowiednio
nizszego rzedu. Zazwyczaj terminalowi gtéwnemu przyporzadkowany jest pewien
zbior terminali nizszego rzedu (np. lokalnych). Taka struktura systemu transpor-
towego jest niewatpliwie najdrozsza z punktu widzenia infrastruktury oraz kosztéw
dokonywania operacji logistycznych, lecz moze si¢ z nig wigza¢ najwyzszy stopien
wykorzystania srodkéw transportowych. Ponadto taki system transportowy ma naj-
wieksze predyspozycje do pokrycia geograficznie bardzo duzego obszaru dystrybucji.
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Rys. 1.9. System wieloterminalowy réwnorzedny (TR - terminal regionalny)
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Tarkowski i in., 1995, s. 176).
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Rys. 1.10. System wieloterminalowy hierarchiczny (TG - terminal gtéwny)
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Tarkowski i in., 1995, s. 176).

W ramach prezentowanych powyzej struktur systemow transportowych kon-
struowane s3, a nastepnie rozwigzywane konkretne zadania transportowe realizu-
jace procesy przewozowe. Konstrukcja tych zadan wynika nie tylko z bezposred-
niej struktury kanatu dystrybucji w ramach tancucha dostaw czy dopasowanego
do niego systemu transportowego, ale bardzo istotne sg takze dodatkowe warunki
stawiane systemom transportowym, do ktérych naleza miedzy innymi:

koniecznos$¢ dostawy, odbioru badz dostawy i odbioru produktéw w ogni-
wach lancucha dostaw;

ograniczenia czasowe dotyczace zaréwno pracy samych srodkéw transporto-
wych, jak i pracy dostawcow i odbiorcow;

ograniczenia dotyczace mozliwosci przewozowych poszczegdlnych srodkow
transportowych, a takze stopnia ich wykorzystania;

ograniczenia co do pewnosci danych niezbednych do budowy konkretnych
zadan przewozowych (losowo$¢ parametréw);

charakter i liczba celow, jakie sg stawiane przed systemami transportowymi.



Organizacja procesow transportowych 31

Ogolnie najczedciej spotykane modele dotyczace organizacji proceséw przewo-
zowych, na podstawie ktérych budowane sg konkretne zadania przewozowe, moz-
na podzieli¢ na (Stajniak i in., 2008, s. 89-91):

= modele wahadlowe;
* modele promieniste;
= modele obwodowe;
= modele sztafetowe.

W modelu wahadlowym (rys. 1.11) srodki transportowe dokonujg regularnych
kurséw pomiedzy punktem dostawy a punktem odbioru, przy czym w przeciwna
strone pojazd wraca pusty. Jako przyklad postuzy¢ moze calopojazdowy transport
materiatow budowlanych pomiedzy sktadem budowalnym a miejscem budowy.

transport
z tadunkiem
Dostawca () @ oOdbiorca
transport pusty

Rys. 1.11. Model wahadtowy
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Stajniak i in., 2008, s. 89).

Model promienisty jest naturalnym rozwinigciem poprzedniego modelu, jed-
nak dostarczenie z jednego miejsca nadania nastgpuje do wielu miejsc odbioru,
przy czym jeden pojazd wysylany jest tylko do jednego miejsca odbioru (rys. 1.12).
Taki model ma zastosowanie w realizacji systemdéw transportowych, w ktérych
np. jeden magazyn centralny (centrum dystrybucji) zaopatruje w produkty wiele
magazynoéw regionalnych (np. centréw lokalnych).

Rys. 1.12. Model promienisty
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Stajniak i in., 2008, s. 90).

Z kolei idea modelu obwodowego (rys. 1.13) jest dokonywanie proceséw prze-
wozowych polegajacych na jednoczesnej obstudze wielu punktéw odbioru przez je-
den pojazd. Pojazd wyrusza od dostawcy i w kazdym z punktéw odbioru zostawia
cze$¢ swojego fadunku. Taki model jest charakterystyczny dla systemoéw dystrybucji
produktow masowych i drobnych (np. dystrybucja produktéw spozywczych).
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pojazd w petni
zatadowany
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Rys. 1.13. Model obwodowy
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Stajniak i in., 2008, s. 91).

Ostatni z modeli to model sztafetowy (rys. 1.14), ktoéry polega na wykorzystaniu
tzw. procesu cross-dockingu, czyli przetadunku produktu pomiedzy pojazdami
(najczesciej z mniejszego na wigkszy). Model ten w szczegdlnosci jest spotykany
w wieloszczeblowych (hierarchicznych) systemach transportowych.

transport transport
z tadunkiem z tadunkiem
Dostawca () [ ] @ oOdbiorca
transport pusty transport pusty

Rys. 1.14. Model sztafetowy
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Stajniak i in., 2008, s. 91).

Przykladami pojedynczych zadan przewozowych budowanych na podstawie
zaprezentowanych powyzej modeli sg problemy transportowe typu:

* jeden do jednego, w ktorym jest jeden dostawca i jeden odbiorca produktu
(np. zadanie wyznaczenia najkrétszej drogi lub maksymalnego przeptywu
transportu);

* jeden do wielu lub wielu do jednego, w ktérym jest jeden dostawca oraz pew-
na liczba odbiorcéw produktu (np. zadania ukladania tras jednego i wielu
pojazdow);

= wielu do wielu, w ktérym jest wielu dostawcow i wielu odbiorcow tego sa-
mego produktu (np. klasyczne zadanie transportowe — uktadania tras wielu
pojazdow z wieloma bazami).

W kolejnych rozdziatach niniejszej pracy skupimy si¢ na dwoch ostatnich ty-
pach, a w szczegdlnosci na zadaniach stanowigcych najszersza klase: ukladania
tras jednego i wielu pojazdow.



Rozdziat 2
Klasyczny problem transportowy

Jednym z najbardziej znanych transportowych probleméw optymalizacji jest kla-
syczny problem transportowy. Z jednej strony jest on przykladem codziennego
podejmowania decyzji o charakterze operacyjnym w logistyce dystrybucji poje-
dynczych przedsigbiorstw (np. spedycyjnych), jak réwniez wielu podmiotéw skla-
dajacych si¢ na fancuch dostaw. Z drugiej strony klasyczny problem transportowy
stanowi przyklad zastosowania zagadnien programowania liniowego.

Ogolnie klasyczne zagadnienie transportowe okresli¢ mozna jako problem naj-
tanszego przewozu jednorodnego dobra pomiedzy pewng liczbg punktéw nadania
(dostawcami) a okreslong liczba punktéw odbioru (odbiorcami) (rys. 2.1).

Dostawca

—>@ Odbiorca

P
</

e N

Dostawca

Odbiorca
@

Dostawca

[ J
Odbiorca

Rys. 2.1. Graficzna ilustracja klasycznego problemu transportowego
Zrédto: opracowanie wtasne.
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2.1. Sformutowanie problemu decyzyjnego

Aby sformulowa¢ klasyczny problem transportowy, nalezy przyjaé nastepujace
oznaczenia:

x,; — wielko$¢ dostawy od dostawcy i do odbiorcy j, czyli iloé¢ transportowanego
dobra na trasie (4, j), gdziei=1,2,...,morazj=1,2, ..., n;
a, — zasob dobra u dostawcy i, czyli podaz dostawcy i, gdzie i =1, 2, ..., m;
b, - ?ap;)trzzebowanie na dobro u odbiorcy j, czyli popyt odbiorcy j, gdzie
_] =1,4,..,1
- wysokos¢ kosztu dostawy jednostki dobra od dostawcy i do odbiorcy j, czy-
li koszt jednostkowy transportu na trasie (i, j), gdzie i = 1, 2, ..., m oraz

j=12,..,m
; — dopuszczalna wielkos¢ transportu od dostawcy i do odbiorcy j, czyli przepu-
stowo$¢ na trasie (4, j), gdziei=1,2,...,morazj=1,2, ..., n.

Zmiennymi decyzyjnymi klasycznego problemu transportowego sa wielkosci
x,» ktorych liczba réwna jest iloczynowi liczby dostawcéw oraz liczby odbiorcow:
m x n. Z racji tego, ze wielko$¢ przewozu nie moze by¢ ujemna, wszystkie zmienne
decyzyjne muszg spetnia¢ warunek nieujemnosci: x; > 0.

Zalozenia klasycznego problemu transportowego sg nastepujace:

1) zgodnie z przyjeta na wstepie definicja dobro transportowane pomigedzy do-
stawcami a odbiorcami ma charakter jednorodny;

2) kazdy z odbiorcow musi otrzymac zadang ilo$¢ produktu, co oznacza, ze
catkowita podaz wszystkich dostawcow jest nie mniejsza niz laczny popyt
zaopatrywanych przez nich odbiorcow:

m n
Zi:lai = Zj:lbj 2.1)
Wreszcie ostatnim podstawowym zalozeniem klasycznego zagadnienia transpor-
towego jest:

3) przyjecie nieograniczonej przepustowosci wszystkich tras 1= pomiedzy
i-tym dostawcg a j-tym odbiorcg: 0 < x, <.

Rozpatrujac szczegdlny przypadek zadania transportowego, w ktorym taczna
podaz wszystkich dostawcow jest rowna lacznemu zapotrzebowaniu wszystkich
odbiorcéw', mozna sformutowa¢ model matematyczny programowania liniowego
w nastepujacy sposob (2.2)-(2.5):

min. F(x) = 2212::1 €;%; (2.2)

1 Przyjecie takiego zalozenia czyni zadanie transportowe zadaniem zamknigtym (zbilansowanym).
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z]‘:1xij =4 (2.3)
Z:ilxij - bj (2.4)
x. =0 (2.5)

dlakazdegoi=1,2,...,morazj=1,2,...,n.

Funkcja okreslona wzorem (2.2) reprezentuje faczny koszt transportu przewo-
zonego dobra pomiedzy wszystkimi dostawcami a wszystkimi odbiorcami.

Ograniczenia wyrazone rownaniami (2.3) i (2.4) przedstawiajg bilanse dla dostaw-
cow oraz dla odbiorcéw. llos¢ produktu dostarczona od i-tego dostawcy nie moze by¢
wigksza (w wypadku zadania zamknietego jest réwna) od jego podazy a. Jednoczes-
nie ilo$¢ dobra dostarczona do j-tego odbiorcy musi by¢ réwna jego zapotrzebo-
waniu b..

Poszukiwany jest taki program przewozowy, w ktérym koszt catkowity trans-
portu bedzie najmniejszy.

Sformutowane powyzej klasyczne zadanie transportowe w postaci modelu pro-
gramowania liniowego ma kilka istotnych wtasciwosci. Pierwsza z nich dotyczy
rozwigzania optymalnego. Otdz jezeli wielkosci popytu i podazy sa nieujemne, to
zadanie transportowe ma zawsze rozwigzanie optymalne.

Druga z wlasciwosci dotyczy wspoétliniowosci rownan (2.3)-(2.4). Dowolnie wy-
brane z tej grupy réwnanie jest zawsze liniowa kombinacja pozostatych m + n - 1
réwnan. Wlasciwos¢ ta jest o tyle istotna, ze okresla liczbe niezerowych zmien-
nych w rozwigzaniu optymalnym. W optymalnym programie przewozowym liczb
tras, na ktorych nastgpi przewdz (wykorzystanych potaczen pomiedzy dostawcami
a odbiorcami), bedzie nie wigksza niz m + n - 1.

2.2. Warianty klasycznego problemu
transportowego

W literaturze przedmiotu stusznie postawione zostalo pytanie o sens rozpatrywania
klasycznego problemu transportowego oraz o jego zastosowania praktyczne (Ignasiak
(red.), 1996, s. 60). Niewatpliwie jest to szczegolny przypadek interesujacego zastoso-
wania zagadnienia programowania liniowego, w ktérym nalezy sformulowac postaci
zmiennych decyzyjnych, funkcje kryterium ich oceny oraz warunki ograniczajace.
Ponadto w klasycznej postaci zastosowania praktyczne problemu transportowe-
go nie wystepuja tak czesto, jak mogtoby si¢ wydawa¢. Wynika to miedzy innymi
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z tego, ze praktyczne sytuacje decyzyjne maja zazwyczaj bardziej skomplikowany
charakter (np. dodatkowe warunki ograniczajace). Ponizej zaprezentowane zosta-
na wybrane modyfikacje klasycznego zadania transportowego.

2.2.1. Zadanie transportowe otwarte

Jednym z podstawowych rodzajéw problemu transportowego jest zadanie otwar-
te (niezbilansowane). Roznica w stosunku do modelu przedstawionego wzorami
(2.2)-(2.5) jest w tym wypadku taka, ze ograniczenia dotyczace bilanséw dla do-
stawcow (2.3) przyjmujg postac nastepujacych nieréwnosci:

::1 x; <a (2.6)

Jednakze kazde zadanie transportowe o charakterze otwartym mozna prze-

ksztalci¢ w zadanie transportowe zamkniete — przez powiekszenie listy odbior-

cow o dodatkowy punkt obioru n + 1. Zapotrzebowanie nowego punktu odbioru

réwne jest roznicy pomiedzy catkowitg podazg dostawcow a catkowitym popytem
odbiorcéw zadania wyjsciowego (2.7):

by =240~ 20, 27)

Mozna przyjac¢ zalozenie, ze ten dodatkowy punkt odbioru stanowia magazyny
znajdujace sie przy dostawcach, a tym samym koszty jednostkowe transportu od
dostawcy do magazynu sa réwne 0. Z kolei wielkos$¢ transportu od i-tego dostaw-
cy do nowego odbiorcy n + 1 jest wielkoscia dobra pozostawiong w magazynie
i-tego dostawcy.

2.2.2. Zadanie transportowe z kryterium czasu

Przedstawione klasyczne zadanie transportowe charakteryzuje si¢ funkcja celu,
ktdra reprezentuje catkowity koszt transportu dobra pomiedzy wszystkimi do-
stawcami a odbiorcami. Jednakze wyr6zni¢ mozna zadanie transportowe z funkcja
celu reprezentujacy laczny czas przewozu dobra pomiedzy dostawcami a odbior-

cami. W takim wypadku funkcja wyrazona wzorem (2.2) moze mie¢ postac:

min. T(x) =3 " 37 tx, (2.8)

gdzie t, oznacza czas przewozu jednostki dobra pomiedzy i-tym dostawcg a j-tym
odbiorcy. Pozostale ograniczenia (2.3)-(2.5) pozostaja bez zmian. Uzytecznos¢
problemoéw transportowych z tak sformulowanym kryterium czasu moze by¢
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szczegolnie widoczna w wypadku problemdw transportowych, w ktérych wyste-
puja calopojazdowe przewozy duzych jednostek fadunkowych (np. konteneréw),
a jednocze$nie przy ograniczonej liczbie srodkéw transportowych decydentowi
zalezy na tym, aby faczny czas przewozu realizowany przez wszystkie $rodki trans-
portu byt jak najkroétszy.

Drugim rodzajem zadania transportowego z kryterium czasu jest sytuacja,
w ktorej celem jest jak najszybsze zakonczenie calego planu dostaw. Oczywiscie
musi by¢ to uwarunkowane odpowiednig liczbg $rodkéw transportowych, ktére
moga by¢ wykorzystane w tym samym czasie. W takim wypadku posta¢ funkcji
celu bedzie nastepujaca (2.9):

min. F(X)_(,If;ax {t;} (2.9)

Tutaj , oznacza czas przejazdu (realizacji calego transportu) pomiedzy i-tym do-
stawcq a j-tym odbiorcg. Powyzsza funkeja celu przedstawia sytuacje, w ktorej po-
szukuje si¢ takiego rozwigzania (planu dostaw), gdzie najdtuzej trwajacy przewoz
zakonczy si¢ jak najszybciej z punktu widzenia wszystkich mozliwych dopuszczal-
nych planéw przewozowych. Pozostale ograniczenia (2.3)-(2.5) nie ulegaja zmia-
nie, jednakze tak sformutowana funkcja celu powoduje, ze takie zadanie transpor-
towe nie jest zadaniem programowania liniowego.

2.2.3. Zadanie transportowe z blokadg tras

Dotychczasowe zadania transportowe przedstawialy przyjete na poczatku zalo-
zenie, ktére dotyczylo nieograniczonej przepustowosci wszystkich tras. Jednakze
czgsto wystepuja sytuacje, w ktorych decydent ma do czynienia z czg§ciowa lub
catkowita blokada trasy lub tras.

Calkowita blokada trasy (i, j) oznacza sytuacje, w ktoérej w rozwigzaniu opty-
malnym nie jest pozadane wystapienie przewozu pomiedzy i-tym dostawca
a j-tym odbiorcg. W takim wypadku modyfikacja wyjsciowego zadania transpor-
towego polega na zastgpieniu kosztu jednostkowego ¢, dowolnie duzg liczbg M.
Nie oznacza to wcale, ze rozwigzanie zadania zawsze bedzie uwzglednialo ten wa-
runek (Ignasiak (red.), 1996, s. 66). Moze si¢ okaza¢, ze uklad warunkéw ogra-
niczajgcych (2.3)-(2.4) w zakresie podazy a, oraz popytu b, bedzie tak skonstru-
owany, zZe rozwigzanie zawiera¢ bedzie wszystk1e n1eu]emne przewozy na trasach
nalezacych np. do wiersza i lub kolumny j, w ktérych wystepuje blokowana trasa.

W wypadku czes$ciowej blokady trasy (i, j) zakltada si¢ sytuacje, w ktorej przewodz
pomiedzy i-tym dostawcy a j-tym odbiorca nie moze by¢ wiekszy od przyjetego
ograniczenia .. Modyfikacja wyjsciowego zadania transportowego moze polegac
na podz1elen1u kolumny (j-tego odbiorcy) na dwie czesci (osobne kolumny) lub
wiersza (i-tego dostawcy) na dwie czesci (osobne wiersze). W pierwszej kolumnie



38 Klasyczny problem transportowy

(lub wierszu) popyt (lub podaz) jest réwny postawionemu ograniczeniu czgscio-
wemu r,, natomiast w drugiej kolumnie (lub wierszu) jest réwny roznicy b, - 7,
(lub a, - rij).

2.2.4. Wielokryteriowe zadanie transportowe

Sytuacja, gdy poszukiwane jest rozwigzanie optymalne problemu decyzyjnego,
w ktorym rozwazanych jest wigcej niz jedna funkcja kryterium, nosi nazwe zada-
nia programowania wielokryterialnego.

Dotychczas omawiane warianty klasycznego problemu transportowego przed-
stawialy modele, w ktorych optymalizowana byla w danym momencie tylko jedna
funkgja celu. Byl nia albo catkowity koszt transportu pomig¢dzy dostawcami a odbior-
cami, albo czas (traktowany w dwojaki sposob: jako catkowity czas wszystkich prze-
wozow lub najdiuzszy przewoz ze wszystkich koniecznych do wykonania). Jednakze
obydwie wielko$ci (koszt i czas) moga by¢ rozpatrywane jednoczesnie. Nalezy tutaj
zauwazy¢, ze znalezienie takiego programu przewozowego, ktory optymalizowalby
obydwa kryteria naraz, a w szczegolnosci gdy nie sa one wprost od siebie zalezne
(s3 konfliktowe)?, nalezy do rzadkosci. Dlatego tez najczeéciej spotykanymi sytuacja-
mi s3 pewne rozwiazania o charakterze kompromisowym, stanowigce swego rodza-
ju posrednie plany dostaw przewozowych pomiedzy rozwigzaniami optymalnymi
zorientowanymi tylko na jedno optymalizowane kryterium.

Jak pokazujg A. Calczynski i in. (2000), przy rozpatrywaniu dwdch kryteriow:
czasu i kosztu, najczesciej obserwuje sie trzy nastepujace przypadki:

1) Celem dominujgcym jest znalezienie rozwigzania optymalnego, ktére mini-
malizuje taczny koszt transportu catego programu przewozowego. Jesli zada-
nie transportowe ma wiecej niz jedno réwnorzedne rozwigzanie optymalne
zorientowane na minimalizacje¢ kosztu (wystepuja alternatywne rozwigzania
optymalne zadania kosztowego), nalezy wybrac to, dla ktérego czas realizacji
programu przewozowego jest najkrotszy.

2) Celem dominujgcym jest znalezienie rozwigzania optymalnego, ktére mini-
malizuje Iaczny czas przewozu catego programu przewozowego. Jesli zada-
nie transportowe ma wigcej niz jedno réwnorzedne rozwigzanie optymalne
zorientowane na minimalizacj¢ czasu (wystgpuja alternatywne rozwiazania
optymalne zadania z kryterium czasu), nalezy wybrac to, dla ktérego koszt
realizacji programu przewozowego jest najmniejszy.

3) Decydent ma do dyspozycji pewien dopuszczalny przedzial czasowy stanowig-
cy réznice pomiedzy przyjetym granicznym czasem przewozu a minimalnym

2 To znaczy sytuacje, ktore wystepuja bardzo czesto np. w aglomeracjach miejskich, gdzie trasa ko-
rzystniejsza z punktu widzenia pokonanego dystansu nie musi oznacza¢ trasy krotszej z punktu
widzenia czasu.
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mozliwym czasem przewozu. W takiej sytuacji nalezy znalez¢ rozwigzanie opty-
malne zadania w granicach przyjetego przedzialu czasowego (zorientowanego
na kryterium czasu), a nastepnie wyznaczy¢ rozwigzanie optymalne z zastoso-
waniem kryterium kosztowego mieszczacego sie w przyjetych granicach.

Przedstawiony powyzej trzeci przypadek daje decydentowi wieksze mozliwosci
poszukiwania rozwigzania optymalnego z punktu widzenia kryterium kosztu, po-
niewaz wystepuje tu wiecej alternatywnych decyzji dopuszczalnych niz w sytuacji
przedstawionej w punkcie drugim.

2.2.5. Wieloszczeblowe zadanie transportowe

Opisane powyzej problemy transportowe prezentowaly fancuch dostaw w jego
najprostszej formie: bezposredniej relacji dostawca—odbiorca. Jednakze relacje te
stanowig nierzadko fragmenty o wiele bardziej skomplikowanych struktur w lo-
gistyce dystrybucji. W rzeczywistosci koniecznos¢ stosowania nowoczesnych
strategii zarzadzania logistycznego, tj. ECR (Efficient Consumer Response — efek-
tywnej obstugi klienta), wymusza na decydentach formulowanie takze bardziej
zlozonych modeli problemow przewozowych (Baraniecka, 2004)°. Przykladem
takiego problemu transportowego jest wieloszczeblowe (wieloetapowe) zadanie
transportowe.

Rys. 2.2. Graficzna ilustracja wieloszczeblowego problemu transportowego
Zrédto: opracowanie wtasne.

Najprostszym przyktadem wieloszczeblowego zadania transportowego z kolei jest
model tréjszczeblowy (dwuetapowy), np. producenci-centra dystrybucji-skle-
py detaliczne. Jednakze stopien ztozonosci tancucha dostaw moze by¢ znacznie

3 Efektywna obstuga klienta jest strategia wymagajaca Scistej wspolpracy pomiedzy wieloma
ogniwami faficucha dostaw.
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wigkszy (dowolny), a powstanie przez dodanie kolejnych réznego rodzaju ogniw,
jak np. hurtownikéw, regionalnych przedstawicieli sprzedazy itp.

Wieloszczeblowe zadanie transportowe moze zosta¢ zaklasyfikowane na dwa
sposoby. Pierwszy z nich dokonuje podzialu na zadanie, w ktérym:

1) ilos¢ produktu przewozonego pomiedzy poczatkowymi dostawcami a final-
nymi odbiorcami nie ulega zmianie przy przechodzeniu przez punkty po-
$rednie;

2) iloé¢ produktu przewozonego pomiedzy poczatkowymi dostawcami a fi-
nalnymi odbiorcami ulega okreslonym zmianom przy przechodzeniu przez
punkty posrednie.

Druga ze wspomnianych klasyfikacji opiera si¢ na podziale wieloszczeblowych
zadan transportowych ze wzgledu na mozliwosci dotyczace przepustowosci punk-
tow posrednich:

1) przepustowo$¢ punktéw posrednich jest ograniczona wielkodcig r, (k = 1, 2,
..., p) — zadanie z ograniczeniamij

2) przepustowos¢ punktéw posrednich jest nieograniczona (zadanie bez ogra-
niczen).

Ograniczenia przepustowosci poszczegdlnych punktéw posrednich moga by¢
ustanowione np. w wyniku limitowanych mozliwosci magazynowych lub prze-
tadunkowych centrow dystrybucji badz centrow logistycznych. W tego typu za-
daniach nalezy przyja¢ zalozenie, ze laczna przepustowos¢ wszystkich punktow
posrednich danego szczebla powinna by¢ wigksza od tacznego popytu wszystkich

odbiorcéw finalnych (2.10).
P n
Zk:lrk > ijlbj (2.10)

Jesli wystapi rownos¢ pomiedzy taczna przepustowoscig punktéw posrednich
danego szczebla a tacznym popytem odbiorcéw finalnych, wtedy wieloszczeblowe
zadanie transportowe moze zosta¢ przeksztalcone w zbidr niezaleznych od sie-
bie klasycznych zbilansowanych zadan transportowych, ktére bytyby formutowa-
ne dla kazdego etapu oddzielnie.

Wieloszczeblowe zadanie transportowe moze zosta¢ sprowadzone do postaci
klasycznego zadania transportowego niezaleznie od tego, czy taczna podaz wszyst-
kich dostawcow jest rowna facznemu popytowi, czy tez jest wicksza od tacznego
popytu wszystkich odbiorcéw finalnych. Ponadto sposéb przeksztalcenia zadania
wieloetapowego w klasyczny problem transportowy jest taki sam w wypadku, gdy
przepustowo$¢ punktéw posrednich jest ograniczona lub gdy nie ma nalozonych
limitéw. Jezeli przepustowos¢ punktéw posrednich jest nieograniczona, wtedy
mozna przyjac zalozenie, ze ich gorny limit jest réwny nieistotnej z punktu widze-
nia zadania wielkosci (np. jest to bardzo duza liczba lub réwna co najmniej tacznej
wielko$ci przewozow, jakie maja zosta¢ wykonane).
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Przeksztalcenie wieloszczeblowego zadania transportowego w klasyczne za-
danie transportowe polega na takim zbudowaniu zadania transportowego, gdzie
liczba dostawcow oraz liczba odbiorcow powiekszone zostang - odpowiednio
- o liczbe punktéw posrednich. Oznacza to, ze punkty posrednie poszczegol-
nych szczebli przyjmujg charakter zaréwno dostawcow, jak i odbiorcow. Jedno-
czesnie koszty jednostkowe transportu pomiedzy samymi punktami posrednimi
sa rowne 0. Z kolei koszty jednostkowe przewozu pomiedzy réoznymi punktami
posrednimi, lecz nalezacymi do tego samego szczebla (etapu), rowne s3 ustalo-
nej bardzo duzej liczbie M (gdzie M - ). Co wigcej, w zwiazku z tym, Ze nie
ma mozliwosci bezposredniego przewozu produktu pomigdzy dostawcami a od-
biorcami, a takze punktami posrednimi niesgsiadujacych ze soba szczebli, trasy
tych polaczen muszg by¢ blokowane przez wprowadzenie w miejsce kosztu jed-
nostkowego odpowiednio duzej liczby M. Powyzsze ograniczenie dotyczy takze
polaczen od punktéw posrednich szczebla wyzszego do punktéw posrednich
szczebla nizszego (polaczenia zwrotne).

Przyklad

W zamieszczonych ponizej tabelach 2.1 i 2.2 przedstawiono zadanie wyjscio-
we dla trojszczeblowego zadania transportowego. Szczebel pierwszy stanowi
m dostawcow zglaszajacych podaze o wielkosci: a, a,, ..., a . Szczebel drugi
wieloetapowego zadania transportowego to p punktéw posrednich o przepu-
stowo$ciach wynoszacych odpowiednio: T Ty oen Ty Wreszcie ostatni szczebel
reprezentowany jest przez liczbe n odbiorcéw koncowych w wartosciach popy-
tu wynoszacych: b, b,, ..., b . Koszt jednostkowy transportu pomiedzy i-tym
dostawcg a j-tym punktem posrednim wynosi cij(l) (gdziei=1, 2, ..., m oraz
j=1,2,...,p). Zkolei koszt jednostkowy transportu pomiedzy i-tym punktem
posrednim a j-tym odbiorcg finalnym wynosi ¢,/ (gdzie i = 1, 2, ..., p oraz
j=1,2,..,n).

Tabela 2.1. Pierwszy i drugi szczebel wieloetapowego zadania transportowego (pierwszy etap)

Posrednik 1 | Posrednik 2 | .......... Posrednik p Podaz
Dostawca 1 c, o c, a,
Dostawca 2 c,V (o c, a,
Dostawca m c,W Lo Cop” a,
Przepustowosc r, A r

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tabela 2.2. Drugi i trzeci szczebel wieloetapowego zadania transportowego (drugi etap)

Odbiorcal | Odbiorca2 | .......... Odbiorcan Przepustowosc
§ i @ @ @
Posrednik 1 ¢, L,? C,, r,
g i @) @ @
Posrednik 2 C, T G, r,
Posrednik p c @ c @ | c @ r
pl p2 pn p
Popyt b, 1 N | s— b,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Poniewazaczny popyt wszystkich n odbiorcéw koncowych wynosi B = Z; b,

mozna przyjac®, ze w wypadku zadania wieloszczeblowego bez ograniczen przepu-
stowosci wszystkich p punktéw posrednich drugiego szczebla bedg wynosic¢ r, = B.

Klasyczne zadanie transportowe skonstruowane na podstawie zadania wyjscio-
wego zostalo przedstawione w tabeli 2.3.

Tabela 2.3. Klasyczne zadanie transportowe dla trojszczeblowego problemu transportowego

s N Q - ~ S
¥ | £ 2|83 s |
[}
T3 S| & | 8 s | 3
S S S - 2 2 &
hg \3 ‘8 v v u
() (1 )
Dostawca 1 c, (o A C, M | o M a
() ( )
Dostawca 2 ) L | e €y M M | o M a,
Dostawcam | ¢ c W ... & M M| o M a
ml m2 mp m
o o 2) (2) (2)
Posrednik 1 0 Mo [ [ R (o r
P . (2) (2) @
Posrednik 2 M 0 | e (o [ A RN () r,
Posrednik p M Moo 0 c @ c @ | . c @ r
pl p2 pn P
Popyt r, /A r b, 1o b,

Zrédto: opracowanie wtasne.

4 Moznatez przyjac, zer,=M, gdziei=1,2,...,p.




Warianty klasycznego problemu transportowego 43

Dokonujac uogdlnienia powyzszego przykladu trdjszczeblowego (dwuetapo-
wego) zadania transportowego, nalezy przyja¢ nastepujace oznaczenia:

m —
n —

liczba dostawcéw;

liczba odbiorcéw finalnych;

liczba szczebli posrednich;

liczba etapow, gdzie t =5 + 1;

liczba posrednikéw szczebla k, gdzie k = 2,3, ..., s;

oznaczenie dostawcy (pierwszy szczebel), gdziei=1,2, ..., m;
oznaczenie odbiorcy finalnego (ostatni szczebel), gdziej=1,2, ..., n;
oznaczenie posrednika szczebla k, gdziei=1,2, ..., p(k) orazk =2,3, ..., s;
podaz dostawcy i, gdziei= 1,2, ..., m;

popyt odbiorcy finalnego j, gdziej=1,2, ..., n;

przepustowos¢ posrednika szczebla k, gdziei=1,2, ..., p(k) orazk=2,3, ..., s;
koszt jednostkowy transportu pomiedzy i-tym dostawcg (lub i-tym
punktem posrednim) a j-tym odbiorcg (lub j-tym punktem posrednim
nastepnego w kolejnosci szczebla) na I-tym etapie, gdzie [ =1, 2, ..., t.

Konstrukeja klasycznego zadania transportowego dla dowolnej liczby punktow
posrednich oraz dowolnej liczby szczebli (etapdw) zostala pokazana w tabeli 2.4.

Tabela 2.4. Ogoélna postac klasycznego zadania transportowego dla wieloszczeblowego

problemu transportowego

Ry |« | Ry | =+ | Ryg | == R, o, 0. |Podaz

(&) 0 (t-1) (t-1) 6] ®

D, . R N .o Coog C, .es C a,
&) 6 (t-1) (t-1) @) ®

D, [ e Con O e Co C.. vee C. a.

R1(z) 0 M M M M M Gogey

H H

Rpm M 0 M M M M )
() (t)

Rl(s) M M 0 M c, C, ()
® 6]

Rp(s) M M M 0 C, Con o

Popyt | r,, N | o | N I b, b,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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2.2.6. Zadanie transportowo-produkcyjne

W poprzednich podrozdziatach przedstawiono rézne warianty klasycznego pro-
blemu transportowego, ktére dotyczyty tylko przewozéw produktu. Jednakze bar-
dzo czestymi przypadkami zadan transportowych (w szczegoélnosci z logistyki dys-
trybucji) sa zadania transportowo-produkcyjne lub transportowo-magazynowe.
Wtedy istotny jest nie tylko koszt przewozu, ale réwniez koszt produkeji lub koszt
magazynowania. Nierzadko oszczednosci poczynione na organizacji procesow
transportowych moga prowadzi¢ do wzrostu kosztéw zwigzanych np. z utrzymy-
waniem zapasow. Skrdcenie czasu realizacji dostaw wptywa w sposéb bezposredni
na $redni poziom utrzymania zapasoéw i brak korekt w tym zakresie skutkowa¢
moze wzrostem kosztoéw z tytulu zarzadzania zapasami.

Najprostszy przyklad zadania transportowo-produkcyjnego mozna przedstawi¢
w nastepujacy sposob®. Z jednej strony znana jest liczba m producentéw (a jedno-
cze$nie dostawcow) pewnego jednorodnego dobra, ktorych mozliwosci produk-
cyjne wynosza odpowiednio a. Z drugiej strony, tak jak w wypadku klasycznego
zadania transportowego, znana jest liczba n odbiorcéw tego dobra, ktorzy zgtasza-
ja popyt w wielkodci b. Oprécz jednostkowych kosztéw transportu ¢, pomiedzy
i-tym producentem a j-tym odbiorcg znany jest takze jednostkowy koszt produk-
cji p, i-tego producenta. Zadaniem decydenta jest wyznaczenie optymalnego pla-
nu zaréwno przewozu, jak i produkeji w taki sposdb, aby calkowity koszt bedacy
sumg kosztéw transportu i produkcji byt jak najnizszy (2.11). W tym ujeciu plan
produkgji nalezy rozumie¢ jako wielko$¢ produkcji i-tego producenta (lub stopien
wykorzystania jego mocy produkeyjnych).

min. F(X) = Zirilz’;:lcifxi]’ +Ziilpiz::1xij (2~11)

Do tak sformulowanego problemu decyzyjnego znajduje zastosowanie kla-
syczny problem transportowy. Dostawcami sg poszczegdlni producenci, ktérych
moce produkcyjne nalezy traktowac jako podaze dobra. Poniewaz taczna moc
produkcyjna wszystkich producentéw jest wigksza od catkowitego zapotrzebowa-
nia wszystkich odbiorcéw, nalezy zastosowa¢ przeksztalcenie jak w wypadku nie-
zbilansowanego problemu transportowego®. Jednakze tutaj fikcyjny odbiorca, kto-
rego popyt jest wyrazony rownaniem (2.7), reprezentuje niewykorzystane moce
produkcyjne wszystkich producentéw. Tym samym w tabeli przewozéw zmienna
x, ,, nie przedstawia wielkosci transportu na trasie od i-tego producenta ani jego

m

5 Inne wersje zadania transportowo-produkcyjnego, np. z uwzglednieniem nieliniowej funkcji
kryterium, znalez¢é mozna m.in. w (Catczynski i in., 2000).

6 W przeciwnym razie koszty produkcji nie sg rozwazane, poniewaz cata moc produkcyjna i tak
musi zostaé wykorzystana.
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wielko$ci produkcji. Warto$¢ tej zmiennej decyzyjnej reprezentuje niewykorzysta-
ng moc produkeyjng i-tego producenta.

Modyfikacji podlega takze macierz kosztéw jednostkowych. Koszt jednostkowy
polaczenia pomiedzy i-tym producentem a j-tym odbiorca jest rowny sumie kosz-
téw przewozu c; oraz kosztu produkcji p, u i-tego producenta. W wypadku odbior-
cy fikcyjnego n + 1 koszty jednostkowe wynosza 0. Tak przeksztalcone wyjsciowe
zadanie transportowe ma posta¢ klasycznego zadania transportowego (tab. 2.5).

Tabela 2.5. Postac zadania transportowo-produkcyjnego

Odbiorcal | Odbiorca2 | ... Odbiorcan | Odbiorcan | Podaz
Producent 1 p,*c, p,*tc, | e p,*c, 0 a,
Producent 2 p,+c, [ O R p,tc,, 0 a,
Producent m p,tc p.tc. | . p +c 0 a,
Popyt b, b, | e b, b...

Zrédto: opracowanie wtasne.

2.2.7. Zagadnienie przydziatu

Zagadnienie przydziatu jest problemem decyzyjnym nieodnoszacym si¢ w sposob bez-
posredni do probleméw przewozu produktu pomiedzy dostawcami a odbiorcami. Jed-
nakze moze by¢ ono traktowane jako szczegélny przypadek zadania transportowego.

Problem decyzyjny optymalnego przydzialu mozna przedstawi¢ w nastepu-
jacy sposob. Dysponujac pewng liczbg m $rodkéw (narzedzi), nalezy zrealizowaé
n celéw (zadan). Kazdorazowe zaangazowanie i-tego srodka do realizacji j-tego celu
wigze si¢ z poniesieniem kosztu w wielkosci ¢, (lub osiggni¢ciem odpowiedniej ko-
rzysci). Nalezy tu takze zaznaczy¢, ze przyporzadkowanie srodkéw do realizacji za-
fozonych celéw musi by¢ dokonane w sposéb wzajemnie jednoznaczny. Oznacza
to, ze jeden cel moze by¢ zrealizowany z wykorzystaniem tylko jednego $rodka, jak
réwniez jeden $rodek moze zosta¢ wykorzystany jeden raz do realizacji danego celu.
Nalezy zauwazy¢, ze liczby srodkéw i celéw mogg by¢ sobie rowne (wtedy kazdy cel
jest zrealizowany oraz zostang wykorzystane wszystkie $rodki). Model takiej postaci
zadania przydziatu zostal przedstawiony ponizej (2.12)-(2.15).

min. (max.) F(x) = z;z; C;X;i (2.12)

n

i =1 (2.13)
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g x; =1 (2.14)

i=1

0
X = 1 (2.15)

gdziei=1,2,...,norazj=1,2,...,n.

Liczba $rodkéw moze by¢ takze wigksza od liczby celéw lub tez odwrotnie
- moze by¢ od niej mniejsza. W takiej sytuacji ograniczenia (2.13) i (2.14) przyj-
muja posta¢ odpowiednich nieréwnosci.

Nalezy zauwazy¢, ze tak sformutowane zadanie przydzialu moze by¢ potrakto-
wane jako szczegolny przypadek zadania transportowego, w ktérym podaze do-
stawcow ($rodki) sa rowne 1 oraz popyty odbiorcéw (cele) sa rowne 1 (tab. 2.6).
Zmienne decyzyjne odpowiadajace w zadaniu transportowym wielkosciom prze-
wozu na poszczegdlnych trasach moga wynosi¢ 0 lub 1. Natomiast w wypadku
zadania przydzialu z kryterium maksymalizacji nalezy dokona¢ odpowiedniego
przeksztalcenia wyjsciowej funkeji celu f(x) w funkcje f'(x) w taki sposob, aby
mozna bylo poszukiwac jej wartosci minimalnej”.

Tabela 2.6. Przyktad dopuszczalnego rozwiazania zadania przydziatu o n srodkach i n celach

Cell Cel2 | ... Celn-1 Celn Podaz
Srodek 1 1| . 1
Srodek2 | | | .. 1 1
Srodekm-1 | | | .. 1 1
Srodek m S 1
Popyt 1 1| 1 1 n

Zrédto: opracowanie wtasne.

2.2.8. Minimalizacja pustych przebiegow

Interesujagcym zagadnieniem optymalizacyjnym, do ktérego rozwigzania zastoso-
wanie znajduje klasyczny problem transportowy, jest zadanie minimalizacji pustych
przebiegow. W zarzadzaniu fancuchem dostaw (lub szerzej - siecig dostaw) jest to
bardzo wazny problem decyzyjny, majacy ugruntowang pozycj¢ w procesie projek-
towania przeplywow fizycznych produktow pomiedzy dostawcami a odbiorcami.

7 Przyktadem takiego przeksztatcenia moze by¢: f'(x) = M - f(x), gdzie M — oo,
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W zagadnieniu minimalizacji pustych przebiegéw przyjmuje si¢ zalozenie, ze do-
stawca jest jednoczes$nie odbiorcg, stad tez istnieje sie¢ wzajemnych polaczen po-
miedzy n punktami, do ktorych produkty sa dostarczane, jak réwniez s3 z nich
wywozone. Znane sg zaréwno wielkosci wywozu, jak i wielkosci przywozu a,
pomiedzy punktami 7 a j. Wielko$¢ ta moze by¢ traktowana jako liczba $rodkow
transportu lub jednostek tadunkowych (np. konteneréw) niezbednych do obstugi
dostawy. Tym samym mozna dla kazdego dostawcy (oraz jednoczes$nie odbiorcy)
obliczy¢ wielkos¢ w, wywozonego produktu z i-tego punktu:

w, = ijlaij (2.16)

oraz wielko$¢ p. przywozonego produktu do j-tego punktu z pozostatych punktow:

n

pj = i=1aij (2.17)

gdziei=1,2,...,norazj=1,2,...,norazi#j.

Jezeli wystapi sytuacja, w ktorej ilos¢ wywozonego z punktu i produktu do po-
zostatych punktow jest wigksza od iloéci przywozonego do tego punktu produk-
tu (w,> p), oznacza to, ze nalezy do tego punktu dostarczy¢ puste $rodki trans-
portu (jednostki fadunkowe), aby mozna bylo zrealizowa¢ nadwyzke wywozéw
nad przywozami. Srodki transportu powinny by¢ dostarczone przez punkty,
w ktorych przywéz jest wiekszy od wywozu (w, < p). Tym samym punkty te sta-
lyby si¢ dostawcami pustych $rodkéw transportu, natomiast punkty dysponuja-
ce nadwyzka wywozéw nad przywozami bytyby odbiorcami pustych pojazdéw.
W wypadku punktéw, dla ktérych zachodzi zerowy bilans wywozdéw i przewozow
(w, = p,), nie s one ani dostawcami, ani odbiorcami pustych §rodkéw transportu,
czyli s3 pomijane.

Rozwigzanie zadania z minimalizacjg pustych przebiegéw sprowadza si¢ do
konstrukeji klasycznego problemu transportowego, w ktérym przewozonym do-
brem sg puste $rodki transportu. Dostawcy pustych §rodkéw transportu, czyli
punkty, gdzie w, < p, dysponuja ich podazg w wielkosci p, - w,, natomiast odbior-
cy, czyli punkty, gdzie w, > p, zglaszajg na nie popyt w wielko$ci: w, - p. Macierz
kosztow jednostkowych stanowi macierz fizycznych lub czasowych odlegtosci po-
miedzy rozpatrywanymi punktami.

Rozwigzanie optymalne tak skonstruowanego klasycznego zadania transporto-
wego pozwala ustali¢, od ktérego punktu i do ktérego punktu j oraz ile nalezy wy-
sta¢ pustych srodkéw transportu, aby zminimalizowac¢ ich taczne puste przebiegi
liczone np. liczbg przebytych kilometréow.
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2.3. Algorytm transportowy

Klasyczne zagadnienie transportowe jest problemem programowania liniowego,
w zwigzku z czym moze by¢ rozwigzane dobrze znang metoda simpleks. Jednakze
ze wzgledu na swoja szczegolng postac jest ono rozwigzywane za pomocg odreb-
nego algorytmu transportowego, w ktérym — poczawszy od okreslonego dopusz-
czalnego rozwigzania poczatkowego — poszukiwane jest rozwigzanie coraz lepsze,
az do momentu osiagniecia rozwigzania optymalnego.

Pierwsza czynnoscig algorytmu transportowego jest wygenerowanie poczat-
kowego dopuszczalnego planu przewozowego. Poczatkowy program przewozowy
moze mie¢ dowolng postac, lecz w literaturze przedmiotu znalez¢é mozna kilka
najpopularniejszych metod jego tworzenia, do ktérych naleza miedzy innymi:

* metoda kata pétnocno-zachodniego;
* metoda minimalnego kosztu macierzy kosztow jednostkowych;
* metoda VAM-Szwarca.

Uzyskany dopuszczalny program przewozowy bedzie zawieral nie wigcej niz
m + n - 1 niezerowych tras, na ktérych wystapi transport pomiedzy danym dostaw-
c3 a danym odbiorca. Jest on pierwszym punktem przestrzeni rozwigzan o war-
tosci funkgji celu bedacej catkowitym kosztem transportu pomiedzy dostawcami
a odbiorcami. Celem algorytmu transportowego jest poszukiwanie coraz lepszych
punktéw przestrzeni rozwigzan przez modyfikacje¢ rozwigzania reprezentowanego
przez aktualnie rozpatrywany punkt.

Algorytm transportowy mozna podzieli¢ na dwa etapy. W etapie pierwszym
sprawdza si¢, czy aktualnie rozpatrywany program przewozowy jest optymalny.
Drugi etap to przeksztalcenie ocenianego programu przewozowego w inny, lepszy
(tanszy) w wypadku, gdy dokonana wczesniej (w etapie pierwszym) ocena opty-
malnosci okaze si¢ negatywna.

Etap oceny optymalnosci programu przewozowego polega na obliczeniu wskaz-
nikéw optymalnoéci A, wedtug formuty (2.18):

Aijzcij—(ui+vj) (2.18)

Powyzsze wskazniki obliczane sg dla tras, dla ktérych w aktualnie rozpatrywanym
programie przewozowym wielko$¢ transportu wynosi 0. Jezeli dla ocenianego pla-
nu dostaw wszystkie Ai]_ s3 nieujemne, wtedy reprezentuje on rozwigzanie opty-
malne. W przeciwnym razie nalezy przej$¢ do etapu drugiego algorytmu trans-
portowego, czyli przeksztalcenia ocenianego programu przewozowego w kolejny,
tanszy.

Przedstawiony algorytm transportowy wymaga sformulowania kilku istotnych
spostrzezen. Pierwsze z nich dotyczy wskaznikéw optymalnosci. W programie
przewozowym reprezentujgcym rozwigzanie optymalne (wszystkie A, > 0) moga
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wystgpi¢ wskazniki optymalnosci réwne 0. Liczba A, = 0 determinuje wielko$¢
zbioru alternatywnych rozwigzan optymalnych.

Jak juz zauwazono, optymalny plan dostaw wykorzystuje z wszystkich mozli-
wych m x n polaczen tylko cze$¢ z nich - nie wiecej niz m + n - 1. Jezeli program
przewozowy sktada si¢ z mniejszej liczby niepustych tras niz m + n - 1, wtedy nosi
on nazwe zdegenerowanego planu dostaw. Roznica miedzy m + n - 1 a faktyczng
liczbg niepustych tras jest stopniem degeneracji. Taki program przewozowy dalej
mozna traktowac jako plan dostaw sktadajacy si¢ z m + n - 1 tras, lecz trzeba pa-
mieta¢, ktore z nich (gdzie wielko$¢ przewozu wynosi 0) nalezg do rozpatrywane-
go (ocenianego) planu dostaw.






Rozdziat 3
Uktadanie trasy jednego pojazdu

Jezeli klasyczne zagadnienie transportowe jest jednym z najbardziej znanych
probleméw optymalizacji w transporcie, to niewatpliwie problem komiwojazera
uzna¢ nalezy za jedno z najstarszych tego typu zagadnien. Przy czym nalezy on do
najczesciej pojawiajacych sie probleméw operacyjnych logistyki dystrybucji.

Zagadnienie komiwojazera znane jest w literaturze przedmiotu jako problem
podrézujacego sprzedawcy (traveling salesman problem lub traveling salesperson
problem). Samo sformulowanie tego decyzyjnego problemu logistycznego jest bar-
dzo proste i mozna je przedstawi¢ nastepujaco (rys. 3.1): celem dostawcy jest do-
starczenie za pomoca jednego pojazdu zadanej ilosci produktu do zadanej liczby
odbiorcéw w taki sposob, aby koszt realizacji dostawy poniesiony przez dostawce
(lub podmiot organizujacy przewoz) byt jak najmniejszy.

Odbiorca Qdbiorca

Odbiorca Odbiorca

Dostawca Odbiorca

QOdbiorca Odbiorca

Odbiorca Odbiorca

Rys. 3.1. Graficzna ilustracja problemu komiwojazera
Zrédto: opracowanie wtasne.

Po raz pierwszy tak sformutowany problem komiwojazera przedstawiony zostat przez
WR. Hamiltona w 1859 roku, natomiast jego pierwsze ujecie jako problemu matema-
tycznego zaprezentowane zostato w 1934 roku przez H. Whitneya (Calczynski, 1992).
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3.1. Sformutowanie problemu decyzyjnego

Problem komiwojazera jest zagadnieniem nie tylko logistycznym, ale moze nawet
przede wszystkim problemem matematycznym, a w szczegélnosci kombinatorycz-
nym. Stad tez zamieszczony powyzej stowny opis problemu decyzyjnego moze by¢
niewystarczajacy. W literaturze przedmiotu mozna si¢ zresztg spotkac z réznymi
sposobami jego formutowania.

Jednym z najczestszych sposobow prezentacji zagadnienia komiwojazera jest
wykorzystanie jezyka programowania matematycznego. Pojazd, wyruszajac z pew-
nego punktu D (bazy dostawcy), ma za zadanie odwiedzi¢ n innych punktow:
0,, O,, ..., O,, a nastepnie powroci¢ do punktu poczatkowego'. Celem jest usta-
lenie takiego porzadku odwiedzanych odbiorcéw, aby calkowita dlugos¢ (koszt)
trasy pojazdu byla jak najmniejsza. Kolejnos¢ odwiedzania poszczegdlnych od-
biorcow O, jest dowolna, jednakze kazdy z nich moze by¢ odwiedzony przez po-
jazd tylko )eden raz.

Budowe modelu programowania matematycznego dla przedstawionego pro-
blemu komiwojazera nalezy rozpocza¢ od zdefiniowania zmiennych decyzyjnych.
Zmienna decyzyjna oznaczona jako x, reprezentuje wystepowanie w trasie pojaz-
du polaczenia pomig¢dzy dostawcg a odblorcq lub pomiedzy odbiorcami. Ze wzgle-
du na to, Ze moga wystapic tylko dwa przypadki, ma ona posta¢ binarna:

0
xij = 1 (3-1)

Zmienna x, przyjmuje warto$¢ 1, jezeli w aktualnie rozpatrywanej trasie pojaz-
du wystepuje polqczeme pomiedzy punktem i a punktem j, natomiast 0 przyjmuje
w sytuacji, gdy takiego polaczenia brak.

Model programowania matematycznego dla przedstawionego problemu komi-
wojazera nalezy do klasy modeli liniowych i calkowitoliczbowych. Przedstawi¢ go
mozna w nastepujacy sposob (3.2)-(3.5) (Miller i in., 1960):

min. F0 =D D 16% (32)
> xy=1dlaj=0,1,..,n (3.3)
ijoxff:l dlai=0,1,...,n (3.4)

1 Wdalszej czesci przez punkt o indeksie i lub jrownym 0 definiowane bedzie pojecie dostawcy
(lub bazy, z ktérej wyrusza pojazd na swoja trase), natomiast i oraz j wieksze od 0 oznaczaja
indeksy punktéw reprezentujacych poszczegoélnych odbiorcow.
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zi—zj+(n+1)xij <(m+1)-1dlai,j=1,...,norazi#j (3.5)

Funkgja celu (3.2) przedstawia dlugos¢ (lub zdefiniowany odpowiednio koszt)
pokonanej przez pojazd trasy. Wspotezynnik ¢, oznacza odleglos¢ (lub koszt) prze-
jazdu pomiedzy punktem i a punktem j. Dla i = j przyja¢ nalezy zalozenie, ze od-
legtos¢ (koszt) ¢, jest rowna dowolnie duzej liczbie M.

Szczegdlnych wyjasnien wymagaja ograniczenia w prezentowanym modelu
matematycznym. Poniewaz kazdy punkt j = 1, 2, ..., n musi zosta¢ odwiedzony
przez pojazd tylko jeden raz, ograniczenia wystepujace w omawianym modelu
przedstawione sg w postaci rownosci (3.3) i (3.4). Oznaczajg one, odpowiednio, ze
pojazd moze tylko jeden raz wjecha¢ do danego punktu i raz go opuscic.

Specjalnego wyjasnienia wymaga warunek okreslony zespolem nieréwnosci
(3.5). Zapewnia on, ze do trasy pojazdu muszg naleze¢ wszystkie odwiedzane
punkty. Liczba tych nieréwnosci jest znaczaca i wynosi (n + 1)(n + 1) — n. Zawie-
rajg one fgcznie n zmiennych decyzyjnych z, oraz z, ktérych optymalny dob6r ma
zapewni¢ odwiedzenie przez pojazd wszystkich punktow?. Innymi stowy, warunki
(3.5) zapewniajg, Ze z elementéw zbioru {i, j / x, = 1} mozna ulozy¢ nastepujacy
ciag: (0, 1), (1, 2), (2, 3), ..., (n -1, n), (n, 0) (Solich, 1974).

Przyklad

Niech k oznacza liczbe odwiedzonych punktéw przez komiwojazera w niepelnej
trasie, przy czym k < n. Jednocze$nie niech p oznacza odwiedzone punkty w tej tra-
sie. Tym samym trase te zapisa¢ mozna w nastepujacy sposob: (p, P, Py -+ Pp P,)-
Dla kazdego potaczenia pomigdzy punktami p, a p, tej niepetnej trasy przedstawio-
ne zostaly ponizej ograniczenia (3.5), ktore po zsumowaniu stronami prowadza do
sprzecznosci.

z, =2, +(n+1)<n
zpl—zp2+(n+1)Sn (3.6)
z, —Z, +(n+1)<n

Brak w modelu przedstawionych powyzej ograniczen (3.5) czyni z zagadnienia
komiwojazera zadanie przydziatu (3.2)-(3.4), ktérego jedno z rozwigzan zostato
zilustrowane ponizej (rys. 3.4). W omawianym modelu zmienne z, oraz z, s3 do-
wolnymi liczbami rzeczywistymi, cho¢ jak stwierdzaja J.J. Finkelsztejn i A.A. Kor-
but (1974), bez zmniejszenia ogdlnosci mozna zatozy¢, ze moglyby one przyjmo-
wac warto$ci catkowite nieujemne.

2 z,.,zjeR.
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W przedstawionym wzorami (3.2)-(3.5) modelu jednego komiwojazera licz-
ba zmiennych decyzyjnych x, wynosi (n + 1)*. Natomiast liczba poszczegdlnych
ograniczen jest réwna: n + 1 (3.2), n+1(3.4), n* - n(3.5). Czyli dla przedstawio-
nej ilustracji graficznej problemu komiwojazera, gdzie liczba odbiorcéw wynosi
n =10 (rys. 3.1), liczba zmiennych decyzyjnych jest rowna 121, natomiast liczba
wszystkich ograniczen wynosi 112.

Przyklad

Na rysunku 3.2 przedstawiony zostal problem komiwojazera, w ktérym dostawca
ma za zadanie obsluzy¢ trzech odbiorcow. Pokazano wszystkie mozliwe uklady
polaczen pomiedzy odbiorcami. Kazdy z ukladéw tras prezentuje dwie mozliwe
trasy przy zalozeniu, Ze mozna pokona¢ je w obydwu kierunkach. Oznacza to,
ze komiwojazer (pojazd) dla rozpatrywanego przyktadu moze pokonac sze$¢ roz-
nych tras.

01 01 O1

02 D 02 D 02

03 03 03

Rys. 3.2. Graficzna ilustracja mozliwych tras problemu komiwojazera dlan=3
Zrédto: opracowanie wtasne.

Zgodnie z modelem wyrazonym wzorami (3.2)-(3.5) model programowania
matematycznego dla powyzszego przykladu jest nastepujacy:

min. F(x) = Mx, + ¢, %, + €%, + CoXes T

CleIO + Mxll + C12x12 + Cl3x13 *

CZOxZO + C21x21 + Mx22 + C23x23 +

o T €5 %5, + X, + M, (3.7)
Xpp+ X%, + X, = 1
X, tx, tx, +x, = 1
X, tX,tX,+x,= 1
Xyt X+ X, +x,=1 (3.8)
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Xyt X + X, +x,=1
Xotx, +x,+x,=1
Xyt X, +x,+x,=1
X+ X, tx,+x,=1 (3.9)

z,-z,+4x,<3
z -z, +4x,<3
z,-z,+4x,<3
z,-z, +4x, <3
z, -z, +4x, <3
z,-z,+4x,<3 (3.10)

X, =0 lub 1; x,=0 lub 1; x,=0 lub 1; X, =0 lub 1;
x,=0 lub1;x,=01lub 1;x,=01ub 1; x,=0 lub 1;
X, =0 lub1;x, =01lub 1;x,, =01ub 1; x,,=0 lub 1;
X, =0lub L;x, =0lub I;x,,=01lub I; x,, =01lub 1;
z,20;z,20;2,20; (3.11)

Inny opis zagadnienia jednego komiwojazera mozna sformulowa¢, opierajac sie
na teorii graféw. Dany jest nieskierowany, spojny i pelny graf G(V, E, ¢), w ktérym
zbiér V stanowi n + 1 weztéw odpowiadajacych odbiorcom oraz dostawcy (rys. 3.3).

06 05

Rys. 3.3. Graf petny dla problemu komiwojazera wraz z przyktadowa dopuszczalna trasa
(cyklem Hamiltona)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Zbior krawedzi E grafu reprezentuje mozliwe polgczenia pomiedzy punktami
i oraz j. Kazdej krawedzi grafu laczacej dwa dowolne wezly przyporzadkowana
jest pewna nieujemna liczba ¢, (waga krawedzi) odpowiadajaca dtugosci (kosz-
towi) pofaczenia pomiedzy punktami i oraz j. Jeden z wezloéw grafu reprezentuje
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punkt poczatkowy D, z ktérego komiwojazer rozpoczyna swoja trase oraz do niego
powraca. Za tras¢ komiwojazera uwazac¢ nalezy taki zbior krawedzi, dla ktérego:

= pierwsza krawedz rozpoczyna sie w wezle poczatkowym 0;
= ostatnia krawedz konczy si¢ w wezle poczatkowym 0,
= kazdy wezel grafu stanowi polaczenie dwoch i tylko dwoch krawedzi grafu.

Dla tak sformulowanego problemu komiwojazera przedstawi¢ mozna takze
model programowania catkowitoliczbowego (3.12)-(3.15) (Dantzig i in., 1954):

min. F(x):zizozjzocijxij (3.12)
Do x=ldlaj=01,..n (3.13)
> x;=1dlai=0,1,..,n (3.14)
j=0"Y
zijeSxij S|S|—1 dla ScVoraz2<|§|<sn-1 (3.15)

Réznica modelu (3.12)-(3.15) w poréwnaniu do modelu przedstawionego réw-
naniami (3.2)-(3.5) polega na innym sformulowaniu ograniczen zapewniajacych od-
wiedzenie przez komiwojazera wszystkich punktow (3.15). Tak samo jak ograniczenia
(3.5), zabraniajg one formowanie si¢ niepelnych tras komiwojazera, czyli takich, ktére
nie odwiedzajg wszystkich zadanych punktéw, a tylko pewien ich podzbior S. W wy-
padku gdy pojazd odwiedzi mniej niz n punktéw, wtedy w takiej trasie wystepuje |S|
wierzchotkow grafu oraz tyle samo krawedzi. Prowadzi to do sytuacji, w ktérej ogra-
niczenie (3.15) nie jest spelnione. Lewa strona tego ograniczenia wynosi |S|, natomiast
prawa strona tego samego ograniczenia jest rowna |S| — 1. W zwigzku z tym, ze niepel-
nej trasy komiwojazera nie mozna otrzymac dla jednego punktu, a takze dla n punk-
tow;, nalezy zauwazyc¢, ze ograniczenie (3.15) jest istotne dla |S| > 2 oraz dla |S| <n - 1.

Przedstawiony powyzej zbior krawedzi grafu tworzy ciag polaczen pomiedzy
wszystkimi weztami nalezagcymi do grafu i w teorii graféw nosi on nazwe cyklu Ha-
miltona. Tym samym mozna stwierdzi¢, ze trasa komiwojazera jest dopuszczalna,
jezeli stanowi ona cykl Hamiltona (rys. 3.3). Na rysunku 3.3 przedstawiono wszyst-
kie mozliwe krawedzie grafu sktadajacego si¢ z o$miu weztéw (linie ciagle i prze-
rywane). Natomiast na rysunku 3.4 linig ciagla zaznaczono niedopuszczalng trase
komiwojazera. Pojazd, rozpoczynajac tras¢ z punktu D, odwiedza kolejno punkty:
01, 05, 06, O7 (lub w odwrotnej kolejnosci: O7, 06, O5, O1), a nastepnie powraca
do punktu D. Wezly: 02, O3, O4 zostaly pominiete, co oznacza, ze punkty, ktére one
reprezentujg, musialyby by¢ odwiedzone po ponownym opuszczeniu przez pojazd
punktu D. Taka sytuacja jest niedopuszczalna, poniewaz pojazd moze tylko jeden
raz opusci¢ punkt startowy oraz jeden raz do niego wrdci¢. Przedstawione na rysun-
ku 3.4 dwa zbiory krawedzi w teorii graféw nosza nazwe cykli skréconych.
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Rys. 3.4. Graf petny dla problemu komiwojazera wraz z przyktadowa niedopuszczalng trasa
(cyklem skréconym)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozwigzaniem optymalnym w tak sformulowanym w teorii graféw zagadnieniu
jednego komiwojazera bedzie cykl Hamiltona, dla kt6rego taczna suma liczb ¢, przy-
porzadkowanych do krawedzi wchodzacych w sktad cyklu bedzie najmniejsza.

Zagadnienie komiwojazera jest nie tylko problemem, przed ktérym stoi wiele
przedsigbiorstw prowadzacych dzialalnos¢ logistyczng, ale znajduje si¢ ono takze
w centrum zainteresowania matematykow zajmujacych si¢ problemami optymaliza-
cji kombinatorycznej. Sformulowanie problemu jest bardzo proste, lecz znalezienie
najlepszego rozwigzania, czy nawet bliskiego optymalnemu, nie jest juz tak oczywi-
ste. Liczba mozliwych tras (cykli Hamiltona) jest réwna liczbie wszystkich permu-
tacji odwiedzanych punktéw. Jezeli stopniowo bedzie zwigkszana liczba punktdéw,
ktore ma odwiedzi¢ komiwojazer, liczba rozwiazan dopuszczalnych bedzie rosta bar-
dzo szybko. Dla zadania, w ktérym pojazd ma odwiedzi¢ n punktéw oraz macierz
odlegtosci C jest symetryczna (c, = c,), liczba wszystkich mozliwych tras wyniesie
n!/2. W tabeli 3.1 pokazano, w jaki sposob wzrasta liczba mozliwych permutacji,
gdzie liczba odwiedzanych przez pojazd punktéw nalezy do przedziatu [1, 15]. Tylko
dla n = 10 liczba tras, jakie moze pokona¢ komiwojazer, wynosi az 3 628 800.

Dany problem decyzyjny lub optymalizacyjny mozemy rozwigzywaé na wiele
réznych sposobow, czyli mozemy stosowac do jego rozwigzania rézne algorytmy.
ZYozonos¢ obliczeniowa tych algorytméw moze okazaé si¢ w niektérych wypad-
kach bardzo duza. W teorii ztozonosci obliczeniowej dokonano podzialu proble-
mow ze wzgledu na czas, w jakim mogg zosta¢ rozwiazane przez dany algorytm
(Blazewicz, 1986; Papamiditriou, 1997; 2002):

= NP (Nondeterministic Polynomial) — klasa problemoéw, ktére moga zosta¢
rozwigzane w czasie wielomianowym algorytmem niedeterministycznym;

= P (Polynomial) - klasa problemdw, ktére moga zosta¢ rozwigzane w czasie
wielomianowym algorytmem deterministycznym.
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Tabela 3.1. Liczba mozliwych rozwigzan dla zadania komiwojazera (c

ij_

cj./.)

n Liczba tras
1 1
2 1
3 3
4 12
5 60
6 360
7 2570
8 20 160
9 181400
10 1814400
11 19958 400
12 89 500 800
13 3113510400
14 43589 145 600
15 653 837 184 000

Zrédto: opracowanie wtasne.

Pomiedzy klasg probleméw P a klasg probleméw NP zachodzi relacja P NP,
natomiast do dzi§ problemem nierozstrzygnietym jednoznacznie pozostaje, czy

zachodzi relacja P # NP.

Odrebnie badang klase ztozonosci obliczeniowej stanowig problemy NP-zupet-
ne. Dany problem nazwiemy NP-zupelnym, jezeli nalezy on do klasy NP oraz kaz-
dy inny problem z klasy NP da si¢ sprowadzi¢ do niego w czasie wielomianowym.
Wiasnoscia problemow tej klasy jest to, ze w wypadku znalezienia algorytmu de-
terministycznego rozwigzujacego w czasie wielomianowym jeden z problemow
nalezacych do tej klasy znajdujemy takze taki algorytm dla pozostalych proble-

mow w tej klasie.

Omawiane w tej czesci rozdzialu zagadnienie jednego komiwojazera nalezy do

klasy zadan NP-zupelnych (Lenstra i Rinnooy Kan, 1981).
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3.2. Warianty problemu komiwojazera

Podobnie jak przy formutowaniu klasycznego zadania transportowego, tak i oma-
wiajac problem komiwojazera, nalezy scharakteryzowac jego najwazniejsze od-
miany. Warianty problemu komiwojazera maja swojg geneze zaréwno w sposobie
definiowania poszczegélnych parametrow samego zadania, jak i wynikaja z po-
trzeb lub ograniczen formutowanych bezposrednio przez decydentéw. Oznacza to,
ze rozne warianty problemu komiwojazera sg efektem i rozwazan teoretycznych,
i doswiadczen zebranych z praktyki gospodarcze;.

3.2.1. Symetryczny i niesymetryczny problem komiwojazera

Istota odmiennosci symetrycznego i niesymetrycznego problemu komiwojazera
jest oczywiscie relacja wartosci wspdlczynnika kosztu ¢, pomiedzy punktami i a j
do wspétczynnika kosztu ¢, pomiedzy punktami ja i (rys. 3.5).

Gij

7N

=
.

Rys. 3.5. Potaczenie pomiedzy punktamiiaj
Zrédto: opracowanie wtasne.

W symetrycznym problemie komiwojazera zachodzi réwnosé: ¢, = ¢, ktéra
z kolei nie musi by¢ prawdziwa w problemie niesymetrycznym (CU # cﬁ). Zmiana
ta powoduje, ze liczba wszystkich mozliwych tras wzrasta dwukrotnie w stosunku
do wartosci pokazanych w tabeli 3.1. Jest to czesto wystepujaca sytuacja nie tylko
o charakterze teoretycznym, lecz réwniez praktycznym, gdyz nierzadko pojawia
sie np. w logistyce dystrybucji w aglomeracjach miejskich, w ktorych ze wzgledu
na duzg liczbe drég jednokierunkowych potaczenie z punktu A do punktu B nie
jest tozsame z trasg z punktu B do punktu A.

W teorii graféw asymetryczny problem komiwojazera nalezy sformulowaé
w nastepujacy sposob: dany jest graf skierowany (digraf) D(W, A, d), w ktd-
rym W stanowi zbiér wierzchotkéw z wyodrebnionym wierzchotkiem poczatko-
wym (odpowiadajacym dostawcy) W = {0, 1, 2, ..., n}, natomiast A jest zbiorem
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krawedzi skierowanych (w szczegélnosci zbiorem uporzadkowanych par wierz-
chotkéw): A € W x W. Symbolem d, oznaczony jest koszt polgczenia wierzchot-
kéw i oraz j, w ktérym poczatek stanowi wezet i, natomiast koniec wierzchotek j.

Na podstawie tak zdefiniowanego grafu skierowanego D mozna zbudowa¢ graf
nieskierowany G(V, E, c¢). W grafie tym zbiér wierzchotkéw V jest dwukrotnie
liczniejszy:

V=Wu {n+1,n+2,...,2n} (3.16)
Z kolei zbior krawedzi jest nastepujacy — E jest suma dwoch zbiordw krawedzi:
E={(i,n+1i)|i=1,2,...,n}oraz {n +1i,j) | (i,j) € A} (3.17)
Koszty potaczenia c, (wagi grafu) wynoszg odpowiednio:

C =-Mdai=12,...,n (3.18)

in+1 -

C,.yy=d;dla (ij) e A (3.19)
Wielkos¢ M oznacza odpowiednio duza liczbe (np. M — o), cho¢ moze by¢ to
takze warto$¢ rownanp. X, d,.

Nalezy tutaj zauwazy¢, ze dla wczesniej sformulowanego skierowanego grafu
D dla kazdej trasy komiwojazera bedgcej cyklem Hamiltona o danym koszcie D,
istnieje cykl Hamiltona okreslony w grafie G o dtugo$ci réwnej C_ wyrazonej wzo-
rem (3.20):

C.=D,-nM dla (i,j) € A (3.20)

Ponadto wszystkie krawedzie grafu G o koszcie réwnym -M zawieraja sie
w optymalnym cyklu Hamiltona.

3.2.2. Problem komiwojazera w grafie niepetnym

Problem komiwojazera sformutowany zostat na podstawie definicji grafu petnego
G(V, E, ¢), czyli takiego, w ktérym wystepuja bezposrednie polaczenia pomiedzy
wszystkimi jego wierzchotkami. Jednakze bardzo czesto takie bezpos$rednie tra-
sy nie s mozliwe, a tym samym graf moze nie zawiera¢ pewnej liczby krawedzi.
Wynika¢ to moze z tego, ze np. nie istnieje droga (np. linia kolejowa) taczaca dwa
punkty A i B, ktdra nie przechodzi posrednio przez inny punkt C. Taki graf nosi
nazwe grafu niepelnego.

W sytuacji przedstawionej powyzej graf niepelny mozna przeksztalci¢ do po-
staci grafu pelnego przez dodanie brakujacych krawedzi oraz okreslenie ich kosztu
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jako wartodci M, gdzie M jest odpowiednio duzg liczbg (M > £, _, c,). Jezeli
istnieje optymalny cykl Hamiltona dla przeksztalconego grafu, w sktad ktérego
nie wchodzg dodane krawedzie z kosztem réwnym M, wtedy taki cykl Hamiltona
jest jednocze$nie optymalnym cyklem Hamiltona dla niepetnego grafu wyjscio-
wego. Natomiast jezeli w przeksztalconym grafie optymalny cykl Hamiltona za-
wiera przynajmniej jedng dodang krawedz z kosztem réwnym M, oznacza to, ze
niepelny graf wyjsciowy nie zawiera ani jednej trasy komiwojazera bedacej cyklem
Hamiltona.

Inne podejscie do sformutowania problemu komiwojazera w grafie niepel-
nym to sytuacja czgsto wystepujaca w tzw. problemie komiwojazera w ukladzie
planarnym (graficzny problem komiwojazera). Przyktadem takiego grafu moze
by¢ sie¢ kolejowa na zadanym obszarze, gdzie wezlami grafu sg wezly kolejo-
we (miejsca krzyzowania sie kolejowych szlakéw komunikacyjnych). Graf jest
kompletny, co oznacza, ze mozliwe jest przemieszczenie si¢ z dowolnego wezta
kolejowego do kazdego innego, cho¢ nie zawsze musi to nastapi¢ z pominigciem
pozostatych weztow.

Wtedy celem jest znalezienie takiej trasy komiwojazera, co do ktérej zachodzi
warunek, ze kazdy wezel musi zosta¢ przez niego odwiedzony, a przy tym koszt
calej trasy musi by¢ jak najmniejszy. W grafie niepelnym moze nie istnie¢ cykl Ha-
miltona. Co wigcej, nawet jezeli istnieje bezposrednie polaczenie pomigdzy punk-
tami A i B, to i tak w rzeczywisto$ci moze by¢ ono mniej korzystne niz pofaczenie
posrednie przez punkt C: A — C — B. Tym samym nalezy odstapi¢ od ogranicze-
nia moéwigcego o tym, ze kazdy wezel (punkt w trasie komiwojazera) moze by¢
odwiedzony tylko jeden raz, aczkolwiek musi by¢ odwiedzony co najmniej jeden
raz. To samo dotyczy krawedzi grafow, ktore w takiej sytuacji moga by¢ wykorzy-
stane wielokrotnie.

Niepelny graf wyjsciowy dla problemu komiwojazera w uktadzie planarnym
moze zosta¢ przeksztalcony w graf pelny przez dodanie brakujacych krawedzi.
Koszt dodanej krawedzi pomiedzy wierzchotkami i oraz j reprezentuje koszt naj-
krotszej mozliwej drogi pomiedzy nimi, ktéra bedzie przechodzi¢ przez przynaj-
mniej jeden inny wierzcholek grafu wyjsciowego. W tak przeksztalconym grafie
pelnym istnieje optymalny cykl Hamiltona, ktéry zawiera¢ moze dodane krawe-
dzie. Jezeli istnieje optymalny cykl Hamiltona dla przeksztalconego grafu, w sktad
ktérego nie wchodzg dodane krawedzie, wtedy taki cykl Hamiltona jest jednoczes-
nie optymalnym cyklem Hamiltona dla niepelnego grafu wyjsciowego. W prze-
ciwnej sytuacji dodane krawedzie grafu wchodzace w sklad optymalnego cyklu
Hamiltona nalezy przeksztalci¢ do postaci najkrotszej drogi taczacej wierzchotki,
ktorych ta krawedz dotyczy. Po przeksztalceniach uzyskana zostanie trasa komi-
wojazera dla grafu wyjsciowego bedaca odpowiednikiem optymalnego cyklu Ha-
miltona dla grafu pelnego.
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3.2.3. Problem komiwojazera z minimalizacjg czasu

Dotychczas formulowana funkeja celu zaktadata minimalizacje catkowitej dtugo-
$ci trasy komiwojazera, ktdra byta suma wszystkich odcinkéw pomiedzy punkta-
mi, jakie wchodzily w sktad rozpatrywanej trasy bedacej cyklem Hamiltona. Funk-
cja celu moze takze reprezentowaé koszt przejazdu, jak réowniez calkowity czas
przejazdu. Wymaga to oczywiscie uprzedniej znajomosci macierzy, odpowiednio,
kosztéw lub czaséw przejazdu pomiedzy wszystkimi punktami, w tym punktem
startowym.

Interesujagcym wariantem klasycznego problemu komiwojazera jest zagadnie-
nie, w ktorym celem nie jest znalezienie trasy minimalizujacej calkowity czas jej
pokonania’. Rozpatruje sie trasy bedace cyklem Hamiltona z punktu widzenia
czasu przejazdu pomiedzy dwoma punktami i a punktem j. Poszukiwana jest taka
trasa, w ktorej najdiuzsze polaczenie punktéw i oraz j bedzie jak najmniejsze.

Formalng definicje powyzszej modyfikacji klasycznego problemu komiwojaze-
ra przedstawi¢ nalezy w nastepujacy sposob: dany jest pelny i nieskierowany graf
G(V, E, ), gdzie c, jest wagg krawedzi e € E. Celem jest znalezienie takiego cyklu
Hamiltona H* grafu G, dla ktérego zachodzi:

Apeg Max. {c, :e€ H*} <max. {c, :e € H} (3.21)

Rozpatrujac natomiast posta¢ modelu komiwojazera wyrazonego zalezno$cia-
mi (3.12)-(3.15), funkcja celu moze przyjac nastgpujaca postac:

min. F(x)= max. {c;}
()=t !

(3.22)

Pewng odmiang omawianej tu modyfikacji klasycznego problemu komiwojaze-
ra jest zagadnienie, w ktérym poszukiwanie rozwigzania optymalnego oparte jest
na przeciwnym kierunku optymalizacji funkeji celu (3.21) i (3.22):

max. F(x)= min. {c,}
(oj)xg=1 Y

(3.23)

Jednakze kazde zagadnienie MSTSP (Maximum Scatter Traveling Salesman Pro-
blem) moze zosta¢ przeksztalcone w zadanie z funkcja celu (3.22) w wyniku prze-
ksztalcenia macierzy wag c :

fo T G 6 (3.24)

3 W literaturze anglojezycznej zagadnienie to powszechnie znane jest pod nazwa Bottleneck
Travelling Salesman Problem.
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3.2.4. Problem chinskiego listonosza

W klasycznym problemie komiwojazera podstawowym zalozeniem jest odwiedze-
nie przez pojazd kazdego punktu doktadnie jeden raz. W problemie chinskiego li-
stonosza — Chinese Postman Problem - zaloZzenie to dotyczy krawedzi grafu. Przede
wszystkim nalezy zaznaczy¢, ze graf musi by¢ spojny. Ponadto kazda jego krawedz
(polaczenie pomiedzy punktami i oraz j) musi znalez¢ si¢ w rozpatrywanej tra-
sie co najmniej jeden raz. Celem jest znalezienie najkroétszej trasy uwzgledniajacej
wszystkie krawedzie grafu.

Po raz pierwszy zagadnienie chinskiego listonosza przedstawione zostalo na
poczatku lat szes¢dziesigtych XX wieku. Sformulowanie problemu wymaga wpro-
wadzenia kilku niezbednych definicji. Pierwszg z nich jest pojecie wierzchotka
stopnia parzystego i nieparzystego. Stopien ten wyznaczony jest przez liczbe kra-
wedzi skojarzonych z danym wierzchotkiem grafu. Jezeli liczba ta jest parzysta,
wtedy wierzcholek jest stopnia parzystego, w przeciwnym razie jest on stopnia
nieparzystego (rys. 3.6).

Rys. 3.6. Wierzchotki stopnia parzystego (czerwony kolor) i nieparzystego (niebieski kolor)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Jednym z najbardziej znanych probleméw w teorii graféw, a jednoczesnie ro-
dzajow graféw jest tzw. graf Eulera. Graf Eulera to taki graf, w ktorym istnieje
cykl zamkniety przechodzacy przez wszystkie krawedzie grafu dokfadnie jeden
raz (cykl Eulera). Innymi stowy, mozna stwierdzi¢, ze jezeli istnieje trasa listonosza
przechodzaca przez wszystkie krawedzie grafu jeden i tylko jeden raz, to jest to
trasa optymalna. W grafie nieskierowanym istnienie cyklu Eulera warunkowane
jest tym, ze wszystkie wierzcholki grafu musza by¢ stopnia parzystego. Przyklad
grafu, w ktérym nie istnieje cykl Eulera, zostal przedstawiony na rysunku 3.6.
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Zkolei w grafie skierowanym warunek wystarczalnosci istnienia cyklu Eulera przed-
stawiony zostal przez L.R. Forda i D.R. Fulkersona (1962). Méwi on, ze w takim wy-
padku liczba krawedzi grafu wchodzacych do wierzchotka (skierowanych ku danemu
wierzchotkowi) musi by¢ réwna liczbie krawedzie wychodzacych z tego wierzchotka.

Wreszcie dla graféw mieszanych* warunek wystarczajacy do istnienia cyklu
Eulera jest troche bardziej skomplikowany. Otéz méwi on, ze jest on spelniony,
jezeli kazdy wierzcholek grafu G jest skojarzony z parzystg liczbg krawedzi skie-
rowanych i nieskierowanych, a takze gdy dla kazdego podzbioru wierzchotkow S
nalezgcego do grafu G(S < V) bezwzgledna réznica pomiedzy:

— liczbg krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw nalezacych do S i wchodzacych
do wierzchotkéw nienalezacych do S(V'\ S)

— a liczbg krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw nienalezacych do S(V'\ §)
i wchodzacych do wierzchotkéw nalezacych do S

jest wigksza lub réwna liczbie nieskierowanych krawedzi grafu taczacych wierz-
chotki nalezgce do zbioru S z wierzchotkami do niego nienalezagcymi (V'\ §).
Jezeli graf nie jest grafem Eulera, zadanie problemu listonosza polega na przej-
$ciu przez wszystkie krawedzie grafu w taki sposob, ze niektore z nich pokonane
zostana wiecej niz jeden raz. Tym samym problem ten sprowadzi¢ mozna do za-
gadnienia wyznaczenia powtornych przejs¢ przez te krawedzie, przy czym catko-
wity koszt powtdrnego przejicia przez te krawedzie bedzie jak najmniejszy.
Problem listonosza moze by¢ sformutowany z wykorzystaniem programowania
liniowego. Aby tego dokonac¢, nalezy uprzednio przyjac nastepujace zalozenia:

1) dla grafu nieskierowanego, ktéry nie jest grafem Eulera, nalezy w pierwszej ko-
lejnosci zidentyfikowac wszystkie wierzchotki stopnia nieparzystego (ich liczba
zawsze bedzie parzysta), a nastepnie nalezy okresli¢ koszt przypisany do krawe-
dzi grafu faczacej kazdg pare takich wierzchotkow Eﬁ bedacy kosztem najkrot-
szej drogi w grafie pomiedzy wierzchotkami i oraz jj

2) przez zmienng decyzyjng x, oznaczy¢ nalezy liczb¢ powtorzonych przejs¢ przez
krawedz pomigdzy wierzchotkami i a j (liczba kopii krawedzi dodanych do gra-
fu G, aby ten stal si¢ grafem Eulera), gdzie i < joraz x, € C;

3) nalezy zdefiniowa¢ zbidr 6(S) wszystkich krawedzi (i, 7) nalezacych do grafu
G, takich ze jeden koniec krawedzi stanowi wierzcholek stopnia nieparzystego,
a drugi stopnia parzystego.

Model programowania liniowego dla problemu listonosza w grafie nieskiero-
wanym przedstawi¢ mozna w nastepujacy sposob (Edmonds i Johnson, 1973):

min. C(x) =Z C.X (3.25)

(ij)eE 70

4 Graf mieszany to taki, ktory zawiera zaréwno krawedzie nieskierowane, jak i krawedzie okres-
lajace kierunek przemieszczania sie pomiedzy wierzchotkami.
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Z(i,j)eB(S) X =1 (3.26)
x;20 dla (i,j) € E (3.27)

Nieco inaczej prezentuje si¢ sformutowanie problemu listonosza dla grafu skie-
rowanego (Beltrami i Bodin, 1974). Mozna w nim odnalez¢ pewne analogie do jed-
nej z prezentowanych wczesniej modyfikacji klasycznego zadania transportowego
- problemu minimalizacji pustych przebiegéw. Tak jak w problemie listonosza dla
grafu nieskierowanego, tak i dla grafu skierowanego nalezy uprzednio przedstawi¢
nastepujace zalozenia:

1) zmienna decyzyjna x, oznacza liczbe powtdrzonych przejs¢ przez krawedz po-
miedzy wierzchotkami i a j (liczba kopii krawedzi dodanych do grafu G, aby ten
stal sie grafem Eulera);

2) nalezy wyznaczy¢ zbior wierzchotkow A, dla ktérych liczba krawedzi majacych
w nim swoj koniec jest wigksza od liczby krawedzi majacych w nim swdj pocza-
tek, a nastepnie okresli¢ te roznice (a);

3) nalezy wyznaczy¢ zbior wierzchotkow B, dla ktérych liczba krawedzi majacych
w nim swoj poczatek jest wieksza od liczby krawedzi majacych w nim swoj ko-
niec, a nastepnie okresli¢ te rdznice (bj);

4) nalezy okresli¢ koszt polgczenia ¢; pomiedzy kazdg parg wierzchotkéw, z kto-
rych jeden nalezy do zbioru A, a drugi do zbioru B, jako koszt najkrétszej drogi
w grafie pomiedzy wierzchotkami.

Model programowania liniowego dla problemu listonosza w grafie skierowa-
nym przedstawi¢ mozna z wykorzystaniem klasycznego problemu transportowe-
go, w ktérym wielkos¢ a, traktowana jest jako podaz, natomiast b, jako popyt:

min. C(x) = ZiEAZjEB Ei].xij (3.28)
zieAxif =a; dla kazdegoj € B (3.29)
Zjegxij =b; dla kazdegoiec A (3.30)

v; 20 dlaie Aorazje B (3.31)

Dopelniajac prezentacji modeli problemu listonosza dla wszystkich rodzajow
graféw, nalezy takze przedstawi¢ model dla grafu mieszanego G, ktéry zawiera
zaréwno zbidr krawedzi nieskierowanych E, jak i zbiér krawedzi skierowanych F.
Przyjmujac nastepujace zalozenia:

1) zmienna decyzyjna x; oznacza liczbg powtdrzonych przejéc przez krawedz skie-
rowang pomiedzy wierzchotkami i a j (liczba kopii krawedzi skierowanych do-
danych do grafu G, aby ten stal si¢ grafem Eulera);
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2) zmienna decyzyjna y, oznacza liczb¢ powt6rzonych przejé¢ przez krawedz nie-
skierowang pom1qdzy wierzchotkami i a j (liczba kopii krawedzi nieskierowa-
nych dodanych do grafu G, aby ten stal si¢ grafem Eulera);

3) dla kazdego podzbioru wierzchotkéw S nalezacego do grafu G(S < V) nalezy
okresli¢:

a) zbioér krawedzi skierowanych F*(S), ktorych poczatek jest w wierzchotkach
nalezacych do zbioru S, natomiast koniec stanowi wierzchotek nienalezacy
do tego zbioru (V'\ S);

b) zbidr krawedzi skierowanych F~(S), ktorych poczatek jest w wierzchotkach
nienalezacych do zbioru S, natomiast koniec stanowi wierzchotek nalezacy
do tego zbioru;

c) zbiér krawedzi nieskierowanych 6(S), ktérych jednym z koncow jest wierz-
chotek nienalezacy do zbioru S, natomiast drugi koniec stanowi wierzchotek
nalezacy do tego zbioru;

d) réznice u(S) pomiedzy suma liczby krawedzi skierowanych majacych po-
czatek w S i koniec w V'\ § oraz liczby krawedzi skierowanych w przeciwnym
kierunku (poczatek w V'\ S i koniec w S) a liczbg krawedzi nieskierowanych
majacych jeden koniec w S i drugi koniec w V'\ S:

u(S) =

|- [F~()|-[53)] (332)

4) p, jest stalg przyjmujacg wartosci binarne, gdzie 1 oznacza, ze wierzcholek
k jest stopnia nieparzystego, 0 — ze wierzcholek k jest stopnia parzystego,
natomiast z, jest zmienng przyjmujgcg wartosci catkowitoliczbowe.

Model programowania liniowego dla problemu listonosza w grafie mieszanym
moze przyja¢ nastepujaca posta¢ (Norbert i Picard, 1996):

min. C(x) = Z( j)eF CiXij Z(i,j)eECifyij (3.33)
Dper i e Vi =22t e dla ke S (3.34)
Z(i,j)eF’(S)xij _Z(i,j)eF*(s) xif +z(1 7)€d(S) y‘J 2u(S) dla ScV (3.35)
x;20 dla (i,j)e EUF (3.36)

y;20 dla (i,j) e EUF (3.37)

z,20 dlakeV (3.38)
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3.2.5. Problem m-komiwojazerow

Osobnym przypadkiem problemu komiwojazera jest zagadnienie, w ktérym od-
wiedzanie zadanych punktéw (klientéw) moze by¢ realizowane nie przez jeden,
lecz przez np. kilka pojazdéw. W literaturze przedmiotu taki problem decyzyjny
okreslany jest juz czesto mianem zagadnienia wielu komiwojazeréw lub ukladania
tras pojazddw, o ktorym traktuje kolejna czes¢ niniejszej ksigzki. Jednakze w pew-
nej sytuacji uzna¢ go mozna za modyfikacje problemu jednego komiwojazera.

W omawianej modyfikacji problemu komiwojazera z punktu D wyrusza nie
jeden, a m komiwojazerdw, ktérzy majg za zadanie odwiedzi¢ n innych punktow:
0,,0,, ..., 0 ,anastepnie powréci¢ do punktu poczatkowego. Celem jest ustalenie
takiego porzadku odwiedzanych odbiorcéw, aby catkowita diugos¢ (koszt) trasy
pojazdu wszystkich komiwojazeréw razem byta jak najmniejsza.

Problem m-komiwojazeréw moze zosta¢ przeksztalcony do problemu jednego
komiwojazera przez modyfikacje macierzy odleglosci pomiedzy odwiedzanymi
punktami. Zmiana polega na dodaniu do macierzy odlegtosci m — 1 kopii pierw-
szego wiersza (reprezentujacego wektor odlegtosci pomiedzy punktem D a odwie-
dzanymi odbiorcami O)) oraz kopii pierwszej kolumny (reprezentujacej wektor
odlegto$ci pomigdzy odwiedzanymi odbiorcami O, a dostawcg D) (rys. 3.7).

m-1 n+1
Cu= kl=d0,l—M
-
|
8 k=1,..,m-1 k=1, .., m-1
I=1,..,m-1 I=m, ....m+m
c =d =
kK~ Tk-mo0 c =d
K~ Tk-mil-m
o
+
= k=m, ..., m+n
k=m, ...,m+n
I=1,..,m-1
I=m, ....m+n

Rys. 3.7. Posta¢ nowej macierzy odlegtosci C' dla zadania m-komiwojazerow
Zrédto: (Catczynski, 1992).

Nowa macierz C' sktadajgca si¢ z elementdw c,, powstata w ten sposob, ze kopie
pierwszego wiersza wyjsciowej macierzy odlegtosci C dodane zostaty od gory, na-
tomiast kopie pierwszej kolumny dodane zostaly z lewej strony. Nowa macierz C'
jest macierza kwadratowa o rozmiarach (m + n) x (m + n).
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Zgodnie z tym sformutowa¢ mozna problem komiwojazera w nastepujacy spo-
s6b (3.39)-(3.42):

. m+n m+n
min. F(X) = Zk=l =1 Cklxkl (339)
m+n
Zk:l xy=1dlal=1,2,...m+n (3.40)
m+n
lel xkl:]' dla k=1,2,...,m+1’l (341)

+1 +1
zk—zl+(n )xklﬁ(n )+m—1 dla k,I=m,...m+n+1lorazk=] (3.42)
m

0
Xk :{1 dla k,1=0,1,...,n (3.43)

Dla m = 1 otrzymany zostanie model jednego komiwojazera, ktory sformuto-
wany zostal wzorami (3.1)-(3.5).



Rozdziat 4
Uktadanie tras wielu pojazdow

Przedstawione dotychczas modele problemu jednego komiwojazera oraz jego
modyfikacje ukazuja podstawowe kwestie, jakie trzeba bra¢ pod uwage przy
ukladaniu tras dla pojazdoéw, i eksponujg ich kombinatoryczny charakter. Prak-
tyczne znaczenie tych modeli moze si¢ wydawac ograniczone, poniewaz w rze-
czywistosci operatorzy logistyczni musza niejednokrotnie uwzglednia¢ takze
wiele innych dodatkowych warunkow, ktére wynikaja ze skomplikowanej spe-
cyfiki dzialalnosci firm. Warunki te dotyczy¢ moga chociazby ilosci transporto-
wanego dobra czy czasu pracy kierowcoéw. W zwigzku z tym, na poczatku tylko
ogolnie formulujac zagadnienie ukladania tras pojazdow, nalezy jednoczesnie
wprowadzi¢ kilka poje¢, ktére beda niezbedne dla zrozumienia dalszej czesci
ksigzki.

Przedsiebiorstwo lub operator logistyczny dzialajacy na jego rzecz moze za-
réwno dystrybuowac do sieci odbiorcow (klientéw) pewne dobro, jak i odbiera¢
je od sieci dostawcow. Pierwszy przypadek przedstawia sytuacje charaktery-
styczng dla logistyki dystrybucji, w ktdrej role przedsigbiorstwa moze odgrywac
zaklad produkcyjny lub centrum dystrybucyjne dostarczajace do swoich klien-
tow produkt finalny. W literaturze przedmiotu spotka¢ mozna rézne okreslenia
tego typu zadan, jak np. zadania dostaw lub zadania rozwézkowe. Drugi przy-
padek przewiduje, ze przedsi¢biorstwo odbiera dane dobro od swoich klientow
i wtedy méwimy o zadaniach odbioru lub zwdzki towaréw. Przykladem takiej
relacji moze by¢ sytuacja, w ktdrej przedsiebiorstwo jest zakladem przetwor-
czym odbierajacym od dostawcéw surowiec niezbedny do produkcji gotowych
do spozycia wyrobdéw. Sa to takze zadania bardzo czesto charakterystyczne dla
tzw. logistyki zwrotnej, w ktérej w centrum zainteresowania sg przeplywy fi-
zyczne produktéw po dokonaniu ich sprzedazy i dostawie do finalnego odbiorcy
(konsumenta).

Celem rozréznienia obu tych pojec jest zwrdcenie uwagi na to, ze decydent
moze mie¢ do czynienia z transportem polegajacym zaréwno na dostawie, jak i na
odbiorze dobr. Zadania dostawy i zadania odbioru nie zawsze wystepuja rozdziel-
nie. W dziatalnos¢ przedsigbiorstwa moze by¢ wpisany dwukierunkowy przeptyw
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dobr pomigdzy nim a klientami. Przedsigbiorstwo, dostarczajac do klienta dane
dobro, moze jednoczes$nie odbiera¢ od niego inne. Stad tez niektore zagadnienia
z zakresu ukladania tras pojazdéw nosza réwniez nazwe probleméw rozwozkowo-
-zwozkowych'.

Liczba klientéw, z ktérymi zwigzane jest przedsiebiorstwo, moze by¢ bardzo
duza. Jezeli nie jest istotne, w jakim kierunku odbywa si¢ transport dobr, klientow
przedsiebiorstwa mozna utozsamia¢ w sposdb ogélny z punktami obstugi odwie-
dzanymi przez pojazd. Pojecie ,,punkt obstugi” jest szczegdlnie adekwatne w sytua-
cji dostawy i jednoczesnego odbioru débr lub wtedy, gdy klient przedsiebiorstwa
identyfikowany jest z geograficznie (lub przestrzennie) zlokalizowanym miejscem
nadania i odbioru dobra.

W podstawowych sformulowaniach problemu jednego komiwojazera oraz
jego modyfikacji czesto zaklada sie, ze komiwojazer wyrusza z punktu starto-
wego oznaczonego numerem 0. Jesli chodzi o zadania ukladania tras pojazdow,
tak w literaturze przedmiotu, jak i w praktyce gospodarczej réwnie czgsto spoty-
ka si¢ w tym kontekscie pojecie bazy, ktére moze miec szerokie znaczenie. Okresla
sie tak miejsce (punkt), z ktérego sg dystrybuowane dobra lub do ktérego sg one
zwozone. Tak rozumiane pojecie bazy nie musi zawsze oznaczaé bazy transporto-
wej. Przedsiebiorstwa nierzadko korzystaja z ustug transportu obcego (outsour-
cing ustug transportowych lub spedycyjnych), ktérego bazy transportowe nie mu-
sza by¢ wcale zlokalizowane w bezposrednim sgsiedztwie siedziby zleceniodawcy.
Poza tym niekoniecznie do danej firmy bedzie przypisany tylko jeden geograficz-
nie zlokalizowany punkt, z ktérego nastepuje wysytanie dobr lub do ktérego sg one
zwozone. Szczegdlnie gdy ma si¢ do czynienia z duzym obszarem geograficznym,
przedsiebiorstwo moze posiada¢ oddziaty lub filie dziatajace w rownorzednym za-
kresie. Ich funkcjonowanie moze mie¢ na celu usprawnienie organizacji transpor-
tu pomiedzy przedsiebiorstwem a klientami zaréwno pod wzgledem czasochlon-
nosci, jak i ponoszonych kosztow.

Nalezy takze rozrézni¢ pojecia trasy i kursu. Pod terminem ,trasa” kryje sie
marszruta pojazdu, ktéry wyjezdza z bazy, a nastepnie odwiedza pewna liczbe
punktow obstugi jeden raz, przy czym w bazie pojazd moze pojawic si¢ wielokrot-
nie. Natomiast ,,kurs” oznacza droge pojazdu wiodaca przez pewna liczbe punk-
tow obslugi, z ktérych kazdy takze odwiedzany jest wylacznie jeden raz. Pojazd
tylko jeden raz wyrusza z bazy i do niej powraca. Oznacza to, ze na trasie moze
odbywac sie wiecej niz jeden kurs.

Przedsiebiorstwo, majac do dyspozycji odpowiednie zaplecze w postaci $rod-
kéw transportu (wlasnych lub obcych), ma za zadanie zorganizowac system ob-
stugi transportowej wszystkich powigzanych z nim punktéw obstugi w taki spo-
sOb, aby dostarczy¢ (i/lub odebra¢) zadang ilos¢ dobra, a jednoczesnie ponies¢ jak

1 W literaturze obcej powszechnie wystepujacym okresleniem obejmujacym problemy ukta-
dania tras pojazdéw jest Vehicle Routing Problem.
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najnizsze koszty zwigzane z jego funkcjonowaniem. Tak przedstawiony problem
ukladania tras dla pojazdow stanowi odrebny zbiér zagadnien transportowych ba-
dan operacyjnych, cho¢ moga si¢ nam nasung¢ pewne analogie do powszechnie
znanych i prostszych w rozwigzywaniu klasycznych zadan transportowych. Jednak
nie mozna ich ze sobg utozsamia¢ z dwdch powodow.

Po pierwsze, modele klasycznych probleméw transportowych nie odzwier-
ciedlajg pewnych istotnych cech charakterystycznych tylko dla zagadnien wy-
znaczania tras pojazdéw. Naleza do nich miedzy innymi: czas pracy kierowcow,
terminy jednorazowych partii dostawy, ograniczenia wynikajace z posiadane-
go taboru pojazdéw. Po drugie, istotng réznicg miedzy klasycznym zadaniem
transportowym a zadaniem ustalania tras dla pojazdéw jest sposob dostarczania
towaréw od nadawcy do odbiorcy. W zadaniach klasycznych mamy do czynie-
nia z transportem, gdzie nadawca, wysylajac towar do odbiorcy, przeznacza dla
niego catkowitg tadownos¢ pojazdu lub jego wielokrotnos$¢ (wykorzystujac kil-
ka pojazdéw jednoczesnie). W zadaniach ukltadania tras dla pojazdéw tadow-
no$¢ pojazdu przeznaczona moze by¢ dla wiecej niz jednego punktu obstugi.
Nie oznacza to wszakze, ze klasyczne zagadnienie transportowe jest tu zupel-
nie bezuzyteczne. Moze ono stanowi¢ bardzo istotne narzedzie wykorzystywane
przy rozwigzywaniu ztozonych problemoéw, jakimi sa problemy ukladania tras
pojazdow.

4.1. Sformutowanie problemu decyzyjnego

W podstawowej postaci problemu ukladania tras pojazdéw przyjmuje si¢ zato-
zenie, ze wszystkie punkty obslugi znajdujace si¢ w zasiegu dzialania bazy s3 jej
jednoznacznie przyporzadkowane. Interpretowa¢ to nalezy w ten sposob, ze do-
stawy (i/lub odbiory) produktéw realizowane s3 tylko i wylacznie przez jednego
dostawce (odbiorce). Jest to sytuacja charakterystyczna dla logistyki dystrybucji.
Budowa centréw dystrybucyjnych wigze miedzy sobg oraz z gléwnym dostawcg
sie¢ klientéw. Pozwala to usprawni¢ przeplyw zaréwno fizyczny, jak i informacyj-
ny w ramach fancucha dostaw. Pomiedzy samymi centrami dystrybucyjnymi lub
miedzy nimi a zaktadami produkcyjnymi odbywaja si¢ tzw. transporty fadunkéw
skonsolidowanych, ktére pozwalaja wykorzystac inne, tansze formy transportu
(np. transport kolejowy).

Zagadnienie ukladania tras pojazdéw w swojej podstawowej postaci znane jest
w literaturze przedmiotu jako problem wielu komiwojazeréw. Podobnie jak w pro-
blemie jednego komiwojazera, samo sformulowanie problemu decyzyjnego jest
trywialne i moze by¢ przedstawione w nastepujacy sposob (rys. 4.2).
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Rys. 4.1. Jednoznaczne przyporzadkowanie punktéw obstugi do bazy
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 4.2. Graficzna ilustracja problemu wielu komiwojazerow
Zrédto: opracowanie wtasne.

Celem bazy jest obstuzenie zlokalizowanych wokét niej punktéw obstugi za po-
mocg pozostajacych w jej dyspozycji srodkéw transportowych (pojazdéw). W kla-
sycznej postaci problemu wielu komiwojazeréw kazdy punkt moze zosta¢ odwie-
dzony tylko jeden raz, a takze tylko przez jeden pojazd. Pojazd, wyruszajac z bazy,
ma za zadanie odwiedzi¢ r sposréd n wszystkich punktéw obstugi: O, O,, ..., O,
a nastepnie powrdci¢ do bazy. Celem jest znalezienie takiego ukiadu tras obstugi
punktéw przez pojazdy, jakimi dysponuje baza, aby odpowiadajac na dwa pytania:
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1) ktéry punkt obstugi ma by¢ odwiedzany przez dany pojazd okreslonego typu?
2) w jakiej kolejnosci dany pojazd ma obstuzy¢ punkty obstugi, ktére zostaly mu
jednoznacznie przydzielone?
znalez¢ rozwigzanie optymalne reprezentujace taki zbior tras, dla ktérego catkowi-
ty koszt ponoszony przez wszystkie pojazdy bylby jak najnizszy.
W przeciwienstwie do problemu jednego komiwojazera tutaj wystepuja dwa
problemy optymalizacyjne:
1) problem optymalnego przydzialu punktéw obstugi do pojazdéw, ktérymi dys-
ponuje baza;
2) problem ustalenia optymalnej kolejnosci odwiedzania poszczegdlnych punk-
tow obstugi przyporzadkowanych do danego pojazdu.
Aby przejs¢ do sformutowania problemu wielu komiwojazeréw w jezyku pro-
gramowania matematycznego, nalezy przyja¢ nastepujace oznaczenia:

n - liczba obstugiwanych punktéw znajdujacych sie w rejonie obstugi bazy;

K - liczba pojazdow, ktérymi dysponuje baza;

¢; - koszt transportu pomiedzy punktami i oraz j, a takze pomiedzy i-tym
punktem obstugi a baza;

xf; - zmienna decyzyjna przyjmujaca warto$¢ 0, jezeli pojazd k ma w swojej tra-

sie polaczenie pomigdzy punktami i oraz j, lub 1, gdy takiego polaczenia
nie ma, przy czym i # j;
Z,2; = zmienne rzeczywiste, przy czym i # j.

Model dla problemu wielu komiwojazeréw w swojej podstawowej postaci moze
zosta¢ sformulowany w nastepujacy sposob (4.1)-(4.6):

min. F(x)= ZLOZLOZ; cijxf; (4.1)

ZLOZ;X; =1dlaj=0,1,..,n (4.2)

z:;ox; —Z;Ox; =0 dla p=0,1,...,norazk=1,...,K (4.3)
"ok
ijlxojﬂ dla k=1,..,K (4.4)
K
Z,-—Zj+(ﬂ+1)zkzlx,§- <(m+1)-1 dla i,j=1,...,norazi#j (4.5)

0
xf;.:{l dla 4,j=0,1,...,norazk=1,..,K (4.6)

Liczba zmiennych decyzyjnych w prezentowanym modelu jest réwna iloczyno-
wi: (n + 1)(n + 1)k.
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Ograniczenia wyrazone wzorem (4.2) przedstawiaja zalozenie, ze kazdy punkt
obstugi jest jednoznacznie przyporzadkowany do trasy jednego pojazdu. Ograni-
czenia okreslone zespolem réwnan (4.3) zapewniaja, ze kazdy punkt obstugi zo-
stanie odwiedzony (pojazd raz do niego wjedzie i raz z niego wyjedzie). Zalozenie
to dotyczy takze bazy. Natomiast zespot nierownosci (4.4) ma zagwarantowac,
ze pojazd rozpoczyna i konczy kurs w bazie. Wreszcie ostatnia grupa ograniczen
(4.5) zabezpiecza przed powstaniem takich tras poszczegélnych pojazddéw, ktore
sg cyklami skréconymi.

Podobnie jak w wypadku problemu jednego komiwojazera, takze zagadnienie
ukladania tras wielu pojazdéw mozna sformulowa¢, opierajac si¢ na teorii grafow.
Dany jest nieskierowany, spojny i pelny graf G(V, E, c), w ktérym zbiér V sta-
nowi n + 1 wezléw odpowiadajacych odbiorcom oraz dostawcy (rys. 4.3). Zbior
krawedzi E grafu reprezentuje mozliwe potaczenia pomiedzy punktami i oraz j.
Kazdej krawedzi grafu taczacej dwa dowolne wezly przyporzadkowana jest nie-
ujemna liczba ¢, (waga krawedzi) odpowiadajgca dtugosci (kosztowi) polaczenia
pomiedzy punktami i oraz j. Jeden z weztéw grafu reprezentuje punkt poczatkowy
D, z ktérego dany pojazd rozpoczyna swoja tras¢ oraz do niego powraca. Za roz-
wigzanie dopuszczalne uwaza sie taki zbior krawedzi, dla ktdérego:

= pierwsza krawedz trasy danego pojazdu rozpoczyna si¢ w wezle poczatkowym 0;

= ostatnia krawedz trasy danego pojazdu konczy si¢ w wezle poczatkowym 0;

= kazdy wezel grafu stanowi polgczenie dwoch i tylko dwoch krawedzi grafu;

= wezel poczatkowy grafu stanowi polaczenie krawedzi w liczbie réwnej dwu-
krotnos$ci liczby uzytych pojazdow.

Rys. 4.3. Graf petny dla problemu wielu komiwojazeréw wraz z przyktadowymi dopuszczalnymi
trasami (cyklami Hamiltona)
Zrédto: opracowanie wtasne.
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4.2, Warianty problemu wielu komiwojazerow

W rozdziale poswieconym problemowi komiwojazera wymienione zostaly jego
odmiany wyrdznione miedzy innymi ze wzgledu na: symetrycznos$¢ i niesyme-
tryczno$¢ macierzy kosztéw przejazdu pomiedzy punktami i oraz j, charakter gra-
fu (pelny lub niepelny) czy charakter funkgji celu (minimalizacja czasu przejazdu).
W odniesieniu do zagadnienia ukfadania tras wielu pojazdéw jednoczesnie mozna
rozpatrywac takie same jego odmiany, a ich sposéb formulowania bedzie analogicz-
ny jak w wypadku klasycznego problemu komiwojazera.

Posta¢ matematyczng problemu wielu komiwojazeréw sformutowang wzorami
(4.1)-(4.6) nalezy uznac za bazowy model zagadnienia ustalania tras dla pojaz-
dow. Jednakze istnienie wielu innych dodatkowych ograniczen, z jakimi mozna sie
spotka¢ w praktyce gospodarczej, powoduje, ze liczba wariantéw zagadnienia wie-
lu komiwojazeréw jest olbrzymia. W dalszej czeéci niniejszego rozdzialu przedsta-
wione zostang najwazniejsze z nich:

* problem wielu komiwojazeréw z ograniczeniami zasobowymi;
= problem wielu komiwojazerdw z oknami czasowymis

= problem wielu komiwojazeréw z dostawg i/lub odbiorem débr;
= problem wielu komiwojazerdw z obstuga rozdzielona;

= problem wielu komiwojazerdéw z uzupelnieniami tadunku;

= problem wielu komiwojazeréw z obstuga okresowa;

= stochastyczny problem wielu komiwojazerow;

» dynamiczny problem wielu komiwojazeréw;

= wielokryterialny problem wielu komiwojazerow;

= problem wielu komiwojazeréw z wieloma bazami.

4.2.1. Problem wielu komiwojazerow z ograniczeniami zasobowymi

Jednym z podstawowych rodzajow problemu wielu komiwojazerdw jest zagadnie-
nie z ograniczeniami zasobowymi CVRP (Capacitated Vehicle Routing Problem).
Nalezy tu jednoczes$nie podkresli¢, ze wariant ten jest bardzo czesto uznawany
za podstawowe sformulowanie problemu decyzyjnego uktadania tras pojazdow.
Z tego tez powodu wiasnie tej odmianie problemu komiwojazeréw nalezy poswie-
ci¢ wigcej uwagi.

Formulujgc model wielu komiwojazeréw z ograniczeniami zasobowymi, trzeba
przyjac nastepujace zalozenia:

= w rejonie dzialania bazy (punkt 0) znajduje si¢ okreslona liczba n obstugi-
wanych punktow i, do ktérych dostarczane jest (lub jest od nich odbierane)
okreslone jednorodne dobro;
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z kazdym punktem i zwigzana jest pewna wielkos¢ g, przedstawiajgca popyt
punktu na dobro (w wypadku zadania dostawy) lub podaz punktu i (w wy-
padku zadania odbioru);

baza (punkt 0) jest w stanie zaspokoi¢ popyt g, kazdego punktu obstugi i lub
odwrotnie — zapewnia mozliwo$¢ odbioru dobra w kazdej ilosci g, od kazde-
go punktu obstugi i;

baza dysponuje pewna liczba K pojazdéw, z ktérych kazdy ma okreslong ta-
downos¢ Q, (lub pojemnos¢ V,);

kazdy punkt obstugi i moze by¢ odwiedzony przez pojazd k tylko jeden raz
podczas swojego kursu;

kazdy punkt obstugi i moze by¢ odwiedzony tylko przez okreslony pojazd k
(jednoznaczne okreslenie rejonu obstugi punktow przez okreslony pojazd);
znany jest koszt ¢, transportu dobra pomiedzy bazg a poszczeg6lnymi punk-
tami obstugi i oraz pomiedzy samymi punktami i oraz j;

wszystkie punkty musza by¢ odwiedzone przez pojazdy, tzn. zbidr tras pojazdow
w ramach przyporzadkowanych im punktéw jest rozwigzaniem dopuszczalnym,
jezeli sklada si¢ ono z tras bedacych cyklami hamiltonowskimi (rys. 4.3).

Posta¢ modelu wielu komiwojazeréw z ograniczeniami zasobowymi jest rozsze-

rzeniem modelu przedstawionego za pomoca réwnan (4.1)-(4.6).

min. F(x)= ZLOZLOZkKﬂCﬁx; (4.7)

'S xb=1dlaj=0,1,...,n (4.8)

Zizoxl{; _Zj:oxf’f =0 dla p=0,1,...,norazk=1,...,K (4.9)

2% <1 dla k=1,..,K (4.10)
i % SQ dla k=1,.., K q,=0 (4.11)
22 SV dla k=1, .., Kiv, =0 (4.12)

Z—z+(n+D)Y. xE<(n+D)-1 dlaij=1,..,norazi#j (413)

0
x:;:{l dla i,j=0,1,...,norazk=1,...,K (4.14)

W powyzszym modelu programowania liniowego ograniczenia wyrazone

wzorami (4.8)-(4.10) oraz (4.13) maja taka samg interpretacj¢ jak ograniczenia
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okres- lone nieréwnosciami (4.2)-(4.5). Ograniczenia (4.11) i (4.12) reprezentuja
ograniczenia zasobowe w postaci mozliwosci zatadunkowych pojazdéw wyrazo-
nych zaréwno w postaci dopuszczalnej masy tadunku, jak i dopuszczalnej pojem-
nosci fadunku.

Wisrod ograniczen zasobowych spotka¢ mozna takze te, ktore nie dotycza bez-
posrednio mozliwosci zatadunkowych posiadanego taboru pojazdéw. Ogranicze-
nia te s3 nakladane na kierowcdw w postaci dopuszczalnego czasu pracy. Zaklada-
jac, ze na czas pracy kierowcy sktadaja sie:

= czasy przejazdu tf]‘. pojazdu k z punktu i do punktu j;
= czasy obslugi t; pojazdu k w punkcie i

ograniczenie dotyczace maksymalnego czasu pracy kierowcy T, a tym samym da-
nego pojazdu sformulowaé mozna w nastepujacy sposob:

nok n k n nook_k
Zi:ltf j=0xij +Zi=ozj=0tijxij T k=1,..,K (4.15)

Bardzo czesto czas tfj‘. mozna okresli¢ jako iloraz odleglosci pomiedzy punktem
i oraz j oraz §redniej predkosci pojazdu.

Inne postaci problemu wielu komiwojazeréw, ktére mozna spotka¢, oparte sa
na przedstawionej wcze$niej definicji grafu petnego G(V, E, c). Przyjmujac naste-
pujace zalozenia:

V- zbidr wierzchotkéw n + 1 grafu, z ktérych jeden oznaczony jako 0 repre-
zentuje bazg, a pozostale wierzcholkii € V'\ {0} reprezentuja n obstugiwa-
nych punktow;

E - zbiér wszystkich krawedzi grafu laczacych dwa dowolne wierzchotki
ioraz jj

e - krawedz faczaca dwa wierzchotkiiorazj:e € E={(i,j):i,j € V,i<j};

¢, - koszt przypisany do krawedzi e grafu (koszt przejazdu pomiedzy punktem

i a punktem j);

Q - ladownos¢ pojazdow;

K - liczba takich samych pojazdéw o tadownosci Q;

x, - zmienna decyzyjna oznaczajaca, ile razy dana krawedz e jest wlaczana do

rozwigzania (stanowi fragment trasy pojazdu);

r(S) - minimalna liczba pojazdéw potrzebna do obstuzenia podzbioru S obstugi-
wanych punktéw;

8(S) - zbidr krawedzi e, ktérych jeden koniec nalezy do zbioru S, natomiast drugi
koniec do niego nie nalezy: 8(S) = {(i,j):ie S,jeSuigS,je Sh

8(0) - zbidr krawedzi e, ktdrych jeden koniec stanowi baza, natomiast drugi ko-
niec stanowi punkt obstugi;

zaproponowany model symetrycznego problemu ukfadania tras pojazdéw przed-
stawia sie nastepujaco (Laporte i in., 1985):
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min. F(x)= zeeEcexe (4.16)
Zeew)xe =2 dla ie V\{0} (4.17)
DX =2K (4.18)

zees(s)xe >2r(S) dla ScV\{0},S# (4.19)
x, €[0,1] dla e ¢ 5(0) (4.20)
x,€[0,1,2] dla e e 5(0) (4.21)

Ograniczenia w modelu wyrazone réwnaniami (4.17) przedstawiaja stopien
wierzchotkéw w grafie, ktory jest rowny 2, co oznacza, ze z kazdym wierzchot-
kiem grafu skojarzone muszg by¢ tylko dwie krawedzie (dojazd pojazdu do punktu
i jego opuszczenie przez pojazd). Ograniczenia te dotycza wszystkich wierzchot-
koéw z wyjatkiem oznaczonego numerem 0, reprezentujacego baze.

Stopien wierzcholka oznaczonego numerem 0 jest réwny dwukrotnej liczbie
pojazdow, jakimi dysponuje baza, i jest reprezentowany przez ograniczenie wy-
razone réwnoséciami (4.18). Innymi stlowy, zapewnia ono, ze utworzony zostanie
zbidr tras dla K pojazdow.

Ograniczenia wyrazone nieréwno$ciami (4.19) gwarantujg zaréwno spoj-
nos$¢ rozwigzania, jak i obostrzenia dotyczace tadownosci pojazdéw. Stuzy do
tego okreslenie odpowiedniej liczby krawedzi wchodzacych w sklad dowolnego
podzbioru wierzchotkéw. Na uwage zastuguje tutaj wielkos¢ okreslona jako r(S).
Oznacza ona minimalng liczbe pojazdéw niezbedng do obstuzenia wszystkich
punktéw nalezacych do podzbioru S. Wartos¢ ta moze zostac ustalona przez roz-
wigzanie odpowiedniego problemu plecakowego, w ktérym zbiorem przedmio-
tow jest rozpatrywany podzbiér klientéw z okreslonymi przez nich popytami g,
natomiast zbiorem pojemnikow (plecakéw) s3 pojazdy o tadownosci Q,. Nalezy
zauwazy¢, ze problem plecakowy, podobnie jak problem jednego czy wielu ko-
miwojazerow, jest zagadnieniem o charakterze NP-trudnym. Stad tez wielkos¢
r(S) moze zosta¢ oszacowana jako dolna granica rozwigzania problemu plecako-
wego rowna w szczegolnosci:

Dl
S) == 4.22
r(S) ‘ Q (4.22)

Ostatnie dwie grupy ograniczen przedstawionego powyzej modelu (4.20)
i (4.21) zapewniaja odpowiednio, Ze:
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— kazda krawedz grafu faczaca dwa dowolne wierzchotki i oraz j jest wlaczona do
rozwigzania koncowego co najwyzej jeden raz (trasa pomiedzy punktami i oraz
j pokonywana jest tylko przez jeden pojazd jeden raz lub wcale);

— kazda krawedz grafu skojarzona z wierzchotkiem reprezentujagcym baze jest
wlaczona do rozwigzania koncowego co najwyzej dwa razy (w wypadku, gdy do
trasy pojazdu wchodzi tylko jeden odwiedzany punkt, krawedz taczaca wierz-
cholek reprezentujacy ten punkt oraz wierzchotek oznaczony numerem 0 ozna-
cza polaczenie pokonywane przez pojazd dwukrotnie).

Kolejnym czgsto spotykanym sformufowaniem problemu wielu komiwojaze-
réw jest jego wersja oparta na zagadnieniu pokrycia zbioru. Mozna je okresli¢ jako
zagadnienie podzialu pewnego zbioru Z na rodzine podzbioréw {Z, Z,, ..., Z },
ktéra w sumie daje zbior Z. Celem jest znalezienie takiej rodziny podzbioréw, kto-
rej liczebno$¢ bedzie jak najmniejsza. Jak mozna zauwazy¢, w zagadnieniu wielu
komiwojazeréw takimi podzbiorami beda trasy poszczegdlnych pojazdéw pokry-
wajace poszczegdlne odwiedzane punkty. Zbidr tras dopuszczalnych bedzie stano-
wit rodzine podzbioréw podlegajaca ocenie.

Przyjmujac nastepujace zalozenia:

T - zbiér wszystkich mozliwych dopuszczalnych tras: T = {Tl, T, .., TS}, gdzie
s oznacza liczebno$¢ zbioru T': s = |T|;

¢, — koszttrasy T;

a, - zmienna przyjmujgca wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy trasa T, uwzglednia
(pokrywa) punkt i, oraz 0, gdy go nie uwzglednia;

Q - ladownos¢ pojazdow;

K - liczba takich samych pojazdéw o tadownosci Q;

x, — zmienna decyzyjna przyjmujgca warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy trasa

T, stanowi czg¢$¢ rozwigzania (zbioru tras), oraz 0, gdy jej nie stanowi;

zaproponowany model problemu wielu komiwojazeréw oparty na problemie po-
krycia zbioru jest nastepujacy (Balinski i Quandt, 1964):

. S
min. F(x) = ijlcjxj (4.23)
ijlaijxj =1 dlaieV\{0 (4.24)
S
Z % =K (4.25)
x;€[0,1] dla j=1,2,...,s (4.26)

Ograniczenia wyrazone rownaniami (4.24) zapewniaja, ze kazdy punkt obstugi
i jest zawarty doktadnie w jednej trasie. Natomiast zespdt réwnan (4.25) warunku-
je wykorzystanie w rozwigzaniu konnicowym K pojazdéw.
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4.2.2. Problem wielu komiwojazeréow z oknami czasowymi

Jednym z najwazniejszych, a zarazem najczesciej rozpatrywanych warian-
tow problemu wielu komiwojazeréw jest zagadnienie uktadania tras pojazdow
z oknami czasowymi (Vehicle Routing Problem With Time Windows - VRPTW).
Istota tego problemu jest to, ze pojazd, ktéry ma za zadanie obstuzy¢ zadany
punkt i, musi to zadanie wykona¢ w $cisle okreslonym przedziale czasowym
[a, b]. Dopuszcza si¢ przybycie pojazdu do punktu i przed czasem, czyli zanim
zostanie otwarte okno czasowe obstugi punktu i. W takim wypadku pojazd musi
poczeka¢ na moment, w ktérym rozpocznie si¢ mozliwos¢ obstugi punktu i. Na-
tomiast niedopuszczalne jest przybycie pojazdu do rozpatrywanego punktu i po
tym czasie.

Problem uktadania tras pojazdéw z oknami czasowymi mozna uzna¢ za uogol-
nienie zagadnienia ukladania tras pojazdow z ograniczeniami zasobowymi. Jezeli
przyjete zostang nastepujace zalozenia: a, = 0 oraz b, = e, wtedy zagadnienie ukta-
dania tras pojazdow staje si¢ szczegdlnym przypadkiem problemu wielu komiwo-
jazeréw z oknami czasowymi.

Jedng z formalnych postaci problemu wielu komiwojazeréw z oknami czaso-
wymi jest model podobny czesciowo do przedstawionego wzorami (4.7)-(4.14)
(Desrochers i in., 1988; 1992). Punktem wyjscia jest tutaj graf skierowany G(V, A, ),
na podstawie ktérego przyjeto nastepujace zatozenia:

V. - zbiér wierzcholkéw n + 2 grafu, w ktérym dwa wierzchotki oznaczone
zostaly odpowiednio jako 0 oraz n + 1 i reprezentuja baze, a pozostale
wierzchotki reprezentuja n obstugiwanych punktéw;

A - zbidr wszystkich krawedzi skierowanych grafu faczacych dwa dowolne

wierzchoiki i oraz j;
- koszt przypisany do kazdej krawedzi grafu (koszt przejazdu pomiedzy
punktem i a punktem j);

g, - zapotrzebowanie punktu i

Q - tadownos¢ pojazdow;

K - liczba takich samych pojazdéw o tadownosci Q;

zbidr tych wierzchotkow grafu, ktére stanowig koniec krawedzi (i, j) ma-

jacej swoj poczatek w wierzchotku i: 8°(i) = {j: (i, j) € A}

zbidr tych wierzchotkéw grafu, ktére stanowig poczatek krawedzi (i, j)

majacej swoj koniec w wierzcholtku j: 57(j) = {i: (i, j) € A};

s, — czas obstugi punktu i, przy czym s, = O orazs, , = 0;

- czas przypisany do kazdej krawedzi grafu (czas przejazdu pomiedzy

punktem i a punktem j);
a. - poczatek przedziatu czasowego obstugi punktu i
b, - koniec przedzialu czasowego obstugi punktu i;

(%)
+
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-
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S
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x:; - zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy do
trasy pojazdu k € K przyporzadkowany zostal odcinek pomigedzy punk-
tami i oraz j, natomiast 0, gdy nie zostal on przyporzadkowany;

wik - zmienna decyzyjna oznaczajagca moment, w ktéorym nastepuje rozpoczecie

obstugi zadanego punktu i przez pojazd k.

Model dla problemu wielu komiwojazeréw z oknami czasowymi sformutowany
zostal w nastepujacy sposéb (4.27)-(4.36):

. _ k
min. F(x) = ZkeK Z(i,j)eACifxij (4.27)
k _ .
Dk D =1 dlai=0,1, ., (4.28)
k — —_
Zjey(o)xoj =1 dla k=1,....K (4.29)

k k_ . B
Zieﬁ’(]‘)xij _Zies*(j)xij =0 dla j=0,1,...,norazk=1,...,K (4.30)

k
zj‘esf(nﬂ)xi,nﬂ =1l dla k=1,..,K (4.31)

x:]‘.(wf+si+tij—w;‘)30 dla i,j=0,1,..,n+1orazk=1,...,K (4.32)

wi>a, dlai=1,..,n+1lorazk=1,....K (4.33)
wfsbi dlai=1,..,n+1lorazk=1,...,K (4.34)
k
Dicriomndi Do <Q dla k=1,..,K (4.35)
k 0 . .
x; = ) dlai,j=0,1,...,n+1lorazk=1,...,K (4.36)

Celem reprezentowanym przez funkcje (4.27) jest minimalizacja facznego dy-
stansu pokonanego przez wszystkie pojazdy. Ograniczenie (4.28) warunkuje od-
wiedzenie kazdego punktu obstugi. Ograniczenia (4.29)-(4.31) zapewniaja spel-
nienie podstawowych zalozen problemu wielu komiwojazeréw przez dany pojazd,
czyli odpowiednio: raz opuszcza baze (4.29), raz wjezdza i raz wyjezdza z zadane-
go punktu (4.30) oraz raz wraca do bazy (4.31). Ograniczenia wyrazone nieréw-
nosciami (4.32) zapewniajg ciaglo$¢ czasu obstugi zadanych punktéw przez kazdy
pojazd. Natomiast nieréwnosci (4.33) i (4.34) gwarantuja obstuge punktéw przez
pojazd w ramach zadanych okien czasowych. Wreszcie zbior ograniczen (4.35)
stanowi o nieprzekraczaniu tadownosci pojazdu.
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Na szczegdlng uwage zastuguja ograniczenia wyrazone nieréwno$ciami (4.32).
Ich posta¢ czyni z modelu (4.27)-(4.36) zadanie programowania nieliniowego.
Jednakze moga one zosta¢ sprowadzone do postaci liniowej w nastepujacy sposob:

wi 2wl s+t -M;(1-x}) dla i,j=0,1,..,n+1orazk=1,...,K  (4.37)

gdzie M, jest stalg rowna:
M;; = max. {0,wf+si+tij—aj} (4.38)
Ponadto zauwazono, ze ograniczenia dotyczace zmiennej decyzyjnej wf moga
zosta¢ zaostrzone odpowiednio (Desrochers i Laporte, 1991):
k k
w; >a, +Zjeaf(i)max. {0,a,—a;+s; +1}x};
dla 4,j=0,1,...,n+1lorazk=1,...,,K (4.39)
k k
w; <b, +Zj€6+(i)max. {0,b, —bj +s; +tﬁ}xij
dla i,j=0,1,...,n+1lorazk=1,...,K (4.40)

Na koniec warto zwrdci¢ jeszcze uwage na granice przedzialéw czasowych wy-
znaczajacych dopuszczalny okres obstugi konkretnych punktow. Zazwyczaj nie sa
one w jaki$ szczegdlny sposob sprecyzowane, jezeli chodzi o prace bazy, skad wy-
rusza i dokad wraca kazdy pojazd: a, b, a,  oraz b _.Niemniejjednak mozna je
wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

+

g =min. .y 14, — 1o} (4.41)
by =max. g, {b; — 1o} (4.42)
Gy =MDy fa +5, =100 (4.43)
b =max.; o, {0, +5, =1t} (4.44)

Istnieja dwie odmiany zagadnienia ukfadania tras pojazdéw z oknami czasowy-
mi. Pierwsza z nich w spos6b mniej restrykcyjny traktuje okreslony przedziat cza-
su przeznaczony na obstuge punktu. W tej sytuacji aprobuje si¢ pozniejsze przyby-
cie pojazdu. Pozwala to uzna¢ takie rozwigzanie za dopuszczalne, jednak za cen¢
nalozenia pewnej kary w postaci dodatkowego kosztu dodanego do wartosci funk-
cji celu. Zwykle wynika to z przyjetych przedzialéw czasowych dla poszczegélnych
punktéw. Jak zauwazono, samo znalezienie rozwigzania dopuszczalnego problemu
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wielu komiwojazeréw z oknami czasowymi moze by¢ bardzo trudne i moze mie¢
charakter zadania NP-zupelnego (Savelsbergh, 1985). Druga odmiana nakazuje
$ciste przestrzeganie czasu, w ktérym moze nastapi¢ obstuga punktu.

4.2.3. Problem wielu komiwojazerow z dostawa
i/lub odbiorem dobr

Dotychczas analizowane warianty zagadnienia ukladania tras pojazdow dotyczyly
sytuacji, w ktorej dostawca dostarcza produkt (lub produkty) do sieci odbiorcow
badz dokonuje tylko jego odbioru. W zwiazku z coraz wieksza popularnoscig eko-
logistyki, a takze rosngcym znaczeniem logistyki zwrotnej coraz istotniejsze wsrod
probleméw wielu komiwojazerow stajg sie te, w ktérych produkt moze by¢ zarow-
no dostarczany do klienta, jak i od niego odbierany.

Jako Ze punkty obstugiwane przez pojazd moga by¢: tylko dostawcami, tylko
odbiorcami badz zaréwno dostawcami, jak i odbiorcami, wyr6zni¢ mozna kilka typow
probleméw wielu komiwojazeréw z dostawa i/lub odbiorem débr (Berbeglia i in., 2007).

Pierwszym z nich jest zagadnienie ukladania tras pojazdéw typu ,wielu-do-wie-
lu”, w ktérym dostawcami i odbiorcami produktu (lub wielu produktéw) oprocz bazy
s3 obstugiwane przez pojazd punkty. Czes¢ z nich stanowi zbidr tylko dostawcow,
czes¢ za$ - tylko odbiorcéw. Co wiecej, kazdy z odbiorcéow moze otrzymac produkt
z réznych miejsc zrodtowych, przy czym jednoczesnie kazdy z dostawcow moze wy-
syta¢ produkt do réznych miejsc przeznaczenia. Na rysunku 4.4 przedstawiono po-
sta¢ graficzng omawianego problemu, gdzie w nawiasach kwadratowych podano
dwie liczby [u / Q__]: u — aktualne wykorzystanie fadownosci pojazdu oraz Q_
- maksymalna fadownos¢ pojazdu (10 jednostek), natomiast przy kazdym punkcie
obstugi podane zostaly odpowiednio liczba jednostek podejmowanych przez pojazd
(ze znakiem ,,+”) oraz liczba jednostek pozostawianych przez pojazd (ze znakiem ,,-”).
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Rys. 4.4. Problem wielu komiwojazeréw z dostawa lub odbiorem débr typu ,wielu-do-wielu”
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Ow typ zagadnienia wielu komiwojazeréw z dostawg i/lub odbiorem débr znajdu-
je zastosowanie w sytuacjach, gdy na przyklad istnieje konieczno$¢ relokacji po-
siadanych zasobéw pomiedzy réznymi oddziatami tego samego przedsiebiorstwa.

Drugim rodzajem tego wlasnie zagadnienia jest problem typu ,,jeden-do-wielu-
-do-jeden”. Wystepuja tu przynajmniej dwa rodzaje przewozonych przez pojazdy
produktow. Jeden z nich jest dostarczany do klientéw tylko z bazy (,jeden-do-
-wielu”), drugi za$ jest od nich odbierany i dostarczany tylko do bazy (,wielu-
-do-jeden”). W omawianym zagadnieniu wyr6zni¢ mozna kilka wariantéw, ktére
wynikajg z nastepujacych przyczyn:

= kazdy z obstugiwanych punktéw zgtasza tylko popyt na dostarczany jeden
produkt lub tylko podaz na odbierany drugi produkt;

= kazdy z obstugiwanych punktéw zglasza zaréwno popyt na dostarczany je-
den produkt, jak i podaz na odbierany drugi produkt;

= dla wykorzystanych pojazdéw nie ma znaczenia kolejnos¢ dostaw i odbiorow
(dostawa i odbior przez pojazd moze wystepowac naprzemiennie);

= odbiory produktu przez pojazdy moga zosta¢ rozpoczete tylko w sytuacii,
gdy zakonczone zostang na trasie pojazdu wszystkie dostawy.

Na problem wielu komiwojazeréw z odbiorem i/lub dostawa débr typu ,jeden-
-do-wielu-do-jeden” skladajg si¢ tym samym cztery warianty pokazane na poniz-
szych ilustracjach. Pierwsza z nich (rys. 4.5a) przedstawia sytuacje, w ktorej kazdy
z punktéw obstugi zglasza tylko popyt na produkt lub podaz, a jednocze$nie kolej-
nos¢ ich odwiedzania przez dany pojazd moze by¢ dowolna. Przy kazdym punkcie
obstugi w nawiasach podane s3 dwie liczby: pierwsza z nich oznacza popyt (po-
zostawiana liczba jednostek lfadunkowych), natomiast druga przedstawia podaz
(pobierana liczba jednostek fadunkowych). Wartoéci w nawiasach kwadratowych
reprezentuja stopien wykorzystania fadownosci pojazdow.
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Rys. 4.5a. Problem typu ,jeden-do-wielu-do-jeden” - dostawa lub odbiér z dowolna
kolejnoscia obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Druga sytuacja, przedstawiona na rysunku 4.5b, jest analogiczna do poprzedniej,
lecz odbiory produktu mogga si¢ rozpoczaé dopiero po zrealizowanych dostawach.
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Rys. 4.5b. Problem typu ,jeden-do-wielu-do-jeden” - dostawa lub odbi6r w kolejnosci:
najpierw dostawy, potem odbiory
Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejny wariant (rys. 4.5c) to jednoczesna dostawa i odbiér jednostek produk-
tow w kazdym punkcie obstugi wraz z dowolna kolejnoscig ich odwiedzania przez
zadany pojazd.
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Rys. 4.5¢. Problem typu ,jeden-do-wielu-do-jeden” - dostawa oraz odbiér z dowolng
kolejnoscia obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Ostatni przypadek (rys. 4.5d) to jednoczesna dostawa i odbidr jednostek pro-
duktéw w kazdym punkcie obstugi wraz z realizacja przez pojazdy najpierw do-
staw, a dopiero w nastepnej kolejnoéci odbiorow. W tej sytuacji niektére punkty
oraz odcinki tras moga by¢ odwiedzane dwukrotnie przez pojazd.
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Rys. 4.5d. Problem typu ,jeden-do-wielu-do-jeden” - dostawa oraz odbiér w kolejnosci:
najpierw dostawy, potem odbiory
Zrédto: opracowanie wtasne.

Wreszcie ostatnim rodzajem problemu wielu komiwojazeréw z dostawa
i/lub odbiorem dobr jest zagadnienie typu ,jeden-do-jeden”. Podobnie jak w za-
gadnieniu ,wielu-do-wielu” punkty obslugi moga by¢ zaréwno dostawcami, jak
i odbiorcami produktu. Jednakze produkt ma tylko jednego dostawce i jednego
skojarzonego z nim odbiorce. Tym samym w trasie kazdego pojazdu musi poja-
wic sie relacja dostawca-odbiorca o zapotrzebowaniu odbiorcy réwnym podazy
dostawcy (rys. 4.6). Oczywiste jest, Zze w tworzonej kolejnosci obstugi punktow
przez pojazd odbiorca nie moze pojawic si¢ przed swoim dostawca. Moze si¢ na-
tomiast pojawi¢ po odwiedzeniu przez pojazd innych dostawcéw i odbiorcow. Nie
pozwala to na podzielenie problemu na mniejsze podproblemy jednego komi-
wojazera, co byloby mozliwe, gdyby odbiorca mial by¢ w trasie bezposrednio po
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Rys. 4.6. Problem wielu komiwojazeréw z dostawa lub odbiorem débr typu ,,jeden-do-jeden”
Zrédto: opracowanie wtasne.
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swoim dostawcy (w trasach pojazdu bylyby odcinki tworzone przez bezposrednie
pofaczenia par punktéw dostawca-odbiorca).

Przykladem formalnej postaci zagadnienia wielu komiwojazeréw z dostawa
i odbiorem dobr jest model przedstawiony w pracy G. Desaulniersa i in. (2002)
- typu ,jeden-do-jeden”. Uwzglednia on dodatkowo ograniczenia czasowe dla
poszczegdlnych punktow obstugi. Tym samym jest tez reprezentantem problemu
wielu komiwojazeréw z oknami czasowymi.

Do budowy modelu matematycznego zalozono istnienie dwoch tak samo licz-
nych zbioréw punktéw obstugi:

1) zbiér dostawcow P ={1, 2, ..., n};
2) zbidr odbiorcow D ={n+ 1, n + 2, ..., 2n};

stanowigcych facznie zbidr wszystkich obstugiwanych punktow N.
Przyjeto nastepujace oznaczenia:

N

- zbiér wszystkich mozliwych polaczen pomigdzy punktami obstugi oraz
baza;

- wielko$¢ transportu z punktu obstugi i do punktu obstugi n + i;

pobierana ilos¢ d, produktu u odbiorcy i;

- pozostawiana ilo$¢ d. produktu u odbiorcy i (I . =-d);

- tadowno$¢ pojazdow;

- liczba pojazdéw o fadownosci Q;

zbiér dostawcow obstugiwanych przez pojazd k;

- zbidr odbiorcéw obstugiwanych przez pojazd k;

— zbidr dostawcow i odbiorcéw obstugiwanych przez pojazd k;

- punkt startowy, z ktérego wyrusza pojazd k;

punkt docelowy, w ktérym pojazd k konczy trase;

zbiér wszystkich mozliwych polaczen pomiedzy punktami obstugi oraz

bazg przypisanymi do pojazdu k;

- koszt przejazdu pomiedzy punktem i a punktem j;

— czas przejazdu pomiedzy punktem i a punktem j;

czas obstugi punktu i

- poczatek przedzialu czasowego obstugi punktu i

- koniec przedzialu czasowego obstugi punktu i

zmienna decyzyjna przyjmujaca warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy do tra-

sy pojazdu k przyporzadkowany zostal odcinek pomiedzy punktami i oraz

j» natomiast 0, gdy nie zostal on przyporzadkowany;

T,»k - zmienna decyzyjna oznaczajaca moment, w ktérym nastepuje rozpoczecie

obstugi zadanego punktu i przez pojazd k;
L - tadownoé¢ pojazdu k po obshudze zadanego punktu i.
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Posta¢ modelu wielu komiwojazeréw dla dostawy i odbioru débr typu ,jeden-
-do-jeden” jest nastepujaca (4.45)-(4.61):
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min. F(x) = ZkeK Z(i,j)eAk Cijx;‘

ZkeK ZjeNku{d(k)}x:; =l dlaiep,
zjeka;‘.—zjeN jnvi =0 dlaie P orazk e K
ZjePku{d(k)} j=1 dlaieP orazkeK
ZjeNku{o(k)}xi]; _ZjeNku{d(k)}in; =0 dlaie N orazk e K
ZieDk 10k} ,d(k) =1 dla ke K
x:;.(Tik +5;+ 1 —Tjk)SO dla (i,j) e A orazk € K
TF>a, dla ieV orazke K

T <b dlaie V orazk € K
T +t“1+1 <TF, dlaic P orazk e K
x;(L],F +1; —L];)=0 dla (i,j) € A, orazk € K
L}f 21, dla ie P orazk € K
L<Q daic P orazk € K
£>0 dlaie D, orazk € K
L<Q-l daie D, orazk € K

L =0 dla ke K

0
xk :{1 dla (i,j) € A, orazk € K

(4.45)
(4.46)
(4.47)
(4.48)
(4.49)
(4.50)
(4.51)
(4.52)
(4.53)
(4.54)
(4.55)
(4.56)
(4.57)
(4.58)
(4.59)

(4.60)

(4.61)

Funkcja celu (4.45) minimalizuje calkowity koszt transportu wszystkich wy-
korzystanych pojazdéw. Ograniczenia (4.46) i (4.47) zapewniaja, ze kazda rela-
cja dostawca—odbiorca jest obstugiwana tylko jeden raz i tylko przez jeden po-
jazd. Ograniczenia (4.48)-(4.50) dotycza podstawowych zalozen problemu wielu
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komiwojazeréow (kazdy punkt odwiedzany jest tylko jeden raz, pojazd raz opusz-
cza baze i raz do niej wraca). Ograniczenia (4.51)-(4.53) dotycza okien czasowych
obstugi poszczegdlnych punktow, ktérych interpretacja jest taka sama jak omo-
wionych w poprzednim podrozdziale ograniczen (4.32)-(4.34). Rowniez tutaj
w trasie kazdego pojazdu moment przyjazdu do dostawcy musi pojawic sie przed
momentem dostarczenia produktu odbiorcy, co jest zagwarantowane ogranicze-
niem (4.54). Ograniczenie (4.55) zapewnia zgodnos¢ bilansu produktéw podje-
tych u dostawcow i zostawionych u odbiorcéw przez pojazd. Nieréwnosci (4.56)-
(4.59) stanowig przedzialy ograniczajace dla wykorzystanej fadownosci pojazdu
po odwiedzeniu, odpowiednio, dostawcow i odbiorcéw. Wreszcie pojazd, wyru-
szajac w trase, opuszcza baze pusty, co przedstawia ograniczenie (4.60).

4.2.4, Problem wielu komiwojazerow z obstugg rozdzielona

W podstawowym zagadnieniu ukfadania tras pojazdéw kazdy punkt obstugi od-
wiedzany jest tylko jeden raz. Oznacza to wzajemnie jednoznaczne przyporzad-
kowanie pojazdu do obstugiwanego punktu. W problemie wielu komiwojazeréw
z obstuga rozdzielong kazdy z obslugiwanych punktéw moze by¢ odwiedzony
przez wigcej niz jeden pojazd. Zalozenie to pozwala rozdzieli¢ popyt (lub podaz)
punktu obstugi na wiele pojazdéw bedacych w dyspozycji bazy (Dror i in., 1994;
Chen i in., 2007). Moze mie¢ ono szczegélne uzasadnienie, gdy np. wielko$¢ do-
starczanego produktu do jednego klienta w znacznym stopniu, lecz nie catkiem
wypelnia fadowno$¢ pojazdu. Omawiana sytuacja zostala przedstawiona na za-
mieszczonych ponizej ilustracjach. I tak na rysunku 4.7a widzimy przykltadowa
sie¢ polaczen pomiedzy szeScioma klientami oraz baza.

Rys. 4.7a. Wyjsciowy problem wielu komiwojazeréw
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Cheniin., 2007).
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Na rysunku 4.7a przy krawedziach grafu nieskierowanego podano koszt po-
faczenia (transportu), natomiast obok wezléw w nawiasach okreslona zostala
liczba jednostek produktu, jaka nalezy dostarczy¢ do poszczegolnych klientow.
Zakladajac, ze fadownos$¢ kazdego pojazdu bedacego w dyspozycji bazy wynosi
10 jednostek, fatwo zauwazy¢, ze w klasycznym problemie wielu komiwojazeréw
z ograniczeniami zasobowymi (dotyczacymi tadownosci pojazdow) rozwigzaniem
optymalnym bedzie uklad szesciu tras (rys. 4.7b). Koszt kazdej trasy wyniesie 10,
natomiast optymalna warto$¢ funkgji celu (optymalny catkowity koszt wszystkich
uzytych srodkéw transportu) wynosi¢ bedzie 60.
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o ®)
5 5
5 5
- 5
5 W= »OK
4/,//«;//”/”/”/' B ’ ® "
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Rys. 4.7b. Rozwigzanie optymalne klasycznej postaci problemu wielu komiwojazeréw
z ograniczeniami zasobowymi
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Chenii in., 2007).

W zaprezentowanym rozwigzaniu optymalnym dla klasycznego problemu wielu
komiwojazeréw z ograniczeniami zasobowymi nie ma mozliwosci obstugi przez po-
jazd wigcej niz jednego klienta. Dofgczenie do istniejacej trasy kazdego nastepnego
spowoduje przekroczenie dopuszczalnej tadownosci pojazdu. Jak mozna zauwazy¢,
fadownos¢ kazdego z nich wykorzystana zostanie w 80%. Maksymalizacja stopnia
wykorzystania fadownosci pojazdu jest bardzo waznym celem wielu dostawcow,
a w szczegdlnosci operatordw logistycznych, ktdrzy ich obstuguja. Jednym ze sposo-
bow jego osiagniecia jest zrezygnowanie z warunku obstugi punktu tylko przez jeden
pojazd, a tym samym dopuszczenie do obstugi rozdzielonej. Na rysunku 4.7¢ zapre-
zentowano uklad tras dla przedstawionego problemu wielu komiwojazeréw z obstu-
ga rozdzielona. Liczba pojazdéw wykorzystanych do obstugi zadanych punktéw jest
o jeden mniejsza niz w wypadku rozwigzania klasycznego problemu wielu komiwoja-
zeréw. Ponadto tadowno$¢ czterech z pieciu pojazddéw wykorzystana zostata w 100%,
natomiast fadownos¢ ostatniego takze wynosi 80%. Oszczedno$¢ uzyskano tez w wy-
niku zmniejszenia si¢ facznego kosztu wszystkich tras, ktora tutaj wynosi 58.
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Rys. 4.7c. Uktad tras dla problemu wielu komiwojazeréw z obstuga rozdzielona
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Chenii in., 2007).

Dla problemu wielu komiwojazeréw z obstuga rozdzielong przedstawiona

zostala formalna posta¢ zagadnienia (Archetti i in., 2006). Przyjeto nastepujace

oznaczenia:

n - liczba punktéw obstugi (baza oznaczona jest numerem 0);

d, - liczba jednostek produktu, jakg nalezy dostarczy¢ do punktu i (odebrac
z punktu 7);

¢ - koszt przejazdu pomiedzy punktem i a punktem j;

Q - Iladownos¢ pojazdow;

K - liczba pojazdéw o fadownosci Q;

x;‘. - zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy do
trasy pojazdu k przyporzadkowany zostal odcinek pomiedzy punktami
i oraz j, natomiast 0 wtedy, gdy nie zostal on przyporzadkowany;

y¥ - zmienna decyzyjna oznaczajaca wielkoé¢ popytu (podazy) punktu obstu-

gi i dostarczang (odbierang) przez pojazd k.

A posta¢ modelu jest nastepujaca:

min. F(x) = Z?:o z;l:o Zszl Ciix:;‘ (4.62)
S xk21 dla j=0,1,..,n (4.63)

nook nook
Zi:oxip _Zj:OxPj =0 dla p=0,1,...,norazk=1,...,K (4.64)
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ZieSZjesxi]; S|S|—1 dla k=1,...,KorazSc V\ {0} (4.65)
yfﬁdizjzoxf} dlai=1,..,norazk=1,...,K (4.66)

Kk .
Yi=di dlai=1,..,n (4.67)
" y<Q dlak=1,...,K (4.68)

k|0 ..

X = 1 dla i,j=0,1,...,norazk=1,...,K (4.69)
nyO dlai=1,...,norazk=1,...,K (4.70)

Funkcja celu (4.62) reprezentuje calkowity koszt transportu wszystkich wyko-
rzystanych pojazdéw. Ograniczenia (4.63)-(4.65) to podstawowe warunki doty-
czace klasycznego problemu wielu komiwojazerdw, z ta réznicg, ze zespot nieréw-
nosci (4.63) zezwala na odwiedzenie danego punktu obstugi przez wiecej niz jeden
pojazd. Kolejna grupa ograniczen (4.66)—-(4.68) zapewnia prawidlowy rozdziat
dostarczanego (odbieranego) produktu pomiedzy poszczegolne pojazdy. Oznacza
to, ze klient i jest obstugiwany przez pojazd k wtedy i tylko wtedy, gdy znajduje sie
on na trasie tego pojazdu (4.66), a takze popyt (podaz) i-tego klienta musi zosta¢
zrealizowany (4.67) bez przekroczenia fadownosci k-tego pojazdu (4.68).

4.2.5. Problem wielu komiwojazerow z uzupetnieniami tadunku

Szczegodlnie interesujacg odmiang zagadnienia uktadania tras pojazdow jest problem
wielu komiwojazeréw, w ktérym dopuszcza si¢ uzupelnienia tadunku przez pojazd
w trakcie realizowanej przez niego trasy. Sytuacje takie czesto sie zdarzaja miedzy
innymi w transporcie paliw plynnych (tj. gaz skroplony, olej opalowy czy paliwa na-
pedowe). W klasycznej postaci problemu wielu komiwojazeréw przyjmuje sie pod-
stawowe zalozenie, ze baza dysponuje flota pojazdéw, ktéra ma za zadanie w danym
dniu obstuzy¢ zadang liczbe klientéw. W momencie, w ktérym pojazd rozwiezie caly
tadunek, wraca do bazy, aby zakonczy¢ swoja prace lub ewentualnie uzupetnic fadu-
nek, a nastepnie kontynuowac dalsza czgs$¢ trasy. W wariancie uktadania tras pojaz-
dow z mozliwoscia uzupelnienia tadunku pojazdéw zaktada si¢ istnienie na obstu-
giwanym obszarze pewnej liczby punktéw, w ktérych kazdy pojazd moze dokonac
uzupelnienia fadunku, a nastepnie dalej kontynuowaé swoja trase. Innymi stowy,
nie ma koniecznosci powrotu pojazdu do bazy. Omawiana odmiana problemu wie-
lu komiwojazeréw pokazana zostata na rysunku 4.8, gdzie przy krawedziach grafu
podano aktualng wykorzystang tadownos¢ pojazdu, kofo oznacza klienta, natomiast
trojkat — punkt uzupelnien tadunku.
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Rys. 4.8. Problem wielu komiwojazeréw z uzupetnieniami tadunku
Zrédto: opracowanie wtasne.

Aby przedstawi¢ problem ukltadania tras pojazdéw z uzupelnieniami tadunku
w postaci formalnej, najpierw trzeba przyjac kilka zatozen. Te podstawowe sa ade-
kwatne do klasycznej postaci problemu wielu komiwojazerow, czyli kazdy z po-
jazdow odwiedza klienta tylko jeden raz, kazdy klient zglasza nieujemny popyt na
produkt, poczatek tras kazdego pojazdu znajduje si¢ w bazie. Ponadto zbiér punk-
tow uzupelnienia fadunku dysponuje (podobnie jak baza) nieograniczong podaza
rozwozonego produktu. Jednakze moga istnie¢ ograniczenia co do liczby wizyt
pojazdow w takim punkcie w ciggu dnia (czasami ograniczenia dotyczace samego
czasu pracy pojazdu zastepuja ten limit). Podstawowa rdéznica migdzy punktem
uzupelnienia fadunku a baza polega na tym, ze baza stanowi poczatek i koniec
calej trasy pojazdu w np. danym dniu.

Przedstawiona propozycja modelu (Bard i in., 1998) dla zagadnienia wielu ko-
miwojazerow z uzupelnieniami fadunku opiera si¢ na grafie skierowanym G(V, A),
w ktorym oprécz wierzchotkéw reprezentujacych poszczegélne punkty obstugi
znajduja si¢ wierzcholki reprezentujace jedng wizyte danego pojazdu w celu uzu-
pelnienia fadunku. Oznacza to, ze jezeli dany punkt uzupelnienia tadunku moze
by¢ odwiedzony co najwyzej 5 razy, wtedy liczba wierzchotkéw grafu reprezentu-
jacych ten punkt wynosi 5. Dotyczy to réwniez bazy, poniewaz przyjmuje si¢ za-
tozenie, ze kazdy pojazd moze swdj tadunek uzupetnic¢ takze tam w celu kontynu-
owania swojej trasy (moze to wynika¢ z odpowiedniej bliskosci bazy w stosunku
do aktualnej pozycji pojazdu w realizowanej trasie). Stad tez liczbe wierzchotkéw
grafu G (z wyjatkiem wierzchotka bazy jako poczatkowego i zarazem koncowego)
okresli¢ mozna nastepujaco:

. S
”:”+Zs=0”s (4.71)
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Tym samym catkowita liczba wszystkich wierzcholkéw (uwzgledniajaca takze
wierzcholek bazy jako poczatkowy i konicowy punkt trasy kazdego pojazdu) roz-
szerzonego grafu G(V, A) wynosi # + 1.

Dla tak sformulowanych zalozen zagadnienia ukladania tras pojazdéw z uzu-
petnieniami fadunku nalezy przyja¢ nastepujace oznaczenia:

n - liczba punktéw obstugi - klientéw (baza oznaczona jest numerem 0);

S - liczba punktéw, w ktérych mozna dokonac uzupetnienia fadunku;

I~ zbiodr wszystkich klientow, natomiast I, = I U {0};

F - zbiér wszystkich punktéw, w ktérych mozna uzupetni¢ tadunek;

F, - zbior wierzchotkéw dodanych do grafu G odpowiadajacych potencjalnym
wizytom pojazdéw w celu uzupelnienia tadunku, gdzie s € F U {0}; nato-
miast F, oznacza wierzchotek dodany do grafu, reprezentujgcy wizyte pojaz-
du w bazie tylko w celu uzupelnienia fadunku;

c. — koszt przejazdu pomiedzy punktem reprezentowanym przez wierzchotek
i grafu G a punktem reprezentowanym przez wierzchotek j grafu G (kosz-
ty przejazdu nie tylko pomiedzy klientami, ale takze pomiedzy bazg oraz
punktami uzupelnien tadunkéow);

- czas przejazdu pomiedzy punktem reprezentowanym przez wierzchotek
i grafu G a punktem reprezentowanym przez wierzcholek j grafu G;

- ladowno$¢ pojazdow;

- liczba pojazdéw o tadownosci Q;

limit wizyt w danym punkcie uzupelnien fadunku, gdzie n_= |F |;

- maksymalna ilo§¢ produktu, jaka dysponuje pojazd, ponizej ktérej mozna

dokona¢ uzupelnienia tadunku;

- maksymalny czas pracy pojazdu;

zapotrzebowanie na produkt i-tego klienta;

- czas obstugi pojazdu w wierzchotku reprezentujacym i-tego klienta (czas
roztadunku produktu) lub reprezentujacym i-ty punkt uzupelnienia fadun-
ku (czas zatadunku produktu);

x. — zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wierz-
chotek i poprzedzony jest przez wierzchotek j, natomiast 0, gdy nie jest prze-
zen poprzedzony;

T. — zmienna decyzyjna oznaczajagca moment rozpoczecia obstugi w wierzchotku
j (roztadunku lub zatadunku);

y; - zmienna decyzyjna oznaczajgca wielkos¢ fadunku pozostajacg w dyspozycji
pojazdu w sytuacji, gdy nastepnym odwiedzanym przez pojazd punktem jest
klient lub punkt uzupetnienia tadunku reprezentowany przez wierzcholek ;.

Matematyczny model ukladania tras pojazdéw z uzupelnieniami tadunkéw przez

pojazdy ma posta¢ modelu programowania mieszanego i jest ona nastepujaca

(4.72)~(4.89):

~ ,QzFNO
|

NS
[

min. F(x)= ZLOZLO ¢, (4.72)
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> =1 dlai=1,2, . (4.73)

2 %<l dlaicF UFU...UF (4.74)

" x, - x,=0 dla j=0,1,..., forazi] (4.75)
Zzzl Xo; <K (4.76)

Tj Zri+tijxij—7:j(1—xij) dla i e IUFOU UFS;
jel,VF U...UF,izj (4.77)

Ty 2 max. ;. (2t +1)) (4.78)

T, <T (4.79)

T2ty dla j=1,2,...,n (4.80)

T ST=(t;+t) dla j=1,2,...,n (4.81)

T; 2min (¢, +1,+t;) dla je F UF U... UF (4.82)

Ty <max  (T—t;=t;—t,~1f;) dlaje F;UF U...UF,  (4.83)

<y =3x;+Q-x;) dla ie [UF,U ... UF;
jel,UF U...UF,izj (4.84)

y;2q; dlaj=1,2,..,n (4.85)
y;<Q dlaj=1,2,...,n (4.86)
y;20 dlaje FUF U... UF (4.87)
y;<Q dlaje F,UF U...UF, (4.88)
0
xij:{l dla i,je [[ UF,U... UF (4.89)

Funkcja celu w powyzszym modelu (4.72) reprezentuje catkowity koszt trans-
portu wszystkich wystepujacych w grafie G polaczen. Zespot ograniczen wyrazony
réwnosciami (4.73) zapewnia, Ze kazdy wierzchotek grafu G ma tylko jeden wierz-
chotek po sobie nastepujacy w trasie pojazdu, ktérym moze by¢ zaréwno klient,
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baza, jak i dowolny punkt uzupelnienia fadunku. Jezeli nast¢pujacym wierzchol-
kiem jest baza, nalezy zauwazy¢, ze indeks j przyjmie odpowiedniag warto$¢ w za-
leznosci od tego, czy baza bedzie oznaczala koniec trasy pojazdu (j = 0), czy punkt
uzupetnienia tadunku pojazdu (j € F,). Ograniczenia wyrazone zespolem nieréw-
nosci (4.74) przedstawiajg zalozenie, ze kazdy wierzcholek grafu G reprezentujacy
punkt uzupetniania fadunku pojazdu moze mie¢ co najwyzej jeden nastepujacy po
sobie inny wierzcholek. Zbidr réwnan (4.75) jest charakterystyczny dla kazdego
problemu ukfadania tras pojazdéw i gwarantuje ciaglo$¢ trasy kazdego pojazdu,
a w szczegolnosci oznacza, ze liczba wyjazdow z kazdego wierzchotka musi by¢
réwna liczbie wjazdéw do niego. Ograniczenie (4.76) oznacza, ze liczba wjazdow
pojazdéw do bazy (jako punktu koncowego trasy, a nie punktu uzupelnienia fa-
dunku) musi by¢ réwna co najwyzej liczbie dostepnych pojazdéw K (np. mozli-
wych do wykorzystania w danym dniu).

Nieréwnosci (4.77) zapewniaja poprawno$¢ momentu obslugi przez pojazd
punktu reprezentowanego przez wierzchotek j. Nalezy zauwazy¢ pojawiajacy sie
w tym miejscu wielkos¢ T, ktéra moze przyjac nastepujace wartosci (4.90) w za-
leznosci od tego, czy wierzcholek grafu reprezentuje klienta, czy tez punkt uzupet-
nienia tadunku:

{ T—t,, —(t,+t,) dla iel
;= ] J . (4.90)
T—toj —min. (t, +t, +t,+t,) dla i,je ;U ...UF

Ograniczenia wyrazone zespolem nieréwnosci (4.78)-(4.81) gwarantujg przede
wszystkim, ze kazda trasa nie przekracza zatozonego czasu pracy dla pojazdéw be-
dacych w dyspozycji bazy. Ograniczenia (4.78) i (4.79) stanowia odpowiednio dolna
i gérng granice dla momentu oznaczajacego powrdt wszystkich pojazdéw do bazy
(zmienna decyzyjna t,). Dolna granica oznacza maksymalny czas niezbedny do
dotarcia do wszystkich klientéw, ich obstugi oraz powrotu do bazy. Natomiast gor-
ng granice stanowi maksymalny czas pracy pojazdéw. Z kolei ograniczenia (4.80)
i (4.81) takze prezentuja dolng i gorng granice, lecz dla momentu w czasie oznacza-
jacego rozpoczecie obstugi klienta reprezentowanego przez wierzcholek j (zmienna
decyzyjna t)). Dolna granica jest wyznaczona przez czas, jaki jest niezbedny na do-
tarcie pojazdu z bazy do klienta oznaczonego wierzchotkiem j. Natomiast gérng gra-
nice stanowi roznica czasu pomiedzy maksymalnym czasem pracy pojazdu a sumg
czasow: obslugi j-tego klienta i czasu dotarcia pojazdu od niego do bazy.

Dolne i gérne granice dla zmiennej decyzyjnej 1, reprezentujgcej moment od-
wiedzenia punktu uzupetnienia fadunku okreslone zostaly w ograniczeniach (4.82)
i (4.83). Oznacza to, ze moment rozpoczecia obstugi j-tego klienta nie moze nasta-
pi¢, zanim nie uplynie minimalna ilo$¢ czasu, jaka jest niezbedna na podréz pojaz-
du z bazy do klienta, jego obstuge oraz podréz do miejsca uzupelnienia tadunku.
Jednoczesnie gérna granica jest determinowana przez najdluzszy czas potrzebny na
podroéz pojazdu od punktu uzupetnienia tadunku do klienta oraz powrét do bazy.
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Ponadto w polaczeniu z omoéwionymi wczesniej ograniczeniami cigglosci
(4.76) oraz uwzgledniajgc t¢ okolicznos¢, ze zmienne decyzyjne T, majg charakter
narastajacy, przedmiotowe warunki zapewniajg, Ze powstale trasy beda cyklami
Hamiltona (zaden klient nie zostanie odwiedzony wigcej niz jeden raz, a jedno-
cze$nie nie bedzie stanowil czesci trasy bedacej podcyklem). Tak sformutowane
ograniczenia dotyczace czasu pracy pojazdu eliminujg koniecznos¢ wprowadzania
dodatkowych zmiennych decyzyjnych oraz nieréwnosci, ktore zostaty sformuto-
wane dla podstawowej postaci problemu wielu komiwojazeréw (4.5).

Kolejne ograniczenia (4.84)-(4.88) odnosza sie do wykorzystanej tadownosci
pojazdow. Ograniczenia wyrazone zespotem nieréwnosci (4.84) dotycza obciaze-
nia pojazdu przed odwiedzeniem klienta reprezentowanego przez wierzcholek j
grafu. W ograniczeniu tym pojawiajg si¢ dwie nowe wielkosci: g oraz Q. Pierwsza
z nich przyjmuje nastepujace wartosci (4.91):

_ { q, dla iel

.= 4.91
% —-Q dlaieFuU ... UF (#491)

Druga natomiast przyjmuje warto$ci takze w zaleznosci od tego, czy wierzcho-
tek i grafu reprezentuje odwiedzanego przez dany pojazd klienta, czy tez punkt
uzupelnienia fadunku (4.92):

g = Q-q, dlaiel
"~ ]Q dla ieE,u ... UF, (4.92)

Ograniczenia (4.85) i (4.86) przedstawiaja odpowiednio dolne i gérne granice
dla zmiennej decyzyjnej y, oznaczajgcej w tym wypadku obcigzenie pojazdu przed
odwiedzeniem wierzchotka j grafu reprezentujacego j-tego klienta. Natomiast
ostatnie dwa ograniczenia — (4.87) oraz (4.88) — dotycza takze gérnych i dolnych
granic tej samej zmiennej decyzyjnej, lecz w sytuacji, gdy wierzchotek j grafu re-
prezentuje punkt, w ktérym pojazdy uzupetniaja tadunek.

4.2.6. Problem wielu komiwojazerow z obstuga okresowa

Bardzo istotnym rozszerzeniem klasycznej postaci problemu wielu komiwoja-
zerdw, znajdujacym czesto swoje odzwierciedlenie w praktyce gospodarczej, jest
zagadnienie ukladania tras pojazdéw z obsluga okresowa. Istotg tej modyfikacji
jest proces ukladania tras pojazdéw na pewien z gory zalozony okres. Najczesciej
stanowi on krotno$¢ dni (np. jeden tydzien). Nie oznacza to, ze trzeba ukladac tyle
osobnych zadan transportowych, ile jest dni w rozpatrywanym okresie, poniewaz
celem optymalizacji jest minimalizacja kosztow transportu w calym rozpatrywa-
nym okresie.
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Podstawowym zalozeniem zagadnienia ukladania tras pojazdéw z obstuga
okresowy jest informacja o czgstotliwosci odwiedzania obstugiwanego przez baze
punktu w przyjetym okresie. Przykladowo, jezeli rozpatrywanym okresem plano-
wania jest tydzien (pie¢ dni roboczych), wtedy wsrod wszystkich punktow obstugi
cze$¢ bedzie obstugiwana jednokrotnie (w jednym z pieciu dni), cze$¢ dwukrotnie
(w dwdch z pigciu dni, np. wtorek i czwartek), a inna cze¢s$¢ z czestotliwoscig codzien-
ng (poniedziatek, wtorek, sroda, czwartek, pigtek). Tym samym oprocz ustalania tras
pojazdéw na dany dzien powstaje dodatkowy problem decyzyjny: w ktéry dzien lub
ktore dni z zadanego przedzialu czasowego dany punkt obstugi ma by¢ odwiedzony
przez pojazd przy jednoczesnej znajomosci czestotliwosci jego obstugi.

Reasumujac, mozna wyrdzni¢ kilka podstawowych cech charakterystycznych
dla zagadnien uktadania tras pojazdow z obstugg okresowyq (Francis i Smilowitz,
2006), takich jak:

= okres planistyczny (np. miesigc) jako zbidr kolejno nastepujacych po sobie
okresow jednostkowych (np. dni);

= czestotliwos¢ obstugi poszczegdlnych punktow (klientéw) w zadanym okre-
sie planistycznym, co oznacza, ze klient w tym okresie moze zosta¢ przez
pojazd odwiedzony wiecej niz jeden raz;

= zbiér alternatywnych harmonograméw obstugi poszczegdlnych punktow
(klientéw) w rozpatrywanym okresie planistycznym jako zbiér dopuszczal-
nych kombinacji okreséw jednostkowych.

Na rysunku 4.9 przedstawiono graficzng posta¢ zagadnienia ukladania tras po-
jazdow z obsluga okresowa, gdzie punkty oznaczone kolorem szarym odwiedza-
ne s3 dwukrotnie w zadanym okresie planistycznym, punkty oznaczone kolorem
czarnym - trzykrotnie, natomiast pozostale punkty odwiedzane s3 codziennie.
Tym samym trasy oznaczone linig ciaglta pokonywane sg przez wykorzystane po-
jazdy w dwdch z pigciu dni, natomiast w pozostatych dniach pojazdy pokonuja
trasy oznaczone linig przerywana.

Rys. 4.9. Problem wielu komiwojazeréw z obstugg okresowa
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Przyjmujac, ze T oznacza okres planistyczny jako zbiér okreséw jednostkowych
(np. dni), harmonogramem obstugi poszczegdlnych punktéw nazwa¢ nalezy zbior
konkretnych okreséw jednostkowych (np. dni), w ktérych ta obstuga nastepuje.
Innymi stowy, przyporzadkowanie obstugiwanego punktu do konkretnego harmo-
nogramu oznacza, ze pojazd odwiedzi zadany punkt we wszystkie dni przedmio-
towego harmonogramu. Oznaczajgc przez S zbior wszystkich harmonograméw,
pojedynczy harmonogram obstugi przedstawi¢ mozna jako wektor a, ktorego ele-
menty a , przyjmuja nastepujace wartosci: 1 wtedy i tylko wtedy, gdy okres jed-
nostkowy t € T (np. dzien) nalezy do danego harmonogramu s € S, natomiast 0,
gdy do niego nie nalezy. Oznaczajac przez f, czestotliwos¢ odwiedzin i-tego punktu
przez pojazd w planowanym okresie T, nalezy wyznaczy¢ podzbidr potencjalnych
harmonograméw S, spelniajgcych warunek:

S, ={seS: ZteTas(t> =f} (4.93)

Przyklad

W tabeli 4.1 zaprezentowany zostal przykladowy zbidr wszystkich mozliwych
harmonogramow s przy zalozeniu, ze T = 5, natomiast czestotliwos¢ odwiedzania
punktu obstugi wynosi 2.

Tabela 4.1. Zbiér harmonograméw dla T=5 i czestotliwosci 2

T s, S, S, S, S5 S, s, S S, Sy
t, 1 1 1 1

t, 1 1 1 1

t, 1 1 1 1

t, 1 1 1 1
t, 1 1 1 1

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy tutaj zauwazyc¢, ze jedli [S| = 0 dla ktéregokolwiek i-tego punktu obstugi,
wtedy problem wielu komiwojazeréw z obstuga okresowq nie posiada rozwigzan
dopuszczalnych. Z kolei jezeli |S| = 1 dla kazdego i-tego punktu obstugi, ozna-
cza to, ze kazdy punkt obstugi zawiera tylko jeden mozliwy harmonogram wi-
zyt pojazdéw. Tym samym problem ukladania tras pojazdéw z obstuga okresowa
sprowadza si¢ do niezaleznych (klasycznych) probleméw ukladania tras pojazdow
osobno dla kazdego okresu jednostkowego t € T.

Formalna posta¢ zagadnienia ukladania tras pojazdéw z obstuga okresowa zo-
stata sformutowana za pomoca grafu skierowanego G(V, A) reprezentujacego zbidr
N obstugiwanych punktéw oraz baze {0}, a takze zbidr krawedzi A oznaczajacych
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sie¢ polaczen pomigdzy punktami obstugi, w tym takze bazg. Zanim przedstawimy
model programowania matematycznego, nalezy przyja¢ nastepujace oznaczenia:

T - okres planistyczny sktadajacy si¢ z okresow jednostkowych;

K - zbidr pojazdow;

S - zbiér dopuszczalnych harmonogramoéw odwiedzania punktéw obstugi;

W, - calkowity popyt (podaz) punktu obstugi w catym okresie planowania T;

f. - czestotliwos¢ (wymagana liczba wizyt) i-tego punktu obstugi w catym
okresie planowania T;

Q - dopuszczalna fadowno$¢ pojazdow;

L - dopuszczalna dlugo$¢ trasy pojazdu;

¢, — koszt przejazdu pomigdzy punktem reprezentowanym przez wierzcholek
i grafu G a punktem reprezentowanym przez wierzcholek j grafu G (kosz-
ty przejazdu pomigdzy klientami, w tym takze baza);

xi]]‘.t - zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy do

trasy pojazdu k € K przyporzadkowany zostat odcinek pomiedzy punkta-
mi i oraz j w okresie jednostkowym t € T, natomiast 0, jezeli nie zostal on
przyporzadkowany;
y; — zmiennadecyzyjna przyjmujaca warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy pojazd
k € K obstuguje i-ty wierzcholek reprezentujgcy punkt obstugi zgodnie
z harmonogramem s € S, natomiast 0, gdy go nie obstuguje.

Model programowania matematycznego dla zagadnienia uktadania tras pojazdow
z obstuga okresowg zostal zaproponowany przez N. Christofidesa i ].-E. Beasleya
(1984) i ma on nastepujaca postac:

i - kt
min. F(x)= ZteT Z(i,j)eA ZkeK € %Xij (4.94)
ZSESiZkGK yﬁ‘ =1 dla ie V\ {0} (495)
vi =V, _ZkeriI;t >0 dla teT,i,je V\{0}orazi#j (4.96)

kt Kt _ )
ZjeV\{o}xif _ZjeV\{O}xﬁ =0 dlaieVkeKteT (4.97)
D ek Qi =V dla je V{0 te T (4.98)
kt

o> xh<|K| dlateT (4.99)

2ien®s SIHI-1 dla kazdego H VA {0h ke Kite T (4.100)
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kt
ZiEV\{O}Z]‘eV\{O}xij Sl dla k (S K, t (S T (4101)
kt
Y @ DX SQ dlakeKte T (4.102)
k
D ipenls® SL dla ke KteT (4.103)
0
X :{1 dla (j)e A keKteT (4.104)

Funkcja celu (4.94) przedstawia minimalizacje catkowitych kosztéw wszystkich
tras pojazdow, jakie zostaly zrealizowane w calym okresie planowania T. Zespdt
ograniczen wyrazony réwnaniami (4.95) zapewnia dopuszczalnos¢ wybieranych
harmonogramoéw wizyt pojazdéw w poszczegdlnych punktach obstugi. Ograni-
czenia reprezentowane przez zbior nieréwnosci (4.96) warunkuja wystepowanie
polaczen tylko pomiedzy wierzchotkami, ktére reprezentuja punkty obstugi przy-
porzadkowane do obstugi przez pojazdy w danym okresie jednostkowym ¢ € T.
Wystepujace w powyzszych ograniczeniach sg wielkosciami zagregowanymi, ktd-
re sg rowne (4.105):

vi=) _a, > ¥ dla kaidegote Torazie V\{0}  (4.105)

Ograniczenia w postaci nieréwnosci (4.97) przedstawiaja podstawowe za-
tozenie ukladania tras pojazdéw, czyli ciaglos¢ tworzonych tras. Z kolei dwie
grupy ograniczen (4.98) i (4.99) zapewniaja, ze punkty obslugi reprezentowane
przez wierzcholki grafu naleza do tras wystepujacych w okresach jednostkowych
t € T odpowiadajacych przypisanym im harmonogramom. Nieréwnosci (4.100)
eliminujg trasy, ktdre nie stanowia cykli Hamiltona. Zespot ograniczen w postaci
nieréwnosci (4.101) pozwala wykorzysta¢ kazdy pojazd tylko jeden raz w ciagu
okresu jednostkowego t € T. Wreszcie dwie grupy ograniczen (4.102) i (4.103)
stanowig o fizycznych mozliwosciach pojazdéw, zapewniajac odpowiednio, ze ani
tadownos¢, ani czas pracy pojazdu (wyrazony tutaj maksymalng diugoscia trasy)
nie zostang przekroczone. W wypadku ograniczen (4.102) przyjeto zalozenie, ze
catkowity popyt (podaz) W, i-tego punktu obstugi w catym okresie planistycznym
T zostaje podzielony na f, réwnych czesci w:

o =21 dlaie V\{0} (4.106)
Przedstawiony powyzej za pomocg funkgji celu (4.94) oraz zespotu ograniczen
(4.95)-(4.104) model matematyczny reprezentuje:
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= problem alokacji punktéw obstugi reprezentowanych przez wierzchotki gra-
fu G do odpowiedniego harmonogramu w taki sposob, ze kazdy punkt ob-
stugi jest odwiedzany przez pojazd z zadang czgstotliwosciag w planowanym
okresie T, a jednocze$nie

= problem konstrukcji odpowiednich tras w jednostkowym okresie ¢ € T,

i ma na celu minimalizacje kosztu odwiedzenia wszystkich punktéw obstugi przez
wszystkie wykorzystane do tego celu pojazdy bedace w dyspozycji bazy.

Z przedstawionej definicji problemu uktadania tras pojazdéw z obstuga okre-
sowy, a takze z matematycznego modelu tego zagadnienia wynika, ze w przeci-
wienstwie do klasycznego problemu wielu komiwojazeréw wystepuja tu nie dwa,
lecz trzy odrebne problemy optymalizacyjne, ktére powinny by¢ rozpatrywane
réwnolegle. Oprécz charakterystycznych dla klasycznego zadania ukladania tras
pojazdow: problemu przydziatu punktéw obstugi do pojazdéw oraz kolejnosci ich
odwiedzin, trzecim problemem jest wybdr dopuszczalnego harmonogramu obstu-
gi punktéw w okresie planistycznym T (wskazanie konkretnych okreséw jednost-
kowych t € T, w ktérych ta obstuga ma nastapic).

Na koniec rozwazan dotyczacych ukladania tras pojazdéw z obstuga okreso-
wa warto jeszcze zwrdcic szczegolng uwage na pewng jego odmiane, ktdrg mozna
okresli¢ jako problem wielu komiwojazeréw z obstuga okresowg i wyborem cze-
stotliwo$ci serwisu (Period Vehicle Routing Problem with Service Choice) (Francis
iin., 2006). W tej modyfikacji zaklada sig, ze kazdy punkt obstugi nie charaktery-
zuje sie dokladng czestotliwoscig odwiedzin w okresie planistycznym T, lecz cze-
stotliwo$¢ ta jest minimalng liczba wizyt, jakie musza odby¢ przypisane pojazdy.
Tym samym liczba dopuszczalnych harmonograméw dla kazdego punktu obstu-
gi znacznie wzrasta. Ponadto posta¢ funkcji celu moze uwzgledniaé takze pewne
korzysci wynikajace z mozliwosci zwiekszenia czestotliwosci obstugi. Korzysci
te moga uwzglednia¢ np. nizszy poziom zapaséw utrzymywanych w poszczegol-
nych punktach obstugi, a wynikajacy z czestszych dostaw. Czasami takze klienci
sa sklonni zaptaci¢ dodatkowo za czestsza obstuge, co réwniez moze stanowi¢ ko-
rzy$¢ dla optymalizowanego systemu transportowego (np. czestszy wywoz $mie-
ci z wybranych lokalizacji). W takiej sytuacji przedmiotowe dodatkowe korzysci
wynikajace z modyfikacji czestotliwosci obstugi poszczegélnych punktéw pozy-
tywnie wplywaja na wartos¢ funkcji celu (4.94), pomniejszajac catkowity koszt
wszystkich zrealizowanych tras.

Oproécz wskazanej powyzej modyfikacji zagadnienia wielu komiwojazerow
z obsluga okresowa w literaturze przedmiotu znalez¢ mozna takze inne warianty,
do ktdrych nalezg miedzy innymi problem uwzgledniajacy rOwnomierno$¢ ob-
cigzenia tras pomiedzy pojazdami czy problem wielu komiwojazeréw z obstuga
okresowg (Gulczynskiiin., 2011), uwzgledniajaca wiele okresow planistycznych.
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4.2.7. Stochastyczny problem wielu komiwojazerow

Deterministyczny charakter zagadnienia wielu komiwojazeréw bardzo czesto
nie odpowiada rzeczywistym problemom optymalizacji ukladania tras pojazdéw
wystepujacym w praktyce. Wartosci jednego lub kilku jego parametréw moga
nie by¢ znane a priori, a tym samym moga przyjmowac wartosci losowe. Wsrod
parametrow, ktore najczesciej przyjmowac moga posta¢ zmiennej losowej, wymie-
nia sie (Gendreau i in., 1996):

= obecno$¢ punktu obstugi w zbiorze ustalonych tras pokonywanych przez po-
szczegblne pojazdy;

= popyt lub podaz punktu obstugi;

= czas pokonania odcinka trasy przez pojazd pomiedzy przydzielonymi do
niego punktami obstugi;

= czas obslugi przydzielonego do pojazdu punktu (np. czas zatadunku lub wy-
tadunku towaru).

Obecno$¢ zmiennej lub zmiennych losowych w problemie uktadania tras po-
jazdoéw oznacza, ze w trakcie pokonywania przez pojazdy zaplanowanych wczes-
niej tras moze doj$¢ do ztamania niektérych warunkéw. Jako przyklad postuzy¢
moze sytuacja, w ktorej np. nie znajac wczesniej popytu lub podazy punktu obstu-
gi, pojazd zmuszony bedzie wczesniej zakonczy¢ realizacje swojej trasy, poniewaz
jego tadownos$¢ moze zosta¢ przekroczona. Oznacza to, ze w wypadku losowosci
wybranych parametréw problemu ukladania tras pojazdow takze niektére ogra-
niczenia uwzgledniajace te parametry realizowane beda z pewnym prawdopodo-
bienstwem. Tym samym w stochastycznych problemach ukladania tras pojazdow,
w ktérych posta¢ zmiennej losowej przyjmuja popyty lub podaze obstugiwanych
przez baze punktow lub czasy przejazdéw pomiedzy nimi, proponowane s3 mo-
dele, gdzie prawdopodobienstwo przekroczenia ograniczenia o zalozong warto$¢
nie jest wieksze niz ustalony wczesniej prog. Dzieje si¢ tak na przyklad wtedy, gdy
pojazd, pokonujac zaplanowang tras¢ w czasie dluzszym niz zatozony, obarczony
zostaje pewng kara, ktdra jest proporcjonalna do wartosci przekroczenia zalozo-
nego ograniczenia dotyczacego maksymalnego czasu trwania tej trasy.

Dla tej konkretnej sytuacji zaproponowany zostat model programowania mate-
matycznego o nastepujacej postaci (Laporte i in., 1992; Laporte i Louveaux, 1997):

min. F(x)= Zi:OZ]‘:o C;X; (4.107)

n

i %0j = 2m (4.108)

pIEN +Z,-:1xik =2 dlak=1,...,n (4.109)
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trasy niedopuszczalne (4.110)
xije[O,l] dla i,j=1,...,n (4.111)
xoje[O,l,Z] dla j=1,...,n (4.112)

W swojej ogdlnej postaci model okreslony réwnaniami (4.107)-(4.112) przed-
stawia podstawowy problem wielu komiwojazeréw. Jednakze na uwage zastuguje
tu zbior ograniczen (4.110) okreslonych przez autoréw jako trasy niedopuszczal-
ne. W tej grupie znajduja si¢ standardowe ograniczenia, ktére majg nie dopusci¢
do powstawania tras niebedacych cyklami Hamiltona. Autorzy modelu proponuja
takze umieszczenie tu ograniczen blokujacych powstawanie tras o czasie trwania
dluzszym niz zalozony z prawdopodobienstwem wiekszym niz ustalony prog, kto-
re przy przyjeciu oznaczen:

B - wielko$¢ przekroczenia dopuszczalnego czasu trwania trasy pojazdu;

t .1 — czas przejazdu pojazdu pomiedzy dwoma sasiednimi punktami obstugi
wystepujacymi w rozpatrywanej trasie;

T, - czas obstugi pojazdu w k-tym punkcie obstugi wystepujacym w rozpa-
trywanej trasie;

o - przyjety maksymalny prog dotyczacy dopuszczalnego prawdopodo-

bienstwa przekroczenia zalozonego opdznienia w realizacji trasy;

wyrazone zostalo nastepujaca formula:

P{zzzo(tk)k+l+rk)> B}>a (4.113)

Ograniczenie eliminujgce taka trase skladajaca si¢ z punktéw: {0, 1,2, ..., k, k + 1,
..., U, 0} ma postac:

u
DKo S (4.114)

Takie podejscie pozwala na przeksztalcenie stochastycznego problemu uktadania
tras pojazdow w wersje deterministyczng. Innym wariantem stosowanym w wypad-
ku stochastycznych probleméw wielu komiwojazeréw jest uwzglednienie w funkcji
celu oczekiwanego kosztu zwigzanego z przekroczeniem natozonych ograniczen.
W tej sytuacji rozwigzanie uzyskuje si¢ w dwoch etapach. W pierwszym etapie ge-
nerowane jest rozwigzanie, ktore nie uwzglednia faktycznej realizacji zmiennej lo-
sowej. Natomiast w drugim etapie dokonywana jest korekta wczesniej uzyskanego
rozwigzania, ktéra uwzglednia wiedz¢ o wartosciach, jakie przyjety zmienne losowe
(Stochastic Program with Recourse). Rozwigzanie generowane w pierwszym etapie,
oprocz kosztu tras bez znajomosci realizacji zmiennych losowych, minimalizuje tak-
ze oczekiwany koszt czynnosci podjetych w drugim etapie. Cho¢ drugie podejscie
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do rozwigzywania stochastycznych zadan ukladania tras pojazdow jest trudniejsze
w zastosowaniu, to jednak uwaza sie, ze posta¢ funkeji celu jest adekwatna do cha-
rakteru problemu (4.115) (Laporte i Louveaux, 1998):

min. F(x)= zi<jcijxij +Q(x) (4.115)

gdzie Q(x) oznacza oczekiwany koszt czynnosci podjetych w wyniku posiadanej
wiedzy o realizacji zmiennych losowych.

Ze wzgledu na wymienione na poczatku podrozdzialu parametry, ktére za-
zwyczaj przyjmuja posta¢ zmiennych losowych, w literaturze przedmiotu naj-
czgsciej rozpatrywany jest stochastyczny problem ukltadania tras pojazdow z lo-
sowymi popytami (badz podazami w wypadku zagadnien zwoézki towaréw do
bazy). Posta¢ zmiennej losowej przyjmowac moze takze obecno$¢ punktu obstu-
gi w zbiorze obstugiwanych przez baz¢ punktéw. D. Bertsimas (1992) proponuje
dwie mozliwe strategie przy rozwigzywaniu stochastycznego problemu wielu ko-
miwojazerow, w ktorym i-ty punkt obstugi wystepuje w zbiorze obstugiwanych
przez baze punktéw z zadanym prawdopodobienstwem p. Tym samym prawdo-
podobienstwo jego absencji wynosi 1 - p. Absencja punktu obstugi w zbiorze
moze by¢ takze wynikiem tego, ze dany punkt nie wymaga obstugi, poniewaz np.
popyt zgloszony przez niego do bazy réwny jest 0. W pierwszym etapie mozna
skonstruowa¢ wedlug znanych algorytmoéw trasy a priori, czyli trasy pojazdow
uwzgledniajace wszystkie mozliwe do odwiedzenia punkty obstugi. Na rysunku
4.10a przedstawiono przykltadowy uklad tras a priori trzech pojazdéow - kazdy
o tadownosci 10 jednostek.

/ o /
Rys. 4.10a. Uktad tras pojazdéw a priori
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Drugi etap uzalezniony jest od momentu, kiedy decydent uzyskuje informacje
o ewentualnej absencji punktu obstugi. Jezeli informacja o realizacji zmiennej lo-
sowej jest znana w chwili przybycia pojazdu do obstugiwanego punktu, proponuje
sie realizacje strategii polegajacej na odwiedzaniu przez pojazd wszystkich punk-
tow ustalonych w pierwszym etapie, lecz obstudze tylko tych, ktdre tego wymagaja
(rys. 4.10b).

Rys. 4.10b. Uktad tras pojazdéw wedtug strategii pierwszej
Zrédto: opracowanie wtasne.

Oznacza to, ze ze wzgledu na wielko$¢ popytu zglaszang przez obstugiwany punkt
konieczny bedzie powr6t pojazdu do bazy, a nastgpnie wznowienie obstugi dalszej
czedci trasy. Taka sytuacja dla jednego pojazdu moze powtorzy¢ sie wielokrotnie.
W drugiej strategii przyjmuje sie zalozenie, ze ewentualna absencja punktow
obstugi jest znana, zanim pojazd rozpocznie swojg tras¢. To mogloby oznaczac,
ze w takim wypadku trasy powinny zosta¢ ustalone na nowo na podstawie aktual-
nych danych. Jednakze w praktyce czasami jest to niemozliwe ze wzgledu na brak
czasu lub z powodéw organizacyjnych (che¢ zachowania regularnosci tras). Tym
samym w tej strategii zaklada sie, ze punkty sg po prostu pomijane (rys. 4.10c).
Posta¢ funkcji celu okreslonej wzorem (4.115) jest wprost uzalezniona od ro-
dzaju stochastycznego ukladania tras dostaw, jak roéwniez od czynnosci podjetych
w drugim etapie, kiedy znane sg realizacje zmiennych losowych. Jakkolwiek pierw-
sza jej skladowa jest wprost catkowitym dystansem trasy a priori, tak funkcja Q(x)
reprezentowa¢ moze oczekiwang dodatkowa dlugos¢ trasy, jaka musza pokonac
pojazdy w razie niepowodzenia polegajacego na konieczno$ci powrotu do bazy
w wyniku poznania realizacji zmiennej losowej dotyczacej popytu (Christiansen
i Lysgaard, 2007). Poniewaz powr6t do bazy skutkuje pokonaniem dodatkowej
odlegtosci miedzy i-tym punktem obstugi a baza, stad oczekiwany dodatkowy
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dystans bedzie iloczynem dodatkowego dystansu do pokonania miedzy i-tym
punktem a bazg oraz prawdopodobienstwa wystapienia niepowodzenia (koniecz-
nosci powrotu pojazdu do bazy) (4.116)*

Q(i) = 2d,,, FAIL(i) (4.116)

Rys. 4.10c. Uktad tras pojazdéw wedtug strategii drugiej
Zrédto: opracowanie wtasne.

Realizujac powyzsza koncepcje, mozna przedstawi¢ model programowania
matematycznego oparty na przedstawionym wczesniej modelu podstawowego za-
gadnienia ukladania tras pojazdéw z ograniczeniami zasobowymi (4.23)-(4.26)
(Gauvin i in., 2014):

min. ) &, (4.117)
Zpepaipkp =1 dla i e V\ {0} (4.118)
2t 2K (4.119)

Ay €l01] dla p=P (4.120)

gdzie:
V - zbidr wszystkich punktow obstugi oraz baza;
P - zbidr wszystkich mozliwych dopuszczalnych tras: P = {Pl, P,.., Ps},
gdzie s oznacza liczebno$¢ zbioru P: s = |P);

2 Autorzy prawdopodobienstwo to nazywaja fail.
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>
|

catkowity oczekiwany koszt trasy p;

parametr przyjmujacy warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy trasa p € P

uwzglednia i-ty punkt, oraz 0, gdy go nie uwzglednia;

A - zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
p € P zostanie wybrana;

Q - ladowno$¢ pojazdow;

K - dolna granica catkowitej liczby pojazdéw niezbednych do odwiedze-

nia wszystkich punktéw obstugi.

R
|

Ograniczenia (4.118) zapewniaja, Ze kazdy punkt obstugi umieszczony jest tyl-
ko w jednej trasie. Natomiast ograniczenie wyrazone nieréwnoscia (4.119) gwa-
rantuje, ze uzyskane rozwigzanie wykorzysta co najmniej K pojazdéw. Liczbe po-
jazdéw niezbednych do obstugi wszystkich punktéw otrzymac¢ mozna ze wzoru:

2., HE]

Q

K= (4.121)

gdzie £ jest zmienng losowg popytu i-tego punktu obstugi o warto$ci oczekiwanej
E[E] oraz wariancji Var[g ].

W modelu tym szczegdlnej uwagi wymaga sposob policzenia oczekiwanego
catkowitego kosztu trasy pojazdéw. Dla kazdej trasy pojazdu {ij, i, i, ..., i,
i)} aktualna skumulowana wielko$¢ popytu w danym h-tym punkcie trasy i, jest
zmienng losowa W(E[i,], Var[i,]), ktorej warto$¢ oczekiwana E[i,] oraz wariancja
Var([i,] s réwne odpowiednio:

ES L, ] (4.122)
Varli, ]ZZ=1 Varl[g, ] (4.123)

Oczekiwany koszt EFC (Efficient Fail Cost) zwigzany z niepowodzeniem obstu-
gi calej trasy przez pojazd, poniewaz w h-tym punkcie realizacja zmiennej loso-
wej zmusza do powrotu do bazy, a tym samym poniesienia dodatkowego kosztu
w zwigzku z wydluzeniem si¢ trasy, wynosi:

EFCli,)=2¢,, Y. (P{¥(Eliy_,), Varli,_,)) <uQ} - P{¥(Eli,], Varli,]) < uQ}
(4.124)

W powyzszym wzorze okreslone jest prawdopodobienistwo wystapienia kolej-
nego (u-tego) niepowodzenia w obstudze calej trasy przez pojazd za jednym ra-
zem. Zgodnie z definicja podang przez Ch.H. Christiansena i J. Lysgaarda (2007,
s. 776) dla danej wartosci catkowitej dodatniej u oraz czgsciowo pokonanej trasy
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przez pojazd {io, By by ooy By 0, 1} konieczno$¢ u-tego powrotu do bazy nastepuje
wtedy, gdy aktualna skumulowana warto$¢ popytu w h-tym punkcie obstugi prze-
kracza dopuszczalng wielkos¢ uQ, natomiast nie przekracza jej w poprzednim na
trasie punkcie obstugi (h - 1). Oznacza to, Ze pojazd moze wielokrotnie wraca¢ do
bazy, zanim obstuzy wszystkie przyporzadkowane do niego punkty obstugi. Tym
samym calkowity oczekiwany koszt trasy pojazdu jest sumg deterministycznego
kosztu trasy oraz warto$ci oczekiwanej EFC:

é=>""" (e, +EFC, (Eli,.,], Varli,,]) (4.125)

Obok stochastycznego problemu ukfadania tras pojazdéw z losowymi popy-
tami obstugiwanych punktéw drugim réwnie czesto podejmowanym zagadnie-
niem jest to, ktore zaktada losowo$¢ czasu przejazdu pojazdu pomiedzy punktami.
W problemach wielu komiwojazeréw, w ktorych okreslony jest czas podrdzy po-
miedzy i-tym a j-tym punktem obstugi, bardzo czesto wystepuja bowiem réwniez
ograniczenia dotyczace dopuszczalnego przedziatu czasowego obstugi poszczegol-
nych punktéw (okna czasowe). W sytuacji, w ktorej dopuszcza si¢ obstuge po-
jazdu przed zalozonym przedzialem czasowym (wczesniej) lub po jego uplywie
(pdzniej), zazwyczaj na przewoznika nakladana jest kara. Tym samym losowos¢
czasu przejazdu pojazdu pomiedzy dowolnymi obstugiwanymi punktami wplywa
w sposdb bezposredni nie tylko na koszt pokonywanej trasy, ale takze na dodatko-
we koszty zwigzane z obstugg klienta poza wyznaczonym przedziatem czasowym,
a niekiedy takze na dodatkowe koszty zwigzane z dluzsza niz zakladana pracg
kierowcy pojazdu (np. przekroczenie dziennego czasu pracy, co moze generowac
koszty wynikajace z koniecznosci zaplaty za nadgodziny).

Podobnie jak w wypadku losowosci popytu, tak i w sytuacji losowosci czasu
przejazdu pojazdéw budowa modelu programowania matematycznego moze by¢
oparta na deterministycznym problemie wielu komiwojazeréw z oknami czasowy-
mi, natomiast jego istota sprowadza si¢ do konstrukeji odpowiedniej funkeji celu.
Zaproponowana przez D. Tasa i in. (2014) posta¢ funkgji celu w tym zakresie jest
nastepujaca:

1
F(X) - ZkeK |:pZ(Cd ZjeN Djk (X) + Ce ZjeN Ejk (X)) +
1
(1~ p)Z(Cf Zz’eN ZjeN dijxijk te Zje{N\O} Xojr + €Ok (X))}

Powyzsza funkcja celu reprezentuje catkowity wazony koszt transportu oraz ob-
stugi w punktach odwiedzanych przez pojazdy. Oznaczenia przyjete w tej formule
$3 nastepujace:

(4.126)
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- zmienna decyzyjna przyjmujaca warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy trasa
pojazdu k uwzglednia odcinek pomiedzy i-tym a j-tym punktem obstu-
gi, oraz 0, gdy go nie uwzglednia;

X - wektor reprezentujacy trase k-tego pojazdu;

d - odleglos¢ pomiedzy i-tym a j-tym punktem obstugi;

D, (x) - warto$¢ oczekiwana opdznienia w j-tym punkcie obstugi, ktory jest ob-

stugiwany przez k-ty pojazd;

xijk

E,(x) - warto$¢ oczekiwana czasu, méwigca o tym, o ile wczesniej w j-tym
punkcie obstugi pojawil si¢ k-ty pojazd;
O,(x) - warto$¢ oczekiwana czasu, o jaki przekroczony zostat dopuszczalny li-

mit czasu pracy k-tego pojazdu;

c - koszt kary nakladanej na pojazd za kazda jednostke czasu, jaka uptyneta
po ustalonym przedziale czasowym, gdy pojazd przybyl za pézno do ob-
stugiwanego punktu;

c - koszt kary nakladanej na pojazd za kazda jednostke czasu, ktdra moéwi
o tym, o ile wcze$niej w punkcie obstugi pojawit si¢ pojazd, niz zaklada-
ny przedzial czasowy obstugi tego punktu;

c - koszt jednostki odlegtosci przejazdu pojazdu pomigdzy punktami ob-
stugi wchodzacymi w sklad jego trasy;

¢ - koszt obstugi pojazdu;

o - koszt jednostkowy nadgodzin;

C,C, - parametry skalujace dwa gtéwne komponenty funkeji celu (koszt trans-

portu i koszt obstugi)’.

4.2.8. Dynamiczny problem wielu komiwojazeréow

Dotychczas omawiane problemy mialy charakter statyczny (niezmienny), czyli
wszystkie dane niezbedne do sformulowania i rozwigzania zadania byly znane de-
cydentowi. Dynamiczny rozwdj technologii informacyjnych (w tym informatycz-
nych) oraz komunikacyjnych nakazuje nieco inaczej spojrze¢ na zagadnienia ukla-
dania tras pojazdéw. Wsrdd technologii, ktére nie tylko sa pomocne, ale wrecz
determinujg rozwoj zagadnien optymalizacji proceséw transportowych, wyrdznic
mozna chociazby: systemy GPS, systemy informacji geograficznej czy systemy
bezprzewodowego przesytania danych GPRS. Wykorzystanie i rozbudowywanie
tych systemow, a takze mozliwo$¢ przetwarzania informacji w czasie rzeczywistym
stanowig pierwszy powdd, dla ktérego dynamiczne zagadnienia ukladania tras po-
jazdow zyskaly istotne miejsce w rodzinie probleméw wielu komiwojazeréw. Dru-
gi powdd coraz szerszego zainteresowania tymi problemami ma charakter typowo

3 Wartosci parametréw C, i C, nie sa ustalane arbitralnie, lecz obliczane wedtug odpowiednich
formut, ktore znalez¢ mozna w pracy (Tasiin., 2013, s. 216).
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logistyczny. Ciagta potrzeba coraz szybszego i czgstszego podejmowania decyzji
o charakterze operacyjnym wymusza na decydencie dokonywanie ciaglych korekt
w zbiorze posiadanych przez niego informacji o optymalizowanym problemie.

Jesli chodzi o dynamiczny problem ukladania tras pojazdow, nalezy zwrdcié
uwage na jego podstawowe wlasciwosci $wiadczace o dynamicznym charakte-
rze optymalizowanego problemu. Pierwsza z nich dotyczy tego, ze dane wejscio-
we do optymalizowanego problemu decyzyjnego sg zalezne od czasu. W szczegol-
nosci moga by¢ one ciagle aktualizowane w czasie realizacji ustalonego wczesniej
rozwigzania. Druga z wlasciwos$ci mowi, ze nowy uklad tras pojazdow, ktory
mamy znalez¢ w wyniku aktualizacji danych, musi zosta¢ wygenerowany jedno-
cze$nie w czasie aktualizacji tych danych (na biezaco). Oznacza to, ze w przeci-
wienstwie do stochastycznych probleméw uktadania tras pojazdéw nie mamy tu
do czynienia z konstrukcja rozwigzania a priori, a jedynie z pewnymi strategia-
mi dokonywania korekty istniejacych rozwigzan. Ponadto dynamiczny charakter
problemoéw ukladania tras pojazdéw nie dotyczy sytuacji, gdy dane wejsciowe sa
rozne, ale zalezne od czasu, co oznacza, Ze wczesniej znany juz jest sposob, w jaki
te informacje zmieniaja si¢ w czasie. Taka wlasciwo$¢ oznaczataby, ze wczesniej
mozna uzyskac kilka scenariuszy rozwigzan i w zaleznosci od momentu wybra¢
wlasciwy bez potrzeby przeprowadzenia ponownego procesu optymalizacji.

Wykres zamieszczony na rysunku 4.11 ilustruje na osi czasu proces podejmo-
wania decyzji oraz komunikowania si¢ decydenta z pojazdem w czasie, kiedy re-
alizowany jest juz plan jego trasy.

Rys. 4.11. Proces podejmowania decyzji w czasie pracy pojazdu
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Gendreau i in., 2013).

W momencie ¢, pojazd zgtasza swojg gotowos¢ do rozpoczecia pracy. W prze-
dziale czasu (¢, t,) decydent podejmuje decyzje dotyczacy przebiegu trasy pojazdu,
ktérg pojazd rozpoczyna w momencie t,. W momencie ¢, pojazd zawiadamia de-
cydenta o dotarciu do pierwszego klienta i rozpoczeciu jego obstugi, ktéra trwac
bedzie w okresie (t,, t,). Rownolegle decydent w okresie (t,, t,) dokonuje aktualiza-
cji postepu realizacji trasy przez pojazd. W momencie ¢, nastepuje podjecie i prze-
kazanie pojazdowi decyzji o wyruszeniu na kolejny odcinek trasy do drugiego
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klienta. W czasie pokonywania przez pojazd drogi do drugiego klienta, w momen-
cie t, do decydenta naptywa informacja o koniecznosci odwiedzenia i obstugi nie-
zaplanowanego wcze$niej nowego klienta. W okresie (¢, ¢,) nastepuje modyfikacja
wczesniej zaplanowanej trasy pojazdu. Po dotarciu przez pojazd do klienta dru-
giego oraz po dokonaniu jego obslugi kierowcy zndw zostanie przekazana przez
decydenta informacja o kolejnym punkcie docelowym.

Najczesciej spotykang sytuacja $wiadczacg o dynamizmie problemu ukladania
tras pojazdow jest wystgpienie zadania obsluzenia punktu, ktérego obstuga nie
byla wczesniej zaplanowana. Szczegdlnym tego przypadkiem moze by¢ wystapie-
nie dodatniej wielkosci popytu (podazy). Do innych parametréw dynamicznego
problemu wielu komiwojazeréw mozna zaliczy¢ (Pillac i in., 2013):

= czas przejazdu pomiedzy obstugiwanymi punktami;

= czas obslugi punktu przez pojazd;

= dostepnos¢ pojazdu warunkowana np. mozliwoscig wystapienia awarii pod-
czas pokonywania zadanej trasy.

_____________ o ___,——'—9\\
O“— V\\ ‘O'—‘— \\\
\\\\ \\ 7 AN
- . / W
~
S AN / -7
Sl N / -
P -
‘Q_ \\\ ,, -O‘“,ff
Se-a N ’ IR
_______ SO e
¢. -
/, ‘NN
_-7 R
-7 s"‘Ns
-7 S--
/’ ‘s\\
A jo)
/o ’
-7 ’
e ’
. ’
e /
-
O . S »0

Rys. 4.12a. Wyjsciowy (planowany) uktad tras pojazdow
Zrédto: opracowanie wtasne.

Na rysunkach 4.12a-4.12¢ pokazano przypadki i konsekwencje dla pojazdu
wystapienia koniecznos$ci obstugi dodatkowych punktéw w czasie, gdy pojazd ten
pokonuje juz swoja trase. Na pierwszym z nich (rys. 4.12a) przedstawiony zostal
uklad tras trzech pojazdéw w momencie, gdy pojazdy te opuszczajg baze. Kolejny
(rys. 4.12b) ilustruje sytuacje, w ktorej do decydenta naptywa informacja o ko-
nieczno$ci odwiedzenia trzech nowych klientéw (A, B i C). Jednoczesnie kazdy
z pojazdéw ma juz za sobg cz¢$¢ pokonanej trasy. Jeden z nich pokonatl odcinek do
klienta pierwszego lub jest w trakcie jego pokonywania. Z kolei pozostale dwa po-
jazdy maja za sobg drugi odcinek do zaplanowanego na poczatku drugiego klienta
lub sg w trakcie jego pokonywania.
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Rys. 4.12b. Trasy w czasie realizacji
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 4.12c. Trasy pojazdéw po dokonanej modyfikacji
Zrédto: opracowanie wtasne.

Konieczno$¢ uwzglednienia nowych zgloszen do obslugi przez pojazdy spra-
wila, ze trasy pojazdow ulegty modyfikacji, co zostalo pokazane na rysunku 4.12c.
Klient A w najmniejszym stopniu zmodyfikowat tras¢ pojazdu. Mozna powiedzie¢,
ze znalazt si¢ w bezposrednim sasiedztwie planowanej trasy pojazdu (w poblizu
punktéw 2 i 3), co tylko nieznacznie zwigkszyto dlugos¢ trasy pojazdu. Klient B
z kolei znajduje sie w bezposrednim sasiedztwie klienta 1 z trasy drugiego pojazdu.
Zapewne zostaloby to uwzglednione przy wczesniejszym planowaniu jego trasy.
Jednakze informacja o koniecznosci jego obstugi pojawila si¢ w momencie, kiedy
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pojazd ten zmierzal (lub juz dotart) do klienta 2. Tym samym znacznie si¢ oddalit
od klienta B. Biorac to pod uwage, jak réwniez aktualng pozycje pierwszego po-
jazdu (klient 1), decydent uznal, Ze zostanie on przyporzadkowany do pojazdu
pierwszego. Wreszcie najwiecej zmian wymusita konieczno$¢ odwiedzenia nowe-
go klienta C. Tutaj po dokonaniu nowych obliczen modyfikacji ulegla nie tylko
trasa drugiego pojazdu, lecz takze zmieniona zostala trasa pojazdu trzeciego w wy-
niku zmiany przyporzadkowania jednego z klientéw do trasy innego pojazdu.

Pomimo Ze wiele probleméw ukfadania tras pojazdéw moze mie¢ charakter dy-
namiczny, to nalezy takze zwrdci¢ szczegolng uwage na stopien tego dynamizmu.
W literaturze przedmiotu proponowane sg rézne miary opisujace te wlasciwosc.
Moga one dotyczy¢ zaréwno czestotliwosci, z jakg pojawiaja sie nowi klienci, jak
i stopnia szybkosci obstugi tych klientéw wyrazonej jako réznica czasu pomiedzy
zgloszeniem do obslugi a jej rozpoczeciem.

Jednym z miernikdw stopnia dynamizmu jest zaproponowany wspoétczynnik &
wyrazajacy si¢ nastepujacym wzorem (Lund i in., 1996):

5=1d (4.127)
N
gdzie:
n, — liczba nowych klientéw zglaszajacych sie do obstugi w czasie realizacji
zaplanowanych tras pojazdow;
N - calkowita liczba wszystkich punktéw obstugi obejmujaca zaréwno
klientéw nowych, jak i klientéw zaplanowanych wczesniej.

Ze wzgledu na réwnie istotny charakter dynamizmu odzwierciedlajacy sie
w czasie pojawiania si¢ nowych klientéw zaproponowany zostal tzw. efektywny
stopien dynamizmu, ktéry wyrazono ponizsza formutg (Larsen i in., 2004):

.1 t,

8=, : (4.128)

gdzie:

N, - zbiér nowych klientéw zglaszajacych si¢ do obstugi w czasie realizacji
zaplanowanych tras pojazdow;

N - calkowita liczba wszystkich punktéw obstugi obejmujaca zaréwno
klientéw nowych, jak i klientdw zaplanowanych wcze$niej;

t - czas pojawienia si¢ nowego klienta w systemie;

T - dlugos¢ zalozonego przez decydenta horyzontu czasowego.

Wreszcie biorac pod uwage szybkos¢ obstugi pojawiajacego si¢ nowego klienta,
zaproponowano rozszerzong wersje wspotczynnika (4.128). Wersja ta adresowana
jest do probleméw uktadania tras pojazdéw z oknami czasowymi i wprowadza
pojecie czasu reakcji na pojawienie si¢ nowego zgloszenia. Reakcja ta jest rézni-
ca pomiedzy czasem zgloszenia do systemu a najpdzniejszym terminem obstugi
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nowego klienta. Im ten czas reakc;ji jest dtuzszy, tym wigcej mozliwosci ma decy-
dent w modyfikacji aktualnych tras pojazdéw (Larsen i in., 2004):

. 1 l—t,
STW:NZieNd(l_ T J (4.129)

zbiér nowych klientéw zglaszajacych si¢ do obstugi w czasie realizacji

zaplanowanych tras pojazdow;

N - calkowita liczba wszystkich punktéw obstugi obejmujaca zaréwno
klientéw nowych, jak i klientoéw zaplanowanych wczesniej;

I - najpdzniejszy termin obstugi i-tego punktu;

t. - czas pojawienia sie¢ nowego klienta w systemie;

T - dilugos¢ zalozonego przez decydenta horyzontu czasowego.

gdzie:

Z
[

Na podstawie drugiego z tych wskaznikéw dynamiczne zagadnienia ukladania
tras pojazdoéw podzielono na trzy kategorie:

1) problemy o matlej dynamice, dla ktérych wartos¢ efektywnego wspoétczynnika
dynamizmu jest mniejsza od 0,3;

2) problemy o $redniej dynamice, dla ktorych wartos¢ efektywnego wspoélczynni-
ka dynamizmu jest wigksza lub réwna 0,3 i mniejsza od 0,8;

3) problemy o duzej dynamice, dla ktérych warto$¢ efektywnego wspotczynnika
dynamizmu jest wieksza od 0,3.

Wisrod dynamicznych probleméw ukladania tras pojazdéw najwiecej uwagi
poswigcono zagadnieniom, w ktérych dynamizm polega przede wszystkim na po-
jawianiu si¢ w systemie nowych zgloszen do obstugi (nowych klientéw). Interesu-
jacym tego przyktadem jest tzw. rzeczywisty (praktyczny) problem ukladania tras
pojazdow, w ktérym przyjeto nastepujace zalozenia (Branchini i in., 2009):

= kazdy klient odwiedzany jest tylko przez jeden pojazd oraz kazdy pojazd za-
czyna i koficzy swoja tras¢ w bazie;

* pojazdy majg okreslong tadownos¢, ktora nie moze zostaé przekroczona;

= klienci dzielg si¢ na priorytetowych (klienci znani przed rozpoczeciem tras
przez pojazdy, a takze nowi, ktérzy zglosili sie do systemu w ustalonych go-
dzinach: 8.00-14.00 i muszg zosta¢ obsluzeni tego samego dnia) oraz nie-
priorytetowych (klienci, ktérzy zglosili sie do systemu po godzinie 14.00 i nie
musza, lecz moga zosta¢ obstuzeni tego samego dnia);

= kazdy klient ma okreslony przedzial czasowy obstugi;

» dopuszcza si¢ maksymalny czas opdznienia w obstudze i-tego klienta, lecz
nie dtuzszy niz 2 godziny;

= wszystkie pojazdy muszg wrdci¢ do bazy przed godzing 17.00;

» kazdy pojazd ma dopuszczalng przerwe w pracy wynoszaca 1 godzing, przy
czym moze by¢ ona wykorzystana tylko w ustalonych godzinach: 11.00-14.00.



116 Uktadanie tras wielu pojazdow

Celem decydenta jest maksymalizacja zysku, ktéry wyrazony zostat nastepujaca
formuta:

Z= Ziesr" _Ziesmax' (0’ (b, _l"))_czieRdj _f|R| (4.130)

gdzie:

- dochdd zwigzany z obstugg i-tego klienta;

- moment rozpoczecia obstugi i-tego klienta;

- najpdzniejszy moment zakonczenia obstugi i-tego klienta;
- kara za pdzniejsza niz zalozona obstuge i-tego klienta;
catkowita diugos¢ j-tej trasy;

- ustalony staly dzienny koszt obstugi pojazdu;

- jednostkowy koszt podrézy pojazdu;

— zbidr tras pojazdow.

0 TR AT e S
|

4.2.9. Wielokryterialny problem wielu komiwojazerow

W literaturze przedmiotu wielokryterialny charakter podejmowania decyzji nie
jest dominujaca cecha w opisywanym zbiorze zagadnien ukladania tras pojazdéw.
Na poczatku nalezy jednak przedstawi¢ ogélng definicje problemu wielokryterial-
nego. Zdefiniowa¢ go mozna w nastepujacy sposob:

WPD {mm F(x)={/,(0), £, (), oo £, (20}

4.131
xeX ( )

gdzie liczba celéw f(x) wynosi co najmniej 2, F(x) jest wektorem celéw, natomiast
X jest przestrzenia rozwigzan dopuszczalnych. Przyjmujac nastepujace oznacze-
nia: Y jest przestrzenig rozwigzan dopuszczalnych w przestrzeni kryteriow, gdzie
y=p Yy .- y,) oraz y = f(x) jest rozwigzaniem przestrzeni kryteriow, mozna
stwierdzi¢, ze rozwigzanie z = (z,, z,, ..., z,) jest zdominowane przez rozwigzanie
y=p Y,y - y,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i {1, 2, ..., n} y, < z, oraz
istnieje przynajmniej jedna funkcja celu, dla ktérej zachodzi: y, < z. Rozwigzanie
y jest Pareto optymalne, jezeli nie mozna znalez¢ innego rozwigzania, ktére do-
minuje y.

W literaturze przedmiotu najczesciej mozna spotkac nastepujace trzy podejscia
do rozwigzywania probleméw wielokryterialnych:

= q priori;
= q posterioris
= interaktywne.

Podejscia a priori sa charakterystyczne dla przypadkow, gdy decydent, ktéry
chce optymalizowa¢ kilka celow jednoczesnie, w pierwszej kolejnosci formuluje
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co do nich swoje preferencje przez okreslenie hierarchii kryteriow. Do tej grupy
zaliczy¢ mozna problemy uktadania tras pojazdéw, w ktorych wykorzystywane sa
matematyczne metody transformacji kilku funkcji celéw do postaci jednej funkeji.
Przykladem takiej transformacji jest liniowa wazona metoda addytywna, w kto-
rej wyniku wyjsciowa posta¢ jednej funkcji staje si¢ suma wazonych postaci pier-
wotnych funkgji celu. Niewatpliwg zaletg tego podejscia jest optymalizacja jednej
funkgji celu, wobec ktérej mozna zastosowaé np. metody optymalizacji przezna-
czone do rozwigzywania jednokryteriowych probleméw wielu komiwojazeréow.
Podejscie to ma jednak takze wady. Po pierwsze, decydent nie ma gwarancji znale-
zienia wszystkich rozwigzan optymalnych w sensie Pareto. Po drugie za$, zachodzi
tu koniecznos$¢ uprzedniego okreslenia przez decydenta waznosci poszczegélnych
celéw. Ustalanie tych wag przez decydenta nie zawsze musi si¢ odbywa¢é w sposéb
obiektywny. Ponadto nawet niewielka zmiana w tym zakresie moze mie¢ znaczacy
wplyw na uzyskane rozwigzanie.

Druga strategia rozwigzywania probleméw wielokryterialnych ma charakter
podejscia a posteriori. W tej sytuacji wyznaczany jest zbiér rozwigzan niezdomi-
nowanych, sposrod ktérych decydent wybiera rozwigzanie koncowe.

Wreszcie trzecie z wymienionych podejs¢ ma charakter interaktywny, co ozna-
cza, ze decyzje podejmowane sg przez decydenta w trakcie procesu poszukiwania
rozwigzania optymalnego.

Podstawowy podzial wielokryterialnych zagadnien ukladania tras pojazdow
ma swoje zrédlo przede wszystkim w genezie formulowania tego typu problemoéow
transportowych. Wyrdzni¢ mozna tutaj:

= rozszerzenia jednokryterialnego problemu ukfadania tras pojazdéw na pro-
blemy wielokryterialne;

= uogodlnienia jednokryterialnego problemu uktadania tras pojazdéw na pro-
blemy wielokryterialne;

* problemy wielokryterialne, ktérych sformulowanie zostalo zaczerpniete
z szeroko rozumianej praktyki gospodarcze;.

W pierwszym typie wielokryterialnych probleméw wielu komiwojazeréw roz-
szerzenie jednokryterialnej wersji zagadnienia polega na tym, ze dotychczas defi-
niowana funkcja celu (calkowity koszt transportu ponoszony przez pojazdy wyra-
zony jako np. tgczny dystans lub calkowity czas pracy pojazddéw) uzupelniana jest
o inne postaci funkgji reprezentujacych dodatkowe cele okreslane przez decydenta.

Nastepny rodzaj wielokryterialnego problemu wielu komiwojazeréw — gene-
ralizacja jednokryterialnego zagadnienia ukladania tras pojazdéw do problemu
wielokryterialnego - uwzglednia dwa sposoby jego rozwigzywania. Pierwszy
z nich polega na dodaniu nowych celéw w miejsce jednego lub kilku ograniczen
wystepujacych w problemie. Innymi stowy, ograniczenie problemu ukfadania tras
pojazdow staje si¢ celem optymalizacji. Drugi z kolei sposdb stanowi odwrot-
no$¢ pierwszego. Otdz w swoim ogdlnym sformutowaniu problem uktadania tras
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pojazdéw moze mie¢ charakter wielokryterialny (a przynajmniej moze by¢ tak
postrzegany). Jednakze do modelu problemu wielu komiwojazeréw dodawane sg
dodatkowe ograniczenia (lub parametry) wyrazajace wielkosci, ktére w naturalny
sposdb moglyby stanowi¢ odrebny cel optymalizacji.

Ostatnia z wymienionych kategorii problemdéw optymalizacji wielokryterialnej
w odniesieniu do zagadnien ukfadania tras pojazdéw dotyczy przypadkow, w kto-
rych postaci funkgji celu zdefiniowane zostaly zazwyczaj na podstawie konkret-
nych sytuacji decyzyjnych obserwowanych w praktyce gospodarczej.

Interesujacym przykladem wielokryterialnego problemu ukladania tras pojaz-
déw, w ktérym dokonane zostato rozszerzenie problemu jednokryterialnego, jest
zaproponowany przez T.-R. Lee i ].-H. Uenga (1999) model dwukryterialny. Obok
dotychczasowej funkcji celu minimalizujacej catkowity dystans pokonywany przez
pojazdy autorzy przedstawili w nim kryterium, ktérego celem jest réwnowaze-
nie obciazenia tras poszczegélnych pojazdéw. Ponadto w matematycznej postaci
modelu programowania catkowitoliczbowego przedstawiono jedna funkcje celu.
Stanowi to wyraz podejscia autoréw do sposobu poszukiwania rozwigzania opty-
malnego. Wykorzystano tu technike skalaryzacji, gdzie funkcja celu w modelu jest
suma wazong dwdch pierwotnych funkeji celu: catkowitej diugosci wszystkich tras
oraz rownowagi tras pomiedzy pojazdami. Posta¢ ogolna omawianej funkeji celu,
w ktdrej wypadku poszukujemy jej najmniejszej wartosci, zostala przedstawiona
ponizej:

Z=v,A+v,B (4.132)

Pierwszy czlon funkcji (4.132) to calkowity czas wszystkich tras wykorzystanych
pojazdow, ktéry wyrazony jest nastepujaca formula:

A= (Z;ZZOZ;%"S )Ta (4.133)

gdzie:
t, — najkrotszy dystans pomiedzy i-tym a j-tym klientem;
T - $rednijednostkowy (np. na kilometr) czas podroézy pojazdu;

k . . . . I .
x; — zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
trasa pojazdu k uwzglednia odcinek pomiedzy i-tym a j-tym klien-
tem, oraz 0, gdy go nie uwzglednia.

Na szczego6lng uwage zastuguje tutaj drugi czton omawianej funkeji celu (4.132),
w ktorym autorzy starajg si¢ wyrazi¢ istniejaca roznice w czasie pracy poszczegodl-
nych pojazdéw. Na czas pracy danego pojazdu sktadajg si¢ zaréwno czas podro-
zy pojazdu od i-tego do j-tego klienta, jak i czas obstugi przez pojazd u klienta
(np. czas roztadunku towaru). Posta¢ tej czesci funkcji celu zostata zaproponowa-
na przez autorow w nastepujacy sposob:
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; — najkrotszy dystans pomigdzy i-tym a j-tym klientem;
T - $rednijednostkowy (np. na kilometr) czas podrézy pojazdu;
T, - $redni czas roztadunku jednostki towaru u klienta;

g, - popyt i-tego klienta;

(4.134)

gdzie:

k . . . . v .
x; — zmienna decyzyjna przyjmujgca warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
trasa pojazdu k uwzglednia odcinek pomiedzy i-tym a j-tym klien-
tem, oraz 0, gdy go nie uwzglednia.

Funkcja (4.134) przedstawia rownowage czasu pracy poszczegdlnych pojazdow
wykorzystanych do obstugi zadanego zbioru klientéw. Zostala wyrazona jako suma
réznic czasu pracy k-tego pojazdu i pojazdu, dla ktérego ten czas jest najkrotszy.

Przyklad

Czas pracy pojazdu k, = 360 minut, k, = 480 minut, k, = 400 minut oraz k, = 420 minut.
Wartos¢ drugiego cztonu funkgji celu (4.132), zgodnie z formutg okreslong wzorem
(4.134), bedzie réwna, a tym samym bilans wyniesie 220 minut:

B = (360 - 360) + (480 — 360) + (400 - 360) + (420 — 360) = (480 + 400 + 420)
~3.360 =220

Tak sformulowana posta¢ drugiej czesci funkcji celu wymaga dodatkowo znale-
zienia najkrdtszego czasu pracy pojazdu, co przez autoréw zostalo odzwierciedlone
w modelu programowania matematycznego w postaci zaproponowanego odpo-
wiedniego ograniczenia przez spetnienie nieréwnosci dla kazdegok=1,2, ..., K- 1:

T N N ¢ k

“Zi:on:o ijxij+ bZ, oZ] oql 1] Z; oz] —0 ij 1]
N N K

T, Zi:O Zj:o 4%

Wspotczynniki (wagi) y, oraz y, ustalane s przez decydenta w sposdb arbitral-
ny. Autorzy przyijeli, ze wagi obydwu czlondéw zaproponowanej przez nich funkcji
celu (4.132) majg jednakowa wartos¢.

(4.135)
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Drugim przykladem wielokryterialnego podejscia do problemu ukfadania tras po-
jazdow, ktdre jednoczesnie stanowi rozszerzenie jednokryteriowego zagadnienia wielu
komiwojazerdéw, jest model opracowany przez R. Ribeiro i H.R. Lourengo (2001). Jest
to model zaproponowany dla problemu ukfadania tras pojazdéw z obstuga okresows,
w ktérym przedstawiona zostala minimalizacja trzech funkcji celu. Tak jak we wcze-
$niej prezentowanej pracy, pierwsze dwa kryteria maja podobny charakter.

Pierwsza z funkcji celu minimalizuje calkowity koszt calego programu wszyst-
kich tras K realizowanych w zadanym przedziale czasowym P.

g ZZLZLZL%ZL’% (4.136)

Druga funkeja celu wyraza réwnowage w zaangazowaniu pojazdoéw, lecz rozu-
miang tutaj jako rownomierno$¢ wielkosci transportowanego dobra w poszcze-
gélnych okresach ustalonego przedzialu czasowego P. W tym celu postuzono sie¢
odchyleniem standardowym pracy kazdego pojazdu, co oznacza, ze funkcja celu
F, nie jest liniowa:

K 5 K
E = "k zk:IWk (4.137)
m m

Omowienia wymaga tutaj wielko$¢ w,, ktéra wyraza catkowitg prace k-tego po-
jazdu. Jest ona sformulowana w nastepujacy sposob:

P N
Wi = ZMZJ: Vi (4.138)

gdzie jest zmienng decyzyjna oznaczajaca wizyte k-tego pojazdu u i-tego klienta
w t-tym okresie (np. dniu) przedzialu czasowego P.

Trzecia z zaprezentowanych przez autoréw funkcji ma wyraznie charak-
ter marketingowy i wynika z tego, ze korzystne dla przedsigbiorstwa moze by¢
przyporzadkowanie danego pojazdu (a raczej konkretnego kierowcy) zawsze do
tego samego klienta. Takie podejscie z jednej strony pozwala na budowanie oraz
utrzymywanie dobrych relacji pomiedzy przedsigbiorstwem a klientami. Z drugiej
strony moze prowadzi¢ do szybkiego naruszenia ograniczen zasobowych, np. ta-
downosci pojazdéw. Tym samym postanowiono zastosowac te strategie przy-
najmniej do zbioru najlepszych klientéw. Dla kazdego klienta ustalono pare dni
(g h), dla ktérych wystepuje dodatni popyt (lub podaz w wypadku zwdzki towa-
ru). Niech T, oznacza zbidr takich dni dla kazdego i-tego klienta, przy czym g # h.
Posta¢ trzeciej z zaproponowanych funkcji celu jest nastepujaca:

F :Zito_lz@é@;ﬂ[(Zf_lqi)‘yi —yf;” (4.139)
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Z ftunkgji celu (4.139) wynika, ze celem jest minimalizacja réznicy ‘ yE =yl ‘
Szczegdlne znaczenie ma tutaj popyt (lub podaz) i-tego klienta g.. Jest on pewnego
rodzaju waga okreslajaca ,,istotno$¢” danego klienta obstugiwanego przez baze.

Wszystkie trzy przedstawione powyzej funkcje celu F, F, oraz F, zostaly zagre-
gowane do postaci jednej funkcji. Ma ona posta¢ sumy wazonej, w ktdrej wagi sta-
nowig wektor preferencji uzytkownika (decydenta). Nalezy podkresli¢, ze pierwszy
czlon tej funkcji stanowi koszt, drugi — odchylenie standardowe czasu pracy po-
jazdow, natomiast trzeci wyrazony jest iloscig dostarczanego (lub odbieranego)
towaru. Ze wzgledu na to, ze poszczegolne czlony nie s3 wyrazone w tych samych
jednostkach, konieczna jest modyfikacja drugiej i trzeciej funkcji celu (F, i F,), tak
aby mozna bylo wyrazi¢ ich wartoéci w jednostkach pierwszej funkgji celu F,. Stad
tez przyjeto jako c, koszt jednostkowy odchylenia standardowego, ktéry moze by¢
interpretowany jako swoisty koszt przedsi¢biorstwa wynikajacy z nieréwnosci tras
pojazdéw. Natomiast wielkos¢ ¢ oznacza jednostkowy koszt przedsigbiorstwa wy-
nikajacy z tego, ze ten sam klient nie jest obstugiwany przez jednego kierowce
(koszt kary), i wtedy postac¢ zagregowanej funkcji celu jest nastepujaca:

E =o,F +a,c,F, +o,c F (4.140)

przy czym o, + o, + a, = 1. Autorzy nie okreslajg niestety sposobu definiowania
wag, co sugeruje dowolnos¢ decydenta w tym zakresie. Ponadto, jak sami pod-
kreslaja, dodanie dodatkowych sztucznych kosztéw ma wplyw na wartos¢ funkeji
celu, a tym samym na uzyskane wyniki.

Kolejnym przyktadem rozszerzenia jednokryterialnego problemu wielu komi-
wojazerow na zagadnienie wielokryterialne jest model ztozonego problemu ukta-
dania tras pojazdow z jednoczesng dostawa dobr do klientéw i odbiorem débr od
klientéw, a takze wraz z okreslonymi oknami czasowymi. Jego autorzy zapropono-
wali jednoczesng optymalizacje¢ pigciu funkeji celu (Wang i in., 2015).

Pierwsze dwie funkcje okreslane s3 mianem funkgji kosztu transportu. Jedna
funkcja ma zapewni¢ minimalizacje liczby uzytych pojazdéw, a tym samym mi-
nimalizacje catkowitego kosztu zakupu lub wynajmu pojazdéw niezbednych do
obstugi punktow:

F, =|R|=M — min. (4.141)

gdzie:
R - zbiér M tras, R={r,r, ....,7}.
Druga z funkcji kosztowych reprezentuje podstawowa funkcje celu kazdego
zagadnienia ukladania tras pojazdéw, czyli minimalizacje catkowitej ditugosci
wszystkich tras wykorzystanych pojazdow:

M . .
E = ijlDlstj — min. (4.142)
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gdzie:
Dist, - wielko$¢ okreslajgca dtugosc¢ trasy j-tego pojazdu; jest sumg odcin-
koéw tras, jakie pokonuje pojazd pomiedzy przyporzadkowanymi do
niego klientami, w tym takze odcinkow z i do bazy.

Kolejna funkcja celu omawianego modelu ma postac:

F, =max {T;} - min. (4.143)
gdzie:
T. - wielko§¢ reprezentujaca catkowity czas pracy j-tego pojazdu (dla
j=1,2, ..., M); jest suma czaséw: podrozy pojazdu, obstugi klienta
przez pojazd, a takze oczekiwania na obstuge.

Autorzy wskazuja, ze cel ten ma dwojaki wplyw na zréznicowany transport.
Z jednej strony pozwala zachowa¢ rownowage obciazenia poszczegoélnych tras
pojazddéw. Z drugiej za$ minimalizowanie calkowitego czasu pracy pojazdu, a tym
samym jego kierowcy, daje mozliwo$¢ zwolnienia dodatkowych zasobéw czaso-
wych, ktére mogtyby zosta¢ wykorzystane w inny sposob, np. na szkolenia i rozwoj
zawodowy, co niewatpliwie jest wartoscia dodana dla przedsiebiorstwa.

Czwartym kryterium podejmowania decyzji proponowanym przez autorow
tego modelu jest minimalizacja tacznego czasu oczekiwania pojazdéw na obstuge
klientéw nalezacych do ich tras:

M .
E = j:le — min. (4.144)

gdzie:
W, - wielkod¢ reprezentujgca fgczny czas oczekiwania na obstuge j-tego
pojazdu (dlaj=1,2, ..., M).

Cel ten wyraza efektywno$¢ pracy, minimalizujac straty czasowe, jakie pojazd
moze ponie$¢ na niepotrzebne oczekiwanie.

Wreszcie ostatnia zaproponowana funkecja celu odnosi si¢ do czasu opdznienia
w obstudze klientéw:

M )
F, = j:1DTJ' — min. (4.145)

gdzie:
DT, - wielko$¢ reprezentujgca sume opdzniern w rozpoczeciu obstugi
klientéw j-tego pojazdu (dlaj=1,2, ..., M).

Cel ten jest wyrazem jednej z podstawowych zasad odpowiedniego poziomu ob-
stugi logistycznej — ,dokladnie na czas”.

Pie¢ przedstawionych powyzej kryteriow podejmowania decyzji w zagadnieniu
ukladania tras pojazdow rozpatruje si¢ jako minimalizacj¢ wektora funkeji F oraz
poddaje optymalizacji w sensie Pareto.
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Dotychczas omoéwione zostaly przykiady wielokryterialnych problemoéw wielu
komiwojazeréow, w ktorych kilka funkcji celu zostalo sprowadzonych do posta-
ci jednej funkcji. Drugim typem probleméw wielokryterialnych sa zagadnienia,
ktore powstaly przez generalizacje (uogdlnienie) probleméw jednokryteriowych.
Przykladem takiego podejscia jest sytuacja, w ktdrej cos, co w sposob naturalny
stanowi¢ by moglo cel decydenta, zostato przedstawione w formie ograniczenia.
D. Feillet i in. (2005) opisali grupe trzech probleméw wielokryterialnych, a $cislej
moéwigc — dwukryterialnych. Dotycza one co prawda problemu jednego komiwo-
jazera, lecz w prosty sposob moga zosta¢ rozszerzone na klase zagadnien wielu
pojazdow. Oprocz kosztu (dystansu), jaki ponosi pojazd, pokonujac swoja trase,
zaklada sie, ze wizyta u kazdego klienta taczy si¢ z osiggnieciem pewnego zysku.
Oznacza to, ze decydent ma do czynienia z dwoma konfliktowymi celami, jakimi
sq: calkowity koszt obstugi klientéw przez pojazd oraz catkowity zysk wynikajacy
z tej obstugi. Autorzy przedstawiaja trzy podejscia do tak ujetych celéw w proble-
mie jednego komiwojazera:

1) obydwa cele stanowia sktadowe w jednej funkeji kryterium, co oznacza, ze ce-
lem decydenta jest znalezienie rozwigzania minimalizujacego réznice kosztu
obstugi trasy przez pojazd i zysku wynikajacego z obstugi klientow:

min. (Z(i,j)ev C;%X; —Zievpiyi) (4.146)

2) koszt obstugi punktéw przez pojazd przedstawiony jest jako ograniczenie,
w ktorym koszt ten nie moze przekroczy¢ zadanej wartosci maksymalnej ¢,
natomiast celem decydenta jest znalezienie trasy maksymalizujacej zysk wyni-
kajacy z odwiedzania klientéwr:

max. )" py; (4.147)

przy spelnieniu warunku wyrazonego nieréwnoscia

Z(i,j)ev CjXj S Conax, (4.148)

3) zysk wynikajacy z obstugi punktéw przez pojazd przedstawiony jest w postaci
warunku, w ktérym nie moze on by¢ nizszy od zadanej wartosci minimalnej
p...» natomiast celem decydenta jest minimalizacja facznego kosztu podrézy
pojazdu:

min. Z(i’j)evc,jxij (4.149)

przy spetnieniu warunku wyrazonego nieréwnoscia

D PV Z P (4.150)
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Innym przykladem uogoélnienia do jednokryterialnego problemu o podobnym
charakterze jest propozycja, ktorej autorami sg J. Riera-Ledesman i J.]. Salazar-Gon-
zales (2005), odniesiona takze do problemu jednego pojazdu, nazwanego zadaniem
podroézujacego kupca (Traveling Purchaser Problem). W klasycznym problemie ukfa-
dania tras pojazdow konieczne jest odwiedzenie wszystkich punktow (klientéw) ob-
stugiwanych przez baze. W propozycji wymienionych autoréw zaklada sie, ze kupiec
ma za zadanie dostarczy¢ niezbednych ilosci d, z listy produktéw: K={p,p,,....,p }.
Produkty te mogg by¢ kupione w podzbiorze klientéw M, < M, co oznacza, ze nie
wszyscy klienci dysponuja danym produktem. Ponadto kazdy klient dysponujacy
danym produktem ma go w ilosci nie wiekszej niz g, oraz sprzedaje go po cenie b,.
Dopuszczalna trasa w przedstawionym problemie podrozujacego kupca moze nie
zawiera¢ wszystkich dostepnych punktdw, co stanowi tutaj charakterystyczng ceche
tego problemu. Moze si¢ okaza¢, ze pewien podzbidr klientéw (w tym wypadku do-
stawcow-sprzedawcdw produktu) zapewni zadang wielko$¢ zakupu kupca. Sformu-
fowane dwa cele optymalizacyjne s3 nastepujace:

1) minimalizacja kosztu zakupu wszystkich produktow:

F, = ZpkeK min. ZieMk bz, (4.151)

gdzie z, jest zmienng decyzyjng oznaczajacg ilos¢ zakupionego produktu p,

u i-tego klienta oraz ZieMk zy=d, 1z, <qy;

2) minimalizacja kosztu podrdzy wyrazona jako:

F2 = Z(i,j)eMk min. ZieMk Cij (4152)

W literaturze przedmiotu dominuje podejscie, w ktérym obie funkcje przedsta-
wione s3 w postaci jednej funkgji celu przez dodanie do siebie obydwu rodzajow
kosztu. Jednakze jak zaznaczajg autorzy, ze wzgledu na to, Ze oba cele moga by¢
w rzeczywistoéci trudno poréwnywalne (np. koszt podrézy mierzony jest jednost-
kami odleglosci lub czasu) oraz ze wzgledu na wzajemne relacje obydwu celow
(nizsza cena — dluzszy czas podrdzy), zachodzi konieczno$¢ zastosowania optyma-
lizacji wielokryterialnej w sensie Pareto.

Zgota odwrotnym podejsciem do uogélnienia jednokryterialnego zagadnienia
ukladania tras pojazdéw w wielokryterialne bedzie w tym wypadku sytuacja, w kto-
rej dodawane sg nowe kryteria oceny tras przez usuwanie z modelu odpowiednich
ograniczen lub parametréw. Takie przyklady uogélnien sa szczegdlnie dobrze wi-
doczne w problemach wielu komiwojazeréw z oknami czasowymi. Reprezentan-
tem takiego podejscia moze by¢ tutaj propozycja B. Barana i M. Schaerera (2003),
w ktorej oprécz dobrze znanych funkcji celu dotyczacych minimalizacji calkowitego
czasu podrozy i minimalizacji liczby uzytych pojazdéw dodano dodatkowo jako cel
(nie ograniczenie) catkowity czas dostaw (obstugi punktéow) przez pojazdy. Z kolei
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M.J. Geiger (2001) proponuje minimalizacje czterech funkcji celu. Pierwsze dwie
s3 takie same jak u Barana i Schaerera. Kolejne funkcje celu powstaly z ograniczen
dotyczacych okien czasowych. Jedna z nich odnosi si¢ do minimalizacji spéznien
pojazdéw w obstudze klientéw. Druga za$ stanowi minimalizacje liczby okien cza-
sowych, ktére nie zostaly dotrzymane przez wykorzystane do obstugi tras pojazdy.

Nieco odmienng, lecz niewatpliwie godng uwagi prezentacje wielokryterial-
nego uogodlnienia problemu wielu komiwojazeréw znajdujemy w pracy S.-Ch.
Honga i Y.-B. Parka (1999). Opisuja oni dwukryterialny model uktadania tras po-
jazdow z wykorzystaniem programowania celowego. Obok minimalizacji catko-
witego czasu podrozy pojazdow autorzy uwzglednili takze minimalizacje calkowi-
tego czasu oczekiwania klientéw na obsluge przez pojazdy. Prezentuja oni wektor
celow skladajacy si¢ z trzech elementéw: A, Bi C.

Gdy przyjmiemy dodatkowo nastepujace oznaczenia:

M - dowolnie duza liczba;

NV - liczba wykorzystanych do obstugi punktéw pojazdow;

N - liczba lokalizacji punktéw obstugi oraz bazy (wierzchotek nr 1);
a, - czas przybycia pojazdu do i-tego punktu obstugi;

pierwsza skladowa wektora A reprezentuje minimalizacj¢ tacznego odchylenia
ujemnego lub dodatniego (lub obydwu jednoczesnie) dotyczacego ograniczen:

CNONHNY N, - N O N+NV
A—Zj:2 (32j+Szj)+Zi:2(s3i+S3j)+(s4+S4)+Zi:12j:2 S5+

+ZN - N+NV N N N+NV N NNV
D INUE T 0 IS I
i=1 61 i=N+1 71 i=] b j=2 81 i=N+1 "%

gdzie:

(4.153)

s, ;1 s, ; — sgodchyleniami od pierwszej grupy ograniczen zapewniajacych,

ze kazdy klient odwiedzany jest przez pojazd tylko jeden raz:

N - o1
Zizlxij 875 =

dlaj=2,..,N

51 183 — sg odchyleniami od drugiej grupy ograniczen zapewniajgcych,
ze kazdy klient odwiedzany jest przez pojazd tylko jeden raz:
N+NV _
ZH Xty =8y = 1

dlai=2,..,N

4 18, - sgodchyleniami od ograniczen zapewniajgcych, ze uzytych zo-
stanie NV pojazdow:

N -+
ijlej +s,—s, =NV
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- s3 odchyleniami od ograniczen, w ktérych obliczany jest czas
przybycia pojazdu do klienta:

a,—a;,—s;; —lei]. + 85—

] 1

dlai=1,..,N;j=2,...,N+ NVorazi#j

+ P —
S5 —tij+si M

is;; - s3 odchyleniami od ograniczen, w ktérych definiowany jest
najpozniejszy termin obstugi klienta przez pojazd, przy czym
pozadane jest, aby s, =0:

- 4
a;,+sg—S., =L,

1 1

dlai=1,...,N

is;; - s3odchyleniami od ograniczen, w ktdrych zapewnia si¢ powrdt
pojazdu do bazy obstugujacej klientéw przed ustalonym czasem
(innymi stowy, jest okno czasowe wyznaczone dla pojazdow):

a;,+s,,—s;, =R
dlai=N+1,..,N+V

si — saodchyleniamiod ograniczen, wktérych obliczane jest aktual-
ne wykorzystanie tadownosci pojazdu opuszczajacego j-tego
klienta:

q; —q; —Mx;; +5g; —Sg; =¢;— B,
dlai=1,..,N;j=2,..,N+NVorazi#j

01185, — s3 odchyleniami od ograniczen zapewniajacych, ze ladownogé
pojazdu nie zostanie przekroczona:
- +
q; +56; =S50 = Q
dlai=N+1,..,N+V

Pozostale dwa elementy — B oraz C - wektora celow sa zdefiniowane przez au-
torow w nastepujacy sposob:

B=s"

. (4.154)

C=st dlai=1,..,N (4. 155)

U1l
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gdzie:
s

015y - s3 odchyleniami dotyczacymi ograniczenia zapewniajacego,
ze czas pracy pojazdu jest ograniczony przez ustalong warto$¢
(lub jest to docelowa wartos¢):

N N+NV - .
Zi:1z]‘:2 tijxij FS10 7S50 = T

- s3 odchyleniami od ograniczen, w ktérych obliczany jest od-
powiednio czas oczekiwania pojazdu u i-tego klienta (pojazd
przybyl za wczesnie) oraz czas oczekiwania i-tego klienta na
pojazd (pojazd przybyt za pdzno):

11i

-
a;+s,;, =5, = E

dlai=1,...,N

4.2.10. Wielobazowy problem wielu komiwojazerow

Problem ukladania tras dostaw pojazdéw z wieloma bazami podejmowany jest
w literaturze przedmiotu z jednej strony jako odmiana problemu wielu komiwoja-
zerdw, z drugiej zas traktowany jest takze jako odrebne zagadnienie, podobnie jak
to obserwowalismy w wypadku problemu jednego komiwojazera. Niewatpliwie
zagadnienie ukladania tras pojazdow z jedng bazg jest szczegdlnym przypadkiem
probleméw z wieloma bazami. Jednakze nalezy uznad, ze w piSmiennictwie z tego
zakresu dominuje podejscie, w ktérym wielobazowy problem wielu komiwojaze-
réw stanowi odmiang szerokiej klasy zadan ukladania tras pojazdow.

Problem ustalania tras pojazdéw z wieloma bazami (rys. 4.13) mozna zdefinio-
wac w nastepujacy sposob (Hjorring, 1995; Li i Simchi-Levi, 1990): przedsiebiorstwo
dysponuje pewna liczbg baz, ktérymi mogg by¢ os$rodki produkcyjne (zaklady pro-
dukeyjne), o$rodki dystrybucyjne lub sktadowania (magazyny). Osrodki te odpo-
wiedzialne sg za kompleksowg obstuge wszystkich klientow (punktéw odbioru lub
nadania towaru). Zaréwno bazy, jak i obstugiwane punkty zlokalizowane s w obre-
bie pewnego okreslonego obszaru geograficznego (np. miasto, region). Przedsigbior-
stwo dysponuje réwniez okreslonym taborem transportowym przystosowanym do
obstugi punktow, i tu mozemy mie¢ do czynienia z dwoma wariantami:

1) liczba oraz rodzaj uzytych pojazdéw, jakimi dysponuje kazda baza, sa narzuco-
ne z goéry i nie mozna ich przekroczy¢/zmienic;

2) liczba $rodkoéw transportu, ktdra zostanie uzyta do obstugi punktéw, jest nie-
wiadoma i dopiero trzeba jg bedzie okreslic.

Nalezy znalez¢ taki zbior tras dla pojazdow, gdzie dany pojazd wyrusza z bazy,
odwiedza pewien podzbidr wszystkich przyporzadkowanych mu punktéw obstugi,
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przydzielonych do tej bazy, by nastepnie do niej powrdci¢. Celem jest uzyskanie
jak najnizszego kosztu zwigzanego z obstuga transportowa swoich klientow.

Tak jak zagadnienie ukladania tras pojazdéw z jedna baza, tak i problem wie-
lu komiwojazeréw z wieloma bazami posiada swoja definicje oparta na teo-
rii graféw (Renaud i in., 1996). Dany jest nieskierowany i spdjny graf G(V, E, ¢),
w ktorym zbiér V sktada sie z dwoch czedci: V. oraz V. Podzbiér V. odpowiada zbio-
rowi n klientow: V= {Vp - vn}, natomiast podzbior v, odpowiada zbiorowi p baz:

V,={v,,p--,, ). Zbior krawedzi E grafu reprezentuje mozliwe pofgczenia pomie-
dzy punktami i oraz j, a takze pomiedzy bazami a poszczegdlnymi punktami obstugi.
° Baza 2
L] L] .
) Baza 1 ' o °
"
* Baza 3
]

Rys. 4.13. Zadanie wyjsciowe problemu wielu komiwojazeréw z wieloma bazami
Zrédto: opracowanie wtasne.

Kazdej krawedzi grafu taczacej dwa dowolne wezly przyporzadkowana jest nie-
ujemna liczba ¢, (waga krawedzi) odpowiadajaca diugosci (kosztowi) polaczenia
pomiedzy punktami i oraz j oraz pomigdzy bazami a poszczegolnymi punktami
obstugi. M wezléw grafu reprezentuje punkty poczatkowe, z ktérych pojazdy roz-
poczynaja swoja trase oraz do nich powracajg. Za rozwiazanie dopuszczalne uwa-
za¢ nalezy taki zbior krawedzi, dla ktérego:

= pierwsza krawedz trasy danego pojazdu rozpoczyna si¢ w wezle reprezentu-
jacym bazg;

= ostatnia krawedz trasy danego pojazdu konczy sie w wezle reprezentujacym
te samg baze, z ktorej rozpoczynal on swoja trase;

= kazdy wezel grafu reprezentujacy punkt obslugi stanowi potaczenie dwoch
i tylko dwoch krawedzi grafu;

= wezel grafu reprezentujacy baze stanowi polaczenie krawedzi w liczbie row-
nej dwukrotnosci liczby uzytych pojazdéw tej bazy.

Z punktu widzenia liczby wierzchotkéw grafu wérdd zagadnien uktadania tras
pojazdow problem ustalania tras dostaw z wieloma bazami jest problemem o najszer-
szym charakterze. Swiadczy o tym takze liczba probleméw optymalizacyjnych, jakie
nalezy rozwigzac:
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= ktore punkty obstugi maja by¢ przyporzadkowane do danej bazy, czyli jaki
jest rejon dziatania kazdej z baz;

* wramach zasiggu dziatania kazdej z baz, ktére punkty maja by¢ przyporzad-
kowane do danego pojazdu z floty, jaka dysponuje baza, czyli jaki jest rejon
dzialania kazdego z pojazdow;

= w jakiej kolejnosci maja by¢ obstugiwane punkty, ktére sg przyporzadkowa-
ne do konkretnego pojazdu, czyli jaki jest optymalny ksztalt kazdej trasy.

Trzy powyzsze problemy optymalizacyjne majg charakter hierarchiczny (rys. 4.14),
przy czym hierarchia nie oznacza tutaj waznosci danego problemu, a raczej kolejnos¢
podejmowania decyzji stojacych przed decydentem.

baz

Rejonizacja
pojazdow

Trasy

Rys. 4.14. Hierarchia podejmowania decyzji w problemie wielu komiwojazeréw
Zrédto: (Hoiiin., 2008).

Rozwigzanie pierwszego z wymienionych probleméw optymalizacyjnych (okres-
lenie rejonéw dzialania kazdej z baz) wplywa w bezposredni sposdb na okreslenie
rejonu obstugi przez dany pojazd przyporzadkowany do konkretnej bazy. W pro-
blemie rejonizacji poszczegélnych baz nalezy zwréci¢ szczegdlng uwage na jeden
istotny aspekt. Zazwyczaj dazy sie do tego, aby rejony obstugi kazdej z baz przed-
siebiorstwa ustalone byly na dtuzszy okres, czyli zeby nie byly kazdorazowo zmie-
niane. Bardzo wazne jest rowniez to, aby kazdy punkt obstugi byl jednoznacznie
przyporzadkowany do danej bazy. Rejony baz powinny by¢ izolowane (rys. 4.15a).
Na ten problem zwracajg uwage B.L. Golden i in. (1997), wyodrebniajac punkty
obstugi, ktére nazywajg spornymi lub granicznymi (rys. 4.15b).

Wyodrebnienie punktéw spornych nastepuje na podstawie kryterium odlegto-
$ci danego punktu miedzy bazg lezaca najblizej oraz druga w kolejnosci najblizsza
baza. Punkty, ktdre nie sg sporne, sg bezposrednio przyporzadkowane do najbliz-
szej bazy. Natomiast przydzial pozostalych punktéw obstugi moze sie¢ odbywac
posrednio przez odrebne zastosowanie specjalnie w tym celu skonstruowanych
metod optymalizacyjnych. W ten sposdb tworzone sg izolowane rejony dziatan dla
baz, dla ktérych oddzielnie rozwigzywane jest zagadnienie ustalania tras pojazdow
z jedng baza.
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Rys. 4.15a. |Izolowane rejony dziatania poszczegoélnych baz
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 4.15b. Rejony dziatania poszczegdlnych baz ze spornymi punktami obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Wskazanie rejonu obstugi klientéw przez pojazd z danej bazy warunkuje uzy-
skanie konkretnej trasy przez ten pojazd (rys. 4.16). Nalezy przy tym pamietac,

ze omawiane problemy optymalizacyjne sa dla rozwigzujacego zadanie ukladania
tras dla pojazdéw z wieloma bazami tak samo istotne.
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Baza 2

Bazal

Baza 3

Rys. 4.16. Przyktadowe rozwiazanie problemu wielu komiwojazeréw z wieloma bazami

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla problemu wielu komiwojazeréw z wieloma bazami zaproponowanych zo-
stalo kilka sformulowan modelu w jezyku programowania matematycznego. Gdy
przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

M
N —
K
4;

yi’y]‘ -

liczba baz;

liczba obstugiwanych punktéw znajdujacych si¢ w rejonie obstugi wszyst-
kich baz;

catkowita liczba pojazdéw bedaca w dyspozycji wszystkich baz;

popyt (podaz) i-tego punktu obstugi;

tadownos¢ k-tego pojazdu;

catkowity koszt pracy (czas) k-tego pojazdu;

koszt (lub czas) transportu pomiedzy punktami i oraz j, a takze pomiedzy
i-tym punktem obstugi a m-ta baza;

zmienna decyzyjna przyjmujaca warto$¢ 1, jezeli pojazd k ma w swojej
trasie polaczenie pomiedzy punktami i oraz j, lub 0, gdy takiego polacze-
nia nie ma, przy czym i # j;

zmienne przyjmujace wartosci liczb rzeczywistych, przy czym i # j;

model programowania matematycznego bedacy rozwinieciem modelu dla zagad-
nienia ukfadania tras pojazdow z jedng bazg bedzie si¢ przedstawial nastepujaco
(Montoya-Torres i in., 2015):

. N+M N+M K
min. F(x) =Z, , Zk:lcifx:; (4.156)

i=1 j=1

N+M

ZK k_q .
X =l dlaj=1,..,N (4.157)

i=1
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N+M
2 S b=l dlai=1,..N (4.158)

i=1

N+M N+M
2o %h=2, %;=0 dla h=1,.,N+Morazk=1,..,K  (4159)

N+M N
D2 S dla k=1,...K (4.160)
N+M N k<1 dl k—
D iy ST dla k=1, K (4.161)
N+M N+M
2o 2 % SQ dlak=1,...K (4.162)
Do i 2o ST dla k=1,...,K;v,=0 (4.163)

yi=y;+(N+M)x; <N+M-1 dla i,j=1,..,Nii#jorazk=1,...,K  (4164)

0
xj;:{l dla i,j=0,1,...,norazk=1,...,K (4.165)

W powyzszym modelu programowania liniowego funkcja celu wyrazona wzo-
rem (4.156) przedstawia minimalizacje catkowitego kosztu (lub czasu) zwigzanego
z obstugg wszystkich punktéw przez wszystkie bazy. Ograniczenia wyrazone wzo-
rami (4.157)-(4.159) zapewniaja, ze kazdy punkt obstugi odwiedzany jest tylko
jeden raz (pojazd do klienta przyjedzie i go opusci) i tylko przez jeden pojazd.
Zespol nierownosci (4.160) i (4.161) ma zapewnid, ze kazdy pojazd rozpoczyna
i konczy kurs w bazie. Natomiast ograniczenia wyrazone nieréwno$ciami (4.162)
oraz (4.163) warunkujg zasoby, jakimi dysponuja bazy, odnosnie fadownosci
pojazdéw oraz ewentualne ograniczenia nakladane na trasy poszczegdlnych po-
jazdow (np. ograniczenia dotyczace maksymalnej dlugosci tras). Wreszcie ostatnia
grupa ograniczen (4.164) zabezpiecza przed powstaniem takich tras poszczegol-
nych pojazdow, ktore sg cyklami skroconymi.

Uzupelnieniem tego modelu moze by¢ dodatkowe zalozenie dotyczace maksy-
malnej wydajnosci kazdej z baz obstugujacych zadany zbiér klientéw. Gdy wpro-
wadzimy oznaczenia:

z, - zmienna decyzyjna przyjmujgca warto$¢ 1, jezeli punkt obstugij jest przypo-
rzadkowany do i-tej bazy, lub 0, gdy nie jest do niej przyporzadkowany;
V. - maksymalna wydajno$¢ (podaz lub popyt) i-tej bazy;

model (4.156)-(4.165) moze zosta¢ uzupelniony o ograniczenie (Surekha i Suma-
thi, 2011):

N
4% <Vi dla i=N+1,.,N+M (4.166)
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Inne postaci sfomulowania problemu wielu komiwojazeréw z wieloma baza-
mi mozna znalez¢ w pracy C. Contarda i R. Martinellego (2014). Przedstawione
tam zostaly dwa rézne warianty tego zagadnienia oparte na teorii graféw, nazywa-
ne odpowiednio modelem przeplywu pojazdéw oraz modelem podziatu zbioru
(Vehicle-flow Formulation i Set-partitioning Formulation). Przyjmujac nastepujace

zalozenia:

E - zbidr wszystkich krawedzi grafu G(V, E, t);

V, - zbior baz obstugujacych klientow V, = V;

V.~ zbior klientow V. V;

t, - nieujemna waga krawedzi e grafu G oznaczajgca czas przejazdu pojazdu
pomiedzy klientami lub pomiedzy klientami a baza;

y; - ezmienna przyjmujaca warto$c¢ 1, jezeli j-ty punkt obstugi nalezy do trasy
pojazdu wyruszajacego z i-tej bazy;

x, - zmienna przyjmujgca wartos¢ 1, jezeli krawedz e grafu G nalezy do trasy
pojazdu obstugujacego co najmniej dwdch klientdws;

. — liczba pojazdéw bedacych w dyspozycji i-tej bazy;

r(S) - minimalna liczba pojazdéw potrzebna do obstuzenia zbioru klientéw S,
gdzie S  V, wynikajaca z ograniczenia dotyczacego ich tadownosci (iloraz
facznego zapotrzebowania zbioru klientéw S oraz fadownosci pojazdu);

p(S) - minimalna liczba pojazdéw potrzebna do obstuzenia zbioru klientéw S,
gdzie S ¢ V, wynikajaca z ograniczenia dotyczacego czasu pracy pojazdu;

d(U) - zredukowany zbidr wierzchotkéw grafu G, gdzie U < V, ktdry jest rowny
podzbiorowi krawedzi z dokladnie jednym koncem trasy pojazdu;

x(F) - suma zmiennych decyzyjnych x, dotyczacych krawedzi e grafu G naleza-
cych do podzbioru F, gdzie F C E;

y(F) - suma zmiennych decyzyjnych y, nalezagcych do podzbioru F, gdzie

Fco(V);

pierwszy z modeli ma nastepujacg posta¢ (Contardo i Martinelli, 2014):

min. ZeeE texe + zzievd,jevc t’Jy’f (4167)
x(B{jH+2y(GLHN(V))=2 jeV (4.168)
x(8{i}) +2y(8ih) <2m, jeV, (4.169)

(3D +2y((BIS}N3(V,)) > 2max. {r(S),p(S)} ScV  (4.170)

x(&{SH) 2 2[x(8({h) N {V, D+ x@UIN NHV,\V DISc Vije SV cV, (4.171)

x,€{0,1} eed(V) (4.172)
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y,€{0,1} e€E (4.173)

W powyzszym modelu funkcja celu minimalizuje catkowity czas podrozy po-
jazdow obstugujacych klientéw bedacych w zasiegu wszystkich baz. Ograniczenia
(4.168) dotycza stopnia wierzchotka grafu G, co oznacza, ze kazdy punkt obstu-
gi moze zosta¢ odwiedzony tylko jeden raz. Ograniczenia (4.169) odnosza si¢ do
rozmiaréw floty pojazdéw pozostajacej w dyspozycji kazdej z baz. Ograniczenia
(4.170) reprezentujg warunki wynikajace z fadownosci pojazdéw oraz dopuszczal-
nej dlugosci trasy pojazdéw. Natomiast ograniczenia (4.171) zapewniaja, Ze tra-
sa kazdego pojazdu rozpoczyna i konczy sie w tej samej bazie. Wreszcie warunki
brzegowe (4.172) i (4.173) okreslaja binarnos¢ zmiennych decyzyjnych modelu.

Do sformulowania drugiego modelu dla problemu wielu komiwojazeréw z wie-
loma bazami - modelu podziatu zbioréw - przyjeto nastepujace zalozenia:

Vi - zmienna przyjmujaca wartos¢ 1, jezeli j-ty punkt obstugi nalezy jako
jedyny do trasy pojazdu wyruszajacego z i-tej bazy (czas trasy pojazdu
wynosi 2t,);

Q - zbioér wszystkich tras pojazdéw, w ktérych odwiedzane sg co najmniej

dwa punkty obstugi, a takze nie sg przekroczone ograniczenia dotycza-
ce fadownodci oraz czasu pracy pojazdow;

Q - podzbidr tych tras pojazdéw, gdzie Q. < Q, ktérych poczatek i koniec
stanowi i-ta baza;

0, - zmienna decyzyjna przyjmujaca warto$¢ 1, jesli trasa [ jest rozpatry-
wana w rozwigzaniu, oraz 0, gdy nie jest rozpatrywana (koszt tej trasy
tot);

I
aj - liczba oznaczajaca, ile razy j-ty punkt obstugi znajduje si¢ w trasie / (dla

kazdegoj e V);
y(D: C) - suma zmiennych decyzyjnych y,, gdzie i € D oraz j € C dla kazdego
podzbioru D ¢ V, orazCc V.

Model podzialu zbioréw dla zagadnienia ukladania tras pojazdéw z wieloma
bazami sformutowany jest w nastepujacy sposob (Contardo i Martinelli, 2014):

min. Zlthlel +22igvd,jev ti Yy (4.174)
D a® BtV =1 jev, (4.175)
2o Ot ydikvysm iev, (4.176)

y; €{0,1} jed(V) (4.177)

0,€{0,1} TeQ (4.178)
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Podobnie jak w poprzednim modelu (4.167)-(4.173), funkcja celu reprezentuje
minimalizacj¢ catkowitego czasu podrézy pojazdéw obstugujacych klientéw beda-
cych w zasiegu wszystkich baz. Zespdt ograniczen (4.175) zapewnia, ze kazdy punkt
obstugi odwiedzany jest tylko jeden raz. Tak jak zespdl ograniczen (4.169), tak
i ograniczenia (4.176) dotycza rozmiaréw floty pojazdéw pozostajacej w dyspozycji
kazdej z baz. Warunki brzegowe (4.177) i (4.178) okreslajg binarno$¢ zmiennych de-
cyzyjnych modelu. Nalezy tutaj zauwazy¢, ze w modelu nie ma ograniczen dotycza-
cych fadownosci oraz dopuszczalnych dlugosci tras pojazdéw, poniewaz warunki te
s3 zachowane w definicji (zalozeniu) podzbioru tras Q2. To samo dotyczy warunku
rozpoczynania i koniczenia trasy przez pojazd w tej samej bazie.

Przedstawione powyzej modele ukladania tras pojazdéw z wieloma bazami
odnosity sie do sytuacji, w ktérej pojazd wyruszal z bazy w celu obstugi zadanego
zbioru klientéw w trasie, a nastgpnie powracal do tej samej bazy. Jednakze mozna
spotkac sie tez z sytuacja, w ktérej warunek powrotu do tej samej bazy nie musi by¢
spelniony. Oznacza to, ze pojazd moze zakonczy¢ tras¢ w dowolnej bazie (rys. 4.17).

Rys. 4.17. Przyktadowe rozwiazanie problemu wielu komiwojazeréw z wieloma bazami,
w ktérym pojazd nie musi wracac¢ do bazy, z ktérej wyruszyt
Zrédto: opracowanie wtasne.

Tak sformulowany problemu wielu komiwojazeréw z wieloma bazami jest po-
dobny do przedstawionego wczesniej zagadnienia ukladania tras pojazdéw z uzu-
pelnieniami tadunku. Jednakze w tamtym wariancie pojazdy wyruszajace z bazy
mogly odwiedzi¢ punkty uzupetnienia tadunku w dowolnym momencie, a takze
powracaly zawsze do tej samej bazy. W tym wypadku rézne bazy moga stano-
wi¢ punkty poczatkowe i konicowe dla tras pojazdow. Nalezy takze zauwazy¢, ze
ten problem moze stanowi¢ szczegdlny przypadek problemu wielu komiwojaze-
réw z uzupelnieniami fadunku - np. gdy pojazd (pusty) odwiedza baze w celu
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uzupelnienia fadunku i ponownego wyruszenia w tras¢. Jednakze mozna taki
przypadek traktowac réwniez jako rozpoczecie nowej trasy.

Problem wielu komiwojazeréw z wieloma bazami, z ktérych jedna nie musi
by¢ poczatkiem i konicem tej samej trasy, zostat tez sformutowany w jezyku pro-
gramowania matematycznego (Crevier i in., 2007). W opisanym przez autoréw
modelu trasa h pojazdu reprezentowana jest przez zbidr punktow obstugi, ktore
ona zawiera. Stad tez zdefiniowane zostaly dwie wielkosci: e, oraz f,. Pierw-
sza moze przyjmowac warto$ci binarne: 1, jezeli i-ty punkt obslugi nalezy do
trasy h, oraz 0, gdy do niego nie nalezy. Natomiast drugi z parametréw moze
przyjmowac trzy wartodci: 0, 1 lub 2. Parametr f, bedzie miat warto$c¢ 2, jezeli
trasa h rozpoczyna si¢ i konczy w tej samej bazie. Wartos¢ 1 oznaczaé bedzie
przypadek, w ktérym trasa h rozpoczyna si¢ w jednej, a konczy w innej bazie,
natomiast 0, gdy np. baza stanowi punkt posredni trasy w celu uzupetnienia
tadunku.

Podstawa sformulowania tego modelu takze moze by¢ graf G(V, A, ), przyjeto
zatem nastepujace zalozenia:

- zbior wszystkich krawedzi grafu G(V, E);

- zbior r baz obstugujacych klientow V, — V;

— zbidr n klientow VcV

- popyt (podaz) i-tego punktu obstugi;

— czas potrzebny na obsluge i-tego punktu obstugi;

— koszt transportu pomiedzy punktami i oraz j, a takze pomiedzy i-tym
punktem obslugi a j-tg baza;

- liczba pojazdéw;

- fadowno$¢ pojazdu;

- calkowity czas pracy pojazdu;

- zbidr wszystkich h tras spetniajacych ograniczenia zwigzane z fadow-
noscia pojazdu oraz rozpoczynajacych sie i konczacych w tej samej lub
innej bazie;

LR < <>

HOO 3

x; - zmienna decyzyjna przyjmujaca warto$¢ 1, jezeli trasa h zostala przypo-
rzagdkowana do pojazdu k, oraz 0, gdy nie zostala przyporzadkowana;

yF - zmienna przyjmujaca wartos¢ 1, jezeli zbior tras przyporzgdkowanych do
pojazdu k rozpoczyna si¢ w bazie [, oraz 0, gdy si¢ w niej nie rozpoczyna
(pojazd uzupelnia fadunek i kontynuuje trase);

zf - zmienna calkowitoliczbowa oznaczajaca, ile razy k-ty pojazd przybywa
i opuszcza baze [;

m, - czas trwania podrozy dla trasy h;

W, - czas pracy pojazdu na trasie & uwzgledniajacy dodatkowo czas obstugi
punktéw nalezacych do tej trasy;

I - zbidr tras, w ktérym trasa rozpoczyna si¢ i konczy w innych bazach, przy
czymIc T;
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A(S) - zbior tras, w ktérym trasa rozpoczyna sie i konczy w bazach nalezacych do
zbioru §, przy czym S V. oraz AS)cT;

W(S) - zbidr tras, w ktorym jedna baza (poczatkowa lub koncowa) nalezy do
zbioru S, a druga do niego nie nalezy, przy czym S ¢ V, oraz ¥(S) c T.

Dla tak przedstawionych zalozen posta¢ modelu problemu wielu komiwojaze-
réw z wieloma bazami, w ktérym trasy moga si¢ rozpoczynac i konczy¢ w réznych
bazach, jest nastepujaca:

min. F(x) = Zk IZ\T\ T, (4.179)

Zk 12‘;‘1 zhxh =1 dlai=1,. (4.180)
LSl dla k=1, m (4.181)

Zhejfhlxﬁ ~22f=0 dla k=1, ..., morazl=1,...,r (4.182)
Z‘,iluhx,’iSD dla k=1,...,m (4.183)

k k
ZheA(S)xﬁ S|A(S)|(Zhew(s)xh +Z,€5)’1 ) dla k=1,...,morazVSCV, (4.184)

xﬁ €{0,1} Vh oraz Vk (4.185)
vy €{0,1} Wk oraz VI (4.186)
z; €C Vkoraz Vi (4.187)

Zadaniem funkgji celu (4.179) jest minimalizacja calkowitego czasu jazdy wszyst-
kich uzytych pojazdéw dostepnych we wszystkich bazach. Ograniczenie (4.180) sta-
nowi gwarangcje, ze kazdy punkt obstugi zostanie odwiedzony tylko jeden raz. Nie-
réwnosci (4.181) zapewniajg, ze kazdy pojazd zostanie uzyty najwyzej jeden raz.
Warunek wyrazony zespolem nieréwnosci (4.182) zapewnia, ze jezeli pojazd przy-
bedzie do bazy w celu uzupelnienia tadunku, to ja nastepnie opusci. Warunki wyra-
zone nieréwnosciami (4.183) stanowig zalozenie, ze czas pracy kazdego pojazdu nie
moze przekroczy¢ ustanowionej wielkosci D. Natomiast nieréwnosci (4.184) decy-
duja o eliminacji z dopuszczalnego rozwigzania tras zawierajacych skrocone cykle.

Na koniec rozwazan dotyczacych zagadnienia uktadania tras pojazdow z wie-
loma bazami warto jeszcze wspomnie¢ o polskim wkladzie w rozwoj wiedzy na
ten temat, a w szczeg6lnoéci o modelu zaprezentowanym przez A. Calczynskie-
go. Co prawda charakteryzuje on tylko zasieg dzialania kazdej z baz, jednakze
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uwzglednia dodatkowo sytuacje, w ktorej rownie wazna jest optymalizacja kosz-
tow ponoszonych z tytutu produkcji (jezeli bazami sg zaklady produkeyjne) badz
magazynowania (jezeli bazami s3 magazyny). Takie ujecie jest uzasadnione, po-
niewaz gdy przedsigbiorstwo generuje wysokie jednostkowe koszty produkc;ji (lub
magazynowania), spadek kosztow zwiazanych z racjonalizacjg systemu transpor-
towego moze czasami prowadzi¢ do niczym nieuzasadnionego wzrostu calkowi-
tych kosztow produkeji (magazynowania). Ponadto uwzgledniona zostala w tym
modelu wieloasortymentowo$¢ oferty”.
Do sformulowania owego modelu przyjete zostaly nastepujace zatozenia:

m - liczba baz, ktérymi dysponuje przedsigbiorstwo;

n - liczba punktéw obstugi (odbioru towaru) zlokalizowanych w zasiggu dzia-
tania wszystkich baz;

r - liczebnos¢ asortymentu towaréw produkowanych lub magazynowanych
we wszystkich bazach;

s - liczba srodkéw transportu bedacych w dyspozycji przedsiebiorstwa;

a, - zdolnos¢ produkcyjna badZz magazynowa i-tej bazy, dlai=1, ..., m;

- wspolczynnik, ktory wyraza wielko$¢ zaangazowania zdolnosci produk-
cyjnej badz magazynowej i-tej bazy w celu wytworzenia lub magazynowa-

nia jednostki dobra z k-tego asortymentu, dlai=1,...,morazk=1, ..., 1;
b, - wielko$c¢ zapotrzebowania j-tego punktu obstugi (odbioru) na asortyment
onumerze k,dlaj=1,...,norazk=1,...,1;
x:]‘. - ilo$¢ dobra k-tego asortymentu transportowanego od i-tej bazy do j-tego

punktu odbioru,dlai=1,...,m,j=1,...,norazk=1,...,r;dlaj=0 x!;

oznacza wielko$¢ niewykorzystanych zdolnosci produkeyjnych badz ma-

gazynowych dobra k-tego asortymentu w i-tej bazie;

fi - jednostkowy koszt produkcji bgdZ magazynowania dobra k-tego asorty-
mentu w i-tej bazie,dlai=1,...,morazk=1, ..., 1;

¢; - koszt przejazdu samochodu I-tego typu od i-tej bazy do j-tego punktu ob-
stugi,dlal=1,...,s,i=1,...,morazj=0,1,...,n;

Y — liczba kurséw samochodéw I-tego typu przewozacych towar pomiedzy i-ta
bazg a j-tym punktem odbioru,dlal/=1,...,s,i=1,...,morazj=0,1,...,n;

q - maksymalna fadowno$¢ pojazdu I-tego typu;

y' - liczba kurséw, jakie nalezy wykona¢ samochodami I-tego typu.

Zaprezentowany model dla rejonizacji dzialania poszczegdlnych baz ma naste-
pujaca postaé (Calczynski, 1979; 1992):

min 2=3 S AT AT S s

4 Dla uktadania konkretnych tras poszczegélnych pojazdéw istnieje osobny model.
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ZL:IZ’;:Ouikxj; =a dlai=1,..,m (4.189)

DX =by dlaj=0,1,....,morazk=1,...r (4.190)
kNS 1l . .

i Xi S 2,9Y dlai=1,...,mj=0,1,...,n (4.191)

b0 dlai=1,...,mj=0,1,...,mk=1,..r (4.192)

Y i SY dla =1, s (4.193)

yfj >0 oraz yfj eC (4.194)

W powyzszym modelu funkeja celu (4.188) przedstawia sume kosztow trans-
portu oraz produkgji (badz magazynowania). Ograniczenia (4.189) i (4.190) okres-
laja odpowiednio podaz baz oraz popyt punktéw obstugi na konkretny asortyment
dobra. Pozostale ograniczenia wyznaczaja mozliwosci transportowe, jakimi dys-
ponuja bazy (np. tadownos¢ pojazdu).

Rozwigzanie zadania uzyskane na podstawie przedstawionego powyzej modelu
da odpowiedz na pytanie, ktére punkty obstugi beda przyporzadkowane do kon-
kretnej bazy. Za sprawa rozwigzania zadania opartego na przedstawionym modelu
rejonizacji baz przedsiebiorstwa mozemy okresli¢ dla kazdej z nich réwniez inne
parametry, do ktérych naleza: liczba rozwozonych asortymentdw, podaz kazdego
asortymentu w bazie, faczny popyt na dany asortyment punktéw obstugi przypo-
rzagdkowanych do bazy, popyt obstugiwanego punktu na dany asortyment, typy
pojazdéw niezbednych dla danej bazy oraz tadowno$¢ kazdego z nich.






Rozdziat 5

Metody doktadne uktadania
tras pojazdow

Wsrod metod dokladnych zaproponowanych dla rozwigzania problemu jed-
nego oraz wielu komiwojazeréw znakomita wigkszos¢ stanowia algorytmy, kto-
rych konstrukcja opiera si¢ na metodzie podziatu i ograniczen. Metody podzialu
i ograniczen stanowig powszechnie stosowane sposoby rozwiazywania zadan pro-
gramowania calkowitoliczbowego, do ktérych nalezg takze zagadnienia ukladania
tras pojazdow.

5.1. Podstawowe zatozenia metody podziatu
i ograniczen

Ogolna idea metody podzialu i ograniczen opiera si¢ na zalozeniu, ze dany problem
optymalizacyjny mozna przedstawi¢ w postaci skonczonego zbioru (listy) pod-
probleméw. Konstrukcja podprobleméw bazuje na podziale przestrzeni rozwigzan
problemu wyjsciowego. Podproblemy optymalizacyjne moga zawiera¢ zbior roz-
wiazan dopuszczalnych, niedopuszczalnych, ale takze moga w ogdle nie posiadac
rozwigzania i wtedy sg usuwane z listy. Rozpatrywane w toku postepowania algo-
rytmu s3 tylko problemy optymalizacyjne, ktérych rozwiazanie jest dopuszczalne
lub niedopuszczalne.

Istota metody podziatu i ograniczen jest sposéb tworzenia listy probleméow
optymalizacyjnych oraz sposdb - a raczej kolejno$¢ — rozpatrywania (rozwiazy-
wania) problemoéw optymalizacyjnych, ktdre nie sg usuwane z listy. W tym celu dla
problemoéw optymalizacyjnych z minimalizacja funkeji celu obliczane s tzw. dolne
granice (dolne oszacowania) kazdego z podprobleméw. Oznaczajg one oszacowa-
nia z dotu wartosci funkcji celu, czyli rozwigzanie dopuszczalne danego podpro-
blemu bedzie mialo wartos¢ funkgji celu nie mniejsza niz ustalona dolna granica.
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Podzial problemu wyjsciowego na kolejne podproblemy nastepuje do momentu,
kiedy zostanie uzyskane rozwigzanie dopuszczalne problemu gtéwnego, ktérego
wartos¢ funkgji celu (w wypadku minimalizacji) jest nie wieksza niz najnizsza dol-
na granica niepodzielonych dotychczas dalej podprobleméw optymalizacyjnych.

Graficzng prezentacja metody podzialu i ograniczen jest drzewo, w ktérym
kazdy wierzchotek stanowi problem optymalizacyjny (rys. 5.1). Wierzchotek po-
czatkowy drzewa (korzen drzewa) reprezentuje gtéwny problem optymalizacyjny,
ktéry ma zosta¢ rozwigzany przez decydenta. Pozostale wezty drzewa dzielg sie na
dwa rodzaje. Pierwszy to wezly posrednie przedstawiajace podproblemy optyma-
lizacyjne (zawierajace rozwigzania niedopuszczalne) poddawane dalszym podzia-
fom. Natomiast drugi rodzaj to wezly nazywane lis¢mi drzewa, przedstawiajace
podproblemy optymalizacyjne, ktérych rozwigzania maja charakter dopuszczalny
i te nie podlegaja dalszym podziatom.

Rys. 5.1. Drzewo metody podziatu i ograniczen
Zrédto: opracowanie wtasne.

Przykladem realizacji strategii poszukiwania rozwigzania optymalnego me-
toda podzialu i ograniczen dla problemu zaréwno jednego, jak i wielu komi-
wojazerdw moze by¢ algorytm, w ktérym podzial na poszczegélne podpro-
blemy odbywa si¢ w mysl zasady: polaczenie (i, j) nalezy do trasy pojazdu lub
polaczenie (i, j) nie nalezy do trasy pojazdu (rys. 5.2). Galaz drzewa tworzona
bedzie do momentu, az bedzie reprezentowac tras¢ dopuszczalng (w wypadku
problemu wielu komiwojazeréw - trasy dopuszczalne), czyli wszystkie punkty
trasy zostang uwzglednione. Nie wszystkie galezie drzewa muszg by¢ rozwijane
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(zakonczone lié¢mi) az do uzyskania rozwigzania dopuszczalnego, poniewaz
w trakcie ich budowy moze si¢ okaza¢, ze beda one reprezentowac rozwigzania
gorsze od dotychczas znalezionych. Ta wlasnie cecha stanowi zalete metod
podziatu i ograniczen, pozwala bowiem na eliminacje z dalszych rozwazan grup
(gatezi) potencjalnych rozwigzan, ktore nie rokuja optymistycznie. Ale tez na-
lezy pamigta¢, ze w najgorszym razie rozwiniete do lisci moga zosta¢ wszystkie
mozliwe galezie drzewa, co bedzie oznaczalo wygenerowanie wszystkich moz-
liwych rozwigzan. W takiej sytuacji efektywnos¢ metody podzialu i ograniczen
bedzie taka sama jak metody polegajacej na sukcesywnym przegladaniu i ocenie
wszelkich mozliwych kombinaciji tras.

Ocena jakosci potencjalnych rozwiazan w trakcie konstrukeji drzewa metody
podziatu i ograniczen odbywa si¢ przez obliczanie dla kazdego wezta drzewa dol-
nej granicy, czyli minimalnej dlugosci, jaka osiagnie trasa nalezaca do grupy tras
reprezentowanej przez dang galaz drzewa.

(i J) ~(i.j)

(1,7) G, k) (i, 1) 1~ k) ~(i,J) 1 G, k) ~(6J) 1~(.k)

Rys. 5.2. Drzewo metody podziatu i ograniczen dla problemu uktadania tras pojazdéw
Zrédto: opracowanie wtasne.

Jednym z najprostszych sposobéw wyznaczania dolnego oszacowania wezta
drzewa dla problemu ukladania tras pojazdow jest skorzystanie z wlasciwosci do-
tyczacej podstawowych zatozen problemu. Mowi ona, ze kazdy pojazd moze od-
wiedzi¢ dany punkt obstugi (wezel trasy) jeden i tylko jeden raz oraz wszystkie
punkty (wezty) muszg by¢ odwiedzone. Oznacza to, ze pojazd moze do tego punk-
tu wjechac jeden raz i jeden raz go opusci¢. W wypadku reprezentacji problemu
ukladania tras pojazdéw w postaci grafu dla konkretnej trasy kazdy jego wezel
bedzie potaczeniem dwdch sgsiednich krawedzi.

Suma dlugosci dwdch dowolnych krawedzi wychodzacych z tego samego wezla
(sasiednich) jest zawsze wigksza lub réwna sumie dwdch sgsiednich krawedzi da-
nego wezla o najmniejszych dlugosciach. Tym samym mozna stwierdzi¢, ze biorac
pod uwage wszystkie wezlty grafu, dlugo$¢ kazdej trasy C bedzie nie mniejsza niz
polowa catkowitej sumy par sgsiednich krawedzi o najmniejszych dtugoéciach dla
wszystkich weztéw:
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Czéz;(c;Jcm() (5.1)

gdzie:
N — liczba wszystkich obstugiwanych punktéw (weztéw);
CZ- , cZ{ - najmniejsze dlugosci dwdch sgsiednich krawedzi i-tego wezla.
Majac tak sformulowang regule podzialu wezlow drzewa (zbidr tras zawiera lub
nie polgczenie pomigdzy i-tym a j-tym punktem obstugi) oraz dla kazdego z nich
sposob oszacowania dolnej granicy diugosci trasy, mozna wyznaczy¢ rozwigzanie
optymalne problemu ukladania tras pojazdow.

Przyklad

Na rysunku 5.3 przedstawiono nieskierowany graf dla problemu jednego komiwo-
jazera z czterema punktami obstugi.
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Rys. 5.3. Graf nieskierowany problemu komiwojazera dla czterech odbiorcow
Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla problemu wyjsciowego, jakim w tym wypadku jest zbidr wszystkich mozli-
wych polaczen pomiedzy punktami obstugi oraz baza (D), w pierwszej kolejnosci
dla kazdego wierzcholka grafu nalezy wyznaczy¢ pary krawedzi o najkrétszych
diugosciach:

D: (D, O3); (D, O1) 2+5=7
O1: (01, 03); (01, D) 3+5=8
02: (02, 03); (02, O4) 3+4=7
03: (03, D); (03, 01) 2+3=5

0O4: (04, 03); (04, 02) 4+4=8
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P
LB(P)=17,5
P1: (D, O1) P2: ~(D, O1)
LB(P1)=17,5 LB(P) = 18,5

P3: (D, 02) P8: ~(D, 02)
~(D, 03), ~(D, 04), P4: ~(D, 02) P7: (D, 02) (D, 03), (D, 04)

~(01, 02) LB(P4) =175 LB(P7) =20 ~(03, 04)

LB(P3) =20 LB(P8) =20

P5: (D, 03), P6: ~(D, 03),
~(D, 04) ~(01,03) (D, 04), ~(01,04)
LB(P5)=19,5 LB(P6) =21
po: (01, 02), P10: ~(01, 02),
~(01, 04) ~(02,03)
(02, 04) (03, 04) ~(01, 04), ~(03,04)
LB(P9) = 22 LB(P10) = 22
(" )
TRASA: TRASA:
(D, 01) (01, 02) (D, 01) (01, 04)
(02, 04) (04, 02)

04, 03) (03, D 02, 03) (03, D

L ( ) ( ) ) ( ) ( )

Rys. 5.4. Fragment drzewa metody podziatu i ograniczen dla czterech odbiorcéw
Zrédto: opracowanie wtasne.

Dolna granica dla pierwszego wezta drzewa metody podziatu i ograniczen (P)
zostaje obliczona w nastepujacy sposob:

LB(P)=0,5(7+8+7+5+8)=17,5

Na rysunku 5.4 przedstawiono fragment drzewa zastosowanej metody podziatu
i ograniczen, w ktdrej do kolejnych podziatéw problemu na podproblemy wybie-
rano krawedzie taczace wierzcholki o kolejnych numerach.

Do dalszych podzialéw wybierane s3 podproblemy reprezentowane przez
wezly drzewa o najnizszych dolnych oszacowaniach. Nalezy zauwazy¢, ze gdy
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dokonujemy podziatu kolejnych weztéw drzewa, przez dodawanie lub usuwanie
kolejnych potaczen (krawedzi grafu), moze to niekiedy prowadzi¢ do pewnych
naturalnych konsekwencji, ktére sa wynikiem podstawowych zalozen dotycza-
cych problemu ukfadania tras pojazdéw. Przyktadowo wezet P1 podzielony zostal
na dwa podzbiory tras, z ktérych jeden (P3) zawiera polagczenie (D, O2), nato-
miast drugi (P4) reprezentuje zbior wszystkich tras niezawierajacy tego polacze-
nia. Oznacza to, ze w wezle P3 jest zbior wszystkich tras zawierajacych polaczenia
(D, 0O1) i (D, O2). Jednoczesnie trasy te nie mogg zawiera¢ polaczen (D, O3)
i (D, O4), poniewaz z wierzchotka D grafu moga wychodzi¢ tylko dwie krawedzie.
Zbidr tras reprezentowany przez wezel P3 drzewa nie moze zawiera¢ takze pola-
czenia (O1, 02), gdyz jego wystapienie prowadziloby do uzyskania trasy czescio-
wej stanowigcej cykl zamkniety, niebedacy cyklem Hamiltona. Sytuacja przedsta-
wiona powyzej zobrazowana zostala grafem na rysunku 5.5.

D

Rys. 5.5. Graf przedstawiajacy zbiér mozliwych tras dla wezta P3
Zrédto: opracowanie wtasne.

W wezlach P9 i P10 uzyskane zostaly dopuszczalne trasy pojazdéw, ktérych
dlugosci wynosily 22 kazda. W zwigzku z tym, ze w wezlach: P3, P6, P7 oraz P8
dolne oszacowania wynosily mniej niz 22, nie mozna uzna¢, ze uzyskane dotych-
czas rozwigzania dopuszczalne problemu komiwojazera stanowia juz rozwiazania
optymalne. Nalezy wiec dokona¢ podziatu wezta P3 na kolejne dwa podproblemy
(odpowiednio: zawierajacy oraz niezwierajacy polaczenie pomigdzy odbiorca O1
a odbiorcg 03) i obliczy¢ ich dolne oszacowania. Dalszemu podzialowi nie beda
podlega¢ wezly drzewa, dla ktorych obliczone oszacowanie wartosci funkeji celu
(dlugosci calej trasy) bedzie wigksze niz dotychczas znaleziona najlepsza trasa do-
puszczalna lub beda one reprezentowac tras¢ niedopuszczalng. Natomiast gdy nie
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bedziemy juz mieli do dalszego podzialu Zadnego wezla drzewa reprezentujacego
cze$ciowy trase, wtedy postepowanie mozna uzna¢ za zakonczone, a rozwigza-
niem optymalnym bedzie najlepsza dotad znaleziona dopuszczalna trasa.

5.2. Metody doktadne a zagadnienie przydziatu

Zaprezentowana powyzej metoda podzialu i ograniczen ilustruje sposdb poszu-
kiwania rozwigzania optymalnego przez rozwigzywanie pewnego uproszczone-
go problemu decyzyjnego i obliczanie jego dolnego oszacowania. Innymi stowy;,
przyjmuje si¢ zalozenie, ze jezeli znalezione zostanie rozwigzanie optymalne pew-
nego uproszczonego problemu decyzyjnego, a jednoczesnie bedzie ono spetniato
wszystkie postawione warunki problemu wyjsciowego, to rozwigzanie to bedzie
takze optymalne dla problemu wyjsciowego.

W kontekscie sformutowania problemu ukfadania tras pojazdéw w jezyku pro-
gramowania liniowego mozna zauwazy¢, ze uproszczeniem (relaksacja) problemu
zaréwno jednego, jak i wielu komiwojazerdw jest usuniecie z modelu zbioru ogra-
niczen zapewniajacych, ze uzyskane trasy pojazdow sa cyklami Hamiltona. Rezul-
tatem tego zabiegu jest otrzymanie problemu przydziatu, gdzie odbiorcy (w tym
takze baza) sa punktami, ktore nalezy przyporzadkowa¢ do tego samego zbioru
odbiorcéw. Przyporzadkowanie j-tego punktu obstugi do punktu i moze by¢ in-
terpretowane jako umieszczenie w trasie pojazdu polaczenia pomiedzy punktami
i oraz j. Warto$¢ funkcji celu tak sformulowanego zagadnienia przydziatu stanowi
dolng granice problemu ukladania tras pojazdéw. Jezeli znalezione rozwigzanie
optymalne zagadnienia przydziatu spelnialoby jednocze$nie warunki cyklu Ha-
miltona, wtedy to rozwigzanie nalezaloby uznac takze za rozwigzanie optymalne
dla problemu ukladania tras pojazddéw.

W literaturze przedmiotu zaproponowano juz wiele algorytméw podzialu
i ograniczen opartych na przedstawionym powyzej uproszczeniu. Do najbardziej
znanych zaliczy¢ nalezy algorytm J.D.C. Little’a i in. (1963). Zanim okreslone zo-
stana zasady dotyczace podzialu weztéw drzewa na kolejne wezly oraz przystapi
sie do obliczania dolnego oszacowania, nalezy wprowadzi¢ pojecie standaryzacji
macierzy odleglosci C pomigdzy punktami obstugi (w tym takze baza). Macierz
standaryzowana C' jest macierzg, ktorej elementy obliczane sa wedle formuty:

clfj =c; —4q —bj (5.2)
gdzie:

a; =min,; {c,} dlai=0,1,...,N (5.3)
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bj =min., {cij —-a;} dlaj=0,1,..,N (5.4)

Dolnym oszacowaniem problemu wyjsciowego P, ktére reprezentuje wszystkie
mozliwe rozwigzania, jest granica w(P), ktérej wartos¢ jest rowna:

o(P) = Zioai +Zj]:0bj (5.5)

Omawiajgc regule podzialu wezléw drzewa, nalezy zauwazy¢, ze macierz C'
zawiera co najmniej N elementéw réownych 0. Dla kazdego potaczenia odpowia-
dajacego elementowi zerowemu macierzy C' nalezy wyznaczy¢ warto$¢ p,, réwna:

P =min. {ck} } +min.,, {ci; } (5.6)

Polaczenie (r, s), dla ktérego warto$¢ p, jest najwyzsza, stanowi odcinek, wedle ja-
kiego dokonywany jest podzial problemu na dwa kolejne podproblemy P1 oraz P2
- odpowiednio - zawierajace polaczenie (r, s) i niezawierajace takiego polaczenia.

Oszacowanie dolne podproblemu ®(P1) pierwszego z podprobleméw musi
zosta¢ ustalone po uprzednim dokonaniu standaryzacji macierzy C,, powstalej
w wyniku wykreslenia z macierzy C' r-tego wiersza i s-tej kolumny, a takze po
zablokowaniu potgczenia (s, 7). Jezeli przez @, oznaczymy sume wspélczynnikow
standaryzacyjnych macierzy C, wyznaczanych zgodnie z formutami (5.3)-(5.4), to
dolna granica dla podproblemu P1 bedzie wynosi¢:

o(P1) = o(P)+ w, (5.7)

Natomiast dolne oszacowanie m(P2) dla drugiego z podprobleméw obliczane
jest wedlug wzoru:

o(P2) = o(P)+p, (5.8)

Zgodnie z ogdlna zasada dotyczacg metod podziatu i ograniczen do dalszych po-
dzialow wybierany jest wezel drzewa reprezentujacy ten podzbidr rozwigzan P(i),
dla ktérego dolne oszacowanie w(Pi) jest najnizsze.

Innym przykladem zastosowania metody podzialu i ograniczen, w ktdrej wy-
korzystano relaksacje¢ z zagadnieniem przydzialu, jest algorytm zaproponowany
przez G. Carpaneto i P. Totha (1980). Wykorzystuje on zmodyfikowane zagadnienie
przydzialu, w ktérym liczba srodkow i liczba cel6w sg sobie réwne, a takze s3 row-
ne N + 1, czyli liczbie N punktéw, ktére ma odwiedzi¢ pojazd (wlaczajac w to baze).
W zadaniu przydziatu ustala si¢, ze wszystkie zmienne decyzyjne x, s rowne 0.
Jezeli uzyskane rozwiazanie zadania przydziatu zawiera takie przyporzadkowania
punktu i do punktu j, ze mozna zbudowac jedna trase pojazdu przechodzacg przez
wszystkie punkty oraz baze, to uzyskane rozwigzanie jest takze rozwigzaniem



Metody doktadne a zagadnienie przydziatu 149

dopuszczalnym dla problemu komiwojazera. W przeciwnym razie rozwigzanie
zadania przydzialu przedstawia niedopuszczalne rozwigzanie z punktu widzenia
problemu komiwojazera. W takim rozwigzaniu wystepuja przynajmniej dwa cykle
skrdécone, co stanowi podstawe do zastosowania okreslonej reguly podziatu wezla
drzewa na kolejne wezly.

Prezentujac algorytm podzialu i ograniczen z wykorzystaniem relaksacji zada-
niem przydziatu, nalezy przyja¢ nastepujace oznaczenia:

F* - dlugo$¢ najlepszej dotychczas znalezionej trasy komiwojazera;

F_ - warto$¢ funkgeji celu zmodyfikowanego zadania przydzialu zbudowanego
w k-tym wezle drzewa;

(k) — dolna granica w k-tym wezle drzewa;

A, - zbidr wlaczonych do trasy polaczen pomiedzy punktami (krawedzi grafu)
w zbiorze tras reprezentowanych przez k-ty wezet drzewa;

B, - zbidr wylaczonych z trasy polaczen pomiedzy punktami (krawedzi grafu)
w zbiorze tras reprezentowanych przez k-ty wezel drzewa.

Zbiory A, i B, stuzg do generowania w danym weZle drzewa przeszukiwania
nowych wezléw reprezentujacych podproblemy powstale z problemu wyjscio-
wego. W wypadku zbioru krawedzi A, zmienne decyzyjne zadania przydziatu x,
reprezentujace wlaczane krawedzie przyjmuja wartos¢ 1, natomiast w wypadku
zbioru B, zmienne x, reprezentujgce wylgczone krawedzie przyjmujg wartos¢ 0.
Schemat algorytmu podziatu i ograniczen zaproponowanego przez Carpaneto
i Totha, uzywajac pseudokodu, mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb (rys. 5.6):

krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: wybér wezta drzewa
krok 3: podzial wezta na podproblemy
repeat
repeat
krok 4: obliczenie dolnego oszacowania
until o (k{11) < F*
krok 5: rozwigzanie [-tego podproblemu
until Fy < F*
krok 6: sprawdzenie dopuszczalnosci rozwigzania
until lista zadan do podziatu jest pusta

Rys. 5.6. Schemat algorytmu podziatu i ograniczen Carpaneto i Totha
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym (inicjalizacji) algorytmu przedstawionego na rysunku
5.6 nalezy dokonac rozwigzania zmodyfikowanego zadania przydzialu, w ktérym
modyfikacja moze polega¢ na przyjeciu zalozenia, ze odlegto$¢ pomiedzy i-tym
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punktem obstugi a tym samym punktem wynosi oo, co powinno prowadzi¢ do
rozwigzania, ze zmienne decyzyjne x, = 0. Jezeli z uzyskanego rozwigzania mozna
zbudowac tras¢ komiwojazera, to postepowanie sie konczy, a uzyskane rozwigza-
nie zadania przydziatu jest rozwigzaniem optymalnym dla problemu komiwojaze-
ra. W przeciwnym razie rozwigzanie zadania przydzialu bedzie przedstawia¢ przy-
najmniej dwa podcykle (podtrasy), czyli niedopuszczalne rozwigzania zadania
komiwojazera, co oznacza, ze problem wyjsciowy trzeba umiesci¢ na liscie zadan
przeznaczonych do podzialu. Zadanie to bedzie stanowilo pierwszy wierzchotek
drzewa (tzw. korzen) metody podziatu i ograniczen.

Kolejne kroki algorytmu przeprowadza si¢ do momentu, az lista zadan przezna-
czonych do dalszego podziatu bedzie pusta. Krok drugi stanowi etap wyboru za-
dania do dalszego podziatu. Jezeli lista ta zawiera wiecej niz jedno zadanie, wybor
wierzchotka drzewa w celu utworzenia nowych wierzchotkéw odbywa sie zgodnie
z zasada najmniejszej wartosci dolnego oszacowania w(k) przyporzadkowanego
do k-tego wierzchotka drzewa.

Krok trzeci algorytmu przedstawia schemat podzialu zadania wyjSciowego
reprezentowanego przez k-ty wierzchotek drzewa na kolejne wierzchotki (wierz-
chotki potomne): k(1), k(2), ..., k(r). Wierzcholki te reprezentowa¢ beda podpro-
blemy okreslone zbiorami A, , oraz B, :

A - A, dla =1 (5.9)
kr) A, o{G,,j,):u=1..,I1-1}dla[=2,...,s ’

B, dla I=1
Bun = B, U{(i,j)tdla I=1,...,s (5.10)

Krok czwarty to okreslenie dolnego oszacowania dla k-tego wezta drzewa. Gra-
nica ta obliczana jest przez redukcje odpowiedniego wiersza i kolumny macierzy
kosztu zadania przydziatu. Jezeli m(k) > F*, to nalezy przej$¢ do nastepnego wierz-
chotka drzewa ze zbioru wygenerowanych podproblemdw, a nastepnie powtdrzy¢
procedure obliczenia jego dolnej granicy.

Jezeli obliczona w kroku czwartym dolna granica jest wigksza od F*, w kroku
piatym trzeba rozwigza¢ podproblem zwigzany z danym wierzchotkiem drze-
wa. Znalezienie rozwigzania nastgepuje przez rozwigzanie odpowiedniego za-
dania przydziatu (ograniczonego zbiorami A_oraz B,). Jezeli warto$¢ funkcji
uzyskanego rozwigzania jest wigksza od F*, nalezy przejs¢ ponownie do kroku
czwartego. W przeciwnym razie nalezy sprawdzi¢, czy uzyskane rozwigzanie
jest dopuszczalne z punktu widzenia problemu komiwojazera, co dokonuje sie
w kroku szdéstym algorytmu. Jezeli rozwigzanie dla rozpatrywanego aktualnie
k-tego wezta drzewa nie zawiera podcykli, to nalezy je przyjac jako dotychczas
najlepsze znalezione, a tym samym F* = F,. W przeciwnym razie rozpatrywany
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k-ty wierzcholek drzewa reprezentowa¢ bedzie zadanie, ktére zostanie umiesz-
czone na liScie zadan przeznaczonych do dalszego podziatu. Nalezy do tej listy
powréci¢, aby dokona¢ wyboru kolejnego zadania, z ktérego stworzone zostana
nowe podproblemy.

Zagadnienie przydzialu stanowi takze relaksacje dla zastosowanej przez
D.L. Millera i J.E. Peknyego (1991) metody podziatu i ograniczen. Tam jednak
rozwazano dualne zadanie przydziatu (5.11)-(5.12):

. N N
min F(DZP)=) "+ v, (5.11)

cij—ui—vij dla 4,j=0,1,...,Norazi#j (5.12)

Oznaczajac przez F*(ZP) optymalng wartos$¢ funkeji celu zadania przydziatu oraz
przez F*(DZP) optymalng wartos$¢ funkcji celu dualnego zadania przydziatu, na-
lezy zauwazy¢, ze F*(ZP) = F*(DZP). Ponadto jezeli w rozwigzaniu zadania przy-
dzialu znajduje si¢ polaczenie pomiedzy punktami i oraz j, to dolna granica dla
takiego zadania przydziatu wynosi F*(ZP) + (c; - u, - v).

Zaproponowany przez tych autoréw algorytm dla problemu komiwojazera, wy-
korzystujacy relaksacje za pomocg dualnego zadania przydzialu, zostal pokazany
na rysunku 5.7.

krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: rozwigzanie zadania TSP'
krok 3: sprawdzenie warunku stopu
until warunek stopu jest spetniony

Rys. 5.7. Schemat algorytmu podziatu i ograniczen D.L. Millera i J.F. Pekny’ego
Zrédto: opracowanie wtasne.

W pierwszym kroku algorytmu (inicjalizacji) autorzy wprowadzaja pewien pa-
rametr A, a nastepnie dokonuja modyfikacji wyjsciowego problemu komiwojazera
do problemu, w ktérym eliminowane sg wszystkie polaczenia o koszcie przekra-
czajacym ustalong warto$¢ A. Tym samym ze zmodyfikowanym problemem komi-
wojazera zwigzane s3 odpowiednio problemy zadania przydzialu oraz dualnego
zadania przydzialu, gdzie:

¢ dla ¢; < A
: (5.13)

G
oo dla ¢ >\
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Przyjmujac oznaczenia:

F* - dlugos¢ trasy rozwigzania optymalnego problemu komiwojazera;
F*(mod.) - dlugos¢ trasy rozwiazania optymalnego zmodyfikowanego pro-
blemu komiwojazera;

optymalna warto$¢ funkgji celu zadania przydziatu;

F*(ZP)

u (m"d'>v;(m°d') - rozwigzanie optymalne dualnego zadania przydzialu powigza-
nego ze zmodyfikowanym problemem komiwojai(era;)

*(mod.

j

*(mod. /. . 7
v mod: - warto$¢ maksymalna ze wszystkich elementéw v
autorzy udowadniajg, ze rozwigzanie optymalne dla zmodyfikowanego wzorem
(5.13) zadania komiwojazera jest takze rozwigzaniem optymalnym dla wyjsciowe-
go problemu komiwojazera, jezeli spelnione s3 dwie nieréwnosci: (5.14) i (5.15):

F'(mod.)—F (ZP) <A+1—u ™% —y'md) dla j=0,1,..,N (5.14)

A+1—y ™y ) >0 dla i=0,1,...,N (5.15)

W drugim kroku algorytmu rozwigzywany jest zmodyfikowany problem komi-
wojazera, w ktérym budowane sg zwigzane z nim problemy, odpowiednio: zadania
przydzialu i dualnego zadania przydzialu. W tym celu wykorzystywana jest meto-
da podziatu i ograniczen z zastosowaniem relaksacji skonstruowanym wczesniej
zagadnieniem przydziatlu. W kroku trzecim algorytmu nalezy sprawdzi¢ warunek
konca algorytmu. Jezeli nierdwnosci (5.14) i (5.15) sg spelnione, oznacza to, ze
uzyskane rozwigzanie optymalne zmodyfikowanego problemu komiwojazera jest
takze optymalnym rozwigzaniem wyj$ciowego problemu komiwojazera. Jezeli
te warunki nie sg spelnione, nalezy podwoi¢ warto$¢ parametru A, a nastepnie
przejs$¢ do kroku drugiego algorytmu.

Bardzo istotny jest tutaj parametr A. Wedlug autoréw zaproponowanego algo-
rytmu powinien by¢ on odpowiednio dobrany. Sugeruja oni, ze jezeli np. wartos¢
A jest rowna najwigkszemu kosztowi polaczenia pomiedzy punktami i oraz j w roz-
wigzaniu uzyskanym metodg heurystyczna, to nie ma zazwyczaj potrzeby wyko-
nywania drugiej iteracji algorytmu.

W kontekscie zagadnienia ukladania tras wielu pojazdéw takze zaproponowa-
no zastosowanie metody podzialu i ograniczen wykorzystujacej relaksacje zagad-
nieniem przydziatu (Laporte i in., 1986) — przez naturalne rozszerzenie problemu
jednego komiwojazera do zagadnienia m-komiwojazeréw. Przy ustalonej gérnej
granicy liczby pojazdéw K problem m-komiwojazeréw moze zosta¢ przeksztalco-
ny w problem jednego komiwojazera. Mozna tego dokona¢ przez budowe nowego
grafu G'(V', E', ¢'), w ktérym bedzie K - 1 kopii wierzchotka grafu reprezentujace-
go baze. Tym samym liczebno$¢ zbioru V' = {1, ..., n'} wszystkich weztow w grafie
jest rowna n' = n + K - 1. Natomiast zbior krawedzi grafu jest zdefiniowany jako:
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A'=AV{(G,)):0,jeV5i#j,i#ji lub je V\V}. Macierz odlegtoéci C' zwigzana
z dlugo$ciami krawedzi zbioru A' jest réwna:

¢ (i,jeV)
. GevlLjeviv
¢ =] (1,6 { } J€ ) (5.16)
7o le, ieVWV,jeV{l})

vy (Gje(VWV)Uflh)

gdzie y przyjmuje wartos¢ nieskonczonosci, jezeli rozpatrywany jest najczesciej wy-
stepujacy wariant problemu ukladania tras pojazdéw, w ktérym poszukiwany jest
zbioér tras minimalizujgcy ich taczng dlugosé. Gdy funkcja celu jest natomiast mi-
nimalizacja najdtuzszej trasy pojazdu, y przyjmuje wartosc 0, a jezeli celem jest po-
szukiwanie rozwigzania angazujacego jak najmniejszg liczbe pojazdow, toy = -0 .

Tym samym problem ukladania tras pojazdéw moze zosta¢ sformulowany
w postaci modelu:

min. F(x) :Z#jci'szj (5.17)

> k=1 dlai=1, . n (5.18)

:ilxijzl dlaj=1,...,n (5.19)

Zi)jesxij <|$|-¥(S) dla S V' {1} oraz |§|>2 (5.20)
x;€{0,1} dla i,j=1,...,n orazi#j (5.21)

W powyzszym modelu réwnania (5.17)-(5.19) oraz (5.21) prezentujg zmodyfi-
kowane zagadnienie przydziatu, w ktérym modyfikacja polega na zastgpieniu ele-
mentéw na gtéwnej przekatnej macierzy kosztéw C' liczbami uniemozliwiajgcymi
przydzial i-tego punktu do punktu i. Ograniczenia wyrazone zespotem nieréwno-
$ci (5.20) eliminujg powstawanie podcykli tras. Wyjasnienia wymaga tutaj wiel-
kos¢ v(S), ktora oznacza dolng granice liczby pojazdéw niezbednych do odwiedze-
nia wszystkich zadanych punktéw obstugi w rozwigzaniu optymalnym. Wartosc¢,
jaka ona przyjmuje, uzalezniona jest od typu zagadnienia uktadania tras pojazdow.
Dla problemu wielu komiwojazeréw z ograniczeniami zasobowymi (okreslong
taka sama fadownoscia wszystkich pojazdow Q) moze ona przyjac warto$c:

v(S)=‘¥ dla i,j=1,...,n' orazi#j (5.22)
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gdzie g, oznacza popyt zglaszany przez klienta w i-tym punkcie obstugi. Oznacza
to, ze powyzsze ograniczenie pelni podwdjnag funkcje. Nie tylko zapewnia brak
podcykli niebedacych cyklami Hamiltona, ale réwniez pozwala spetni¢ warunek
nieprzekraczania dopuszczalnej tadownosci wykorzystywanych pojazdow.
Algorytm podziatu i ograniczen dla problemu ukladania tras pojazdow jest
bardzo podobny do algorytmu opracowanego dla problemu komiwojazera
(zob. rys. 5.6). W zblizony sposdb sag w nim formulowane i rozwigzywane kolejne
podproblemy bedace odpowiednio zmodyfikowanymi zagadnieniami przydziatu.
Cecha rdznicujaca algorytm podzialu i ograniczen dla zagadnienia wielu komi-
wojazeréw od algorytmu dla jednego komiwojazera jest sposob okreslania niedo-
puszczalnych tras pojazdéw. W zadaniu wielu komiwojazeréw, oprocz niedopusz-
czalnosci tras wynikajacej z mozliwosci wystapienia podcykli, niedopuszczalnos¢
trasy definiuje takze przekroczenie zalozonej tadownosci pojazdu. Takie trasy skta-
dajg si¢ z ciggu punktéw obstugi (i, i, ..., i), gdzie i,,i, e{l, n+1,..., n+K-1},

r—1
natomiast i,,i_, € V{l} oraz zachodzi nier6wno$¢ zi:z 9, > Q.

Interpretacja uzyskanego rozwigzania jako rozwigzania dla zadania ukladania tras
pojazdow z ograniczeniami zasobowymi musi si¢ odbywac z zastosowaniem nastepu-
jacych regut. Jezeli dla dowolnej krawedzi (i, j) uzyskanego rozwigzania punkt i nalezy
do zbioru V'\ {1} oraz punkt j nalezy do zbioru V' \ V, to nalezy dokona¢ zamiany
polaczenia (i, j) na polaczenie (i, 1). Jezeli wystepuje odwrotna sytuacja, czyli dla pola-
czenia (4, j) uzyskanego rozwigzania punkt i nalezy do zbioru V' \ V, natomiast j nalezy
do zbioru V'\ {1}, to nalezy dokona¢ zamiany polaczenia (i, j) na pofaczenie (1, i).
Wreszcie jezeli krawedzi (i, j) uzyskanego rozwiazania obydwa punkty i oraz j naleza
do zbioru V' \ V, konieczne staje si¢ usuniecie takiego polaczenia ze zbioru tras.

5.3. Metody doktadne a minimalne
drzewo rozpinajace

Przedstawione dotychczas algorytmy podzialu i ograniczen oparte byly na idei re-
laksacji problemu wyjsciowego zagadnieniem przydziatu. Jednakze dla symetrycz-
nego problemu ukladania tras jednego pojazdu zaproponowano takze relaksacje
bazujacg na zagadnieniu minimalnego drzewa rozpinajacego (Held i Karp, 1971).
Zanim do niej przejdziemy, nalezy przedstawi¢ sformulowanie symetrycznego
problemu komiwojazera. Rozpatrujac graf G(V, E, ¢), w ktérym zbiér V stano-
wi zbior wezléw grafu odpowiadajacych bazie (wezet nr 1) oraz obstugiwanym
punktom, zbidr E reprezentuje mozliwe polaczenia pomiedzy punktami i oraz j
o koszcie ¢,» postal modelu jest nastepujaca:
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min. F(x) :ijczjxij (5.23)

PR +Zj>kxkj =2 dla k=1,..,N (5.24)
Zi,jesxij S|S|—1 dla ScVoraz3<|S|<N-3 (5.25)
x; €{0,1} dla i,j=1,...,Norazi<j (5.26)

W powyzszym sformulowaniu symetrycznego problemu komiwojazera kaz-
dy wierzcholek grafu jest stopnia drugiego, co zapewnia zbidr ograniczen (5.24).
Oznacza to, ze z kazdym wierzchotkiem grafu zwigzane sa tylko dwie krawedzie
(pojazd jeden raz wjezdza do obstugiwanego punktu oraz jeden raz z niego wy-
jezdza). Ograniczenia (5.25) zapewniajg eliminowanie podcykli tras. Natomiast
zmienne decyzyjne zdefiniowane s3 jako zmienne binarne dla i < j (5.26).

Ograniczenia przedstawione zespolem nieréwnosci (5.25) moga zostac zasta-
pione ich inng postacia (5.27):

Zzes jes X;22 dla ScVoraz3<|[S[<N-3 (5.27)
lub jeS,ieS
Powyzsza nieréwno$¢ mozna wykaza¢ w nastepujacy sposob: gdy oznaczymy
przez D(S) sume stopni wierzchotkéw k grafu nalezacych do zbioru S, bedzie ona
rowna:

D(§)= Zk S(ZKk ik Zj>kxkj) (5.28)

Kazda krawedz grafu (i, j), dla ktdérej wierzcholki i oraz j naleza do zbioru S, po-
woduje, ze stopien wierzchotka k jest réwny 2, a jezeli jeden z wierzchotkéw i lub j
nie nalezy do zbioru S, to stopien wierzcholka k jest réowny 1. Stad tez D(S) mozna
przedstawi¢ jako:

D(S) - 221 X + Zisgfgzes i (529)

Zastosowanie problemu minimalnego drzewa rozpinajacego jako relaksacji
symetrycznego problemu komiwojazera polega na przyjeciu nastepujacego zalo-
zenia: w kazdym dopuszczalnym rozwigzaniu symetrycznego problemu komiwo-
jazera wierzcholek 1 reprezentujacy baze musi by¢ stopnia drugiego, natomiast
wszystkie pozostale wierzcholki grafu musza by¢ ze sobg polaczone. Stad tez od-
powiednim dolnym ograniczeniem dla rozwigzania optymalnego symetrycznego
zadania komiwojazera bedzie dlugos¢ minimalnego drzewa rozpinajacego zbu-
dowanego na zbiorze wierzchotkéw grafu V' \ {1} powigkszona o dwie krawedzie
wierzchotka nr 1.
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Rys. 5.8. Przyktad drzewa rozpinajacego z wyodrebnionym wierzchotkiem nr 1
Zrédto: opracowanie wtasne.

Zapis formalny tego problemu jest nastepujacy:

min.F(x) = Zi<jcijxij (5.30)
Zi<jxif =N (5.31)
N
Zies,]‘EE\{L} x;21 dla ScV\{l}oraz1<|S|<N-1 (5.33)
lub jeS§, ieS\{1}
x; € {0, 1} (5.34)

Powyzszy model matematyczny jest uproszczeniem modelu matematycznego
sformutowanego dla symetrycznego zadania komiwojazera (5.23)-(5.27). Ograni-
czenia wyrazone nieréwnoscia (5.31) s polowa sumy wyrazonej nieréwnos$ciami
(5.24). Ograniczenie (5.32) jest szczegdlnym przypadkiem ograniczenia (5.24) dla
k = 1. Natomiast ograniczenia (5.33) sg stabsza postacig ograniczen (5.27).

Zaproponowany przez Helda i Karpa algorytm podzialu i ograniczen wyko-
rzystujacy relaksacje oparta na zagadnieniu minimalnego drzewa rozpinajacego
zostal przedstawiony na rysunku 5.9.
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krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: wybdr wezta drzewa
krok 3: podziat wezla na podproblemy
repeat
repeat
krok 4: obliczenie dolnego oszacowania podproblemu
until o (ki) < F*
krok 5: sprawdzenie dopuszczalno$ci rozwigzania
until Fqy < F*
until lista zadan do podziatu jest pusta

Rys. 5.9. Schemat algorytmu podziatu i ograniczen M. Helda i R.M. Karpa
Zrédto: opracowanie wtasne.

W powyzszym algorytmie podzialu i ograniczen Helda i Karpa przyjete zostaty
nastepujace oznaczenia:

F* - dlugos$c¢ najlepszej dotychczas znalezionej trasy komiwojazera;

o(k) - dolna granica oszacowana w k-tym wezle drzewa;

A, - zbidr wlgczonych do trasy potgczen pomiedzy punktami (krawedzi gra-
fu) w zbiorze tras reprezentowanych przez k-ty wezet drzewa;

B, - zbidr wylgczonych z trasy polgczen pomiedzy punktami (krawedzi grafu)

w zbiorze tras reprezentowanych przez k-ty wezet drzewa.

W pierwszym kroku algorytmu, ktérym jest inicjalizacja, nalezy otrzymaé
pierwsze rozwigzanie zadania komiwojazera przez zastosowanie dowolnej meto-
dy heurystycznej. Celem tego zabiegu jest uzyskanie dopuszczalnego rozwiazania
poczatkowego, ktore stanie si¢ na poczatku dotychczas najlepszym znalezionym
rozwigzaniem z odpowiadajaca mu wartos$cig funkcji celu F*. Rozwigzaniu temu
odpowiada¢ bedzie pierwszy wierzcholek drzewa przeszukiwania przestrzeni roz-
wigzan metodg podzialu i ograniczen. Dla tego wierzchotka nalezy takze policzy¢
dolng granice. Sposob jej wyznaczenia dla tego wierzchotka drzewa, jak rowniez
dla wszystkich pozostalych, jest taki sam i opiera si¢ na funkcji Lagrange’a. Jest to
jeden z najistotniejszych elementéw algorytmu charakteryzujacych podejscie za-
proponowane przez wspomnianych autoréw. Funkcja celu w modelu okreslonym
wzorami (5.31)-(5.34) jest zmodyfikowana przez wstawienie do niej ograniczen
(5.32), dzigki czemu otrzymuje sie w ten sposob funkcje Lagrange’a:

L(A) = min. {Zi<jcijxij + Zkev A, (Zi<jxik + ij Xy —2)} (5.35)

W funkcji wyrazonej wzorem (5.35) x jest rozwigzaniem dopuszczalnym proble-
mu minimalnego drzewa rozpinajacego dla wszystkich punktéw odwiedzanych
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przez pojazd z wyjatkiem wierzchotka nr 1 reprezentujacego baze. Wierzcholtek
ten dolaczany jest do drzewa przez dodanie dwdch najkrotszych krawedzi facza-
cych go z dowolnymi pozostalymi wierzchotkami drzewa.

Ponadto nalezy zauwazy¢, ze jezeli dla kazdego i-tego punktu odwiedzanego
przez pojazd dodana zostanie do wspdtczynnika funkcji celu (5.31) pewna wiel-
kos¢ A_dla wszystkich polaczen (krawedzi grafu), diugos¢ calkowita trasy wzros-
nie o Q> . 2%, Wynika to z tego, ze w trasie z kazdym punktem odwiedzanym

przez pojazd zwigzane s3 dwa polaczenia (krawedzie grafu). Innymi stowy, gdy
rozpatrujemy dwa odwiedzane przez pojazd punkty, to samo polaczenie wystepuje
dwukrotnie. Stad tez dla dowolnego polaczenia pomiedzy punktami i oraz j (kra-
wedzi grafu <i, j>) odpowiadajgcy mu wspéltczynnik funkeji celu ¢j; jest rowny:

¢ :Cij+7\‘i+7\’j (5.36)

W efekcie funkcje L(A)mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

L(.) = min. {ZkeVZiq(Cij +A, +xj)xij} -, (5.37)

Dolna granica o(k), ktdra jest szacowana dla k-tego wezta drzewa algorytmu me-
tody podziatu i ograniczen, jest réwna:

(k) = max {L(A)} (5.38)

Jezeli obliczona dolna granica dla zadania odpowiadajacego pierwszemu wierz-
chotkowi drzewa metody podzialu i ograniczen jest wigksza lub réwna F*, oznacza
to, Ze rozwigzanie poczatkowe uzyskane zastosowana metoda heurystyczng jest
optymalne. W przeciwnym razie wierzchotek ten wraz z problemem, ktory repre-
zentuje, umieszczony zostaje na liscie zadan przeznaczonych do podziatu.

Sam algorytm podziatu i ograniczen w swej ogoélnej postaci jest bardzo podob-
ny do wczesniej prezentowanego algorytmu, w ktéorym wykorzystywana byla re-
laksacja zagadnieniem przydzialu. W kroku drugim algorytmu nastepuje wybdr
wezla drzewa reprezentujacego zadanie, ktore zostanie poddane podzialowi na
podproblemy. Pod warunkiem, ze lista zadan przeznaczonych do dalszego podzia-
tu nie jest pusta, do podzialu wybrane zostaje to, dla ktérego dolna granica ma
warto$¢ najmniejsza. Krok trzeci to podzial wybranego zadania reprezentowanego
przez wierzchotek k drzewa na kolejne podproblemy, ktore beda odzwierciedlone
w wierzchotkach drzewa: k(1), k(2), ..., k(s). Podproblemy te sg tworzone przez
odpowiednig konstrukcje zbioréw krawedzi A, oraz B,. W kroku czwartym obli-
cza si¢ dolng granice (k) dla kazdego ze skonstruowanych podproblemdw. Jezeli
obliczona dolna granica odpowiadajaca k-temu wierzchotkowi drzewa jest mniej-
sza od F*, to nalezy sprawdzi¢, czy rozwiazanie podproblemu stanowi rozwigza-
nie dopuszczalne. W sytuacji, gdy uzyskane rozwigzanie stanowi cykl Hamiltona,
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nalezy przyja¢ dolna granice rozpatrywanego podproblemu jako nowa wartos$¢ F*.
W przeciwnym razie rozpatrywany podproblem nalezy umiesci¢ na liscie zadan
przeznaczonych do kolejnych podzialéw. Iteracje prezentowanego algorytmu po-
dziatu i ograniczen wykonywane s3 do momentu, gdy lista zadan nie zawiera ani
jednego podproblemu, ktory méglby zosta¢ podzielony na kolejne.

Podobny schemat algorytmu podziatu i ograniczen dla zagadnienia ukladania
tras wielu pojazdow, wykorzystujacy zarazem relaksacje minimalnego drzewa roz-
pinajacego, zostal przedstawiony przez N. Christofidesa, A. Mignozziego i P. Totha
(1979). Jest to pewnego rodzaju rozszerzenie podejscia wykorzystujacego relak-
sacje minimalnego drzewa rozpinajacego dla problemu jednego komiwojazera.
Relaksacja zaproponowana do rozwigzania problemu wielu komiwojazeréw nosi
nazwe drzewa z centralnym wierzchotkiem m-tego stopnia. Majac ustalong liczbe
K pojazdéw, graf G(V, E), w ktérym wierzchotek nr 1 reprezentuje baze, moze zo-
sta¢ podzielony na cztery rodzaje (podzbiory) krawedzi (Christofides i in., 1981):

1) E, podzbidr krawedzi grafu, ktore nie nalezg do rozwigzania;

2) E, podzbior krawedzi grafu, ktore tworza drzewo z centralnym wierzchotkiem
m-tego stopnia;

3) E,, podzbior krawedzi grafu o liczebnosci y, ktérych jednym z wierzchotkéw
jest wierzchotek nr 1, przy czym 0 < y < K;

4) E,, podzbior krawedzi grafu o liczebnosci m - y, ktérych Zzadnym z wierzchot-
kéw nie jest wierzchotek nr 1.

Przyktadem podzbioru krawedzi grafu E, moze by¢ minimalne drzewo rozpi-
najace, w ktorym wierzchotek nr 1 jest stopnia m, przy czym m = 2K - y (rys. 5.10).

Rys. 5.10. llustracja podziatu zbioru krawedzi grafu
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Na rysunku 5.10 linig ciagla zaznaczone zostaly wszystkie krawedzie gra-
fu stanowigce drzewo z wierzcholkiem centralnym siédmego stopnia. Linia
przerywana oznacza krawedzie, dla ktorych wierzchotek nr 1 stanowi ich je-
den z dwoch wierzchotkéw. Liczba tych krawedzi wynosi w tym wypadku
y=3. Wreszcie krawedzie oznaczone linig kropkowang nie maja wspdlnego punk-
tu z wierzchotkiem nr 1 grafu. Liczebno$¢ podzbioru tych krawedzi jest rowna
K-y=5-2=2

Dla tak podzielonego zbioru krawedzi grafu G, na ktérym zdefiniowany jest
problem wielu komiwojazeréw, N. Christofides, A. Mignozzi i P. Toth (1979)
przedstawiajg nastepujacy model programowania matematycznego:

min. F&) =" (& +& +&) (5.39)
Zle(sj)é} 21 dla Sc Vorazl< || (5.40)
D8 =2K—y (5.41)
DG =N-1 (5.42)
Dienbi =Y (543)
3 _
Dopp =K-y (5.44)
Y E+E+E)=2 dai=12,...N (5.45)
0<y<K dlayeC (5.46)
£ ef{0,1} dlaleE (5.47)
& ef{01} dlaleE (5.48)
& clol} daleE (5.49)
gdzie:
) - dowolna krawedz grafu;
¢ - koszt krawedzi I grafu;
| - dlat=1,2,3o0raz!l € E oznaczaja zmienne binarne, przyjmujace
wartos$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy krawedz [ grafu nalezy do da-
nego podzbioru E;
E - zbidr wszystkich krawedzi grafu, dla ktérych jeden z koncéw sta-

nowi i-ty wierzchotek.
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(S,S) - zbi6r wszystkich krawedzi grafu, dla ktérych jeden z koricéw nale-
zy do zbioru S, natomiast drugi do zbioru §S.

W powyzszym modelu (5.39)-(5.43) ograniczenia wyrazone nieréwnos$ciami
i rownaniami (5.40)-(5.42) definiuja zagadnienie drzewa z centralnym wierz-
chotkiem m-tego stopnia. Ograniczenia (5.43) zapewniaja, Ze musi by¢ dodat-
kowo dokladnie y krawedzi grafu, ktérych jednym z koncéw jest wierzcholek
nr 1 reprezentujacy baze. Z kolei ograniczenia wyrazone réwnosciami (5.44)
okreslaja dodatkowg liczbe K - y krawedzi, dla ktérych wierzcholek nr 1 nie
stanowi zadnego z ich koncéw. Ostatnia grupa ograniczen (5.45) konstytuuje
stopien kazdego z wierzchotkéw grafu (z wyjatkiem wierzchotka nr 1), ktéry
musi by¢ réwny 2.

Najwazniejszym elementem w kazdym algorytmie realizujacym strategie po-
szukiwania rozwigzania optymalnego metoda podziatu i ograniczen jest sposob
obliczenia dolnej granicy dla kazdego nowo tworzonego podproblemu. W algo-
rytmie N. Christofidesa, A. Mignozziego i P. Totha, podobnie jak w algorytmie
M. Helda i R.M. Karpa dla problemu jednego komiwojazera, zastosowana zostala
w tym celu funkcja Lagrange’a. Otéz ograniczenia wyrazone réwnosciami (5.45)
zostaly opuszczone, a jednocze$nie zostata zmodyfikowana funkcja celu:

N
L) = ZZEE G (é} * E"IZ * E“? ) + ZleE(ka(l) g0 )(E-’; * élz * E; ) _221‘:2 ki (5.50)
gdzie A, = 0 oraz a(l) i B(I) s3 wierzchotkami konicowymi krawedzi [. Tym samym

dla ustalonej wartosci y model przedstawiony wzorami (5.39)-(5.43) moze zosta¢
zapisany jako taki sam model przy ograniczeniach (5.39)-(5.44) z funkcja celu:

L) =300 (64 )& =22 (5.51)

Mozna zauwazy¢, ze warto$¢ funkcji celu (5.51) nie bedzie mniejsza, jezeli jej
pierwsza czes$¢ zastapimy suma trzech osobnych funkgji celu:

1 2 3 N
ZMy)+z2° (N y)+z (k,y)—zzizzki (5.52)
Trzy funkcje: 2'(A, y), 22(A, y), Z2(A, y) wraz z odpowiadajacymi im ograniczeniami

z modelu (5.39)-(5.49) tworza trzy odrebne problemy, ktdre moga zosta¢ rozwia-
zane w czasie wielomianowym. Pierwszy z nich ma posta¢:

min. z' (A, y) = ZIEE(CI +q0 -I—?»B(l))é} (5.53)

Zle(s)g)&\} 21 dla Sc Vorazl<|S| (5.54)
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ZleEéi :2K_y
1_
ZIGE};Z =N-1
£ e{0,1} dlaleE

Drugi sformulowany jest w nastepujacy sposob:
min. z* (A, y) = zleE(Cl g+ 7‘[3(1) )ilz

ZleEl E"IZ =)
& 0,1} dlaleE

Natomiast postac trzeciego jest taka:
. 3 3
min. 22 ()= D" (6 + Ay + g )&

3 — —
ZzeE\E‘ & =K-y

E_,?E{O,l} dla le E

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

Ostatecznie warto$¢ dolnego oszacowania ustalanego dla kazdego nowo two-
rzonego podproblemu w algorytmie opartym na metodzie podzialu i ograniczen

jest obliczana zgodnie z nastepujaca formula:

(k) = max. max. {Zl(hw+zz(7~’y)+z3(7“’y)‘2222xf}

m <y<m

(5.64)

Warto$¢ m, z kolei jest to dolna granica liczby tras, ktdre sktadaja sig tylko i wy-
tacznie z bazy (wierzchotek nr 1 grafu) oraz tylko jednego obstugiwanego punktu.



Rozdziat 6
Heurystyki uktadania tras pojazdow

W ciagu ostatnich przeszlo pie¢dziesigciu lat zaproponowano wiele metod heu-
rystycznych, znanych réwniez pod nazwa metod przyblizonych. Pomimo przeko-
nania, ze algorytmy te przeszukuja wciaz niewielki obszar przestrzeni rozwigzan,
sa one powszechnie uzywane, poniewaz cechuja si¢ wysoka elastycznoscia, a ich
implementacja komputerowa nie nastrecza trudnosci, w przeciwienstwie do algo-
rytmoéw dokladnych. Elastycznos¢ tych metod polega na ich tatwym zmodyfiko-
waniu w celu uwzglednienia réznorodnych ograniczen pojawiajacych sie w rze-
czywistych problemach.

Rozpatrujac metody heurystyczne, jakimi sg algorytmy poszukiwania rozwia-
zania optymalnego dla zadan ukladania tras dla pojazdéw, mozna wyrdzni¢ wsrod
nich kilka podstawowych grup:

* metody konstrukcyjne;
= metody dekompozycyjne;
* metody wzrostu (poprawy rozwigzania).

Metody konstrukcyjne i metody wzrostu sg charakterystyczne dla problemoéow
ukladania tras jednego i wielu pojazdow. Metody dekompozycyjne zas odnosza si¢
do zagadnien wielu komiwojazeréw, w ktorych subproblemy podlegajace optyma-
lizacji, a dotyczace rejonizacji dzialan pojazdéw oraz sekwencji obstugi poszczegol-
nych punktéw (klientéw), traktowane sg osobno.

Nalezy réwniez zwrdci¢ uwage na metody heurystyczne mieszane, wérdd kto-
rych zacierajg si¢ granice miedzy wyzej wymienionymi grupami. W szczegoélnosci
ma to zastosowanie do metod taczacych procedury konstrukcyjne lub dekompo-
zycyjne z metodami wzrostu. W niniejszym rozdziale oméwionych zostanie kil-
ka metod reprezentatywnych dla kazdej z dwoch pierwszych wymienionych klas.
Trzecia grupa metod, metody poprawy rozwigzan, stanowia klase metod realizu-
jacych bardzo rézne strategie przeszukiwania przestrzeni rozwigzan. Strategie te
nosza nazwe metaheurystyk, czyli zbioru regut stuzacych do budowy konkretnych
algorytméw optymalizacyjnych, dlatego zostang opisane w osobnym rozdziale ni-
niejszej publikacji.
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6.1. Heurystyki konstrukcyjne

Ogodlna idea algorytméw nalezacych do metod konstrukcyjnych polega na stop-
niowej budowie rozwigzania dopuszczalnego, przy jednoczesnym zwracaniu uwa-
gi na wartos¢ funkgji celu. Ogélny schemat algorytmu podejscia konstrukcyjnego
dla zagadnienia jednego komiwojazera zostal przedstawiony na rysunku 6.1.

krok 1: inicjalizacja
repeat

krok 2: wybor punktu obstugi

krok 3: wstawienie punktu do trasy
until trasa jest dopuszczalna

Rys. 6.1. Schemat metody konstrukcyjnej dla problemu komiwojazera
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym (inicjalizacji) algorytmu dokonywany jest wybor punktu,
z ktérego rozpoczynac sie bedzie trasa pojazdu. Moze to by¢ baza, lecz réwniez do-
wolny inny punkt obstugi. W wypadku, gdy baza nie jest punktem poczatkowym,
trzeba pamietac, Ze musi ona zosta¢ uwzgledniona w trasie pojazdu jako jeden
z punktow, ktére pojazd musi odwiedzic.

W kroku drugim wybieramy kolejny punkt obstugi, ktory zostanie umiesz-
czony w stopniowo budowanej trasie pojazdu. Natomiast krok trzeci polega na
wstawieniu do czg¢$ciowo zbudowanej trasy punktu obstugi wybranego w kroku
drugim. Kroki drugi i trzeci sa sukcesywnie powtarzane do momentu, w ktérym
powstanie dopuszczalna trasa pojazdu, zawierajaca wszystkie punkty obstugi, ja-
kie ma odwiedzi¢ pojazd. To, co odréznia algorytmy proponowane dla problemu
komiwojazera, to procedury zawarte w krokach drugim oraz trzecim przedstawio-
nego powyzej schematu metody konstrukcyjne;j.

Procedura generowania trasy dla jednego komiwojazera moze w naturalny spo-
sob zostaé przeniesiona na problem wielu komiwojazeréw (rys. 6.2). Jedyna tutaj
réznicg jest koniecznos¢ zwracania uwagi na sytuacje, w ktorej podczas sukce-
sywnego budowania tras moga zosta¢ zlamane dodatkowe warunki dotyczace np.
maksymalnej fadownosci lub maksymalnego czasu pracy pojazdu.

Najbardziej znanym przyktadem algorytmu nalezacego do metod konstrukcyj-
nych dla problemu ukfadania tras jednego lub wielu pojazdéw jest algorytm dro-
gi do najblizszego sasiada (Rosenkrantz i in., 1977). Jego idea polega na stopnio-
wym konstruowaniu trasy przez dofaczanie najblizszego kolejnego punktu obstugi
w stosunku do punktu, w ktérym aktualnie znajduje si¢ pojazd. Wybrany punkt
zostaje dolaczony na koncu czgsciowo zbudowanej trasy pojazdu. Schemat algo-
rytmu dla problemu komiwojazera zaprezentowany jest na rysunku 6.3.
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krok 1: inicjalizacja
repeat
repeat
krok 2: inicjalizacja trasy
krok 3: wybér punktu obstugi
krok 4: wstawienie punktu do trasy
until trasa jest dopuszczalna
untilrozwigzanie jest dopuszczalne

Rys. 6.2. Schemat metody konstrukcyjnej dla problemu wielu komiwojazerow
Zrédto: opracowanie wtasne.

repeat
krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: wybor najblizszego punktu obstugi
krok 3: wstawienie punktu na koniec trasy T
until trasa jest dopuszczalna

until wszystkie trasy rozpatrzone

Rys. 6.3. Schemat algorytmu drogi do najblizszego sasiada
Zrédto: opracowanie wtasne.

Mozliwg modyfikacja algorytmu drogi do najblizszego sasiada jest jego wer-
sja ,dwustronna”. Modyfikacja odbywa si¢ w kroku trzecim, gdzie wybrany punkt
mozna wstawi¢ do czgsciowo budowanej trasy zaréwno na jej koncu, jak i na jej
poczatku. Oznacza to, ze trasa pojazdu moze by¢ rozbudowywana w obydwu kie-
runkach, startujac od wybranego punktu poczatkowego. Ponadto algorytm daje
lepsze efekty, jezeli zostanie powtdrzony tyle razy, ile jest wszystkich punktow, ktd-
re pojazd musi odwiedzi¢. Za kazdym powtoérzeniem algorytmu w kroku pierw-
szym nalezy wybra¢ inny punkt startowy dla pojazdu.

Innym dobrze znanym algorytmem heurystycznym nalezacym do grupy metod
konstrukcyjnych jest algorytm wstawiania wezlow (sukcesywnego dotaczania we-
ztow), ktérego schemat zamieszczono na rysunku 6.4.

krok 1: czesciowa trasa poczatkowa
repeat

krok 2: wybér punktu najblizszego trasie

krok 3: wstawienie punktu w najlepsze miejsce trasy
until trasa jest dopuszczalna

Rys. 6.4. Schemat algorytmu sukcesywnego dotaczania weztéw
Zrédto: opracowanie wtasne.
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W kroku pierwszym nalezy zbudowa¢ czesciowa trase poczatkowa. Trasa ta
moze by¢ ustalony arbitralnie punkt poczatkowy (np. baza) lub tez ustalone arbi-
tralnie pofaczenie dwdch punktéw (np. najkrotszy odcinek miedzy dwoma punk-
tami obstugi).

Istotny w tym algorytmie jest krok drugi, w ktérym nalezy wskaza¢ kolejny
punkt obstugi P*, jaki zostanie dolgczony do istniejacej czeSciowej trasy pojazdu
T, w k-tej iteracji algorytmu. Punktem tym moze byc¢ ten, ktéry spetnia warunek:

(T, P")=min. {c(T,,P,): P, ¢ T,} (6.1)

co oznacza, ze wybrany punkt P* musi leze¢ najblizej trasy sposrdéd wszystkich
pozostatych punktéw niewlaczonych jeszcze do trasy T,. Odleglos¢ punktu P,_od
trasy T, nalezy uprzednio wyznaczy¢ zgodnie z formutg:

(T, P,) = min. {c(Pj,Pk) P, ¢T, oraz P e T.} (6.2)

gdzie:
(P, P) - odleglos¢ pomigdzy punktem P, nalezagcym do trasy T, a punk-
tem P, ktéry do niej nie nalezy, a jest aktualnie rozpatrywany.
W kroku trzecim prezentowanego algorytmu wstawiania weziéw do trasy wy-
brany punkt P* nalezy wstawi¢ w odpowiednie miejsce w trasie. Spowoduje to
przyrost dlugosci czgdciowo zbudowanej trasy T, o wartos¢ Ac(T,), co pokazuje
rysunek 6.5.

Rys. 6.5. Wstawienie punktu P* do cze$ciowo zbudowanej trasy
Zrédto: opracowanie wtasne.

W tym wypadku bedzie nim miejsce migdzy takg parg punktow P o raz P, |
w istniejgcej juz czgdciowo zbudowanej trasie T,, dla ktorych przyrost kosztu trasy
Ac(T,) bedzie jak najmniejszy. Przyrost ten wyznaczany jest zgodnie z formula:

A(T,) =min. {c(P,, P )+c(P",P.,,)—c(P., P )} (6.3)

Przedstawiony algorytm sukcesywnego dofaczania kolejnych punktéw do tra-
sy pojazdu zaklada w kroku drugim wybor punktu, ktéry znajduje si¢ najblizej
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czesciowo juz zbudowanej trasy. Jednakze istniejg pewne odmiany tego algorytmu
polegajace na modyfikacji postepowania opisanego w kroku drugim. Jedng z nich
jest wybor punktu, ktéry zlokalizowany jest w najwiekszej odleglosci od czesciowo
zbudowanej trasy:

c(Tk,P*) =max. {c(T;, P): P, ¢ T} (6.4)

Inna modyfikacja zaklada wybér takiego punktu obstugi P, Ze jego wstawienie
w odpowiednie miejsce cze$ciowo zbudowanej trasy pojazdu prowadzi¢ bedzie do
wzrostu jej dlugosci o jak najmniejsza wartos¢.

A(Tk, P*) = mlicn, {min. |:C(P“ PI:)_’_C(PI:: Pr+1)_C(Pk*’ P, )}} (6.5)

Na rysunku 6.6 przedstawione zostaly oméwione powyzej sposoby wyboru kolej-
nego punktu P*. Punkt P, znajduje si¢ najblizej trasy T,, natomiast P, jest od niej
najbardziej oddalony. Z kolei wstawienie do trasy T, punktu P, spowoduje przyrost
jej dlugosci o najmniejsza warto$¢ w poréwnaniu do sytuacji, w ktérej wstawione
zostalyby pozostale punkty.

p
¢ P,

L ]
P3

Rys. 6.6. llustracja podziatu zbioru krawedzi grafu
Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla problemu wielu komiwojazeréw zastosowanie algorytmu sukcesywne-
go dolaczania wezlow bedzie mozliwe przy jednoczesnym pilnowaniu ograniczen
dotyczacych np. tadownosci pojazdu. W wypadku przyporzadkowania do pojaz-
du okreslonego zbioru punktéw obstugi, ktérych laczne zapotrzebowanie bedzie
wyczerpywalo mozliwosci tadunkowe pojazdu, konieczne okaze si¢ utworzenie
nowej trasy poczatkowej sktadajacej si¢ z jednego punktu, jakim bedzie tutaj baza.

Innym godnym uwagi algorytmem konstrukcyjnym dla problemu ukfada-
nia tras pojazdow, ktéry znajduje zastosowanie zwlaszcza wtedy, gdy macierz



168 Heurystyki uktadania tras pojazdow

odleg- fosci pomigdzy punktami obstugi nie jest symetryczna, jest algorytm lacze-
nia podcykli wykorzystujacy zagadnienie przydziatu (rys. 6.7) (Karp, 1979).

W kroku pierwszym algorytmu nalezy rozwiaza¢ zadanie przydziatu, w ktérym
elementy macierzy kosztéw stanowig koszty polaczen pomiedzy punktami obstugi
dla wyjsciowego zadania komiwojazera. W efekcie otrzymamy takie przyporzad-
kowanie punktow obstugi, ze mozliwe bedzie skonstruowanie jednej dopuszczal-
nej trasy komiwojazera. Wtedy algorytm konczy postepowanie. W innej sytuacji
moze si¢ okazacd, ze rozwigzanie zadania przydzialu wskazuje na kilka mniejszych
tras (podcykli) komiwojazera, co oznacza, ze nalezy przej$¢ do kroku drugiego
algorytmu.

krok 1: rozwigzanie zadania przydziatu
repeat

krok 2: wybér podcykli

krok 3: pofaczenie podcykli
until trasa jest dopuszczalna

Rys. 6.7. Schemat algorytmu taczenia podcykli
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku tym, jezeli sa wiecej niz dwa podcykle, nalezy dokona¢ wyboru dwéch
z nich. Do polaczenia wybierane sg te podyckle, ktérych zbiory nalezacych do nich
punktéw obslugi s najliczniejsze. Krok trzeci algorytmu to pofaczenie dwoch wy-
branych wczesniej podcykli w jedna trase (rys. 6.8).

Rys. 6.8. Laczenie dwoch podcykli w jedna trase
Zrédto: opracowanie wtasne.

Aby dokona¢ polaczenia dwdch wybranych w kroku drugim podcykli, nalezy
uprzednio wskaza¢ w kazdym z nich po jednym potaczeniu (P, P, ) oraz (Pj, P, s
ktdre zostang przerwane. Chodzi o polaczenia, dla ktorych powstata po polaczeniu
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obydwu podcykli trasa bedzie miala najmniejszg dtugos¢. Wskazanie wlasciwych
polaczen odbywa si¢ przez minimalizacje kosztu potaczenia wyrazonego wzorem:

e(p, B )=min {c(B, B, )+c(B, Bl ) (B BLy ) =[] By )| (6.6)

Osobng grupe metod konstrukcyjnych dla zadania uktadania trasy pojazdu sta-
nowig metody, ktére - podobnie jak metody podziatu i ograniczen - wykorzystuja
relaksacje minimalnego drzewa rozpinajacego. Najprostsza jej wersja jest algorytm
przedstawiony na rysunku 6.9.

krok 1: budowa minimalnego drzewa rozpinajacego
krok 2: podwojenie krawedzi drzewa
krok 3: wybor wezla startowego
repeat

krok 4: dotaczanie wezléw drzewa do trasy
until trasa jest dopuszczalna

Rys. 6.9. Algorytm budowy trasy pojazdu z wykorzystaniem minimalnego drzewa
rozpinajacego
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym algorytmu nalezy dla zadanego zbioru punktéw obstu-
gi, ktore majg zosta¢ odwiedzone przez pojazd, skonstruowa¢ minimalne drze-
wo rozpinajgce. Do uzyskania odpowiedniego rozwigzania mozna wykorzystaé
np. algorytm Prima (Sysfo i in., 1995) lub Kruskala (Kruskal, 1956). Przyktad
takiego drzewa rozpinajacego dla zadania ukladania tras pojazdu z dziesigcioma
punktami obstugi zawiera rysunek 6.10a.

10

Rys. 6.10a. Minimalne drzewo rozpinajace dla dziesieciu punktow obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.
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W kroku drugim nalezy kazda nieskierowang krawedz uzyskanego drzewa roz-
pinajacego zastapi¢ dwiema skierowanymi przeciwnie krawedziami, uzyskujac po-
dwojone minimalne drzewo rozpinajgce, co zostalo pokazane na rysunku 6.10b.

Rys. 6.10b. Podwojone minimalne drzewo rozpinajace dla dziesieciu punktéw obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok trzeci algorytmu polega na okresleniu punktu startowego dla trasy pojazdu,
ktérym moze by¢ dowolny wezel stopnia drugiego minimalnego drzewa rozpinajace-
go przedstawionego na rysunku 6.10b (dowolny lis¢ drzewa). Startujac od wybranego
wezla drzewa, w kroku czwartym algorytmu nalezy przejs¢ przez wszystkie galezie
drzewa i powrdci¢ do wezla startowego. Po drodze nalezy dotaczac do trasy pojazdu
kolejne punkty (wezly drzewa) z wyjatkiem tych, ktore zostaly juz umieszczone w tra-
sie. Dla podwojnego drzewa rozpinajacego z rysunku 6.10b trasa przechodzaca przez
wszystkie galezie drzewa, rozpoczynajac od wezla nr 1, moze mie¢ postac: [1, 5,4, 5, 3,
8,6,9,6,8,10,8,3,7,2,7,3,5, 1]. Po usunigciu wezléw, ktdre si¢ powtarzaja, finalna
trasa pojazdu jest nastepujaca: [1, 5, 4, 3, 8,6, 9, 10, 7, 2, 1]. Rysunek 6.10c przedstawia
uzyskang trase pojazdu, gdzie zaznaczono polaczenia pomiedzy weztami nalezace do
minimalnego drzewa rozpinajacego (linia ciggla), jak réwniez nowo utworzone w wy-
niku usuniecia wezlow, ktore sie powtarzaly (linia przerywana).

Nalezy zauwazy¢, ze przedstawiona na rysunku 6.10c trasa nie jest jedynym
mozliwym rozwiazaniem, jakie da si¢ uzyska¢ w wyniku wcze$niej skonstruowa-
nego minimalnego drzewa rozpinajacego. Ostateczny jej ksztalt zaleze¢ bedzie od
kolejnosci odwiedzanych galezi drzewa. Ponadto jezeli spelniony jest warunek
trojkata dotyczacy odleglosci pomigdzy odwiedzanymi przez pojazd punktami, to
ostateczna dlugos¢ uzyskanej finalnej trasy pojazdu nie bedzie wieksza niz dwu-
krotno$¢ dlugosci minimalnego drzewa rozpinajacego.

Drugim algorytmem opartym na konstrukcji minimalnego drzewa rozpinajacego
jest algorytm zaproponowany przez N. Christofidesa (1976). Jest on nieco bardziej zto-
zony od poprzedniego algorytmu, lecz stanowi jego znaczace usprawnienie. Schemat
dziafania tego algorytmu mozna przedstawic tak jak to pokazano na rysunku 6.11.
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Rys. 6.10c. Finalna trasa pojazdu algorytmu minimalnego drzewa rozpinajacego
Zrédto: opracowanie wtasne.

krok 1: budowa minimalnego drzewa rozpinajacego
krok 2: budowa grafu Eulera
krok 3: konstrukcja $ciezki Eulera
krok 4: wybdr wezla startowego
repeat

krok 5: dotaczanie weztéw drzewa do trasy
until trasa jest dopuszczalna

Rys. 6.11. Algorytm N. Christofidesa
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym nalezy ponownie rozpocza¢ od budowy minimalne-
go drzewa rozpinajacego dla wyjsciowego problemu ukladania trasy pojazdu
(rys. 6.10a). Istotna réznica w stosunku do poprzedniego algorytmu dotyczy
dziatan, jakie nalezy wykona¢ w krokach drugim i trzecim. Otrzymane w kroku
pierwszym minimalne drzewo rozpinajace nie jest grafem Eulera, czyli grafem
posiadajacym cykl Eulera. Cyklem Eulera w grafie jest $ciezka, ktéra rozpoczy-
na si¢ w ustalonym wezle poczatkowym, przechodzi przez wszystkie krawedzie
grafu dokladnie jeden raz, a nastgpnie wraca do wezla poczatkowego (Ross
i Wright, 1996). Aby utworzy¢ graf Eulera, nalezy w pierwszej kolejnosci roz-
wigza¢ problem skojarzenia wierzcholkéw drzewa o minimalnym koszcie, przy
czym dotyczy to tylko i wylacznie wierzcholkéw drzewa rozpinajacego, ktore
majg nieparzysty stopien (rys. 6.12a). W powyzszym przykladzie wierzcholtka-
mi, ktore posiadaja nieparzysty stopien, sa wszystkie z wyjatkiem wierzcholkéw
nr 6 i nr 7, tym samym zostaja one pominiete.

Nastepnie otrzymane nowe polaczenia weztow grafu dotgcza sie¢ do minimalne-
go drzewa rozpinajacego, otrzymujac w ten sposob graf Eulera (rys. 6.12b).
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Rys. 6.12a. Rozwigzanie problemu skojarzenia wierzchotkéw o minimalnym koszcie
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 6.12b. Graf Eulera
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku czwartym nalezy skonstruowac $ciezke Eulera wychodzaca z ustalone-
go wezta poczatkowego i tam si¢ konczaca. Jezeli arbitralnie wybranym punktem
poczatkowym trasy bedzie wezel nr 1, to $ciezka Eulera ma postac: [1, 4, 5, 3, 8,
6,9, 10, 8, 3, 7, 2, 5, 1]. Tym samym, powtarzajac procedure kroku ostatniego
dla wcze$niej prezentowanego algorytmu dla minimalnego drzewa rozpinajacego,
ostateczna trasa pojazdu po usunigciu powtarzajacych si¢ punktéw bedzie miata
posta¢ cyklu Hamiltona: [1, 4, 5, 3, 8, 6, 9, 10, 7, 2, 1]. Na rysunku 6.12¢ przedsta-
wiona zostala trasa finalna: zaznaczono potaczenia punktéw bedacych krawedzia-
mi minimalnego drzewa rozpinajacego (linia ciagla), nowe krawedzie grafu uzy-
skane w wyniku rozwigzania problemu skojarzenia wierzchotkéw o minimalnym
koszcie oraz dodatkowo utworzone polgczenia wskutek usuniecia weztow (linia
przerywana), ktore sie powtarzaty (linia kropkowana).

Jak wskazuje autor przedstawionego algorytmu, catkowita diugos¢ finalnej tra-
sy pojazdu jest mniejsza lub réowna 3/2 dlugosci skonstruowanego na poczatku
minimalnego drzewa rozpinajacego.
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Rys. 6.12c. Finalna trasa pojazdu algorytmu N. Christofidesa
Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy zauwazy¢, ze opisane powyzej dwa algorytmy oparte na konstrukeji mi-
nimalnego drzewa rozpinajacego, jak réwniez pozostale wczedniej prezentowane
algorytmy moga postuzy¢ takze do konstrukcji dopuszczalnego rozwigzania dla
zagadnienia ukladania tras wielu pojazdow, jesli bedzie si¢ jednoczesnie prze-
strzega¢ np. ograniczen zasobowych dotyczacych fadownosci lub maksymalne;
diugosci trasy (czasu pracy pojazdu). Algorytm oszczedno$ciowego taczenia tras
G. Clarka i ].W. Wrighta (1964) (rys. 6.13) skonstruowany zostat z my$l o zagad-
nieniu wielu komiwojazeréw z ograniczeniami zasobowymi. Jednakze przy zato-
zeniu, ze zbior wszystkich klientdw moze zosta¢ obstuzony przez jeden pojazd,
algorytm ten moze zosta¢ z powodzeniem wykorzystany rowniez w celu uzyskania
suboptymalnej trasy dla problemu jednego komiwojazera. Ogélna idea algorytmu
opiera si¢ na poczatkowym utworzeniu zbioru tras sktadajacych sie tylko z jedne-
go punktu obstugi, ktérego liczebnos¢ jest rowna liczbie wszystkich punktow, jakie
majg zosta¢ obstuzone przez baze (rys. 6.13).

Rys. 6.13. Stopniowe formowanie sie tras w algorytmie oszczedno$ciowego taczenia tras
Zrédto: opracowanie wtasne.

W nastepnych krokach algorytmu trasy te sg stopniowo ze sobg laczone, az
do momentu uzyskania dopuszczalnego rozwigzania koncowego. W algorytmie
tym dwa problemy optymalizacyjne stawiane w zagadnieniu wielu komiwojaze-
réw (rejon obstugi oraz kolejnos¢ odwiedzania punktéw obstugi przez pojazd)



174 Heurystyki uktadania tras pojazdow

realizowane s3 jednocze$nie. Nazwa algorytmu wywodzi si¢ od obliczanych pod-
czas wykonywania procedury pewnych wielko$ci, nazywanych oszczgdnosciami.
Przebieg dzialania algorytmu mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob (rys. 6.14):

krok 1: inicjalizacja
krok 2: obliczenie oszczednosci
krok 3: utworzenie listy potaczen tras
repeat
repeat
krok 4: sprawdzenie mozliwosci poltgczenia tras

until polaczenie jest mozliwe

krok 5: faczenie tras i aktualizacja listy tras i polaczen
until lista pofaczen jest pusta

Rys. 6.14. Algorytm G. Clarka i J.W. Wrighta
Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok pierwszy algorytmu to budowa wyjsciowego zbioru tras, w ktérych po-
jazd wyrusza z bazy, odwiedza i-ty punkt obstugi i do bazy powraca: P, — P, —
P,. Dla kazdej pary punkt6éw obstugi (P, P) nalezy obliczy¢ wartos¢ s(P, P), ktdra
bedzie wyraza¢ oszczedno$¢ wynikajacg z tego tytulu, Ze dwa rozpatrywane punk-
ty obslugi znajdg si¢ w jednej trasie, a nie w odrebnych trasach. Wielkos¢ s(P, P)
wyznaczana jest wedlug ponizszego wzoru:

S(Pi,Pj):C(PO, R’)"'C(ijpo)_c(Pij) (6.7)

Wyznaczona na podstawie macierzy kosztéw C macierz oszczednosci S zawierac
moze zardwno elementy dodatnie, zerowe, jak i ujemne. Te ostatnie nie beda w niej
wystepowad, jezeli elementy macierzy kosztow odpowiadaja odlegtosciom pomie-
dzy punktami obstugi spelniajagcymi warunek tréjkata. W celu utworzenia w trzecim
kroku listy ewentualnych polgczen (P, P) nalezy rozpatrywac tylko oszczednosci
dodatnie, ktore zostana posortowane malejgco. Tym samym rozpatrywane beda
w pierwszej kolejnosci te polgczenia tras, ktére moga przynies¢ najwigksze korzysci.

W kroku czwartym algorytmu sprawdza si¢ mozliwosci potaczenia dwdch tras
w jedng. Stuza do tego dwa kryteria. Pierwsze zapewnia, Ze nie zniszczy si¢ tego,
co dotychczas zostalo zbudowane w trakcie dzialania algorytmu. Oznacza to, ze
mozna laczy¢ ze sobg tylko dwie trasy, w ktorych wskazywane przez oszczednos¢
s(P, P)) punkty obstugi P, oraz P, s3 kranicowymi punktami w swoich trasach, czyli
umiejscowione sg w nich na pierwszej lub ostatniej pozycji (rys. 6.15a).

Drugie z kryteriéw sprawdzajacych mozliwos¢ polaczenia dwoch tras dotyczy
mozliwosci fadunkowych pojazdu. Jezeli pierwsze kryterium polaczenia dwéch
tras jest spelnione, a takze fadowno$¢ pojazdu pozwala na obstuzenie wszystkich
klientow, trasy sa ze sobg taczone (rys. 6.15b).
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Py

Rys. 6.15a. Dwie osobne (czeSciowo juz zbudowane) trasy, z krancowymi punktami P, i P,
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 6.15b. Nowa trasa zawierajgca potaczenie w (P, P/.)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok piaty algorytmu to aktualizacja listy utworzonych tras, ktéra dokonuje
sie po polaczeniu, oraz wykreslenie z listy sprawdzonej juz oszczednosci. Kolejne
iteracje algorytmu wykonywane s3 do momentu sprawdzenia wszystkich poten-
cjalnych korzysci (oszczednosci) wynikajacych z umieszczenia pary punktéw ob-
stugi (P, P) w jednej trasie. Jednakze dziatanie algorytmu moze zosta¢ przerwane
wczesniej, jezeli pomimo spetnienia pierwszego kryterium polaczenie tras i tak
nie bedzie mozliwe ze wzgledu na przekraczanie dopuszczalnej tadownosci lub
diugosci pracy pojazdu.

Przedstawiony algorytm oszczedno$ciowego taczenia tras ma dwie wersje: se-
kwencyjna i rownoleglta. W wersji réwnolegtej poddawane polaczeniu moga by¢
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rézne pary tras, tak jak to zostalo przedstawione powyzej. W wersji sekwencyjnej
rozpatrywana jest wcigz ta sama trasa, ktora jest taczona z kolejnymi do momentu,
az nie zostanie spelnione drugie kryterium sprawdzenia mozliwosci pofaczenia
dwoch tras. Dla czgdciowo zbudowanej trasy pojazdu (P, P, ..., P, P)) nalezy na
posortowane;j liscie oszczednosci znalez¢ najwiekszg mozliwg oszczednos¢ s(P, P)
lub s(P, P), ktéra pozwoli na wskazanie odpowiednio punktéw P, lub P, nalezacych
do swoich tras (i bedacych w nich kranncowymi punktami). Po dokonaniu pofacze-
nia trasy (PO, P,.., Pj, PO) np. zjedna z tras: (PO, P,.., PO) lub (PO, s Py PO), powstaje
nowa trasa (PO, o PP, Pj, PO) lub (PO, P,..., Pj, P, ..., PO), ktéra ponownie
podlega dalszym mozliwosciom potaczen.

Na koniec rozwazan dotyczacych algorytmu oszczednosciowego laczenia tras
warto dodag¢, ze byt on pdzniej rozwijany i modyfikowany przez wielu autoréw.
Jedna z modyfikacji to propozycja parametrycznej funkeji oszczednosci H. Paes-
sensa (1988) okreslonej wzorem:

S(B. P)=c(B, P)+c(P,, B)~yc(P, P) +Wlc(By, P)+1c(P, B)  (6.8)

w ktérej dodany czton w stosunku do funkgji (6.7) zacheca do zestawiania ze sobg
punktéw obstugi, ktérych odleglosci od bazy znacznie si¢ réznig. Wielkosci y i pt
s parametrami tej funkgcji, ktore autor przyjal na poziomie: 0 < y<3i0<pu<1.

Idea oszczednosci w algorytmie oszczednosciowego laczenia tras G. Clarka
i J.W. Wrighta stala si¢ podstawg innych metod rozwigzywania zagadnien uklada-
nia tras pojazdow. Przykladem takiej metody jest algorytm zaproponowany przez
R.H. Molea i S.R. Jamesona (1976), oparty na strategii wstawiania sekwencyjnego
kolejnych punktéw obstugi do budowanej trasy pojazdu.

repeat
krok 1: inicjalizacja trasy pojazdu
repeat
krok 2: wskazanie miejsca w trasie
krok 3: wskazanie punktu obstugi
krok 4: wstawienie punktu obstugi do trasy
untiltrasa jest dopuszczalna
krok 5: optymalizacja trasy
until wszystkie punkty obstugi s3 umieszczone w trasach

Rys. 6.16. Algorytm R.H. Mole’a i S.R. Jamesona
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym algorytmu nalezy zainicjowac tras¢ k-tego pojazdu przez
arbitralny wybor pierwszego punktu obstugi, ktory zostanie przez pojazd odwiedzo-
ny: P — P, — P . Nastepnie w kroku drugim dla wszystkich punktéw obstugi P,,
jakie nie zostaly jeszcze przyporzadkowane do zadnej trasy, nalezy obliczy¢ wielkos¢
a(P, P), a jej najmniejsza warto$¢ wskaze parg punktow (P, P]) znajdujacych sie
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juz w czesciowo zbudowanej trasie, pomiedzy ktore wybrany punkt obstugi zostanie
wstawiony. Wielkos¢ ou(P, P) obliczana jest zgodnie ze wzorem:

(P, P)=c(B, B,)~c(B,, P,) ~1c(P, P) (69)

Krok trzeci algorytmu to wybér punktu obstugi P, ktéry zostanie wstawiony do
cze$ciowo zbudowanej tras, na miejscu wskazanym w kroku drugim. Wybrany zo-
stanie punkt P, dla ktérego warto$¢ wyrazenia (6.10) jest najwieksza.

B(E', P)=uc(Ry, B)-a(P, P) (6.10)

Wykorzystane sg tutaj dwa parametry: A oraz p1. Gdy A > 0 oraz p = oo, punkt P,,
ktdry zostanie wstawiony do trasy, odpowiadac¢ bedzie najdalej polozonemu punk-
towi od bazy. Gdy A = 0 oraz p = 0, punkt P, odnosi¢ sie bedzie do najmniejszej
sumy odleglosci pomigdzy dwoma sqswdnlml punktami. Wskazany punkt obstu-
gi P, zostanie wstawiony w kroku czwartym do trasy pomiedzy pare sasiednich
punktow P oraz P pod warunkiem, Ze trasa nie spowoduje przekroczenia do-
datkowych ogranlczen zwigzanych z pojazdem (np. fadownosci). Jezeli dodatko-
we ograniczenia nie zostang spelnione oraz zaden z pozostalych nieobstuzonych
jeszcze punktéw nie bedzie mdgt zosta¢ dolaczony do aktualnie rozpatrywanej
trasy, wtedy uwazana jest ona za zamknieta, a nastepnie inicjowana jest nowa
trasa. W ostatnim, pigtym kroku algorytmu nalezy sprobowac dokona¢ poprawy
kolejnosci obstugi punktéw przez pojazd w zbudowanej trasie w celu sprawdze-
nia, czy mozliwe jest uzyskanie krotszej trasy niz ta, ktéra zostata skonstruowana
w krokach drugim, trzecim i czwartym.

Przedstawiona powyzej procedura jest powtarzana do momentu, az wszystkie
punkty obstugi zostang jednoznacznie przyporzadkowane do swoich pojazdow.
Algorytm Mole%a i Jamesona jako metoda uktadania tras pojazdow zaliczany jest
przez niektorych badaczy do grupy metod dekompozycyjnych. Wynika to z tego,
ze pomimo stopniowej budowy tras pojazdow sa one jeszcze poddawane w ostat-
nim kroku odrebnej postoptymalizacji.

6.2. Heurystyki dekompozycyjne

Odrebng klase algorytméw heurystycznych dla zagadnien ukladania tras wielu
pojazdow stanowig metody opierajace si¢ na strategii rozdzielajacej problem przy-
porzadkowania punktéw obstugi do pojazdéw oraz problem ustalania kolejnosci
odwiedzania tych punktéw przez dany pojazd (rys. 6.17). Strategia ta moze by¢
realizowana w dwdch kierunkach: najpierw rejon obstugi, potem kolejnos¢, lub
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odwrotnie — najpierw kolejno$¢, potem rejon. W tym drugim wariancie celem jest
budowa jednej niedopuszczalnej trasy dla wszystkich obstugiwanych przez baze
punktéw, by nastepnie podzieli¢ ja na mniejsze podtrasy obstugiwane przez po-
szczegodlne pojazdy. Najczesciej rozpatrywanym podej$ciem jest ustalenie najpierw
rejonow, ktore majg by¢ obstuzone przez pojazdy, jakimi dysponuje baza, a potem
okreslenie kolejnosci, w jakiej punkty majg by¢ obstuzone przez przydzielone im
pojazdy.

Rys. 6.17. Dwuetapowa konstrukcja rozwigzania w problemie wielu komiwojazeréw
Zrédto: opracowanie wtasne.

Do tej klasy metod nalezy algorytm zaproponowany przez B.E. Gilletta
i L.R. Millera (1974), nazywany algorytmem sweep (‘zagarnia¢, zamiatac’). Prze-
znaczony jest on do zadan wielu komiwojazeréw, w ktérych mozna przedstawié
punkty obstugi P w przestrzeni euklidesowej za pomocg wspdtrzednych (x, y).
Przyjmujac zalozenie, ze baza pojazdéw znajduje si¢ w $rodku kota obejmuja-
cego wszystkie punkty obstugi, mozna poprowadzi¢ promien R* przechodzacy
przez arbitralnie wybrany poczatkowy punkt obstugi P,. Kazdy nastepny pro-
mien R, poprowadzony przez pozostate punkty obstugi P, bedzie nachylony do
promienia R* pod pewnym katem. W zwigzku z tym kazdy punkt obstugi P,
bedzie si¢ charakteryzowal dwiema wielko$ciami: katem nachylenia o, prze-
chodzacego przez niego promienia R, (odlegtoscig katowa) oraz odlegloscia
c(P, P) punktu P, od bazy. Dla arbitralnie wybranego poczatkowego punktu
obstugi P, odleglos¢ katowa o, = 0. Postac¢ algorytmu sweep Gilletta i Millera
zostala przedstawiona w postaci pseudokodu na rysunku 6.18.

W kroku pierwszym algorytmu nalezy wskaza¢ arbitralnie poczatkowy punkt
obstugi P, i poprowadzi¢ prosta przechodzgca przez baze oraz przez ten punkt. Na-
stepnie dla wszystkich punktéw P, nalezy obliczy¢ odlegtos¢ katowa o, od wskaza-
nego punktu poczatkowego i posortowac je w porzadku rosngcym. Po zainicjalizo-
waniu nowej trasy pojazdu w kroku drugim przyporzadkowanie poszczegdlnych
punktéw obstugi P, odbywa sie w kroku trzecim algorytmu.

Poczawszy od najmniejszego o, nalezy stopniowo przypisywac punkty obstugi
P do pojazdu, az do momentu, kiedy trzeba bedzie uzy¢ nowego $rodka transpor-
tu. Odbywa sie to przez obracanie promienia R* przechodzacego przez poczatko-
wy punkt P, w ustalonym wczesniej jednym z dwoch kierunkéw: zgodnym z ru-
chem wskazowek zegara lub przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara (rys. 6.19).
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krok 1: inicjalizacja algorytmu
repeat
krok 2: inicjalizacja trasy
repeat
krok 3: przyporzadkowanie punktu do pojazdu
until trasa jest dopuszczalna
until wszystkie punkty obslugi sa umieszczone w trasach

repeat
krok 4: rozwigzanie problemu komiwojazera
until wszystkie rejony maja ustalong trase

Rys. 6.18. Algorytm sweep
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 6.19. Rejony obstugi w algorytmie sweep
Zrédto: opracowanie wtasne.

W wyniku przyporzadkowania wszystkich punktéw obstugi do poszczegol-
nych pojazddw otrzymujemy zbidér rejonéw obstugi, dla ktérych nalezy odrebnie
w ostatnim kroku algorytmu rozwigza¢ problem jednego komiwojazera.

Do pewnego stopnia idee procedury sweep wykorzystuje przedstawiony przez
D.M. Ryana i B.A. Fostera (Ryan i in., 1993) algorytm petal (‘ptatek’).

Rejony obstugi dla pojazdéw sa tworzone w ten sposdb, ze wszystkie punkty
obslugi nalezace do danego rejonu stanowig obszar bedacy pewnym wycinkiem
kota o promieniu, ktdrego poczatek znajduje si¢ w punkcie wyznaczonym przez
baze (tak jak w metodzie sweep). W przeciwienstwie do metody sweep celem algo-
rytmu jest wyznaczenie wszystkich dopuszczalnych rejonéw obstugi dla pojazdow,
by wybrac¢ z nich zbidr tych, dla ktérych taczna dlugos¢ zbudowanych dla nich tras
pojazdéw bedzie jak najmniejsza (rys. 6.20).
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repeat
krok 1: budowa zbioru rejonéw obstugi dla r punktéw
r=r+1

untilnie jest mozliwe wyznaczenie rejonu

repeat
krok 2: rozwigzanie problemu komiwojazera

until wszystkie rejony majg ustalong trase

krok 3: rozwigzanie problemu podziatu zbioru

Rys. 6.20. Algorytm petal
Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok pierwszy algorytmu to budowa wszystkich dopuszczalnych rejonéw obstu-
gi dla pojazdéw. Oznacza to, ze rejon sklada¢ si¢ moze zaréwno z jednego punktu
obstugi, jak i kilku takich punktéw. Jednakze kazdy rejon musi zawiera¢ te punk-
ty obstugi, dla ktérych faczny popyt (podaz) nie przekracza tadownosci pojazdu oraz
punkty te i tylko te znajduja si¢ obok siebie (na jednym wycinku kota). W praktyce
nalezy stopniowo wyznacza¢ wszystkie rejony obstugi skladajace si¢ kolejno z jed-
nego punktu obstugi, a nastepnie dla dwdch, trzech itd. Krok ten jest powtarzany do
momentu, gdy nie jest juz mozliwe wyznaczenie rejonu obstugi dla » punktéw, po-
niewaz za kazdym razem dopuszczalna fadowno$¢ pojazdu zostanie przekroczona.

Dla utworzonych w kroku pierwszym rejonéw obstugi nalezy zbudowac i roz-
wigzac problem komiwojazera, otrzymujac w ten sposdb trase o ustalonym koszcie
(dtugosci) ¢, (rys. 6.21ai 6.21b).

£ ok I

Rys. 6.21a. Rejony obstugi i odpowiadajace im trasy sktadajace sie, odpowiednio, z jednego
i dwoch punktow obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

X

Rys. 6.21b. Rejony obstugi i odpowiadajace im trasy sktadajace sie z trzech punktéw obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Krok trzeci to budowa i rozwigzanie problemu podzialu zbioru, w ktérego wy-
niku uzyskiwany jest podzbidr tras (skladajacych si¢ z jednego lub wielu punktow
obstugi) stanowiacy rozwiazanie koncowe (6.11)-(6.13):

min. Fx) =) ¢x, (6.11)
DX =1 dlai=1..,N (6.12)
x {01} dlalelL (6.13)

gdzie:
L - zbiér wszystkich utworzonych dopuszczalnych tras pojazdéw;
a, — parametr przyjmujacy wartos¢ 1, jezeli i-ty punkt obstugi nalezy do
trasy [, natomiast 0, gdy do niej nie nalezy;
¢, - koszt (dtugos¢) I-tej trasy pojazdu.

Pewna modyfikacja przedstawionego powyzej algorytmu jest algorytm 2-petal
zaproponowany przez J. Renauda, EE Boctora i G. Laportea (Renaud i in., 1996),
w ktérym dla danego wycinka kota (sektora) tworzone sg dwie trasy, a nie tylko jed-
na (rys. 6.22). W tym wypadku Iaczne zapotrzebowanie wszystkich punktéw obstugi
nie moze przekroczy¢ dwukrotnej dopuszczalnej fadownosci pojazdu. Dwie trasy
tworzone sg w oparciu o punkty poczatkowe, ktore sa w danym sektorze najbardziej
od siebie oddalone, natomiast pozostale punkty sektora sa do nich dotaczane z wy-
korzystaniem metody najnizszego kosztu wstawiania punktu do trasy.

Rys. 6.22. Rejony obstugi i odpowiadajace im trasy w algorytmie 2-petal (po lewej: jedna trasa
zawiera sie w drugiej; po prawej: trasy sie przecinaja)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejnym algorytmem realizujagcym strategie ,najpierw rejon, potem kolej-
nos¢” jest algorytm wykorzystujacy uogoélnione zagadnienie przydzialu, a przed-
stawiony przez M. Fishera i R. Jaikumara (1981) (rys. 6.23).

Pierwszy krok algorytmu stanowi wybor arbitralnie ustalonych przez decydenta
punktéw zrédtowych P,, do ktérych zostang przyporzadkowane pojazdy (rys. 6.24).
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krok 1: wybér punktéw zrédlowych
krok 2: rozwigzanie uogélnionego zadania przydziatu

repeat
krok 3: rozwiazanie problemu komiwojazera
until wszystkie rejony maja ustalong trase

Rys. 6.23. Algorytm M. Fishera i R. Jaikumara
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 6.24. Rejony obstugi w algorytmie M. Fishera i R. Jaikumara
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Fisher i Jaikumar, 1981).

Stad tez ich liczba moze by¢ mniejsza lub réwna liczbie pojazddéw, jaka jest w dys-
pozycji bazy. Problem, przed jakim stoi decydent, to odpowiedni wybér punktow,
ktore beda stanowic zalazek rejonéw obstugi dla pojazdéw. Jak stwierdzajg przy-
wolywani autorzy, moga to by¢ punkty, dla ktérych wielkos¢ dostawy (lub odbio-
ru produktu) stanowi wiecej niz potowe fadownosci pojazdu, poniewaz i tak nie-
mozliwe byloby umieszczenie tych punktow w jednej trasie. Inny powdd wyboru
wlasciwych punktéw zrédtowych moze by¢ zwigzany z rozlokowaniem wszystkich
punktow obstugi wokot bazy. Bardzo czgsto rozlokowanie takie ma charakter pro-
mienisty, gdzie punkty obstugi zlokalizowane sg wzdluz gléwnych ciagéw komu-
nikacyjnych. W takim wypadku naturalnym wyborem punktu zZrédtowego bedzie
wskazanie punktu najbardziej oddalonego od bazy wzdluz rozpatrywanego ciagu
komunikacyjnego. Punkty Zrédtowe moga zosta¢ takze wyznaczone automatycz-
nie zgodnie z opisang przez autoréw regula podzialu obszaru, na ktérym znajduja
sie wszyscy klienci, na mniejsze obszary, adekwatne do zglaszanego przez nich
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zapotrzebowania. Wtedy punktami zrodtowymi nie sg rzeczywiste punkty obstugi,
lecz lezace w tej samej odleglosci od bazy fikcyjne punkty, wobec ktorych formo-
wane s3 w dalszej kolejnosci rejony obstugi.

Krok drugi algorytmu Fishera i Jaikumara wymaga konstrukcji oraz rozwia-
zania uogdlnionego liniowego zadania przydziatu, ktdrego posta¢ okreslona jest
modelem programowania matematycznego:

. K N
min F(y)zzkzlzizlcikyik (6.13)
N
3V <Q dla k=1,...,K (6.14)
N
_yx=ldlai=1,.,N (6.15)
y.€0,1} dla k=1,...,Korazi=1,....N (6.16)

gdzie:

N - liczba wszystkich obstugiwanych punktow (weztow);

K - liczba wszystkich pojazdow;

Q, - fadownosc¢ k-tego pojazdu;

g, - zapotrzebowanie i-tego punktu obstugi;

c, — koszt wstawienia i-tego punktu obstugi do trasy k-tego pojazdu;

Y, - zmienna decyzyjna przyjmujgca warto$¢ 1, gdy i-ty punkt obstugi
przyporzadkowany zostanie do trasy k-tego pojazdu, lub 0, gdy nie
zostanie przyporzadkowany.

Kazdy punkt obstugi musi by¢ przyporzadkowany do pojazdu w sposéb jed-
noznaczny, o czym zapewniaja ograniczenia wyrazone réwnosciami (6.15), nato-
miast zbiory punktéw obstugi w poszczegélnych rejonach warunkowane sg nie-
réwnosciami przedstawionymi w ograniczeniach (6.14). Celem prezentowanego
uogdlnionego zadania przydzialu jest minimalizacja funkcji wyrazajacej catkowi-
ty koszt przyporzadkowania punktéw do pojazdéw bedacych w dyspozycji bazy.
Na szczegdlng uwage zastuguja tutaj wspolczynniki funkeji celu, ktore wyrazaja
koszt wstawienia i-tego punktu obstugi do rejonu obstugiwanego przez k-ty po-
jazd. Wyznaczane sg one zgodnie z formula:

¢, =min. [¢(P, P))+c(P, P.)+c(P,, F), c(P,, P.)+c(P,, P)+c(P, F)]—
_[C(P()a Pk)+C(Pk’ P())]

(6.17)

Tak samo jak w wypadku algorytmu sweep, w ostatnim kroku algorytmu nalezy
dla kazdego rejonu oddzielnie rozwigza¢ problem komiwojazera, otrzymujac zbior
finalnych tras pojazdow.

W polskiej literaturze z tego zakresu na uwage zastuguje dwuetapowy algorytm
przedstawiony przez A. Calczynskiego noszacy nazwe BE-WOT (baz fikcyjnych
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i wymiany odcinkow tras) (Calczynski, 1992; Jadczak, 2001). W pierwszym eta-
pie, w ktérym konstruowane sg rejony obstugi dla pojazdéw, jest on troche po-
dobny do algorytmu Fishera i Jaikumara. Takze w tym wypadku na poczatku
wybierane sg punkty zZrodtowe, dla ktoérych budowane jest klasyczne zadanie
transportowe.

repeat

krok 1: wybér bazy fikcyjnej

krok 2: rozwigzanie klasycznego zadania transportowego
until wszystkie punkty przyporzadkowane

repeat
krok 3: rozwigzanie problemu komiwojazera
until wszystkie rejony maja ustalong trase

Rys. 6.25. Algorytm BF-WOT
Zrédto: opracowanie wtasne.

W przeciwienstwie do wczesniej prezentowanego algorytmu rejony zasiegu dzia-
tania pojazdow dla poszczegélnych punktow obstugi budowane sg stopniowo.
W kroku pierwszym nalezy sposrod nieprzyporzadkowanych do Zadnego pojaz-
du punktow obstugi wybra¢ punkt, ktory jest zlokalizowany w najdalszej odleg-
tosci od bazy. Do tego punktu zostanie wystany pojazd z zadang iloscig produk-
tu, skad rozpocznie obstuge kolejnych przyporzadkowanych do niego klientow.
Wybrany w ten sposdb punkt startowy pojazdu nazywany jest baza fikcyjng. Baza
fikcyjna oraz baza rzeczywista stanowig podstawe budowy klasycznego zadania
transportowego z dwoma dostawcami. Podaz bazy rzeczywistej jest rowna sumie
popytow wszystkich nieodwiedzonych punktéw obstugi (z wyjatkiem punktu
obstugi, jaki wybrany zostal jako baza fikcyjna), od ktorej nalezy odja¢ niewyko-
rzystang jeszcze tadownos¢ pojazdu. Natomiast podaz bazy fikcyjnej jest rowna
réznicy tadownosci wystanego do niej pojazdu i popytu punktu obstugi stano-
wigcego baze fikcyjna. Odbiorcami w tak konstruowanym klasycznym zadaniu
transportowym sg wszystkie nieodwiedzone punkty obstugi, ktérych popyty sa
réwne ich rzeczywistemu zapotrzebowaniu na produkt. Wreszcie macierz kosz-
tow zadania transportowego stanowia odleglosci pomiedzy punktami obstugi
i bazami (rzeczywistg i fikcyjna).

Przyklad

W tabeli 6.1 przedstawiono odlegtosci pomiedzy baza a wszystkimi punktami ob-
stugi ze wskazaniem tego, ktéry zostanie bazg fikcyjng (punkt P, jako najbardziej
oddalony od bazy).
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Tabela 6.1. Odlegtosci od bazy oraz popyty punktow obstugi

P, | P, | P | P | P | P |P |P | P |P

5 6 7 8 9 10

Razem
Baza 5 2 6 3 7 2 9 1 8 7

Popyt 20 15 20 20 15 15 20 20 15 20 180

Zrédto: opracowanie wtasne.

Do tego punktu wystany zostanie pojazd o fadownosci 80 jednostek fadunko-
wych. Tym samym w klasycznym zadaniu transportowym, ktdre nalezy zbudowac,
drugim dostawcg (baz fikcyjng) bedzie punkt P, o podazy wynoszacej 60 jedno-
stek tadunkowych. W tabeli 6.2 zaprezentowano przyktad budowy zadania trans-
portowego w pierwszym etapie metody BF-WOT.

Tabela 6.2. Przyktad liczbowy budowy klasycznego zadania transportowego w metodzie BF-WOT

P, P, P, P, P, P, P, P, P, | Podaz
Baza 5 2 6 3 7 2 1 8 7 100
P, (BF) 4 6 7 4 8 2 6 5 3 60

Popyt 20 15 20 20 15 15 20 15 20 160

Zrédto: opracowanie wtasne.

W wyniku rozwigzania przedstawionego powyzej klasycznego zadania trans-

portowego uzyskany zostanie rejon obstugi dla pojazdu uprzednio wystanego do
punktu P, (tab. 6.3).

Tabela 6.3. Rozwigzanie klasycznego zadania transportowego w metodzie BF-WOT
(rejon obstugi pojazdu)

P, P, P, P, P, P, P, P, | P, |Podaz
Baza 0 15 20 20 15 10 20 0 0 100
P,(BF) | 20 0 0 0 0 5 0| 15 20 60

Popyt 20 15 20 20 15 15 20 15 20 160

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Przyjmujac podstawowe zalozenia dotyczace sformulowania problemu ukfa-
dania tras pojazdéw (jednoznaczne przyporzadkowanie punktéw obstugi do po-
jazdow), do wyznaczenia rejonu obstugi pojazdu w prezentowanym przykladzie
nalezy wybra¢ punkty: P, P, P, oraz P, . Laczny popyt wszystkich klientow dla
wskazanego rejonu wyniesie 75 jednostek tadunkowych, co oznacza, ze fadow-
no$¢ pojazdu nie zostanie w pelni wykorzystana (pozostaje wolne miejsce na
5 jednostek tadunkowych). Jezeli dokonana zostanie relaksacja tego ograniczenia
(dopuszczona zostanie obstuga rozdzielona), do rejonu obstugi pojazdu nalezy do-
taczy¢ takze punkt P..

W wyniku konstrukeji rejonu obstugi dla pierwszego pojazdu nieprzyporzadko-
wane zostang jeszcze punkty: P, P,, P, P, P, oraz punkt P_. Popyt punktu P, be-
dzie réwny 15 (jezeli w rejonie obstugi pojazdu nie zostanie on uwzgledniony) lub
10 (jezeli w rejonie obstugi pojazdu zostanie on uwzgledniony). Powyzsza procedure
przedstawiong w tabelach 6.1-6.3 nalezy powtorzy¢ w celu wyznaczenia kolejnego
rejonu obstugi. Ostatni rejon obstugi wyznaczony zostanie bez koniecznosci budo-
wy i rozwigzania klasycznego zadania transportowego i zawiera¢ bedzie wszystkie
punkty obstugi, ktorych taczny popyt nie przekroczy zalozonej tadownosci pojazdu.

Drugi etap algorytmu A. Calczynskiego (krok trzeci) to konstrukcja i rozwig-
zanie zadan komiwojazera dla kazdego pojazdu na podstawie wyznaczonego dla
niego w etapie pierwszym rejonu obstugi. Algorytm baz fikcyjnych A. Calczyn-
skiego sukcesywnie konstruuje poszczegolne rejony obstugi, inicjujac je punktami
obstugi, ktdre sg najbardziej oddalone od bazy sposrod jeszcze nieprzyporzadko-
wanych do zadnego pojazdu. Nieco inne podejscie do konstrukeji rejonéw pojaz-
doéw mamy w algorytmie zaproponowanym przez J. Bramela i D. Simchi-Leviego
(1995) (rys. 6.26).

krok 1: wybor potencjalnych koncentratoréw
krok 2: sformulowanie i rozwiazanie zadania lokalizacji
repeat
krok 3: umieszczenie punktu w trasie
until wszystkie rejony maja ustalong trase

Rys. 6.26. Algorytm ,najpierw trasa, potem rejon”
Zrédto: opracowanie wtasne.

Budowa rejonéw poszczegolnych pojazdow opiera sie na wybranych punktach
obstugi nazywanych koncentratorami, do ktérych przyporzadkowywane (,,podla-
czane”) sg pozostale punkty (rys. 6.27). Proces ten mozna poréwna¢ do konstruk-
cji sieci telekomunikacyjnej skladajacej si¢ z gléwnych wezléw (koncentratory)
o okreslonej przepustowosci oraz podiaczonych do nich punktéw koncowych (ter-
minali). Do danego wezta gléwnego moze by¢ podlaczona taka liczba terminali,
aby dopuszczalna przepustowos¢ koncentratora nie zostala przekroczona.
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Rys. 6.27. Rejony obstugi wyznaczone w oparciu o koncentratory
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym nalezy wybra¢ potencjalnych kandydatéw na koncentra-
tory. Metoda pozwala na korzystanie z wiedzy i doswiadczenia decydenta, ktd-
ry wskaze punkty obstugi, jakie zostang umieszczone w jednym rejonie obstugi
(a tym samym jeden z nich zostanie koncentratorem, a pozostale zostang do niego
przyporzadkowane). Jednakze wspomniani autorzy proponuja, aby zbiér poten-
cjalnych koncentratoré6w obejmowal zbiér wszystkich punktow obstugi, czyli kaz-
dy punkt obstugi ma jednakowe szanse, ze zostanie wskazany jako inicjator rejonu
obstugi pojazdu.

Istota prezentowanego algorytmu jest krok drugi, w ktérym nalezy skonstru-
owa¢ zagadnienie lokalizacji koncentratoréw z ograniczonymi przepustowoscia-
mi. W tym celu nalezy przyja¢ nastepujace oznaczenia:

X =

yk_

zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos¢ 1, jezeli terminal i (i-ty punkt ob-
stugi) jest przyporzadkowany do k-tego koncentratora;

zmienna decyzyjna przyjmujaca wartos¢ 1, jezeli koncentrator ulokowany
zostal w k-tym miejscu (k-ty punkt obstugi zostat koncentratorem);

koszt przyporzadkowania i-tego terminala (i-tego punktu obstugi) do k-tego
koncentratora;

koszt umieszczenia koncentratora w k-tym punkcie (uznania k-tego punktu
obstugi za koncentrator);

przepustowos¢ k-tego koncentratora (fadownos¢ pojazdu uzytego do obstu-
gi k-tego rejonu);

zapotrzebowanie na przepustowos¢ i-tego terminala (zapotrzebowanie lub
podaz i-tego punktu obstugi).
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Posta¢ modelu lokalizacji koncentratoréw z ograniczonymi przepustowosciami,
na ktdérego podstawie nalezy wskaza¢ punkty obstugi bedace inicjatorami rejonéw
dla poszczegolnych pojazdow, jest nastepujaca:

min. (X, y)ZZleszlcikxik +sz:1kak (6.18)
Cxp=ldai=1,..,N (6.19)

X3 <Y dlai=1,..,Norazk=1,...,K (6.20)
%, €{0,1} dlai=1,...,Norazk=1,...,K (6.21)
€01} dla k=1,...,K (6.22)

Ograniczenia wyrazone wzorami (6.19)-(6.20) zapewniaja, ze kazdy terminal
(punkt obstugi) przyporzadkowany jest tylko do jednego koncentratora, a jedno-
cze$nie ich laczne zapotrzebowanie na przepustowos¢ (podaz lub popyt przypo-
rzadkowanych punktéw obstugi) nie przekracza dopuszczalnej przepustowosci
koncentratora (dopuszczalnej fadownosci wyznaczonego do obstugi rejonu po-
jazdu). Celem sformulowanego problemu jest znalezienie optymalnej lokalizacji
koncentratoréw (wskazanie, ktére punkty obstugi zostang koncentratorami) oraz
przyporzadkowanie pozostatych punktéw obstugi do koncentratoréw w taki spo-
sob, aby taczny koszt umieszczenia w k-tych punktach koncentratoréw oraz przy-
porzadkowania do nich pozostalych punktéw obstugi byt jak najnizszy (6.18).

Wyjasnienia wymagaja tutaj sposoby obliczenia kosztéw umieszczenia koncen-
tratora w k-tym punkcie oraz przyporzadkowania do niego i-tego punktu obstugi.
Autorzy proponujg, aby koszt v, obliczony zostat jako koszt wystania pojazdu do
tego punktu: v, = 2d ,. Natomiast jesli chodzi o obliczanie kosztu przyporzadko-
wania itego punktu obstugi do k-tego koncentratora c,, proponuje si¢ tutaj dwa
sposoby. Pierwszy z nich jest kosztem wstawienia i-tego punktu obstugi pomiedzy
baze a k-ty koncentrator: ¢, = d. + d, - d,,. Drugi ze sposobéw nazywany jest
kosztem bezposrednim i obliczany jest jako: ¢, = 2d. .

Uzyskane w kroku drugim rozwigzanie stanowi wyznaczenie rejonéw obstugi
dla poszczegoélnych pojazdow, ktore w kroku trzecim nalezy przeksztalci¢ w kon-
kretne trasy pojazdéw przez minimalizacje kosztu wstawienia punktu obstugi do
trasy pojazdu.

Ostatnim algorytmem z grupy metod ,,najpierw rejon, potem trasa’, o ktérym
nalezy wspomnie¢, jest dwufazowa procedura przedstawiona przez N. Christo-
fidesa, A. Mingozziego i P. Totha (Christofides i in., 1979). Sklada si¢ ona z fazy
sekwencyjnej konstrukcji tras (rys. 6.28) oraz fazy rownoleglej konstrukcji tras
pojazddéw (rys. 6.29).
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repeat
krok 1: inicjalizacja trasy pojazdu
repeat
krok 2: umieszczenie punktu w trasie
krok 3: poprawa kolejnosci obstugi punktéw w trasie
untiltadowno$¢ pojazdu nie jest przekroczona
until wszystkie punkty przyporzadkowane

Rys. 6.28. Faza sekwencyjnej konstrukgji tras w algorytmie N. Christofidesa, A. Mingozziego
i P. Totha
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym algorytmu nalezy wybra¢ dowolny punkt obstugi r, ktéry
zainicjalizuje trase pierwszego pojazdu. Nastepnie dla kazdego punktu obstugi,
ktory nie jest jeszcze przyporzadkowany do trasy pojazdu, nalezy policzy¢ wiel-
kos¢ 8, wedlug wzoru:

8, =dy; +Ad, (6.23)

gdzie A > 1 jest parametrem ustalanym przez decydenta. W kroku drugim w ak-
tualnie rozpatrywanej trasie pojazdu umieszczony zostanie punkt obstugi i, dla
ktérego 8. =min. _ {3,}, gdzie S, jest zbiorem wszystkich punktéw obstugi,
ktére moglyby by¢ wstawione do trasy pojazdu bez naruszenia warunku jego do-
puszczalnej tadownosci. Dofaczony do trasy punkt i* powoduje jej powigkszenie
i nalezy sprébowac¢ poprawi¢ jej catkowita dtugos¢ przez zmiane kolejnosci od-
wiedzania przez pojazd poszczegdlnych punktéow. Procedura opisana w krokach
drugim i trzecim jest powtarzana do momentu, w ktérym zaden punkt obstugi nie
moze zostac juz dofaczony do trasy pojazdu, poniewaz fadownos¢ pojazdu zostata
wykorzystana. W takiej sytuacji nalezy zainicjowa¢ nowa trase kolejnego pojazdu,
a nastepnie powtorzy¢ kroki pierwszy, drugi i trzeci.

krok 1: inicjalizacja tras pojazdéw
repeat
repeat
krok 2: przyporzadkowanie punktu obstugi do trasy
until wszystkie punkty przyporzadkowane
repeat
krok 3: wstawienie punktu obstugi do trasy
krok 4: poprawa kolejnosci obstugi punktéw w trasie
untilwszystkie punkty umieszczone w trasie
until wszystkie trasy pojazdéw zbudowane

Rys. 6.29. Faza rownolegtej konstrukcji tras w algorytmie N. Christofidesa, A. Mingozziego
i P. Totha
Zrédto: opracowanie wtasne.
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W fazie réwnoleglej omawianego algorytmu inicjowane s3 jednoczesnie wszyst-
kie k trasy pojazdow, gdzie k jest liczbg uzyskanych tras z fazy sekwencyjnej. Inicja-
lizacja tych tras nastepuje w wyniku wyboru punktéw poczatkowych r, ..., r,. Na-
stepnie w kroku drugim nalezy dokona¢ skojarzenia i-tego punktu obstugi z dang
I-ta trasa przez policzenie wielkoéci € wedtug wzoru:

& =dy, +ud, —dy, (6.24)

gdzie p > 1 jest parametrem ustalanym przez decydenta. Z ['-t3 trasg zostanie
skojarzony punkt i, dla ktérego € =min. {e}}. Krok drugi nalezy powtarza¢ do
momentu, az wszystkie punkty obstugi zostang skojarzone ze swoimi trasami.

W kroku trzecim nastepuje stopniowa konstrukcja poszczegélnych tras pojaz-
doéw. Dla kazdego punktu i skojarzonego z trasg [ nalezy policzy¢ wielko$¢ T, zgod-
nie z formula:

T, = SZ.’ — 8? (625)
i i i

gdzie & =min {e}}. Do trasy | wstawiony zostanie punkt i, dla ktérego

T, =max. . {r;}, gdzie § jest zbiorem wszystkich punktéw obstugi, ktére nie zo-
staly jeszcze umieszczone w trasie /, a s3 z nig skojarzone. Podobnie jak w fazie
sekwencyjnej, stopniowo rozbudowywana trasa jest za kazdym razem poprawiana
w kroku czwartym. Faza roéwnoleglej konstrukcji tras jest powtarzana do momen-
tu, kiedy wszystkie trasy pojazdéw zostang skonstruowane.

Odwrotne podejscie do dotychczas zaprezentowanych algorytméw dekompo-
zycyjnych stanowi¢ moze metoda realizujaca strategie ,,najpierw trasa, potem re-
jon” (rys. 6.30).

krok 1: rozwigzanie problemu komiwojazera

repeat
krok 2: przyporzadkowanie kolejnych punktéw trasy do pojazdu
until wszystkie punkty przyporzadkowane

Rys. 6.30. Algorytm ,,najpierw trasa, potem rejon”
Zrédto: opracowanie wtasne.

W pierwszym kroku algorytmu nalezy zbudowac zadanie komiwojazera sklada-
jace sie z wszystkich punktéw obstugi bedacych w zasigegu dziatania bazy. W wyni-
ku rozwigzania zadania komiwojazera powstanie jedna supertrasa, ktora z punktu
widzenia zalozonej tadownosci pojazdu jest niedopuszczalna. W zwiazku z tym
w kolejnym kroku algorytmu nalezy sukcesywnie budowac rejony obstugi dla po-
szczegdlnych pojazdow, uwzgledniajac ich dopuszczalne tadownosci, jednakze za-
chowujac kolejnos¢ obstugi poszczegdlnych punktéw wyznaczong rozwigzaniem
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uzyskanym w kroku pierwszym (rys. 6.31a i 6.31b). Pojazd, wyruszajac z bazy,
odwiedza kolejne punkty obstugi wedlug kolejnosci zgodnej z supertrasg wyzna-
czong wezesniej. W sytuacji, gdy fadownos¢ pojazdu zostanie wyczerpana, powra-
ca on do bazy, skad do dalszej obstugi punktéw wyznaczany jest kolejny pojazd,
poczawszy od kolejnego nieodwiedzonego w trasie punktu obstugi. Procedura jest
powtarzana do momentu, az wszystkie punkty obstugi supertrasy zostang przypo-
rzadkowane do poszczegdlnych pojazdow.

Rys. 6.31a. Supertrasa
Zrédto: opracowanie wtasne.

N

Rys. 6.31b. Przyktad podziatu supertrasy na poszczegdlne rejony (trasy pojazdéw)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Poszukiwanie rozwigzania optymalnego zagadnienia ukladania tras pojazdow
z zastosowaniem strategii ,najpierw trasa, potem rejon” ma kilka zalet (Beasley,
1983). Po pierwsze, takie podejscie zapewnia, zZe punkty obstugi znajdujace sie bli-
sko siebie beda blisko w poszczegolnych trasach pojazdow. Po drugie, generowanie
tras poszczegdlnych pojazdéw przy zachowaniu wczesniej ustalonego uporzad-
kowania punktéw obstugi jest szybka i nieskomplikowang procedura. Po trzecie,
pierwszy etap metody (kolejnos¢ obstugi) moze by¢ przeprowadzony z wykorzy-
staniem rdéznych algorytmoéw dla problemu jednego komiwojazera. Ponadto drugi
etap (rejon obstugi) moze takze polega¢ na wygenerowaniu jednego duzego zbioru
dopuszczalnych tras pojazdéw (oczywiscie przy zachowaniu wczedniej ustalone;j
kolejnosci obstugi), a nastepnie wyborze sposréd nich podzbioru najlepszego.






Rozdziat 7
Metaheurystyki uktadania tras pojazdow

Osobng szeroka klase algorytmoéw heurystycznych dla zagadnien ukfadania tras
jednego i wielu komiwojazeréw stanowig metody wzrostu, nazywane takze meto-
dami poprawy (improvig heuristics). Ogélna idea tej grupy metod opiera si¢ na po-
szukiwaniu rozwigzania coraz lepszego przez sukcesywne przeksztalcanie aktual-
nie rozpatrywanego rozwigzania w kolejne (rys. 7.1).

Rys. 7.1. Poszukiwanie najlepszego rozwigzania na podstawie strategii wzrostu
(poprawy rozwigzan)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Sposoby poprawy istniejacych rozwigzan moga by¢ bardzo rézne. Moga do-
tyczy¢ tylko jednej trasy (dla problemu komiwojazera), jak réwniez wielu tras
jednoczesnie (w problemie wielu komiwojazeréw). Wprowadzane w ich efekcie
zmiany mogg by¢ niewielkie badz tez uzyskane rozwigzania w niczym nie beda
przypominaly wyjsciowych.

Jako ze przestrzen rozwigzan zagadnien ukladania tras jednego i wielu po-
jazdow jest bardzo duza, istnieje takze konieczno$¢ tworzenia pewnych regut
jej eksploracji. Reguly te majg réznorodny charakter, poczawszy od bardzo
prostych, a skonczywszy na nieco bardziej skomplikowanych, nierzadko wzo-
rujacych sie na regutach funkcjonujacych w $rodowisku naturalnym. Stad tez
osobne miejsce w piSmiennictwie z zakresu optymalizacji tras pojazdow zyskaly
sobie metody, ktdre realizujg przyjete reguly eksploracji przestrzeni rozwiazan,
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nazywane metaheurystykami. Uszczeg6lowienie okreslonych dziatan w ramach
regul, ktorymi kieruje si¢ metaheurystyka, sprawia, ze staje si¢ ona konkretnym
algorytmem heurystycznym przeznaczonym do rozwigzania postawionego pro-
blemu decyzyjnego.

Wisrod metaheurystyk wykorzystywanych do zagadnien ukladania tras pojaz-
déw wyrdzni¢ mozna dwie podstawowe grupy:

1) jednoagentowe metody przeszukiwania lokalnego;
2) wieloagentowe metody przeszukiwania réwnolegtego.

Pierwsza z nich zawiera algorytmy, ktére w procesie poszukiwania prze-
strzeni rozwigzan optymalizowanego problemu w danym momencie dokonuja
przeksztalcenia i oceny tylko jednego rozwigzania. Z kolei metody wieloagento-
we rozpatrujg w danej chwili wiele rozwigzan jednoczesnie. W celu znalezienia
lepszych tras pojazdow przeksztalcane s w inne nie pojedyncze trasy, a cale ich
zbiory jednoczesnie.

7.1. Jednoagentowe przeszukiwanie lokalne

Pierwsza grupe metaheurystyk stanowigcych zbiér regut przeszukiwania prze-
strzeni rozwigzan dla probleméw ukladania tras pojazdéw sa jednoagentowe
metody przeszukiwania lokalnego. Nalezg do nich algorytmy, ktére dokonuja prze-
ksztalcenia jednego rozwigzania w inne. Wéréd nich na szczegélne wyrdznienie
zastuguja trzy typy metaheurystyk:

1) metody lokalnej optymalizacji;
2) metody przeszukiwania tabu;
3) metody symulowanego wyzarzania.

Ogdlny schemat metod przeszukiwania przestrzeni rozwigzan opartych na kla-
sie algorytmow realizujacych strategie przeszukiwania lokalnego zostal przedsta-
wiony za pomocg zamieszczonego ponizej pseudokodu (rys. 7.2):

krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: konstrukeja sasiedztwa
krok 3: ocena sasiedztwa
repeat warunek konca

Rys. 7.2. Algorytm wzrostu
Zrédto: opracowanie wtasne.
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W pierwszym kroku algorytméw realizujacych strategie poszukiwania coraz
lepszego rozwigzania nalezy skonstruowa¢ rozwiazanie poczatkowe. Moze to by¢
zaréwno rozwigzanie wygenerowane w sposob losowy, jak i rozwigzanie utworzo-
ne z wykorzystaniem jednej z wczesniej prezentowanych metod (np. algorytmu
konstrukcyjnego lub dekompozycyjnego). Utworzone rozwiazanie jest rozwia-
zaniem aktualnie rozpatrywanym, a jednoczesnie dotychczas najlepszym znale-
zionym. Istotnym elementem algorytmoéw przeszukiwania lokalnego jest sposéb
realizacji kroku drugiego. Wedtug zalozonego schematu dokonywane jest w nim
przeksztalcenie aktualnie rozpatrywanego rozwigzania w inne sasiednie, ktore
w kroku trzecim poddawane jest ocenie, czyli poréwnaniu z dotychczas najlep-
szym znalezionym rozwiazaniem. W danej iteracji algorytmu moze by¢ generowa-
ne jedno rozwigzanie sasiednie albo pewien ich zbidr. Jezeli tworzonych jest wigcej
rozwigzan niz jedno rozwigzanie sasiednie, sposroéd nich wybierane jest najlepsze
i poréwnywane z aktualnie rozpatrywanym. W wypadku znalezienia rozwigza-
nia lepszego nalezy je uzna¢ za dotychczas najlepsze znalezione rozwiazanie i roz-
poczaé od nowa caly proces poszukiwania lepszego rozwiazania. W przeciwnym
razie trzeba skonstruowac kolejne rozwigzanie (lub zbiér rozwigzan sasiednich)
z aktualnie rozpatrywanego. Proces konstrukeji kolejnych rozwigzan powstalych
z aktualnie rozpatrywanego moze by¢ powtarzany do momentu, az nie jest mozli-
we skonstruowanie kolejnego rozwigzania wedlug zalozonego wczesniej schema-
tu. Innym warunkiem konca dzialania algorytmu jest takze wykonanie okreslone;
liczby iteracji lub brak uzyskanej poprawy w okreslonym czasie dziatania algoryt-
mu. Taki sposdb ustalenia konca dzialania algorytmu moze by¢ wynikiem bardzo
licznego zbioru rozwigzan sgsiednich, wynikajacego miedzy innymi z przyjetego
sposobu ich tworzenia.

Znalezione przez algorytm przeszukiwania lokalnego dotychczas najlepsze roz-
wigzanie, przy jednoczesnym wyczerpaniu wszystkich mozliwosci konstrukeji no-
wych rozwigzan (lub spelnieniu innego warunku konca dzialania algorytmu), jest
rezultatem koncowym algorytmu wzrostu.

Sposéb konstrukeji kolejnych rozwigzan jest jednym z najwazniejszych ele-
mentéw algorytméw przeszukiwania lokalnego, poniewaz w bezposredni sposéb
wplywa on zaréwno na jako$¢ generowanych rozwigzan koncowych, jak i na czas
dzialania algorytmu.

7.1.1. Algorytmy lokalnej optymalizacji

Algorytmy lokalnej optymalizacji nalezg do grupy metaheurystyk przeszukiwania
lokalnego, a realizujg ich strategi¢ przeszukiwania przestrzeni rozwigzan w najbar-
dziej uproszczony sposéb. W ich wypadku zazwyczaj nie jest generowane liczne
sasiedztwo rozwigzan w danym momencie, lecz za kazdym razem tworzone i roz-
patrywane jest jedno rozwigzanie sasiednie (rys. 7.3).
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krok I: inicjalizacja
repeat
repeat
krok 2: konstrukcja nowego rozwiazania
krok 3: ocena rozwigzania
untilbrak poprawy rozwigzania
repeat wyczerpane mozliwoéci konstrukeji nowych rozwigzan

Rys. 7.3. Algorytm lokalnej optymalizacji
Zrédto: opracowanie wtasne.

Pierwszym, a zarazem najprostszym algorytmem poprawiajacym aktualnie
rozpatrywane rozwigzanie problemu jednego komiwojazera jest procedura 2-opt
(Lin, 1965), ktéra polega na usunigciu dwdch polaczen pomiedzy punktami obstu-
gi, a nastepnie zastagpieniu ich innymi (rys. 7.4). Geneza tej metody wynika z ob-
serwacji, ze w problemach euklidesowych (zdefiniowanych w przestrzeni dwuwy-
miarowej za pomocg wspolrzednych punktéw) dlugos¢ cyklu Hamiltona w grafie
zawierajacego przecinajace si¢ krawedzie jest wigksza niz diugos¢ takiego cyklu
bez takich krawedzi.

P,
J L

Pi
Pj+1

Rys. 7.4. Wymiana dwéch odcinkéw tras w algorytmie 2-opt
Zrédto: opracowanie wtasne.

Na rysunku 7.4 przedstawiono dwa cykle Hamiltona, przy czym cykl z prawe;
strony powstal w wyniku usuniecia polaczen pomiedzy dwoma parami sgsiednich
punktéw P i P, | oraz PiP .. Polaczenia te nastepnie zostaly zastapione nowymi
odcinkami tras: P, i P, oraz P, | i P, . Zadaniem algorytmu 2-opt jest sprawdze-
nie wszystkich mozliwych potaczen par pomiedzy oddzielnymi punktami obstugi
w trasie pojazdu, a nastepnie zastgpienie ich nowymi, ktére przyniosa korzysci
z punktu widzenia diugosci calej trasy (rys. 7.5). Nalezy zauwazy¢, ze liczba moz-
liwych sposob6w na usuniecie par potaczen i zastgpienie ich nowymi w trasie po-
jazdu wynosi N°.
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krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: ustal trase T
krok 3: wybierz punkt P; trasy T
repeat
krok 4: wybierz punkt P; trasy T
krok 5: konstrukcja i ocena trasy T
untilwarunek konca 1
repeat warunek konca 2

Rys. 7.5. Algorytm 2-opt
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym algorytmu nalezy wygenerowa¢ trase poczatkowa w spo-
s6b losowy lub np. z wykorzystaniem metody konstrukcyjnej. Trasa ta stanowic¢
bedzie aktualnie rozpatrywang trase pojazdu T. Dla pierwszego punktu P, trasy T
nalezy wybra¢ punkt poczatkowy P, drugiego potaczenia (krok czwarty). Wybrane
punkty poczatkowe dwoch polgczen w trasie T determinujg odcinki trasy (P, P, )
oraz (Pj, PJ . 1) ktore zostang zastgpione nowymi odcinkami (P, Pj) oraz (Pj+ P )
tworzac w kroku piagtym trase T". Trasa ta zostaje poddana ocenie przez policzenie
réznicy AT pomiedzy diugosciami tras T'i T" (7.1).

AT =d(P, P.,)+d(P, P,,,)~d(P, P)~d(P,,, P, (7.1)

Dodatnia warto$¢ réznicy AT wskazuje na poprawe uzyskanego rozwigzania
w postaci trasy T". Stanowi to podstawe do zastapienia aktualnie rozpatrywane;
trasy T trasg T'. W przeciwnym razie nalezy ponownie przejs¢ do kroku czwar-
tego i wybrac kolejny punkt poczatkowy P, drugiego odcinka trasy i zbudowac
nowa tras¢ T". Kroki czwarty i piaty algorytmu przedstawionego na rysunku 7.5
powtarzane s3 do momentu, kiedy spelniony jest pierwszy warunek konca. Jest on
spetniony w dwéch przypadkach. Pierwszy dotyczy sytuacji, gdy utworzona nowa
trasa T" jest lepsza od aktualnie rozpatrywanej — wtedy, przechodzac ponownie do
kroku drugiego algorytmu, nalezy zastgpi¢ aktualnie rozpatrywang trase T trasa
T'. Natomiast w razie braku poprawy rozwigzania ponowne przejscie do kroku
drugiego warunkowane jest wyczerpaniem wszystkich mozliwosci budowy no-
wych tras T" przy ustalonym pierwszym odcinku (P, P, ) trasy T.

Brak poprawy rozwigzania, a takze rozpatrzenie wszystkich mozliwosci kon-
strukcji tras sasiednich 7" dla kazdej pary pierwszego odcinka aktualnie rozpa-
trywanej trasy (P, P, ) stanowi podstawe do zakonczenia dzialania algorytmu
2-opt. Algorytm - ze wzgledu na swoja prostote i szybko$¢ dziatania — moze by¢
uruchamiany wielokrotnie, rozpoczynajac dziatanie za kazdym razem od trasy po-
czatkowej wygenerowanej z wykorzystaniem innej metody heurystyczne;j.
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P,

k

Rys. 7.6a. Wymiana trzech odcinkdéw tras w algorytmie k-opt dla k=3
Zrédto: opracowanie wtasne.

\ Pl

Pk+1

j+1

Rys. 7.6b. Wymiana trzech odcinkéw tras w algorytmie k-opt dla k=4
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozwinigciem algorytmu 2-opt pozwalajgcym na sprawdzenie wigkszej
liczby tras przestrzeni rozwigzan jest algorytm k-opt. Jego schemat dziatania
jest w ogolnym zarysie zbiezny z procedura przedstawiong dla metody 2-opt
(rys. 7.5). Roznica polega na zastgpieniu k polaczen pomiedzy odrebnymi para-
mi punktéw w trasie trzema nowymi odcinkami tras, co moze zosta¢ wykonane
na N¥ sposobow (rys. 7.6a i 7.6b). Rozwigzanie uzyskane w ten sposob nazywa-
ne jest rozwigzaniem k-optymalnym. Oznacza to, Ze nie jest mozliwe uzyskanie
lepszej trasy w wyniku zastgpienia jej inng, a powstalg takze na drodze wymiany
k jej odcinkow. Ponadto kazda trasa k-optymalna jest takze k'-optymalna dla
kazdego 1 < k' < k. Prowadzi to do stwierdzenia, ze kazda trasa skladajaca si¢
z N punktéw obslugi jest optymalna wtedy i tylko wtedy, jezeli jest N-optymalna.
Wnhiosek, jaki mozna z tego wyprowadzi¢, jest nastepujacy: im wieksza warto$é
k, tym wigksze jest prawdopodobienstwo, ze uzyskane rozwigzanie jest opty-
malne. Jednoczesnie nalezy pamietal, ze liczba operacji wymiany k potaczen
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w rozpatrywanych trasach rosnie bardzo szybko, przez co dla duzych wartosci k
algorytm ten staje si¢ nieefektywny. Najczesciej przyjmuje si¢ wartos¢ parame-
tru k wynoszaca 2 lub 3, cho¢ w literaturze przedmiotu przyjmowane byly takze
warto$ci 4 i 5 (Christofides i Eilon, 1972).

Wadg algorytmoéw k-opt jest koniecznos$¢ ustalenia na poczatku wartosci pa-
rametru k, ktory bedzie okreslat liczbe wymienianych odcinkéw trasy w kazde;j
jego iteracji. Warto$¢ parametru k nalezy traktowa¢ tutaj jako pewnego rodzaju
kompromis pomiedzy czasem poszukiwania najlepszego rozwigzania a jego jako-
$cig. Stad tez interesujaca propozycja pomijajaca te niedogodnos¢ jest algorytm
Lina-Kernighana (Lin i Kernighan, 1973), ktory okazal si¢ na tyle efektywny, ze
doczekat si¢ wielu modyfikacji (Mak i Morton, 1993; Helsgaun, 2000; 2009).

krok 1: inicjalizacja — budowa trasy T
repeat
repeat
krok 2: wybra¢ odcinkix; oraz y;
untilwarunek konca
krok 3: wymiana wybranych odcinkow trasy
untilbrak poprawy rozwiazania

Rys. 7.7. Algorytm Lina-Kernighana
Zrédto: opracowanie wtasne.

A algorytmie Lina-Kernighana warto§¢ parametru k wyznaczajacego liczbe
odcinkéw w trasie, jaka nalezy wymieni¢, aby otrzymac nowg trase, ustalana
jest w kazdej iteracji oddzielnie. Poczawszy od k = 2, rozpatrywane s3 kolej-
ne warto$ci tego parametru i sprawdzane sg pewne kryteria w celu ustalenia,
jaka liczbe odcinkow trasy w danej iteracji nalezy wymieni¢. Ogdlna postac tego
algorytmu zostala przedstawiona na rysunku 7.7. Sercem algorytmu jest krok
drugi, w ktérym nastepuje budowa dwoch zbioréw odcinkéw trasy: odcinkéw
wymienianych x, (nalezacych do aktualnie rozpatrywanej trasy T) oraz odcin-
koéw y, ktdre je zastgpig (nienalezgcych do aktualnie rozpatrywanej trasy T).
Za kazdym razem wybierana jest para odcinkéw x, oraz y, w wyniku wymiany
ktorych otrzymana zostanie warto$¢ g, oznaczajgca korzys¢ (zysk z zastgpienia
odcinka x, odcinkiem y). Sumujgc korzysci g, z wymian kolejnych par odcinkow
(x,y)dlai=1, ..., k, proces ich poszukiwania jest kontynuowany do momentu,

az Zj(: g; £0. Aby w wyniku wymiany k odcinkéw x, na k odcinkéw y, mozna

byto otrzyma¢ nowa dopuszczalng trase¢ pojazdu, obydwa zbiory krawedzi mu-
sz3 spetnia¢ kilka warunkéw. Pierwszy z nich moéwi, ze odcinki trasy x, oraz y,
a takze y, oraz x, | musza mie¢ wspolny punkt obstugi (rys. 7.8). Tym samym
pary odcinkéw: (x, y), (x,, ¥, ) .. (%, » ¥, ) stanowig ciag kolejnych dota-
czanych odcinkéw podlegajacych wymianie.
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Rys. 7.8. Pierwszy warunek konstrukcji dopuszczalnej trasy w algorytmie Lina-Kernighana
Zrédto: opracowanie wtasne.

Warunkiem koniecznym (aczkolwiek nie wystarczajacym), aby nowa trasa byla
dopuszczalna (aby byta cyklem zamknietym), jest wymog, by odcinek y, miat
wspdlny punkt obstugi z odcinkiem y,. Dlatego tez nastepnym warunkiem, jaki
musi by¢ spetniony, jest odpowiedni wybér kolejnego odcinka trasy x. Musi on
by¢ tak wybrany, aby po potgczeniu jego konca z poczatkiem odcinka x, (przez
wskazanie odpowiadajacego mu odcinka y) utworzony zostal cykl zamkniety.
Trzecim kryterium wyboru par odcinkéw podlegajacych wymianie w algorytmie
Lina-Kernighana jest spelnienie warunku, aby catkowita korzys¢ G, liczona jako
suma korzysci g z wymiany wszystkich wskazanych dotychczas par odcinkéw,
byta dodatnia. Oznacza, to ze nie wszystkie wartoéci g, muszg by¢ dodatnie, lecz
ich suma tak. Wreszcie ostatnim kryterium wyboru par odcinkéw (x, y,) jest wa-
runek roztacznosci zbioréw wszystkich wybranych odcinkéw x, oraz y..

Rys. 7.9. Zmiana potozenia trzech punktéw w trasie w algorytmie Or-optdlas=3
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Innym przyktadem algorytmu lokalnej optymalizacji jest algorytm Or-opt
(Or, 1976) polegajacy na sekwencyjnej wymianie polozenia s kolejnych punktow
obstugi w trasie i sukcesywnym umieszczaniu ich w innych miejscach (rys. 7.9).
Po wyczerpaniu wszystkich mozliwosci warto$¢ s jest zmniejszana o 1, a procedura
zmiany polozenia tym razem dwoch kolejnych punktéw obstugi w rozpatrywa-
nej trasie pojazdu jest powtarzana w analogiczny sposob. Za kazdym razem, gdy
tylko uda sie znalez¢ lepsze rozwigzanie, rozwigzanie aktualnie rozpatrywane jest
natychmiast zastepowane przez nowe, a caly proces powtarzany jest od poczatku
(rys. 7.10).

krok 1: inicjalizacjas = 3,t =1
repeat
repeat
repeat
krok 2: usun z trasy cigg s punktéw
krok 3: wstaw ciag s punktéw w inne miejsce
krok 4: ocena nowej trasy
until wszystkie miejsca rozpatrzone
krok 5:t=t+1
untilt =N+1
krok6:t=1,s=s-1
untils =0

Rys. 7.10. Algorytm Or-opt
Zrédto: opracowanie wtasne.

Jakkolwiek przedstawione wyzej algorytmy lokalnej optymalizacji moga by¢
stosowane takze do poszukiwania rozwigzania optymalnego dla zagadnienia
ukladania tras wielu pojazddw, rozpatruja one za kazdym razem wylacznie jedna
wybrang tras¢ pojazdu. Jednakze w problemie wielu komiwojazeréw sformuto-
wane s3 dwa cele optymalizacyjne: optymalna kolejno$¢ odwiedzania poszczegdl-
nych punktéw obstugi przez pojazdy oraz optymalne ich przyporzadkowanie do
kazdego pojazdu. Stad tez zaproponowano algorytmy lokalnego przeszukiwania
przestrzeni rozwigzan, ktdre staraja si¢ sprosta¢ tym oczekiwaniom, dokonujac
modyfikacji za kazdym razem nie jednej, tylko kilku wybranych tras pojazdéw
jednoczes$nie.

Przykladem algorytméw lokalnej optymalizacji dokonujacych jednoczesnej mo-
dyfikacji dwoch tras pojazdow sg sposoby generowania rozwigzan sgsiednich przed-
stawione przez G.A.P. Kindervatera i M.W.P. Savelsbergha (1997), a polegajace na
wymianie istniejacych krawedzi w rozpatrywanym rozwigzaniu na inne, przy jed-
noczesnym zachowaniu dopuszczalnos$ci rozwigzania (spelnieniu warunkéw ogra-
niczajacych dotyczacych np. tadownosci pojazdu lub czasu ich pracy). Pierwsza
z propozycji odno$nie sposobu tworzenia nowego rozwigzania jest relokacja punktu



202 Metaheurystyki uktadania tras pojazdow

obstugi z jednej trasy do drugiej (rys. 7.11a i 7.11b). W aktualnie rozpatrywanym
rozwigzaniu trzy krawedzie: (i - 1, i), (i, i + 1) oraz (j, j + 1) s3 zmieniane w no-
wym sgsiednim rozwigzaniu na inne trzy krawedzie: (j, i), (i, j + 1) oraz (i -1, i + 1).
Nalezy zauwazy¢, ze w tym wypadku relokowany punkt obstugi umieszczany jest
w drugiej trasie pomiedzy dwoma innymi, ale sgsiednimi punktami.

Rys. 7.11a. Uktad dwéch tras przed relokacja punktu obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Py

Rys. 7.11b. Uktad dwoch tras po relokacji punktu obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Szczegblng odmiang relokacji punktu obstugi z trasy jednego pojazdu do in-
nego jest umieszczenie go w nowej trasie, lecz nie pomiedzy dwoma sgsiednimi
punktami nowej trasy (Gendreau i in., 1992). Wyznacznikiem tego, pomiedzy
ktérymi punktami nowej trasy powinien znalez¢ si¢ przenoszony punkt obstugi,
jestich odleglo$¢ od rozpatrywanego punktu obstugi. Innymi stowy, rozpatrywany
punkt obslugi umieszczany jest w nowej trasie bezposrednio pomiedzy dwoma
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najblizszymi mu punktami, jednoczesnie nalezacymi do tej trasy. Oznacza to, ze
wybrane w ten sposob punkty nie musza wcale by¢ w tej trasie punktami sasied-
nimi. Ponadto tworzac nowg trase po relokacji, dokonuje sie¢ w niej znacznie wie-
cej zmian niz w wypadku poprzednio oméwionego sposobu (rys. 7.12a i 7.12b).
W pierwszej trasie tak samo kasowane sg polgczenia (Pl._ 1, Pl.), (Pl., P 1), natomiast
w drugiej usuwane sg: (Pj, Pj+ Joraz(P,._,P)i(P,P, ). Wich miejsce pojawia
si¢ takze pie¢ nowych polgczen, jedno (P, |, P) w pierwszej trasie oraz cztery:
(Pj, P),(P,P), (P, Pj+ Di(P,_,, P, ) wtrasie drugiego pojazdu.

Rys. 7.12a. Uktad dwéch tras przed relokacja punktu obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Py

Rys. 7.12b. Uktad dwoch tras po relokacji punktu obstugi pomiedzy najblizszymi punktami
(nie sasiednimi)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejnym sposobem utworzenia nowego rozwigzania sgsiedniego dla proble-
mu ukladania tras wielu pojazdéw w algorytmie przeszukiwania lokalnego jest
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dokonanie relokacji nie jednego, a dwoch punktéw obstugi pomiedzy trasami.
Relokacja ta ma charakter wzajemnej wymiany dwdch wybranych punktéw po-
miedzy wskazanymi trasami (po jednym z kazdej z nich). W takim wypadku dwie
krawedzie (polgczenia punktow) w kazdej trasie sg zastepowane innymi dwoma
krawedziami, co zostalo pokazane na rysunkach 7.13a i 7.13b. Para krawedzi
(P,_,P), (P, P, ) w pierwsze] trasie zostala zastgpiona parg (P, ,, Pj), (P]., P.)
i analogicznie para potaczen (P,_,, P), (P, P, ) zostaje zastapiona parg krawedzi
(ij »P), (P, Pj+ ) w drugiej trasie.

Rys. 7.13a. Uktad dwéch tras przed wymiang punktéw obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 7.13b. Uktad dwoch tras po wymianie punktéw obstugi
Zrédto: opracowanie wtasne.

Wreszcie ostatnia metoda pozwalajaca uzyska¢ rozwigzanie sasiednie dla
problemu wielu komiwojazeréw z zastosowaniem algorytméw przeszukiwania
lokalnego jest metoda krzyzowania. W metodzie tej czes¢ trasy jednego pojaz-
du jest laczona z fragmentem trasy drugiego pojazdu. Analogicznie pozostale
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fragmenty tras pojazdéw tworza drugg osobng trase¢ (rys. 7.14a i 7.14b). Para pola-
czen pomiedzy rozpatrywanymi punktami obstugiiich nastepnikami: (P, P, ) oraz
(Pj, Pj+ ) jest zastepowana nowg parg (P, Pj+ ) oraz (Pj, P, ). Pozostale krawedzie
w trasach pozostajg bez zmian, z tg roznica, ze potaczenia w wyjsciowych trasach
nastepujgce po punktach - odpowiednio P, oraz P, - zmieniajg swojg przynalez-
no$¢ i zostaja przypisane do innego pojazdu.

Rys. 7.14a. Uktad dwéch tras przed krzyzowaniem
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 7.14b. Uktad dwoch tras po krzyzowaniu
Zrédto: opracowanie wtasne.

Nieco bardziej skomplikowany sposéb generowania nowych rozwigzan pro-
bleméw uktadania tras wielu pojazdéw, ktére moga stanowi¢ zbiér rozwigzan
sasiednich poddawany ocenie w algorytmach przeszukiwania lokalnego, nosi
nazwe transferow cyklicznych i zostal zaproponowany przez PM. Thompsona
i H.N. Psaraftisa (1993). Podstawowg ideg tej metody jest dokonywanie przemiesz-
czen (transferéw) niewielkiej liczby punktéw obstugi pomiedzy trasami w pewien
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cykliczny sposéb. W przeciwienstwie do wczesniej pokazanych sposobéw budo-
wy nowych dwodch tras metoda transferéw cyklicznych pozwala dokona¢ zmiany
dwoch lub wiekszej liczby tras jednoczesnie. Liczba modyfikowanych tras stanowi
parametr tej metody.

Przyjmujac, ze T = {Tp T, .., Tm} stanowi zbidr m-tras rozwigzan dopuszczal-
nych problemu ukladania tras pojazdéw, pojecie transferu cyklicznego mozna
zdefiniowa¢ w nastepujacy sposdb: niech p bedzie permutacja cykliczng pewnego
podzbioru T" zbioru T (gdzie T" < T). Oznacza to, ze np. dla podzbioru T' = {T,
T,, T } permutacja cykliczna p(T,, T,, T,) dokonuje nastgpujacego odwzorowania:
p(T,) =T, p(T) =T, p(T,) = T,. Tym samym jednoczesne przeniesienie punktéw
obstugi z trasy T, do trasy T . dla kazdego i stanowi transfer cykliczny.

Rys. 7.15a. Uktad tras przed transferem cyklicznym
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 7.15b. Uktad tras po przeprowadzeniu transferu cyklicznegodlab=3i k=2
Zrédto: opracowanie wtasne.



Jednoagentowe przeszukiwanie lokalne 207

Szczegdlnymi przypadkami transferéw cyklicznych sa b-cykliczne k-transfery,
gdzie wartosci b oraz k stanowia swego rodzaju parametry tej metody. Na przyktad
3-cykliczny 2-transfer oznacza cykliczne przemieszczanie pomigdzy trzema trasa-
mi dwoch punktoéw obstugi. Dla czterech przyktadowych tras (rys. 7.15a): T, = {P,,
Pz’Ps’P4’P5}’ Tzz{Ps’P7’P8’P9}’ T3:{Plo’Pn’Plz’P13’P14’P15’P15}iT4:{P17’P18’
P}, pokazany zostal na rysunku 7.15b uklad nowych tras jako efekt dokonania
transferu cyklicznego p(T,, T,, T,) z parametrami b = 3 i k = 2. Przemieszczeniu
pomiedzy trzema trasami (b = 3) podlegaly zawsze dwa punkty obstugi (k = 2).
Z trasy T, do trasy T, przemieszczone zostaly punkty P, i P, z trasy T, do trasy T,
punkty P, i P, natomiast z trasy T, do T, para punktéw P i P, .

Wykonanie procedury transferu cyklicznego powoduje zmiane wartosci funk-
cji celu rozwigzywanego zadania ukladania tras pojazdéw. Tym samym zmiana ta
nazywana jest kosztem transferu cyklicznego i jest rowna:

=" [ Fan-£1)] (72)
gdzie:
c(p) — koszt transferu cyklicznego;
p — liczba tras rozpatrywanego rozwigzania zadania ukladania tras
pojazdow;

T, - trasa i-tego pojazdu przed dokonaniem transferu cyklicznego p;
TP — trasa i-tego pojazdu po dokonaniu transferu cyklicznego p;
AT) - dlugosc¢ (koszt) trasy i-tego pojazdu przed dokonaniem transfe-

ru cyklicznego p;
F(TP) - dlugos¢ (koszt) trasy i-tego pojazdu po dokonaniu transferu cy-
klicznego p.

Na koniec nalezy dodac, ze jezeli dla calego dostepnego sasiedztwa aktualnie roz-
patrywanego rozwigzania (zbioru tras) T* zadania ukltadania tras pojazdow wszyst-
kie wartosci kosztow transferu cyklicznego sa nieujemne, oznacza to, ze rozwiazanie
to reprezentowane przez zbior tras T jest CT-optymalne (Cyclic Transfer Optimal).

7.1.2. Algorytmy symulowanego wyzarzania

Druga grupe jednoagentowych metaheurystyk przeszukiwania przestrzeni roz-
wigzan stanowig algorytmy symulowanego wyzarzania (simulated annealing).
W swoim ogélnym zarysie realizujg one przedstawiona wczesniej strategie repre-
zentowang przez algorytmy wzrostu.

Podstawowa idea algorytmoéw symulowanego wyzarzania oparta jest na pra-
wach termodynamiki, ktéore moéwia, ze przy danej wartosci temperatury wzrost
energii czasteczki o warto$¢ OE moze zosta¢ okreslony z prawdopodobienstwem
obliczonym zgodnie z nastepujaca formula (7.3):
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—OF

| pBE)=¢ (7:3)
gdzie:

k - stala Boltzmana;
t - aktualna warto$¢ temperatury.

Przy zalozeniu, ze warto$¢ stalej Boltzmana k jest rowna 1 oraz warto$¢ tempe-
ratury takze jest stala i wynosi 1, to zaleznos¢ (7.3) przyjmuje postac e %, a jej po-
stac graficzna przedstawiona zostala na wykresie zamieszczonym na rysunku 7.16.
Oznacza to, ze wraz ze wzrostem zmiany poziomu energii czasteczki maleje praw-
dopodobienstwo wzrostu energii czasteczki.

1

0,5
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Rys. 7.16. Wykres zaleznosci prawdopodobienstwa &E od réznicy wartosci energii czasteczki
Zrédto: opracowanie wtasne.

Natomiast sytuacja wyglada odwrotnie w wypadku zalezno$ci prawdopodobien-
stwawzrostu energii czasteczkiod zadanej temperatury. Tutaj prawdopodobienstwo
to wzrasta wraz ze wzrostem wartosci temperatury, co zostalo pokazane na wy-
kresie zamieszczonym na rysunku 7.17. Podobnie jak poprzednio, przyjmu-

jac wartos¢ stalej Boltzamana k = 1, a takze zmiang wartosci poziomu energii
-1
OE = 1, zalezno$¢ okreslona wzorem (7.3) ma postaé: e .

Zaleznosci przedstawione powyzej stanowia fundament, ktdry zostat wykorzy-
stany przez S. Kirkpatricka, C.D. Gelatta i M.P. Vecchiego (1983) do rozwiazywa-
nia probleméw optymalizacyjnych. Aby zastosowac owe prawa termodynamiki do
rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych, konieczne byto dokonanie zmian
w wymienionych wyzej zaleznosciach (7.4):

-3

p=el

Przede wszystkim warto$¢ energii czasteczki zastgpiona zostala wartoscig funk-
cji celu ocenianego rozwigzania. Tym samym zmiana wartosci energii czasteczki
odpowiada zmianie wartosci funkcji celu w wyniku zmiany rozwigzania zadania
optymalizacyjnego. Ponadto usunieto ze wzoru (7.3) stala Boltzmana, pozostawio-
no natomiast wielko$¢ T, ktéra dalej nazywana jest temperaturg.

(7.4)
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Rys. 7.17. Wykres zaleznosci prawdopodobienstwa 6F od wartosci temperatury
Zrédto: opracowanie wtasne.

Algorytm symulowanego wyzarzania mozna przyréwnac do pieca hutniczego, kto-
ry stopniowo jest wygaszany w wyniku obnizania jego temperatury. Przy wysokich
temperaturach czasteczki charakteryzuja si¢ bardzo duzymi zmianami energii, ktore
stopniowo maleja wraz ze spadkiem temperatury, az do momentu osiagniecia stanu
réwnowagi, gdy zmiany energii czasteczek sa niewielkie, a wrecz niezauwazalne. W al-
gorytmie symulowanego wyzarzania przeznaczonym do rozwigzywania zadan opty-
malizacyjnych w pierwszej jego fazie (przy wysokiej temperaturze) przeszukiwane sa
duze obszary przestrzeni rozwigzan, charakteryzujace si¢ duzymi zmianami wartosci
funkgji celu rozpatrywanych rozwiazan. Nastepnie w wyniku obnizania wartosci tem-
peratury eksplorowane obszary przestrzeni rozwigzan sa coraz mniejsze, by na koncu
zawezi¢ si¢ do jednego. Takie podejscie daje wigksze szanse na unikniecie zagrozenia,
ze utknie si¢ w optimum lokalnym, a tym samym zwigksza szanse na znalezienie opti-
mum globalnego rozwigzywanego zadania optymalizacyjnego.

Dla probleméw zaréwno jednego, jak i wielu komiwojazeréw algorytm symu-
lowanego wyzarzania w swojej ogdlnej postaci jest bardzo podobny do zwyklego
algorytmu lokalnej optymalizacji (rys. 7.18) ze wzgledu na koniecznos¢ konstruk-
cji oraz oceny rozwigzan sasiednich. Tak jak w algorytmach przeszukiwania lo-
kalnego, takze i tu sposéb generowania rozwigzan sasiednich ma fundamentalne
znaczenie i dla jakosci uzyskiwanych rozwigzan, i dla czasu dzialania algorytmu.
Kazde wygenerowane nowe rozwigzanie sasiednie poddawane jest ocenie (spraw-
dzenie dopuszczalnos$ci rozwigzania oraz okreslenie wartosci funkcji celu). Istote
algorytmu symulowanego wyzarzania stanowi jednak to, Zze w przeciwienstwie do
zwyklego algorytmu lokalnej optymalizacji sasiednie gorsze rozwigzanie moze zo-
sta¢ zaakceptowane, a tym samym moze stac si¢ rozwigzaniem, z ktérego beda
generowane nowe rozwigzania sgsiednie.

Cecha ta jest wyrazona w kroku czwartym prezentowanego algorytmu: jezeli
znalezione rozwigzanie sgsiednie jest lepsze od poprzedniego, jest ono akcepto-
wane bez zadnych dodatkowych warunkow. Natomiast gdy uzyska si¢ rozwigzanie
o gorszej wartosci funkcji celu, moze zosta¢ ono zaakceptowane, ale z pewnym
prawdopodobienstwem p, ktére oblicza si¢ zgodnie z formulg (7.4). W wypadku
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zadan optymalizacji, w ktérych funkeja celu jest minimalizowana (zadania uklada-
nia tras pojazdow), warto$¢ S liczona jest jako roznica f(x') - f(x), gdzie x' oznacza
rozwigzanie sgsiednie utworzone w wyniku przeksztalcenia rozwigzania x. Ponadto
nalezy pamietal, ze w praktyce stosowania algorytméw symulowanego wyzarza-
nia, pomimo przejscia do rozwigzania gorszego, rozwigzania dotychczas najlepsze
znalezione nie s3 zapominane. Ze wzgledu na to, zZe prawdopodobienstwo akcep-
tacji rozwigzania gorszego jest uzaleznione od wartosci temperatury ¢, to im ona
bedzie wyzsza, tym wieksze beda szanse na akceptacje gorszego rozwigzania sg-
siedniego. Z kolei im réznica pomiedzy gorszym rozwigzaniem sgsiednim a ak-
tualnie rozpatrywanym bedzie wigksza, tym mniejsze beda szanse na akceptacje
takiego rozwiazania przez algorytm.

krok 1: inicjalizacja
repeat
repeat
krok 2: konstrukeja i ocena nowego rozwigzania
krok 3: akceptacja rozwigzania
untillimit préb
krok 4: obnizenie temperatury
untilwarunek korca

Rys. 7.18. Algorytm symulowanego wyzarzania
Zrédto: opracowanie wtasne.

Nastepne bardzo istotne elementy algorytmu to okreslenie: temperatury poczat-
kowej, sposobu jej obnizania oraz temperatury koncowej. Temperatura poczatko-
wa i funkcja jej spadku stanowig parametry warunkujace zaréwno czas dzialania
algorytmu symulowanego wyzarzania, jak i jego efektywnos¢. Nie mozna mowic¢
o optymalnej wartosci poczatkowej temperatury, poniewaz jej wartos¢ jest wprost
uzalezniona od rodzaju oraz wielkosci rozwigzywanego problemu uktadania tras
pojazdow. Natomiast warto$ci temperatury poczatkowej i konicowej, a takze spo-
sob jej obnizania wplywajg wprost na liczbe iteracji wykonywanych przez algo-
rytm. Zbyt mala ich liczba skutkowa¢ bedzie zbyt szybka zbieznoscig algorytmu
do optimum lokalnego. Zbyt duza zas liczba analizowanych wartosci temperatur
w trakcie dzialania algorytmu moze powodowa¢ zbyt dlugi (nieakceptowalny)
czas jego dzialania. Osiggniecie przez algorytm temperatury koncowej stanowi
warunek konca jego dzialania.

Osobny punkt rozwazan przy konstrukeji algorytméw symulowanego wyza-
rzania stanowi sposob obnizania temperatury poczatkowej, az do osiagniecia jej
wartosci koncowej. Najczestszym spotykanym sposobem ,,chfodzenia” jest korzy-
stanie z zaleznosci:

T. =T, (7.5)

i i—1
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gdzie a jest wspdtczynnikiem przyjmujacym wartosci bliskie jedno$ci, najczesciej
z przedziatu (0,8; 0,99). Na wykresie zamieszczonym na rysunku 7.19 zilustrowa-
no przebieg tej funkcji, gdzie 0§ pionowa oznacza warto$¢ temperatury T, a o$
pozioma reprezentuje kolejne wartosci indeksu i.

100 +

60

40

20 A

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Rys. 7.19. Wykres spadku temperatury dla zaleznosci okre$lonej wzorem (7.5)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Nie sg to wszakze jedyne schematy chlodzenia, jakie mozna spotkac w litera-
turze przedmiotu. Ponizej przedstawione zostaly wzory dotyczace dwéch innych
sposobow oraz odpowiadajace im wykresy (Trojanowski, 2005, s. 53-54):

, z;ﬁ) (7.6)

100 4

80 -

60 -

40 A

20 A

Rys. 7.20. Wykres spadku temperatury dla zaleznosci okreslonej wzorem (7.6)
Zrédto: opracowanie wtasne.
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A
T = +T,—A (7.7)

1

_(,-T)(N+D)
N

A (7.8)

100

80 4

60 -

40 +

20 4

0

S
Rys. 7.21. Wykres spadku temperatury dla zaleznosci okreslonej wzorami (7.7) i (7.8)
Zrédto: opracowanie wtasne.

W pierwszym ze schematéw chlodzenia (rys. 7.20) przestrzen rozwigzan jest
przeszukiwana dosy¢ obszernie (czgsta akceptacja rozwigzan gorszych), co ma na
celu znalezienie najbardziej obiecujacego rejonu, aby go w koncowe;j fazie prze-
szukac. Z kolei w schemacie pokazanym na rysunku 7.21 algorytm dosy¢ szybko
skupia si¢ na wybranym rejonie przestrzeni rozwigzan zadania, aby dokona¢ jak
najdokladniejszego jego przeszukania.

Ostatnim parametrem, na jaki nalezy jeszcze zwrdci¢ uwage, jest limit prob,
ktory stanowi warunek konca procesu generowania sgsiednich rozwigzan w kaz-
dej iteracji algorytmu. Jest to liczba wygenerowanych rozwigzan sgsiednich przy
danej temperaturze. Liczba ta powinna zosta¢ takze w odpowiedni sposob do-
brana, a jednym z kryteriow okreslenia jej wartosci moze by¢ liczebnos¢ zbioru
potencjalnego sasiedztwa dla aktualnie rozpatrywanego rozwigzania. Warto za-
uwazyc¢, ze zardwno limit prob, wartos¢ temperatury poczatkowej i koncowej, jak
i schemat chlodzenia stanowig jednocze$nie o czasie dziatania algorytmu. Iloczyn
liczby préb przy danej temperaturze i liczby okreslonych w trakcie dziatania algo-
rytmu pozioméw temperatur stanowi liczbe wygenerowanych i ocenionych roz-
wigzan problemu optymalizacyjnego.

Dla zagadnien ukfadania tras jednego i wielu komiwojazeréw zaproponowa-
no wiele algorytmoéw, ktére naleza do rodziny metaheurystyk symulowanego
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wyzarzania. Réznice pomiedzy nimi najczesciej dotyczyly kilku aspektow. Jednym
z nich jest sposob generowania rozwigzan sgsiednich, gdzie do ich tworzenia moga
by¢ wprost implementowane metody lokalnej optymalizacji oméwione w po-
przednim podrozdziale. Drugim z elementéw wyrdzniajacych dany algorytm od
innych jest dobor i sposéb ustalania wartosci odpowiednich parametréw charak-
terystycznych dla algorytméw symulowanego wyzarzania (temperatury poczatko-
wej i koncowej, schematu chtodzenia, warunkow stopu algorytmu). Wreszcie algo-
rytmy symulowanego wyzarzania stanowig tez nierzadko element wigkszej calosci
bedacej pewnego rodzaju hybryda réznych metod, a stuzacy do optymalizacji lub
przynajmniej poprawy np. fragmentu uzyskanego wczesniej rozwigzania.

Jedna z pierwszych implementacji algorytmu symulowanego wyzarzania dla
problemu ukladania tras pojazdéw byt algorytm przedstawiony przez I.H. Osma-
na (1993). W algorytmie tym rozwigzanie poczatkowe generowane jest jedna
z konstrukcyjnych metod heurystycznych, by w dalszym etapie generowac kolejne
rozwigzania sgsiednie i je akceptowac lub odrzuca¢ zgodnie z przedstawionymi
wcze$niej zasadami. Na szczegdlng uwage zastuguje tutaj schemat chtodzenia, kto-
ry ma postac (7.9)-(7.10):

T,

T = —-——— 7-9
¢ (1+[3ka) 7.9)
B, =L
£ (a+yVKTT, (7.10)

gdzie:
T - temperatura poczatkowa;
T, - temperatura koncowa;

f
T, - temperatura aktualna.

w kroklkl inicjujacym algorytm generowane jest tzw. probne sasiedztwo rozwigza-
nia poczatkowego, ktore jest oceniane z punktu widzenia minimalnej A__ i maksy-
malnej A poprawy wartosci funkcji celu. Wartosci A_ oraz A s3 przypisane
odpowiednio do T oraz T. Ponadto w sytuacji, gdy algorytm nie znajduje lepszego
sasiedztwa w stosunku do aktualnie rozpatrywanego rozwigzania, realizowany jest
okresowy wzrost temperatury (zresetowanie temperatury) do poziomu T, gdzie
T =max.{T /2; T,}, gdzie T, oznacza temperature, przy ktdrej znaleziono dotych-
czas najlepsze rozwigzanie. Kryterium stopu algorytmu stanowi ustalona liczba
kolejnych wykonanych zresetowan temperatury, przy ktérych nie osiggnieto po-
prawy dotychczas najlepszego znalezionego rozwigzania.

Przykladem realizacji metaheurystyki symulowanego wyzarzania dla proble-
mu jednego komiwojazera jest takze algorytm zaproponowany przez Z. Wanga,
X. Genga i Z. Shao (2009). Algorytm symulowanego wyzarzania wykorzystywany
jest w nim dwukrotnie. Najpierw w celu wygenerowania zbioru dobrych rozwia-
zan problemu, aby w drugim etapie, na podstawie tych rozwigzan oraz pewnych
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dodatkowych informacji o przestrzeni rozwigzan, wygenerowac juz najlepsze
mozliwe rozwigzania. Posta¢ algorytmu uzytego w obydwu etapach jest do sie-
bie bardzo zblizona i zostala zilustrowana na rysunku 7.22. W poréwnaniu do
schematu zamieszczonego na rysunku 7.18 mozna tutaj zauwazy¢ brak petli al-
gorytmu, w ktorej przy okreslonej temperaturze generowane sg i oceniane nowe
rozwigzania sgsiednie (brak limitu préb). Oznacza to, ze przy kazdej nowej iteracji
algorytmu, a tym samym dla kazdego ocenianego nowego rozwigzania sasiednie-
go generowana jest nowa wartos$¢ temperatury.

krok 1: inicjalizacja

repeat
krok 2: konstrukeja i ocena nowego rozwigzania
krok 3: akceptacja rozwigzania lub odrzucenie rozwiazania
krok 4: obnizenie temperatury

until temperatura konicowa

Rys. 7.22. Algorytm symulowanego wyzarzania Z. Wanga, X. Genga i Z. Shao
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym algorytmu dokonywana jest jego inicjalizacja polegajaca
na ustawieniu wartosci temperatur poczatkowej i koncowej, a takze innych istot-
nych parametréw, ktore zostang omoéwione w kolejnych krokach. Przyjeto tem-
perature poczatkowa réwng 200, a koncowa réwna 0,1. Ze wzgledu na przyjety
przez autoréw schemat chtodzenia (krok 4 algorytmu), ktory jest zgodny ze wzo-
rem (7.5), oraz rozmiary rozwigzywanych zagadnien komiwojazera wspotczynnik
chlodzenia okreslony zostal na poziomie od 0,99998 do 0,999998. Tak bliska jed-
nosci wartos$¢ przyjetego wspétczynnika chtodzenia pozwala autorom na wykona-
nie dostatecznie duzej liczby iteracji algorytmu. Krok drugi to konstrukcja nowego
rozwigzania sasiedniego, w ktérym na podstawie losowo wygenerowanych dwéch
punktéw istniejacej trasy oraz informacji o odleglosciach pomiedzy nimi tworzo-
na jest i poddawana ocenie nowa trasa. W kroku tym nastepuje takze zapamietanie
najlepszej dotychczas znalezionej trasy, co jest konieczne, gdyz w kolejnym kroku
algorytmu rozwigzanie to mogtoby zosta¢ przez algorytm zgubione.

Istotg algorytmu jest krok czwarty, w ktéorym podejmowana jest decyzja o ak-
ceptacji wygenerowanego rozwigzania sasiedniego lub o jego odrzuceniu. Rozwig-
zanie sgsiednie jest bezwarunkowo akceptowane, jezeli jest ono lepsze od poprzed-
niego. Natomiast w razie uzyskania gorszej trasy sasiedniej wykorzystywane jest
prawdopodobienstwo akceptacji rozwigzania obliczane zgodnie z formula (7.4).
Ponadto autorzy wprowadzajg jeszcze dodatkowe dwa parametry algorytmu: g
is_ .Pierwszyznich,g  ,jestswegorodzajulicznikiem mierzgcym,ile razyz rze-
du uzyskane rozwigzanie sasiednie bylo gorsze od poprzedniego. Jezeli ustalona na
etapie inicjalizacji warto$¢ tego parametru zostaje przekroczona, dopiero wtedy
liczone jest prawdopodobienstwo akceptacji p oraz z tym prawdopodobienstwem
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rozpatrywane rozwigzanie sgsiednie jest akceptowane lub odrzucane (generowana
jest liczba losowa r z przedziatu [0, 1]). Pomimo Ze np. wylosowana liczba r > p,
nie przesadza to o tym, Ze trasa sgsiednia zostanie odrzucona, poniewaz wpro-
wadzony zostat drugi z parametréw s__, ktéry takze stanowi licznik, ale liczby
odrzucen z rzedu gorszego rozwigzania sasiedniego. Jezeli ustalona wcze$niej war-
tos¢ s zostanie przekroczona, wtedy bez wzgledu na wynik przeprowadzonego
losowania liczby r gorsza trasa sgsiednia jest akceptowana. Wartosci g is_
s3 ustalane w kroku pierwszym algorytmu i przez autordw przyjete zostaly na
poziomie odpowiednio: 8 oraz 3n (gdzie n oznacza liczbe punktéw obstugi w pro-
blemie komiwojazera).

Blizsza klasycznej postaci algorytmu symulowanego wyzarzania (rys. 7.18) jest
procedura autorstwa H. Harmananiego, D. Azara, N. Helal i W. Keirouza (2011)
dla zagadnien uktadania tras wielu pojazdéw. Oprdcz standardowego schematu
obnizenia temperatury (7.5) wykonuje ona takze okreslona liczbe iteracji (prob)
generowania rozwigzan sasiednich przy zadanej wartosci temperatury, choc¢ liczba
ta w trakcie dzialania algorytmu podlega zmianom. Wraz z kazdym obnizeniem
temperatury (zastosowany wspotczynnik chlodzenia o = 0,99) zwigksza si¢ takze
limit préb M przy zadanej temperaturze zgodnie z formutg M, = BM, | (gdzie
B = 1,05). Ponadto algorytm zlicza sukcesywnie liczebnos¢ wygenerowanych roz-
wigzan sasiednich (prob) w trakcie catkowitego czasu swojego dziatania. Podyk-
towane jest to tym, ze autorzy oprocz okreslenia wartosci konicowej temperatury
(réwnej 0,001 przy temperaturze poczatkowej réwnej 5000) postanowili doda¢
jednoczesnie jeszcze jeden warunek zakonczenia dzialania algorytmu. Jest nim
maksymalny czas dziatania calego algorytmu liczony jako maksymalna liczba
wszystkich rozwigzan sprawdzonych przez algorytm.

Sposob generowania sasiednich zbioréw tras przez algorytm opiera si¢ tutaj na
zalozeniu, Ze nowe trasy spelniajg wszystkie ograniczenia (rozwigzania sg zawsze
dopuszczalne). Natomiast w celu utworzenia rozwigzania sgsiedniego autorzy sto-
sujg dwie procedury. Pierwsza polega na wyznaczeniu pieciu najkrotszych pofaczen
pomiedzy punktami obstugi w zbiorze wszystkich tras, usunigciu ich z istniejacych
tras, a nastepnie ich wstawieniu do pigciu losowo wybranych istniejacych tras (pod
warunkiem, Ze ograniczenia dotyczace pracy pojazdu zostang spelnione). Wstawie-
nie tych punktéw do wybranych tras nastepuje z zachowaniem jak najmniejszego
kosztu rozbudowy trasy. Druga z procedur generowania rozwigzan sasiednich, na-
zwana procedurg zamiany najwigkszej $redniej, polega na obliczeniu wartosci $red-
niej dtugosci polaczen skojarzonych z kazdym punktem obstugi wedlug wzoru:

J = diy;+d, (7.11)

2
Nastepnie wskazywanych jest pie¢ punktéw obstugi ze zbioru wszystkich tras, dla kto-
rych obliczone wartosci $rednie (7.11) s najmniejsze. W dalszym etapie, podobnie jak
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w wypadku pierwszej procedury, punkty te wstawiane sg do losowo wybranych tras
takze w taki sposdb, aby koszt przyrostu dtugosci trasy byl jak najnizszy.

Kolejnym algorytmem symulowanego wyzarzania, ktérego konstrukcja prze-
znaczona zostala do rozwigzania problemu wielu komiwojazerdw, jest algorytm
przedstawiony przez S. Afifiego, D.-C. Danga i A. Moukrima (2013) (rys. 7.23).

krok 1: inicjalizacja
repeat
repeat
krok 2: dywersyfikacja 1
krok 3: konstrukcja i ocena nowego rozwigzania
krok 4: obnizenie temperatury
untilmaksymalna liczba iteracji
krok 5: zwigkszenie temperatury
krok 6: dywersyfikacja 2
untilliczba wywotan algorytmu

Rys. 7.23. Algorytm symulowanego wyzarzania S. Afifiego, D.-C. Danga i A. Moukrima
Zrédto: opracowanie wtasne.

W kroku pierwszym algorytmu konstruowane jest rozwigzanie poczatko-
we z wykorzystaniem heurystycznej metody konstrukcyjnej. Dokonuje ona se-
kwencyjnej budowy tras pojazdéw, startujac albo od pustego zbioru tras, albo
od czgsciowo wygenerowanego w inny sposob rozwigzania. Wstawianie nowych
nieodwiedzonych punktéw obstugi do czesciowo zbudowanej trasy odbywa sie¢
z zastosowaniem zasady najnizszego kosztu rozbudowy trasy (np. najnizszego
przyrostu dlugosci trasy pojazdu).

Ponadto omawiany algorytm wyréznia sie sposréd innych kilkoma istot-
nymi cechami. Po pierwsze, wlasciwa posta¢ algorytmu zawiera si¢ w krokach
2, 3 oraz 4. Po drugie, w przeciwienstwie do klasycznej postaci algorytmu symulo-
wanego wyzarzania okreslona jest tutaj pewna maksymalna liczba iteracji, jaka moze
zosta¢ wykonana przez algorytm. Tym samym to wlasnie ta maksymalna liczba ite-
racji, a nie temperatura koncowa jest warunkiem zakonczenia dziatania algorytmu.
Po trzecie, algorytm okreslony w krokach 2-4 zawiera si¢ w zewnetrznej petli, co
oznacza, ze jest on uruchamiany wielokrotnie po ponownym zwigkszeniu tempe-
ratury poczatkowej. Wreszcie przedstawiona przez autoréw propozycja algorytmu
symulowanego wyzarzania zawiera pewien bardzo istotny element okreslony w kro-
kach 216, ktérym jest procedura dywersyfikacji. Jej celem jest umozliwienie algoryt-
mowi dokonania zréznicowania generowanych stopniowo rozwigzan sasiednich, co
w efekcie ma doprowadzi¢ do unikania zbyt szybkiej zbieznosci algorytmu do roz-
wigzania, ktére mogloby sie okaza¢ optimum lokalnym. Procedura ta charakteryzuje
siec dwoma parametrami: d i d__, ktore oznaczajg granice przedziatu, z ktérego
losowana jest pewna liczba calkowita. Wylosowana warto$¢ oznacza liczbe loso-
wo wskazanych punktéw obstugi, ktore zostang usuniete z aktualnie rozpatrywane-
go rozwigzania, a nastgpnie za pomocg wskazanego w kroku pierwszym algorytmu
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heurystycznego ponownie umieszczone w trasach pojazdéw, pamigtajac przy tym,
aby trasy te dalej stanowily rozwigzanie dopuszczalne.

Procedura dywersyfikacji uruchamiana jest w kazdej iteracji wlasciwego algo-
rytmu symulowanego wyzarzania (krok 2), gdzie d_. =1 (autorzy nie podajg war-
toscid__ ), a takze w kroku 6 po ponownym zwiekszeniu temperatury w kroku 5.
Wartosci parametréw procedury dywersyfikacji w kroku 6 wynosza odpowiednio:
d . =N/2orazd = N (gdzie N stanowi liczbe punktéw obstugi). W celu wy-
generowania rozwigzan sasiednich autorzy proponuja wykorzystanie omawianych
w pierwszym podrozdziale heurystyk wzrostu 2-opt i Or-opt, natomiast przyjety
schemat chtodzenia ma posta¢ wyrazona wzorem (7.5).

Algorytm symulowanego wyzarzania w swojej klasycznej ogélnej postaci (przed-
stawionej pseudokodem na rys. 7.18) zostal zaproponowany takze przez A. van Bree-
dama (1995). Podobnie jak we wczesniej prezentowanych algorytmach zastosowano
tutaj klasyczny schemat chtodzenia (7.5) przy wartosci wspdlczynnika a = 0,9. Limit
prob generowania rozwigzan sasiednich przy zadanej wartosci temperatury wynosit
1000. Autor nie podaje poczatkowej wartosci temperatury, przy jakiej rozpoczyna sie
dziatanie algorytmu, lecz stwierdza jedynie, ze jest ona funkgjg, ktérej argumentami
s wspolczynnik akceptowalnosci rozwigzania oraz liczba wyrazajaca brak poprawy
rozwigzania. Wspolczynnik akceptowalnosci rozwiazania definiowany jest jako iloraz
liczby zaakceptowanych rozwigzan dopuszczalnych do liczby wszystkich rozwiazan sa-
siednich wygenerowanych przez algorytm. Warto tutaj takze wspomnie¢ sugestie au-
tora dotyczaca sposobu ustalania wartosci temperatury poczatkowej. Wedlug niego jej
warto$¢ powinna by¢ swego rodzaju kompromisem pomiedzy dostepnoscia wszystkich
rozwigzan dopuszczalnych a czasem dziatania algorytmu. Duza warto$¢ temperatury
poczatkowej pozwala na wigksza réznorodno$¢ rozpatrywanych rozwigzan sasiednich
(wieksze prawdopodobienstwo przejscia do rozwigzania gorszego) przy jednoczesnym
wydtuzeniu czasu dziatania algorytmu. I odwrotnie, zbyt mata warto$¢ temperatury
moze powodowac zbyt szybka zbiezno$¢ algorytmu do optimum lokalnego.

Algorytm konczy dzialanie przy osiagnieciu ustalonej w kroku inicjalizacji tem-
peratury koncowej. Ponadto w proponowanym algorytmie symulowanego wyza-
rzania przedstawiono dwa dodatkowe kryteria stopu dla algorytmu. Pierwszym
jest osiagniecie przez algorytm maksymalnej liczby iteracji (ustalonej przez autora
na 10 000 000). Natomiast drugim dodatkowym warunkiem korica jest osiggniecie
przez wspoéltczynnik akceptowalnosci warto$ci mniejszej od zadanego w kroku ini-
cjalizacji progu wynoszacego 0,01.

Na koniec rozwazan na temat prezentowanego algorytmu symulowanego wyza-
rzania nalezy zwrdci¢ uwage na proponowany przez A. van Breedama sposob ge-
nerowania rozwigzan sasiednich. Przede wszystkim moze on bowiem powodowa¢
generowanie tras (a tym samym rozwigzan) niedopuszczalnych. Jednakze jezeli
wygenerowane zostanie rozwigzanie niedopuszczalne, nie jest ono brane pod uwa-
ge przez algorytm, ale sam fakt jego utworzenia jest rejestrowany (ma wplyw na
warto$¢ wspolczynnika akceptowalnosci). Rozwigzanie sgsiednie jest generowane
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do momentu, az wszystkie sktadajace si¢ na nie trasy beda dopuszczalne. Ponad-
to autor proponuje dwie metody generowania nowych rozwigzan, ktére mozna
uzna¢ za pewne rozszerzenie prezentowanych wczesniej metod relokacji lub wy-
miany punktu obslugi pomiedzy dwiema trasami pojazdu.

Pierwsza z proponowanych metod nosi nazwe relokacji tancucha (punktéw ob-
stugi) i polega na wymianie pomiedzy dwiema trasami wybranego (np. losowo)
podciggu punktéw obstugi (rys. 7.24a i 7.24b). Szczegolnym przypadkiem tej me-
tody jest wymiana podciagu trasy skladajacego si¢ z jednego punktu obstugi. Jest to
wariant pokazany na rysunkach 7.11a i 7.11b. Natomiast druga z metod to wymia-
na lancuchoéw, ktdra generuje rozwigzanie sasiednie przez wskazanie dwoch pod-
ciggow w kazdej z dwdch wybranych tras pojazdéw, a nastepnie wymiane tych
podciagéw pomiedzy wybranymi trasami (rys. 7.25a i 7.25b).

Rys. 7.24a. Uktad dwdch tras przed relokacja tancucha (punktéw obstugi)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 7.24b. Uktad dwdch tras po relokacji tancucha (punktow obstugi)
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 7.25a. Uktad dwdch tras przed wymiang tancucha
Zrédto: opracowanie wtasne.

Rys. 7.25b. Uktad dwoch tras po wymianie tancucha
Zrédto: opracowanie wtasne.

7.1.3. Algorytmy przeszukiwania tabu

Do grupy jednoagentowych metaheurystyk przeszukiwania przestrzeni rozwia-
zan problemu optymalizacyjnego zaliczy¢ nalezy zaproponowane przez F. Glove-
ra (1989) algorytmy przeszukiwania tabu. Podobnie jak w wypadku algorytméw
symulowanego wyzarzania ich idea opiera si¢ na iteracyjnym poszukiwaniu coraz
lepszego rozwigzania problemu optymalizacyjnego, dopuszczajac przy tym moz-
liwo$¢ rozpatrywania rozwigzania gorszego od znalezionego w danej iteracji. Jed-
nakze w przeciwienstwie do algorytméw symulowanego wyzarzania elementem,
ktéry dopuszcza do dalszej eksploracji przestrzeni rozwigzan rozwigzanie gor-
sze od poprzedniego, jest nie zewnetrzny parametr algorytmu (temperatura), ale
pewna regufa akceptacji lub odrzucenia rozwigzania sasiedniego. Innymi stowy,
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algorytmy przeszukiwania tabu skupiaja si¢ w swoim dziataniu przede wszystkim
na sposobie (metodzie) generowania rozwigzan sgsiednich.

Akceptacja lub odrzucenie rozwigzan sgsiednich wygenerowanych na podsta-
wie danego aktualnie rozpatrywanego rozwigzania odbywa si¢ na podstawie pew-
nego zbioru regul, stanowigcych ograniczenia w wyborze najlepszego z sasiadow,
a nazywanych ,tabu”. Oznacza to, ze oprocz koniecznosci okreslenia najlepszej
wartosci funkgji celu ze zbioru rozwigzan sgsiednich niezbedne jest takze spraw-
dzenie spelnienia przez te rozwigzania pewnych zalozonych wczesniej regut doty-
czacych ich wyboru do dalszego generowania nowych rozwigzan. Podstawowym
celem stosowania regut tabu jest, tak jak w wypadku algorytmoéw symulowanego
wyzarzania, zapobieganie zapetlaniu sie algorytmu i jego zbyt szybkiej zbieznosci
do optimum lokalnego.

krok 1: inicjalizacja

repeat
krok 2: konstrukeja i ocena nowych rozwigzan sasiednich
krok 3: akceptacja lub odrzucenie rozwigzania
krok 4: aktualizacja struktury tabu

until warunek konca

Rys. 7.26. Algorytm przeszukiwania tabu
Zrédto: opracowanie wtasne.

Algorytm przeszukiwania tabu przedstawiony na rysunku 7.26 wyma-
ga w pierwszej kolejnosci zdefiniowania regul tabu oraz sposobu ich aktualizacji.
W pierwszym kroku algorytmu konieczne jest okredlenie, kiedy algorytm bedzie
»zabranial” przejs¢ do wybranego najlepszego rozwigzania sgsiedniego z aktualnie
rozpatrywanego. Najczesciej stosowana struktura tabu jest lista, w ktorej moga by¢
zapamietywane ostatnio wygenerowane i wybrane przez algorytm rozwigzania s3-
siednie lub tez sposoby utworzenia tych rozwigzan. Dla problemu ukladania tras
pojazdow taka lista moze miec¢ nastepujaca postac:

Rozwigzanie A: (15792436 8] zamiana {3} i {4}
Rozwigzanie B: [15732496 8] zamiana {3} i {9}
Rozwigzanie C: [16732495 8] zamiana {5} i {6}
Rozwigzanie D: [26731495 8] zamiana {1} i {2}
Rozwigzanie E: [268314957] zamiana {7} i {8}

Przyjmujac, ze rozwigzaniem wyjsciowym byla trasa [1 57 9 2 3 4 6 8],
w wyniku jej modyfikacji w kolejnych iteracjach algorytmu, polegajacych na
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sukcesywnej zamianie miejscami dwoch punktéw obstugi, uzyskano pig¢ no-
wych tras. Na szczycie listy znajduje si¢ rozwigzanie A, poniewaz uzyskane
zostalo najwczesniej, natomiast na dole tej listy jest najnowsze rozwigzanie E.
Wygenerowanie nowego rozwigzania sasiedniego F z aktualnie rozpatrywanego
rozwigzania E powodowa¢ bedzie aktualizacje tej listy. Modyfikacja tej struk-
tury odbywac¢ si¢ bedzie przez usuniecie z pierwszego miejsca listy najdluzej
wystepujacego w niej rozwigzania A i wprowadzenie na jej koniec nowo utwo-
rzonego rozwigzania F:

Rozwigzanie B: [15732496 8] zamiana {3} i {9}
Rozwigzanie C: [167324958] zamiana {5} i {6}
Rozwigzanie D: [26731495 8] zamiana {1} i {2}
Rozwigzanie E: [268314957] zamiana {7} i {8}
Rozwigzanie F: [298314657] zamiana {6} i {9}

Poniewaz modyfikacja aktualnie rozpatrywanego rozwigzania polega na zamia-
nie miejscami dwdch punktéw obstugi, to listy przedstawione powyzej moga by¢
takze reprezentowane w postaci tabeli dwuwymiarowej o liczbie wierszy i kolumn
réwnej liczbie wszystkich punktéw obstugi (tab. 7.1a 1 7.1b):

Tabela 7.1a. Struktura tabelaryczna listy tabu dla rozwigzan A-E

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tabela 7.1b. Struktura tabelaryczna listy tabu dla rozwigzan B-F

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 3

8

9

Zrédto: opracowanie wtasne.

Parametrem struktury tabu algorytmu jest dlugos¢ listy lub w wypadku repre-
zentacji tabelarycznej maksymalna warto$¢ w tabeli. W obydwu wariantach ozna-
cza to czas wyrazony liczbg iteracji, jaki jest przeznaczony na oznaczenie sposobu
uzyskania rozwigzania jako tabu. Oznacza to, Ze do czasu, kiedy sposob utwo-
rzenia rozwigzania znajduje sie¢ w strukturze pamieci tabu, nie moze on zosta¢
wybrany do dalszego utworzenia (wybrania) kolejnego rozwigzania sgsiedniego
w nastepnej iteracji algorytmu. Zaktadajac, ze w trakcie dzialania algorytmu wy-
generowane zostalo kolejne najlepsze rozwigzanie sasiednie G o postaci:

Rozwigzanie G: [298314567] zamiana {5} i {6}

nie zostanie ono uwzglednione przez algorytm, nawet gdyby dlugos¢ trasy byta
tutaj korzystniejsza od dtugosci trasy reprezentowanej przez rozwigzanie F, ponie-
waz przejscie polegajace na zamianie miejscami punktéw obstugi {5} i {6} znajduje
sie w strukturze pamieci tabu i bedzie tam jeszcze przez okres 3 iteracji. W zwigzku
z tym nalezy sposrod pozostalych utworzonych w kroku drugim algorytmu roz-
wigzan sgsiednich wybrac najlepsze, ktérego sposdb utworzenia nie jest oznaczo-
ny jako tabu (puste miejsce w tabeli tabu). Takie podejscie moze powodowac, ze
do kolejnej iteracji algorytmu réwnie dobrze wybrane zostanie rozwigzanie repre-
zentujace tras¢ lepsza od poprzedniej, jak i reprezentujace trase gorsza. Przyjecie
klasycznego schematu zakonczenia dzialania algorytmu polegajacego na braku



Jednoagentowe przeszukiwanie lokalne 223

mozliwosci uzyskania w kolejnej iteracji rozwigzania lepszego skutkowaé moze
bardzo szybka jego zbieznoscig do optimum lokalnego. Dlatego tez w kroku inicju-
jacym dzialanie algorytmu powinny zosta¢ dobrane odpowiednie warunki konca
dziatania algorytmu, tak jak w wypadku algorytméw symulowanego wyzarzania.
Najczesciej stosowane kryteria zakonczenia dziatania algorytmu to wykonanie
przez niego okreslonej maksymalnej liczby iteracji, jak rowniez brak uzyskania
w ogole lub znaczgcej poprawy najlepszego dotychczas znalezionego rozwigzania.

Przedstawiona powyzej reguta tabu algorytméw przeszukiwania tabu stanowi
pewnego rodzaju krotkookresowa pamiec algorytmu, ktérej celem jest unikanie
jego zapetlenia si¢ wokol tego samego rozwigzania. Zamiana miejscami punktow
obstugi nie jest oczywiscie jedyna regula, jaka moze zosta¢ zastosowana do proble-
mu uktadania tras jednego lub wielu pojazdéw. Reguly tabu musza wynika¢ przede
wszystkim ze sposobu reprezentowania rozwigzania problemu, a takze ze sposobu
generowania nowych rozwigzan sasiednich na podstawie aktualnie rozpatrywane-
go. Przykladem moze by¢ wykorzystanie heurystyki 3-opt do tworzenia nowego s3-
siedztwa, ktdra polega na zamianie miejscami nie dwdch jak poprzednio, ale trzech
punktéw obstugi. Przyjmujac i tutaj, ze wybor trzech punktéw obstugi stanowi regu-
te tabu przez pewng liczbe iteracji, struktura pamieci powinna by¢ reprezentowana
przez tabele trojwymiarows. Jednakze réwniez ta reguta moze zosta¢ zaostrzona, co
spowoduje zawezenie potencjalnych ,,dopuszczalnych” rozwigzan sasiednich, przyj-
mujac, ze regule tabu stanowic¢ bedzie wybdr przynajmniej dwdch z trzech punktow
znajdujacych sie w tabeli tabu, a wtedy tabela tabu zwierajaca np. tylko dwa kolejne
przejscia tabu polegajace na zamianie miejscami punktow obstugi odpowiednio: {3},
{6} i {8} oraz {2}, {3} i {7} bedzie miata postac (tab. 7.2):

Tabela 7.2. Struktura tabelaryczna listy tabu dla metody 3-opt

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Czesto podejmowang czynnoscig w trakcie dzialania algorytmu przeszukiwa-
nia tabu jest dopuszczanie famania ustalonych regut tabu w $cisle okreslonych
przypadkach, noszacych nazwe kryteriéw aspiracji. Polega to na zezwoleniu al-
gorytmowi na wybor rozwigzania sgsiedniego z zastosowaniem znajdujacego sie
w tabeli tabu przejscia pod warunkiem spelnienia postawionego kryterium aspi-
racji. Praktycznie zawsze przyjmowanym kryterium aspiracji jest wygenerowanie
z uwzglednieniem przejscia tabu rozwiazania sgsiedniego, ktore staje si¢ najlep-
szym dotychczas znalezionym rozwigzaniem.

Jak wspomniano, dlugos¢ listy tabu lub tez czas wyrazony jako liczba iteracji
algorytmu stanowi parametr algorytmu przeszukiwania tabu, ktéry ma bardzo
istotne znaczenie. Wplywa bowiem w sposoéb bezposredni na jako$¢ generowa-
nych rozwigzan. W literaturze przedmiotu ustalany jest on w réznoraki sposdb.
Przede wszystkim jego warto$¢ powinna zaleze¢ od rozmiaréw rozwigzywanego
zadania ukladania tras pojazdéw, a takze od przyjetej metody konstrukeji rozwia-
zania sgsiedniego. Ponadto czas ten moze by¢:

= staly przez caly okres dzialania algorytmu;

= zmienny w trakcie dziatania algorytmu, gdzie zmiana jego wartosci podykto-
wana jest liczbg wykonanych juz iteracji przez algorytm lub jakoscig najlep-
szego dotychczas znalezionego rozwigzania;

= Josowy, gdzie warto$¢ czasu jest losowo generowana z pewnego arbitralnie
ustalonego przedziatu o rozkladzie réwnomiernym.

Obok regut tabu stanowigcych krotkookresowa strukture pamieci algorytmu
przeszukiwania tabu nalezy wymieni¢ takze reguly, ktére moga stanowi¢ $red-
niookresowa i dlugookresowa strukture pamieci, aczkolwiek nie s3 regulami
tabu. Role, jakie odgrywaja one w procesie przeszukiwania przestrzeni rozwig-
zan, s3 diametralnie rézne. Pierwsze z nich majg na celu dokonanie intensyfikacji
procedur przeszukiwania fragmentéw przestrzeni rozwigzan, ktére uzna¢ mozna
za najbardziej obiecujace z punktu widzenia istnienia optimum globalnego.
Do przykladowych regul ksztaltujacych procedury sredniookresowej pamieci
algorytméw przeszukiwania tabu zaliczy¢ mozna (Basu, 2012):

= wykorzystywanie przez okreslony czas (liczbe iteracji) do tworzenia rozwig-
zan sgsiednich czgsto pojawiajacych sie potaczen pomiedzy punktami obstu-
gi, ktore naleza do tras o niskiej dtugosci;

= ponowne uruchamianie procesu przeszukiwania przestrzeni rozwigzan, po-
czawszy od trasy, ktora jest najlepsza lub jest jedna z najlepszych znalezio-
nych w ciagu ostatnich k przeprowadzonych iteracji algorytmu;

= w wypadku gdy rozwiazania sasiadujace z aktualnie rozpatrywanym wybie-
rane s3 w sposob losowy (np. z powodu bardzo duzej liczebnosci sgsiedztwa),
przypisywanie wigkszego prawdopodobienstwa wyboru tym sasiadom, kto-
rzy zawieraja polaczenia nalezace do krétkich tras znalezionych w ostatnich
k iteracjach;
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* zmiana okresu, przez jaki utrzymywana jest regula przejscia tabu w zalezno-
$ci od osiaggniecia optimum lokalnego.

Drugie w kolejnosci z wymienionych regul to reguly dtugookresowe, ktérych
podstawowym celem jest dywersyfikacja procesu przeszukiwania przestrzeni roz-
wigzan. Zadaniem tych regul jest stworzenie mozliwosci eksploracji nowych frag-
mentéw przestrzeni rozwigzan, aby mie¢ wigksza pewnos¢, ze uzyskane dotych-
czas najlepsze rozwigzanie nie stanowi tylko optimum lokalnego.

Wiréd regut dtugookresowych algorytméw przeszukiwania tabu wymieni¢
mozna miedzy innymi:

* dodawanie pewnego rodzaju kar do pojawiajacych sie w nowych trasach po-
laczen pomiedzy punktami obstugi, a tym samym zniechecanie algorytmu
do wyboru w szczegélnosci tych potaczen, ktore pojawiaja si¢ najczedciej
w ostatnim czasie;

= zmiana sposobu generowania nowych sasiednich tras tworzonych na podsta-
wie aktualnie rozpatrywanych;

= zmiana w trakcie dzialania kryteriéw stopu algorytmus;

= wielokrotne uruchamianie algorytmu przeszukiwania tabu (stosowanie stra-
tegii wielostartu), poczawszy od réznych rozwiazan poczatkowych;

= wprowadzenie dodatkowych parametréw do algorytmu, jak np. miary wply-
wu na dlugo$¢ trasy nowych rozwigzan sasiednich i dokonywanie zmian
w sposobie ich konstrukeji, jezeli wplyw ten jest niesatysfakcjonujacy.

Biorgc pod uwage postac algorytmu przeszukiwania tabu pokazana na rysunku
7.26 oraz najwazniejsze charakteryzujace go elementy, mozna pokusic si¢ o krotkie
przedstawienie konkretnego, a zarazem prostego algorytmu przeszukiwania tabu
dla problemu jednego komiwojazera. W pierwszym kroku nalezy ustali¢ rozwia-
zanie poczatkowe, od ktérego algorytm rozpocznie przeszukiwanie przestrzeni
rozwigzan. Pierwsza trasa moze zosta¢ wygenerowana jedna z konstrukcyjnych
metod heurystycznych (np. sukcesywne wstawianie punktoéw obstugi). Nastepnie
nalezy okresli¢ sposob generowania rozwigzan sasiednich, czyli sposob przejscia
od aktualnie rozpatrywanej trasy do nastepnej. W tym celu mozna postuzy¢ sie
sposobem przeksztalcenia wykorzystywanym przez algorytm 2-opt. Tym samym
moze mie¢ zastosowanie prezentowana wczeéniej regula tabu (tab. 7.1ai7.1b) mo-
wiaca, ze przez k liczbe iteracji (parametr algorytmu) nie bedzie mozliwe przejscie
do trasy sgsiedniej, ktorej utworzenie wymagatoby dokonania wymiany miejscami
dwdch punktéw obstugi znajdujacych sie¢ w strukturze (tabeli) pamiegci tabu.

Inny sposéb budowy regut tabu dla procedury 2-opt polega¢ moze na utworze-
niu dwoch odrebnych list tabu T  oraz T, zawierajacych — odpowiednio — polg-
czenia usuwane z trasy i nowe polaczenia do niej wstawiane (Glover, 1989; Fiech-
ter, 1994). Obydwie listy moga (ale nie musza) przetrzymywac te polaczenia jako
tabu przez ten sam ustalony okres. Diugosci obu list moga by¢ rézne. W takiej
sytuacji przejscie od aktualnie rozpatrywanego rozwigzania do nastgpnego moze
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by¢ zabronione, jezeli w swojej konstrukeji uwzglednia ono usuwane stare i doda-
wane nowe potgczenia znajdujace si¢ w listach tabu — odpowiednio - T oraz T, .

Dla aktualnie rozpatrywanej trasy pojazdu nalezy w nastepnej kolejnosci (krok
drugi algorytmu) utworzy¢ zbior tras sgsiednich bedacych modyfikacjg trasy wyj-
sciowej zgodnie z procedura 2-opt i sposrod tych, ktoére nie zawierajg przejscia
tabu, wybrac trase najlepsza. W kroku trzecim algorytmu, jezeli wskazana trasa s3-
siednia jest najlepsza dotychczas znaleziong, nalezy ja zapamieta¢. Gdy wsrdd tras
sasiednich najlepsza z nich zawiera przejscie tabu, mozna te regule ztama¢ pod wa-
runkiem, Ze nowa trasa bedzie najlepsza dotychczas znaleziong. Zaakceptowana
w kroku trzecim algorytmu trasa sasiednia staje si¢ trasg aktualnie rozpatrywana.
Ostatni, czwarty krok algorytmu przeszukiwania tabu to wykonanie aktualizacji
struktury pamieci (tabeli) tabu przez dodanie do listy nowego przejscia tabu na
okres k iteracji, a takze zmniejszenie o jednostke czasu uznawania jako tabu po-
przednio dokonanych przejs¢ do tras sgsiednich. Wymienione procedury nalezy
powtdrzy¢ tyle razy, ile wynosi ustalona na poczatku maksymalna liczba iteracji
algorytmu.

Nieco bardziej ztozong posta¢ algorytmu przeszukiwania tabu zaproponowat
C.N. Fiechter (1994), zalecang zwlaszcza do rozwigzywania probleméw jednego
komiwojazera o znacznych rozmiarach’. Algorytm ten nazwany zostal przez au-
tora algorytmem wysokiego poziomu, ktérego ogdlny schemat przedstawiono na
rysunku 7.27.

krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: intensyfikacja
repeat
krok 3: dywersyfikacja
krok 4: aktualizacja struktury tabu
until maksymalna liczba iteracji 2
untilmaksymalna liczba iteracji 1

Rys. 7.27. Algorytm przeszukiwania tabu wyzszego poziomu C.-N. Fiechtera
Zrédto: opracowanie wtasne.

Algorytm ten odrdznia od podstawowej wersji algorytmu przeszukiwania tabu
przede wszystkim wprowadzenie do ogélnej jego postaci dwoch bardzo istotnych
elementéw: realizowanej w kroku drugim procedury intensyfikacji oraz w kroku
trzecim procedury dywersyfikacji. Stanowia one realizacje przedstawionych wczes-
niej regul - odpowiednio - $redniookresowych (intensyfikacja) i dtugotermino-
wych (dywersyfikacja). To wlasnie te procedury, zdaniem autora, stanowia o wyz-
szym poziomie algorytmu przeszukiwania tabu w poréwnaniu do najprostszej

1 Rozwigzywane problemy komiwojazera liczyty od 500 do 100 000 punktéw obstugi.
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jego postaci, nazywanej algorytmem nizszego poziomu. Pozwalajg one na bardziej
dokladna, a zarazem szerszg eksploracj¢ przestrzeni rozwigzan w szczegdlnosci dla
probleméw ukladania tras pojazdu o duzych rozmiarach.

Rys. 7.28. Procedura intensyfikacji w algorytmie przeszukiwania tabu C.-N. Fiechtera
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Fiechter, 1994).

Pierwsza z procedur realizowanych w kroku drugim algorytmu polega na de-
kompozycji (pocieciu) aktualnie rozpatrywanej trasy na pewna liczbe jej podzbio-
réw (podtras) i zaklada ich niezalezng od siebie poprawe z wykorzystaniem pro-
stych metod lokalnej optymalizacji (rys. 7.28).

Kazda z tras dzielona jest na mniejsze trasy, zawierajace ustalona (ponizej 100)
liczbe punktow obstugi’. Trasa jest dzielona w wybranych punktach obstugi, ktore
stanowig granice pomiedzy kolejnymi podtrasami. W dalszej kolejnos$ci wykorzy-
stana zostaje metoda 2-opt przy zachowaniu tych samych granicznych punktéw
obstugi. W efekcie po ponownym ztozeniu zmodyfikowanych fragmentéw tras
uzyskiwana jest nowa trasa pojazdu, ktdrej dtugos¢ (lub koszt) jest nie gorsza od
trasy rozpatrywanej w tej procedurze trasy wyjsciowe;j.

Istota prezentowanego algorytmu przeszukiwania tabu zawiera si¢ w krokach
trzecim i czwartym algorytmu. Tam tez okreslone zostaly reguly tabu dla kolejno
generowanych rozwigzan sasiednich. Proces przejscia od jednego rozwigzania do
drugiego odbywa si¢ na podstawie tzw. superprzejscia, ktore polega na znacznej
modyfikacji aktualnie rozpatrywanej trasy w poréwnaniu do np. procedury 2-opt.
Zastosowanie przedstawionej ponizej modyfikacji trasy pojazdu wynika z po-
czynionej obserwacji, ze wiele dobrych tras zawiera czesto wiele takich samych

2 Liczba ta jest stata i niezalezna od rozmiaréw rozwigzywanego zadania komiwojazera, co
oznacza, ze dla probleméw komiwojazera o wiekszych rozmiarach rosnie liczba podzbiorow
trasy.
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podciagéw punktéw obstugi (fragmentéw tras), lecz ulozonych w tych trasach
w odwrotnej kolejnosci. Stad tez proponowany sposob superprzejécia pozwala
na zachowanie tych sekgji tras przy jednoczesnym odwrdceniu kolejnosci obstugi
punktow przez pojazd w ramach kazdej z nich (rys. 7.29).

Rys. 7.29. Procedura superprzejscia
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Fiechter, 1994).

Idea przedstawionego superprzejscia polega na znalezieniu dwdch najblizszych,
ale nie sgsiadujacych ze sobg par potaczen pomiedzy punktami obstugi (P,, P)
i (Pk,, Pl,) oraz (Pm, Pn) i (Pm,, an)’ a nastepnie usunigciu ich i zastgpieniu nowymi.
Najblizsza sobie para polaczen w trasie pojazdu (P, P) i (P,, P,) wyznaczona przez
wskazany punkt obstugi P, jest to ta para, dla ktorej zmiana warto$¢ Af, okreslona
zaleznoscig (7.12) jest najmniejsza.

Afp =d(P, P)+d(B, B)—[d(P,, B)+d(P,, B)] (7.12)

Superprzejécie jest wykonywane przez usuniecie potaczen (P, P) i (P, P)),
a nastepnie zastgpienie ich nowymi odcinkami trasy: (P, P,) i (P, P,). Po znalezie-
niu najblizszych par polaczen dla kazdego punktu obsltugi w trasie nalezy wybra¢

te punkty, dla ktérych zachodzi (7.13):
Aka + Ame — min. (7.13)

i wykona¢ stosowne superprzejscie (rys. 7.29). Co wigcej, autor rozwaza przy wy-
borze odpowiedniego superprzejscia tylko takie, gdzie najkrotszy z fragmentow
trasy (Pl, o Pm), (Pn, e Pl,), (Pk,, e an) i (Pm,, e Pk) zawiera nie mniej niz r
punktow obstugi, gdzie r jest parametrem algorytmu.
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Wrhasciwa algorytmowi przeszukiwania tabu reguta tabu zostata ustalona wiasnie
dla przedstawionego powyzej superprzejécia. Polega ona na utworzeniu stosownej
listy, w ktorej przechowywane sg wszystkie punkty obstugi zaangazowane w proces
superprzejscia: Pk, Pk,, Pl, Pp, Pm, Pm,, Pn, an- Natomiast rozwazane w danyrn momen-
cie superprzejscie bedzie uznane za tabu (a tym samym dane rozwigzanie sgsied-
nie zostanie odrzucone), jezeli bedzie zawieralo w swojej konstrukeji co najmnie;j
ustalona liczbe p punktéw obstugi znajdujacych sie na liscia tabu (gdzie p jest takze
parametrem algorytmu)’. Dtugos¢ listy tabu jest uzalezniona od rozmiaréw rozwia-
zywanego problemu (warto$¢ ta zmienia si¢ i moze liczy¢ od 15 do 800 pozyciji) iza
kazdym razem usuwanych jest z niej 8 najdtuzej tam wystepujacych punktéw obstu-
gi, a na ich miejsce umieszczane sg nowe, tworzgce superprzejscie.

Najbardziej znanym reprezentantem algorytmow przeszukiwania tabu dla pro-
blemu ukladania tras wielu pojazdéw jest algorytm Taburoute zaproponowany
przez M. Gendreaua, A. Hertza i G. Laportea (1994) (rys. 7.30).

krok 1: inicjalizacja

repeat

krok 2: pierwsze rozwigzanie

krok 3: przeszukiwanie przestrzeni rozwigzan (Pr)
untilmaksymalna liczba préb A

krok 4: przeszukiwanie przestrzeni rozwiazan (P»)

Rys. 7.30. Algorytm Taburoute
Zrédto: opracowanie wtasne.

W ogdlnym zarysie sklada sie on z trzech etapdw. Pierwszy to inicjalizacja, w kto-
rej ustalane sg warto$ci poczatkowe poszczegolnych parametréw algorytmu. Drugi
etap to konstrukcja kilku probnych rozwigzan i préba ich poprawy procedura prze-
szukiwania przestrzeni rozwigzan z pierwszym zestawem parametréw P,. Wreszcie
trzeci, ostatni etap to implementacja tej samej procedury poszukiwania lepszego
rozwigzania, ale z innym zestawem parametréw P,.

Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, Zze omawiany algorytm przeszukiwania
tabu dopuszcza mozliwos¢ uwzgledniania i oceny rozwigzan niedopuszczalnych.
W sformulowanym problemie ukladania tras pojazdéw przedstawione zostaly
dwa typy ograniczen. Jedno dotyczace maksymalnej fadownosci pojazdéw, drugie
za$ — maksymalnej dtugosci pojedynczej trasy pojazdu. Ztamanie ktéregokolwiek
z ograniczen prowadzi do uzyskania zbioru tras niedopuszczalnych. Autorzy pro-
ponuja nastepujaca formule oceny rozpatrywanych w trakcie dzialania algorytmu
rozwigzan (7.14):

3 Przyjete przez autoréw wartosci p i r wynosza odpowiednio 5 oraz 25.
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E(S)=FE(S)+aK, +BK, (7.14)
gdzie:
F,(S) - koszt ocenianego rozwigzania dopuszczalnego;
F,(S) - koszt ocenianego rozwigzania niedopuszczalnego;
K, - karazaprzekroczenie warunku tadownosci pojazdu;
K, - kara za przekroczenie warunku dtugosci trasy pojazdu;
o, B - parametry przyjmujace wartosci dodatnie.

W sytuacji, kiedy wygenerowany przez algorytm zbidr tras jest dopuszczalny,
warto$¢ takiego rozwiazania wprost przyjmuje warto$¢ funkeji celu (suma dlugosci
wszystkich tras). W przeciwnym razie faczna dltugos¢ wszystkich tras rozwigzania
niedopuszczalnego powiekszana jest o wazong wspotczynnikiem kare, ktora jest
wprost proporcjonalna do wartosci przekroczenia dla zadanego ograniczenia.
Jezeli przekroczone jest wiecej niz jedno ograniczenie dotyczace fadownosci lub
maksymalnej dtugosci trasy, wtedy nakladane kary s3 kumulowane.

Serce algorytmu Taburoute stanowi uruchamiana tak w kroku trzecim, jak
i w kroku czwartym algorytmu procedura przeszukiwania przestrzeni rozwigzan,
ktdra stosuje reguly tabu (rys. 7.31).

krok 1: inicjalizacja

repeat
krok 2: wybér g punktéw obstugi z W

repeat
krok 3: konstrukcja rozwigzania sasiedniego i jego ocena
krok 4: akceptacja lub odrzucenie rozwigzania sgsiedniego
until wszystkie wybrane q punkty obstugi zostang rozpatrzone

krok 5: wybér najlepszego rozwiazania sasiedniego
krok 6: przejscie do rozwiazania sasiedniego
krok 7: aktualizacja struktury tabu
krok 8: dostosowanie kar
until warunek konica

Rys. 7.31. Procedura przeszukiwania tabu algorytmu Taburoute
Zrédto: opracowanie wtasne.

Procedura ta posiada nastgpujacy zbidr parametréw wejsciowych:

w - niepusty zbiér punktoéw obstugi, ktére moga zosta¢ usuniete z trasy
aktualnie rozpatrywanego rozwigzania;
q - liczba punktéw obstugi nalezacych do zbioru W, ktére moga zostaé

wstawione do innej trasy;
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. Gmax - granice okresu tabu;
wspodtczynnik skalowania sztucznej wartosci funkeji celu;
- czestotliwosd, z jaka sa modyfikowane wartosci wspotczynnikow o i 3
- maksymalna liczba iteracji, przy ktérej wywolywana jest procedura bez
zadnej poprawy dotychczas najlepszego znalezionego rozwigzania.

I 0 @
|

max.

Dla kazdego z wybranych ze zbioru W w pierwszym kroku procedury punktéow
obslugi generowane jest mozliwe sgsiedztwo aktualnie rozpatrywanego rozwigza-
nia (krok drugi). Odbywa sie to przez usuniecie punktu z aktualnej trasy pojazdu
i umieszczenie go w nowej istniejacej trasie (w najlepszym mozliwym miejscu) lub
w nowej pustej trasie (jezeli liczba uzytych dotychczas pojazdéw nie przekracza
maksymalnej liczby pojazddéw, jakimi dysponuje baza). Przemieszczenie punktu
obstugi do innej trasy jest mozliwe, jezeli nie jest ono identyfikowane jako tabu.
Oznacza to, ze zaproponowana przez autorow struktura pamieci tabu stanowi liste,
ktdrej elementy okreslajg, czy punkt obstugi P, byt umieszczany w ostatnim cza-
sie w trasie k-tego pojazdu. Po dokonaniu przemieszczenia punktu do innej trasy
nalezy oceni¢ nowe rozwigzanie i dokonac jego akceptacji lub je odrzuci¢. Pomi-
mo istniejacej reguly tabu rozwigzanie, ktére powstanie przez dokonanie operacji
oznaczonej jako tabu, moze zosta¢ zaakceptowane. Dzieje si¢ tak wtedy, gdy zosta-
nie spelnione kryterium aspiracji méwigce o tym, ze mozliwe jest zaakceptowanie
takiego rozwigzania, jesli jest ono lepsze od najlepszego dotychczas znalezionego.

Sposrdd zaakceptowanych rozwigzan sgsiednich w kroku pigtym nalezy wska-
za¢ rozwigzanie sgsiednie najlepsze dopuszczalne lub niedopuszczalne. Wskazane
najlepsze rozwigzanie sgsiednie wcale nie musi by¢ nowym aktualnie rozpatrywa-
nym rozwigzaniem sgsiednim. W kroku szdstym nalezy sprawdzi¢, czy poprzednie
rozwigzanie bylo dopuszczalne i czy nie bylo poprawiane przez lokalng poprawe
oddzielnie kazdej z tras. Jezeli spelnione sa facznie trzy warunki:

1) najlepsze znalezione rozwigzanie sasiednie jest gorsze od aktualnie rozpatrywa-
nego;

2) wszystkie trasy pojazdéw aktualnie rozpatrywanego rozwigzania problemu
wielu komiwojazeréw sa dopuszczalne;

3) w poprzedniej iteracji algorytmu nie dokonywano poprawy poszczegélnych
tras pojazdow;

to nalezy dokona¢ lokalnej poprawy kazdej z tras oddzielnie, a uzyskane w ten
sposob rozwigzanie przyjac jako nowe w kolejnej iteracji procedury przeszukiwa-
nia tabu. W takiej sytuacji nie ma mowy o przejsciu z aktualnie rozpatrywanego
rozwigzania do rozwigzania sgsiedniego, lecz nastepuje modyfikacja (poprawa)
istniejacego.

W kroku siédmym procedury przeszukiwania tabu dokonywana jest aktuali-
zacja listy tabu pod warunkiem, ze w danej iteracji procedury nastapilo przejscie
do rozwigzania sgsiedniego, a nie lokalna poprawa aktualnie rozpatrywanego.
Umieszczenie na liScie tabu przejscia okreslajacego, ktory punkt obstugi zostat
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umieszczony w ktdrej trasie pojazdu, nastepuje na okres 0 iteracji, gdzie wartos¢
0 jest losowana z przedziatu [0 ., 6__ ]. Wreszcie ostatnig czynnoscig, jakg nale-
zy wykonag, jest krok 6smy, w ktérym nastepuje dostosowanie wartoéci ustano-
wionych kar dla rozwigzan niedopuszczalnych. Nastepuje to nie w kazdej iteracji
procedury, lecz co liczbe h iteracji. Jezeli w poprzednich h iteracjach wszystkie
wybierane rozwigzania byly dopuszczalne z punktu widzenia tadownosci pojazdu,
to wartos¢ wspotczynnika o jest zmniejszana do poziomu o / 2. Natomiast jezeli
wszystkie rozwigzania byly niedopuszczalne, to warto$¢ tego wspétczynnika jest
podwajana i wynosi 2a.

Analogiczny schemat postgpowania odnosi sie¢ do wspolczynnika 3 skalujacego
wartos$¢ kary w razie przekroczenia ograniczenia dotyczacego dtugosci trasy po-
jazdu. W wypadku, gdy w ostatnich h iteracjach procedury przeszukiwania tabu
czg$¢ rozwigzan byla dopuszczalna, a cze$¢ niedopuszczalna, to obydwa wspdt-
czynniki nalezy pozostawi¢ bez zmian. Warunkiem konca dziatania prezentowa-
nej procedury przeszukiwania tabu jest wykonanie ustalonej liczby jej iteracji bez
poprawy znalezionego rozwigzania.

Pewna modyfikacja przedstawionego powyzej algorytmu Taburoute jest pro-
pozycja algorytmu GTS (Granular Tabu Search) zaprezentowana przez P. Totha
i D. Vigo (2003). Algorytm GTS zawiera wigkszos$¢ przedstawionych cech algoryt-
mu Taburoute. Pierwsza roznica pojawia si¢ w kroku inicjalizacji algorytmu. W celu
wygenerowania rozwigzania poczatkowego wykorzystywana jest konstrukcyjna
metoda heurystyczna oszczednosciowego faczenia tras G. Clarka i J.JW. Wrighta.
Jezeli utworzona liczba tras jest wieksza od liczby posiadanych pojazdéw, wte-
dy trasy (nadprogramowe) najmniej wykorzystanych pojazdow sa likwidowane,
a punkty obstugi sa wstawiane do pozostalych tras. Druga réznica pomiedzy algo-
rytmem GTS a Taburoute dotyczy sposobu konstruowania rozwigzan sasiednich.
Trasy sasiednie konstruowane s na podstawie trasy aktualnej przez zastosowanie
omawianych wczes$niej metod wymiany k polaczen pomiedzy punktami obstugi,
polegajacej na usunigciu z tras k odcinkéw pomiedzy sasiednimi punktami ob-
stugi i zastgpieniu ich innym zbiorem k odcinkéw. Ze wzgledu na bardzo szybki
wzrost liczby potencjalnych rozwiazan sgsiednich wraz ze wzrostem k proponowa-
ne s3 tutaj metody wymiany k odcinkdow, gdzie k < 4.

Istotnym elementem w zasadniczy sposéb odrézniajagcym algorytm GTS od in-
nych sg kryteria wyboru polaczen pomiedzy punktami obstugi, ktdre sa wybierane do
konstrukeji sasiednich zbioréw tras. Pofaczenia te tworzg pewien graf G'(V, A'), beda-
cy podzbiorem grafu wyjsciowego G(V, A), gdzie zbidr polaczen pomiedzy punktami
obstugi (krawedzi grafu) A' stanowi zbiér odcinkow tras (krawedzi), ktdre:

* s3 poczatkowe lub konicowe w trasach (jednym z koncéw jest baza);

= s3 wazne z punktu widzenia jako$ci uzyskanego wczesniej rozwigzania (na-
lezg do krétkich tras);

= charakteryzuja si¢ dtugoscia nieprzekraczajaca pewnego progu.
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Definiujagc w trzecim punkcie krétkie odcinki pomigdzy punktami obstugi, au-
torzy okreslaja sposob obliczenia progu (7.15), stanowigcego o uznaniu takiego
polaczenia za warte rozpatrzenia przy konstrukcji rozwigzania sasiedniego.

!

z

9=

B N1 K (7.15)
gdzie:

N - liczba punktéw obstugi;

K - liczba pojazdéw bedacych w dyspozycji bazy (maksymalna liczba
tras);

Z' - warto$¢ funkeji celu rozwigzania uzyskanego z zastosowaniem algo-

rytmu savings G. Clarka i J.W. Wrighta;
B - parametr, gdzie § > 0.

Idea zastosowanego kryterium wyboru polaczen za pomocg progu $ ma swoje
zrodto w obserwacji, ze dlugie polaczenia pomiedzy punktami obstugi majg ra-
czej niewielkie prawdopodobienstwo uzyskania dobrych jako$ciowo rozwigzan.
Te charakteryzujg si¢ znacznie czesciej zbiorem krotkich odcinkéw tras. Obser-
wacje te poczyniono dla wybranego zbioru zadan testowych, dla ktérych znane sa
najlepsze znalezione rozwigzania (dowolnym algorytmem), poréwnujac obliczong
warto$¢ progu 9 z dlugo$ciami odpowiednio minimalnymi, maksymalnymi i §red-
nimi polaczen pomiedzy punktami obstugi. Zauwazono, ze znaczna wiekszos¢
wszystkich mozliwych polaczen pomigdzy punktami obstugi dla danego zadania
testowego cechuje sie dlugoscia wieksza od obliczonego dla niego progu V. Stad tez
autorzy doszli do wniosku, ze w znacznym stopniu mozna usprawni¢ dzialanie al-
gorytmu przez konstruowanie rozwigzan sgsiednich zawierajacych te trasy, w kto-
rych sklad wchodzg potaczenia o dlugosci nieprzekraczajacej obliczonej wezesniej
wartosci progu 9.

Parametrem jest tutaj warto$¢ wspolczynnika [, stanowigca o rozpigtosci
zbioru rozwigzan sasiednich. Wyzsza warto$¢  powoduje mozliwo$¢ utworze-
nia wigkszej liczby rozwigzan sasiednich. Wspoétczynnik B zazwyczaj zawiera sie
w przedziale [0,5; 5], natomiast najlepsze rozwigzania uzyskano dla wartosci 3
z przedziatu [1; 2,5].

7.2. Metaheurystyki wieloagentowe

Obok metod nalezacych do heurystyk jednoagentowych osobna klase stanowig me-
taheurystyki wieloagentowe. W przeciwienstwie do tych pierwszych w procesie prze-
szukiwania przestrzeni rozwigzan zadan ukladania tras jednego lub wielu pojazdéw
dokonujg one przeksztalcenia w danym momencie nie jednego, a wielu rozwigzan
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jednoczesnie. Do tej klasy algorytméw zaliczy¢ mozna te, ktére konstruowane sg na
podstawie dwdch nastepujacych typéw metaheurystyk:

= algorytméw ewolucyjnych;
= algorytméw mréwkowych.
Ogolny schemat dzialania metod heurystycznych przeszukiwania przestrzeni

rozwigzan nalezacych dla klasy heurystyk wieloagentowych przedstawiono na ry-
sunku 7.32.

krok 1: inicjalizacja
repeat

krok 2: konstrukcja zbioru rozwigzan

krok 3: ocena rozwigzan

krok 4: wymiana informacji pomiedzy rozwigzaniami
repeat warunek konca

Rys. 7.32. Algorytm wieloagentowy
Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok pierwszy algorytmu wieloagentowego to konstrukcja poczatkowego zbio-
ru rozwigzan. Dla zadania ukladania tras pojazdéw oznacza to koniecznos¢ skon-
struowania zbioru pojedynczych tras (dla problemu komiwojazera) lub zbioru
kompletnych rozwigzan (zbioréw tras dla probleméw wielu komiwojazerow). Tak
jak w wypadku prezentowanych wczesniej algorytméw jednoagentowych, pro-
cedura ta moze odby¢ sie z wykorzystaniem zaréwno mechanizméw losowych,
jak i znanych algorytméw konstrukcyjnych. W dalszej kolejnosci jednoczesnej
ocenie poddawane jest nie jedno, a wszystkie skonstruowane rozwigzania. Czasa-
mi konieczna jest takze jedna ocena wszystkich rozwigzan razem (calego aktual-
nie rozpatrywanego zbioru), w celu okreslenia, czy algorytm uzyskuje coraz lepsze
rozwigzania, czy tez np. osiagnat zbieznos¢ do optimum lokalnego.

Konstrukcja nowych rozwigzan odbywac si¢ moze zaréwno przez modyfikacje
indywidualnych rozwigzan z ocenianego zbioru, jak i (co wyréznia wieloagentowe
systemy przeszukiwania przestrzeni rozwigzan) przez wymiane informacji zawar-
tych w wiecej niz jednym rozwigzaniu. Nowe rozwigzanie moze powsta¢ np. w wy-
niku zestawienia ze sobg czgsci tras z jednego rozwigzania z czescig tras innego
rozwigzania. Warunkiem konca algorytmu jest zazwyczaj wykonanie okreslonej
liczby iteracji.

Tak jak w algorytmach nalezacych do systeméw jednoagentowych jednym
z najwazniejszych elementow jest sposob konstrukeji kolejnych rozwigzan sa-
siednich, tak w algorytmach nalezacych do systemdéw wieloagentowych ciezar
ten spoczywa na sposobie wymiany informacji pomiedzy poszczegolnymi roz-
wigzaniami.
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7.2.1. Algorytmy mrowkowe

W poréwnaniu do omawianych w nastepnym podrozdziale algorytméw ewolu-
cyjnych algorytmy mréwkowe stanowia stosunkowo prosty przyktad realizacji za-
sad, ktorymi kierujg si¢ algorytmy wieloagentowe. Algorytmy mréwkowe po raz
pierwszy zostaly zaprezentowane na poczatku lat dziewigédziesigtych XX wieku
w odniesieniu do probleméw optymalizacyjnych o charakterze kombinatorycz-
nym, a w szczegdlnosci do problemu jednego komiwojazera i szeregowania zlecen
produkcyjnych (Colorniiin., 1991; 1994). Ich idea opiera si¢ na obserwacji zacho-
wania pewnych zbiorowosci organizméw zywych réznych gatunkéw. Poszczegdl-
ne osobniki moga w swoim zachowaniu nie wykazywac szczegélnie interesujacych
cech lub wiasciwosci, w przeciwienstwie do tych wlasciwosci lub cech, ktére moga
zosta¢ zidentyfikowane, gdy bedzie sie obserwowac calg zbiorowos¢ osobnikow.

o MROWISKO e
°* .

e o 4
e MROWISKO e

o MROWISKO e

Rys. 7.33. Zachowanie mréowek podazajacych do miejsca pozywienia
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie (Dorigo i in., 1996).

Taka obserwowang zbiorowoscia organizmoéw zywych byty mrowki. W wyniku
przeprowadzonych eksperymentdéw zauwazono, ze mréwki, dziatajac indywidual-
nie, majg znacznie ograniczone zdolnosci (np. w poszukiwaniu pozywienia), nato-
miast gdy dzialaja w grupie, ich mozliwosci znacznie wzrastaja. Przeprowadzony
eksperyment polegal na obserwacji zachowania mréwek wyruszajacych z mro-
wiska do miejsca, w ktérym znajduje si¢ pozywienie, a nastgpnie powracajacych
z nim do swojego gniazda. Gdy droga prowadzaca do miejsca pozywienia byta
pusta, widac¢ byto tylko jedng $ciezke mréwek prowadzacg do tego miejsca. Z kolei
gdy na $ciezce tej umieszczono przeszkode, poczatkowo mréwki utworzyly dwie
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$ciezki omijajace z obu stron przeszkodg, aby w pdzniejszym czasie znéw powro-
ci¢ do jednej $ciezki, po ktdrej si¢ poruszaly do docelowego miejsca pozywienia
(rys. 7.33).

Takie zachowanie mrowek jest wynikiem przekazywania sobie informacji
o drodze, jaka pokonujg ich poprzedniczki. Odbywa si¢ to przez pozostawianie
na przebytej $ciezce przez kazda z mrowek pewnej ilosci substancji chemicznej
nazywanej feromonem. Kazda nastepna mrowka, poszukujac pozywienia, kieruje
sie iloscig feromonu znajdujaca si¢ na mozliwych do przebycia przez nig $ciezkach,
wybierajac z najwigkszym prawdopodobienstwem te $ciezke, na ktdrej natezenie
feromonu jest najwigksze. Mrowka, podazajac wybrang przez siebie $ciezka, tak-
ze zostawia pewng ilo$¢ feromonu. Tym samym mozna stwierdzi¢, ze im wigcej
mrowek przejdzie dang $ciezka, tym wieksza ilo§¢ feromonu zostanie na niej zo-
stawiona, a to z kolei prowadzi¢ bedzie do tego, ze dana $ciezka okaze sie chetniej
wybierana przez kolejne mréwki. Ponadto krétsze $ciezki prowadzace do miejsca
pozywienia powoduja, ze wiecej mréwek moze nimi przejs¢ w jednostce czasu,
a tym samym zostawi¢ na nich wigcej feromonu. Oznacza to, ze krotsze $ciezki
beda bardziej preferowane przez kolejne mréowki. Nalezy jednocze$nie zauwazy¢,
ze caly proces nie jest zdeterminowany — mréwki pomimo duzego natezenia fero-
monu na $ciezce nie musza wcale jej wybra¢ i moga uda¢ si¢ do celu inng droga.

Przedstawione powyzej obserwacje postuzyly do konstrukeji podstawowego
sztucznego systemu mrowkowego, ktory dat poczatek szerokiej klasie rozwijanych
pdzniej algorytméw mréowkowych. Ogolny ksztalt algorytmu mréwkowego w po-
staci pseudokodu przedstawiony zostal na rysunku 7.34.

krok 1: inicjalizacja

repeat
krok 2: wybdr miejsca startu
krok 3: odparowanie feromonu
krok 4: budowa rozwigzania
krok 5: aktualizacja feromonu

until okreslona liczba iteracji

Rys. 7.34. Algorytm mréowkowy (budowa przez mréwki catych tras)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Ze wzgledu na dos¢ naturalng analogie poszukiwania najkrotszej drogi do po-
zywienia przez mrowki do problemu jednego komiwojazera przedstawiony algo-
rytm mréwkowy zastosowany zostal w pierwszej kolejnosci do jego rozwigzania
i na przykladzie tego problemu optymalizacyjnego szczegdtowo objasniony.

Trasa ($ciezka) kazdej mrowki odpowiada jednej zbudowanej trasie pojazdu.
W kroku pierwszym algorytmu, pomimo Ze jeszcze zadna mréwka nie zbudowata
zadnej trasy, na kazde pofgczenie pomiedzy dowolng parg punktéw obstugi P, i P,
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nalezy nanies¢ pewng takg sama ilo$¢ feromonu 1 oraz utworzy¢ populacje (zbio-
rowo$¢) m mrowek. Liczebno$¢ utworzonej populacji mréowek jest istotnym para-
metrem algorytmu. Kroki drugi, trzeci, czwarty oraz piaty algorytmu mréwkowe-
go stanowig jego gltéwng iteracje. W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢, z ktérego
punktu obstugi mréwka rozpocznie budowe swojej trasy. Nastepnie odparowywa-
na jest pewna ilo$¢ feromonu (krok trzeci), co w rzeczywistosci odpowiada proce-
sowi ulatniania sie tej substancji chemicznej. Natomiast w optymalizacji problemu
jednego komiwojazera oznacza to sytuacje, w ktdrej nieodwiedzane przez po-
jazd polaczenia sg z biegiem czasu coraz mniej atrakcyjne dla kolejnych mréowek
(w szczegodlnosci dlugie odcinki tras pomiedzy wybranymi punktami obstugi).

Krok czwarty jest jednym z najistotniejszych etapdéw algorytmu, a nastgpuje
w nim proces sekwencyjnego wyboru kolejnych punktéw obstugi przez mrow-
ke (pojazd). W kroku tym mréwka, wybierajac kolejny punkt obstugi, kieruje si¢
iloscig feromonu znajdujaca si¢ na wszystkich mozliwych potaczeniach pomiedzy
miejscem, w ktérym sie znajduje, a kolejnym jeszcze nieodwiedzonym punktem
obstugi. W tym kroku takze musi by¢ odpowiednio aktualizowana i wykorzysty-
wana struktura pamieci kazdej mréwki, w ktdrej przechowywane sg informacje
o juz czesciowo zbudowanej trasie. Wreszcie po skonstruowaniu calej $ciezki (tra-
sy) przez mrowke w kolejnym, pigtym kroku algorytmu nalezy dokona¢ aktuali-
zacji poziomu feromonu, ale tylko na polaczeniach pomiedzy punktami obstugi,
ktore nalezg do zbudowanej przez nig trasy. Przedstawiona powyzej procedura po-
wtarzana jest dla kazdej mrowki oddzielnie, rozpoczynajac od losowo wygenero-
wanego punktu obstugi. Liczba mrowek wykorzystanych do budowy tras stanowi
liczbe iteracji wykonywanych przez algorytm.

Nieco inna posta¢ algorytmu mréwkowego zaklada, ze w kazdej jego iteracji
wykonywane jest przejscie kazdej mrowki od jednego punktu obstugi do innego
(rys. 7.35). W pierwszym inicjujacym kroku algorytmu w kazdym punkcie obstugi
umieszczana jest pewna (niekoniecznie taka sama) liczba mréwek, ktore w gtow-
nej petli algorytmu stopniowo powiekszaja swoje trasy o kolejne punkty obstugi.
Mroéwki te, wybierajac kolejne punkty (w petli wewnetrznej algorytmu - krok 3),
takze kieruja si¢ ilo$cig feromonu znajdujaca sie na poszczegélnych polaczeniach

krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: odparowanie feromonu
repeat
krok 3: dolaczenie punktu obstugi do trasy mréwki
untilwszystkie mréwki w nowym punkcie obstugi
krok 4: aktualizacja feromonu
untilwszystkie trasy mréwek zbudowane

Rys. 7.35. Algorytm mrowkowy (przejscia mréwek do kolejnych punktéw)
Zrédto: opracowanie wtasne.
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pomiedzy punktami obstugi. Podobnie jak we wczesniejszej postaci algorytmu
liczba mréwek jest istotnym parametrem algorytmu (stanowi o liczbie powtdrzen
kroku trzeciego), natomiast liczba iteracji algorytmu réwna jest liczbie punktéw
obstugi, ktore nalezy dofaczy¢ do trasy kazdej mrowki.

Taka konstrukcja algorytmu mrowkowego powoduje, ze poziom feromonu ak-
tualizowany jest na wszystkich potaczeniach, a nie tylko na pewnym ich podzbio-
rze po zbudowaniu trasy przez jedng mrowke.

Wybor kolejnego punktu obstugi przez mréowke w procesie konstrukeji jej $ciez-
ki (trasy) ma charakter zrandomizowany. Prawdopodobienstwo wyboru przez k-ta
mréwke polgczenia pomigdzy punktami obstugi P, oraz P, jest uzaleznione od ilo-
$ci znajdujgcego sie na nim feromonu oraz od jego dlugosci (7.16):

e [z, (0% [n,
DI AR LN (7.16)

- poziom feromonu na polagczeniu pomiedzy i-tym a j-tym punktem
obstugi;
n, - widziana przez mrowkg ilo§¢ feromonu na potaczeniu pomiedzy
i-tym a j-tym punktem obslugi, przy czym n, jest odwrotnie pro-
porcjonalne do diugosci potaczenia pomigdzy nimi (n, = 1/d);
o, B — parametry pozwalajace na pewng kontrole waznosci relacji pomie-
dzy faktyczng iloscig feromonu znajdujaca si¢ na polaczeniu po-
miedzy wskazanymi punktami obstugi a ilocig widziang przez k-ta
mréowke.

Szczegblna grupe algorytmoéw mroéwkowych stanowig algorytmy kolonii mréw-
kowych, w ktdrych novum stanowi sposéb wyboru przez mréwke kolejnego punk-
tu obstugi w celu jego wstawienia do trasy (Dorigo i Gambardella, 1997). Wybor
j-tego punktu obstugi przez mréwke, ktéra znajduje sie w i-tym punkcie, nastepuje
zgodnie z przedstawiona ponizej reguly (7.17):

arg max. [tij(t)nijﬁ], dla g<gq,

S= (7.17)
pj» dla g4,
gdzie:
g, - parametr algorytmu, przy czym g, € (0, 1);
q - losowa liczba z przedziatu (0, 1);
T, - poziom feromonu na polaczeniu pomigdzy i-tym a j-tym punktem
obslugi;
n, - widziana przez mrowke ilos¢ feromonu na polaczeniu pomiedzy

i-tym a j-tym punktem obstugi, przy czym 1, jest odwrotnie propor-
cjonalne do diugosci potaczenia pomiedzy nimi (nij =1/ dij);
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B - parametr okreslajacy waznos¢ pomiedzy $ladem feromonu a od-
wrotnoscig odleglosci (nij =1/ dij);

NF - zbiér punktéw obstugi, ktore jeszcze nie zostaly odwiedzone przez
k-ta mrowke znajdujaca si¢ w i-tym punkcie;

p;‘. - prawdopodobienstwo wyboru przez k-t3 mrowke do trasy polacze-
nia pomi¢dzy punktami obstugi P, oraz P, obliczone zgodnie ze wzo-
rem (7.16).

Przedstawiona powyzej regula, nazywana pseudolosowg regula proporcjonal-
nosci, pozwala na poruszanie si¢ algorytmu pomiedzy procesami eksploatacji
a eksploracji przestrzeni rozwiazan. W pierwszym wypadku (eksploatacja) doko-
nuje si¢ wybor (preferowanie) tych polaczen pomiedzy punktami obstugi, ktore
sa najkrotsze. Natomiast w drugim obliczane jest prawdopodobienstwo wyboru
kazdego nieodwiedzonego jeszcze punktu obstugi zgodnie z podstawows regula
opisang wzorem (7.16).

Cho¢ w przedstawionych postaciach algorytméw mréwkowych odparowanie
i aktualizacja poziomu feromonu przedstawione zostaly jako osobne kroki algo-
rytmu, to bardzo cz¢sto s3 one traktowane jako jeden proces opisany nastepuja-
cym wzorem (7.18):

T (1) = (1=p)r; () + D" Aty (t) (7.18)
gdzie:
p - czes¢ odparowanego feromonu;
Ari]. - przyrost poziomu feromonu na polgczeniu pomiedzy i-tym a j-tym
punktem obstugi.

Pierwszy skladnik sumy (7.18) reprezentuje krok algorytmu, w ktérym nastepuje
odparowanie feromonu w danej iteracji algorytmu, podczas gdy drugi skladnik
naklada pewng ilo$¢ dodatkowego feromonu na polaczenia odwiedzane przez
mrowki.

Ze wzgledu na rézne sposoby ustalania wielkosci At, wyrézniono trzy naj-
czesciej wystepujace modele: model ze stalym poziomem, model z poziomem
$rednim (model natezenia feromonu) i model z poziomem cyklicznym. Pierwszy
z nich zaklada, ze k-ta mréwka po przejsciu pomiedzy i-tym a jtym punktem ob-
slugi zostawia na nim pewng stalg ilo$¢ Q, feromonu:

Q,, jezeli (P, Pj) eT

S (7.19)
0, jezeli (P, Pj) gT

Ar;‘.(t, t+1)={

Model z poziomem $rednim natomiast zaklada, ze ilo$¢ pozostawionego przez
mréwke feromonu Q, jest odwrotnie proporcjonalna do dtugosci pofaczenia po-
mi¢dzy odwiedzanymi przez nig punktami obstugi P, oraz P, (7.20).
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L &, jezeli (P, P]) eT
AT (t, t+1) = d; (7.20)

0, jezeli (P, Pj) T

Powyzsze dwa modele s3 mozliwe do zastosowania w wypadku algorytmu
mréwkowego, w ktorym wszystkie mrowki jednoczesnie przechodza z jedne-
go punktu obstugi do innego i na biezaco pozostawiaja swdj slad feromonowy;,
a opisanego pseudokodem zamieszczonym na rysunku 7.35. Natomiast ostatni
z modeli - model z poziomem cyklicznym - jest charakterystyczny dla algoryt-
mow kolonii mrowiskowych i zaklada, ze aktualizacja poziomu feromonu jest
mozliwa dopiero po zbudowaniu trasy przez mréwke, a przyrost poziomu fero-
monu na polaczeniu pomiedzy dwoma wskazanymi punktami obstugi dany jest
wzorem (7.21):

Q .. ..
L—k3, jezeli (P, P)eT

Arj}(t, t+1) = (7.21)

0, jezeli (B, P,) ¢ T

gdzie:
L¥ - dlugos¢ calej trasy zbudowanej przez k-tg mrowke.

Model ten w pewien sposob odpowiada modelowi ze stalym poziomem. W prze-
ciwienstwie do niego poziom feromonu nakladany jest cyklicznie na wszystkie
wykorzystane pofaczenia na konicu (po zbudowaniu trasy), a nie oddzielnie w kaz-
dym przejéciu z punktu P, do punktu P,

Ponadto w algorytmach kolonii mrowek dodatkowo wyréznione zostaly dwie
reguly aktualizacji poziomu feromonu: regula aktualizacji globalnej i reguta ak-
tualizacji lokalnej (Boryczka, 2006, s. 37-39). Obie reguly sg stosowane przez al-
gorytm jednoczesnie. Pierwsza z nich wykorzystuje wzdér dla modelu poziomu
cyklicznego (7.21) i ma zastosowanie w momencie, gdy wszystkie mrowki zbudu-
ja swoje trasy. Polega na umieszczeniu feromonu tylko na tych potaczeniach po-
miedzy punktami obslugi, ktére naleza do trasy mréwki o najmniejszej catkowitej
dlugosci. Regula ta moze dotyczy¢ zaréwno najlepszej dotychczas znalezionej tra-
sy (od momentu rozpoczgcia dzialania algorytmu), jak i najlepszej znalezionej
trasy w danej iteracji algorytmu.

Regula lokalnej aktualizacji poziomu feromonu na poszczegdlnych polacze-
niach punktéw nalezacych do trasy mréwki zaklada niezwloczne pozostawienie
feromonu w ilo$ci At} danej wzorem (7.22):

AT (1) = (1-E)AT, (1) +E, (7.22)
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gdzie:

At - przyrost poziomu feromonu na polgczeniu pomiedzy i-tym a j-tym
punktem obstugi obliczony zgodnie z formula modelu z poziomem
cyklicznym;

T, - pewna stala ilo$¢ feromonu;

¢ - parametr algorytmu okreslajacy wage nalezacg do przedziatu (0, 1).

Celem reguly lokalnej aktualizacji poziomu feromonu jest pewnego rodzaju znie-
checenie kolejnych mréwek do skorzystania z polaczen juz odwiedzanych przez

inne mréwki. Wielko$¢ t) wyznaczana jest w nastepujacy sposob (7.23):

1
Aty =
0 NL,, (7.23)
gdzie:
N - liczba wszystkich punktéw obstugi;
L,, - dlugosc trasy wyznaczonej przez zastosowanie heurystycznego algo-

rytmu zachlannego - drogi do najblizszego sasiada.

Przedstawione powyzej podstawowe algorytmy mréwkowe oraz algorytmy
kolonii mréwek poddawane byly wielu ulepszeniom w celu poprawy ich efek-
tywnosci. Jedna z proponowanych modyfikacji jest stosowanie reguly elitaryzmu
(Bullnheimer i in., 1999a). Jej ideg jest zwrocenie szczegolnej uwagi na najlepsza
znaleziong w danej iteracji algorytmu $ciezke (tras¢) mrowki. Trasa ta traktowana
jest tak, jakby pewna liczba mréwek (elitarnych mréwek) ja wybrata. Ze wzgle-
du na niemate prawdopodobienstwo, ze niektdre pofaczenia pomiedzy punktami
obstugi tej trasy naleze¢ moga do rozwigzania optymalnego, celem tej reguly jest
ich uwzglednienie w procesie przeszukiwania przestrzeni rozwigzan w kolejnych
iteracjach algorytmu. Stad tez aktualizacja poziomu feromonu na potaczeniach
pomiedzy wybranymi punktami obstugi przyjmuje formute (7.24):

rij(t+1) = (l—p)rij(t)+Arij(t)+Atzj(t) (7.24)
przy czym:
. Gg, jezeli (P, P,)eT
At ()=4 L v (7.25)
0, jezeli (P, P)eT
gdzie:
Ar; - przyrost poziomu feromonu na polaczeniu pomiedzy i-tym
a j-tym punktem obstugi spowodowany przez elitarng mrowke;
c - liczba elitarnych mrowek;

L" - dlugos¢ najlepszej znalezionej trasy mrowki.
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Liczba elitarnych mréwek jest kolejnym parametrem algorytmu, przy czym jego
warto$¢ ustalana jest w drodze przeprowadzanych eksperymentéw obliczeniowych.

W literaturze przedmiotu mozna spotkac takze inne podejscia korzystajace
z zasady elitaryzmu. Takim przyktadem jest wykorzystanie systemu budowy ran-
kingu mrowek, ktore znalazly najlepsze trasy. Jest to pewna modyfikacja elitary-
zmu, ktora polega na uwzglednieniu nie jednej, najlepszej znalezionej trasy, a pew-
nej liczby ® najlepszych tras (liczba o najlepszych tras stanowi nastepny parametr
algorytmu kolonii mréwek). Po tym jak wszystkie mrowki wygeneruja kompletne
rozwigzania, s3 one sortowane w kolejnosci malejacej wedtug calkowitej diugosci
trasy. Natomiast wktad danej mréwki w aktualizacje (przyrost) poziomu feromonu
uzalezniony jest od pozycji W, jaka w rankingu zajmuje trasa przez nig pokonana.
Im pokonana trasa jest krotsza (wyzsza pozycja pu w rankingu), tym wigkszy slad
(feromon) zostawia dana mréwka. Stad tez przyrost poziomu feromonu spowo-
dowany jest tylko przez mréwke nalezaca do zbioru mréwek elitarnych (o najlep-
szych) i jest réwny (7.26):

Q ... )
(G_“)L_“’ jezeli (P, Pj) eT

Ati(t) = (7.26)
0, jezeli (P, P,) & T"
gdzie:

Aty - przyrost poziomu feromonu na pofaczeniu pomiedzy i-tym a j-tym
punktem obstugi spowodowany przez elitarng mrowke zajmujaca
miejsce 1 w zbudowanym rankingu;

i - indeks w zbudowanym rankingu;

L* - dlugos¢ trasy znalezionej przez mrowke zajmujacg miejsce p

w zbudowanym rankingu.

Innym przyktadem modyfikacji klasycznej postaci algorytméw kolonii mrowek
jest zastosowanie reguly Min-Max przedstawionej przez T. Stiitzlego i H. Hoosa
(2000). Takze w tej regule tylko jedna mréwka zostawia $lad feromonowy (repre-
zentujaca najlepsze dotychczas znalezione rozwigzanie lub najlepsze rozwigzanie
w danej iteracji), lecz ilo$¢ pozostawionego feromonu na danym polaczeniu po-
miedzy punktami obstugi P, a P, musi zawierac si¢ w przedziale (t_ , t__ ). Jezeli
przedziat jest przekroczony w dot lub w gore, to przyjmowane sg ilosci feromonu
na polgczeniach odpowiednio: T it . Wspomniani autorzy zwrdcili tez uwage
na sposdb wyboru mréwki, ktéra zostawiac bedzie slad feromonu. W poczatkowej
fazie algorytmu powinna to by¢ mréwka reprezentujaca najlepsza trase znaleziona
w danej iteracji algorytmu, by stopniowo w kolejnych iteracjach algorytmu wybierac
mrowke, ktora przedstawia najlepsza dotychczas znaleziong trase. Pozwala to w po-
czatkowej fazie algorytmu mréwkowego dokonywac szerszej eksploracji przestrzeni
rozwigzan, by w konicowej jego fazie skupi¢ si¢ na lokalnym przeszukiwaniu wybra-
nego jej fragmentu. Proponuje si¢ takze umieszczenie na wszystkich pofaczeniach
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pomiedzy punktami obstugi poczatkowej ilosci feromonu réwnej t__ , aby dac row-
ne szanse wszystkim polaczeniom na to, zZe zostang wybrane przez kolejne mréowki
(zwigkszenie mozliwosci eksploracyjnych algorytmu przez poczatkowe niewielkie
réznice w atrakcyjnosci poszczegolnych polaczen dla mrowek).

Algorytmy mréwkowe dla probleméw jednego oraz wielu komiwojazerow sa
do siebie bardzo zblizone. Wynika to z tego, ze podstawowy algorytm mréwkowy
zbudowany zostal wlasnie dla zadania ukladania tras jednego pojazdu oraz
moze zosta¢ w bardzo prosty sposdb rozszerzony na zagadnienie optymalizacji
tras wielu pojazdéw. Takim pierwszym rozszerzeniem podstawowego algorytmu
mrowkowego byt algorytm zaproponowany przez B. Bullnheimera, R.E. Hartla
i Ch. Strauss (1997) dla zadania uktadania tras wielu pojazdéw z ograniczenia-
mi zasobowymi w postaci maksymalnej tadownosci pojazdu oraz maksymalne;j
dopuszczalnej ditugosci jednej trasy. Tak jak w algorytmie mréwkowym dla pro-
blemu jednego komiwojazera, mréwka konstruuje trase, dotaczajac poszczegdlne
punkty obstugi do momentu, az wszystkie zostang przez nig odwiedzone. Za kaz-
dym razem, kiedy dotaczenie kolejnego punktu obstugi powoduje naruszenie wa-
runku tadownosci pojazdu lub maksymalnej dlugosci trasy, do budowanego przez
mrowke rozwigzania dotaczane jest na koncu polaczenie z baza. Nastgpnie rozpo-
czynana jest nowa trasa pojazdu przez umieszczenie w tworzonym rozwigzaniu
polaczenia bazy z kolejnym punktem obstugi wybranym przez mréowke. W celu
(trasie) wykorzystany zostal tutaj model poziomu cyklicznego, gdzie ilo$¢ pozosta-
wionego feromonu jest odwrotnie proporcjonalna do sumy dlugosci tras wszyst-
kich uzytych pojazdéw: 1/ L~

Zastosowano takze strategie elitaryzmu polegajaca na polozeniu dodatkowej
iloéci 1 / L" feromonu na polaczeniach, ktdre naleza do ukfadu tras stanowigce-
go dotychczas najlepsze znalezione rozwigzanie. Dodatkowy feromon sktadany
jest tylko przez mréwki nalezace do o-najlepszych w danej iteracji. Algorytm
ten przedstawiono na rysunku 7.36. W fazie inicjujacej zaklada si¢ umieszczenie
liczby N mréwek po jednej w kazdym punkcie obstugi, skad rozpoczynaé beda

krok 1: inicjalizacja
repeat
repeat
krok 2: konstrukeja tras pojazdéw pojedynczej mrowki
krok 3: lokalna optymalizacja tras pojazdow
until wszystkie mréwki
krok 4: aktualizacja feromonu
until okreslona liczba iteracji

Rys. 7.36. Algorytm mréwkowy B. Bullnheimera, R.F. Hartla i Ch. Strauss
Zrédto: opracowanie wtasne.



244 Metaheurystyki uktadania tras pojazdow

budowe swoich tras. W kazdej iteracji generowane jest rozwigzanie dla kazdej
mrowki (kroki 2 i 3) oraz nastepuje aktualizacja poziomu feromonu na polacze-
niach pomiedzy punktami obstugi (krok 4). Algorytm wykonuje zadang w kroku
inicjalizacji liczbe iteracji. W kroku trzecim omawianego algorytm mréwkowego
wykonywana jest procedura poprawy rozwigzania uzyskanego przez kazda mrow-
ke. Polega ona na zastosowaniu heurystycznej metody lokalnej optymalizacji 2-opt
w odniesieniu do kazdej trasy pojazdu oddzielnie.

Przedstawiony powyzej algorytm mréwkowy dla problemu wielu komiwojaze-
réw podlegal z czasem stopniowym modyfikacjom majgcym na celu poprawe jego
efektywnosci. Jedna z takich modyfikacji motywowana jest tym, ze w zagadnieniach
ukladania tras wielu pojazddw istotna jest nie tylko wzajemna lokalizacja punktow
obslugi w trasie pojazdu. Réwnie wazna jest bowiem takze lokalizacja bazy w pre-
zentowanym rozwigzaniu, a w szczegolnosci polaczenia baza a pierwszy obstu-
giwany przez nia punkt danej trasy pojazdu. W zwigzku z tym zaproponowano
wykorzystanie tzw. miary oszczednosci, ktdrej idea zostala zaczerpnieta z heury-
stycznego algorytmu konstrukcyjnego oszczednosciowego taczenia tras G. Clarka
1].W. Wrighta. Wysoka wartos$¢ oszczgdnosci s, moze $wiadczy¢ o korzystnym dla
procesu przeszukiwania przestrzeni rozwigzan umieszczeniu w jednej trasie j-tego
punktu obstugi po i-tym punkcie obstugi. Idea ta wykorzystana zostata w algoryt-
mie mréwkowym przez odpowiednig modyfikacje preferencji dotyczacej wyboru
przez mréwke kolejnego polaczenia do swojej trasy, a wyrazona we wzorze na jego
prawdopodobienstwo (7.27) (Doerner i in., 2002):

Py = e, O L5 ¥ (7.27)
' ZIENf{[Til(t)a[sﬂ]B} '
gdzie:
s. — warto$§¢ oszczednoéci z wykonania polaczenia pomiedzy i-tym

T J-tym punktem obstugi, gdzie s, = d, +d - d,.

2
Nieco inna postac idei oszczgdnosci przedstawiona jest w formie skfadnika pa-
rametru ,widzialnosci” 0, przez mréwke ilosci feromonu na poszczegélnych po-
taczeniach, ktora zostala nazwana parametryczng funkcja oszczednosci (Bullnhei-

mer iin., 1999b). Widzialno$¢ n; wyrazona zostala formula:
N zdi0+d0j_gdij+f|di0_d0j‘ (7.28)

gdzie:
f,g - parametry funkcji oszczednosci stanowigce takze parametry algo-
rytmu’,

4 Autorzy podaja znalezione najlepsze wartosci dla fi g rowne 2.
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Obok oszczednosci wynikajacych z umieszczenia w jednej trasie dwoch punk-
tow obstugi druga kwestia, na jaka zwrdcono uwage, uwzgledniajac specyfike za-
gadnien ukladania tras wielu pojazdow, jest stopien wykorzystania ich fadownosci.
Ot6z lepsze wykorzystanie tadownosci przez pojazdy prowadzi do mniejszej liczby
tras, ktérymi cechujg sie najlepsze rozwigzania. Oznaczajac przez Q, dotychczas
wykorzystang fadownos$¢ pojazdu, ktory znajduje sie¢ w i-tym punkcie obstugi,
a przez q. zapotrzebowanie (podaz) kolejnego mozliwego do odwiedzenia j-tego
punktu obstugi, stopien wykorzystania fadownosci pojazdu «, przedstawia si¢ na-

stepujaco:
Q +q;
Ky =———" (7.29)
Q
Wysoka wartos$¢ stopnia wykorzystania tadownosci pojazdu k;, prowadzi¢ moze do
tego, ze potgczenie pomiedzy punktami P, a P, bedzie chetniej wybierane. Ponadto
w polaczeniu z omawiang wczesniej wielkoscig oszczednosci s; posta¢ wzoru na
prawdopodobienstwo wyboru przez mréwke kolejnego pofaczenia do stopniowo
budowanego rozwigzania jest nastepujaca:

o = [t; (t)]a[ﬂij]ﬁ[sij I'lx; & .
Y e O I Pl T, T -

Modyfikacje wzoru na prawdopodobienstwo wyboru przez mréwke kolejnego
polaczenia do trasy nie sg jedynymi proponowanymi usprawnieniami algorytmow
mréwkowych dla zagadnien ukladania tras jednego lub wielu pojazdéw. Dotyczy¢
moga takze innych elementéw algorytmu, jak np. procesu aktualizacji poziomu
feromonu, a w szczegélnosci jego odparowania. Taka propozycja dla zadania
ukladania tras pojazdéw z ograniczeniami zasobowymi przedstawiona zostala
w pracy M.Y. Khoshbakhta i M. Sedighpoura (2011). Zazwyczaj wspolczynnik
odparowania p jest wartoscig stala, ustalang raz w kroku inicjalizacyjnym algoryt-
mu i dobierang w drodze prob przy wielokrotnym jego uruchamianiu. Natomiast
wspomniani autorzy proponujg okreslenie wspotczynnika p, jako funkcji trygono-
metrycznej, ktorej argumentami sg liczba punktéw obstugi oraz numer kolejnej
iteracji algorytmu, co oznacza, ze warto$¢ wspotczynnika p, jest zmienna w czasie
dzialania algorytmu.

t
P, :1—pcos3n—N (7.31)

gdzie:
t - numer kolejnej iteracji algorytmu;
N - liczba wszystkich punktéw obstugi.
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Podejscie to ma na celu sterowanie procesem przeszukiwania przestrzeni roz-
wigzan. Jest ono motywowane spostrzezeniami autoréw, ktérzy stwierdzili, ze
w pierwszej fazie dzialania algorytmu ilo$ci feromonu pozostajace na poszczegdl-
nych polaczeniach pomiedzy punktami obstugi powinny odparowywac znacznie
wolniej, a tym samym proces poszukiwania nowych rozwigzan powinien by¢ bar-
dziej zrandomizowany. Z kolei wraz ze zwigkszaniem si¢ liczby wykonanych przez
algorytm iteracji proces odparowania feromonu powinien przyspieszac.

(0]
o o
(@] P le)
[ ]
(@]
o O i
o [ ]
[ ]
[ ]
° [ ]
[ ] [ ]

Rys. 7.37. Lista kandydatéw w algorytmie mrowkowym
Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejnym przykladem modyfikacji klasycznej postaci algorytmu mréwkowe-
go jest wprowadzenie tzw. listy kandydatow, ktora reprezentuje zbiér mozliwych
punktow obslugi, jakie w nastepnej kolejnosci moga zosta¢ dolaczone przez
mrowke do trasy pojazdu. Parametrem algorytmu korzystajacego z listy kandyda-
tow jest liczebnos¢ tego zbioru (Mazzeo i Loiseau, 2004). Ponadto istotny jest takze
sposdb tworzenia takiego zbioru kandydatéw dla mréwki znajdujacej si¢ aktualnie
w i-tym punkcie obslugi. Najczesciej zbior ten stanowi pewna liczba r punktow
obstugi (biale kropki na rys. 7.37), ktére znajduja si¢ najblizej punktu, gdzie ak-
tualnie przebywa mrowka. Poza tym do tego zbioru nie sa oczywiscie wliczane
punkty obstugi juz przez pojazd odwiedzone. Takie podejscie wydaje si¢ szczegdl-
nie uzasadnione dla probleméw uktadania tras pojazdéw o duzych rozmiarach,
gdzie wskazane jest ograniczenie wysitkéw skierowanych w stron¢ budowy tras
skladajacych si¢ z ponadprzecigtnie dtugich potaczen. Kwestig otwartg jednak po-
zostaje okreslenie progu, dla ktérego dane potaczenie pomiedzy punktami obstugi
uznane zostanie za zbyt odlegle.

Interesujacy idee zaimplementowang w algorytmie mréwkowym dla problemu
wielu komiwojazeréw przedstawiono w pracy J.E. Bella i P. McMulllena (2004),
w ktdrej wykorzystano naturalne zjawisko podziatu zadan wérdd poszczegdlnych
osobnikéwwkolonii mréwek. Zauwazono, ze w srodowisku naturalnym poszczegol-
ne zespoly mrowek majg przydzielone konkretne zadania. Cz¢$¢ z nich realizu-
je funkcje poszukiwania jedzenia, czg$¢ buduje mrowisko, a jeszcze inne pelnia
funkcje¢ obronng. W zwiazku z tym autorzy postanowili podzieli¢ koloni¢ mrowek
na pewng liczbe osobnych kolonii mréwek, w ramach ktérych mrowki skladaja
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unikalny feromon. Oznacza to, Ze mréwki, dokonujac wyboru polfaczen do swojej
budowanej trasy, kieruja si¢ tylko feromonem, ktéry potrafig same zidentyfikowac.
Liczba kolonii jest adekwatna do liczby pojazdéw majacych za zadanie odwiedzi¢
wszystkie punkty obstugi, a do danego pojazdu przyporzadkowana jest konkret-
na kolonia mrowek. Pozwala to na skoncentrowanie wysitkow algorytmu na mo-
dyfikacji juz znalezionych dobrych tras pojazdéw bez dokonywania zbyt duzych
zmian pomiedzy nimi.

Nowy komponent do zaproponowanego przez siebie algorytmu mréwkowego
wprowadzony zostal przez B. Yu, Z.-Z. Yanga i B. Yao (2009). Jest to operacja mu-
tacji, charakterystyczna zwlaszcza dla omawianych w kolejnym podrozdziale al-
gorytmow ewolucyjnych. Przedstawiony przez wspomnianych autoréw algorytm
mrowkowy ma postac (rys. 7.38):

krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: konstrukcja tras pojazdow
krok 3: mutacja
krok 4: lokalna optymalizacja
krok 5: aktualizacja feromonu
until okreslona liczba iteracji

Rys. 7.38. Algorytm mréowkowy B. Yu, Z.-Z. Yanga i B. Yao
Zrédto: opracowanie wtasne.

Przedstawiona operacja mutacji polega na losowym wskazaniu w kazdej ite-
racji algorytmu dwoch réznych tras, a w nastepnej kolejnosci po jednym z punk-
tow obstugi w kazdej z nich. Wskazane punkty obstugi s zamieniane miejscami
w swoich trasach. Tak poddane modyfikacji poszczegdlne trasy sa dodatkowo po-
prawiane z uzyciem metody heurystycznej 2-opt. Operacja mutacji dokonywa-
na jest z okreslonym prawdopodobienistwem p , ktérego warto$¢ jest na biezgco
dostosowywana w trakcie dzialania algorytmu (jest funkcjg liczby wykonanych
dotychczas iteracji). Jest ono mniejsze w poczatkowej fazie dziatania algorytmu
(uzyskanie szybszej zbieznosci do dobrych rozwigzan), potem za$ stopniowo sie
zwieksza (mozliwo$¢ unikania lokalnych optiméw). W omawianym algorytmie
mrowkowym zastosowano takze inny sposdb obliczania wielko$ci nowego fero-
monu pozostawionego przez mrowke. Jest on wyrazony wzorem:

Dk_dij ..
‘W, ]ezeh (Pz’ P]) € Tk

AT(t) = KL (7.32)

0, jezeli (P, P) T,
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gdzie:
L - calkowita dlugo$¢ wszystkich tras;
DF — dlugos¢ k-tej trasy w rozwiazaniu;
m* — liczba punktow obstugi k-tej trasy w rozwigzaniu (m* > 0).

Ponadto zastosowano omawiane juz wczesniej dolng i gérna granice poziomu
feromonu, jaki moze by¢ na potaczeniu pomi¢dzy punktami P, a P, (7.33)—(7.34),
co ma takze minimalizowa¢ ryzyko zbyt szybkiej zbieznosci algorytmu do mini-
mum lokalnego.

T... :L 33
min. zidei (7 )

Q

Tmax. = d
i oi

Podobny algorytm zostal zaproponowany przez X. Zhanga i J]. Wanga (2012).
Réznica dotyczy przede wszystkim sposobu aktualizacji poziomu feromonu. Nowa
ilos¢ feromonu znajdujaca si¢ na polaczeniach obliczana jest w sposdb charakte-
rystyczny dla klasycznych algorytméw mréwkowych. Natomiast poczatkowa ilos¢
feromonu t, ustalona zostata na podstawie rozwigzania uzyskanego za pomocy
heurystyki konstrukcyjnej drogi do najblizszego sgsiada: t, = (mL,,)". Takze ina-
czej okreslone s3 tutaj granice minimalnego i maksymalnego poziomu feromonu
na pofaczeniach i wynosza one odpowiednio:

(7.34)

T = T (7.35)
5
. 1
= 20 L(T) (7.36)

7.2.2. Algorytmy ewolucyjne

Algorytmy ewolucyjne dokonuja przeszukiwania przestrzeni rozwigzan, symulujac
wystepujace w naturze mechanizmy doboru naturalnego oraz dziedzicznosci. Dzia-
tanie algorytmdéw ewolucyjnych polega na symulacji proceséw istotnych dla ewolu-
¢ji. W przyrodzie jednostki z pewnej grupy zywych osobnikéw rywalizuja ze sobg
o ogdlnie dostepne zasoby. Rywalizuja rowniez o wzgledy partneréw. Jednostki, ktore
osiggna najlepsze rezultaty w obu wypadkach, majg najwiecej szans nie tylko na to,
aby przetrwac, ale réwniez spodziewa¢ si¢ moga najwiekszej liczby potomkoéw. Ozna-
cza to, ze cechy najlepszych jednostek beda sie rozprzestrzenialy o wiele szybciej niz
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w wypadku stabszych jednostek. Brak umiejetnosci przystosowania oznacza brak po-
tomstwa, a tym samym brak mozliwosci przekazania swoich cech.

Do podstawowych poje¢ uzywanych w terminologii algorytméw ewolucyjnych zali-
czane s3 m.in.: ,chromosom’, ,,gen’, ,populacja’, ,,pokolenie’, ,,funkcja przystosowania’,
»reprodukeja’;, ,,sukcesja” (Cytowski, 1996; Goldberg, 2003). Jednym z najwazniejszych
elementéw algorytmoéw ewolucyjnych jest kodowanie rzeczywistych rozwigzan w po-
staci chromosomu. Innymi stowy, chromosom odpowiadajacy w srodowisku natural-
nym osobnikowi to cigg kodowy, w ktdrego postaci przedstawiony jest kazdy element
przestrzeni rozwigzan problemu optymalizacyjnego. Nie zawsze mozliwe jest przedsta-
wienie kazdego punktu przestrzeni rozwigzan w postaci jednego chromosomu. Gdy
rozwigzanie reprezentowane jest przez wiecej niz jeden chromosom, wtedy méwimy
o genotypie. Kazdy najmniejszy niepodzielny element chromosomu stanowi gen, ktéry
przyjmuje warto$ci w zaleznosci od ustalonego sposobu kodowania rozwigzan rzeczy-
wistych. Zbidr ocenianych w danym momencie rozwigzan stanowi populacje.

Funkcja przystosowania jest to funkcja, ktéra pozwala na ocen¢ chromosomoéow
w populacji. Czasami uzywane jest tutaj zamiennie pojecie funkcji dopasowania
lub funkgji oceny. Dzigki niej konsekwentnie wskazywa¢ mozna te osobniki, ktore
reprezentuja nowe, coraz lepsze punkty przestrzeni rozwigzan. Funkcja przysto-
sowania, ktéra swa nazwe réwniez bierze bezposrednio z nauk przyrodniczych,
odpowiada za realizacje podstawowej zasady ewolucji: ,,przetrwaja tylko najsil-
niejsi”. W zaleznosci od rozpatrywanego problemu funkcja przystosowania moze
przyjmowac rézne postaci. W zagadnieniach optymalizacyjnych, w tym zadaniach
ustalania tras dla pojazdéw, funkcja oceny budowana jest bezposrednio zazwy-
czaj na podstawie funkcji celu, czasami uwzgledniajac pewne dodatkowe elementy
stuzagce dyskryminacji lub faworyzowaniu pewnych rozwigzan.

krok 1: inicjalizacja
repeat
krok 2: reprodukcja
krok 3: operatory genetyczne
krok 3a: krzyzowanie
krok 3b: mutacja
krok 4: sukcesja
repeat okreslona liczba pokolen

Rys. 7.39. Algorytm ewolucyjny
Zrédto: opracowanie wtasne.

Algorytm ewolucyjny jest procesem iteracyjnym (rys. 7.39), w ktérym wykona-
nie wszystkich krokéw wchodzacych w jego sklad nosi nazwe pokolenia. Gtéwny-
mi etapami kazdej iteracji algorytmu (pokolenia) sa: reprodukcja, operatory gene-
tyczne oraz sukcesja, ktére powoduja przeksztalcenie biezacej populacji (aktualnie
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rozpatrywanego zbioru rozwigzan) w populacje nowego pokolenia (zbiér nowych
rozwigzan problemu optymalizacyjnego). W drugim kroku algorytmu ewolucyjne-
go dokonywany jest proces reprodukcji, gdzie sposréd chromosoméw (rozwigzan)
wybierane sg na podstawie funkgji przystosowania zazwyczaj te najlepsze, ktére two-
rz3 tzw. populacje rodzicielska. W kolejnym, trzecim kroku chromosomy populacji
rodzicielskiej poddawane sg dziataniu operatoréw genetycznych, do ktorych najcze-
$ciej nalezg krzyzowanie oraz mutacja. Krzyzowanie zachodzi, jezeli powstanie nowy
osobnik (chromosom) w wyniku zaangazowania do tego procesu przynajmniej
dwodch chromosoméw z populacji rodzicielskiej. Rola krzyzowania jest dokonanie
wymiany informacji zawartej w kazdym wykorzystanym w tym celu chromosomie.
Z kolei mutacja dotyczy modyfikacji jednego chromosomu z populacji rodzicielskiej
lub z populacji utworzonej w wyniku przeprowadzenia krzyzowania, a jej gléwnym
celem jest dywersyfikacja procesu przeszukiwania przestrzeni rozwigzan.

Wreszcie ostatnim krokiem algorytmu ewolucyjnego jest przeprowadzenie suk-
cesji, czyli utworzenie nowej populacji chromosomoéw, ktéra ponownie zostanie
poddana ocenie w kolejnej iteracji (pokoleniu). Utworzenie nowej populacji chro-
mosomow powstatych w wyniku krzyZzowania i mutacji nie musi by¢ réwnowazne
z ich sukcesja do nowego pokolenia. Bardzo czg¢sto nowe pokolenie chromosoméw
tworzone jest jako zbidr skladajacy si¢ z chromosoméw powstalych w wyniku
dziatania operatoréw genetycznych oraz z najlepszych chromosoméw znalezio-
nych w ostatniej lub pewnej liczbie ostatnich pokolen.

Kolejng cechg charakterystyczng dla algorytméw ewolucyjnych jest wysoki
stopien losowosci opisanych wyzej proceséw. Zaréwno selekcja, krzyzowanie,
jak i mutacja moga zosta¢ przeprowadzone z pewnymi prawdopodobienstwami
stanowigcymi bardzo istotne parametry budowanego algorytmu ewolucyjnego.
W wypadku selekcji oznacza to, ze nie zawsze najlepszy chromosom (np. repre-
zentujacy najlepsze znalezione rozwigzanie w populacji) musi zosta¢ wybrany do
populacji, ktéra poddana zostanie procesom krzyzowania (populacji rodziciel-
skiej). Moze wystapi¢ nawet sytuacja, w ktdrej najlepszy chromosom nie zostanie
przez algorytm uwzgledniony, a tym samym dalej zostanie ,zapomniany’, jezeli
w odpowiedni sposdb nie zbuduje si¢ w kroku czwartym procedury sukcesji. Lo-
sowos¢ charakteryzuje takze krzyzowanie i mutacje. Przy czym w wypadku tego
drugiego operatora genetycznego prawdopodobienstwo jego wystapienia czesto
jest znacznie mniejsze, poniewaz mutacja dotyczy genu, a nie calego osobnika.

Szczegélnym przypadkiem algorytméw ewolucyjnych s algorytmy genetycz-
ne. Tym mianem okresla si¢ czgsto algorytmy ewolucyjne realizujace najprostszy
schemat: populacja wyjsciowa — selekcja — populacja rodzicielska - krzyzowanie
- mutacja - nowa populacja. W algorytmach ewolucyjnych stanowigcych znacz-
nie szerszg klase omawianych metaheurystyk niektdre elementy (np. krzyzowanie)
moga zosta¢ pominiete, inne natomiast dodane (np. procedury lokalnej optymali-
zacji, czyli innych algorytmoéw heurystycznych wykorzystywanych w celu lokalnej
poprawy uzyskanego dotychczas rozwigzania) (Michalewicz, 1999, s. 83).
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Pierwsza, a jednocze$nie najwazniejsza czynnoscia, od ktdrej nalezy rozpo-
cza¢ budowanie algorytmoéw ewolucyjnych, jest ustalenie sposobu zakodowania
w postaci chromosoméw potencjalnych rozwigzan zadania. To sposéb kodowa-
nia rzeczywistych rozwigzan problemu optymalizacyjnego stanowi najbardziej
charakterystyczng ceche danego algorytmu ewolucyjnego przeznaczonego do
rozwigzywania probleméw jednego lub wielu komiwojazeréw. Drugim takim ele-
mentem, ale wynikajacym ze sposobu kodowania, jest odpowiednia konstrukecja
operatoréw genetycznych (krzyzowania i mutacji).

Kazdy sposdb kodowania rzeczywistego rozwigzania w postaci chromosomu po-
winien spelnia¢ dwa podstawowe warunki. Pierwszy z nich moéwi, ze kod powinien
by¢ odporny na przeksztalcenia jednego chromosomu w drugi, co oznacza, Ze nowo
powstaly chromosom powinien da¢ si¢ odkodowa¢, aby mozna byto ustali¢ rzeczy-
wistg posta¢ rozwigzania, ktorg on reprezentuje, a dalej obliczy¢ funkcje przystoso-
wania. Z kolei drugi z warunkéw stanowi, ze niewielkie, lecz spdjne fragmenty chro-
mosomu (pewne podciagi genéw) powinny reprezentowac konkretne cechy, jakimi
charakteryzuja sie rozwigzania. Sposoby kodowania chromosoméw dzielone sg ze
wzgledu na dwa kryteria: sposob ulozenia genéw w chromosomie oraz wartosci,
jakie przyjmuja geny.

Jednym z najbardziej znanych sposobéw kodowania (szczegdlnie charaktery-
stycznych dla klasycznych algorytmoéw genetycznych) jest przyjecie alfabetu bi-
narnego. Innymi stowy, chromosom sklada si¢ z ciagu zer i jedynek. Przyktadowsa
liczbe 615 zakodowa¢ mozna w postaci chromosomu skladajgcego si¢ z dziesigciu
genow: [10011001 1 1], poniewaz:

Ix22+0x254+0x274+1x2°4+1x2°+0x2*+0x2°+1x22+1x2'+1x2°=615

Dla zagadnien uktadania tras pojazdéw wykorzystanie reprezentacji binarnej
nie jest naturalnym i najchetniej stosowanym sposobem kodowania, cho¢ mozli-
wym do zastosowania. Przyporzadkowujac kolejne liczby naturalne punktom ob-
stugi, mozna przedstawic¢ je w postaci wektora zer i jedynek (tab. 7.3).

Tabela 7.3. Przyktad sposobu kodowania binarnego dla zadania uktadania tras pojazdéw

Punkt obstugi Liczba naturalna Wartos¢ binarna
P, 1 001
P, 2 010
P, 3 011
P, 4 100
P, 5 101

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Dla trasy jednego komiwojazera P, — P, - P, — P, — P, chromosom repre-
zentujacy to rozwigzanie mialby posta¢: [001 010 011 100 101] (Larraiaga i in.,
1999). Kazdy element chromosomu odpowiadajacy danemu punktowi sklada sie
z trzech genéw, wiec kazda kombinacja zer i jedynek reprezentuje konkretny
punkt. Jednakze nie s3 wykorzystane trzy sposrod osmiu mozliwych uktadéw
zer i jedynek: 000, 110 oraz 111, gdzie np. 110 mogloby odpowiadaé¢ punktowi
P,alll - P, pod warunkiem, ze punkty istniejg. Oznacza to, Ze w wyniku dzia-
tania algorytmu genetycznego moglyby sie pojawi¢ chromosomy, ktére nie maja
swoich odpowiednikow w rzeczywistej przestrzeni rozwigzan zadania (nie sg
odporne).

Innym przykfadem kodowania tras pojazdow opartego na alfabecie binarnym
jest sposob przedstawiony przez D. Whitleya i in. (1991), w ktérym punktem
wyjécia jest zdefiniowanie listy wszystkich mozliwych polaczen pomiedzy
punktami obstugi. Liczba genéw w chromosomie odzwierciedla liczbe tych pola-
czen. Gen przyjmie wartos¢ 1, jezeli dane potaczenie wchodzi w skiad trasy. Dla
wyzej przedstawionego przykladu z piecioma punktami obstugi lista wszystkich
polaczen jest nastepujaca:

P: P —>P;P —>P;P —>P;P —P;
P P,>P;P —>P;P —P;

P3: P3 - P4; P3 - PS;

P P,—>P.

Poniewaz liczba mozliwych krawedzi wynosi 10, chromosom sklada¢ si¢ bedzie
z 10 gendw. Tym samym przyktadowa trasa P, — P, — P, — P, — P_bedzie miata
nastepujaca posta¢ chromosomu: [1000 100 10 1]. Niestety inny ukfad zer i je-
dynek wyznacza¢ moze rozwigzanie niedopuszczalne, lecz w przeciwienstwie do
poprzedniego sposobu kodowania warto$ci gendw w chromosomie nie wskazuja
na polaczenia, ktére w ogole nie istnieja.

O wiele bardziej przydatnym alfabetem wykorzystywanym do kodowania tras
pojazdow w postaci chromosomow jest alfabet liczb naturalnych (Potvin, 1996).
Podkresla on zwlaszcza homogeniczno$¢ poszczegélnych genéw, czyli ich rozréz-
nialno$¢ w odniesieniu do konkretnych punktéw obstugi znajdujacych sie w tra-
sie pojazdu. Chromosomy zbudowane na podstawie tego alfabetu stanowi¢ moga
permutacje pewnego zbioru liczb naturalnych odzwierciedlajacych wprost zbior
wszystkich punktéw obstugi.

Jednym z najbardziej naturalnych sposobdw reprezentacji tras pojazdéw w po-
staci chromosoméw z wykorzystaniem alfabetu liczb naturalnych jest kodowanie
sciezkowe. Geny, ktore reprezentujg punkty obstugi, przez swoje ulozenie w chro-
mosomie okreslaja kolejnos$¢, w jakiej maja one by¢ odwiedzone. Na przyktad
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trasa: P - P, > P, > P, > P_— P, — P, — P, — P, moze by¢ reprezentowana
przez chromosom: [1 325 64 7 9 8]. Warto tutaj zauwazy¢, ze w wypadku kodo-
wania trasy pojazdu w symetrycznym problemie jednego komiwojazera trasa ta
moze by¢ reprezentowana przez 2(N + 1) liczbe réznych chromosomdw, poniewaz
na pozycji pierwszej moze sie znalez¢ dowolny punkt obstugi, natomiast kolejnos¢
pozostaje bez zmian: [256479 81 3].

Drugim sposobem kodowania tras pojazdow do postaci chromosom z wykorzy-
staniem alfabetu liczb naturalnych jest kodowanie przyleglosciowe. Podobnie jak
w kodowaniu $ciezkowym, chromosom sktada si¢ z genéw w liczbie réwnej licz-
bie obstugiwanych punktéw. Réznica wynika z pozycji konkretnego genu w ciagu
kodowym. Gen odzwierciedlajgcy obstugiwany punkt obstugi P, znajduje si¢ na
pozycji k w chromosomie, jezeli w trasie pojazdu punkt obstugi P, obstugiwany jest
w nastepnej kolejnosci po punkcie P,. W wypadku zadania uktadania tras pojaz-
dow oznacza to wystgpienie polgczenia P, — P, Dla przykladowej trasy pojazdu:
P -P —P —-P —P —P — P — P — P, odpowiadajacy jej ciag kodowy
chromosomu jest nastepujacy: [6 47 9 2 3 51 8]. Szdsty gen przedstawionego po-
wyzej chromosomu, ktérego warto$c jest rdwna 3, reprezentuje punkt obstugi P,.
W przedstawionej przykladowej trasie istnieje potaczenie P, — P,. Podobnie gen
chromosomu o wartosci 4, czyli punkt obstugi P, zajmuje druga pozycje w chro-
mosomie, poniewaz w trasie znajduje si¢ pofaczenie pomiedzy punktami obstugi
P, — P,. Ta metoda kodowania tras pojazdéw w postaci chromosoméw kladzie
nacisk przede wszystkim na wystepujace w trasach polaczenia pomiedzy punk-
tami obstugi, co bezposrednio zwraca na nie uwage przy dokonywaniu operacji
tworzenia nowych lub modyfikacji istniejagcych chromosomoéw. Tutaj z kolei kaz-
dej trasie symetrycznego problemu komiwojazera odpowiada¢ moga tylko dwa
rézne chromosomy.

Trzecim sposobem kodowania chromosoméw opartym na alfabecie liczb
naturalnych jest kodowanie porzadkowe (Grefenstette i in., 1985). Sposéb ten
wykorzystuje do budowy chromosomu (jak réwniez potem do jego odkodo-
wania) pewne wzorcowe uporzadkowanie. Jest to ciagg bazowy bedacy lista
obstugiwanych przez pojazd (lub pojazdy) punktow. Jezeli przyjetym ciagiem
bazowym jest lista wszystkich obslugiwanych punktéw: [Pl, pP,P,P,P,P,
P, P, P, to proces budowy chromosomu dla przykladowej trasy P, — P, —
P,—»P,— P ,—P,—P,— P, — P, przedstawi¢ mozna w nastgpujacy sposob.
Chromosom sktadac sie bedzie z liczby genéw odpowiadajacej liczbie obstugi-
wanych punktow.
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pP1: [P,P,P,P,P,P,P,P,P,] [1xxxxxxxX]
Ps: [P,P,P,P,P,P,P,P) [15x x % X X % x]
p3. [P,P,P,P,P,P,P,|] [152xxxxxx]
P8: [P,P,P,P,P,P|] [1525xxxx x]
P5. [P,P,P,P,P] [15253%xxxx]
pP2: [P,P,P,P,] [152531xxx]
P9: [P, P,P,] 1525313 xx]
p7 [4 ] [15253132%]
P4:  [P|] [152531321]

Budowa chromosomu nastepuje sekwencyjnie, w kazdym kroku po ustaleniu
danego genu usuwany jest z ciaggu bazowego odpowiadajacy mu punkt obstugi.
Pierwszym punktem w trasie jest P, ktory w ciggu bazowym jest na pierwszym
miejscu. Stad pierwszym genem chromosomu bedzie 1, natomiast punkt P, zostaje
usuniety z ciggu bazowego jako juz przyporzadkowany. Kolejny punkt trasy to P,
ktéry w aktualnym ciggu bazowym zajmuje piate miejsce, wigc warto$¢ drugiego
genu chromosomu wynosi 5. Po usunieciu punktu P, z ciggu bazowego sktadac sie
on bedzie juz z siedmiu elementéw - na drugim miejscu widzimy punkt obstugi
P, czyli gen trzeci chromosomu przyjmie warto$¢ 2. Analogiczne postepowanie
dla pozostalych punktéw obstugi wystepujacych w przykladowej trasie prowadzi
do uzyskania konicowej postaci chromosomu: [152531321].

Przedstawione powyzej sposoby kodowania rzeczywistych rozwigzan moga by¢
wykorzystane zaréwno do problemu jednego, jak i wielu komiwojazeréw. W algo-
rytmie ewolucyjnym PEWKOM (Jadczak, 2005) przeznaczonym do rozwigzania
zadania ukladania tras pojazdéw z ograniczeniami zasobowymi wykorzystana zo-
stala reprezentacja $ciezkowa, ktora pozwala na bezposrednie ustalenie kolejnosci
obstugiwanych punktéw przez pojazdy. Natomiast aby przyporzadkowac poszcze-
gélne punkty do pojazdéw, chromosom dzieli si¢ na czgsci, ktorych wyznaczenie
nastepuje na podstawie mozliwosci przewozowych srodkéw transportu. Kazdy
chromosom skfada si¢ z podciaggéw gendéw reprezentujacych poszczegdlne trasy
pojazdéw. Gdy oznaczymy przez G* i-ty kolejny gen chromosomu przyporzadko-
wany do k-tego pojazdu, posta¢ chromosomu dla zadania, w ktérym N punktéw
obstugi zostanie odwiedzone przez K pojazdéw, bedzie nastepujaca (rys. 7.40).

Przydzial poszczegolnych genéw (punktéw obstugi obstugiwanych tras) do
pojazdéw odbywa sie, poczawszy od pierwszego genu chromosomu. Natomiast
wybor pojazdu, ktéry bedzie odwiedzal kolejne punkty, uwarunkowany jest jego
tadownoscig. W wypadku dysponowania pojazdami o réznej fadownosci, w pierw-
szej kolejnosci wybierane sa do obslugi punktéw pojazdy, ktérych tadownos¢
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jest najwigksza. Zgodnie z przedstawionym schematem (rys. 7.40) pierwsza
czg$¢ chromosomu (podciag genéw: G', G, ..., G!) przyporzagdkowana jest do
pierwszego pojazdu S, (o najwigkszej tadownosci sposréd wszystkich pojazdow
S, S, ..., S), poniewaz jego tadownos$¢ nie pozwala na obstuzenie kolejnego
punktu reprezentowanego przez gen G*. W zwigzku z tym gen G’ wejdzie w skltad
drugiej czedci chromosomu: G, G%, G, ktora przyporzagdkowana bedzie do dru-
giego pojazdu S,. Analogicznie nastgpi przyporzadkowanie pozostatych genéw do
kolejnych czesci chromosomu odpowiadajacych pozostalym uzytym do obstugi

wszystkich tras pojazdom.

Rys. 7.40. Kodowanie $ciezkowe w algorytmie PEWKOM
Zrédto: (Jadczak, 2005).

Nieco podobny sposéb kodowania tras pojazdéw do postaci chromosomu przed-
stawiony zostal przez P. Machado, J. Tavaresa, EB. Pereire oraz E. Coste (2002) i na-
zwany przez nich reprezentacja GVR (Genetic Vehicle Representation). W reprezen-
tacji GVR kazda trasa pojazdu posiada swoj oddzielny chromosom, czyli genotyp
osobnika stanowi zbiér chromosoméw réwny liczbie wykorzystanych w danym
rozwigzaniu pojazdow. W sytuacji gdy powstalby nowy osobnik, gdzie jeden z chro-
mosomow zawieralby geny reprezentujace punkty obstugi, dla ktorych faczny popyt
(podaz) przekracza dopuszczalng fadowno$¢, trasa ta bylaby dzielona na odrebne
trasy, tworzac tym samym odrebne nowe chromosomy osobnika (rys. 7.41).

[+ ls [0 ] ENEREN
ENERENEN ENENEN
2|7 [s ] EENEN
Osobnik 1 Osobnik 2

Rys. 7.41. Reprezentacja GVR
Zrédto: (Machadoiiin., 2002).

Ci sami autorzy zaproponowali takze odmienny sposéb reprezentacji potencjal-
nych rozwigzan dla zadania ukladania tras wielu pojazdéw (Machado i in., 2002).



256 Metaheurystyki uktadania tras pojazdow

W przedstawionej przez nich propozycji kodowania kolejnos¢ obstugi oraz przy-
porzadkowanie obstugiwanych punktéw do pojazdéw rozpatrywane sa oddzielnie.
Ow algorytm ewolucyjny operuje na genotypie, w ktérym osobnik reprezentujacy
rzeczywiste rozwigzanie sklada si¢ z dwoch chromosomow (rys. 7.42).

e [z Jo o] [ofo [wfofo]s Jo o [a e |

Chromosom A Chromosom B

Rys. 7.42. Kodowanie za pomocg dwoch chromosomow
Zrédto: (Machadoiiin., 2002).

Pierwszy z nich przedstawia informacj¢ o tym, ile obstugiwanych punktéow
wchodzi w sktad danego pojazdu. Natomiast w drugim chromosomie zakodowana
jest informacja o kolejnosci ich obstugi. Pierwszy gen chromosomu A oznacza, ze
do trasy pierwszego pojazdu naleza trzy punkty, ktérych obstuga nastapi w kolej-
nos$ci wyznaczonej przez pierwsze trzy geny chromosomu B [4 9 10], nalezacego
do drugiej populacji. Z kolei drugi gen chromosomu A wskazuje na umieszczenie
w trasie drugiego pojazdu punktu reprezentowanego przez jeden gen chromoso-
mu B: [1], i dalej w kolejnych trasach odpowiednio: [7 5], [2 6 3] i [8]. Tym samym
uzyskano piec tras pojazdow:

P —>P, —>P,—>P —P;
P, —>P —>P;

P —>P —>P —>P;
P—>P —>P —>P —>P;

P0 —>P8 —>P0.

O ile w wypadku chromosoméw obrazujacych kolejno$¢ obstugi poszczegol-
nych punktéw przez pojazdy nie ma watpliwosci co do liczby ich gendéw (zawsze
bedzie ich tyle, ile jest punktéw obstugi w rejonie dzialania bazy), to w wypad-
ku chromosoméw A sytuacja wyglada inaczej. Liczba genéw w chromosomie
A réwna jest liczbie wszystkich obstugiwanych punktéw podzielonej przez dwa.
W ten sam sposob ustalona zostata rowniez maksymalna wartos¢ kazdego genu
tego chromosomu. Kazda trasa moze sklada¢ si¢ z co najwyzej N / 2 punktow
obslugi. Przedstawiona reprezentacja zbioru tras pojazdéw prowadzi¢ moze do
uzyskiwania rozwigzan niedopuszczalnych. W sktad trasy danego pojazdu moga
wchodzi¢ punkty obstugi, ktérych faczna podaz (lub popyt) moze przekraczac fa-
downo$¢ uzytego samochodu. W takiej sytuacji autorzy proponuja dokonanie po-
dzialu danej trasy na co najmniej dwie czesci, aby zawsze mozna bylo uzyskiwac
rozwigzania dopuszczalne.
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Kolejng propozycja kodowania tras pojazdow jest sposdb przedstawiony przez
takich autoréw, jak S.J. Louis, X. Yin i Z.Y. Yuan (1999). Budowe¢ chromosomu opar-
to na alfabecie liczb naturalnych i sktada si¢ on z tylu genéw, ile jest obstugiwanych
przez baze punktéw, ktére podzielone sg na dwie czesci (rys. 7.43). Pierwsza cze$é
obejmuje geny w liczbie réwnej liczbie pojazddéw, jakimi dysponuje baza. Kazdy
gen tej czesci reprezentuje pierwszy obstugiwany punkt w trasie danego pojazdu.
Na przykiad pierwszy gen k oznacza pierwszy punkt obstugi trasy dla pierwszego
pojazdu, gen drugi wyznacza pierwszy obstugiwany punkt trasy drugiego pojazdu
itd. Zakladajac, ze baza dysponuje trzema pojazdami, liczba genow pierwszej czesci
chromosomu wynosi 3. Pozostate geny chromosomu przedstawiajg punkty obstugi,
ktorych przyporzadkowanie do istniejacych tras nastepuje w pewien staly i powta-
rzalny sposéb. Kazdy z tych elementéw jest rozpatrywany indywidualnie. Biorac
pierwszy gen z drugiej czesci chromosomu, nalezy rozpatrzy¢ wszystkie mozliwe
rozbudowy juz istniejacych tras i wybra¢ najlepsza kombinacje (najlepsze miejsce
wstawienia punktu do jednej z tras). Po dodaniu rozpatrywanego punktu do trasy
jednego z pojazddw nalezy czynnos¢ te powtdrzy¢ dla kolejnych genéw chromoso-
mu do momentu, kiedy wszystkie punkty zostang przyporzadkowane do pojazdéw.

Z tak zaproponowanego kodowania chromosomu bezposrednio wynika jedy-
nie poczatkowy ksztalt tras, zawierajacych tylko po jednym punkcie obstugi. Dal-
szy rozwoj tras uwarunkowany jest przez deterministyczne przyporzadkowanie
kolejnych punktéw do pojazdéw, gdzie pozycja genu w chromosomie wyznacza
tylko, ktéry punkt obstugi ma by¢ w danym momencie rozpatrywany.

e - =[]

I czesé IT cze$¢ (N - k)
Rys. 7.43. Kodowanie w algorytmie ewolucyjnym S.J. Louisa, X. Yina i Z.Y. Yuana
Zrédto: (Louis i in., 1999).

Obok kodowania rzeczywistych tras pojazdéw w postaci chromosomdéw réwnie
waznym elementem kazdego algorytmu ewolucyjnego jest okreslenie operatoréw
genetycznych, dzieki ktérym konstruowane sa nowe rozwiazania. Sposoby krzyzo-
wania oraz mutacji chromosomow sa $cisle zwigzane z przyjeta przez chromosom
reprezentacja rozwigzania. W wypadku kodowania opartego na alfabecie binar-
nym, ktéry jest charakterystyczny w szczegdlnosci dla klasycznych algorytmow
genetycznych, krzyzowanie dwdch (lub wiekszej liczby) osobnikéw® moze sie od-
bywa¢ przez wzajemng wymiane¢ losowo wybranych jednego lub kilku podciagéw
genow pomiedzy osobnikami:

5 W terminologii algorytmoéw ewolucyjnych osobniki (w szczegélnosci pojedyncze chromoso-
my) podlegajace krzyzowaniu nazywane s rodzicami, natomiast nowe, powstate w wyniku
przeprowadzenia tej operacji, nosza nazwe potomkow.
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Chromosom A: [1001100111] = Chromosom A [1001101100]
Chromosom B: [1100101100] = Chromosom B:[1100100111]

Z kolei mutacja dotyczaca zmiany postaci jednego chromosomu moze polega¢
na zmianie warto$ci losowo wybranego jednego lub kilku genéw:

Chromosom A: [1001100111] = Chromosom A [1101111100]

Latwo zauwazy¢, ze przy kodowaniu opartym na alfabecie liczb naturalnych,
gdzie poszczegolne chromosomy stanowia permutacje gendéw (kodowanie $ciez-
kowe i przylegtosciowe), taki sposéb wymiany informacji pomiedzy nimi szyb-
ko prowadzi do nowych postaci chromosoméw, w ktérych niektére geny nie po-
jawilyby sie w ogdle, a inne mogtyby wystapi¢ wielokrotnie. Jezeli chromosomy
w przyjetym sposobie kodowania przedstawiaja zawsze rozwigzania dopuszczalne,
to nowo powstale osobniki w wyniku krzyzowania z punktami ciecia reprezento-
walyby rozwiazania niedopuszczalne z punktu widzenia podstawowych zalozen
problemu ukfadania tras pojazdéw. Tym samym konieczne bytoby przynajmniej
stosowanie specjalnych procedur ,naprawy” chromosomu do postaci, w ktorej
zndw reprezentowalby on rozwigzanie dopuszczalne.

Biorac pod uwage przedstawione powyzej niedogodnosci zwigzane z mozliwo-
$cig niespelniania przez rozwigzania podstawowych zalozen problemu wielu ko-
miwojazerow, dla chromosoméw, w ktérych rozne postaci wynikaja z permutacji
gendw, zaproponowano metody krzyzowania i mutacji prowadzace do tworzenia
nowych osobnikéw bez koniecznosci ich pdzniejszego ,naprawiania” (Potvin,
1996). Jednym z powszechnie stosowanych operatoréw krzyzowania dla reprezen-
tacji $ciezkowej jest procedura krzyzowania z czesciowym odwzorowaniem PMX
(Partially-Mapped Crossover). Polega ona na utworzeniu nowego chromosomu
przez skopiowanie losowo wybranego podciagu gendéw z jednego z rodzicéw oraz
zachowaniu porzadku i pozycji tak wielu gendw, jak to mozliwe, drugiego rodzica:

Rodzic1:[485319267] Potomek 1: [489537261]
Rodzic2:[619537428] Potomek 2: [675319428]

W krzyzowaniu PMX kladzie si¢ nacisk na zachowanie pozycji jak najwiek-
sze liczby genéw przy kopiowaniu ich z jednego lub drugiego rodzica do potomka.
Liczba gendw, ktore nie zachowuja swoich pozycji w potomkach, jest rowna co
najwyzej liczbie gendéw z losowo wybranego podciagu.

Innym podobnym sposobem krzyzowania przeznaczonym do kodowania per-
mutacyjnego jest krzyzowanie z porzagdkowaniem OX (Ordinary Crossover), w kto-
rym tak jak w PMX wybierany jest losowo podciagg genéw od jednego rodzica,
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a kolejno$¢ utozenia pozostalych genéw od drugiego z rodzicow. W pierwszej
kolejnosci nalezy losowy podciag genéw skopiowaé od jednego z rodzicow do
potomka, a nastepnie, poczawszy od pierwszego genu, za wybranym podciagiem
skopiowa¢ pozostate geny (unikajac powtorzen) od drugiego z rodzicow:

Rodzic1: [485319267] Potomek 1: [6 7531942 8]
Rodzic2: (61953742 8] Potomek 2: (8195372 64]

Przedstawione powyzej operatory krzyzowania mialy na celu zachowanie pozy-
cji punktéw obstugi w trasach (reprezentowanych przez geny w chromosomach).
Ich uzupelnieniem sg operatory krzyzowania, ktérych zadaniem jest z kolei zacho-
wanie uporzadkowania punktéw obstugi w trasach, a tym samym genéw w odpo-
wiadajgcych im chromosomach. Przykladem takiego operatora krzyzowania jest
krzyzowanie cykliczne CX (Cycle Crossover), ktorego dziatanie koncentruje si¢ na
zachowaniu uporzadkowania fragmentéw chromosomoéw od rodzicéw przez za-
chowanie pozycji kazdego genu od jednego z rodzicow.

Rodzic 1:[485319267] Potomek 1:[41953 726 8]
Rodzic2:[619537428] Potomek 2: [685319427]

Pewien wybrany losowo podzbiér gendw z jednego rodzica jest kopiowany do po-
tomka z zachowaniem pozycji w chromosomie tego rodzica, natomiast pozostate
geny - takze z zachowaniem ich pozycji — s3 kopiowane od drugiego z rodzicow.
Innym przyktadem jest krzyzowanie oparte na porzadkowaniu OBX (Ordina-
ry-Based Crosssover), w ktorym od pierwszego z rodzicow wybierany jest losowy
podzbidr genéw i umieszczany w potomku w takim samym porzadku jak u ro-
dzica pierwszego, ale na pozycjach wskazanych w rodzicu drugim. Pozostate geny
chromosomu uzupelniane sg genami z chromosomu rodzica drugiego:

Rodzic1:[485319267] Potomek 1: [615937428]
Rodzic2:[619537428] Potomek 2: [485319762]

Wymienione wcze$niej przyktady operatoréw krzyzowania uwzglednialy w swo-
ich konstrukcjach zachowanie albo pozycji genéw w chromosomach (punktow
obstugi w trasach), albo ich uporzadkowanie (kolejno$¢ odwiedzania punktéw ob-
stugi). Natomiast zadne z nich nie braly pod uwage pofaczen pomiedzy punktami
obstugi. Stad tez proponowane byly inne operatory krzyzowania, ktérych celem
jest przede wszystkim zachowanie tak wielu polaczen pomiedzy punktami obstugi
w trasach reprezentowanych przez chromosomy rodzicielskie, jak to tylko mozliwe.
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Na szczegdlng uwage zastuguje czesto stosowana metoda krzyzowania uwzglednia-
jaca polaczenia pomiedzy punktami obstugi, jaka jest operator wymiany krawedzi
ER (Edge Recombination) (Whitley i in., 1989). Wykorzystuje on pojecie tzw. mapy
polaczen pomiedzy punktami obstugi wystepujacymi w trasach reprezentowanych
przez chromosomy rodzicielskie. Sg to mozliwe polaczenia kazdego punktu obstugi
do innych punktéw wystepujacych w trasach obydwu chromosoméw. Dla dwoch
przykladowych tras przedstawionych w postaci chromosoméw z kodowaniem $ciez-
kowym: [485319267]oraz [6195 3742 8] mapa polaczen jest nastepujaca:

P: PP.P, P; PP P, P: P,PP,
P; P,P.PP, P; P,PP, P; P,PP.P,
P; PP.P P: P PP P, P, P PP

Dla punktu P, w mapie potgczen wystepuja punkty: P, P, P, poniewaz w obydwu
chromosomach stanowig one sgsiednie geny dla punktu P,. Kazde umieszczenie
nowego genu w chromosomie potomnym musi skutkowac’ odpowiednig korekta
wyzej przedstawionej mapy polaczen. Budowe chromosomu nalezy rozpocza¢ od
losowo wskazanego genu. Po jego wybraniu z mapy usuwane sa wszystkie pola-
czenia zwigzane z punktem obstugi reprezentowanym przez wybrany gen. Kolejne
geny wybierane s spo$rdd tych, ktdre reprezentuja punkty obstugi cechujace sie
najmniejsza liczbg mozliwych polaczen w mapie. Jezeli jako poczatkowy gen no-
wego chromosomu wybrany zostanie np. [5], wtedy mapa polaczen po korekcie
wyjs$ciowej bedzie nastepujaca:

P: P,P.P, P; P,P P, P: P,PP,
P; P,P.PP, P; P,PP,
P; PP, P:. P PP P, P PP,

Nastepny wybrany gen do chromosomu potomnego bedzie wybrany losowo sposrod
gendw reprezentujacych punkty obstugi P, i P, (majg najmniej mozliwych potaczen).
Tym samym czg¢$ciowo zbudowany chromosom potomny przyjmie postac: [5 3] lub
[5 9]. W kolejnych krokach nalezy znéw zmodyfikowa¢ mape potaczen (usuwajac
wybrany punkt obstugi), a nastepnie wskaza¢ kolejny z najmniejsza liczba mozli-
wych polaczen. Postepujac analogicznie, jedna z mozliwych postaci chromosomu
potomnego to [53 7 4 829 6 1]. Operator krzyzowania ER przenosi od rodzicow
ponad 90% polaczen w reprezentowanych przez nich trasach.

Inng metode krzyzowania uwzgledniajaca polfaczenia pomiedzy punktami
obstugi w trasach przedstawia heurystyczny operator krzyzowania HX (Heuri-
stic Crossover). W przeciwienistwie do poprzednich operatoréw, w tym wypadku
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w konstrukeji chromosoméw potomnych uwzgledniana jest dodatkowa wiedza
o problemie ukfadania tras pojazdéw w postaci dtugosci rozpatrywanych pola-
czen tras reprezentowanych przez chromosomy rodzicéw. Poczawszy od loso-
wo wybranego genu, rozpatrywane sg kolejno mozliwe potaczenia punktu obstugi
wybranego genu z czterema punktami znajdujgcymi si¢ w trasach wyjsciowych
(po dwa dla kazdej z nich), a nastepnie wybierane jest pofaczenie najkrotsze. Gdy
wybrane polaczenie prowadzi do powstania podcyklu trasy (wskazuje na punkt
obslugi juz w trasie wystepujacy), nalezy losowo wybra¢ kolejne polaczenie pro-
wadzace do punktu obstugi jeszcze nieodwiedzanego przez pojazd. Operator krzy-
zowania HX przenosi okolo 60% polaczen z tras reprezentowanych przez chromo-
somy rodzicielskie (Grefenstette, 1987).

Obok operatoréw krzyzowania przeznaczonych do kodowania rozwigzan ukfa-
dania tras jednego i wielu pojazdéw zaproponowano takze operatory mutacji,
wsréd ktorych wymieni¢ mozna miedzy innymi nastepujace:

= przestawienie genu;

* wymiana genow;

= inwersja;

* Jokalna optymalizacja.

Pierwszy z wymienionych operatoréw mutacji polega na prostej zmianie miejsca
polozenia losowo wybranego genu chromosomu, co odpowiada zmianie umiesz-
czenia punktu obstugi w trasie. Pewnym jego rozszerzeniem jest zmiana polozenia
w chromosomie pewnego losowo wybranego podciagu genéw:

Chromosom A: [485319267] = Chromosom A [483195267]
Chromosom A:[485319267] = Chromosom A [489265317]

Drugi operator mutacji jest nieco podobny do pierwszego i polega na zamianie
miejsc dwoch losowo wybranych genéw lub losowo wybranych podciggow genow
o tej samej dlugosci:

Chromosom A: [485319267] = Chromosom A" [482319567]
Chromosom A:[485319267] = Chromosom A:[426319857]

Trzeci operator mutacji to inwersja, w ktérej dokonuje si¢ losowego wyboru pod-
ciagu przynajmniej dwoch gendw, a nastepnie zamiany kolejnosci ich ulozenia:

Chromosom A: [485319267] = Chromosom A": [482913567]
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Ostatni z wymienionych operatoré6w mutacji to lokalna optymalizacja. Po-
dobnie jak w wypadku heurystycznego operatora krzyzowania HX wprowadza
on pewng wiedze do algorytmu ewolucyjnego o optymalizowanych trasach po-
jazdow. Polega na zdekodowaniu chromosomu do postaci rzeczywistej i probie
poprawy tego rozwigzania z zastosowaniem np. prostych metod lokalnej opty-
malizacji typu 2-opt.

Przedstawione powyzej operatory mutacji, ktérymi mozna si¢ postuzy¢ w od-
niesieniu do chromosomoéw zbudowanych z wykorzystaniem alfabetu liczb natu-
ralnych, s3 operacjami bardzo prostymi na osobnikach, a tym samym na rzeczy-
wistych trasach, jakie one reprezentuja. Taki tez jest cel operatora mutacji, ktérego
dzialanie polega na dokonaniu niewielkich zmian, tak aby mozna bylo dywersy-
fikowac proces przeszukiwania przestrzeni rozwigzan. Jednakze w sytuacji, gdy
operator mutacji dominuje lub jest jedynym stosowanym operatorem genetycz-
nym w algorytmie ewolucyjnym, konieczna moze si¢ okaza¢ budowa bardziej zto-
zonych sposobéw modyfikacji pojedynczych osobnikéw. Takim przykladem jest
operator mutacji MUTG bedacy pewnego rodzaju zlozeniem operatoréw mutacji
polegajacych na inwersji i wymianie genéw (Chatterjee i in., 1996). Konstrukcja
tego operatora sprowadza si¢ do umieszczenia g punktow ciecia w chromosomie,
a nastepnie wymiany i/lub inwersji genéw. W wyniku umieszczenia g punktéw
cigcia w chromosomie zostaje on podzielony na g + 1 podciagéw gendw, gdzie
wszystkie podciagi z wyjatkiem skrajnych podlegaja zmianom (przestawianiu
i inwersji). Ponizej przedstawiono wybrane przyklady zastosowania operatora
MUTG, w ktérym parametr g przyjmuje warto$¢ 3:

Chromosom A: [48|531]|92|67] = ChromosomB:[48[92|531|67]
Chromosom A: [48|531]|92|67] = Chromosom C:[48]|135|92|67]
Chromosom A: [48|531|92|67] = ChromosomD:[48|92|135|67]

W pierwszym wypadku operator MUTG odpowiada jedynie zamianie miejscami
podciagéw genéw (Chromosom B). Chromosom C jest z kolei modyfikacjg pole-
gajaca na zastosowaniu tylko inwersji na wybranym podciaggu gendw. Natomiast
w trzecim chromosomie modyfikacja stanowi zfozenie dwdch pierwszych. Zauwa-
zy¢ nalezy, ze mozliwych kombinacji powstatych z chromosomu wyjsciowego dla
g = 3 moze by¢ siedem. W trakcie dzialania algorytmu parametr g jest dopaso-
wywany dynamicznie, przy czym prawdopodobienstwo przyjecia przez algorytm
danej warto$ci maleje wraz z jej wzrostem.

Przyjecie odpowiedniego sposobu kodowania rzeczywistych tras pojazdéow do
postaci chromosomdw, a nastepnie okreslenie odpowiednich operujacych bez-
posrednio na nich operatoréw genetycznych to najwazniejsze czynnosci budowy
wszystkich algorytmoéw ewolucyjnych. Proponowane w literaturze przedmio-
tu algorytmy ewolucyjne przeznaczone do rozwigzywania zadan uktadania tras
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pojazdow przyjmuja w swoim ogoélnym schemacie postac przedstawiong wezesniej
na rysunku 7.39. Réznice w obrebie samych algorytméw dotycza czgsto sposobu
dokonywania reprodukeji oraz sukeesji.

Reprodukcja jest procesem majacym na celu wybranie populacji rodzicielskiej
sposrdd chromosomow stanowigcych populacje oceniang. Podstawg tego procesu
jest warto$¢ funkcji przystosowania kazdego chromosomu (w szczegdlnosci war-
tos¢ funkgji celu rozwigzania reprezentowanego przez chromosom). Reprodukcja
moze si¢ odbywaé w sposob calkowicie losowy, deterministyczny lub mieszany.
Przyjete sposoby wyboru chromosoméw tworzacych populacje rodzicielska nosza
nazwe metod selekcji. Dotychczas zaproponowano wiele metod selekeji (Arabas,
2001; Goldberg, 2003; Michalewicz, 1999). Jednakze wsréd nich najpopularniejsze
sa dwie. Pierwsza to selekcja ruletkowa, w ktdrej wycinek kofa ruletki odpowiada
danemu chromosomowi w wielkosci odpowiedniej do jego wartosci funkcji przy-
stosowania. Proces wyboru chromosomu odbywa si¢ przez jednokrotne zakrece-
nie kotem ruletki. Im lepsze przystosowanie chromosomu, tym wigksza szansa na
umieszczenie go w populacji rodzicielskie;.

Z kolei druga metoda to selekcja turniejowa. Jej proces jest czgsciowo determini-
styczny. Sposréd populacji chromosoméw wybierany jest losowo pewien ich podzbiér
o okreslonej liczebnosci (liczebnos¢ podzbioru jest parametrem tej metody), a nastep-
nie na podstawie warto$ci funkcji przystosowania wskazywany jest najlepszy chromo-
som, ktory zostanie umieszczony w populacji rodzicielskiej. Proces ten powtarzany
jest do momentu, w ktérym populacja rodzicielska osiggnie zadang liczebnos¢.

Nalezy tutaj zauwazy¢, ze tak przedstawione sposoby selekeji nie gwarantuja
zachowania w dalszym etapie dzialania algorytmu chromosomu reprezentujgcego
najlepsza trase (lub uktad tras dla problemu wielu komiwojazeréw). Po pierwsze,
moga one nie zosta¢ wybrane do populacji rodzicielskiej (nie zostang wyloso-
wane). Po drugie, nawet jezeli najlepsze chromosomy znajda si¢ w populacji ro-
dzicielskiej, to w wyniku przeksztalcen wykonanych przez operatory genetyczne
moga powstac inne, ktore reprezentowac beda gorsze rozwigzania. Dlatego tez na
réwnorzednym poziomie waznosci z reprodukcja stoi proces sukcesji, polegajacy
na sposobie tworzenia nowej populacji, ktéra zostanie ponownie oceniona w ko-
lejnej iteracji algorytmu ewolucyjnego (pokoleniu).

W wariancie charakterystycznym zwlaszcza dla algorytmow genetycznych suk-
cesja moze polega¢ na przyjeciu do nastepnego pokolenia zbioru chromosoméw
powstalych w wyniku dzialania operatoréw krzyzowania i mutacji. Jednakze suk-
cesja moze polegac takze na stosowaniu tzw. zabiegu elitarno$ci, w ktérym pewien
niewielki podzbidér najlepszych chromosoméw populacji zostanie skopiowany
bezposrednio do populacji nowego pokolenia bez poddawania go dziataniu ope-
ratoréw genetycznych. Jest to swego rodzaju pamigé algorytmu nie tylko przecho-
wujaca najlepsze dotychczas znalezione trasy, ale takze bezposrednio angazujaca
je do generowania nowych lepszych rozwigzan. Wielkos¢ tego podzbioru moze
stanowi¢ bardzo istotny parametr dziatania algorytmu ewolucyjnego.
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Przykladem algorytmu ewolucyjnego dla zadania ukladania tras wielu pojaz-
dow, a realizujgcego strategie przeszukiwania przestrzeni rozwigzan przedstawio-
ng schematem z rysunku 7.39, jest wspomniany wczesniej algorytm PEWKOM®.
Jego dzialanie jest zblizone do dzialania klasycznego algorytmu genetycznego. Po-
pulacja poczatkowa tworzona jest z losowo skonstruowanych rozwiazan. W kaz-
dym kroku pojedynczej iteracji algorytmu generowane s3 populacje chromoso-
moéw odpowiednio: wyjsciowa (oceniana), rodzicielska (po selekcji), potomna (po
krzyzowaniu i mutacji) oraz nowego pokolenia (po lokalnej optymalizacji). Do se-
lekcji wykorzystano metode turniejowa z liczebnoscia zbioru losowanych chro-
mosomow réwng 5. Zaréwno proces krzyzowania (OX i CX), jak i proces mutacji
(zamiana miejscami gendéw) zachodza z zadanym prawdopodobienstwem, przy
czym nalezy zwrécic¢ uwage, ze prawdopodobienstwo mutacji jest czgsto réwne lub
nawet wigksze od prawdopodobienstwa krzyzowania. Ostatnig czynnoscia przed
utworzeniem osobnika, ktéry umieszczony zostanie w populacji nowego pokole-
nia, jest proces lokalnej optymalizacji. Kazdy z chromosoméw populacji potomne;j
zostaje zdekodowany do postaci rozwigzania rzeczywistego, a poszczegélne trasy
pojazdéw s3 indywidualnie poprawiane z zastosowaniem heurystycznego algoryt-
mu 2-opt.

Z kolei w algorytmie zaproponowanym przez B.M. Bakera i M.A. Ayeche-
wa (2003) populacja poczatkowa stanowi zlozenie rozwigzan wygenerowa-
nych za pomocg dwoch klasycznych metod heurystycznych: sweep B.E. Gilletta
i L.R. Millera oraz wykorzystujacej uogoélnione zadanie przydziatu M. Fischera
i R. Jaikumara (Baker i Ayechew, 2003). Nastepnie powtarzany jest proces ite-
racyjny polegajacy kolejno na: wyborze dwoch rodzicéw (selekcja turniejowa),
ktérzy zostang poddani procesowi krzyzowania i mutacji, ocenie utworzonego
chromosomu potomnego oraz modyfikacji lub nie aktualnie rozpatrywanej po-
pulacji. Innymi stowy, w tym algorytmie nie jest tworzona odrebna nowa popu-
lacja chromosoméw w kazdej iteracji (pokoleniu), a jedynie jest modyfikowana
aktualna przez usuniecie jednego chromosomu i zastgpienie go nowym. Cecha
wyrdzniajacg ten algorytm jest wlasnie omawiana procedura sukcesji. Nowy,
utworzony w wyniku zastosowania operatoréw genetycznych chromosom jest
oceniany przez obliczenie dla niego dwdch wielkosci: wartosci funkcji przystoso-
wania f(ch) chromosomu ch (calkowita dtugo$¢ wszystkich tras pojazdéw) oraz
wartosci funkcji niedopasowania g(ch) chromosomu ch, ktéra oznacza stopien
przekroczenia zadanych ograniczen dla pojazdéw (np. przekroczenie fadowno-
$ci pojazdu i/lub dopuszczalnej dlugosci trasy). Nastepnie populacja w danej
iteracji algorytmu dzielona jest na cztery podzbiory S, (dla i = 1, 2, 3, 4) zgodnie
z ponizszg formula (7.37):

6 PEWKOM - Program Ewolucyjny Wielu KOMiwojazeréw (Jadczak, 2005).
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S, ={ch, eP:f(chp)Zf(chN),g(chP)Z(chN)

5 - S, ={ch, € P: f(ch,) < f(chy),g(chy) = (chy) (7.37)
S ={ch, eP:f(chp)Zf(chN),g(chP)<(chN)

S, ={ch, EP:f(chp)<f(chN),g(chP)<(chN)

gdzie P oznacza populacje chromosomoéw w danej iteracji, ch, i ch, oznaczajg
odpowiednio chromosomy: nalezacy do populacji P i chromosom potomny. Sta-
ry chromosom zastgpowany przez nowego potomnego osobnika wybierany jest
z pierwszego niepustego zbioru w kolejnosdci: S, S, lub S.. Jezeli wszystkie te trzy
podzbiory sa puste, wtedy chromosom potomny nie jest umieszczany w populacji.

A. Jaszkiewicz i P. Kominek (2003) przedstawili algorytm genetyczny przeszu-
kiwania przestrzeni rozwigzan GLS’, w ktérym algorytm ewolucyjny zawiera takze
- tak jak w algorytmie PEWKOM - procedure lokalnej optymalizacji. Jednakze
jest ona o wiele bardziej zaawansowana i polega na probie znalezienia najlepsze-
go rozwigzania sgsiedniego do aktualnie rozpatrywanego (w stosunku do wszyst-
kich tras pojazdéw jednoczesnie, a nie tylko jednego pojazdu). Procedura lokalne;
optymalizacji polega tu na wygenerowaniu rozwigzan sasiednich przez przesunie-
cie fragmentu trasy z trasy jednego pojazdu do trasy drugiego pojazdu. Sposrod
znalezionych rozwigzan sasiednich wybierane jest najlepsze. W algorytmie GLS
z populacji chromosoméw losowane s3 z zadanym prawdopodobienstwem dwa
chromosomy, ktére poddawane s3 procesowi krzyzowania, a w jego wyniku po-
wstaje chromosom potomny. Nastepnie w stosunku do reprezentowanego przez
niego rozwigzania rzeczywistego zastosowanie znajduje procedura lokalnej opty-
malizacji.

Sukcesja w algorytmie GLS polega na zastgpieniu najgorszego chromosomu
lepszym, pod warunkiem ze reprezentuje on rozwigzanie rzeczywiste rézne od
tych, ktore juz istnieja w populacji. Od ogdlnie przyjetego szkicu algorytmow
ewolucyjnych ten rozni si¢ tym, ze w kazdej iteracji rozpatruje nie zbior rozwia-
zan (populacje), a jedynie jedno rozwigzanie indywidualnie. Lecz jak stwierdzaja
autorzy, przedstawiona idea algorytmu GLS nie stwarza zadnych przeszkod, by
go zaimplementowa¢ w postaci bardziej tradycyjnej (z zastosowaniem populacji
chromosoméw).

Podobne rozwigzanie do wyzej przedstawionego algorytmu ewolucyjnego za-
prezentowal Ch. Prins (2004), w ktérym w kazdej iteracji nie jest generowane
cale pokolenie (populacja) nowych rozwigzan, a jedynie dwa nowe chromosomy.
W pierwszej kolejnosci w wyniku selekcji turniejowej wybierane s3 dwa chro-
mosomy rodzicielskie, ktore s3 poddawane krzyzowaniu. Ze wzgledu na to, ze

7 Takie potaczenie algorytmdw ewolucyjnych z heurystycznymi metodami lokalnej optymali-
zacji nosi tez nazwe algorytmdéw memetycznych (Jaszkiewicz i Kominek, 2003).



266 Metaheurystyki uktadania tras pojazdow

kodowanie chromosomu jest oparte na alfabecie liczb naturalnych, a takze wazny
jest porzadek ulozenia gendw, zastosowany zostal operator krzyzowania z porzad-
kowaniem OX. Nastepnie dwa nowe chromosomy potomne poddawane sg ope-
racji mutacji z zadanym prawdopodobienistwem p, . Sukcesja polega na umiesz-
czeniu nowych chromosomoéw w istniejacej populacji rozwigzan. Odbywa si¢ to
przez losowy wybor dwdch sposréd polowy najgorszych osobnikéw, a nastepnie
zastgpienie ich chromosomami potomnymi (zmutowanymi lub nie). Algorytm
jest powtarzany do momentu, kiedy wykonana zostanie zatozona w kroku inicja-
lizacji maksymalna liczba iteracji z rzedu, w ktérych nie znaleziono chromoso-
mu reprezentujgcego rozwigzanie lepsze od najlepszego dotychczas znalezionego.
Drugim jednoczesnym warunkiem konca dzialania algorytmu jest sprawdzenie,
czy warto$¢ funkeji celu osiggnigtego rozwigzania jest optymalna. Ten drugi waru-
nek dotyczy problemodw, dla ktérych znane jest rozwigzanie optymalne.

Na koniec rozwazan dotyczacych algorytméw ewolucyjnych elementem, na
ktéry nalezy zwréci¢ szczegdlng uwage, jest sposob kodowania rozwigzania
w propozycji Ch. Prinsa, a w szczegoélnosci procedura powodujaca przeksztalcenie
chromosomu do postaci rzeczywistego rozwigzania. Jak juz wspomniano, chro-
mosomy kodowane s3 z wykorzystaniem alfabetu liczb naturalnych, lecz nie jest
to czesto stosowana dla probleméw ukfadania tras pojazdéw naturalna metoda
$ciezkowa. Kazdy osobnik reprezentuje tylko porzadek, w jakim nalezy bra¢ pod
uwage kolejne punkty obstugi przy budowie tras poszczegdlnych pojazdéw. Geny
chromosomu reprezentuja poszczegdlne punkty obstugi, ktére tworza pewien po-
mocniczy graf skladajacy sie z N + 1 wezléw ponumerowanych od 0 do N. Ponadto
krawedzie pomiedzy weztami pomocniczego grafu (i, j), i < j, reprezentuja trasy
zawierajace tylko te kolejne punkty obstugi, ktore spelniajg warunki fadownosci
pojazdu. Waga kazdej takiej krawedzi stanowi koszt trasy pojazdu. Innymi stowy,

P, b« ™ P,
(5) 20 T 45 7)
Po

Rys. 7.44a. Potrzebne dane wynikajgce z postaci chromosomu [1 2 3 4 5]. W nawiasach podane
sg popyty punktéw obstugi
Zrédto: (Prins, 2004).
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pomocniczy graf reprezentuje mozliwe trasy pojazdow przy zachowaniu porzadku
punktéw obstugi z reprezentujacego go chromosomu. Ponizej przedstawiony jest
przyklad takiego grafu (rys. 7.44b) dla chromosomu: [1 2 3 4 5] przy zalozeniu
tadownosci pojazdu réwnej 10. Dane dotyczace tych pieciu punktéw obstugi (od-
legtosci oraz zapotrzebowania), a takze uklad wynikajacy z porzadku przedstawio-
nego w chromosomie pokazano ponizej (rys. 7.44a).

Posta¢ pomocniczego grafu sktadajacego si¢ ze zbioru sze$ciu weztow oraz dzie-
sieciu mozliwych krawedzi jest nastepujaca:

[P, P,):55 [P, P ]:95

[P, P, P ]:120

2273274

Rys. 7.44b. Graf pomocniczy i najkrotsza droga
Zrédto: (Prins, 2004).

Graf nie posiada krawedzi taczacych wezly P z P, oraz P, z P, poniewaz trasy
pojazdéw obejmujace punkty odpowiednio: P, P,, P, oraz P,, P, P_ przekracza-
lyby zalozona tadownos¢ pojazdu. Tak samo dotyczy to tras zawierajacych cztery
i wiecej punktow obslugi.

Dla tak zbudowanego grafu pomocniczego nalezy znalez¢ najkrotsza $ciezke
prowadzacg od wezta P do wezla ostatniego (w wypadku przyktadowego chromo-
somu bedzie to P,). Krawedzie wchodzace w sklad znalezionej najkrétszej $ciezki
(drogi) w grafie pomocniczym wyznaczaja zbidr tras pojazdu reprezentowanych
przez dany chromosom. Tutaj bedg to krawedzie: (P, P,), (P,, P,) i (P,, P,), dla kt6-
rych suma wag wynosi 205. Tym samym chromosom [1 2 3 4 5] reprezentuje zbiér
tras: P, > P, > P,> P, P > P, > P oraz P > P, > P, > P. Dla poréwnania, gdyby
bezposrednio z chromosomu kolejno przyporzadkowywac poszczegolne punkty
obstugi do pojazdow, uwzgledniajac ich tadowno$¢, to zbior tras bylby nieco inny:
P >P ~>P >P,P >P >P >PorazP >P >P,.

Przedstawione w tym rozdziale algorytmy metaheurystyczne nie wyczerpuja
wszystkich mozliwych préb budowy efektywnych metod rozwigzywania zagad-
nien ukladania tras jednego i wielu pojazdéw. Nalezy zwroci¢ uwage, ze podej-
mowano takze proby, w ktorych dokonywano konstrukgji algorytméw bedacych
ztozeniem (hybryda) dwdch lub wigkszej liczby metod nalezacych do réznych
klas metaheurystyk. Ponadto nalezy podkresli¢ szczegdlna role, jaka w algoryt-
mach metaheurystycznych odgrywaja klasyczne metody heurystyczne oraz proste
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metody przeszukiwania lokalnego. Klasyczne metody heurystyczne (np. konstruk-
cyjne) stanowig sposob na szybkie i stosunkowo tatwe konstruowanie dobrych
rozwigzan poczatkowych. Z kolei proste algorytmy przeszukiwania lokalnego sa
uzytecznym narzedziem stuzacym do poprawy rozwigzan zardwno wygenerowa-
nych w trakcie dzialania algorytmu metaheurystycznego, jak i utworzonych na
jego koncu.

Podejscia metaheurystyczne omdéwione w tym rozdziale na pewno cechuja
sie bardzo duzg elastycznoscig, ktdra pozwala na wlaczanie dodatkowej wiedzy
o optymalizowanym problemie, ale przede wszystkim na dowolne ksztaltowanie
ostatecznej postaci algorytmu, dopasowanej nawet do rozwigzania konkretnego
zadania. Niestety okupione jest to czesto bardzo duzg liczbg réznego rodzaju pa-
rametrow, ktérych wartosci trzeba ustali¢ na poczatku dzialania algorytmu. Z ko-
lei okreslenie najlepszych kombinacji wartosci tych parametréw zwykle wymaga
wykonania wielu préb testowych noszacych miano strojenia algorytmu. Stanowic
to moze dodatkowy element komplikujacy zastosowanie metod metaheurystycz-
nych. Niezaleznie jednak od tych trudnosci stanowig one najczesciej podejmowa-
ng droge w poszukiwaniu coraz lepszych metod ukfadania tras dla pojazddéw.



Zakonczenie

Optymalizacja proceséw transportowych w obszarach dystrybucji oraz zaopatrze-
nia stanowi bardzo istotny element szeroko rozumianego zarzadzania logistycz-
nego, dotyczacego zaréwno pojedynczego przedsiebiorstwa, jak i calego fancucha
dostaw. Procesy te nie ograniczaja si¢ jedynie do jak najtanszego lub najszybszego
wykonania zadania przewozu produktu z punktu nadania A do punktu odbioru B.
Takze dobrze rozpoznane w literaturze z zakresu badan operacyjnych klasyczne
problemy transportowe, opisujgce zadania przewozu od wielu dostawcow do wie-
lu odbiorcéw, nie stanowig wyczerpujacego zbioru zdiagnozowanych problemow
obslugi transportowej tanncuchow dostaw. Ze wzgledu na réznorodnos¢ proceséw
zaopatrzenia oraz dystrybucji w tancuchach dostaw zagadnienia ukladania tras
jednego oraz wielu pojazdéw (jednego i wielu komiwojazeréw) zyskaly sobie
szczegllna, odrebng pozycje wirdd probleméw transportowych.

Konstruowane przez decydentéw fancuchy dostaw s3 bardzo zréznicowane.
Z punktu widzenia obstugi transportowej do gléwnych cech chrakteryzujacych
dany tancuch dostaw zaliczy¢ nalezy przede wszystkim:

= strukture fancucha, ktéra ma czasami charakter wielopoziomowy;

* rozmiar tacucha dostaw, w tym udzial dostawcéw i odbiorcow;

= cele stawiane w ramach formutowanych probleméw transportowych;

* ograniczenia wynikajace ze specyfiki nie tylko budowy fancucha dostaw, ale
i branzy, w ktorej on funkcjonuje.

Tym samym zagadnienia ukladania tras pojazdow staly si¢ bardzo interesujacym
obszarem badawczym zaréwno dla logistykoéw, jak i specjalistéw z innych dziedzin,
a w szczegdlnosci ekonomistéw, matematykdow, informatykow, a takze praktykow.
Doprowadzito to w efekcie do powstania duzej liczby podobnych, aczkolwiek
z koniecznosci traktowanych odrebnie probleméw ukladania tras pojazdow. Sfor-
multowano w sumie kilkanascie réznych modeli zagadnien ukladania tras jednego
i wielu pojazdéw. Trzeba zatem uznad¢, ze problematyka ukfadania tras pojazdow
w obstudze transportowej tanncuchéw dostaw moze stanowi¢ odrebny, zastugujacy
na szczegdlng uwage dzial logistyki operacyjne;j.
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Blisko siedemdziesigcioletnia historia prac badawczych nad problematyka ukla-
dania tras pojazdow zaowocowala olbrzymig liczba algorytmoéw rozwigzywania
konkretnych zadan przewozowych, ale réwniez propozycji stanowiacych pewne
ogolne podejscie do poszukiwania rozwigzania optymalnego. Wér6éd proponowa-
nych metod uktadania tras jednego i wielu pojazdéw wyr6zni¢ mozna dwie pod-
stawowe grupy: metody dokfadne oraz przyblizone (heurystyczne).

Metody dokladne — w przeciwienstwie do metod przyblizonych - zawsze po-
zwalaly znalez¢ rozwigzanie optymalne. Opieraja sie gtownie na idei metod
podzialu i ograniczen, sprowadzajacej si¢ do swego rodzaju upraszczania roz-
wigzywanego zagadnienia do innej postaci (np. minimalnego drzewa rozpinaja-
cego lub zagadnienia przydziatu). Cho¢ gwarantujg znalezienie optymalnej trasy
pojazdu lub optymalnego zbioru tras pojazdéw, nie s3 wolne od wad. Nalezy do
nich niewatpliwie wysoki stopienn skomplikowania konkretnej metody, co moze
skutecznie utrudnia¢ nie tylko jej zrozumienie przez praktykow, ale takze powo-
dowac¢ wysokie koszty jej implementacji i wdrozenia. Dugg wadg metod doktad-
nych podnoszong w literaturze przedmiotu jest czas poszukiwania rozwigzania
optymalnego, ktéry uznawany jest za relatywnie dlugi w poréwnaniu z metodami
przyblizonymi. Cho¢ nalezy takze zauwazy¢, ze wedlug wielu autoréw algorytmow
doktadnych zastrzezenie to stalo si¢ nieaktualne w dobie technologii komputero-
wej. Jednakze czas dzialania algorytmoéw doktadnych wcigz nie jest na tyle krotki,
aby byl akceptowalny dla decydentdw, szczegdlnie gdy warunki rozwigzywanego
problemu charakteryzuja si¢ duza dynamika zmian.

Druga, znacznie szersza grupg algorytmoéw ukladania tras pojazdow sg algoryt-
my heurystyczne. W przeciwienstwie do metod dokladnych nie gwarantuja one
znalezienia rozwigzania optymalnego i jest to zarazem ich gléwna wada. Jednakze
ich autorzy zwykle ktadli nacisk na dwa podstawowe aspekty. Pierwszy to czas ge-
nerowania rozwigzania koncowego, a przy tym takiego, ktore byloby akceptowalne
dla decydenta. Drugi to prostota algorytmu, ktéra pozwalataby na minimalizacje
kosztu jego implementacji i wdrozenia.

Wieloé¢ propozycji heurystycznych spowodowala wyodrebnienie sie dwoch
podstawowych podejs¢ do rozwiazania problemu ukfadania tras pojazdow, jakimi
s3 metody konstrukcyjne oraz metody wzrostu. W pierwszej strategii rozwiazanie
(trasa jednego pojazdu lub trasy wielu pojazdéw) konstruowane jest stopniowo
przy uwzglednieniu wszystkich ograniczen. W drugim podejsciu konstruowane
jest rozwigzanie poczatkowe (czesto nawet niedopuszczalne), ktdre w trakcie dzia-
tania algorytmu jest poprawiane. Poczatkowo wigkszg popularnos¢ zyskata pierw-
sza z wymienionych grup metod, co wynikalo przede wszystkim z bardzo niskiego
stopnia skomplikowania algorytmu oraz bardzo szybkiego poszukiwania rozwig-
zania koncowego. Niestety efektywnos¢ poszukiwania rozwigzania optymalnego
probleméw ukfadania tras pojazdow byla daleka od oczekiwan. Rozwdj techno-
logii komputerowej, a tym samym zwigkszenie mocy obliczeniowych doprowa-
dzily do przeniesienia punktu ciezkos$ci poszukiwan efektywnych algorytméw na
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metody wzrostu. Nalezy jednak zauwazy¢, ze algorytmy konstrukcyjne nie odeszty
W zapomnienie — wrecz przeciwnie, zostaly bowiem uznane za efektywny sposéb
(przede wszystkim szybki) wyznaczania dobrych rozwigzan poczatkowych.

Szczegblne miejsce wsrdd metod polegajacych na poprawie rozwigzania po-
czatkowego zyskaly sobie metaheurystyki: strategie ewolucyjne, strategie symu-
lowanego wyzarzania czy przeszukiwanie tabu. Stanowig one w pierwszej kolej-
nosci zbior regut stuzacych do konstrukeji konkretnego algorytmu. Wiele takich
algorytmow, co nalezy podkresli¢, bylo w stanie znalez¢ rozwigzanie optymalne
dla rozwigzywanego zadania testowego. Niestety tak wysoka efektywnos¢ algoryt-
mu zwykle okupiona byla nie mniej wysokim stopniem jego skomplikowania, co
oznaczalo wzrost kosztu jego implementacji.

Ponadto wiele z proponowanych algorytmow, w szczegolnosci ewolucyjnych
czy symulowanego wyzarzania, wyréznia si¢ duza liczba dodatkowych parametréow
strojacych. W algorytmach ewolucyjnych sa to np. prawdopodobienstwo krzyzo-
wania lub mutacji, natomiast w algorytmach symulowanego wyzarzania mogg to
by¢ limit prob generowania rozwigzan sgsiednich przy zadanej temperaturze czy
tez parametry wplywajace bezposrednio na schemat spadku temperatury. Ich wla-
$ciwe ustawienia poczatkowe (dostrajanie) nierzadko maja bardzo istotny wpltyw
na jako$¢ uzyskiwanych rozwigzan. To za$ zazwyczaj komplikuje uzytkowanie
takiego algorytmu, w szczegdlnosci jezeli autor nie podaje najlepszych wartosci
takich parametrow lub tez ich wartosci sg uzaleznione od rozwigzywania konkret-
nego zadania.

Innym elementem charakterystycznym - tym razem metod lokalnej optymali-
zacji — jest sposob generowania sgsiedztwa. Sposoby te zazwyczaj s3 niezmienne
w danym algorytmie, lecz bardzo czgsto same w sobie mogg by¢ skomplikowane.
Poza tym zwykle wraz ze wzrostem rozmiaréw zadania rosnie w sposéb wyklad-
niczy potencjalna liczba rozwigzan sasiednich. Stanowi¢ to moze pewne ograni-
czenie w praktycznym wykorzystaniu algorytmu, poniewaz powstaje pytanie, czy
powinno sie przejrze¢ wszystkie rozwigzania sasiednie, czy tez tylko czes$¢ z nich,
a jezeli tak - to jaka (co stanowi kolejny dodatkowy parametr algorytmu).

Pomimo przedstawionych powyzej wad algorytmoéw heurystycznych, opar-
tych na metaheurystykach algorytméw ewolucyjnych, symulowanego wyzarza-
nia, przeszukiwania tabu czy algorytméw mréwkowych, to wlasnie one sg dzisiaj
w centrum zainteresowania badaczy problemu ukladania tras pojazdéw, o czym
$wiadczy rosngca w ostatnich latach liczba publikacji z tego zakresu. Podejmowa-
ne s3 takze proby budowy kolejnych algorytméw heurystycznych czerpiacych to,
co najlepsze, z kazdej strategii, przez co osobng grupe stanowi¢ moga algorytmy
hybrydowe (np. polaczenie algorytméw ewolucyjnych i lokalnej optymalizacji).
Konstruujac nowy algorytm majacy na celu znalezienie optymalnej trasy lub opty-
malnego zbioru tras dla problemu wielu komiwojazerdw, trzeba jednak pamigtac,
ze powinien on by¢ efektywny nie tylko z punktu widzenia mozliwosci znalezienia
rozwigzania optymalnego. Jego efektywnos$¢ mierzona musi by¢ takze stopniem
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skomplikowania samego algorytmu (minimalizacji kosztu implementacji i wdro-
zenia), czasem poszukiwania najlepszego rozwiazania oraz stopniem komplikacji
jego uzytkowania (minimalizacja liczby parametréw, ktérych wartos$¢ nalezy usta-
li¢ na poczatku).

Niniejsza ksigzka nie wyczerpuje w pelni tematyki uktadania tras pojazdow
w fancuchach dostaw. Dotychczas zaproponowano bardzo duzg liczbe zaréwno
modeli probleméw jednego i wielu komiwojazerow, jak i réznych algorytmoéw stu-
zacych ich rozwigzaniu. Wynika to z bardzo bogatej i réznorodnej praktyki gospo-
darczej oraz wysokiej dynamiki zmian, skutkujacych pojawianiem si¢ nowych za-
tozen i ograniczen, ktore decydenci muszg uwzglednia¢ w procesie poszukiwania
najlepszych decyzji. Ponadto che¢¢ poszukiwania coraz lepszych rozwigzan spra-
wia, Ze powstaja coraz to nowe algorytmy, w tym takze takie, ktore czerpia to, co
najlepsze, z juz istniejacych. Jednakze zebrana i uporzadkowana w niniejszej pracy
wiedza z zakresu ukfadania tras pojazdéw moze stanowi¢ przydatny punkt wyj-
$cia do dalszych prac nad bardzo waznym problemem optymalizacyjnym logistyki
operacyjnej, jakim jest zagadnienie ukladania tras pojazdow.
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