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Wprowadzenie

Zagadnienia rozkladu dochodéw i bogactwa oraz zwigzane z nimi po-
jecie nieréwnosci ekonomicznej majg stosunkowo dluga historie. Obie
te kwestie przeplataja si¢ ze soba w rozwazaniach filozoféw i ekonomi-
stow, cho¢ przez dlugi czas zainteresowanie nimi byto raczej niewiel-
kie. Pierwsze wzmianki na ten temat znajdujemy juz w starozytnosci
w pismach Platona i Arystotelesa. Sg one nieliczne, gdyz ponizajacy
charakter pracy w systemie niewolniczym sprzyjat raczej pomijaniu jej
w badaniach naukowych. Cze¢sciej zajmowano si¢ zagadnieniami spra-
wiedliwosci spotecznej z punktu widzenia etyki, cho¢ nalezy zaznaczy¢,
ze pojecie rownosci, sprawiedliwosci i bogactwa byto rozumiane inaczej
niz dzisiaj. Platon w swojej pracy Paristwo odwolywatl sie do idei pan-
stwa hierarchicznego, w ktérym sprawiedliwo$¢ nie miata nic wspol-
nego z rownoscig, a idealem dla stanéw wyzszych bylo wyrzeczenie si¢
bogactwa.

W $redniowieczu zainteresowanie problemami ekonomicznymi,
w tym problemem podziatu dochodu, bylo nadal niewielkie, gdyz praca,
cho¢ przewaznie nie byta juz niewolnicza, nadal nie stanowila przedmio-
tu gry rynkowej. Chlopi przywigzani do ziemi nie otrzymywali wyna-
grodzenia za prace i inne §wiadczenia na rzecz feudatéw. Pewien wzrost
zainteresowania problemami ekonomicznym, a co za tym idzie takze
problemami rozkladu dochodéw i bogactwa, nastapit dopiero w XIII wie-
ku, o czym $wiadcza pisma Tomasza z Akwinu. Mozna w nich znalez¢ po-
glady popierajace idee réwnosci, a takze niechetny stosunek do bogactwa
jako zrédla réznic spotecznych.

W drugiej potowie XV wieku rozwinal si¢ merkantylizm, ktéry do-
prowadzil do zerwania z podstawami moralnymi i naukowymi Arysto-
telesa i Tomasza z Akwinu - rosto bowiem znaczenie spoteczne dazacych
do bogactwa kupcow. Wynikiem krytyki starego sytemu byly m.in. pra-
ce Jeana-Jacques'a Rousseau poswiecone w duzej mierze ideom réwno-
$ci ekonomicznej i sprawiedliwo$ci. Poglady te zostaly zawarte w dziele
O umowie spotecznej.
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W ostatnim trzydziestoleciu XVIII wieku, wraz z nastaniem rewolu-
cji przemystowej, zaczeta ksztaltowac sie klasa robotnicza, a wraz z nig
bardzo istotne staly si¢ czynniki okreslajace place. Na ten okres przypa-
da dziatalno$¢ Adama Smitha, ktérej efektem byta praca Badania nad
naturg i bogactwem narodéw. Dla Smitha ptaca byla kosztem wychowania
robotnika do chwili podjgcia pracy oraz utrzymania go przez okres jej
trwania. Przedstawiona przez Smitha teoria placy, oparta na kosztach
utrzymania robotnika przy zyciu, zostala poézniej przeksztalcona przez
Davida Ricardo w ,,zelazne prawo ptac”, ktére mowilo, ze place sg ceng
placong przez pracodawcéw, umozliwiajaca ogdtowi robotnikéw utrzy-
manie, a jednoczesnie niepowodujaca ani zwigkszenia, ani zmniejszenia
ich liczby. Ricardo twierdzit ponadto, ze ptace powinny by¢ catkowicie
pozostawione wolnej konkurencji, a panstwo nie powinno ich kontrolo-
waé. W XIX wieku wraz z rozwojem ekonomii klasycznej nastapil wigc
okres, w ktérym place ksztaltowane byly na zasadzie minimum egzy-
stencji, a czgsto, w wyniku naptywu robotnikéw do miast, nawet ponizej
tego minimum.

Przelom XIX i XX wieku, kiedy coraz cz¢sciej zaczely sie pojawiac
recesje, spowodowal presje na interwencje panstwa w gospodarke, w tym
takze w zasady podzialu wytworzonego bogactwa. Chodzilo miedzy
innymi o zmniejszenie nieréwnosci dochodowych, czego domagali sie
ekonomisci i filozofowie o orientacji socjalistycznej. Wlasnie w takich
warunkach powstata przetomowa dla teorii rozktadéw dochoddéw praca
Vilfredo Pareto Kurs ekonomii politycznej (1897), a jej gtéwnym celem
byla obrona klasycznego systemu ekonomicznego. Pozycja ta zawierata
pierwszg sformalizowang teorie rozktadu dochodéw i nieréwnosci do-
chodowych. Wczesniej zainteresowanie badaczy rozkladami dochodéw
i bogactwa oraz wynikajacymi z nich nieréwnosciami nie byto poparte
merytoryczng specyfikacja modeli, szacunkami parametréw oraz ana-
lizg spoteczno-ekonomiczng. Pareto, obserwujac rozktady dochodow
w réznych krajach (opierajac sie na statystykach podatkowych) zauwa-
zylt prawidtowo$¢, ze 20% najbogatszych osob skupiato az 80% bogactwa,
jednak uznal, ze nieréwnosci te sg zjawiskiem calkowicie naturalnym
i zapewniajg stabilno$¢ gospodarki oraz makroekonomiczne korzysci.
Podziat ten, cho¢ bardzo nieréwnomierny, odzwierciedlal jego zdaniem
naturalny rozklad zdolnosci i talentéw w systemie spotecznym. Na skutek
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dzialania praw rynkowych system taki osiggat stan zwany optimum Pa-
reto (lub optimum w sensie Pareto), w ktérym niemozliwa byta poprawa
dobrobytu zadnej jednostki bez pogorszenia sytuacji innych. Na podsta-
wie obserwacji empirycznych Pareto sformutowat pierwszy rozktad teo-
retyczny, ktéry do dzi§ uwazany jest za idealny model rozktadu dochodéw
dla najbogatszej czgsci populacji. Mimo powstawania nowych nurtéw od-
powiadajacych na nowe wyzwania zwigzane z funkcjonowaniem systemu
kapitalistycznego jeszcze w latach trzydziestych XX wieku ekonomisci
sadzili, ze mozna postugiwac si¢ tzw. optymalnoscia Pareto do oceny gos-
podarki bez wypowiadania sgdow wartosciujacych. Probowano formu-
fowa¢ warunki, w ktérych réwnowaga ogoélna osiggnie optimum Pareto,
co mialo mie¢ znaczenie dla dobrobytu spotecznego i efektywnej alokacji
zasobow.

Mozna stwierdzi¢, ze praca Pareto (1897) poruszajaca w sposob sfor-
malizowany problemy podzialu dochodu, cho¢ niepozbawiona pogladow
kontrowersyjnych, zapoczatkowata szerokie badania nad ksztaltowaniem
sie rozktadéw dochodéw i ich nieréwnomiernoscig, ktére prowadzone
byly przez wielu statystykéw i ekonomistow. W badaniach tych mozna
wyodrebnié trzy podstawowe nurty:

1) poszukiwania modelu teoretycznego opisujacego rozktady empiryczne;

2) tworzenie teorii wyjasniajacych proces ksztaltowania si¢ rozktadéw do-
chodéw iich nierdwnomiernosci;

3) doskonalenie metod badania nierwnomiernosci rozktadow.

Do pierwszych prac dotyczacych teoretycznych rozkltadéw ptac i do-
chodéw, obok wspomnianej juz pracy Pareto, mozna zaliczy¢ dokonania
Marcha (1898) i Edgewortha (1898). March zaproponowat wykorzysta-
nie rozkltadu gamma, za§ Edgeworth zastosowat rozklad normalny jako
funkcje generujacy rozklady dochodéw, co pézniej zostalo wykorzystane
miedzy innymi przez D’Addario (1949) do stworzenia pierwszego syste-
mu funkcji gestosci opisujacych rozktady plac i dochodéw. Na poczatku
XX wieku Benini (1906) przedstawil interesujaca propozycje modyfikacji
krzywej Pareto, natomiast Vinci (1921), opierajac si¢ na pewnych przestan-
kach probabilistycznych, dowodzil, ze krzywa Pearsona V typu powinna
dobrze aproksymowa¢ empiryczne rozkltady dochodéw. W tym samym
czasie powstala praca Amoroso (1925), w ktorej przedstawiona zostala
propozycja uogdlnienia rozkltadu gamma. Jednoczesnie przeprowadzano
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coraz szersze badania empiryczne ptac i dochodéw — nalezy tu wymienic¢
m.in. prace Macaulaya (1922) dotyczaca badania rozkladéw w USA oraz
analizy Gibrata (1931), ktory badajac rozklady dochodéw we Francji, za-
stosowal po raz pierwszy rozklad logarytmiczno-normalny.

W Polsce pierwsze prace na temat rozktadéw ptac i dochoddw po-
chodzg z okresu miedzywojennego i bazuja na informacjach czerpanych
ze statystyk ubezpieczen spolecznych (por. np. Wisniewski, 1934; Piltz,
1929). Na szczego6lng uwage zastuguja badania Wisniewskiego (1934),
ktory jako pierwszy wykazal przydatnos¢ rozkladu logarytmiczno-nor-
malnego do badan ptac pracownikéw biurowych. Po II wojnie $wiatowej
do rozwoju badan nad rozktadami ptac i dochodéw przyczynit sie Vielro-
se (1960), ktéry w swojej pracy przedstawil metody analizy rozkladéw do-
chodéw w oparciu o rozklady teoretyczne. Autor ten wykazal miedzy in-
nymi przydatnos¢ rozkladu logarytmiczno-normalnego do aproksymacji
plac pracownikéw w gospodarce uspotecznionej, a takze udowodnil, ze
rozklad plac w Polsce nie jest zgodny z rozktadem Pareto. Rozwazania
nad przydatnoscia rozkladu Pareto i logarytmiczno-normalnego prowa-
dzone byty w tym czasie takze przez Langego (1967), Kordosa (1968) oraz
Kordosa i Stroinska (1971). W kolejnych latach badano rowniez mozli-
wos¢ zastosowania innych rozkladéw teoretycznych. W szczegdlnosci
Kordos (1973) oraz Kordos i Stroinska (1971) rozwazali zgodno$¢ rozkta-
dow plac w Polsce w podziale na pracownikéw fizycznych i umystowych
oraz w podziale wedlug plci z krzywymi Pearsona typu I, 111, IV i VI oraz
z rozktadem normalnym. Dalsze badania rozktadow ptac w przekroju
dynamicznym prowadzone byly przez Wasika (1967), ktéry poréwnywat
zgodno$¢ rozkltadéw empirycznych z dwu- i tréjparametrowym rozkla-
dem logarytmiczno-normalnym. Domanski (1973) analizowal rozklady
plac w przekroju terytorialnym oraz rozkiady dochodéw gospodarstw
domowych emerytéw (por. takze: Domanski, Michalkiewicz, 1974).

W ramach drugiego nurtu powstato wiele teorii wyjasniajacych pro-
ces ksztaltowania sie rozktadu dochodéw, ktory wedtug badan empirycz-
nych byl na ogét jednomodalny, dodatnio asymetryczny i charakteryzo-
wal sie tzw. grubym ogonem.

W latach trzydziestych XX wieku Champernowne (1937) zapropo-
nowal pierwszy model stochastyczny dotyczacy rozktadu dochodoéw,
zdazajacy do rozkladu Pareto. Opieral si¢ on na szeregu upraszczajacych
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zalozen dotyczacych na przyktlad statosci liczby 0s6b otrzymujacych do-
chdd oraz stalosci w czasie macierzy prawdopodobienstw przejscia do na-
stepnej grupy dochodowej. Kolejnym waznym krokiem do wyjasnienia
mechanizmu ksztaltowania si¢ rozkladu dochodéw byla cytowana juz
praca Gibrata (1931), ktéry wykorzystal prawo proporcjonalnego efektu
do zbudowania procesu stochastycznego, ktérego wynikiem byl rozktad
logarytmiczno-normalny. Prawo proporcjonalnego efektu w odniesieniu
do dochodéw zaktadato, ze zmiany dochodu w jakimkolwiek czasie s
proporcjonalne do jego warto$ci w poprzednim okresie. Model Gibra-
ta byl nastepnie modyfikowany miedzy innymi przez Kaleckiego (1945)
oraz Aitchisona i Browna (1957).

Inng znang teorig stochastyczng prowadzaca do rozkladu Pareto
byla teoria Lydalla (1968). Zasadniczym jej elementem jest zalozenie,
ze pracownicy w przedsiebiorstwie tworza pewnego rodzaju piramide,
na szczycie ktdrej stoi dyrektor, zas na samym dole znajduja si¢ robot-
nicy. Lydall zaktadal, Ze pracownicy na jakimkolwiek stopniu piramidy
z wyjatkiem ostatniego kontrolujg stalg liczbe 0sob, zas suma catkowite-
go zarobku na dowolnym stopniu jest proporcjonalna do sumy ptac na
nizszym szczeblu, przy czym wspoéltczynnik proporcjonalnosci jest staty.

Obok teorii stochastycznych powstawaly tez teorie socjologiczne
i ekonomiczne prébujace wyjasni¢ problem nieréwnomiernosci rozkladu
dochodéw oraz ich sko$nosci. Najwczesniejsza z nich byla teoria Taussiga
(1915). Wedlug niego o nieréwnomiernosci rozkltadu dochodéw decyduje
zréznicowanie wrodzonych zdolnosci oraz wplyw otoczenia i dziedzi-
czenia. Podobne poglady reprezentowat Pigou (1920). Sadzil, Ze skosnos¢
rozktadéw dochodéw jest wynikiem wptywu cech osobistych jednostek
(zdolnosci) oraz ich zamoznosci. Rozklad zalezny jedynie od cech oso-
bistych, a wigc dziatajacych addytywnie, bytby rozkladem normalnym.
Garvey (1952) wymienil szereg czynnikow, ktére moga okreslac rozklad
dochodoéw. Nalezg do nich, obok czynnikéw spoleczno-ekonomicznych,
takze czynniki demograficzne, takie jak: pte¢, wiek, fluktuacje zatrud-
nienia, czynniki geograficzne, a takze jednostka czasu, do ktérej odnosi sie
badany rozklad. Interesujacym wyjasnieniem nieréwnomiernosci roz-
ktadu dochodéw byla teoria Tinbergena (1956). Zgodnie z nig rozkiad
dochoddw jest wynikiem podazy i popytu na okreslone cechy jakosciowe
pracownikow, zas jego nieréwnomierno$¢ powoduja ,,napigcia” miedzy
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tym, co dostepne na rynku pracy, a tym co pozadane (pracownicy o okre-
$lonych kwalifikacjach). Inng koncepcja Tinbergena (1972) wyjasniajaca
zréznicowanie i asymetrie rozktadu dochodéw byta teoria o naktadaniu
si¢ dwoch rozkltadéw normalnych o réznych wartosciach oczekiwa-
nych i réznym stopniu zréznicowania. Jednym z tych rozkladéw miat
by¢ rozklad zdolnosci, drugim za$ rozktad sktonnosci do pracy. Podob-
ne podejscie reprezentowal Friedman (1953), jednak méwit on o dwéch
rozkltadach, reprezentujacych zbiorowosci o réznym stopniu sktonnosci
do ryzyka. Uwazal, ze w kazdym spoleczenstwie istnieje nieliczna grupa
o duzej sktonnosci do ryzyka oraz duza grupa wykazujaca niska skton-
nos¢ do ryzyka. W wyniku nakladania si¢ rozktadéw dochodéw obu tych
grup powstaje rozktad charakteryzujacy si¢ dodatnig asymetria.

W ramach trzeciego nurtu, zajmujacego si¢ badaniem nieréwnomier-
nosci rozkltadoéw, do najwczesniejszych dokonan nalezg: praca Lorenza
(1905), w ktorej zaproponowana zostala krzywa koncentracji zwana
pdzniej krzywa Lorenza, oraz dzieta wloskiego ekonomisty i matematy-
ka Giniego (1909; 1912), ktéry koncentrowal si¢ gtéwnie na problemach
nieréwnomiernoéci i interakcji pomiedzy rozkltadami dochodéw. Nalezy
tu takze wymienic¢ pionierska prace Daltona (1920), zapoczatkowujaca
rozwazania nad nieréwnomierno$ciag dochodéw w powiazaniu z zagad-
nieniem spotecznego dobrobytu.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, Ze poczawszy od czaséw Pareto,
problem znalezienia modelu rozktadu dochoddw, a takze wyjasnienia
i badania ich nieréwnomiernosci stal si¢ obecny w rozwazaniach staty-
stykow, ekonomistow i socjologéw. W pogladach na nieréwnomiernos¢
zaobserwowa¢ mozemy dwa przeciwstawne stanowiska: pierwsze, zwigza-
ne z ekonomig klasyczna i ortodoksyjnym liberalizmem oraz drugie, wy-
stepujace w réznych nurtach krytycznych do ekonomii klasycznej - od
socjalizmu utopijnego do keynesizmu. Zgodnie z ekonomig liberalna da-
zenie do sprawiedliwosci spolecznej jest sprzeczne z wymogami wydajno-
$ci ekonomicznej, bowiem podzial bedacy wynikiem niezakléconej gry
rynkowej stwarza wigksze mozliwosci oszczgdzania. W wyniku modyfi-
kacji systemu rynkowego moze doj$¢ do zaktocenia rynkowego procesu
alokacji zasoboéw zapewniajacego maksymalizacje wydajnosci (por. np.
Hayek, 1981). W pogladach liberalnych dominuje wigc teza, ze wydajnos¢
i sprawiedliwo$¢ s3 nie do pogodzenia lub tez przyjmowana jest specyficz-
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na koncepcja sprawiedliwosci, polegajaca na respektowaniu zywiolowego
podziatu rynkowego. (Znalazlo to odbicie w wielu pogladach na temat
zrodfa nieréwnomiernosci dochodéw). Keynes i jego kontynuatorzy beda-
cy przedstawicielami drugiego nurtu dowodzili, ze zmniejszenie niepew-
nosci ekonomicznej i wzrost gospodarczy nie sg sprzeczne, lecz cisle ze
soba powigzane. Tezg t¢ potwierdzil pomyslny rozwoéj gospodarek zachod-
nich w latach pigc¢dziesiatych i szes¢dziesigtych XX wieku. Zatamanie si¢
korzystnego trendu ,,epoki Keynesa” zwigzane z wystapieniem wysokiej
stopy inflacji polaczonej ze spadkiem produkcji i wysokim bezrobociem,
a takze skutki ostatniego kryzysu finansowego z 2008 roku, podwazaja
jednak bezwarunkowa stusznos¢ takich pogladéw. W réznych spoteczen-
stwach, w réznych sytuacjach historycznych, przy réznym poziomie sit
wytworczych wzrost gospodarczy moze wymagac roznych rozwigzan
w tej dziedzinie. Wcigz aktualny wydaje sie wkiad noblisty Amartya Sena,
przedstawiciela nurtu ekonomii dobrobytu, twoércy tzw. teorii wyboru
spofecznego (Sen, 1973), ktory rozwaza, w jaki sposéb jednostkowe pre-
ferencje moga prowadzi¢ do decyzji optymalnych i sprawiedliwych dla
ogodtu. Problem wptywu decyzji indywidualnych i spotecznych na rozklad
dochodu i jego nieréwnomiernos$¢ podejmuje takze dedykowana Camilo
Dagumowi praca Chotikapanicha (2008), gdzie znajdujemy uzasadnienie
podejscia parametrycznego w badaniu rozkladow dochodéw oraz doktad-
ny przeglad metodologii modelowania podziatu dochodu.

Mimo réznych pogladéw na zwiazki miedzy nieréwnoscig a wzro-
stem gospodarczym, ktore podlegaly takze weryfikacji empirycznej
(por. Kumor, Sztaudynger, 2007; Jedrzejczak, 2015), globalizacja stosun-
kow ekonomicznych oraz presja krajow rozwijajacych si¢ prowadzi do
wzrostu znaczenia problemow podzialu dochodu i réwnosci spotecznej
w badaniach ekonomicznych. Wiaze si¢ to z kolei z potrzebg badania
rozkladéw dochodéw w réznych przekrojach, strukturalnych i koniunk-
turalnych sfer ubdstwa, a takze dobrobytu spolecznego. Problemy po-
dziatu dochodu i narastajacych nieréwnosci we wspotczesnym $wiecie,
uzupelnione poglebiong analiza tego zjawiska w ujeciu dynamicznym,
rozwazane byly ostatnio w bestsellerowej pracy Piketty (2014). Nalezy
podkresli¢ znaczenie takich badan dla ekonomii rozwoju oraz dla de-
cydentow, ktorzy projektuja i oceniajg polityke ograniczania ubdstwa
i redystrybucji dochodow.
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Jednym z gléwnych kierunkéw badan w dziedzinie badania rozkla-
déw dochodéw powinno by¢ poszukiwanie modelu teoretycznego opisu-
jacego empiryczne rozktady ptac i dochodow.

Analiza rozkladéw dochodéw za pomoca rozkladéw teoretycznych
jest uzasadniona z kilku powoddéw:

1) zastosowanie modelu teoretycznego upraszcza analize, poniewaz roz-
ne charakterystyki rozkladu, w tym skomplikowane punktowe i syn-
tetyczne miary nieréwnomiernosci, mozna oszacowac przy uzyciu
niewielkiej liczby tych samych parametréw. Podejscie takie utatwia
takze badanie wlasnosci tych charakterystyk wyrazonych jako funkcje
okreslonych parametréw rozkladu teoretycznego;

2) model teoretyczny dobrze dopasowany do danych mozna wykorzystac
do prognozowania rozktadu pfac i dochodéw w réznych przekrojach,
zarOwno w czasie, jak 1w przestrzeni, co moze znalez¢ zastosowanie
na przyklad w statystyce malych obszaréw w ramach tzw. podejscia
modelowego;

3) aproksymacja empirycznych rozktadow plac i dochodéw za pomoca
odpowiednich rozkladéw teoretycznych moze stuzy¢ jako metoda wy-
réwnywania nieprawidtowosci wynikajacych z metody gromadzenia
danych.

Dotychczasowe badania zaowocowaly duzg liczbg rozktadéw teo-
retycznych, ktore z mniejszym lub wigkszym powodzeniem moga by¢
wykorzystywane do analizy ptac, dochodéw czy zamoznosci; wigkszo$é
znich nie spetnia jednak wymagan stawianych rozkltadom teoretycznym,
ktére umozliwiajg ich wykorzystanie do poglebionych analiz empirycz-
nych w réznych przekrojach.

Celem niniejszej pracy jest prezentacja wlasnosci najwazniejszych
rozkladéw teoretycznych oraz ich systemow, ktore moga by¢ zastosowa-
ne do analizy rozktadéw ptac, dochodéw oraz ich nieréwnomiernosci.
Rozklady wybrane na podstawie rozwazan teoretycznych i badan symu-
lacyjnych zostaly zastosowane do analizy dochodéw w Polsce. Estymacja
parametrow rozkladéw byta przeprowadzona w oparciu o dane indywi-
dualne pochodzace z badania budzetéw gospodarstw domowych GUS.

Publikacja sktada si¢ z czterech rozdzialow. W rozdziale 1 zostaly
omoéwione teoretyczne rozklady plac i dochodéw, m.in. rozklad Pareto,
Daguma, logarytmiczno-normalny, gamma oraz Singha-Maddali. Przed-
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stawiono ich charakterystyki funkcyjne i liczbowe, z uwzglednieniem
miar nierdwnomiernosci rozkladéw. Badanie struktury i wlasnosci
rozkladéw utatwia ich pogrupowanie w systemy lub rodziny, dlatego
w rozdziale 2 zaprezentowano podstawowe systemy rozkladéw: Daguma,
Pearsona, D’Addario, Burra, Johnsona oraz uogoélniono rozklad beta dru-
giego rodzaju. W rozdziale 3 przedstawiono wybrane metody szacowania
parametrow rozkladow, ktére moga znalez¢ zastosowanie przy aprok-
symacji rozkladéw empirycznych réznymi typami rozktadéw teoretycz-
nych do estymacji ich parametrow. Ostatni rozdzial ma charakter apli-
kacyjny, ukazano w nim rezultaty badan rozkladéw dochodéw w Polsce
w ujeciu regionalnym. Badano zaréwno rozktady dochodéw wszystkich
gospodarstw domowych, jak i rozktady dochodéw gospodarstw domo-
wych o wysokich dochodach.






ROZDZIAE 1

Teoretyczne rozktady ptac
i dochodow

1.1. Uwagi wstepne

Aitchison i Brown (1957) podali cztery podstawowe cechy jako wskazow-
ke do identyfikacji najbardziej reprezentatywnego modelu nieznanego
procesu stochastycznego, ktory generuje rozktad dochodu. Nastepnie ten
sam problem rozwazali Metcalf (1969) i Dagum (1977). Dagum i Lem-
mi (1989), opierajac si¢ na wczesniejszych pracach, przedstawili szereg
wlasnosci rozkladu teoretycznego, ktéry mozna uzna¢ za dobry model
rozkladu dochodéw. Sg one nastepujace:
a) podstawy teoretyczno-empiryczne;
b) zbieznos¢ z prawem Pareto;
¢) istnienie tylko niewielkiej liczby skoniczonych momentéw rozkladu,
d) mozliwo$¢ interpretacji ekonomicznej parametréw rozkladu;
e) dobre dopasowanie do rozkladéw empirycznych;
f) przydatnos¢ do analizy zaréwno rozkltadéw jednomodalnych, jak i ze-
romodalnych;

g) wysokazgodnosé¢ z rozkladami o dochodach ujemnych i zerowych;
h) prosteiefektywne metody szacowania parametrow;
i) mozliwos¢ wyznaczenia krzywej Lorenza;
j)  mozliwos¢ wyprowadzenia wspotczynnika Giniego;
k) niezmienno$¢ modelu w przypadku zmian skali pomiaru dochodéw;
) zasada oszczednosci.

Punkty e, f, g dobrego modelu rozktadu dochodéw dotycza mozliwo-
$ci dostosowania modelu do sytuacji, jakie mogg zaistnie¢ w rzeczywistosci.
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Dobry rozklad teoretyczny powinien dostosowywac si¢ do zmian w ksztal-
cie rozktadéw empirycznych poprzez zmiany wielkosci parametréw, wtedy
bedzie dobrze opisywal rozktady w réznych przekrojach i okresach. Innym
problemem jest mozliwos¢ odzwierciedlenia dochodéw zerowych i ujem-
nych. Wigkszos¢ znanych rozktadow teoretycznych moze by¢ stosowana
jedynie dla dochodéw dodatnich — wprowadzenie dochodéw ujemnych
i zerowych wymaga dodatkowych zabiegéw (por. np. Aitchison i Brown,
1957). Do wyjatkéw nalezy rozklad Daguma typu II. Nie mniej istotnym
zagadnieniem jest dopasowywanie rozkladu teoretycznego do sytuacji,
w ktorych minimalny dochdd jest wigkszy od zera. Powinno by¢ to mozli-
we przez zmiany w parametrach rozkladu bez koniecznosci ,,ucinania go”
(przykladem moze by¢ rozktad Daguma typu III lub tréjparametrowy roz-
klad logarytmiczno-normalny).

Za jedna z cech teoretycznych rozkladu prawdopodobienstwa, kto-
ra moze by¢ przydatna w analizie plac i dochodéw, Dagum i Lemmi
(1989) uznali mozliwos¢ przejécia w rozktad zeromodalny. W praktyce
zdarzaja sie sytuacje, kiedy rozklady dochodéw nie osiagaja w zadnym
punkcie maksimum. Moze to mie¢ miejsce, gdy rozwazamy rozklady
dochodéw krajow rozwijajacych si¢ o duzej liczbie ludnosci, majacych
znaczny udzial zatrudnionych w rolnictwie lub w przypadku kra-
jow z niewielkim odsetkiem oséb bardzo bogatych i duzym odsetkiem
bardzo biednych. Warto réwniez doda¢, ze rozklady zamoznosci sg za-
wsze zeromodalne.

Zasada ,,0szczednos$ci” polega na takim dobraniu modelu teoretycz-
nego, aby opisywat on empiryczne rozklady dochodéw w sposob mozli-
wie najprostszy, w szczegolnosci z niewielka liczbg nieznanych parame-
tréw rozkltadu, ktére beda musiaty by¢ oszacowane. Ogélnie wiadomo,
ze modele najprostsze - dwuparametrowe — wykazuja czesto do$¢ niski
stopien zgodnosci z rzeczywistymi rozktadami ptac i dochodow. Wy-
jatkiem jest krzywa Pareto, ktorej stopien dopasowania do danych em-
pirycznych jest bardzo wysoki, oczywiscie jesli wezmiemy pod uwage
grupy o wysokich dochodach. Ogélnie mozna jednak stwierdzi¢, ze do
odzwierciedlenia zjawisk ekonomicznych o takiej ztozonosci, jaka maja
rozklady dochodéw, nalezy wykorzysta¢ krzywe o liczbie parametrow
wiekszej od dwdch. Rozklady tréjparametrowe (Daguma, Singha-Mad-
dali), wykazujace bardzo wysoki stopien zgodnosci z rozktadami empi-
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rycznymi, potwierdzaja teze, ze liczba parametréw réwna trzy na ogo6t
wystarcza do opisania rzeczywistych rozkladéw ptac i dochodéw.

Mozliwos¢ interpretacji ekonomicznej parametréw proponowa-
nych rozkladéw teoretycznych jest bardzo istotna ze wzgledu na to, ze
wszystkie charakterystyki rozkladéw dochodéw, takie jak srednia, od-
chylenie standardowe czy wspolczynniki koncentracji, sa funkcjami
tych parametrow. Wérod parametréw danego rozkladu teoretycznego
powinno si¢ da¢ wyrézni¢ parametry ksztaltu (nieréwnomiernosci)
i parametry skali lub tez parametry potozenia. Parametry nieréwno-
miernosci okreslajg ksztatt rozktadu, a wiec maja wptyw na wielkos¢
wspolczynnikéw zréznicowania, koncentracji i asymetrii, natomiast
parametry skali zalezg od jednostek pieni¢znych, w ktoérych wyra-
zone s3 dochody i maja wplyw gltéwnie na miary srednie badanych
rozktadow.

Przyjmujac za kryterium idee, jakie lezaly u podstaw konstrukcji lub
wyboru konkretnej funkeji opisujacej rozktad dochodéw, mozna podzie-
li¢ je na cztery grupy:
rozklady ,ad-hoc™;

rozklady utworzone przez analogie;

rozklady oparte na przestankach ekonomicznych;
— rozklady oparte na procesach stochastycznych.

Podstawa wyboru rozkladéw ,,ad-hoc” jest to, ze charakteryzuja sie
dodatnig asymetrig. Do tej grupy zalicza si¢: rozktad gamma propono-
wany przez wielu autoréw, m.in. Marcha (1898), Amoroso (1925), Salema
i Mounta (1974), rozklad beta zaproponowany przez Thurowa (1970) i Mc
Donalda (1984), logarytmiczng transformacje rozkladu t-Studenta, po-
danag przez Kloeka i van Dijka (1977), rozklad Zengi (Zenga, 2010; Zen-
gaiin., 2010a; 2010b), rozktady Champernowne’a (1952) i Fiska (1961),
krzywe Pareto IiIII typu (Pareto, 1897), krzywa Pearsona typu V (Vinci,
1921) i typu VI (Mc Donald, 1984). Nie wszystkie z wymienionych roz-
ktadéw znalazly powszechne zastosowanie. W szczegolnosci rozktad beta
byt rzadko wykorzystywany gléwnie z powodu trudnych do interpretacji
parametrow, natomiast krzywe Pearsona ze wzgledu na zbyt duzg licz-
be parametréw i trudnosci przy ich szacowaniu (krzywa zaproponowana
przez Mc Donalda ma az 4 parametry niezalezne).
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Teoretyczny rozklad dochodéw moze by¢ takze wynikiem formal-
nej adaptacji lub dostosowania zmiennych modelu, ktéry byt pier-
wotnie wykorzystywany w innej dziedzinie. Do takich rozktadow
mozemy zaliczy¢ model Davisa (1941) - oparty na analogii do pra-
wa Plancka, dotyczacego rozkladu energii widmowej ciala bedacego
w stalej temperaturze (prawo to stalo si¢ poczatkiem teorii kwantow).
Davis pordwnat ciato o stalej temperaturze do gospodarki w danym
momencie czasu, natomiast energie emitowana przez to cialo interpre-
towal jako strumien dochodéw. Funkcja Davisa nie znalazla szerszego
zastosowania gléwnie ze wzgledu na skomplikowang formutle i trudne
do interpretacji parametry. Singh i Maddala (1976) dokonali adap-
tacji teorii stopy ryzyka opartej na dlugosci zycia. Zamiast prawdo-
podobienstwa przezycia co najmniej do danego wieku wprowadzili
prawdopodobienstwo osiggnigcia dochodu co najmniej ,,y”. W efekcie
otrzymali dystrybuante rozktadu dochodéw zalezng od trzech para-
metréw i dajaca bardzo wysoki stopien zgodnosci z rozkladami em-
pirycznymi.

Bardzo wazng grupe rozkladow teoretycznych opisujacych ptace
i dochody skonstruowano, opierajac si¢ na przestankach ekonomicz-
nych wynikajacych z badan empirycznych. Pierwszym takim rozkta-
dem byla krzywa Pareto typu I zaproponowana w 1895 roku. Obser-
wujac rozktady dochodéw réznych krajéw europejskich, Pareto (1895;
1897) zauwazyl pewne prawidlowos$ci w zachowaniu si¢ elastycznosci
dochodowej dopelnienia do dystrybuanty dla grup o wysokich docho-
dach. Dla Daguma (1977) analiza empirycznych rozktadéw dochodéw
réwniez stala si¢ podstawa do wyprowadzenia modelu teoretycznego.
Zaobserwowal, ze elastycznos¢ dochodowa dystrybuanty jest malejaca,
przewaznie wypukla i, w odréznieniu od modelu Pareto, ograniczona
funkcja dystrybuanty dla wszystkich pozioméw dochodu. Dystrybuan-
ta rozktadu Daguma zostala znaleziona jako wynik rozwigzania réwna-
nia rézniczkowego spelniajacego wyzej wymienione kryteria (elastycz-
no$¢ malejaca, wypukta i ograniczona). Teoretyczny model rozkltadow
plac dochodéw otrzymany przez Daguma wykazuje bardzo wysoki sto-
pien zgodnosci z rozktadami empirycznymi, natomiast krzywa, ktéra
zaproponowal Pareto, jest do dnia dzisiejszego uwazana za idealng dla
wysokich grup dochodowych.
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Kolejng grupe rozktadow teoretycznych stosowanych w analizie ptac
i dochodow stanowig rozklady bedace wynikiem pewnych proceséw
stochastycznych. Do najwazniejszych nalezy rozktad logarytmiczno-
-normalny zaproponowany przez Gibrata (1931), ktéry zostat oparty na
prawie proporcjonalnego efektu. Gibrat zakladal, Ze relacja pomigdzy
logarytmem dochodu a zmienng dochodows o rozktadzie normalnym
jest liniowa. Innego zdania byl Rutherford (1955), ktory zauwazyl, ze
rozktady dochodéw z réznych krajow nie sg zgodne ani z rozktadem
logarytmiczno-normalnym, ani z krzywa Pareto. Podjat wigc pro-
be zbudowania innego modelu oraz procesu stochastycznego, ktory
by do niego zdazal. Wysunat przypuszczenie, ze zalezno$¢ okreslona
przez Pareto jako liniowa jest w rzeczywistosci wielomianem trzeciego
stopnia. Efektem jego prac byl czteroparametrowy rozktad teoretycz-
ny, ktory, jak wynika z dowodéw samego autora (Rutherford, 1955),
dazy do rozktadu Gram-Chaliera typu A (por. Cramer, 1958). Z kolei
Champernowne (1937; 1953) zbudowal model stochastyczny oparty na
tancuchach Markowa, ktdrego efektem jest rozktad dochodéw zgodny
zkrzywa Pareto. Model ten byl p6zniej modyfikowany przez Aitchisona
i Browna (1957), ktérzy dowiedli jego zbiezno$¢ z rozkladem logaryt-
miczno-normalnym. Nalezy zaznaczy¢, ze rowniez rozklad zapropo-
nowany przez Daguma (1977), mimo ze zostal utworzony na podstawie
analizy rozkladéw empirycznych, moze by¢ przedstawiony jako wynik
procesu stochastycznego. Fattorini i Lemmi (1979) otrzymali dystrybu-
ante rozkladu Daguma, korzystajac z réwnania Kolmogorowa (znanego
w fizyce jako réwnanie Fokkera-Plancka) oraz czynigc szereg zalozen
dotyczacych statosci $redniej i wariancji logarytméow zmian dochodo-
wych (por. Fisz, 1967).

W rozdziale tym przedstawione zostaly wlasnosci rozktadéw wyko-
rzystywanych w analizach plac i dochodéw, w szczegolnosci charaktery-
styki funkcyjne i wybrane charakterystyki liczbowe, z uwzglednieniem
wspolczynnikéw okreslajacych stopien nierdwnomiernosci rozkladow.
Omoéwione rozklady reprezentuja wszystkie cztery wyszczegolnione, ze
wzgledu na idee konstrukcji, grupy rozktadow.
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1.2. Rozktad Pareto i jego modyfikacje

Rozktad Pareto nalezy do rozktadéw, ktére zaproponowano w wyniku
obserwacji empirycznych. Pareto obserwowat rozktady dochodéw lud-
nosci uzyskane ze statystyk podatkowych réznych krajéw europejskich.
Stwierdzil, ze miedzy wysokos$ciag dochodéw (y) a frakcja oséb posiada-
jacych dochody nie mniejsze od okreslonej wysokosci 0 istnieje pewna
prawidlowos¢, ktora zostala ujeta jako krzywa Pareto pierwszego typu
(Pareto, 1895; 1897). Jej klasyczna postac jest nastepujaca:

P(y)=A(y-0)-4, (1.1)

gdzie:

P(y) - dopetnienie do dystrybuanty,

0 - minimalny dochdéd,

A, a - parametry rozkladu (a - stala Pareto).

Funkcja wyrazona wzorem (1.1) przedstawiona w skali podwojnie lo-
garytmicznej przyjmuje postac linii prostej, ktorej wspdtczynnik kierun-
kowy wynosi a:

InP(y) =ln A - aln (y - 0). (1.2)

Jezeli przyjmiemy, ze a > 0 i dochody powyzej wielkosci 0 przedsta-
wimy jako jej wielokrotnosci, to dystrybuante rozktadu Pareto Pa(6, a)
mozemy wyrazi¢ w nastepujacej postaci:

)/ —a
1-| = dl >0,
F(y)= [OJ v (1.3)
0 dla y<@.

Funkcja gestosci rozktadu Pareto okreslona jest wzorem:

9 da y0,
fly)=1y**! (1.4)

0 dla y<@.
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Pareto (1897) na podstawie szeroko prowadzonych badan empirycznych
zauwazyl, ze parametr a rozkladu Pareto przyjmuje wartosci w granicach od
1,24 do 1,89. Wiadomo, ze dla a < 2 rozklad Pareto nie ma skonczonej wa-
riancji. Opierajac sie na podobnych obserwacjach empirycznych oraz naroz-
wazaniach teoretycznych, Mandelbrot (1963) stwierdzil, ze rozklady zmien-
nych wyrazonych w jednostkach pienigznych powinny mie¢ nieskonczone
wariancje. Jednak badania empiryczne prowadzone przez innych autorow
(Dagum, 1977; Fattorini, Lemmi, 1979) nie potwierdzity tej prawidlowosci.
Rozktady plac i dochodéw maja najczesciej skonczone wariancje i momenty
trzeciego rzedu, natomiast w przypadku rozkladéw zamoznosci wariancje
rzeczywiscie daza do nieskonczonosci. Ogoélnie mozna stwierdzi¢, ze roz-
klady plac, dochodéw i zamoznosci charakteryzuja si¢ niewielka liczba
skonczonych momentdéw, ale nie muszg mie¢ nieskoniczonych wariancji.
Oznacza to, ze majga one ,.cigzkie ogony” (heavy tails) i im mniejsza liczba
skonczonych momentéw rozkladu, tym grubszy jego prawy kraniec. Dobry
model rozkladu dochodéw powinien wigc posiada¢ podobne cechy.

Dla rozkladu Pareto mozna wyznaczy¢ elastyczno$¢ dochodowg dys-
trybuanty:

s A

al 2

F'(J’)y:f()/) :y““y_ 0) _ 1-Fp» @9
F(y)” F(y)~ F(y) F(y) F(y)

e(y,F(y)) =

Jest ona malejacg i nieograniczong z gory funkcja dystrybuanty F(y). Na-
tomiast elastycznos¢ dochodowa dopelnienia do dystrybuanty ma postac:

af®
~ CQ=FQ)  —fy oyttt
e(y,1-F(y)) = 1ZF(y) y—l_F(y))’—(yj_ay— a, (1.6)
0

czyli jest funkcja stala.

Przykladowe wykresy gestosci rozkladu Pareto, zwanego réwniez roz-
ktadem Pareto typu I, przedstawione sa na rys. 1.1 (dla ustalonej warto-
$ci 01 roznych wartosci a) oraz na rys. 1.2 (dla ustalonej warto$ci a i rdz-
nych wartosci ).
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Rysunek 1.1. Gestosci rozktadéw Pareto dla 8 = 3 i wybranych warto$ci a
Zrédto: opracowanie wtasne
20+ ——— Pareto(1;2)
——— Pareto(2; 2)
st Y e=eees Pareta|2;2)
1.0 —
0.5F

Rysunek 1.2. Gestosci rozktadéw Pareto dla a = 2 i wybranych warto$ci 8

Zrédto: opracowanie wtasne

Warto$¢ oczekiwana zmiennej dochodowej o rozkladzie Pareto istnie-
je, gdy a > 11ijest wyrazona wzorem:

Ev)=-" dlaas1. (L.7)
a—1

24 Teoretyczne rozktady ptac i dochodéw



Z wzoru (1.7) wynika, ze wartos$¢ oczekiwana wszystkich dochodow
powyzej okreslonej wielkosci 6, dla ktorej spetnione jest prawo Pareto,
jest wprost proporcjonalna do wartosci minimalnej 6.

Uogolniajac, moment zwykty rzedu r istnieje, gdy parametr skali spel-
nia nierownos¢ a > r. Przyjmuje on postac:

EY)=6 —— dlaa>r. (1.9
a-r
Korzystajac z wtasno$ci D2(Y) = E(Y2) - (EY)?, otrzymujemy odchy-
lenie standardowe wyrazone wzorem:

D(Y)= 0 | dlaa>2. (1.9)

a—-1\Va-2

Zatem rozktad dochodéw okreslony krzywa Pareto ma skonczona
wariancje tylko dla a > 2,za$ w innych przypadkach wariancja oraz
wszystkie momenty wyzszych rzedéw daza do nieskoniczonosci i wtedy
rozklad ten nalezy do klasy rozkladéw stabilnych Pareto-Levy’ego (por.
Mandelbrot, 1963).

Mediana rozktadu Pareto ma postac:

Me =042, (1.10)
za$ funkcja kwantylowa:
0
Q(P)=ﬁ dla0<p<l. (1.11)

Dla rozkladéw, ktore posiadaja momenty centralne rzedu trzeciego
i czwartego, mozna wyznaczy¢ wspotczynniki skosnosci (g;) i splaszcze-
nia (g,):

_ E(Y-E(®Y))? _2(1+a) [a-2
D*(Y) a-3

. dlaa> 3, (1.12)

_ E(Y —E(Y))* _ 6(a’ +a* —6a—-2)

(1.13)
D4(Y) a(a_3)(a_4) dlaa>4.

2
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Badania wielu autoréw, m.in. Mandelbrota (1963), wykazaly, ze roz-
ktad Pareto bardzo dobrze pasuje do danych empirycznych dla wysokich
grup dochodowych. Dlatego tez idealny teoretyczny rozktad dochodéw
dla wysokich grup dochodowych powinien dazy¢ do rozktadu Pareto
pierwszego typu.

Wartos$¢ parametru a posiada swojg interpretacje, jest zwigzana z od-
setkiem p - 100% dochoddéw skupionych w grupie q - 100% najbogatszych
gospodarstw domowych.

Z warunku:

ZJ/,- >V, yi
Ziyi

gdziey, _, jestkwantylem rzedu 1 - g oraz funkcji kwantylowej rozktadu
Pareto, otrzymujemy:

=p (1.14)

J.ll,qia 0 dx
% = . (1.15)
j dx

01-x
Rozwigzujac (1.15), mamy:

1 1

1 T 1 T
i =) 2dx=p a-x) edx

1 1
-t -1

1_ a 1_ a
JNCENCN B S0
a 1-q a 0

1-- (1.16)

Wyznaczajac warto$¢ parametru g, otrzymujemy:

(l—ljlnq =lnp
a
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czyli

g-— 104 w17
Ing—Inp i
W tab. 1.1 przedstawione sa wartosci parametru a dla wybranych
wartosci p i g. Jesli warto§¢ parametru a jest rowna np. 1,07, oznacza to
na przyklad, ze 20% najbogatszych gospodarstw domowych skupia 90%
sumy dochodéw wszystkich gospodarstw domowych. Gdy zas a = 2,322,
to 20% najbogatszych gospodarstw domowych skupia tylko 40% sumy
dochodow.
Jesli chcemy wyznaczy¢ odsetek sumy dochodéw, jaki skupia grupa
100 - g% najbogatszych gospodarstw domowych, dla danej wartosci
parametru a, korzystamy z wzoru (1.16).

Tabela 1.1. Warto$ci parametru a rozktadu Pareto

p
¢ 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90
0,10 1,661 1,431 1,285 1,183 1,107 1,048
0,15 1,934 1,576 1,368 1,232 1,133 1,059
0,20 2,322 1,756 1,465 1,285 1,161 1,070
0,25 2,950 2,000 1,583 1,346 1,192 1,082

Zrédto: obliczenia wtasne

Zastosowanie rozktadu Pareto do analiz rozktadéw dochodéw wigze
sie z okresleniem krzywej koncentracji Lorenza oraz wspolczynnikow
okreslajacych stopien nieréownomiernosci rozkladu, takich jak wspot-
czynnik koncentracji Lorenza, indeks Giniego czy indeks Pietry, zwany
réwniez indeksem Schutza. Funkcje Lorenza wyznaczamy z wzoru:

L(p) = y*IIOPF’l (t)dt dlao<p<l, (1.18)

gdzie y jest wartoscia oczekiwang rozkfadu.
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Ma ona postac:

1

L(p)=1-(1-p) @ dlaa>1. (119

Wykresy krzywych Lorenza dla wybranych rozkladéw przedstawione

sgnarys. 1.3.
Wspolczynnik Giniego wyznaczamy z wzoru:
G=2[ (p-L(pNdp dla a>1, (1.20)
otrzymujac
1
G=2 | p-1+0- ) @ ldp=—— dlaa>1 (1.21)
=), P p p= gy daa>l .

0.8+

0.2 0.4 0.8 0.2 1.0
Rysunek 1.3. Funkcje Lorenza dla rozktadéw Pareto o wybranych warto$ciach parametru a

Zrédto: opracowanie wtasne

Indeks Pietry jest miarg nieréwnosci rowng maksymalnej odleglosci
pionowej funkcji Lorenza od linii egalitarnej:

SP = olﬁlfi(l(p —L(p)). (1.22)
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Dla rozkladu Pareto funkcja f(p) = p — L(p) osiaga maksimum dla

a
-1
p=1- (a_j , zatem indeks Pietry wyraza si¢ wzorem:
a

Sle—(a—_l) , dlaa>l. (1.23)
a

Im wigksza jest warto$¢ parametru a, tym warto$ci wspdtczynnikow
Giniego i Pietry s3 mniejsze, a tym samym mniejsze s3 nierbwnomierno-
$cirozkladu, co potwierdzajg wykresy krzywych Lorenza przedstawione
narys. 1.3 i warto$ci wspotczynnikéw w tab. 1.2 wyznaczone dla wybra-
nych rozktadéw Pareto.

Nalezy podkresli¢, ze rozklad Pareto, ktdrego funkcja gestosci jest
hiperbolg, nie nadaje si¢ do calosciowej analizy rozkladow plac i do-
chodéw, ktdre sg zwykle jednomodalne i dodatnio asymetryczne. Jed-
nak ze wzgledu na bardzo wysoka zgodno$¢ z rozktadami dochodéw
srednich i wysokich jest on traktowany jako wzorcowy dla prawej cze-
$ci rozkladu. Na uwage zastuguje takze jego prostota oraz mozliwos¢
wykorzystania do aproksymacji rozkladéw zeromodalnych. Z tych
wzgledow rozklad Pareto byl czgsto wykorzystywany w literaturze do
aproksymacji rozktadéw zamoznosci. Probowano takze modyfikowa¢
go lub uogolni¢ tak, aby mégt by¢ przydatny do badania rozkladéw
dochodéw w calosci.

Tabela 1.2. Wartosci wspdtczynnikéw Giniego i Pietry dla wybranych rozktadéw Pareto

Parame}tzi:(())zkladu Wspolczynnik Giniego Indeks Pietry
1,5 0,500 0,808
2,0 0,333 0,750
2,5 0,250 0,721
3,0 0,200 0,704
3,5 0,167 0,692
4,0 0,143 0,684

Zrédto: obliczenia wtasne
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Pareto (1895) zaproponowatl réwniez dwa inne typy rozkltadow.
Rozktad Pareto typuIl Pa(6, a, ¢) okreslony jest przez dystrybuante postaci:

—a
_|142=¢ >
F(y)= 1 (1+ 5 J dla y>g, (1.24)

0 dla y<eg,

gdziec, 0,a> 0.
Dystrybuanta rozkladu Pareto typu III Pa(8, c, y) wyraza si¢ wzorem:

!

1
2=y
F(y)= 1 1+( 5 ) dla y>q, (1.25)

0 dla y<g,

gdziec, 6,y >0.

W literaturze znalez¢ mozna réwniez czteroparametrowy rozktad Pare-
to Pa(6, a, ¢, y) (Pareto typu IV) stanowiacy uogolnienie rozkltadéw Pareto
I-1II (dlay = 1, ¢ = 0 mamy rozklad Pareto I, dla y = 1 - Pareto II, natomiast
dlaa =1 - Pareto III). Dystrybuanta rozktadu Pa(0, a, ¢, y) ma postac:

1 —a

2=y
F(y) = 1 1+( 5 j dla y=2g, (1.26)

0 dla y<ec.

Zestawienie funkcji gestosci rozktadow Pareto przedstawione zostato
w tab. 1.3, za$ ich podstawowe charakterystyki liczbowe w tab. 1.4.

Tabela 1.3. Funkcje gestosci rozktadéw Pareto I-IV

Rozktfad Funkgja gestosci
6(1
Pareto [ a_l dla y>6
(Pa(6, @) f) =9y
a(6, a
0 dla y<@
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Rozklad Funkcja gestosci
a+2
Pareto II L} dla y>c¢
fM=y(y+0-0°"
(Pa(b, a, o))
0 dla y<c
. 1
A 1 y—cyy
Pareto II1 F(y) = (y=0) +( 0 j
(Pat®, ¢, ) g dia y>c
o
0 dla y<c
1 1 1 —a-1
—o |1+ 28]
Pareto IV f(y)= ay=9 ( 0 j
(Pa(0, a, ¢, y)) g dla y>c
o
0 dla y<c

Zrédto: opracowanie wtasne

Tabela 1.4. Podstawowe charakterystyki rozktadéw Pareto I-IV

Rozklad E(Y) D(Y) Me
ad 0 | a
Pareto I a-1 a-1\Va-2 042
dlaa>1 dla a>2
0 0 a
c+—— —
Pareto I1 a-1 a-1Va-2 c+0((’/§—1)
dlaa>1 dla a>2
22 2
c+Or(—prasy | LAYy +
Pareto I11 +I(1-2y)T'(1+2y) c+0
dla-1<y<l1
dla2y<1
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Tabela 1.4 (cd.)

Rozklad E(Y) D(Y) Me
B 0’ T2 (a—y)(1+1y) N
L L=y +y) I*(a)
Pareto IV I'(a) . C(@)(a—2y)L(1+2y) |c+6(%2-1)
dla-l1<y<a *(a)
dlaa>2y

Zrédto: opracowanie wtasne

Benini (1906), opierajac si¢ gtownie na obserwacjach wysokich
grup dochodowych, zauwazyl, ze elastycznos¢ dochodowa dopetnienia
do dystrybuanty rozktadu dochodéw jest funkcja malejaca i wklesta,
nie za$ stalg - jak twierdzil Pareto. Zaproponowal wiec modyfikacje
modelu Pareto I typu. Dystrybuanta rozkladu Beniniego przyjmuje
postac:

—aln 7j
F(y)=l—[%j dlay>6ia,6>0, (1.27)

a jego funkcja gestosci:

—aln b4
f()’)z%l(%j [ejln(%j dla y>6ia,0>0. (1.28)

Champernowne (1952; 1953), réwniez wykorzystujac rozktad Pareto,
zaproponowal krzywg opisujacg rozktady dochodéw. Zdefiniowal zmien-
na Z=InY jako ,potege dochodu” i otrzymal nastepujaca funkcje gesto-
$ci rozkladu zmiennej Z:

k
f@= cosh[a(z—zo)]+/\’ (1.29)

gdzie: k, a, z, A sa parametrami rozkladu (przy czym k jest funkcja pozo-
statych parametrow).
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1 -
Korzystajac z zaleznosci: cosh x = E(ex +e "), otrzymujemy:

k
,5e%@ %) 4 0,5¢79 %) )

flz)= (1.30)
0
Dla A = 1 z funkgji (1.30) mozna wyprowadzi¢ dystrybuante rozktadu
Burra typu XII, a dodatkowo, gdy a = 1 oraz z, = 0 — rozklad logistyczny.
Jesli zmienna losowa Z ma rozklad Champernowne’a, to zmienna
Y = eZ okre$lajaca wielko$¢ dochodéw ma funkcje gestosci postaci:

k

fola) el

Parametr a jest odpowiednikiem stalej Pareto dla wysokich grup do-
chodowych, za$ 0 jest mediang dochodéw.

Jesli A = 1, wzor (1.31) okresla funkcje gestosci rozktadu Fiska, ktory
zostal omowiony w paragrafie 1.7.

fy)= dla y>0, (1.31)

gdzie 6 =e™.

Rozktad Champernowne’a wykazuje wyzszy stopien zgodnosci z empi-
rycznymi rozktadami dochodéw niz rozklady Pareto czy logarytmiczno-
-normalny, jednakze rozbieznosci pomiedzy rozkladami sg nadal znaczne.
Lepsze rezultaty uzyskat Fisk, rozpatrujac szczegélny przypadek rozkladu
Champernowne’a i otrzymujgc rozklad sech? (secant hiperboliczny) postaci:

e¢
f@)= e (1.32)

gdzie ¢ = aln?..
0

Dystrybuanta rozkladu okreslonego wzorem (1.32) daje krzywa logi-
styczna:

¢

) (1.33)

F(¢) =

1+e"j

Dla y — o rozktad sech? dazy do krzywej Pareto.
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Funkcja (1.32) jest traktowana jako funkcja generujaca rozktad do-
chodéw, natomiast ¢ jako funkcja transformujaca. Funkcja generujaca
jest zblizona ksztaltem do gestosci rozktadu normalnego, ale kranncom
rozkltadu sech? odpowiadajg wieksze czestosci, czyli rozklad ma cigz-
sze ,ogony , co moze prowadzi¢ (przy odpowiedniej transformacji) do
lepszego dopasowania tego rozkladu do empirycznych rozktadéw plac
i dochodéw.

Fisk, opierajac si¢ na rozkladach dochodéw ogétem w USA i Rumunii,
doszed! do wniosku, ze funkcja transformujaca ¢ powinna by¢ funkcja
podwdjnie logarytmiczna.

Rozktad sech? bardziej nadaje sie do badania rozktadéw grup jedno-
rodnych pod pewnym wzgledem, np. stanowiska pracy. W przypadku
takich zbiorowosci funkcja transformujaca moze mie¢ postac¢ funkgji li-
niowej lub logarytmicznej, co mozna stwierdzi¢, postugujac si¢ wykresem

F
zaleznoéci #(y) =1In (Ej

Stoppa (1990) przedstawil propozycje uogélnienia krzywej Pareto
pierwszego i drugiego rodzaju, ktére w odrdéznieniu od podstawowych
form tych krzywych wykazuja wysoka zgodnos¢ z danymi empirycz-
nymi, takze w wysokich grupach dochodowych. Okredlif zbiér cech,
ktorymi charakteryzuja si¢ obserwowane rozktady ptac i dochodow.
Zauwazyl, ze rozklady ptac i dochodéw moga by¢ zeromodalne albo
jednomodalne i dodatnio asymetryczne. Ponadto elastycznos$¢ docho-
dowa dystrybuanty rozktadu dochodéw e(y, F(y)) jest malejaca funkcja
dystrybuanty, ktéra zalezy od wzglednego przyrostu funkcjil - F(y)
(por. tez Dagum, 1990). Jesli za H(y) przyjmiemy funkcje F/%, gdzie
a € (0, o), ktéra moze by¢ interpretowana jako stopien rozwoju spo-
teczno-ekonomicznego lub poziomu ogélnego dobrobytu, to wyzej wy-
mienione cechy rozkladéw ptac i dochodéw moga by¢ ujete w formie
nastepujacego réwnania:

1-H(y)
H(y)

e(y,F(y))=ad , o, 0>0. (1.34)
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Dla F(y) # 0 oraz F(y) # 1 otrzymujemy nastepujace rOwnanie réznicz-
kowe:

1/
E__ 04 as>0. (1.35)

l_Fl/tx y

Rozwigzaniem tego réwnania dla F(y) # 1 jest funkcja F(y) okreslajaca
dystrybuante rozktadu dochodéw postaci:

F(y)=(1-6°y%)" dlay>0>0, (1.36)

gdzie:
69 — antylogarytm stalej calkowania,
a, 0, 0 — parametry rozkltadu.

Dystrybuanta (1.36) okresla rozktad dochodéw spetniajacy wa-
runki wymienione wstepnie przez Stoppe i jest uogdlnieniem krzywej
Pareto I-go typu. Parametr 69 mozna interpretowaé jako parametr skali,
natomiast parametry § i & s3 parametrami nieréwnomiernosci rozkladu.
Jesli a € (0, 1], to funkcja gestosci rozkladu jest L-ksztaltna, natomiast
gdy a > 1 funkcja gestosci jest jednomodalna. Wraz ze wzrostem para-
metru « (dla @ > 1) funkcja gestosci ma cienszy lewy, a grubszy prawy
»ogon”. Pozwala to na lepsze dopasowanie do rozkladéw empirycznych
w poréwnaniu z krzywg Pareto, gdzie parametr ten nie wystepowat (a = 1,
0 = a). Jednoczes$nie wraz ze wzrostem « zmniejsza si¢ stopien asymetrii
rozktadu. Ponadto rozktad ten posiada nie tylko bezposrednia analitycz-
ng postac dystrybuanty, lecz takze funkcje odwrotna do dystrybuanty, co
daje wz6r na kwantyle Q, rz¢du p postaci:

Q, =6-p"*) . (137)

Funkcje gestosci odpowiadajacg dystrybuancie (1.36) okreéla
wzOr:

f()=ad®’y?11-6°y "y dla y>0>0 (1.38)
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Momenty zwykle rzedu r przyjmuja postac:
EY’ =oc9rB(1—%,ocj dla r<4, (1.39)

a funkcja Lorenza dla rozkladu Stoppy (1990) jest okreslona nastepujaco:

L(p)= " dla §>1, (1.40)
B[oc, 1—}
)

gdzie B(- ; - ,-) jest niekompletna funkcja beta, zas B( - ,-) jest (kompletna)
funkcja beta.

Wspotczynnik koncentracji Giniego G odpowiadajacy funkeji Loren-
za przyjmuje postac:

3(204, 1—;)
G=-1+ dla §>1.

—_— (1.41)
B((x, 1—1j
1)

Wspolczynnik G jest funkcjg parametrow nieréwnomiernosci rozkla-
du: a oraz §i jego warto$¢ ro$nie wraz ze wzrostem parametru «, nato-
miast maleje wraz ze wzrostem parametru é.

1.3. Rozktad logarytmiczno-normalny

Ogdlna teorie rozkladu logarytmiczno-normalnego sformufowat Mc Ali-
ster w konicu XIX wieku. Rozklad ten zostal po raz pierwszy zastosowany
do badania ptac i dochodéw przez francuskiego ekonomiste i statystyka
Gibrata (1931), ktory jednoczesnie sformutowat prawo proporcjonalnego
efektu, dajace podwaliny stochastyczne omawianego rozkltadu. W Pol-
sce rozklad logarytmiczno-normalny po raz pierwszy zastosowal Wis-
niewski (1934). Z jego badan wynikalo, ze rozklad ten moze by¢ wyko-
rzystywany do badania ptac pracownikéw biurowych. Pawlowski (1960)

36 Teoretyczne rozktady ptac i dochodéw



i Vielrose (1960) wykazali przydatnosc¢ tego rozkladu do aproksymaciji
plac wszystkich pracownikéw w gospodarce uspolecznionej. Z kolei
Kordos i Stroinska (1971), badajac place w Polsce w latach 1955-1970,
wykazali, ze rozktad logarytmiczno-normalny dobrze opisuje rozktady
plac w réznych przekrojach (galeziowym, dzialowym), a takze w podziale
na pracownikéw fizycznych i umystowych. Przydatnos¢ rozkladu loga-
rytmiczno-normalnego do badania rozktadéw ptac w Polsce byta takze
tematem prac m.in. Wasika (1967), Domanskiego (1973) i Kordosa (1968;
1973). Wiasnosci rozkladu logarytmiczno-normalnego zostaty szeroko
omoéwione w monografii Aitchisona i Browna (1957).

Zmienna losowa Y ma rozklad logarytmiczno-normalny LN(y, o),
jedli logarytmy tej zmiennej uktadajg sie wedlug krzywej normalne;j.
Funkcje gestosci takiej zmiennej mozna wyrazi¢ za pomocg nastepu-

jacego wzoru:

2
f(y) = \1/2_ exp(_ (lny - V) J dlay € (0, +0), (1.42)
yo~2m

202

gdzie: y € R - warto$¢ oczekiwana logarytmoéw zmiennej losowej Y,
0> 0 - odchylenie standardowe logarytméw zmiennej losowej Y.

Dystrybuanty zmiennej losowej o rozkladzie logarytmiczno-normal-
nym nie da sie wyrazi¢ wzorem, mozna jg tylko zapisac jako:

1 1 Iny—u _ 2 x _p
F(y)=—+—er ( j, dzie erf(x)=—| e dt.
D=4 S ) e W=,

Przyktadowe wykresy funkcji gestosci dwuparametrowego rozkladu

logarytmiczno-normalnego przedstawione sg na rys. 1.4-1.5.

Przy wykorzystaniu parametréw y oraz 0 mozna wyrazic¢ wszystkie
pozostate charakterystyki rozkladu.

Rozklad logarytmiczno-normalny posiada momenty zwykfe i central-
ne wszystkich rzedéw. Momenty zwykte rzedu r okresla wzor:

2 2
E(Yr) = +0,5r°0 , (1.43)
czyli w szczegolnosci warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y ma postac:

E(Y)=el+ 05" (1.44)
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za$ odchylenie standardowe:

DY) =/(e” —1)e2*" = E(Y)We” 1.

(1.45)
Trzeci i czwarty moment centralny sa réwne, odpowiednio:
E(Y-E(Y))’ =(E(Y))’(V° +3V?), (1.46)

E(Y—EY))* =(EY)*(V?2 +6V!° +15V8 +16VC +3V*),

(1.47)
gdzie V =+/e? —1.

Stad mozemy otrzymac wzory na wspotczynniki: skosnosci (g;) i sptasz-
czenia (g,):
g1 =V3+3V

(1.48)
g =V8+6Ve+15V4+16V2+3.

(1.49)

Latwo zauwazy¢, ze obydwa wspotczynniki przyjmuja tylko wartosci
dodatnie i wzrastajg wraz ze wzrostem wariancji.

LN{0:0,25)
1Er LN(0;1)
.
2 LN(0;2)
1]
'
1op
\
i
osf [

LR

g
Rysunek 1.4. Gestosci rozktadéw logarytmiczno-normalnych dla p = 0 i wybranych wartosci o

Zrédto: opracowanie wtasne
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----- LN(1,5;0,5)
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Rysunek 1.5. Gestosci rozktadéw logarytmiczno-normalnych dla 0 = 0,5 i wybranych wartosci

Zrédto: opracowanie wtasne

Mediana i dominanta rozkfadu logarytmiczno-normalnego przyjmu-
ja, odpowiednio, postaci:

Me = ek, (1.50)

Do=et . (1.51)

Kwantyle rozktadu logarytmiczno-normalnego mozna wyrazic¢ za po-
mocg kwantyli rozktadu normalnego standaryzowanego. Kwantyl rze-
du p rozkladu logarytmiczno-normalnego okresla wzor:

2
Q, =", (1.52)

gdzie uy, jest kwantylem rz¢du p rozktadu N(0,1).

Istnieje wiele charakterystyk rozkladu logarytmiczno-normalnego
zaleznych jedynie od parametru o. Stwarza to mozliwo$¢ réznorodnych
analiz, w tym badania nieréwnosci rozkladéw w badaniach docho-
dow gospodarstw domowych. Obok juz wymienionych wspéiczynni-
kéw zmiennosci, skosnosci i sptaszczenia nalezg do nich:

— stosunek $redniej arytmetycznej do mediany:

E(Y) _ eo,saz
Me

> (1.53)
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— stosunek $redniej arytmetycznej do dominanty:

E(Y) _ h5o’
Do

, (1.54)

— frakcja obserwacji o wartosciach nie wiekszych od $redniej arytme-

tycznej:
w =<D(£j, (1.55)
2
— wspdlczynnik Giniego:
o
G=20| — |1, (1.56)
&)
— indeks Pietry:

2
SP =20 {%J -1, (1.57)

gdzie: O(-) jest dystrybuantg rozktadu normalnego standaryzowanego.
Funkcja Lorenza ma posta¢:

L(p) =@ ' (p)—0). (1.58)

Wartosci wspdtczynnikéw Giniego i Pietry, a tym samym nieréwno-
miernosci rozktadu, rosng wraz ze wzrostem parametru o. Przyktadowe
wartosci tych wspétczynnikow zawarte sg w tab. 1.5, a wykresy funkcji
Lorenzanarys. 1.6.

Tabela 1.5. Wartosci wspétczynnikéw Giniego i Pietry dla wybranych rozktadéw
logarytmiczno-normalnych

Parametr o rozkladu Wspotczynnik .
. o Indeks Pietry
logarytmiczno-normalnego Giniego
0,5 0,276 0,099
1,0 0,520 0,386
1,5 0,711 0,739
2,0 0,843 0,955
2,5 0,923 0,998

Zrédto: obliczenia wtasne
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LM(1;0,5)
LM(1;1) -

Rysunek 1.6. Funkcje Lorenza dla rozktadéw logarytmiczno-normalnych o wybranych
warto$ciach parametru o

Zrédto: opracowanie wtasne

W badaniach rozwaza si¢ takze inne warianty rozktadu logarytmiczno-
-normalnego: trdj- i czteroparametrowe. Rozklad tréjparametrowy
LN(u, 0, y) okreslony jest za pomoca funkeji gestosci:

_ 1 _(n(y-y) -’
T (y-p)o2m eXP[ 20° J 59

gdzie:y>y>0,0>0,u € R.

Oczywiscie rozktad dwuparametrowy jest szczegélnym przypadkiem
tréjparametrowego rozkladu logarytmiczno-normalnego (y = 0).
Funkgja gestosci rozktadu czteroparametrowego LN(u, 0, , A) ma postac:

(o))

(A e R

, (1.60)

gdzie: 0<y<y<y+A,0>0, yeR.
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Rozklad logarytmiczno-normalny ma szereg zalet, jesli chodzi o moz-
liwo$¢ wykorzystania go w analizach rozkladéw plac i dochoddéw. Jedng
z nich jest niewatpliwie jego prostota oraz mozliwo$¢ jasnej interpretacji
ekonomicznej parametréw (parametr y mozna takze interpretowac jako
logarytm mediany rozkladu dochodéw). Duzym ulatwieniem moga by¢
réwniez bezposérednie i proste formuly matematyczne, za pomocg ktérych
mozna okresli¢ wigkszos$¢ charakterystyk tego rozkladu, takich jak np.
kwantyle, momenty, wspotczynnik Giniego. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze
dla rozkltadu logarytmiczno-normalnego niemozliwe jest otrzymanie pro-
stej formuly okreslajacej krzywa koncentracji Lorenza; nieznana jest tez
postac dystrybuanty rozkladu, co utrudnia niektére procedury estymacji
parametrow oraz komplikuje proces generowania liczb losowych. Rozktad
logarytmiczno-normalny moze by¢ stosowany dla zmiennej dochodowej,
ktdrej warto$¢ najmniejsza jest wieksza od zera (rozklad tréj- i czteropara-
metrowy), jednak nie mozna go wykorzysta¢ do opisywania rozkladéw
zeromodalnych ani tez rozktadéw o dochodach zerowych i ujemnych. Naj-
istotniejsza wada tego rozkladu jest jednak fakt, Ze nie spelnia on warun-
koéw zbieznosci do prawa Pareto dla wysokich grup dochodowych, a co za
tym idzie posiada skonczone momenty wszystkich rzedéw. Konsekwencja
tego jest gorsza zgodno$¢ rozkladu logarytmiczno-normalnego z rozkta-
dami empirycznymi na prawym krancu rozktadu. Analizy rozkladéw ptac
w Polsce prowadzone do 1989 roku wykazywaty, ze rozkfad ten charakte-
ryzuje sie wysokim stopniem zgodnosci z danymi empirycznymi. Jednak
pozniejsze badania wykazaty, ze wraz z odejsciem od gospodarki centralnie
planowanej rozklad logarytmiczno-normalny gorzej aproksymuje rozkla-
dy ptac w Polsce (por. Jedrzejczak, 1990; 1993; 2006), co potwierdzaja wy-
niki badan prowadzonych w krajach o wysoko rozwinigtych gospodarkach
rynkowych (por. np. Singh, Maddala, 1976; Kloek, van Dijk, 1977).

Podejmowane byty takze proby modyfikacji rozktadu logarytmiczno-
-normalnego w celu poprawienia jego zgodnosci z danymi empiryczny-
mi. Metcalf (1969) zaproponowal wykorzystanie przesunigtego rozkladu
logarytmiczno-normalnego, przyjmujac, Ze zmienna postaciIn(y + ¢)
ma rozktad normalny. Tak zmodyfikowany rozktad logarytmiczno-
-normalny lepiej odzwierciedla dodatnia asymetri¢ rozktadéw ptac
i dochodéw. Nie poprawia to jednak dopasowania rozktadu w skrajnych
grupach dochodowych. Steyn (1966) zaproponowat wykorzystanie kom-
binacji dwoch rozktadéw logarytmiczno-normalnych, co dato lepsze
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dopasowanie niz rozkltad pojedynczy, natomiast Kloek i van Dijk (1977)
zaproponowali wykorzystanie logarytmicznej transformacji rozktadu
t-Studenta (log ) zamiast transformacji rozkladu normalnego. Poprawia
to dopasowanie krancéw rozkladu do danych empirycznych, pozosta-
wiajac prostg interpretacje ekonomiczng parametrow.

Funkcja gestosci rozktadu log t ma nastepujaca postac:

—l(v +1)
_ 212
M} dey>0, e

1
f(y)=——[v .
B l, lv 7 T
2 2
gdzie: y, 7, v > 0 — parametry rozkladu.

Parametr y mozna zinterpretowac tak samo jak e# rozkladu logaryt-
miczno-normalnego. Jest to mediana dochodéw. Parametry 7i v sg pa-
rametrami nieréwnomiernosci, przy czym v jest liczbg stopni swobody.
Wariancje logarytmoéw dochodu dla rozktadu log t wyraza wzor:

2

2= dlav>2, (1.62)
v—2

natomiast wspolczynnik splaszczenia przyjmuje postac:

92 =L dla v>4. (1.63)
v—4
Parametr v oznacza liczbe stopni swobody rozkladu i charakteryzuje
jego ,ogony”. Im wigksza warto$¢ v, tym cienszy ,,ogon” rozkladu. Dla
v — oo rozklad log t dazy do rozkladu logarytmiczno-normalnego.

1.4. Rozktad gamma

Po raz pierwszy rozklad gamma zostal zastosowany do analizy docho-
dow przez Marcha (1898), a pdzniej przez Amoroso (1925). Jego zgod-
no$¢ z danymi empirycznymi jest w niektérych przypadkach lepsza niz
logarytmiczno-normalnego, a poza tym parametry tego rozkltadu posia-
daja interpretacje ekonomiczng. Kolejng zaleta jest fakt, ze oba parametry
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tego rozktadu mozna otrzymac w sposéb analityczny przy wykorzystaniu
metody najwiekszej wiarygodnosci.

Rozkiad gamma G(«, A) nalezy do rodziny krzywych Pearsona III
typu i moze by¢ okreslony wzorem (Salem, Mount, 1974):

X -1 -y
=——y" dlay>0 (1.64)
f») o’ ° ay
gdzie:
A, &> 0 - parametry rozktadu,
I'() - funkcja gamma.

Parametr A moze by¢ interpretowany jako parametr skali. Jesli wszyst-
kie warto$ci dochodu Y pomnozymy przez stalg ciotrzymamy X =c- Y,
to funkcja gestosci zmiennej X bedzie rownowazna funkcji gestosci

zmiennej Y okreslonej wzorem (1.64), gdy za A postawimy &

Parametr « jest natomiast parametrem nieréwnomiernosci - wspot-
czynnik skosnosci i wspotczynnik koncentracji Giniego sg funkcjami
tylko tego parametru.

Przyktadowe wykresy funkcji gestosci rozktadéw gamma dla ustalo-
nej wartosci jednego z parametréw i roznych wartosci parametru drugie-
go przedstawione s3 na rys. 1.7-1.8.

1.0] G{1;1)
\ G(2:1)
i --es G(31)
0.6
0.4
0.2
2 II 4 i — -8 — 10

Rysunek 1.7. Gestosci rozktadéw gamma dla A = 1 i wybranych wartosci a

Zrédto: opracowanie wtasne

44 Teoretyczne rozktady ptac i dochodéw



(2:0,5]
. G(2:1)
—---- G(2:2)

Rysunek 1.8. Gestosci rozktadéw gamma dla a =2 i wybranych wartosci A

Zrédto: opracowanie wtasne

Glowne charakterystyki rozkladu gamma okreslaja wzory:

— warto$¢ oczekiwana:

a
(1.65)

E(Y) :Xa

odchylenie standardowe:

ﬁ (1.66)

D(Y) = >
— dominanta:
D= “—_1, (1.67)
A
- wspdlczynnik skosnosci:
E(Y-EY))® 2
== ¥ = (1.68)
T e
—  kurtoza:
(1.69)

_EY-E(Y)* _6
g2 D4(Y) OC.
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Wspotczynnik Giniego okreslony jest wzorem:

_ I'(a+0,5) 170)
Jal(a+1) '

gdzie I'( - ) jest funkcja gamma.

G

Koncentracja rozkladu (wspdtczynnik Giniego) zalezy od parame-
tru a rozktadu i im wigksza jest jego wartos¢, tym mniejsze sg nieréwno-
mierno$ci rozkladu (por. tab. 1.6).

Tabela 1.6. Warto$ci wspétczynnika Giniego dla wybranych rozktadéw gamma

Parametr « rozkladu gamma Wspolczynnik Giniego
0,5 0,564
1,0 0,500
1,5 0,424
2,0 0,375
2,5 0,340
3,0 0,313

Zrédto: obliczenia wtasne

Amoroso (1925) we wspomnianej juz pracy przedstawil uogdlniony
rozklad gamma o funkcji gestosci postaci:

Py 1
(y—0)s exp(=AM(y—0)) dla 0<0=<y<eo, (1.71)

Al
T =1

gdzie: 1> 0,50, 0, p € R - parametry rozkladu.

Jezeli podstawimy 0 = 0, p = @ oraz s = 1, to otrzymamy dwuparame-
trowy rozklad gamma G(a, A) (por. wzor (1.64)). Podstawiajac 6 = 0 oraz
s = -1, otrzymujemy krzywga Pearsona V typu (Vinci, 1921), natomiast
dlap=1oraz 1 a i\ =k*krzywa okreslona wzorem (1.71) jest funkcja

s
gestosci rozkladu Weibulla W(a, k).

Rozktad gamma byl takze rozwazany przez Stacy’ego (1962). Uogélnie-
nie polegalo na wprowadzeniu parametru p jako potegi w czynniku wy-
kladniczym rozkladu gamma. Funkcja gestosci przyjmuje wtedy postac:
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p
exp(—yj
(44

f()’)_a%)’dlﬂ (1.72)
p

gdzie: a, d, p >0 sg parametrami rozktadu.

Funkcja zaproponowana przez Stacy’ego moze by¢ réwniez traktowana
jako szczegolny przypadek funkcji okreslonej przez Amoroso. Uogoélnione
formy rozktadu gamma poprawiaja co prawda dopasowanie tego rozktadu
do danych empirycznych, jednak ze wzgledu na bardziej skomplikowana
posta¢ parametry ich s3 trudniejsze do oszacowania i interpretacji.

1.5. Rozktad Daguma

Rozklad Daguma powstal na podstawie pogtebionych obserwacjiianaliz
empirycznych rozkladéw ptac i dochodéw. Analizy te wykazaly, ze ela-
styczno$¢ dochodowa dystrybuanty mozna przedstawi¢ w postaci naste-
pujacego réwnania rézniczkowego (Dagum, 1977; Dagum, Lemmi, 1989):

dInF(y)

= 1-(F ﬁz
dlny B =(F(»)™) dlay>0,B,5,>0.  (1.73)

e(y, F(y))=

Z réwnania (1.73) wynika, ze elastyczno$¢ dochodowa dystrybuan-
ty rozktadu dochodoéw jest funkcja malejaca, na ogét wklesla oraz ogra-
niczong (lime (y, F(y))=f,), nie za$ nieograniczong - jak twierdzit

F(y)—-0"

Pareto (1897).

Rozwiazujac réwnanie rézniczkowe (1.73), Dagum otrzymat dystry-
buante rozktadu dochodéw:

I+Ay™")™ dl >0,
F(y)={( yode

(1.74)
0 dla y<0,

gdzie: A = e > 0 jest parametrem skali (c jest stalg catkowania wynikajaca

zrozwigzania réwnania (1.73)), v= 13, >0i a =— > 0 sa parametrami
ksztattu. 2
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Funkcja gestosci rozktadu Daguma odpowiadajaca dystrybuancie
(1.74) okreslona jest wzorem:

avyd " A+ ) dla y>0

= 1.75
J» {0 dla y<o. 7l

Czesto stosowana jest parametryzacja oparta na pracy Kleibera
1 -V
i Kotza (2003), ktérg otrzymujemy po podstawieniu A = (Z] .
Dystrybuanta rozktadu Daguma jest wtedy postaci:
—a

1 —v
F(y)= [H—(bj J dla y>0, (176)

0 dla y<0,

natomiast funkcja gestosci:

av—1 vy 4!
av )/ y
—| = 1+| = dl 0,
F)=1% (bj [ +(bj ] e w7

0 dla y<0,

gdzie:v>0,a>01b>0.

Funkcje gestosci rozktadu Daguma D(a, v, b) dla wybranych parame-
trow przedstawione sg na rys. 1.9-1.11.

Momenty zwykle rzedu r zmiennej losowej Y o rozkladzie Daguma
D(a, v, b) okreslone sg wzorem:

r[l—r)r(aﬂj
EY)=b" v 4

T'(a)

(1.78)

dlar<v,

gdzie I jest funkcjg gamma.

Jak wynika z wzoru (1.78), momenty rzedu r s3 skoniczone tylko dla
r < v. Poniewaz oszacowania parametru v wahaja sie w granicach 2-4, to
rozklad Daguma charakteryzuje si¢ niewielkg liczba skoniczonych mo-
mentow, ma jednak zwykle skonczona wariancje. Jest to konsekwencja
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faktu, ze funkcja Daguma dazy do funkcji Pareto dla wysokich grup do-

chodowych, czyli warunek lim (1-F(y))/ (%) =1 jest spetniony (por.

Mandelbrot, 1963). e
1.0 — D(1;11)
—— D{Z11)
v -==== D(31,1)

Rysunek 1.9. Gestos$ci rozktadéw Daguma dla wybranych wartosci a
i ustalonych pozostatych parametréw

Zrédto: opracowanie wtasne

b ‘. — D(1;15:1)
[ ) )
\ ----- D(1:61)

9

-

. Gestosci rozktadéw Daguma dla wybranych wartosci v

Rysunek 1.10
i ustalonych pozostatych parametréw

Zrédto: opracowanie wtasne
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D(1,2.1)

i D(1,24)
osly Vv ===== D(1,2;8)
04H
0.3

Rysunek 1.11. Gestosci rozktadéw Daguma dla wybranych wartosci b
i ustalonych pozostatych parametréw

Zrédto: opracowanie wtasne
Zwzoru (1.78) otrzymujemy posta¢ warto$ci oczekiwanej:

F(l—ljl"(aJrl)
EY)=b—" V) dla vs1. (L.79)
I'(a)

Wariancja rozkltadu Daguma wyraza si¢ wzorem:

r(1—2)r(a)r(a+zj—r2(1—1]r2(a+1J
DZ(Y) =b* 4 4 v v dlav>2. (1.80)

I*(a)

Funkcja kwantylowa rozktadu Daguma jest postaci:

1 v

Qp(p)=b p_; -1 dla0<p<l, (1.81)

w szczegllnosci mediana rozkltadu Daguma ma postaé:

Me=b|20-1| . (1.82)
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Funkcja Lorenza odpowiadajaca dystrybuancie okreslonej wzorem
(1.76) moze by¢ przedstawiona w nastepujacej postaci:

1

- 1 1
L(p)=B| p*; a+—, 1-—| dla v> 1, (1.83)
v v

gdzie:
B(+ ) — niekompletna funkcja beta,
a,v - parametry rozktadu.

Forma parametryczna funkcji Lorenza dla rozkltadu Daguma jest wiec
dystrybuanta rozktadu beta wzgledem transformacji zmiennej losowej Y
1

- 1 1
réwnej (F(Y))¢. Parametramisa tu a+— oraz 1——.
v v

D(2;3;b)
D{Z;2;b)
----- D{1:2b)
;. D(D.5:2;b)

Rysunek 1.12. Funkcje Lorenza dla wybranych rozktadéw Daguma

Zrédto: obliczenia wtasne

Wspdlczynnik koncentracji Giniego odpowiadajacy funkcji Lorenza
okreslonej wzorem (1.83) przyjmuje postac:

B(a,a)

B(a,a+lJ
v
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Jak wynika z wzoréw (1.83) i (1.84), parametry a i v s3 parametra-
mi nieréwnomiernosci rozkladu Daguma, okreslaja one bowiem postac
krzywej koncentracji Lorenza oraz wspoélczynnika Giniego. Mozna wy-
kaza¢, ze im wigksza warto$¢ parametru v, a mniejsza parametru a, tym
mniejszy jest stopien koncentracji dochodéw w badanej zbiorowosci.
Wartosci wspdtczynnika Giniego dla wybranych parametréw aiv roz-
ktadu Daguma zawarte s w tab. 1.7.

Parametr b jest parametrem skali, bedacym funkcja jednostki pie-
nieznej, w ktorej mierzone sa dochody. Dlatego tez wartos¢ oczekiwana,
wariancja oraz wszystkie inne momenty rozkladu zaleza przede wszyst-
kim od warto$ci tego parametru. Wykorzystujac model (1.76) do analizy
porownawczej rozkltadow w réznych okresach czasu lub tez w réznych
krajach, wystarczy zmieni¢ jedynie warto$¢ parametru b, aby odpowiada-
ta ona jednostce pieni¢znej, ktora chcemy uzy¢ do poréwnan. Oszacowa-
nia parametréw a i v s3 niezmienne, jesli zmienia sie tylko skala, w ktorej
wyrazona jest dana dochodowa.

Parametry a i v, bedgce parametrami okreslajacymi ksztalt rozkta-
du, maja takze wplyw na to, czy funkcja okreslona réwnaniem (1.77)
osigga w pewnym punkcie maksimum. Aby tak bylo, iloczyn tych pa-
rametréw musi by¢ wiekszy od jednosci, tzn. av > 1. Jesliza§ 0 <av < 1,
to rozklad pozostaje zeromodalny. Z rozwazan tych wynika, ze rozktad
Daguma moze by¢ wykorzystywany zaréwno do analizy rozktadéw
jednomodalnych, jak i zeromodalnych, co bardzo rozszerza zakres jego
zastosowan.

Tabela 1.7. Warto$ci wspétczynnika Giniego dla wybranych rozktadéw Daguma

Parametr a Parametr v Wspotczynnik Giniego
2,0 3,0 0,296
1,0 3,0 0,333
0,5 3,0 0,402
2,0 2,0 0,458
1,0 2,0 0,500
0,5 2,0 0,571

Zrédto: obliczenia wtasne
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Obok rozkladu tréjparametrowego wyrazonego wzorem (1.77), kto-
ry okre$la si¢ jako rozklad Daguma typu I, Dagum (1977) zaproponowat
takze rozklady czteroparametrowe, uwzgledniajace przypadki, kiedy
w zbiorowosci wystepuja dochody zerowe i ujemne (rozktad typu II)
lub tylko dochody wigksze od zera (rozktad typu III). Warto zauwazy¢,
ze rozktad typu II moze by¢ stosowany nie tylko do rozktadow, w kto-
rych wystepuja dochody zerowe i ujemne, lecz takze do aproksymacji
rozkladéw zamoznosci, charakteryzujacych si¢ znacznym odsetkiem
ujemnych aktywow brutto, a jednocze$nie zerowych i ujemnych akty-
wow netto.

Dystrybuanta rozkladu czteroparametrowego moze by¢ wyrazona
W nastepujacej postaci:

F(y)=pB+(1- /)’)[H[%j J (1.85)

dlaa,v,b>0.

Typ rozkladu okreslonego wzorem (1.85) zalezy od wielkosci para-

metru f3:

- B=0-rozklad typul;

- 0<p<1-rozkladtypull;

- B <0 -rozklad typuIIL

Parametr € (0, 1) charakteryzujacy rozklad typu Il posiada interesujaca
interpretacje ekonomiczng. W przypadku rozkladu dochodéw osobistych
mozna go traktowac jako oszacowanie czystej stopy bezrobocia wystepu-
jacej w badanej zbiorowosci, gdyz jego wysoko$¢ zalezy od odsetka osob
nieosiagajacych zadnego dochodu, nawet zasitku.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze rozktad Daguma charaktery-
zuje sie¢ szeregiem korzystnych z punktu widzenia analizy rozktadéw
ptac i dochodéw. Powstal na podstawie obserwacji rozktadéw empi-
rycznych, ale ma podbudowe teoretyczng opartg na modelu stocha-
stycznym. Jest zbiezny z rozktadem Pareto dla dochodéw wysokich,
a momenty wyzszych rzedéw tego rozkladu daza do nieskonczono-
$ci, co zapewnia wysoka zgodno$¢ z danymi empirycznymi. Pod tym
wzgledem rozklad Daguma znacznie przewyzsza czesto stosowane
rozklady teoretyczne, takie jak logarytmiczno-normalny czy gamma
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(por. Jedrzejczak, 1990). Rozktad ten moze by¢ zaréwno jedno-, jak i ze-
romodalny; nadaje si¢ takze do analizy populacji, w ktérych wystepuja
osoby o dochodach zerowych i uyjemnych. W odréznieniu od rozktadu
logarytmiczno-normalnego znana jest posta¢ dystrybuanty tego roz-
ktadu oraz krzywej koncentracji Lorenza.

1.6. Rozktad Singha-Maddali

Singh i Maddala (1976) zaproponowali nowy teoretyczny rozktad docho-
dow, ktory pod wzgledem zgodnosci z danymi empirycznymi przewyz-
szyl stosowane powszechnie modele dwu- i tréjparametrowe, takie jak
rozklad logarytmiczno-normalny, gamma czy log . Punktem wyjscia do
konstrukcji tego modelu byta formalna analogia do krzywej dtugosci zy-
cia. W Polsce rozktad Singha-Maddali byl wykorzystywany do badania
dochoddéw ludnosci, m.in. przez Kota (1995).

Niech f(x) bedzie funkcjag gestosci zmiennej losowej X okreslonej
jako dlugos¢ zycia natomiast F dystrybuantg tej zmiennej. Gesto$¢ f(x)
bedzie wiec oznaczala prawdopodobienstwo §mierci w matym okresie
czasu dx, natomiast 1 - F(x) prawdopodobienstwo przezycia co naj-
mniej do wieku x. Stopa ryzyka $mierci w krétkim okresie czasu okre-
$lona jest nastepujaco:

f&x)

T(X) :T(x)' (1.86)

Dla rozkladow dlugosci zycia r(x) jest rosngca funkcja zmiennej X.
Rosnaca funkcje r(x) zwang tez funkcja hazardu maja rozktady: gamma,
wyktadniczy, normalny.

Singh i Maddala poszukiwali postaci r(x), ktora bytaby najbardziej
odpowiednia dla rozktadéw dochodéw. Wiadomo, ze rozktad Pareto,
dobrze dopasowany do wysokich grup dochodowych, charakteryzuje
sie malejacg funkcjg hazardu, podczas gdy dla rozkladu logarytmiczno-
-normalnego funkcja ta jest rosnaca, a nastepnie malejaca. Ogélnie moz-
na wiec przyjac, ze powinna to by¢ funkcja najpierw rosnaca, potem ma-
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lejaca. W przypadku rozkladéw dochodéw wygodniej jest jednak rozwa-
zaé proporcjonalna stope ryzyka okreslong wzorem:

dF
1’* (Z) _ dz (1.87)
1-F(2)

gdzie:z=1n y, y - dochdd,
F(2) - dystrybuanta zmiennej losowej Z.

Przyjeto, ze funkcja r*(z) powinna najpierw rosna¢ z rosnaca stopa
wzrostu, nastepnie z malejacg stopa wzrostu dazy¢ do funkgji statej. Po-
nadto stopa wzrostu powinna wynosi¢ zero, gdy r*(z) = 0. Warunki te
spelnia rozwigzanie réwnania rézniczkowego postaci:

g"(z)=ag'(2)[a—g'(2)] dla g"(z)>0, (1.88)

gdzie g(z) = -In (1 - F(2)), « jest stalg Pareto, za$ a jest pewna stalg.

Rozwigzanie tego réwnania daje dystrybuante rozktadu dochodow
postaci:

1—% dla yZO,
F(y)= (I+ay™)> (1.89)

0 dla y<0,

gdzie a;, a,, a3 sa dodatnimi parametrami rozkladu.

Funkcja gestosci odpowiadajaca dystrybuancie okreslonej wzorem
(1.89) jest postaci:

a,—1

aa,0,——  dla y2>0,
fn=1"" 3(1+a1y“2 )t (1.90)

0 dla y<O0.

Rozktad o funkcji gestosci (1.90) i dystrybuancie (1.89) jest nazywany
rozkladem Singha-Maddali, S - M(a;, a,, as).

1.6. Rozktad Singha-Maddali 55



Podstawiajac: az =g, a, =aoraza; = b=% (g, a, b > 0) otrzymujemy
alternatywna parametryzacje rozkladu S - M(q, a, b) i wzor funkcji ge-

stosci postaci:
a\ 97!
ab gy 1+ 2 dla y>0,
fy)= b (1.91)
0 dla y<O0.
oraz dystrybuanty:
1
1-————— dla y>0,
a2\
F(y)= [1 +(Zj J (1.92)
0 dla y<0.

Przykladowe wykresy gestosci rozktadu S — M(g, a, b) przedstawione
sgnarys. 1.13-1.15.

Dla a > 1 rozklad jest jednomodalny, natomiast dla a < 1 funkcja ge-
sto$ci jest L-ksztaltna. Funkcja ta spetnia takze warunek zbieznosci roz-
ktadu do krzywej Pareto dla y — oo.

Momenty rzedu r istnieja, gdy spelniony jest warunek r < aq. Przyj-
mujg one postac:

brl“(1+rjl“(q—rj
E(Y’) _ E(q) a ’ (1.93)

gdzie B(- ,- ) jest funkcja beta.
W szczegdlnosci warto$¢ oczekiwana okreslona jest wzorem:

br(1+ljr(q—lj
E(Y) = a a

I'(g)

(1.94)
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Odchylenie standardowe rozktadu Singha-Maddali jest postaci:

DY) =2 r(1+gjr(q—gjf(q)—ﬁ(Hljfz(q—l} (1.95)
I'(q) a a a a

gdyaq > 2.

10 . S-M(1:3;2)
‘o S-M(2:3;2)

L : '

08 P ===== 5-M(6;3;2)
'
]
'
:I, A 8 E:

Rysunek 1.13. Gestosci rozktadéw Singha-Maddali dla wybranych wartosci g
i ustalonych pozostatych parametréw

Zrédto: opracowanie wtasne

1.0 3-M(Z;1;2)
S-M(2:2:2)
0.8 —-o-- S-M(2:4:2)

Rysunek 1.14. Gestosci rozktadéw Singha-Maddali dla wybranych warto$ci a
i ustalonych pozostatych parametréw

Zrédto: opracowanie wtasne
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.=f S-M(4:6:1)
S-M(4:6:3)
e O R ——— S-M(4,6:6)
151
1ol
0sf -
E‘ I 4 g B ]

Rysunek 1.15. Gestosci rozktadéw Singha-Maddali dla wybranych warto$ci b i ustalonych
pozostatych parametréw

Zrédto: opracowanie wtasne

Mediana rozktadu Singha-Maddali wyraza si¢ wzorem:

L a

Me=b|21-1] . (1.96)

Funkcja Lorenza istnieje, gdy aq > 1. Ma ona postac:

1

7 1 1
a a
gdzie B(-) jest niekompletng funkecja beta.
Wspolczynnik Giniego wyraza sie¢ wzorem:
1
[(g)l (2‘1 - aj
G=l-—_ 7 (1.98)

F(q—;jmq)

gdzie I jest funkcja gamma.
Warto$ci wspoétczynnika Giniego dla wybranych parametréw aiq
rozkladu Singha-Maddali przedstawione sa w tab. 1.8.
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Tabela 1.8. Wartosci wspétczynnika Giniego dla wybranych rozktadéw Singha-Maddali

Parametr a Parametr g Wspolczynnik Giniego
1,0 1,0 0,75
1,0 2,0 0,67
1,0 20,0 0,51
2,0 1,0 0,50
2,0 2,0 0,38
2,0 20,0 0,30
6,0 1,0 0,17
6,0 2,0 0,13
6,0 20,0 0,11

Zrédto: obliczenia wtasne

Na wartos¢ wspdlczynnika Giniego majg wplyw obydwa parametry
(wzdr (1.98)), ale jest on bardziej wrazliwy na wartos¢ parametru a. Nie-
réwnomiernosci rozktadu sg mniejsze, im wieksze sa wartosci a oraz q.

Kleiber (1996) wykazal, iz pomiedzy rozkladem Daguma a rozkladem
Singha-Maddali istnieje $cisle powigzanie. Gdy zmienna losowa Y ma
rozklad Daguma z parametrami a, v i b, wowczas jej odwrotnos¢, czyli

1
zmienna losowa T ma rozklad Singha-Maddali z parametramia, — ib.
v

1.7. Rozktad Fiska

Rozktlad Fiska jest szczeg6lnym przypadkiem rozkladu Singha-Maddali.
Podstawiajac q = 1 do wzoru na funkcje gestosci rozkladu Singha-Madda-
li, otrzymujemy gestosci rozkladu Fiska F(a, b) okreslong wzorem:

a-—1
o(3)
> dla y2>0,
f(y)= y a (1.99)
bl 1+| &
2)
0 dla y<0
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oraz dystrybuante:

1—;{1 dla y=>0,

F(y)= 1+(i) (1.100)

0 dla y<O0.

Ze wzgledu na fakt, ze rozklad Fiska jest szczegdlnym przypadkiem
rozkladu Singha-Maddali wartos$¢ oczekiwang oraz odchylenie standar-
dowe otrzymujemy z wzordw (1.94) i (1.95), podstawiajac g = 1.

Inne postaci wzoréw na wartos¢ oczekiwang i odchylenie standardo-
we rozkladu Fiska otrzymujemy, wykorzystujac wlasnosci funkcji gam-
ma: I'(x+ 1) = xI'(x) oraz I'(x)I'1-x) =

sinx

EY=—2" a1,
e (1.101)
asin| —
2m n*
DY =b N e dla a>2. (1.102)
asinf| — | a”sin”| —
Mediana rozktadu Fiska ma postaé:
Me=0b, (1.103)
za$ dominanta wyraza si¢ wzorem:
1
D, =b a—1a _ (1.104)
a+l

Wspdlczynnik Giniego wyznaczany z wzoru (1.98) i wlasnosci
I'(1 + x) = xI'(x) ma nastepujaca postac:

G=1- ‘11 =1- a I a =—. (1.105)
F(l—j F(l—j a
a a

Rozklad Fiska zwany jest rowniez rozkladem logarytmiczno-logistycznym.
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Przykladowe wykresy gestosci rozkltadow Fiska przedstawione sa na
rys. 1.1611.17.

2 2 a 8

Rysunek 1.16. Gestosci rozktaddw Fiska dla warto$ci b = 1 i wybranych warto$ci a

Zrédto: opracowanie wtasne

- —_— F(31

J.8 ': }
— F32)
--=== F(3;3

Jel (3:3)

0.4

0.2 J" \ ﬁ‘*""..

I 2 = a g

Rysunek 1.17. Gestosci rozktadéw Fiska dla warto$ci a = 3 i wybranych warto$ci b

Zrédto: opracowanie wtasne
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1.8. Rozktad Weibulla

Dwuparametrowy rozklad Weibulla jest szczegélnym przypadkiem roz-
ktadu Singha-Maddali, gdy a; — oo. Dystrybuanta rozkladu Weibulla
W(e, k) okreslona jest wzorem:

Zu

F(y)=<1-e [k) dla y2>0, (1.106)
0 dla y<O0.

gdzie k, « > 0, za$ funkcja gestosci rozkltadu ma postac:

o7 ()
f()/): E(EJ e dla yZO,

0 dla y<O.

(1.107)

Przykladowe wykresy gestosci rozktadu Weibulla przedstawione sa
narys. 1.1811.19. Jedli & < 1, to rozklad jest zeromodalny (ksztalt rozkta-
du Pareto), jesli a« = 1, to funkcja gestosci przecina o OY, zas dla a > 1
wartosci koncentrujg si¢ coraz bardziej wartosci sredniej. Dla rozkladow
dochodéw parametr « € [1,5; 2,5].

Momenty zwykte r-tego rzedu zawsze istnieja i sg postaci:

EY' = k’r(1+1j, (1.108)
(04

w szczegolnosci istniejg warto$¢ oczekiwana rozkladu oraz wariancja:

EY =kr(1+lj, (1.109)
[44

DY? =k? [F(HEJ—FZ (1+1D, (1.110)
o o

gdzie I'(") jest funkcjg gamma.
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Rysunek 1.18. Gestosci rozktadéw Weibulla dla wartosci a =2 i wybranych wartosci k

Zrédto: opracowanie wtasne

o
o

]

0.8 -
— W(1:2)
i *
P —_— W(2:2)
i |
0.8 A W(4;2)
Lo
! \
0.4 r "l
)
0.2f . v
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Rysunek 1.19. Gestosci rozktadéw Weibulla dla wartosci k = 2 i wybranych wartosci a

Zrédto: opracowanie wtasne

(5]

]

Mediana rozktadu Weibulla wyraza si¢ wzorem:

1
Me = k(In2)*,

a dominanta:

1

(44

D, =k[a—_1]a dlaa>1.

1.8. Rozktad Weibulla

(1.111)

(1.112)

63



W analizach dochodéw wykorzystuje si¢ funkcje Lorenza, ktéra ma
postac:

F[—ln(l— o 1+1)
o

i

gdzie I'(; -) jest niekompletng funkcja gamma.

L(p)=1- dla0<p<l, (1.113)

Wspdlczynnik Giniego okreslajacy stopien nieréwnomiernosci roz-
kadu wyraza sie wzorem:

G=1-2"1Va, (1.114)
Funkcje Lorenza dla wybranych rozkladéw przedstawione sg na

rys. 1.20, a wartosci wspolczynnikéw Giniego w tab. 1.9.

104 —_— W3k
— W(ZK)
0sh

0el

04k

== 1 L 1 L 1 L 1 L 1

0z 0.4 0.8 08 1.0

Rysunek 1.20. Funkcje Lorenza dla wybranych rozktadéw Weibulla

Zrédto: obliczenia wtasne

Tabela 1.9. Warto$ci wspétczynnika Giniego dla wybranych rozktadéw Weibulla

Parametr « Wspotczynnik Giniego
0,5 0,75
1,0 0,50
L5 0,37
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Parametr o Wspotczynnik Giniego
2,0 0,29
2,5 0,24
3,0 0,21

Zrédto: obliczenia wtasne

1.9. Rozktad Zengi

W 2010 roku Zenga dla nieujemnych wartosci dochodéw skonstruowat
trzyparametrowa funkcje gestosci f, ktéra dobrze aproksymuje roz-
ktady dochodéw w wielu krajach (por. Zenga, 2010; Zenga i in., 2010a).
Funkcja ta powstata w oparciu o uciety rozktad Pareto przedstawiony
przez Polisicchio (2008). Rozktad Zengi jest w istocie mieszaning rozkla-
dow Polisicchio z wagami otrzymanymi na podstawie funkcji beta.

Funkcja gestoéci rozktadu Zengi przyjmuje postac:
1
FO) = vl gks @ O)dk =

-1,5
1 [» ﬁk“‘o’s(l—k)e‘zdk, gdy O<y<uy
| 2uB(a, 0) p 0

1,5

1 [z b 05 9-2
LB ea—i® 2k, gdy ys
e 9)(y] [, (1-k) gdy y>u

gdzie

VH 105 -1 15 u
1= la pk<y<>;5p>0, 1
v(ys i k)=1 > k> (1-k)"y dla pk<y p u>0,0<k<

0 dla pozostatych przypadkow,

kotfl(l_k)gfl
gk a, 0)= B(a, 0)
0 dla  pozostalych przypadkow,

gdy 0<k<1;6>0, a>1

oraz B(a, 0) jest funkcja beta.

1.9. Rozktad Zengi

(1.115)

(1.116)

(1.117)
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Parametr 4 > 0 jest parametrem skali rozkladu Zengi, natomiast a > 0
i0> 0 sg parametrami ksztaltu.

Gdy parametr 6> 1 dystrybuanta rozktadu Zengi ma postac (por. Zen-
gaiin., 2010a):

F(y)=F(y; u, &, 0) =

1/2
1 B[Z; a, 9—1]—(% B[Z; ate, 9—1}
B(a; 0) U ¥ Y 2

gdy0<y<uy (1.118)

1/2
-1 (ﬁJ B[Z; ais, 0—1}—3{1' a+l, 9—1}
B(e; 0)| \ y 7 2 7

gdyy>u,

gdzie B( ) jest funkcja beta, natomiast B(;; -,-) jest niekompletng funkcja
beta.

Uogdlnienie wzoru (1.118) dla warto$ci 6 > 0 przyjmuje postac (por.
Zengaiin., 2010b):

F(y)=F(y; u, a, 0) =

» 12 1
! Z B| Z; a+i-1, 9]—(KJ B{Z; (x+i—l, Gj
B(a; 0) /5 ¢ y U 2

gdyO<y<uy (1.119)

o 1/2
- z[ﬁ} B(ﬁ-a+i_1,ej_3[ﬁ.a+i,aj
Bla; 0) 75|\ y y 2 y

gdyy > p.

Momenty zwykle rzedu r rozkladu Zengi wyrazaja sie wzorem:

o M1
E(Y')= . Bla—r+1, 6-1)—B ,0-1)], 1.120
(Y") -1 B, 9)[( (a—r+ )—Bla+r )] (1.120)

gdyre N,r<a+1oraz0> 1.
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Uogodlniony wzér na momenty zwykle rzedu r, dla 6 > 0, jest postaci:

r

E(Y")= ! e)zzr "Bla—r+i, 0), (1.121)

2r 1 B(
gdyre Nyr<a+1.
Z wzoréw (1.120) i (1.121) wynika, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej
losowej o rozkladzie Zengi jest rOwna parametrowi skali y, tzn.:

E(Y)=p. (1.122)

Wzory na momenty zwykle rzedu r rozkladu Zengi utatwiajg esty-
macje¢ jego parametréw i umozliwiajg bezposrednig interpretacje para-
metru skali. Nalezy podkresli¢, ze parametr skali rozkladu Zengi p jest
takze §rednig rozktadu Polisicchio (2008). Ponadto parametr ten w przy-
padku rozkladu Zengi jest zawsze skonczony, w odréznieniu od wielu
innych rozkladéw, w tym rozkladu Daguma, gdzie w zaleznos$ci od para-
metréw ksztattu moze by¢ skonczony lub nieskonczony.

Liczba skonczonych momentéw rozkladu zalezy od parametru i dla
typowych wartosci tego parametru wiekszych od 2 rozklad Zengi posia-
da 3 lub wigcej momentéw. Funkcja gestosci rozkltadu Zengi przyjmuje
rozne ksztalty, bardziej réznorodne niz tradycyjne tréjparametrowe mo-
dele rozkladéw dochodéw, jak np. rozktad Daguma i cecha ta pozwala na
dobre dopasowanie takze dla niskich grup dochodowych. Przyktadowe
wykresy funkcji gestosci przedstawione sg na rys. 1.21-1.22.

t.0F

08F :

06|

0.4}

o2k

Rysunek 1.21. Gestosci rozktadu Zengi dla /= 2 oraz a = 2 i wybranych wartosci parametru 6

Zrédto: obliczenia wtasne
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0 1 2 3 4 5
Rysunek 1.22. Gestosci rozktadu Zengi dla (/=2 oraz 6=0,25
i wybranych wartosci parametru a

Zrédto: opracowanie wtasne

Parametry rozkladu Zengi (2010), ktéry po zastosowaniu odpowiednich
miar zgodnosci okazal si¢ dostatecznie dobrze dopasowany do rozwaza-
nego empirycznego rozkiadu dochodu, moga by¢ nastepnie wykorzystane
do oceny roznych charakterystyk statystycznych rozkladu, w szczegdlnosci
punktowych i syntetycznych miar nieréwnosci dochodéw. W przypadku
tego rozkladu popularny wspotczynnik nieréwnomiernosci Giniego moze
by¢ otrzymany w oparciu o numeryczne oszacowanie pola miedzy krzywa
Lorenza L(p) alinig réwnomiernego podziatu p = L(p).

W celu otrzymania dla funkgji gestosci f(y; u, «, 0) wykresu krzywej
Lorenza nalezy obliczy¢ dla wygenerowanych wartosci zmiennej Y war-
tosci pierwszego niekompletnego momentu H(y; 1, &, 0) i dystrybuanty
F(y; 1, a, 0). Wiadomo, ze zaréwno funkcja Lorenza, jak i wspdtczynnik
nieréwnomierno$ci Giniego sg niezalezne od przyjetej skali dochodu
(invariant to scale transformation), wystarczy wigc rozwazy¢ najprostszy
przypadek f(y; 1, &, 6). Wiadomo, ze:
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F(y; 1, &, 0) =

E(y; 1, 0)= B(ocl, 6)2{3(}/; a+i-1, 6)—y‘1/23[y; oc+i—%, Gﬂ
_|edy0<y<1 (1.123)
E(y L a 6)=1—Li{)f”23[1; (x+i—l, 6]+B[l; a+i, GH
B, 0) /5 y 2 y
gdyy>1.

Pierwszy niekompletny moment zmiennej losowej Y o gestosci f(y; u, «, 0)
okreslony jest nastepujaco:

H(y; 1, a, 6) = joytf(t; 1, a, 0)dt. (1.124)

W wyniku elementarnych przeksztalcen dla rozkltadu Zengi otrzymuje-
my nastepujaca postaé funkeji H:

H(y; 1, o, 0)=

o0

1 12 .1 .
B 5 __)0 _B 5 50
B, 6)2{)/ [}’ a+i 5 j (y; a+i )}

i=1
gdy 0<y<1 (1.125)

I ZB(l;a+i—1,9j+y1/23[l;a+i—l,0J
B(a, 0) {7 ¥ ¥ 2

gdy y >1.

Wykres punktowej miary koncentracji opartej na krzywej Lorenza dla
rozkladu Zengi otrzymujemy, odkladajac na osi odcigtych F(y; 1, «, 0), zas
na osi rzednych wartosci H(y; 1, «, 0), dla dostatecznej liczby wartosci y.
Mozna réwniez dokona¢ transformacji p = F(y) i dla dostatecznej duzej licz-
by wartosci p € [0, 1] wykresli¢ funkcje Lorenza L(p). W takim przypadku
warto$ci otrzymane na osiach OX i OY bedg mialy jednakows skale.

Wspolczynnik Giniego, okreslony jako podwojone pole miedzy krzy-
wa Lorenza a linig p = L(p), mozemy otrzymac za pomoca calkowania
numerycznego. Przykladowe wartosci wspoéiczynnika Giniego podane
zostaly w tab. 1.10.
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Tabela 1.10. Wartosci wspdtczynnika Giniego dla wybranych rozktadéw Zengi

Parametr a Parametr 0 Wspotczynnik Giniego
4,5 5,2 0,29
3,2 3,8 0,30
5,0 6,5 0,31
2,8 4,0 0,34
2,0 3,0 0,37
1,5 3,5 0,49
1,2 4,0 0,56

Zrédto: obliczenia wtasne




ROZDZIAL 2

Podejscie systemowe do modeli
rozktadow dochodow

2.1. Uwagi wstepne

Przeprowadzajac przeglad réznych rozkladéw ptac i dochodéw, powsta-
je problem badania ich wlasno$ci. W tym celu wygodnie jest pogrupo-
wac rozklady w systemy lub rodziny, ktére ulatwiaja badanie ich struk-
tury i rozwazanie ich wad oraz zalet. Niektore z systemdw, jak system
D’Addario czy system Daguma, maja charakter systemow generujacych
rozklady i zostaty stworzone specjalnie z myslg o rozktadach dochodéws;
inne zas, jak systemy krzywych Pearsona, Burra czy Johnsona systematy-
zujg rozklady prawdopodobienstwa w pewne jednorodne grupy i rozwa-
zaja rozne funkcje rozkladéw prawdopodobienstwa, a wsrod nich takze
tunkcje rozkltadéw dochodéw. Dagum (1980; 1985; 1990) wyprowadzit
prawie wszystkie modele rozktadéw dochodéw z jednego z trzech syste-
mow: D’Addario, Daguma, Pearsona. Oczywiscie systemy te nie sg roz-
taczne, niektore funkeje rozkladow nalezg do kilku systemdéw jednoczes-
nie: rozklad logarytmiczno-normalny nalezy do systeméw D’Addairo
i Johnsona, rozklad gamma - do systemoéw Pearsona, D’Addairo i John-
sona, rozklad Daguma - do systeméw Daguma, Pearsona oraz Burra,
rozklad Pareto - do systeméw Daguma i D’Addairo, a Singha-Maddali
- do systeméw Daguma i Burra.

W poszukiwaniu coraz bardziej uniwersalnych rozktadéw, ktére
moga przyjmowac rozne ksztatty i tatwo dopasowywac si¢ do danych
empirycznych w réznych przekrojach, czesta praktyka jest uogélnianie
pewnych rozktadéw prawdopodobienstwa poprzez dodawanie kolejnych
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parametrow. W ten sposob powstaja rodziny rozkladow, ktore jako szcze-
gllne lub graniczne przypadki moga zawiera¢ bardzo wiele znanych roz-
ktadow o mniejszej liczbie parametréow. W ten sposob, poprzez dodanie
czwartego parametru do standardowego rozkladu beta drugiego rodza-
ju, powstala rodzina zwana uogoélnionym rozktadem beta drugiego ro-
dzaju (GB2), ktéra ma szczegolne znaczenie z punktu widzenia badania
rozkladow réznych rozkladéw wedtug wielkosci (size distributions), do
ktdrych nalezg rozktady ptac i dochodéw.

Johnson i inni (1994), dokonujac przegladu najczesciej uzywanych
rozkladow statystycznych, stwierdzili, Ze do dobrej aproksymacji rozkla-
dow empirycznych potrzebne s3 co najmniej trzy parametry, zas zastoso-
wanie rozkladéw czteroparametrowych, do ktérych nalezy rozktad GB2,
powinno w zupelnos$ci wystarczy¢ do wigkszosci praktycznych celow.
Przyjmuje si¢, Ze nie mozna oczekiwa¢ zauwazalnej poprawy wynikajacej
z wlaczenia piatego lub szdstego parametru.

2.2, System Daguma

System Daguma opiera si¢ na réwnaniu rézniczkowym, ktore jest efek-
tem obserwacji pewnych prawidlowos$ci zwigzanych z ksztaltowaniem
sie elastycznosci dochodowej dystrybuanty rozkladéw dochodoéw, ptac
izamoznosci. Réwnanie to ma nastepujacg postac (por. Dagum, 1990):

_ dIn(F(y)—a)

diny y(y)$(F) <k (2.1)

e(F(y)-a, )

przyczym: k>0,0<y,<y<ooraza<1,y(y) >0, $(F) >0, M< 0,
o . dy
gdzie y, jest dochodem minimalnym.

Zgodnie z rownaniem (2.1) elastycznos¢ dochodowa dystrybuanty
rozktadu dochodow &(F(y) - «, y) jest dodatnia, malejaca i ograniczona
funkcja dystrybuanty, a wiec i dochodéw. Podstawiajac za funkcje y(y)
i ¢(F) odpowiednie formuly i rozwigzujac réwnanie (2.1), otrzymujemy
wiele modeli rozktadéw dochodéw (por. tab. 2.1).
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Tabela 2.1. Rozktady dochoddéw nalezace do systemu Daguma

Rozktad dochodu v(y) ¢ (F) 1) (o, B) Zakres
1-F
Pareto typu I 0 T >1 | (0,0) [ 0<yg<y<o
Pareto typu II o 1=F >1 | (0,0) [ 0<y,<y<©
yp y—c F s =Yo<)y
dy 1-F
Pareto typu III By+ y—c — >0 | (0,4) [0<yp<y<oo
o 1-F
Beniniego 20lny T >0 | (0,0) [ 0<yg<y<o
Weibulla By(y—c) T >0 | (0,4) c<y<ow
Fisk ) 1-F >1 0,0) 0<y<wo
1-(1-F)f
Singha-Maddali é (—)1 >0 | (0,4) 0<y<ow
F1-F)”
Log-Gompertza -Iné -InF 0, 1) | (0,0 0<y<ow
Daguma typu I 1) 1—FYB >1 | (0,4) 0<y<w
Fea /B
Daguma typu II ) 1—( n j >1 | (+4) 0<y<ow
-
Feua /B
Daguma typu III 0 1—( n j >1 | (4) [0<yg<y<o
-

Zrédto: Kleiber, Kotz (2003)

Parametr oznaczony jako § jest parametrem a rozkladéw Pareto
i Fiska, parametrem v Daguma oraz parametrem réwnym aq rozkladu
Singha-Maddali. Parametr f3 jest réwny parametrowi a rozktadu Dagu-
ma i parametrowi q rozktadu Singha-Maddali. Ponadto znaki i wartosci
parametrow a, $ zwigzane s3 z ograniczeniami réwnania (2.1).

Rozklady zamieszczone w tab. 2.1 powstaly przewaznie jako efekt ob-
serwacji empirycznych dotyczacych elastycznosci dochodowej dystrybuan-
ty. W ten sposdb powstaty krzywe: Pareto, Beniniego, Daguma I i II typu.
Funkcje zaproponowane przez Fiska (sech?) oraz Singha i Maddale
nie byly co prawda efektem obserwacji takich prawidtowosci, jednak
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spelniaja one takze warunek zbieznosci do rozktadu Pareto dla wysokich
grup dochodowych.

Rozklady nalezace do systemu Daguma wykazujg przewaznie bardzo
wysoki stopien zgodnosci z danymi empirycznymi dla calego przedzia-
tu dochodéw (rozktady Daguma, Singha-Maddali oraz Fiska) lub tez
dla wysokich grup dochodowych (rozktad Pareto). Latwo zauwazy¢, ze
w ramach systemu Daguma mozemy otrzymac wiele innych rozkladow,
wprowadzajac parametry skali lub dodatkowe parametry ksztattu, lub tez
stosujac inne postaci funkcji ¢(F).

2.3. System Pearsona

Wiele krzywych wykorzystywanych w analizie ptac i dochodéw nalezy
do systemu krzywych Pearsona (1895; 1948). System ten powstal, aby opi-
sywac roznorodne zjawiska o charakterze biologicznym lub spofeczno-
-ekonomicznym. Ideg Pearsona bylo stworzenie systemu funkcji gestosci,
ktére bylyby na tyle elastyczne, aby przechodzily jedna w druga oraz aby
obejmowaly rozklady zaréwno symetryczne, jak i niesymetryczne o roz-
nej dziedzinie.

Punktem wyjscia rozwazan Pearsona byly obserwacje dotyczace
funkcji gestosci stosowanych w réznych dziedzinach badan, nie za$ ob-
serwacje prawidtowosci w dziedzinie rozkladéw dochodéw, co bylo te-
matem rozwazan Daguma. Pearson zauwazyl, ze gtéwna cecha cz¢sto
stosowanych funkeji gestosci f(y) jest to, ze ich pierwsza pochodna dazy
do zera dla pewnych wartosci y. Ponadto zauwazyl, ze funkcje jednomo-
dalne najczesciej daza do zera w jednym lub obu skrajnych punktach
swej dziedziny, natomiast funkcje nieposiadajace ekstremum - w jednym
skrajnym punkcie dziedziny. Obie te wtasnosci spelniaja funkcje bedace
rozwigzaniem nastgpujacego réwnania rézniczkowego:

af(y) _ (y=9)f(y)

dy a0+a1y+a2y2'

(2.2)

Funkcja f(y) osiaga ekstremum w punkcie y = c. Jedli jest to maksimum,
to c odpowiada wartosci dominanty. Jedli jest to minimum, to rozktad jest
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U-ksztaltny. Forma matematyczna funkgcji f(y) zalezy od pierwiastkow
réwnania kwadratowego zawartego w mianowniku réwnania (2.2), czyli
od wartosci A =a; —4a,a,.

Parametry réwnania (2.2) mozna przedstawi¢, jak wykazal Pearson,
za pomoca wspolczynnika skosnosci (g;) i wspdtczynnika splaszczenia
(g2), a wiec zalezg one od czterech pierwszych momentéw rozkladu:

ag=4g, -3¢},
a;=g1(g2+3),
a,=2g,- 3g% -6,

gdzie: g, = ” > §2= # oraz ys, 44 53 momentami centralnymi odpo-
ot
wiednio trzec1ego i czwartego rzedu, zas 0 - odchyleniem standardowym.
Krzywe Pearsona klasyfikuje si¢ w oparciu o wartos¢ k:

k= a = 8 (g, +3)° . (2.3)

4a,a, 4(4g, —3g12)(2g2 —3g12 —6)

Wyrdznia si¢ trzy nastepujace typy gtéwne krzywych Pearsona:
- TypI-dlak<O.
Dla réwnania ag + a;y + a,y%> = 0 mamy A > 0 oraz a_ <0, czyli row-
0
nanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste przeciwnych znakow.
Rozktlad beta jest szczegolnym przypadkiem krzywej I typu.
- TypIV-dla0<k<1.
W tym przypadku aya, < 0iA <0, czyli istniejg pierwiastki zespolone
réwnania agy + ayy + a,y% = 0.
Do tej grupy nalezy m.in. rozklad Cauchy’ego.
- TypVI-dlak>1.
Réwnanie ag + a1y + a,y* = 0 ma pierwiastki rzeczywiste tych samych
znakoéw, gdyz A > 0 oraz L.
a
Do tej grupy zalicza si¢ rozoklad Fishera.
Oproécz typow gléwnych wyrdznia sie takze typy przechodnie, m.in.:
- Typll-dlak=0orazg, <3 (a,<0).
Rozktlad jednostajny jest przykladem krzywej I1 typu.
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- TypHI-dlak=%00,a,=0.
Rozklady gamma oraz chi-kwadrat sg szczegolnymi przypadkami
krzywej I1I typu.

- TypV-dlak=1.
Odwrdcone rozklady gamma i chi-kwadrat nalezg do grupy krzy-
wych Pearsona V typu.

- TypVII-dlak=0,g,>3(a,>0).
Do grupy tej zalicza sie rozklad ¢-Studenta.

Jeslia; = a, =0 orazay > 0, to rozwigzaniem réwnania rézniczkowe-
g0 (2.2) sa funkcje gestosci nazywane czasem ,,typu 0”. Sg to m.in. funkcje
gestosci rozkladu normalnego.

Z réwnania (2.2) wynika, ze jesli funkcja gestosci posiada dominante,
tojestnig Dy =c.

Do systemu Pearsona zostaly wiaczone inne krzywe, m.in. w 1916 roku
krzywa Pareto, jako szczegolny przypadek krzywej XI typu. Zestawie-
nie krzywych Pearsona zawiera tab. 2.2.

Tabela 2.2. Funkcje gestosci krzywych Pearsona

Typ Posta¢ funkgji gestosci Zakres Parametry
1 m m,
f(y):h[l-’,—lJ [1—1J —a;<y<a, my, my >0
% %
11 N
f(y)=h[1—y—2] —a<y<a m>-1
o
11 e
f()/):h(l‘f’%j exp(—uy) —a<y< oo Y o> -1
v -
f(y)=h[l+i/—2J exp[—‘uarctgij —0 <y <o @ o, m>0
v - o
y)=ny ~exp| —— O<y<oo a>0,m>1
JO)=hy " exp| = y
VI “m m my <1,my>-1
— W (y— ) <
fM=hy " (y-a) asy<e | w1
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Typ Posta¢ funkgji gestosci Zakres Parametry
VII yz —m 1
f)=h|1+— —00 < Y <0 m>—
o’ 2
VIII y —m
f(}’)Zh[“‘;j ~a<y<0 m>1
IX y m
f(y):h(l+;) —a<y<0 m>-1
X _
f(y)zhexp(—%] m<y<oo 0>0
XI fy)=hy™ b<y<ow m>1
XII m -m
f(x)=(1+1] [ —lJ —a1<y<a, |m| <1
* %

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Lahcene (2013)

Parametry krzywych Pearsona szacowane sa przewaznie metoda naj-
wiekszej wiarygodnosci lub momentéw, jednak istotnym utrudnieniem
w ich stosowaniu jest to, ze w typach gléwnych wystepuja po cztery para-
metry niezalezne, trudne do interpretacji ekonomiczne;j.

Rozwaza sie rowniez uogoélniony system Pearsona, do ktorego naleza
funkcje spelniajace réwnanie rézniczkowe postaci:

g _ sfy), (2.4)
dy

gdzie

orazm,n € N\{0}i aj bj sg liczbami rzeczywistymi.

W zaleznosci od przyjetych wartosci parametrow otrzymano krzywe
charakteryzujace si¢ rownymi wlasnosciami (por. Lahcene, 2013; Shakil
iin., 2016).
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Cobb iin. (1983), przyjmujac w liczniku wielomian stopnia wyzszego
niz jeden, a w mianowniku funkcje postaci:

- vy =1, —0 <y <o,
- v = 0<y<omo,
- v(y) =y 0<y<oo,
- vy =y1-y), O<y<l.

rozszerzyli klas¢ krzywych Pearsona o rozklady wielomodalne.

Roy (1971) analizowal rozwigzania réwnania (2.4), gdy m=3,n=2
i by =0, uzyskujac pie¢ krzywych, ktérych parametry zaleza od sied-
miu pierwszych momentéw. Natomiast Chaudhry i Ahmad (1993) roz-
wazali klase rozkladow spetniajacych rownanie (2.4) dlam=4,n=3
ibg=b;=b,=0, by#0oraz %z—Z(x, 2(1703:2&

Czes¢ z wymienionych rozktadow stosowana jest w analizach ptacido-
chodéw, np. rozktad gamma (por. rozdziat 1) czy rozkiad t-Studenta wyko-
rzystywany jako funkcja generujaca rozktad logarytméw dochodéw.

2.4. System D’Addario

Funkcja rozktadu dochodéw moze by¢ takze tworzona za pomoca procesu
probabilistycznego, jaki jest wykorzystywany do opisu zjawisk wystepuja-
cych w fizyce molekularnej. System funkcji opisujacych rozktady docho-
dow zaproponowany przez D’Addario (1949) opiera si¢ wlasnie na formal-
nej analogii do rozkladu najbardziej prawdopodobnej statystyki kwantow
Brillouina. Statystyka ta jest uogélnieniem statystyk kwantowych: Bolz-
manna, Bosego-Einsteina i Fermi-Diraca. Ze statystyki Bosego-Einsteina
mozna otrzymac rozktad dtugosci fal emitowanych przez cialo doskonale
czarne, bedace w staltej temperaturze, otrzymany przez Plancka (prawo
Plancka). Davis (1941) zaproponowat model rozktadu dochodéw utwo-
rzony przez analogie do tego prawa. W obszarze wiekszych dlugosci fal
(odpowiednik wysokich dochodéw) prawo Plancka przechodzi w prawo
promieniowania Rayleigha-Jeansa, z ktérego mozna wyprowadzi¢ model
Pareto, natomiast dla matych dtugosci fal (odpowiednik niskich grup do-
chodowych) prawo Plancka jest zbiezne do prawa Wiena, ktére bylo pod-
stawa do utworzenia modelu Vinci'ego (1921).
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Réwnanie Brillouina przyjmuje postac:

1

-1
g(z)= K{bJrezp J ,2 € (29, 27)s (2.6)

gdzie p >0, b € R, za$ K jest znormalizowang stala.

Jezeli b = 0, to otrzymujemy réwnanie najbardziej prawdopodobnej
statystyki Bolzmanna, dla b = -1 réwnanie Bosego-Einsteina, natomiast
dla b = 1 réwnanie Fermi-Diraca. D’Addario wykorzystal metode trans-
lacji zaproponowang przez Edgewortha (1898)L.

Funkcja g(z) jest traktowana jako funkcja generujaca rozklady do-
chodéw.

Funkcja transformujaca ¢(y) spetnia réwnanie rézniczkowe postaci:

SN[ :ﬁ dlac<yy<y<oo (27)

gdziea#0,q9 € R.

Przyjmuje ona jedng posta¢ (por. D’Addario, 1949):
d(»=h(y-o* dla g=-1,d>0,a#0 (2.8)
lub
¢(») =1 +g)aln(y-c) +d))1+ad dlag#-1,a#0 (2.9)

gdzie: d, h - stale calkowania.

Funkcje rozkladu dochodéw systemu D’Addario otrzymujemy, roz-
wiazujac rownanie rézniczkowe postaci:

) =¢'0) - glow)l. (2.10)

! U Edgewortha role funkcji generujacej odgrywat rozktad normalny, nato-
miast logarytm dochodu byt funkejg transformujaca. W ten sposéb otrzy-
mat on szczegdlny przypadek rozkladu logarytmiczno-normalnego. Jako
funkcja generujaca rozkltady dochodéw wykorzystywana byla takze funk-
cja Laplace’a I typu, rozktad ¢-Studenta oraz krzywa logistyczna.
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Do systemu tego nalezy szereg funkgji, z ktérych wymieni¢ nalezy
rozklad Pareto I-go i II-go typu, krzywa Pearsona V typu zapropono-
wang przez Vinci'ego, rozklad logarytmiczno-normalny, rozklad gamma
uogodlniony zaproponowany przez Amoroso oraz rozktad Davisa (por.
tab. 2.3).

Tabela 2.3. Wybrane rozktady dochoddw nalezace do systemu D’Addario

Funkcja Funkcja
Rozklad generujaca transformujqca Zakres
b p q o c
Pareto I 0 1 0 >0 0 YoSy<oo
Pareto IT 0 1 0 >0 | #0 c<yg<y<o
Log - normalny 0 [05] 0 |>0] 0 0<y<oo
(dwuparametrowy)
Log - normalny
‘s 0 0,5 0 >0 | #0 c<y<ow
(tréjparametrowy)
A
FHOToso 0 | >0 | -1 | 20 | 20 | c<yp<y<oo
(uogdlniony gamma)
Davisa -1 >0 | -1 -p #0 c<ypSy<o

Zrédto: Kleiber, Kotz (2003)

Krzywe nalezace do systemu D’Addario charakteryzuja si¢ duzg roz-
norodnosciag w poréwnaniu z systemami Pearsona czy Daguma, jesli
wezmiemy pod uwage przeslanki, ktére odegraly role przy wyborze tych
wlasnie funkcji do analizy plac i dochodéw. Do tego systemu wchodzg
zaréwno funkcje wybrane ,,ad hoc”, rozkltad gamma oraz krzywa Pear-
sona V typu, jak i otrzymane na bazie obserwacji empirycznych (rozktad
Pareto) czy bedace wynikiem procesu stochastycznego (rozktad logaryt-
miczno-normalny). Jedynie rozklad Davisa zostat utworzony catkowicie
przez analogie. Tym bardziej interesujaca wydaje si¢ praca D’Addario,
ktory wykazal, ze procesy powodujace powstawanie rozktadéw docho-
doéw sg podobne do tych zaobserwowanych w fizyce kwantowej i doty-
czacych dlugosci fal.
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2.5. System Burra

System Burra, podobnie jak system krzywych Pearsona, obejmuje szeroki
zakres funkeji odpowiednich do opisu réznych danych jednomodalnych.

Dystrybuanty rozkladéw nalezace do systemu Burra powstaly jako

rozwiazanie réwnania rézniczkowego postaci:

dF
T F - FODe O 21
Gdy g(x, ) = g(x), to dystrybuanty mozna zapisac jako:
p -1
F(y)z[e_jg(y) 7 +1} . (2.12)

Dystrybuanty i funkcje gestosci rozktadéw Burra przedstawione sg

wtab. 2.4.
Tabela 2.4. Dystrybuanty i funkcje gestosci rozktadéw Burra
Typ Dystrybuanta Funkcja gesto$ci Zakres
I F(y)=y flyy=1 0<y<l1
1 -r—1
| Fy)=E’+1)" f(y):% o<y <o
e
re(y “+1)7" !
M| F()=(y +1)7" foy=" D 0<y<o
1 —r 1 -r—1 1_1
IV | FE(y)= [c—y]c_H f(y):L2 [C_yjc+1 (ﬂJC 0<y<c
y X y y
V| FG)=® ) IO k) N . PPY.
y)=(ce 4D cos® ye'® PR
—csinh —r rc(e_csmhy + 1)_r_1
VI E(y)=(e 7 +1) fn= — coshy | -o<y<ow
gcsinhy
27 r(1+tghy) !
VII| F(y)=2""(1+tghy)" )= —0<y< o
(y)=27"(1+tghy) SO cosh? y y
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Tabela 2.4 (cd.)

Typ Dystrybuanta Funkcja gestosci Zakres
2 r—1
r 2re? | 2 y
VI F(y)= [Ea“tgeyj * (ﬂ arctee ) —0 <y < o0
- f)= :
a(l+e””)
X F(y) =1 ()= 2er(l+e?) e w<y<o
c[(l+ey)r—1J+2 (cl+e”) —1]+2)? Y
X F(y)=(1-¢") fx)=2xr(1—e ) e 0<y<oo
1 . r 1 . r—1
XI | F(y)=| y——sin2ny f(x)=r| x——sin2nx (I-cos2mx) | O<y<1
2 2m
X1 F(y)=1-(1+y°)" fQ)=r(+y) "ty ! 0<y<o

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Kleiber, Kotz (2003)

Gdy na przykiad g(y) = ¢, otrzymujemy rozktad typuII, gdy g(y) = £
- rozktad I, gdy zas$ g(y) = [(c - y)y]~! - rozktad typu IV. Y

Do systemu Burra zalicza si¢ m.in. rozklady Daguma, Fiska i Singha-
-Maddali (por. Tadikamalla, 1980).

Funkcja Singha-Maddali to krzywa Burra XII typu z parametrem ska-
li. To wlasnie krzywym typu XII Burr poswigcil szczegoélnie duzo uwagi,
uwazajac je za przydatne do analizy wielu zjawisk ekonomicznych. Funk-
cja sech? zaproponowana przez Fiska do badania dochoddéw to graniczny
rozktad Burra XII typu.

Rozktad Burra typu III odpowiada natomiast dystrybuancie rozktadu
Daguma okreslonej wzorem (1.74).

2.6. System Johnsona

Johnson opisal system krzywych, ktore reprezentuja transformacje
standaryzowanych krzywych normalnych (por. George, Ramachandran,
2011). Dla ciaglej zmiennej losowej Y 0 nieznanym rozkfadzie ogélna po-
sta¢ transformacji jest nastepujaca:
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Y_
Z:y+8g(T€), (2.13)

gdzie g(°) jest funkcjg transformujaca, Z jest zmienng losowa o rozkladzie
normalnym, y i § > 0 s3 parametrami ksztattu, A > 0 jest parametrem
skali, za$ £ parametrem polozenia.

Korzystajac z funkcji odwrotnej g1, otrzymujemy:

Y=E(+2g7" [%) (2.14)

W zaleznosci od postaci funkeji ¢ Johnson zaproponowat cztery typy
rozkladdw, okreslone w tab. 2.5.

Tabela 2.5. Funkcje transformujace i ich funkcje odwrotne dla rozktadéw Johnsona

Typ Funkcja g(y) Funkeja g-1(2)
St Iny e?
Y “zy-
In| 44— zy-1
SB n( 1— }/] (1 +e )
Su In(y+(1+ ")) L
SN y z

Zrédto: opracowanie wtasne

Pierwsza transformacja (S;) zaproponowana przez Johnsona zawiera
rozklady logartymiczno-normalne i jest postaci:

Z=y+6ln( jzy*+8ln(Y—€), (2.15)

gdzie y* =y - lnA.
Zmienna losowa Y ma rozklad o funkcji gestosci:

2
6 —
f()’)zmexp[—%(y+81n(y7£j} ] dlay>¢& (2.16)
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Druga z transformacji (Sg) zdefiniowana jest nastgpujaco:

=
Z=y+61 .
y+ H(EHL—YJ (2.17)

Zatem zmienne losowe Y opisane s3 przez funkcje gestosci:

2
oL 1 y—f
= —= y+ol
T I N 2{” n(fﬂ—yﬂ .18

dlaé<y<&+A.

Rozklady uzyskane przy jej zastosowaniu sg okreslone na zbiorze
ograniczonym z dotu lub géry albo i z dotu, i z géry. Do tej grupy rozktla-
doéw naleza m.in. rozkltady gamma i beta.

Trzecia transformacja Johnsona (Syy) jest postaci:

2 1/2
Z=y+dIn (YT_gj-'_[H(YT_gj } =y+85inh_1(YT_fj, (2.19)

a funkcja gestosci zmiennej Y wyraza sie¢ wzorem:

fy)=

1/2
_ oA 1 y—f) (y—sz (2.20)
_ L o] [ 228 4 14 228
GBE Ay T 2" n( ) +[+ )

dla —o<y<oo

Krzywe z tej grupy sa okreslone na zbiorze nieograniczonym, np. roz-
ktad t-Studenta.
W przypadku ostatniej transformacji:

Y_
Z=y+8(Tfj (2.21)
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otrzymujemy rozklad normalny:

0l A s 2=8Y]
f(y)_A\/%exp{ 2[y+8( 1 H }dlay>f, (2.22)

o warto$ci oczekiwanej E(Y)= f—y% i odchyleniu standardowym

)
D(Y)="=.

2.7. Rodzina uogolnionego rozktadu beta
drugiego rodzaju

Uogolniony rozklad beta drugiego rodzaju (GB2) jest rozkladem
czteroparametrowym, ktory powstal przez dodanie parametru skali
i trzeciego parametru ksztaltu do funkcji gestosci rozktadu beta (Gini,
1911), w celu jej uelastycznienia. Po raz pierwszy zostal zapropono-
wany w kontekscie badania rozkladéw dochodéw przez Mc Donalda
(1984) w pracy poswigconej uogélnionym rozktadom stosowanym do
badania dochodoéw, gdzie oprocz rozktadu GB2 przedstawiony zostal
takze uogdlniony rozklad gamma. Obie te rodziny zawieraja wiele uzy-
tecznych rozkladow, jako przypadki szczegdlne lub graniczne, z ktorych
wigkszos¢ znalazta zastosowanie w analizach rozkladéw ptac, docho-
doéw czy zamoznosci.

Dystrybuante uogoélnionego rozkladu beta drugiego rodzaju otrzy-
mujemy z dystrybuanty rozktadu beta (znanego takze w literaturze jako
rozktad beta drugiego rodzaju, beta prime lub odwrotny rozktad beta)
postaci:

z : tP7!
j dt dla z>0,
F(z)=1B(p,q)’° (1+1)P*1 (2.23)

0 dla z<0.

poprzez podstawienie z = (%) .
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Funkcja gestosci uogoélnionego rozktadu beta drugiego rodzaju z do-
datnimi parametramia, b, p i g, czyli GB2 (a, b, p, q) przyjmuje postac:

ayap—l

o dla y>0,

() =1 b"B( p,q)[l—k(gj ] (2.24)

0 dla y<o0.

Parametr b jest parametrem skali rozkladu GB2, natomiast pozosta-
te parametry: a, p i g s3 parametrami ksztaltu. Parametr a pelni podobna
funkcje w rozktadzie GB2 jak stala Pareto, czyli odpowiada za grubos¢
ogona rozkladu (por. rys. 2.1). Dokladniej: czym wigksza wartos¢ tego
parametru, tym cienszy ogon rozkladu, a wiec wigksza jest liczba skon-
czonych momentéw rozkladu.

Parametr p kontroluje lewy ogon rozkladu (por. rys. 2.2), parametr g
dodatkowo kontroluje prawy ogon, co mozna zaobserwowac na rys. 2.3—
2.4. Parametry p i g razem odpowiadajg za asymetrie rozktadu.

Momenty zwykle rzedu r dla rozkladu GB2 istniejg tylko dla
—ap < r < aq isg okreslone nastepujagcym wzorem:

r r
b'B| p+—, q——
(p a1 aj (2.25)

B(p, q)

E(Y")=

w szczegolnosci warto$¢ oczekiwana wynosi:

1 1

bB| p+—, q——
E(Y) = (p a 1 a) (2.26)

B(p, 9)
a wariancja:
2 2 1 1
B(PJF,’ q—jB(P’ q)-B (PJF,’ q—)

DZ(Y)sz a a a a . (2.27)

B*(p, q)
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Rozklad GB2 oprdcz swojej niezwyklej elastycznosci ma szereg inte-
resujacych wlasnosci, ktére umozliwiajg wykorzystywanie go do réznych
transformacji zmiennych losowych i sg przydatne w procesie wnioskowa-

nia statystycznego.
0zl ——— GB2(1,324)
[ o ——— (GB2(2,324)
GB2{(3,3,2 4)
GB2(5,3,2 4)
0

Rysunek 2.1. Gestosci rozktadéw GB2 dla b =3, p=2, g =4 i wybranych wartosci a

Zrédto: opracowanie wtasne

——— GB2(2,3,14)
——— GB2(2,324)
----- GB2(2,3,3,4)
----- GB2(2,3.4,4)

—
] B R el " " I

] 10

Rysunek 2.2. Gestosci rozktadéw GB2 dla a =2, b =3, g =4 i wybranych warto$ci p

Zrédto: opracowanie wtasne
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0.1

- — GB2(2,321)
— GB2(2,322)
6B2(23.23)
s GB2(2,3,2.4)

10

Rysunek 2.3. Gestosci rozktadéw GB2 dla a =2, b =3, p =2 i wybranych wartosci g

Zrédto: opracowanie wtasne

0.4k
PR — GB2(22311)
AR —— GB2{2,3,22)
0.3} ' o
” T GB2(2,3,3,3)
N GB2{2,3,4.4)
02t o B
Y
I"‘I
0.1 l"
;I" ~
i-:l' ‘I-."hl\.‘_
- L L 1 - ) 3 R

Rysunek 2.4. Gestosci rozktadéw GB2 dla a =2, b = 3 i wybranych wartosci p, g

Zrédto: opracowanie wtasne

W tab. 2.6 przedstawione zostaly najwazniejsze i najczesciej stosowa-
ne rozklady, ktdre sa szczegolnymi przypadkami uogoélnionego rozkiadu
beta drugiego rodzaju.
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Tabela 2.6. Rozktady nalezgce do rodziny GB2

Symbol rozkladu Nazwa rozkladu Zwiazek z GB2 (a, b, p, q)
B2 (b, p, q) Beta drugiego rodzaju GB2 (1, b, p, 9)
Fisher (u, v) Fishera GB2 (1, v/u, u/2, v/2)
S-M (g, a, b) Singh-Maddala (Burr XII typu) GB2(a,b,1,9)
D (a, v, b) Dagum (Burr III typu) GB2 (v, b,a, 1)
L (b9 Lomaxa GB2(1,b,1,9)
GB2 (1, b, p, 1)
IL (b, q) Odwrotny Lomaxa
S-M(a=-1)=Dagum (v=1)
GB2(a, b, 1,1)
F (a, b) Fiska
S-M(g=1) =Dagum (a=1)
LL (b) Logarytmiczno-logistyczny GB2(1,b,1,1) =Fisk (a = 1)

Zrédto: opracowanie wtasne

Latwo zauwazyc¢, ze rodzina GB2 zawiera bardzo rézne funkcje gesto-

$ci, ktore w zaleznosci od parametrow moga przyjmowac rézne ksztalty,

jednak wiekszos¢ z nich moze by¢ stosowana w badaniach rozktadéw do-

chodéw wedlug wysokosci oraz innych rozkladéw tego typu, jak np. roz-

ktady wykorzystywane w badaniach finansowych i aktuarialnych (por.
Kleiber, Kotz, 2003). Przedstawione na rysunkach 2.1-2.4 rézne ksztalty

funkeji gestosci rozktadu GB2 pozwalaja dodatkowo wyjasnic ztozonosé¢

rozkladu, jego elastycznos¢ i wptyw poszczegdlnych parametréow na jego

asymetrie, splaszczenie i grubos¢ ogondow.







ROZDZIAE 3

Metody estymacji parametrow
rozktadu

3.1. Uwagi wstepne

Do wyznaczania estymatoréw parametréw rozktadu zmiennej loso-
wej wykorzystuje si¢ zardbwno parametryczne, jak i nieparametryczne
metody estymacji. Do najpopularniejszych naleza: metoda najwigkszej
wiarygodnosci, momentéw i metoda najmniejszych kwadratow. Ist-
niejg jednak ograniczenia w wykorzystywaniu tych metod ze wzgledu
na brak mozliwosci wyznaczenia maksimum funkcji wiarygodnosci
czy brak momentow centralnych odpowiednich rzedoéw, a to sprawia,
ze poszukuje sie innych procedur szacowania parametréw rozkladu
analizowanych zmiennych. Bardziej uniwersalne w zastosowaniu s
metody oparte na percentylach i metoda momentéw wazonych praw-
dopodobienstwami.

Wybér metody estymacji wplywa na wlasnosci estymatoréw, ich
obcigzonos¢, zgodnosé i efektywnos¢, dlatego w praktycznym zasto-
sowaniu istotne sg informacje dotyczace wlasnosci otrzymywanych
estymatordw.

W rozdziale tym przedstawione sg metody estymacji, ktére moga
by¢ stosowane przy szacowaniu parametréw rozkladow wykorzysty-
wanych w analizach dochodéw, ptac i wydatkéow gospodarstw do-
mowych. W przypadku kazdej z procedur szacowania parametréw
podane sa przyklady zastosowania dla wybranych rozktadow teore-
tycznych.
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3.2. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Do szacowania parametréw rozkladu czesto wykorzystuje sie¢ metode
najwiekszej wiarygodnosci (MNW), ktérej zastosowanie zwigzane jest
zwyznaczeniem funkcji wiarygodnoscilub logarytmu funkcji wiarygod-
nosci, a nastepnie maksimum globalnego.

Oznaczmy przez Y ciggla zmienng losowg o rozkladzie okreslonym
przez funkcje gestosci f(y; 04, 0,, ..., 0)), gdzie 0;, 0,, ..., O sa para-
metrami rozkladu tej zmiennej. Funkcja wiarygodnos$ci wyznaczona
na podstawie n-elementowej proby prostej Y;, Y, ..., Y,, wyraza sie
wzorem:

LYy, Yy, o V) =TT, (Y5 65, 6,5 ...y 6,), (3.1)

za$ funkcja logarytmu ilorazu wiarygodno$ci ma postac:
InL(Y;, Yy, ..., Y,) =D Inf(Y;; 6, 6,, ..., 6;). (3.2)
i=1

Estymatory parametréw rozkladu 0y, 0,, ..., ), wyznacza sie, rozwia-
zujgc uktad k rownan:

a_,
00,
... (3.3)
a
00,
lub
OolnL _o,
00,
... (3.4)
OolnL _o,
00,

a nastepnie sprawdzajac warunek dostateczny istnienia ekstremum.
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Metode najwiekszej wiarygodno$ci mozna wykorzysta¢ m.in. do estyma-
cji parametréw rozkladu logarytmiczno-normalnego LN(y, o). Esty-
matory parametrow tego rozkltadu wyznaczone w oparciu o prébe losowa
Y., Y,, ..., Y, wyrazajg si¢ wzorami:

N
y:zzizllnYl, (3.5)
¢’ —HLZI” (Y, -y’ (3.6)

Obydwa estymatory sg nieobcigzone i najbardziej efektywne, a ich wa-
riancje dla duzych n s3 réwne, odpowiednio:
2 4
D*(@) =L oraz D*(5%) = 2L,
n n
W przypadku danych pogrupowanych konieczne s jednak modyfi-
kacje wzoréw (3.5) i (3.6) (por. Kordos, 1973):

N =
szzizlgilnYi, (3.7)
&2:L " (gilnz—/})z, (3.8)
n—14-i=1
gdzie:
= InY,_,-InY,
In¥ = 2o 70

’ 2
Y;_; — dolna granica i-tej grupy,
Y; - gérna granica i-tej grupy,
g; — frakcja jednostek w i-tej grupie,
m - liczba grup.

Z wykorzystaniem tej metody do estymacji parametréw rozkladu
logarytmiczno-normalnego nalezy uwazaé w przypadku danych po-
grupowanych, gdy skrajne grupy sa nieograniczone i liczne, gdyz wtedy
mozemy popelni¢ duzy btad przy obliczaniu $rednich grupowych, a tym
samym otrzymane estymatory beda charakteryzowaly si¢ duzymi bteda-
mi $redniokwadratowymi.
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Zastosowanie metody najwigkszej wiarygodnosci do estymacji pa-
rametréw rozktadu gamma G(a, 1) na podstawie n-elementowej proby

prostej Y7, Y5, ..., Y, zwigzane jest z rozwigzaniem ukfadu réwnan:
o
A ==,
Y (3.9)

Ina—¥(a)=InY -InY,

gdzie Y jest srednig arytmetyczna z proby, Y jest srednig geometryczna
z proby, zas V(«) jest funkcja digamma.

Drugie réwnanie z ukiadu (3.9) moze by¢ rozwigzane graficznie lub
interpolacyjnie po obliczeniu z proby ilorazu redniej arytmetycznej i geo-
metrycznej. Oszacowany w ten sposob parametr o wstawiamy nastepnie
do réwnania pierwszego i otrzymujemy oszacowanie parametru A.

Zastosowanie metody najwiekszej wiarygodnosci do szacowania
parametrow rozktadu Pareto Pa(6, a) o dystrybuancie okreslonej wzo-
rem (1.5), na podstawie proby losowej Y}, Y5, ..., Y,,, zwiazane jest z przyje-
ciem minimum z préby jako estymatora parametru 6, a nastepnie wyzna-
czeniem estymatora parametru a.

Wzory na estymatory parametréw rozktadu Pareto sg nastgpujace:

6= 1r£1ii<1‘}qYl., (3.10)
. n
a= y Y.\ (3.11)
z‘_lln —
= 0

Metode najwigkszej wiarygodno$ci mozna tez wykorzysta¢ do esty-
macji parametréw rozktadu Daguma D(a, v, b) (por. Domma i in., 2011;
Domanski, Jedrzejczak, 1998), przy czym liczebnos¢ proby, na podstawie
ktérej szacujemy parametry, musi by¢ co najmniej 1000. W tym przypad-
ku funkcja wiarygodno$ci ma postac:

—a-1

n ; Y. av -1 Y. v
LY, Yy, ..., Yn)z(%j Hm[j} 1+(?’J . (312)
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Niestety, w tym przypadku, aby znalez¢ wartosci estymatoréw para-

o,
Oa
metréw a, v, b, nalezy numerycznie rozwigza¢ uklad réwnan: Z—L =0.
v
L
a_,
ob

3.3. Metoda momentow

Do szacowania parametréw zmiennej losowej Y o rozkladzie okreslonym
przez funkcje gestosci f(y; 0}, 0, ..., 0;) metoda momentéw (MM) wyko-
rzystuje si¢ k momentow zwyklych rozkladu i ich estymatoréw.

Momenty zwykle u(") rozktadu s3 funkcjami parametréw 6, 65, ..., 6,
natomiast ich estymatory wyrazaja si¢ wzorami:

1
m™ :_Zj_lyf, r=12,.., (3.13)
L=

gdzie Y}, Y5, ..., Y, jest n-elementowq probe prosta.
Estymatory parametréw rozkladu f(y; 0;, 0,, ..., 0;) wyznacza sig, roz-
wigzujac uktad k réwnan postaci:

(3.14)

Zastosowanie tej metody zwigzane jest z istnieniem momentéw do
rzedu k-tego wlacznie.

Metode momentéw mozna wykorzysta¢ miedzy innymi do szacowa-
nia parametréow niektérych grup rozktadéw Pareto i Daguma oraz roz-
ktadu logarytmiczno-normalnego.

Estymatory parametrow rozktadu Pa(6, a) gdy istnieje warto$¢ ocze-
kiwana i wariancja rozktadu, czyli gdy a > 2, maja postaci:

. 1 =
a=1+—AY?+D?%, (3.15)
DY
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YNY?+ DY (3.16)

é: — )
DY +\72 + D*Y

2
gdzie Y = %Z?ZIYI oraz D*Y =% ?zlYiz —(%Zlnzlej $3 wyzna-
czone na podstawie n-elementowej proby prostej Yy, Ys, ..., Y,,.

W przypadku szacowania parametréw rozktadu D(a, v, b) zastosowa-
nie metody momentdw jest mozliwe, gdy v > 3. Wtedy wartosci estymato-

réw otrzymujemy z numerycznego rozwigzania ukladu réwnan:

r(l—ljr(mlJ
b % v) -
T'(a) y’
F(l—z)l“[cwzj 1
v v n
2 = ZZZzelyiz’ (3.17)
r(1_3jr(a+3j 1
3 14 1% _2 n 3
I'(a) B nzi:ly’ ’

gdzie 1, 5, ..., ¥, sa realizacjami proby prostej Yy, Y, ..., Y,,, zas ¥ jest
$rednig arytmetyczng obliczong na podstawie tej proby.

Dla rozktadu LN(y, o) estymatory parametréw otrzymane metoda
momentoéw wyrazaja si¢ wzorami:

R = 1 1 <—n
y=21nY—Eln(—zi=1Yi2j, (3.18)

n

n

62 =ln(12?zlYizj—Zln?, (3.19)

R A ol
gd21eY=; e

Obydwa estymatory sa zgodne i bardzo efektywne dla matych warto-
$ci 02, jednak ich efektywno$¢ gwattownie spada wraz ze wzrostem o2.
Dodatkowe problemy pojawiaja si¢, gdy chcemy korzysta¢ z danych po-
grupowanych. Konieczne jest wtedy stosowanie tzw. poprawek Shepparda.
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Moga takze wystepowac trudnosci zwigzane z obliczaniem Sredniej aryt-
metycznej dla grup skrajnych — podobnie jak przy zastosowaniu metody
najwiekszej wiarygodnosci.

Metode momentéw mozna tez wykorzysta¢ do estymacji parametrow
rozkladu Zengi. Zengaiin. (2010c¢) otrzymali formuly dla estymatoréw para-
metréw rozkladu Zengi poprzez rozwiazanie nastepujacego uktadu réwnan:

=y,
Y200+1) ln oo =2
_— = Y =Y, 3.20
3(a—1)(a+0) nz’zll (320
3mY(0+3)(0+2) 1<n _—

=" (v.-Y),
5(a+0+1)(ax—2) nz’zl(’ )

n 2

1
gdzie Y}, V), ..., Y, jest n-elementowq probg prostg oraz m, = —z

n i=171"

Oczywiscie, aby zastosowac te metode estymacji, parametr & musi by¢
wiekszy od 2. Wyznaczone z ukiadu réwnan (3.20) estymatory parame-
tréw maja postaci:

p=Y, (3.21)

. (3.22)
12_3&_1 4 lﬁ_é % 18Y0¢2 )
3a, m, 3a, 5 my 5 my
+ — )
o[ 1Y 35
3a, 5 my
A A 172~ « .
—(0-1)+ [(0-1)*+4| -~ 0(6+1)+0
3a (3.23)

&: >
2

. lgn 2 2 [
gdzie a, =;Zi:1Yi -Y", m, =;Zi:1Yi .
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Parametry innych rozktadow, np. Singha-Maddali czy Weibulla, moz-
na réwniez wyznaczy¢ metodg momentow okreslajac, odpowiednio, trzy
lub dwa momenty rozkladu, odpowiednio, z wzoréw (1.93) i (1.108) oraz
porownujac z momentami empirycznymi.

3.4. Metoda momentow wazonych
prawdopodobienstwami

Metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami (MM WP)
jest procedurg estymacji parametréw wykorzystywana w przypadku
szacowania parametréw 0y, 0,, ..., 0 rozkladu okreslonego za po-
moca dystrybuanty F(y; 0y, 0,, ..., 0;), gdy nie istnieje k momentow
zwyklych. Wtedy mozna wykorzysta¢ tzw. momenty rozkladu wazo-
ne prawdopodobienstwami (por. m.in. Furrer, Naveau, 2007; Rasool
iin., 2002).

Momentami rozkladu zmiennej losowej Y wazonymi prawdopodo-
bienstwami (o ile istnieja) nazywamy wyrazenia postaci:

Ml,j,O =E(YFJ()/; 61; cees ek)): (3.24)
Ml, 0.5 :E(Y(l—F(y; 91, ooy Gk))s), (325)

dlaj,s=0,1,2,...
Momentamiz proby Y3, Y5, ..., Y, wazonymi prawdopodobienstwami
nazywamy nastepujace statystyki:

ml»j>0 Zl 1 1n[F (ytn’ JERRERE) Hk):r> (3.26)

mLO)S:%ZI Y 1=E, (s 615 s ek)T, (3.27)

gdzie Y;., s statystykami pozycyjnymi wyznaczonymi na podstawie
n-elementowej proby losowej, natomiast F,,(y;.,; 01, ..., 0)) to wartos¢
dystrybuanty empirycznej dla i-tej statystyki pozycyjnej, okreslajaca
prawdopodoblenstwa nieprzekroczenia wartosci y;.,, statystyki Y;.,, dla
i=0,1,2,..,
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Estymatorami parametréw 0y, ..., 0, otrzymanymi metoda momen-
tow wazonych prawdopodobienstwami nazywamy statystyki bedace roz-
wigzaniem ukladu k rownan postacimy ; =M j o lubmy o (=M o
dlawybranychj, s.

Metoda MM WP, podobnie jak metoda momentéw (MM), ma ograni-
czenia w zastosowaniu. Mozna ja wykorzystywac do estymacji parame-
trow rozktadow majacych momenty wyrazone wzorami (3.24) i (3.25).

Nieobcigzonymi estymatorami moment6w rozktadu M ; oi M o,
sg statystyki:

My 0,0 = Z, ) Y. (3.28)

L (-16-2)..6-))
"0 Z' Tn-D(n-2)...(n1—j

- _lzn (n—i)(n—i-1)...(n—i—s+1)
LOs =y &i=1 (1) (n=2)...(n—>s)

)Y, nodlaj=1,2,. (3.29)

Y., dlas=1,2,... (3.30)

Metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami moze znalez¢ za-
stosowanie na przyklad w estymacji rozkladu Pareto, gdy a <2. Wtedy istnie-
je tylko warto$¢ oczekiwana (1 < a < 2) lub rozklad nie posiada obydwu mo-
mentéw zwyktych (a < 1) i zastosowanie metody momentdow jest niemozliwe.

Dla rozkladu Pareto Pa(, a), gdy 1 < a <2, estymatory parametrow 0
ia otrzymujemy z uktadu réwnan:

0 _
fo_y,
a—

3.31
Ba _lzn n—i (3-31)
2a—1 n“i=ly—1 ™"

gdzie Y;., jest i-tg statystyka pozycyjna z préby losowej Y7, Y5, ..., Y, isa
one postaci:

= n n—i
. nY_Zi:ln lYi:n
a= ) (3.32)

ny — 221 1o Yo
=—n Nn—i
Yz,-_lei-n

nY — zl T 1’"

(3.33)

Q:>
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Postaci estymatoréw dla rozkladu Pareto, gdy a < 1, otrzymujemy
z uktadu réwnan:

Ba

o N M0k
(k+1)(a-1) (3.34)
Oa

(j+D@a-1 "%
iwyrazaja si¢ one wzorami:

My, 0,k =M, 0,

&: >
(k+1D)my o 4 —(j+1)m1’0’j

(3.35)

. (I=F)my o 1y o, ' (3.36)

"M, 0,k — M0,

Metode momentdéw wazonych prawdopodobienstwami mozna tez wyko-
rzysta¢ do estymacji parametréw rozktadu Daguma D(a, v, b). W tym przy-
padku momenty wazone prawdopodobienstwami (o ile istniejq) sa postaci:

1 1
ji+a+— |I'| 1-——
(j+1)a v} ( VJ (3.37)

r{
= j =
M, 0= BOF(, O oo 0) = A s

Jesliv > 1, estymatory parametrow rozkladu Daguma mozemy wyzna-
czy¢ numerycznie z uktadu réwnan:

r 1—1]F(a+1)

b v 14 :Y
['(a)

o)

b v Y_§" LYM (3.38)
2I'(2a) n<—i=lp—1 "

b v v MTNTE
3I'(3a) nz’zl(n—l)(n—Z) e
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3.5. Metoda percentyli

Metoda percentyli (MP) posiada do$¢ prosta konstrukeje i moze by¢ sto-
sowana przy szacowaniu parametrow kazdego rozktadu opisanego za
pomoca dystrybuanty (por. Bartoszewicz, 1996; Wywial, 2004).

Przy wyznaczaniu metodg percentyli estymatoréw nieznanych para-
metréw rozkladu zmiennej losowej Y wykorzystuje si¢ definicje percen-
tyla rozktadu i wartosci percentyli z proby wybranych rzedow.

Niech Q, bedzie percentylem rz¢du p rozkladu zmiennej Y o dystry-
buancie F(y; 0y, 0,, ..., 0)), gdzie p € (0, 1). Z definicji percentyla rozktadu
Qp rzedu p wynika, ze F(Qp; 01,05, ..., 0)) = p, czyli w celu wyznaczenia
estymatorow k parametrow tworzymy uklad k réownan postaci:

F(Qpl; 01,0;....0,) = py,

F(QPZ; 6,,6,,...,0,) = p,, .39)

F(ka; 61)02)---)9k) zpk3
gdziepi,pj e (0, 1),p,-¢pj dlai#j oraz i,je{1,2,...,k}.

Podstawienie do ukladu réwnan w miejsce kwantyli rozkladu rzedu
pi(i=12, ..., k) wartosci kwantyli z proby Y, irozwigzanie tego ukfa-
du prowadzi do otrzymania estymatoréw parametréw 6, 0,, ..., 0;.

Dla zmiennych losowych o rozkladach ciagltych z dwoma parametra-
mi wykorzystuje si¢ percentyle z proby rzedu pil - p.

Wada metody kwantyli jest brak informacji o rzedach percentyli, ktd-
re nalezy wybra¢, aby obcigzenia i bledy $redniokwadratowe uzyskanych
estymatorow byly niewielkie. Okazuje sie, zZe dla r6znych klas rozktadow
zmiennych losowych rzedy kwantyli pozwalajace otrzymac estymatory
o ,dobrych” wlasnosciach sa rozne. Dlatego istotna jest wstepna analiza,
pozwalajaca sformulowac¢ wnioski dotyczace wyboru rzedéw kwantyli
z proby.

Metoda kwantyli jest wykorzystywana do oceny parametréw p i 02
rozktadu logarytmiczno-normalnego. Pozwala ona na oszacowanie tych
parametréw z danych indywidualnych i pogrupowanych. Poza tym ce-
chuje ja stosunkowo prosta procedura obliczeniowa.
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Wybierajac dwa kwantyle z n-elementowej proby: Y, oraz Yy _ , otrzy-
mujemy uklad réwnan:

Y = MO
P . ’o (3.40)
— (1-p)
Yl—p_e o >

gdzie iy, p(; _ ) sa kwantylami rozktadu normalnego standaryzowanego
rzedu, odpowiednio, p oraz 1 - p. Jego rozwigzanie prowadzi do estyma-
torow postaci:

b= ’ (3.41)
Up ~Ua—p)
InY, —InY,
&= w' (3.42)
Up ~Ua-p)

Wielko$ci rzeddw kwantyli, ktore nalezy stosowac w estymacji pa-
rametrow rozkladu logarytmiczno-normalnego, okreslone sg w pracy
Aitchisona, Browna (1957). Okazuje si¢, ze najwigksza efektywnos¢ oceny
parametru p uzyskuje sie, stosujac kwantyle rzedow 0,271 0,73, natomiast
najwigksza efektywnos¢ estymatora parametru 0 mozna otrzymac, wy-
korzystujac kwantyle 0,07 i 0,93.

Estymatorami parametréw rozktadu Pareto Pa(0, a) stosowanego
w analizach dochodéw grup zamoznych, uzyskanymi metoda percenty-
li, s statystyki:

lnYlfp—lan
0= Yl—p .pln(lfp)* Inp , (3.43)
a =M. (3.44)
lnYl_p —lan

W przypadku rozkltadu Weibulla W{(a, k), ktéry réwniez wykorzysty-
wany jest w analizach dochodéw i wydatkéw gospodarstw domowych,
estymatory parametrow otrzymane metodg percentyli majg postaci:
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In(=In(1-p))—In(-Inp)

a =
_ ’ (3.45)
In Yp InY; _p
In Y,— lnYFP
(3.46)

k= Y, (-In(1- p))ln(—ln(l ~p)~In(=Inp)

W pracach Pekasiewicz (2012; 2015) mozna znalez¢ wskazowki doty-
czace wyboru wartosci p dla réznych rozktadéw. Przyktadowo najmniej-
sze obcigzenia parametru a rozkladu Pareto Pa(6, a) uzyskuje sie dla war-
tosci p bliskich 0,2, za$ bledy $redniokwadratowe s3a najmniejsze dla
rzedow kwantyli p € (0,1; 0,2). Estymatory parametru 6 dla malych war-
tosci p sa praktycznie nieobciazone i charakteryzuja si¢ matymi bledami
sredniokwadratowymi (por. Pekasiewicz, 2015).

3.6. Kwantylowa metoda najmniejszych
kwadratow i jej modyfikacje

Estymacja parametréw rozkladu zmiennej losowej kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow (KMNK) polega na minimalizacji sumy kwa-
dratéw odchylen kwantyli z proby i kwantyli rozkltadu badanej zmiennej
losowej (por. Gilchrist, 2000).

Estymatorami parametréw 0y, 0,, ..., 0, rozktadu zmiennej losowej
Y o dystrybuancie F(y; 0y, 0,, ..., 8;) otrzymanymi kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratéw nazywamy statystyki é1 , éz s o ék bedace
funkcjami elementéw proby losowej Y3, Y5, ..., Y,,, dla ktérych osigga mi-
nimum globalne wyrazenie postaci:

GOy 6, .. B) =" (Y, —Q, ), (3.47)

gdzie statystyki Y, s kwantylamiz proby rzedu p; =l, natomiast Q,
to kwantyle rozkladurzedup;dlai=1,2, ..., n. n

Ta metoda estymacji nie jest efektywna dla rozktadéw o tzw. gru-
bych ogonach, m.in. dla niektdrych rozktadéw Daguma i Pareto, dlatego
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mozna wykorzystac jej modyfikacje zaprezentowane w pracy Pekasie-

wicz (2015):

— kwantylowa metode najmniejszych kwadratow z ucieta liczba
kwantyli,

— medianowo-kwantylowa metode najmniejszych kwadratow.

Istotg pierwszej modyfikacji kwantylowej metody najmniejszych
kwadratéw jest pominiecie, w konstrukcji estymatoréw parametréw
rozkladu, ustalonej liczby s skrajnych statystyk pozycyjnych, czyli wy-
korzystanie n — s kwantyli. Metoda ta nazywana kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratéw z ucieta liczbg kwantyli (UKMNK). Zatem jej
zastosowanie zwiazane jest z poszukiwaniem minimum globalnego wy-
razenia postaci:

GO 0y o )= (¥, —Q, ), (3.48)

gdzie s jest ustalong liczba naturalng, za$ I, jest pewnym (n - s) elemento-
wym podzbiorem zbioru {1, 2, ..., n}.

Podobnie jak w przypadku metody percentyli, dla réznych rozktadow
zbidr I, moze by¢ rézny. W przypadku rozktadéw symetrycznych lub zbli-
zonych do rozkltadéw symetrycznych sensowne jest pominigcie parzystej

liczby s kwantyli: s kwantyli najmniejszych i s najwiekszych. Dla

rozkladéw asymetrycznych, charakteryzujacych si¢ tylko grubym pra-
wym lub tylko grubym lewym ogonem, pomijamy s kwantyli z ogona
rozktadu, odpowiednio, prawego badz lewego i wyznaczamy minimum
globalne tak otrzymanej funkgji.

Kolejng modyfikacja kwantylowej metody najmniejszych kwadra-
tow jest medianowo-kwantylowa metoda najmniejszych kwadratéw
(MKMNK). Polega ona na wyznaczeniu najpierw oszacowan parametru
0;,dlai=1,2, ..., k przy zastosowaniu kwantylowej metod¢ najmniejszych
kwadratéw z ucieta liczbg kwantyli dla réznych wielkosci s, a nastgpnie
ich mediany. Zastosowanie tej metody nie wymaga zadnych dodatko-
wych informacji, w przeciwienstwie do metody poprzedniej, w ktorej
podejmujemy decyzje o liczbie pomijanych skrajnych kwantyli.

Przyklady zastosowan tych metod do estymacji parametréw wybra-
nych rozktadéw ciagtych wraz z wynikami analiz wlasno$ci otrzymanych
estymatorow zaprezentowane zostaly w pracy Pekasiewicz (2015).
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3.7. Metoda najmniejszych kwadratow

Estymatory parametréw rozkladu zmiennej losowej Y o dystrybuancie
F(y; 01, 0,, ..., 0;) wyznacza¢ mozna, korzystajac z charakterystyk liczbo-
wych zmiennych losowych F(Y;.,)dlai=1,2,...,n:

in—i+1)

— 3.49
(n+1)%(n+2) (349

i 2
E[F(Y,,)]= — °raz DIE(,)]=
gdzie Y., jest i-ta statystyka pozycyjng wyznaczong na podstawie n-ele-
mentowej proby losowej Y, Y5, ..., Y,,.
Znalezienie minimum globalnego wyrazenia postaci (Swain i in.,
1988):

. 2
G®,, 6y, ..., ek)zzg(zi(lqm)—ﬁ) (3.50)

prowadzi do wyznaczenia estymatoréw 0y, 0,, ..., 0, metoda najmniej-
szych kwadratéw (MNK).
Niestety, wartosci estymatoréw wyznacza si¢ zwykle numerycznie.
Dla rozkiadu Daguma D(a, v, b) o dystrybuancie okreslonej wzorem
(1.76) wyznaczenie minimum globalnego wyrazenia (3.50) zwigzane jest
z rozwigzaniem ukladu réwnan:

r 7 —a

Z’?_ 14| Lo LIS PP In| 14| 2z | |=o,
i=1 b n+l b b
, vl Vin | (Vi )
i 1*[7} Tl {H[TJ ] (Jin) h{Tj—O, (3.51)

r 7 -a-1

S | ]| o

natomiast dla rozkladu Pareto Pa(6, a) o dystrybuancie (1.5) z rozwiaza-
niem ukladu réwnan:
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- - (3.52)

9 a . 1 a-2
B yi:n n+l yi:n

3.8. Wazona metoda najmniejszych kwadratow

Do wyznaczenia estymatoréw parametrow 0}, 0,, ..., 0 rozkltadu zmien-
nej losowej Y o dystrybuancie F(y; 0, 0,, ..., 0)) wykorzystuje si¢ rowniez
wazong metode najmniejszych kwadratéw (WMNK), ktéra polega na po-
szukiwaniu minimum globalnego wyrazenia postaci:

. 2
GO, 6, . =Y 1(n+1) (n+2)(F( ’”)_LJ ’ .59

in—i+1) +1

gdzie Y;., jest i-ta statystyka pozycyjna wyznaczong na podstawie n-ele-
mentowej proby losowej Y7, Y5, ..., Y,,.
Przy zastosowaniu tej metody, podobnie jak metody najmniejszych
kwadratow, wartosci estymatoréw wyznacza si¢ zwykle numerycznie.
Dla rozkladu Daguma estymatory parametréw otrzymujemy z uktadu
réwnan:

—-a —a

- . -y -
R | I PL° [ LY Y 7% () I O /% [
=lin-i+1) b n+l b b

-a -a-1

n 1 Yin X i Jin -y Yin
2 , 1+ &5 — || 14| = N In| Z2 =0, (3.54
tzll' i b ] b (ym) ( b j ( )

—-a -a-1
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natomiast dla rozktadu Pareto:

soo 1 (o) i e, 0
I_Ii(n_i"'l) yi:n n+1 yi:n yi:n
- Z (3.55)

a . a—2
Z” 1 1— I S (e =0.
=lin—i+1) Vin n+l | y.,

3.9. Metody D’Addario

Metody D’Addario (por. D’Addario 1934; 1939) wykorzystuje si¢ m.in. do
estymacji parametrow funkcji Zengi. Zenga i in. (2010a) zastosowali pie¢
metod D’Addario.
Zalézmy, ze zmienna losowa Y ma rozklad o dystrybuancie
F(y; u, a, 0), gdzie y jest parametrem polozenia.
Pierwsza z metod estymacji polega na rozwiazaniu ukfadu réwnan:
H=y
F(Me; y, a, 6)=0,5, (3.56)
F(7; @, )= F(3),

gdzie y, Me sa, odpowiednio, warto$ciami §redniej arytmetycznej i me-
diany z n-elementowej proby losowej Y7, Y5, ..., Y, oraz F(y) empiryczna
dystrybuanta obliczona dla wartosci sredniej arytmetycznej z proby.
Druga metoda D’Addario pozwala uzyska¢ oszacowania parametrow

rozkladu poprzez rozwigzanie ukladu réwnan:

H=Y

F(Me; u, a, 0)=0,5, (3.57)

P(y, a, 0) = §1\3,

gdzie P(u, o, 0) =2F(1; 1, a, 0) - 1 jest indeksem Pietry oraz
SP = 2%277 |7; =¥ | empirycznym indeksem Pietry (por. Zenga i in.
yn—""

(2010a)).
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Kolejne metody estymacji wykorzystuja wariancje rozkladu. Estyma-
tory parametréw mozemy otrzymac poprzez rozwigzanie uktadu réwnan:

Sz
F(Me; u, a, 0)=0,5, (3.58)
Dz(y, a, 0)=m,

lub uktadu:

w=y,
F(y; u, a, ) =F(¥), (3.59)
Dz(y, a, 0)=m,,

gdzie m, jest wariancja z proby, zas D*(7; &, ) jest wariancja rozktadu
teoretycznego.

W estymacji parametréw mozna réwniez wykorzysta¢ indeks nieréw-
nomiernosci Zengi:

U=y,
F(Me; u, a, 0)=0,5, (3.60)
Ay, o, 0) = A(F),

1-F(; 1, &, 0)

2
jest indeksem punktowym Zengi
F 1L 0) } J ppitowymm feng

gdzieA(y, a, 0) = 1—{

2y ¥ 1-EG)

(2007) dla ¥ oraz A(?) =—F—
EG) 2, .50
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ROZDZIAE 4

Estymacja rozktadow dochodow
gospodarstw domowych
w Polsce

4.1. Uwagi wstepne

Badania budzetéw gospodarstw domowych sa podstawowym zrédtem
informacji o dochodach, wydatkach, spozyciu oraz innych aspektach
warunkow zycia okreslonych grup ludnosci. Pozwalaja one na analize
wplywu réznych czynnikoéw na ksztattowanie sie poziomu i zréznicowa-
nia dochodéw podstawowych grup gospodarstw domowych. Badanie to
prowadzone jest metoda reprezentacyjna, ktéra daje mozliwos¢ uogol-
nienia, z okreslonym bfedem, uzyskanych wynikéw na wszystkie gospo-
darstwa domowe w Polsce i poszczegoélne grupy gospodarstw domowych
wyroéznianych ze wzgledu na polozenie geograficzne, zrodia utrzymania,
liczbe 0s6b w gospodarstwie domowym lub liczbe dzieci.

Na podstawie préb uzyskanych z badan budzetéw gospodarstw do-
mowych w roku 2016 dokonano aproksymacji rozkladéw dochodéw
gospodarstw domowych w réznych regionach w Polsce za pomoca wy-
branych rozkladéw teoretycznych zaprezentowanych w rozdziale 1. Po-
nadto odrebnie przeanalizowano grupe gospodarstw najbogatszych, tzn.
o dochodach przekraczajacych pewna, ustalong dla calego kraju, granice
zamoznosci. Do modelowania rozkladéw dochodéw tej grupy wykorzy-
stano rozklad Pareto.

Dobro¢ dopasowania rozwazanych rozkladéw oceniona zostata za
pomoca testow statystycznych: Kolmogorowa-Smirnowa i Andersona-
-Darlinga oraz wspdlczynnikow zgodnosci: wskaznika podobien-
stwa struktur (Wps), indeksu Mortara (A,), indeksu Pearsona kwadratow
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réznic czestosci wzglednych (A,) oraz indeksu uwzgledniajacego réznice
miedzy warto$cig $rednig rozktadu empirycznego i wartoscig oczekiwang
rozkladu teoretycznego (A5).

Wspotczynnik podobienistwa struktur obliczano, stosujac wzor:

Wps:z;lmin(wj,ﬁ/j), (4.1)

gdzie s oznacza liczbe przedziatéw, na ktore zostaly pogrupowane upo-
rzagdkowane dane, natomiast wj oraz w j to, odpowiednio, empiryczne
oraz teoretyczne wskazniki struktury w poszczegélnych przedziatach.

Pozostale indeksy maja postaci:

1 s .
Alzzzjzllnj_nj ! (4.2)

(n ﬂj)z

1 s i
A = |= R " (4.3)
2 nzj'=1 7.

J

gdzie n; oraz n i oznaczaj3, odpowiednio, empiryczne oraz teoretyczne
czestosci w poszczegolnych przedziatach.

Zgodnos¢ rozktadow empirycznych z wybranym modelem teoretycz-
nym bada sie, takze poréwnujac najwazniejsze charakterystyki staty-
styczne otrzymane z rozkladu teoretycznego z odpowiednimi wartoscia-
mi empirycznymi — mogg to by¢ $rednie, odchylenia standardowe lub
wspoélczynniki nieréwnomiernosci. Przyjmuje sig, ze w przypadku bar-
dzo dobrego dopasowania réznice miedzy empirycznymi i teoretycznymi
charakterystykami rozkladu powinny by¢ mniejsze niz 5%. W przepro-
wadzonych analizach uwzgledniono wspoétczynnik oparty na wzglednej
réznicy wartosci sredniej rozktadu empirycznego i wartosci oczekiwa-
nej rozkladu teoretycznego:

A3:|Y—EY|
EY

-100%, (4.4)
gdzie Y oznacza érednie dochody, zas EY jest wartoécig oczekiwang roz-
kladu teoretycznego.

Inne miary badajace ,dobro¢” dopasowania rozkladu teoretycznego
zaprezentowane s3 np. w pracach Kordosa (1973) i Ostasiewicz (2013).
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Dobre dopasowanie rozkladu teoretycznego do danych empirycznych
moze prowadzi¢ do alternatywnego sposobu wyznaczania parametrow
charakteryzujacych badang populacje, m.in. mozna szacowa¢ miary nie-
réwnomiernosci, najpierw aproksymujac rozklad empiryczny rozktadem
teoretycznym, a nastepnie wyznaczy¢ odpowiednie indeksy w oparciu
o0 oszacowane parametry funkcji gestoéci rozkladu teoretycznego. Na
przyklad w celu oszacowania indeksu Giniego aproksymacja rozktadem
Daguma pozwala skorzysta¢ z wzoru (1.84), rozkladem Singha-Maddali
-z wzoru (1.98), za§ gamma — z wzoru (1.70).

Wyniki badan empirycznych zwigzanych z dopasowaniem réznych
rozkladéw teoretycznych do rozkladéw dochodéw gospodarstw domo-
wych w regionach Polski, z uwzglednieniem réznych metod estymacji pa-
rametrow, stanowily inspiracj¢ do uogdélnienia otrzymanych rezultatow.
W tym celu przeprowadzono badania symulacyjne dotyczace efektywnosci
metod estymacji parametréw rozkladu Daguma i Pareto, ktére polegalo na
ocenie bledéw stricte losowych ilosowych bledow systematycznych. W tym
celu w pierwszej kolejnosci oszacowano empiryczne obciazenie rozwaz-
nych estymatordw, jako miare bledu systematycznego, a nastepnie za po-
moca bledéw sredniokwadratowych oceniono biad catkowity. Otrzymane
wyniki zostaly zaprezentowane w ostatnich podrozdziatach.

4.2. Charakterystyka zbioru danych

Przeprowadzona w pracy analiza empiryczna zostala oparta na prébie
losowej pochodzacej z badania Budzetow Gospodarstw Domowych prze-
prowadzonego przez Gléwny Urzad Statystyczny w roku 2016. Do obli-
czen wykorzystano mikrodane, czyli dane na poziomie jednostkowym.
Jednostka obserwacji jest gospodarstwo domowe jedno- lub wieloosobo-
we. Catkowita liczebno$¢ proby otrzymanej w wyniku badania budzetow
gospodarstw domowych wynosita 36 616. Stanowi to okoto 0,3% ogolnej
liczby gospodarstw domowych w Polsce.

W celu wylosowania préby stosowano zlozony schemat losowania
- byto to losowanie dwustopniowe, warstwowe, z réznymi prawdopo-
dobienstwami wyboru na I stopniu. Jednostkami losowania pierwszego
stopnia (jps) byly terenowe punkty badan, zas jednostkami losowania
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drugiego stopnia (jds) byty mieszkania. Jps zostaly powarstwowane wedlug
6 klas miejscowosci, przy czym duze miasta stanowity odrebne warstwy.
Male miasta i tereny wiejskie zostaty powarstwowane wedlug podregionow
(NUTS 3). Lacznie utworzono 191 warstw, w tym 58 wiejskich. Jednostki
pierwszego stopnia losowane byly oddzielnie w kazdej warstwie, z wyko-
rzystaniem doboru systematycznego po uprzednim losowym uporzad-
kowaniu (tzw. schemat Hartleya-Rao). W 2016 roku w badaniu budzetéw
gospodarstw domowych wykorzystywane byly dwie podprdbki liczace po
783 jps: podprobka 1 — wylosowana w 2015 roku do badania na lata 2016-2017
oraz podprdbka 2 — wylosowana w 2014 roku do badania na lata 2015-2016.
Probki wylosowane zostaty wedlug tego samego schematu losowania.

Przy wyborze schematu losowania proby kierowano si¢ zalozeniem,
aby wylosowana proba byta probg automatycznie wywazona. Oznacza to,
ze kazde gospodarstwo domowe powinno mie¢ w przyblizeniu jednako-
we prawdopodobienstwo wyboru. W zwiazku z tym przyjeto, ze lokali-
zacja jps miedzy warstwy bedzie proporcjonalna do szacunkowej liczby
mieszkan w warstwie. Jednoczesnie jednostki pierwszego stopnia loso-
wane byly z prawdopodobienstwami proporcjonalnymi do szacunkowej
liczby jds w terenowym punkcie badan, zas z kazdego terenowego punktu
badan losowana jest taka sama liczba mieszkan.

Kategorig dochodu, ktéra stanowi przedmiot przeprowadzonej aprok-
symacji oraz analizy nieréwnomiernosci, jest tzw. dochdd rozporzadzal-
ny gospodarstwa domowego. Wedlug definicji przyjetej przez GUS (2016):

Dochéd rozporzadzalny jest to suma biezgcych dochodéw gospo-
darstwa domowego z poszczegdlnych zrodet pomniejszona o zaliczki
na podatek dochodowy od 0s6b fizycznych placone przez platnika
w imieniu podatnika (od dochodéw z pracy najemnej oraz od nie-
ktorych $wiadczen z ubezpieczenia spotecznego i $wiadczen pomocy
spotecznej), o podatki od dochoddw i wlasnosci ptacone przez osoby
pracujace na wlasny rachunek, w tym przedstawicieli wolnych zawo-
déw i 0s6b uzytkujacych gospodarstwo indywidualne w rolnictwie
oraz o sktadki na ubezpieczenia spoleczne i zdrowotne. W sktad do-
chodu rozporzadzalnego wchodzg dochody pieniezne i niepieniezne,
w tym spozycie naturalne (towary i ustugi konsumpcyjne pobrane na
potrzeby gospodarstwa domowego z gospodarstwa indywidualnego
w rolnictwie badz dziatalno$ci gospodarczej na wlasny rachunek)

112 Estymacja rozktadéw dochodéw gospodarstw domowych w Polsce



oraz towary i ustugi otrzymane nieodptatnie. Dochéd rozporzadzal-
ny przeznaczony jest na wydatki oraz przyrost oszczednosci.

W celu uwzglednienia wplywu na koszty utrzymania gospodarstwa
domowego czynnika demograficznego, w badaniu przeksztalcono kate-
gorie dochodu rozporzadzalnego gospodarstwa domowego w tzw. do-
chéd ekwiwalentny. Jako skale ekwiwalentnosci przyjeto skale stosowang
przez OECD, opartg na pierwiastku kwadratowym z liczby oséb w gos-
podarstwie domowym. Oznacza to, ze dochdd kazdego gospodarstwa
domowego zostal przeksztalcony w dochdd ekwiwalentny poprzez po-
dzielenie go przez pierwiastek z liczby os6b w gospodarstwie.

Przeprowadzone badania dotyczyly aproksymacji rozktadéw dochodow
ekwiwalentnych wszystkich gospodarstw domowych oraz grup gospodarstw
domowych o najwiekszych dochodach w Polsce ogétem i w szesciu wyrdz-
nionych regionach. Wedtug klasyfikacji NUTS obszar Polski do roku 2018
podzielony byl na 6 regioné6w NUTSI (rys. 4.1), obecnie jest to 7 makroregio-
néw, dodatkowo wyrézniono makroregion obejmujacy wojewddztwo ma-
zowieckie i zmienily si¢ granice makroregionu centralnego i wschodniego.
Makroregion centralny obejmuje wojewddztwo todzkie i $wietokrzyskie,
awschodni - wojewodztwa lubelskie, podkarpackie i podlaskie.

{

Al
" REGION
/' POLNOCNO-
-ZAGHODNI

" REGION
CENTRALNY
o

REGION
WSCHODNI

REGION ;-
POLUDNIOWO-
-ZACHODNI
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g

Rysunek 4.1. Podziat Polski na jednostki NUTS 1 w latach 2014-2016

Zrédto: https://stat.gov.pl/statystyka-regionalna/jednostki-terytorialne/klasyfikacja-nuts/
rewizja-nuts-2013 (dostep: 17.09.2019)
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4.3. Aproksymacja rozktadow dochodow
gospodarstw domowych w Polsce w podziale
naregiony

Na podstawie proby losowej pochodzacej z Badania Budzetéw Gospo-
darstw Domowych, liczgcej 36 616 gospodarstw domowych o dodatnich
dochodach, wyznaczono podstawowe charakterystyki liczbowe empi-
rycznych rozkladow dochodéw ekwiwalentnych w Polsce i w poszcze-
golnych regionach Polski w 2016 roku. Jako skale ekwiwalentnosci przy-
jeto pierwiastek kwadratowy z liczby 0s6b w gospodarstwie domowym.
Otrzymane wyniki przedstawione zostaly w tab. 4.1.

Tabela 4.1. Podstawowe charakterystyki dochodéw gospodarstw domowych w ujeciu regionalnym

Liczba o Odchylenie

Region gospodarstw (I;[;;) (1;[;;') S(rlfs;i)a standa};dowe
domowych (PLN)
centralny 7971 18,00 | 32360,00 | 2867,69 2015,18
potudniowy 7397 21,21 | 20000,00 | 2511,73 1318,15
wschodni 6233 8,94 21743,18 | 2252,71 1310,14
poinocno-zachodni 5552 14,14 19391,79 | 2510,23 1282,63
potudniowo-zachodni 3856 20,21 | 20590,00 | 2565,84 1415,40
pétnocny 5607 1,27 |333978,50 | 2509,23 1712,00
ogolem 36616 1,27 |333978,50 | 2552,63 1572,81

Zrédto: opracowanie wtasne

Latwo zauwazy¢, ze $redni dochéd ekwiwalentny jest najwiek-
szy dla gospodarstw domowych z regionu centralnego (2867,69 PLN),
a najmniejszy dla gospodarstw z regionu wschodniego (2252,71 PLN).
W najbogatszym regionie centralnym obserwuje si¢ rowniez najwieksze
zroznicowanie dochodéw, gdyz odchylenie standardowe stanowi tu 70%
$redniej; natomiast najmniejszg dyspersja dochodéw charakteryzujg sie
regiony potudniowy i péInocno-zachodni. W regionach tych odchylenie
standardowe stanowi okoto 51-52% wartosci $redniej, co w przypadku
rozkladu dochodéw jest stosunkowo niewielka wartoscia.
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Analiza rozkltadéw dochodéw to nie tylko badanie $redniego poziomu
dochoduijego zréznicowania, lecz takze, a nawet przede wszystkim, ana-
liza nier6wnomiernosci, czyli koncentracji. W literaturze istnieje wiele
miar koncentracji, m.in.: Herfindahla (Hart, 1975), Rosenblutha (Wyzni-
kiewicz, 1987), Giniego (Gini, 1912), Bonferroniego (Bonferroni, 1930),
Theila (Theil, 1967) czy Zengi (Zenga, 1990; 2007). Indeks Giniego jest
miarg najczesciej wykorzystywang w praktyce, dlatego zastosowano go
w przeprowadzonych analizach do badania nieréwnomiernosci. Jednym
z estymatorow tego wspolczynnika jest statystyka zaproponowana przez
Feiiin. (1979) postaci:

& 2211(%%2}:1%)—Z?zlwmi)
(Z?:1Wi)2?:1wiy(i)

gdzie: y;) jest dochodem i-tego gospodarstwa domowego z n-elementowej

-1, (4.5)

préby uporzagdkowanej w sposdb rosngcy, w; - waga i-tej jednostki, nato-
miast szz W, — rangg i-tej jednostki.

Oszacowania wspdtczynnika Giniego dla Polski i poszczegolnych re-
gionéw podane zostaty w tab. 4.2 i §wiadczg o najwigkszych nieréwnomier-
nosciach rozkladu ekwiwalentnych dochodéw gospodarstw domowych
w regionie centralnym. Regiony centralny i pétnocny charakteryzuja
sie wigkszymi wartosciami indeksu Giniego w stosunku do wartosci tego
indeksu dla calej Polski.

Tabela 4.2. Oszacowania wspodtczynnika Giniego

péinocno-zachodni
potudniowo-zachodni

Region
centralny
potudniowy
wschodni
péinocny
ogbtem

(@

0,318

=
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9]
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[\]
~
9)]

0,252

k=
[V}
(o))
531
f=
N
O
W
=
[\
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51

Zrédto: opracowanie wtasne
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Oczywiscie na podstawie préb losowych mozna szacowac takze
inne miary statystyczne, zar6wno nierdwnomiernosci, jak i miary
asymetrii i sptaszczenia, a nastepnie w oparciu o nie opisywac zbio-
rowosci statystyczne; jednak przedmiotem przeprowadzanych w ni-
niejszej pracy analiz jest modelowanie empirycznych rozktadéw do-
chodéw rozkladami teoretycznymi, badanie zgodnosci dopasowania
i ewentualnie wnioskowanie o ich wlasno$ciach na podstawie otrzy-
manych parametrow.

Jak wynika z wielu badan empirycznych oraz analiz teoretycznych,
w tym rozwazan przeprowadzonych w rozdziale 1, rozklady docho-
déw sa najczesciej jednomodalne i charakteryzuja si¢ prawostronng
asymetrig oraz dodatnig kurtozg. Po rozwazeniu wlasnosci wielu roz-
ktadow teoretycznych mozna przyjac hipoteze, ze rozkladami, kté-
re moga dobrze modelowac¢ rozktady dochodéw w Polsce w réznych
przekrojach, sa:

1) rozklad Daguma;
2) rozkladlogarytmiczno-normalny;
3) rozklad Singha-Maddali.

Parametry tych rozkladéw mozna szacowa¢ metodami zaprezentowa-
nymi w rozdziale 3. Istotne jest, aby wybra¢ procedure estymacji dajaca
najdokiadniejszg z mozliwych aproksymacje.

W przeprowadzonych badaniach parametry wyzej wymienionych
rozkladéw szacowano czterema metodami:

— metoda najwickszej wiarygodnosci (MNW);

— metodg momentow (MM);

— metoda najmniejszych kwadratow (MNK);

— wazona metodg najmniejszych kwadratéw (WMNK);

analizujac wplyw procedury estymacji parametréw na dopasowanie roz-
ktadu teoretycznego do danych empirycznych.

Analiza dopasowania rozktadow empirycznych
rozktadem Daguma

Wyniki oszacowan parametréw rozkiadu Daguma aproksymujacego roz-
ktady ekwiwalentnych dochodéw gospodarstw domowych w Polsce i jej
regionach przestawione zostaly w tab. 4.3.
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Tabela 4.3. Oszacowania parametréw rozktadu Daguma aproksymujacego rozktad dochodéw
gospodarstw domowych w regionach w Polsce

. Metoda Parametry rozktadu Daguma
Region .
estymacji a v b
MNW 0,8702 3,2396 2540,1511
MM 0,4151 3,8142 3638,1094
centralny
MNK 1,0300 3,0618 2345,0914
WMNK 1,0205 3,0950 2355,3962
MNW 0,8704 4,0501 2371,5204
. MM 0,6334 4,3842 2685,6778
poludniowy
MNK 0,8758 3,9934 2367,1807
WMNK 0,8988 3,9957 2343,1626
MNW 0,7761 3,8891 2183,1217
. MM 0,6003 4,0472 2437,0188
wschodni
MNK 0,8856 3,7139 2072,7903
WMNK 0,8794 3,7460 2077,8685
MNW 0,7828 4,2070 2472,6570
, . MM 0,6177 4,4921 2712,1830
poinocno-zachodni
MNK 0,8575 4,0421 2393,0183
WMNK 0,8728 4,0515 2376,2933
MNW 0,8126 3,9602 2466,7193
. . MM 0,6174 4,2060 2758,7396
potudniowo-zachodni
MNK 0,8794 3,8115 2393,8877
WMNK 0,8765 3,8528 2395,5471
MNW 0,7858 3,6227 2367,5657
, MM 0,5593 3,5122 2780,7257
pétnocny
MNK 1,0651 3,3634 2078,5533
WMNK 1,0550 3,3736 2087,3699
MNW 0,8335 3,7102 2384,1800
) MM 0,6232 3,8140 2709,3659
ogoélem
MNK 0,9548 3,5543 2254,3792
WMNK 0,9574 3,5704 2251,4294

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Wartosci oszacowanych parametréow wykorzystano jako wartosci teore-
tyczne przy badaniu zgodnosci rozktadéw za pomoca testow statystycznych
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Kolmogorowa-Smirnowa i Andersona-Darlinga. Poza przypadkami sza-
cowania parametréw metoda moment6éw oraz metodg najwigkszej wiary-
godnosci dla dochodéw ogdtem, przeprowadzone testy pozwolity podja¢
decyzje o braku podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o zgodnosci
rozktadéw dochodoéw z rozktadem Daguma z przyjetymi parametrami
(por. tab. 4.4 — wartosci p-value wigksze od 0,05 przynajmniej dla jedne-
go ze stosowanych testow, a w wigkszosci dla obydwu testéw). Oznacza
to, ze metody momentdw raczej nie powinno si¢ stosowa¢ do szacowania
parametréow rozkladu Daguma.

Potwierdzaja to obliczone miary dopasowania przedstawione w tab. 4.5.
Miary te s3 dobrym narzedziem do oceny zgodnosci rozkltadéw empirycz-
nych z teoretycznymi, szczegélnie gdy liczebnos¢ préb jest bardzo duza, jak
ma to miejsce w przypadku badania calej populacji lub podziatu catej po-
pulacji na makroregiony (NUTSI1). W takiej sytuacji stosowanie niektérych
testow zgodnosci, np. testu zgodnosci y2, moze prowadzi¢ do odrzucenia
hipotezy zerowej nawet dla minimalnych odchylen rozktadu teoretycznego
od rozkladu empirycznego (por. np. Jedrzejczak, 2011). Warto$¢ wspolczyn-
nika podobienstwa struktur powinna by¢ wigksza niz 0,95iim jest ona bliz-
sza 1, tym dopasowanie rozkladu teoretycznego jest lepsze. W przypadku
pozostatych indeksoéw wartos¢ blizsza 0 swiadczy o lepszym dopasowaniu
rozkladu empirycznego do teoretycznego. Zastosowanie metody momen-
tow przy modelowaniu empirycznych rozktadéw dochodéw rozkladem
Daguma daje najgorsze dopasowania, a szacowanie parametréw metodami
najmniejszych kwadratéw (MNK, WMNK) pozwala zwykle otrzymac naj-
lepsze dopasowania, poréwnujac wskazniki podobienstwa struktur, indek-
sy Mortata i Pearsona, chociaz wskaznik oparty na poréwnaniu srednich
empirycznych i wartosci oczekiwanych nie zawsze to potwierdza.

Tabela 4.4. Wartosci p-value dla testéw Kotmogorowa-Smirnowa i Andersona-Darlinga
weryfikujacych hipotezy o zgodnosci rozktadéw dochoddw z rozktadem Daguma

. Metoda estymacji
Region Test
MNW MM MNK WMNK
K-S 0,098 0,000 0,260 0,184
centralny
A-D 0,060 0,000 0,150 0,170
. K-S 0,232 0,000 0,244 0,249
potudniowy
A-D 0,316 0,000 0,267 0,332
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) Metoda estymacji
Region Test
MNW MM MNK WMNK
. K-S 0,458 0,000 0,823 0,754
wschodni
A-D 0,258 0,000 0,545 0,586
pdtnocno- K-S 0,391 0,002 0,066 0,709
-zachodni A-D 0,344 0,001 0,482 0,548
potudniowo- K-S 0,809 0,004 0,948 0,819
-zachodni A-D 0,573 0,001 0,607 0,671
, K-S 0,019 0,000 0,972 0,977
pétnocny
A-D 0,006 0,000 0,203 0,209
. K-S 0,000 0,000 0,210 0,098
ogoélem
A-D 0,000 0,000 0,012 0,015

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Tabela 4.5. Miary dopasowania empirycznych rozktadéw dochodéw do rozktadu Daguma

Metod
Region e a” Wps A A, Aj
estymacji
MNW 0,9811 0,0376 0,0452 1,8616
MM 0,8917 0,2165 0,2748 1,4938
centralny
MNK 0,9829 0,0340 0,0410 0,6235
WMNK 0,9840 0,0317 0,0392 1,0025
MNW 0,9688 0,0623 0,1201 0,4086
MM 0,9556 0,0886 0,1244 0,4799
potudniowy
MNK 0,9888 0,0621 0,1185 0,1253
WMNK 0,9745 0,0508 0,0711 0,2159
MNW 0,9788 0,0424 0,0527 1,4472
MM 0,9516 0,0966 0,1329 1,0217
wschodni
MNK 0,9829 0,0341 0,0488 0,7052
WMNK 0,9887 0,0225 0,0304 0,9120
MNW 0,9840 0,0319 0,0525 0,5473
pdtnocno- MM 0,9654 0,0691 0,1013 0,4700
-zachodni MNK 0,9835 0,0328 0,0515 0,0474
WMNK 0,9823 0,0353 0,0524 0,0536
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Tabela 4.5 (cd.)

Metod
Region o a“ Wps A A, Aj
estymacji
MNW 0,9728 0,0543 0,0610 0,7693
potudniowo- MM 0,9547 0,0903 0,1178 0,7119
-zachodni MNK 0,9717 0,0563 0,0637 0,1148
WMNK 0,9722 0,0554 0,0614 0,3799
MNW 0,9685 0,0630 0,0811 2,4617
) MM 0,8717 0,2565 0,3491 0,7055
potnocny
MNK 0,9858 0,0283 0,0722 1,3160
WMNK 0,9861 0,0278 0,0709 1,3726
MNW 0,9828 0,0343 0,0514 1,5556
) MM 0,9430 0,1140 0,1515 0,9584
ogoétem
MNK 0,9854 0,0292 0,0452 0,8501
WMNK 0,9846 0,0307 0,0451 0,9933

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Narys. 4.2-4.3 zaprezentowano graficznie wyniki aproksymacji roz-
ktadéw dochodéw gospodarstw domowych w Polsce, otrzymane naj-

bardziej popularng metoda szacowania parametréw, czyli metoda
najwiekszej wiarygodnosci (MNW), oraz wazong metoda najmniej-

szych kwadratow (WMNK), ktéra wydaje si¢ bardziej efektywna.
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Rysunek 4.2. Aproksymacja rozktadu dochodéw w Polsce rozktadem Daguma
z wybranymi metodami estymacji parametréow
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Rysunek 4.3. Aproksymacja rozktadu dochodéw w regionach rozktadem Daguma
z wybranymi metodami estymacji parametréw
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Rys. 4.2-4.3 potwierdzaja réznice w dopasowaniu rozktadow teore-
tycznych do empirycznych, przy stosowaniu ré6znych metod estymacji
parametrow. Najwigksze réznice zauwaza si¢ dla regionu pétnocnego,
dla ktérego wazona metoda najmniejszych kwadratéw pozwala pre-
cyzyjniej modelowac¢ empiryczny rozktad ekwiwalentnych dochodéw
gospodarstw domowych. Wartosci miar dopasowania: wspélczynnik
podobienstwa struktur jest wigkszy dla wazonej metody najmniejszych
kwadratow (dla MNW - 0,9799, za§ dla WMNK - 0,9919), natomiast
indeks Mortara jest ponad dwukrotnie mniejszy (dla MNW - 0,0402,
natomiast dla WMNK - 0,0160). Réwniez indeks A jest mniejszy (dla
MNW -1,7398, dla WMNK - 0,6600) i $wiadczy o mniejszych rézni-
cach miedzy warto$ciami §rednimi - §rednig z proby i warto$cia ocze-
kiwang rozktadu Daguma.

Analiza dopasowania rozktadow empirycznych
rozktadem logarytmiczno-normalnym

W analizach rozwazano réwniez rozklad logarytmiczno-normalny, kto-
ry w pewnych sytuacjach moze by¢ przydatny do modelowania rozkta-
dow dochoddw, szczegolnie w krajach w okresie transformacji ustrojo-
wej. Podobnie jak w przypadku rozkltadu Daguma, parametry rozktadu
logarytmiczno-normalnego szacowano czterema metodami i badano
dopasowanie rozkladéw z oszacowanymi na podstawie prob warto$cia-
mi parametrow do rozkltadéw empirycznych.

W tab. 4.6 przedstawiono warto$ci oszacowanych parametrow, za$
w tab. 4.7 wartosci p-value dla testow statystycznych Kolmogorowa-
-Smirnowa i Andersona-Darlinga stosowanych do weryfikacji hipotez
o0 zgodnosci rozkltadu empirycznego z logarytmiczno-normalnym. Na
poziomie istotnosci 0,05 dla kazdego regionu przynajmniej jeden z te-
stow, a czesto obydwa, odrzucaly hipoteze o zgodnosci rozktadu docho-
dow gospodarstw domowych z rozktadem logarytmiczno-normalnym
o parametrach uzyskanych jedna z czterech rozwazanych metod esty-
macji.
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Tabela 4.6. Estymatory parametréw rozktadu logarytmiczno-normalnego dla rozktadéw
dochodéw w Polsce wedtug regionéw

Parametry rozkladu
. Metoda .
Region 5 logarytmiczno-normalnego
estymacji
7 o
MNW 7,7679 0,6065
MM 7,7432 0,6376
centralny
MNK 7,7741 0,5372
WMNK 7,7744 0,5433
MNW 7,7127 0,4767
. MM 7,7038 0,4901
potudniowy
MNK 7,7195 0,4361
WMNK 7,7176 0,4414
MNW 7,5750 0,5365
MM 7,5631 0,5416
wschodni
MNK 7,5876 0,4665
WMNK 7,5859 0,4736
MNW 7,7114 0,4916
) . MM 7,7078 0,4809
péinocno-zachodni
MNK 7,7228 0,4342
WMNK 7,7210 0,4390
MNW 7,7198 0,5099
MM 7,7099 0,5158
potudniowo-zachodni
MNK 7,7300 0,4562
WMNK 7,7282 0,4619
MNW 7,6562 0,6068
, MM 7,6128 0,6447
péinocny
MNK 7,6667 0,4846
WMNK 7,6674 0,4934
MNW 7,6932 0,5471
) MM 7,6713 0,5728
ogétem
MNK 7,7014 0,4750
WMNK 7,7007 0,4820

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica
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Tabela 4.7. Wartosci p-value dla testéw Kotmogorowa-Smirnowa i Andersona-Darlinga
dla zgodnosci rozktadu dochoddéw z rozktadem logarytmiczno-normalnym

. Metoda estymacji
Region Test
MNW MM MNK | WMNK
K-S 0,000 0,000 0,164 0,234
centralny
A-D 0,000 0,000 0,000 0,000
. K-S 0,000 0,000 0,299 0,174
potudniowy
A-D 0,000 0,000 0,003 0.006
K-S 0,000 0,000 0,148 0,241
wschodni

A-D 0,000 0,000 0,000 0,001
K-S 0,000 0,000 0,251 0,284
A-D 0,000 0,000 0,004 0,008
K-S 0,000 0,000 0,357 0,261
A-D 0,000 0,000 0,030 0,045
K-S 0,000 0,000 0,149 0,275
A-D 0,000 0,000 0,000 0,000
K-S 0,000 0,000 0,000 0,000
A-D 0,000 0,000 0,000 0,000

poinocno-zachodni

potudniowo-zachodni

pétnocny

ogolem

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Ze wzgledu na bardzo duze liczebnosci prob, ktére moga powodowac,
ze hipoteza zerowa jest odrzucana nawet przy minimalnych odchyleniach
poréwnywanych rozktadow, w tab. 4.8 wyznaczono dodatkowo indeksy
okreslajace stopienn dopasowania rozktadu logarytmiczno-normalnego
do rozktadéw empirycznych.

W tym przypadku, w odréznieniu od poprzednich wynikéw do-
tyczacych rozkladu Daguma, wspotczynniki podobienstwa struktur
sa mniejsze od 0,95 nawet dla metody najwig¢kszej wiarygodnosci,
a dla metody momentdw sg duzo mniejsze niz w przypadku dopaso-
wania rozkladem Daguma. Zastosowanie pozostalych dwdoch metod
estymacji wplywa na zwiekszenie wartosci wspotczynnika podobien-
stwa struktur (przekracza on 0,96) i zmniejszenie wartosci indeksu
Mortara, ale nalezy ostroznie podejs$¢ do formutowania wnioskéw, gdyz
w tych przypadkach konstrukcja estymatoréw ma wplyw na wartosci
tych wspolczynnikow i nalezy wzig¢ pod uwage wskaznik A3, ktérego
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wartos¢ jest wigksza w poréwnaniu z MNW i $wiadczy o duzo wigk-
szych rozbieznosciach miedzy $rednimi. Réznice w aproksymacjach
rozkladow dochodéw w Polsce i w podziale na sze§¢ makroregiondéw
przedstawione sa narys. 4.414.5.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze poréwnanie wynikéw testow
statystycznych (tab. 4.4 14.7) i warto$ci miar dopasowania z tab. 4.5 4.8
$wiadcza o zdecydowanie lepszym dopasowaniu rozktadow empirycz-
nych za pomoca teoretycznego rozktadu Daguma. W przypadku rozkla-
du logarytmiczno-normalnego dla dwoch pierwszych metod estymacji,
czyli MNW i MM, wartosci p-value mniejsze niz 0,001 §wiadcza o tym,
ze dla wszystkich przyjmowanych poziomodw istotnosci odrzucamy hi-
poteze o zgodnosci wszystkich rozwazanych rozkladow z rozktadem
logarytmiczno-normalnym. Nieakceptowalne wyniki uzyskano takze,
stosujac miary podobienstwa rozktadow (tab. 4.8).

Dopasowanie rozktadu logarytmiczno-normalnego do rozwazanych
rozkladéw empirycznych dla wybranych metod estymacji parametréow
przedstawiono na rysunkach 4.4-4.5.

Tabela 4.8. Miary dopasowania empirycznych rozktadéw dochodéw do rozktadu
logarytmiczno-normalnego

Metod
Region o a" Wps Aq A, Aj
estymacji
MNW 0,9345 0,1309 0,1487 0,9486
MM 0,9134 0,1732 0,1948 1,4905
centralny
MNK 0,9710 0,0579 0,1551 4,3802
WMNK 0,9687 0,0626 0,1449 4,0056
MNW 0,9438 0,1124 3,3495 0,2405
MM 0,9374 0,1251 0,1768 0,4840
potudniowy
MNK 0,9607 0,0786 1,5579 1,4236
WMNK 0,9682 0,0636 0,2450 1,3804
MNW 0,9221 0,1558 0,1916 0,0974
MM 0,9169 0,1661 0,1952 1,0175
wschodni
MNK 0,9748 0,0504 0,2981 2,3756
WMNK 0,9700 0,0600 0,2181 2,2081
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Tabela 4.8 (cd.)

Metod
Region eto a" Wps A A, Aj
estymacji
MNW 0,9379 0,1241 0,1964 0,4097
poinocno- MM 0,9447 0,1106 0,1986 0,4708
-zachodni MNK 0,9727 0,0547 0,3587 1,1126
WMNK 0,9706 0,0587 0,3285 1,0827
MNW 0,9377 0,1247 0,1703 0,0242
potudniowo- MM 0,9320 0,1360 0,1758 0,7142
-zachodni MNK 0,9621 0,0757 0,2376 1,6110
WMNK 0,9625 0,0751 0,2176 1,5281
MNW 0,9014 0,1972 0,2429 1,2493
) MM 0,8702 0,2597 0,3061 0,7138
pétnocny
MNK 0,9634 0,0732 0,2523 4,4578
WMNK 0,9595 0,0810 0,2278 3,9364
MNW 0,9270 0,1460 0,1750 0,2022
, MM 0,9063 0,1873 0,2131 0,9575
ogoélem
MNK 0,9756 0,0488 0,2268 3,1142
WMNK 0,9740 0,0520 0,2062 2,4814

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica
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Rysunek 4.4. Aproksymacja rozktadu dochodéw w Polsce przy zastosowaniu rozktadu
logarytmiczno-normalnego i Daguma

Zrédto: opracowanie wtasne
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Zrédto: opracowanie wtasne
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Analiza dopasowania rozktadow empirycznych
rozktadem Singha-Maddali

Kolejnym analizowanym rozkladem byt rozktad Singha-Maddali, kto-
ry podobnie jak rozkltad Daguma nalezy do rodziny rozkladéw Burra

(por. podrozdziat 2.5) i jednocze$nie stanowi szczegolny przypadek roz-
ktadu GB2. Rozklad ten wykorzystano do estymacji rozktadéw docho-

dow na podstawie tych samych préb pochodzacych z badania budzetéw

gospodarstw domowych. Podobnie jak w przypadku poprzednio anali-

zowanych rozkladow teoretycznych, za pomoca czterech metod estymaciji

wyznaczone zostaly oszacowania parametréw rozkladu Singha-Maddali

S - M(g, a, b), ktére przedstawiono w tab. 4.9. Nastepnie zbadano dobro¢

dopasowania, wykorzystujac testy statystyczne i wybrane miary zgodno-

$ci. Otrzymane wyniki przedstawione zostaty w tab. 4.10 oraz 4.11.

Tabela 4.9. Oszacowania parametréw rozktadu Singha-Maddali aproksymujace rozktad

dochodéw gospodarstw domowych w regionach w Polsce

Metoda Parametry rozktadu Singha-Maddali
Region "
estymacji q a b
MNW 1,1026 2,9798 2495,7670
MM 1,6961 2,8142 3207,8565
centralny
MNK 1,0143 3,0770 2394,3791
WMNK 1,0014 3,1148 2380,2691
MNW 1,1632 3,6624 2388,8246
MM 1,3211 3,4053 2526,8904
potudniowy
MNK 1,1919 3,6163 2412,8741
WMNK 1,5553 3,6760 2382,1096
MNW 1,2500 3,2867 2172,1795
MM 1,3437 3,0801 2248,2636
wschodni
MNK 1,1690 3,3959 2107,3330
WMNK 1,1614 3,4138 2101,2128
MNW 1,2821 3,5420 2494,6570
MM 1,3525 3,4241 2557,2069
poinocno-zachodni
MNK 1,2142 3,6134 2438,2229
WMNK 1,1864 3,6577 2415,1425
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. Metoda Parametry rozktadu Singha-Maddali
Region .
estymacji q a b
MNW 1,2397 3,4191 2487,4586
potudniowo- MM 1,3315 3,2357 2571,7396
-zachodni MNK 1,1806 3,4658 2393,8877
WMNK 1,1876 3,4825 2395,5471
MNW 1,1344 3,1721 2263,3916
, MM 1,4376 2,6377 2452,3585
pétnocny
MNK 0,9466 3,4952 2086,7719
WMNK 0,9462 3,4993 2086,4644
MNW 1,1426 3,3176 2343,2951
, MM 1,2927 2,9948 2481,0953
ogoélem
MNK 1,0746 3,4211 2279,6475
WMNK 1,0607 3,4508 2266,9574

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Tabela 4.10. Wartosci p-value dla testéw Kotmogorowa-Smirnowa i Andersona-Darlinga
weryfikujacych hipotezy o zgodnosci rozktadéw dochoddéw z rozktadem Singha-Maddali

. Metoda estymacji
Region Test
MNW MM MNK WMNK
K-S 0,158 0,000 0,308 0,216
centralny
A-D 0,095 0,000 0,157 0,174
) K-S 0,416 0,061 0,561 0,374
potudniowy
A-D 0,476 0,016 0,417 0,477
K-S 0,640 0,006 0,828 0,800
wschodni
A-D 0,336 0,001 0,638 0,647
pé{nocno- K-S 0,473 0,114 0,730 0,849
-zachodni A-D 0,525 0,115 0,679 0,716
potudniowo- K-S 0,914 0,205 0,968 0,918
-zachodni A-D 0,769 0,091 0,785 0,821
. K-S 0,077 0,000 0,983 0,988
poinocny
A-D 0,015 0,000 0,225 0,225
) K-S 0,002 0,0000 0,152 0,139
ogdétem
A-D 0,001 0,0000 0,016 0,019
Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica
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Tabela 4.11. Miary dopasowania empirycznych rozktadéw dochodéw do rozktadu Singha-Maddali

Metod
Region co al,, Wps Ay A, Aj
estymacji
MNW 0,9834 0,03289 0,0414 1,6384
MM 0,9292 0,1416 0,1698 2,1493
centralny
MNK 0,9839 0,0319 0,0380 1,0326
WMNK 0,9844 0,0309 0,0375 1,1647
MNW 0,9698 0,0604 0,1260 0,5615
) MM 0,9747 0,0504 0,0837 0,4807
potudniowy
MNK 0,9697 0,0605 0,1226 0,6073
WMNK 0,8870 0,2260 0,3225 15,4661
MNW 0,9833 0,0333 0,0510 1,3298
MM 0,9718 0,0562 0,0817 1,0224
wschodni
MNK 0,9851 0,0297 0,0499 1,1968
WMNK 0,9903 0,0194 0,0325 1,2234
MNW 0,9890 0,0219 0,0460 0,6154
poinocno- MM 0,9846 0,0306 0,05405 0,4714
-zachodni MNK 0,9870 0,0260 0,0469 0,4271
WMNK 0,9860 0,0279 0,0488 0,3846
MNW 0,9745 0,0508 0,0553 0,9257
potudniowo- MM 0,9721 0,0557 0,0749 0,6987
-zachodni MNK 0,9698 0,0602 0,0707 2,3854
WMNK 0,9700 0,0598 0,0717 2,7216
MNW 0,9726 0,0548 0,0730 1,6257
MM 0,9212 0,1576 0,1920 5,2163
pétnocny
MNK 0,9866 0,0268 0,0677 1,2029
WMNK 0,9865 0,0269 0,0680 1,2298
MNW 0,9848 0,0303 0,0466 1,3197
. MM 0,9609 0,0781 0,1031 0,9614
ogolem
MNK 0,9864 0,0273 0,0439 1,1862
WMNK 0,9857 0,0286 0,0444 1,1930

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica
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Na podstawie obliczonych wartosci p-value oraz miar dopasowania
mozna stwierdzi¢, ze rozktad Singha-Maddali moze by¢ réwniez stoso-
wany do estymacji empirycznych rozkladéw dochodéw. Wybér meto-
dy szacowania parametréw rozkiadu Singha-Maddali (spo$réd metod:
MNW, MM, MNK i WMNK) w mniejszym stopniu, w poréwnaniu
z poprzednimi rozkladami, wplywa na wynik aproksymacji rozktadu
empirycznego rozkladem Singha-Maddali, chociaz w niektdrych przy-
padkach (szczegolnie regiony potnocny i poludniowy) réznice w miarach
s3 zauwazalne. W przypadku regionéw centralnego i pétnocnego wyko-
rzystanie metody momentéw do oszacowania parametréw prowadzilo
do otrzymania teoretycznego rozktadu Singha-Maddali, niedopasowa-
nego do danych empirycznych (Wps dla obydwu regionéw - okoto 0,92
i A3 =5,2163 dla regionu péinocnego), natomiast dla regionu potudnio-
wego wazona metoda najmniejszych kwadratéw nie data dobrego dopa-
sowania (Wps = 0,887 oraz A3 = 15,4661).

Poréwnujac dopasowanie rozkladu Daguma i Singha-Maddali do
rozkladow dochodéw gospodarstw domowych w Polsce i regionach,
poza regionem centralnym, odnotowano brak widocznych réznic (por.
rys. 4.6,4.7).

----- r.3ingha-Maddali
r.Daguma
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Rysunek 4.6. Aproksymacja rozktadu dochodéw w Polsce przy zastosowaniu rozktadu
Daguma i Singha-Maddali

Zrédto: opracowanie wtasne
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Rysunek 4.7. Aproksymacja rozktadu dochodéw w regionach przy zastosowaniu rozktadu
Daguma i Singha-Maddali

Zrédto: opracowanie wtasne
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Podsumowanie uzyskanych wynikow

W tab. 4.12 przedstawiono ranking dopasowania rozkltadéw dochodow
w regionach do jednego z dwdch rozktadéw przy réznych metodach sza-
cowania parametréow rozktadu (wartos$¢ 1 oznacza najlepsze dopasowa-
nie). Rankingi wedlug wspoélczynnika podobienstwa struktur i wspoét-
czynnika Mortara sg bardzo zblizone, ale r6znig si¢ od rankingu wedtug
indeksu Pearsona oraz wspétczynnika uwzgledniajacego roznice miedzy
$rednimi empirycznymi i teoretycznymi.

Tabela 4.12. Ranking dopasowania rozktadéw dochodéw w regionach Polski wedtug
wspdtczynnika podobieristwa struktur i innych miar

Region
>~ o

Estymacja 25 ,E = g ,5 ,5 g =
= =) g O 5| 85 & Q g
5| 2| £ |25|25| & | &
3 g g | &Y &N & &

Wspolczynnik podobienstwa struktur
LMW 6 6 6 4 2 6 6
E |MM 8 7 8 8 8 8 8
é” MNK 5 1 5 5 6 4 3
WMNK 2 3 2 7 3 3 5
| MNW 4 4 4 1 1 5 4
E § MM 7 2 7 6 5 7 7
S § MNK 3 5 3 2 7 1 1
WMNK 1 8 1 3 4 2 2
Wspolczynnik Mortara

L[ MNW 6 6 6 5 2 6 6
£ |MM 8 7 7 8 8 8 8
é” MNK 1 5 5 6 5 4 3
WMNK 2 2 2 7 3 3 5
| MNW 4 3 4 1 1 5 4
"E:a % MM 7 1 8 4 4 7 7
] § MNK 3 4 3 2 7 1 1
WMNK 1 8 1 3 6 2 2
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Tabela 4.12 (cd.)

Region
B °
Estymacja = .5 = S = .E g &

<= | E| 2 |63 |58 8 | =

o o 'g ] = o = o 15}

= = S | E9| 29| £ NS

3 g z 2| &N 2 &

Wspolczynnik Pearsona

o [MNW 6 4 6 6 2 6 6

§ MM 8 6 8 8 8 8 8

é’n MNK 4 3 3 4 4 4 4

WMNK 3 1 1 5 3 3 3

| MNW 5 7 5 1 1 5 5

& 5| MM 7 2 7 7 7 7 7
g

55 MNK 2 5 4 2 5 1 3

WMNK 1 8 2 3 6 2 1

Wspolczynnik A3

_ | MNW 7 3 7 5 7 8

§ MM 5 4 3 5 4 1 2

é? MNK 1 1 1 1 1 4 1

WMNK 2 2 2 2 2 5 4

| MNW 6 6 7 8 6 6 7

&£ S| MM 8 5 4 6 3 8 3
e 3

3 3 MNK 3 7 5 4 7 2 5

WMNK 4 8 6 3 8 3 6

Zrédto: opracowanie wtasne

W tab. 4.13 przedstawiono dwa najlepsze, wedlug wspoétczynnika
As, dopasowania rozkladow teoretycznych. Podano ich wartosci ocze-
kiwane, odchylenia standardowe i wspotczynniki Giniego, wykorzysty-
wane do poréwnywania regionéw pod wzgledem nieré6wnomiernosci
rozkladow.

Okazuje sie, Ze najbardziej nierownomierny rozklad obserwuje sig
w regionie centralnym, w ktérym jest najwieksze zréznicowanie do-
chodoéw (2212,307 PLN) i najwigkszy wspdtczynnik Giniego (0,324).
Oszacowania tych wielko$ci z préby réwniez wskazuja na najwigksze
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nieréwnomiernosci rozkltadu ekwiwalentnych dochodéw gospodarstw
domowych (por. tab. 4.2, G = 0,318).

Wedlug pozostatych miar dopasowania w regionach pdétnocno-za-
chodnim, potudniowo-zachodnim i pétnocnym rozklady dochodow
powinny by¢ aproksymowane rozkladem Singha-Maddali. ROwniez
w regionie centralnym, wedlug wspoétczynnika podobienstwa struktur
iwspolczynnika Pearsona, rozklad Singha-Maddali dobrze aproksymuje

rozktad empiryczny dochodow.

Tabela 4.13. Teoretyczne rozktady aproksymujace rozktady dochodéw w regionach
i ich podstawowe parametry

Wartos¢ Odchylenie Indeks
Region Rozklad oczekiwana | standardowe Giniego
(PLN) (PLN)
D(1,03; 3,062; 2345,091) 2849,921 2212,307 0,324
centralny

D(1,021; 3,095; 2355,396) 2839,226 2166,649 0,322
potudniowy D(0,876; 3,996; 2367,181) 2508,588 1351,500 0,259
D(0,899; 3,889; 2343,163) 2506,320 1341,566 0,257
wschodni D(0,886; 3,714; 2072,790) 2236,935 1326,074 0,278
D(0,879; 3,746; 2077,869) 2232,351 1309,639 0,276
péinocno- D(0,858; 4,042; 2393,018) 2511,420 1338,080 0,258
-zachodni D(0,873; 4,052; 2376,293) 2508,886 1327,361 0,256
potudniowo- | D(0,879; 3,812; 2393,888) 2562,898 1468,277 0,271
-zachodni D(0,877; 3,853; 2395,547) 2556,128 1444,206 0,269
pétnocny D(0,559; 3,512; 2780,726) 2491,651 1788,741 0,336
S-M(0,947; 3.495; 2086,772) 2479,406 1661,684 0,294
ogélem D(0,955; 3,554; 2254,379) 2531,113 1572,932 0,285
D(0,623; 3,814; 2709,366) 2528,398 1575,633 0,301

Zrédto: opracowanie wtasne

Z przeprowadzonych analiz w sposdb jednoznaczny wynika, ze roz-
ktad Daguma najlepiej odzwierciedla rozktady dochodéw ekwiwalent-
nych gospodarstw domowych w regionie potudniowym, wschodnim
oraz w catlym kraju. Nalezy podkresli¢ istotne znaczenie na dopasowa-
nie rozktadu teoretycznego metody estymacji jego parametréw. W tych
przypadkach metoda najmniejszych kwadratéw oraz wazona metoda
najmniejszych kwadratéw okazaly si¢ najefektywniejsze.
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Wyznaczone z rozkladéw teoretycznych wartosci $rednie sa zwykle
mniejsze od warto$ci wyznaczonych na podstawie préb losowych pocho-
dzacych z badania budzetow gospodarstw domowych, a wspéiczynniki
Giniego sg nieznacznie wigksze.

Najstabiej dopasowanym do rozkladéw empirycznych okazat si¢ roz-
ktad logarytmiczno-normalny, co potwierdzily stosowane testy staty-
styczne i miary ,,dobroci” dopasowania.

Analizujac dochody w Polsce, nie tylko bada si¢ ich rozktady oraz sto-
pien nieréwnomiernosci w réznych regionach, lecz takze w réznych gru-
pach spoleczno-ekonomicznych czy typach rodzin. Wyniki takich badan,
w tym modelowania rozkladow dochodow ekwiwalentnych gospodarstw
domowych - pracownikéw, rolnikéw, pracujgcych na wtasny rachunek,
emerytow i rencistow, utrzymujacych sie z niezarobkowych Zrédet — przed-
stawione s3 w pracy Pekasiewicz, Jedrzejczak (2017). Okazuje sig, ze rozktad
Daguma moze by¢ wykorzystany réwniez do estymacji parametrow w gru-
pach spofeczno-ekonomicznych, gdyz wspoélczynniki podobienistwa struk-
tur wyznaczone dla rozktadéw empirycznych i teoretycznych sa wigksze od
0,97, poza grupa rolnikéw, dla ktérej wspolczynnik ten wyniost 0,949 (por.
Jedrzejczak, Pekasiewicz, 2018). Dobdr modeli teoretycznych odzwiercied-
lajacych rozktady dochodéw w Polsce byl przedmiotem rozwazan m.in.
w pracach Salamagi (2016a; 2016b). W artykutach tych przedstawione sa
rezultaty modelowania rozkladéw dochodéw kobiet i me¢zczyzn w woje-
wddztwie matopolskim oraz rozktadéw dochodéw mieszkancéw Krakowa
w roku 2013 za pomocg rozktadéw Singha-Maddali, Fiska, logarytmiczno-
-normalnego i gamma. Stosowane metody estymacji parametrow rozkta-
doéw to metoda najwiekszej wiarygodnosci, metoda najmniejszych kwadra-
tow oraz minimalizacji statystyki chi-kwadrat Pearsona.

4.4. Aproksymacja rozktadow dochodow
zamoznych gospodarstw domowych w Polsce

Przy calo$ciowej analizie dochodéw gospodarstw domowych wykorzy-
stuje sie rozktady jednomodalne, dodatnio asymetryczne. W przypad-
ku badan dotyczacych gospodarstw domowych o wysokich dochodach,
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przekraczajacych ustalong warto$¢, do aproksymacji rozktadow stosuje
sie rozklady zeromodalne, w tym rozklad Pareto.

Przeprowadzone analizy dotyczyly grup gospodarstw domowych na-
zywanych zamoznymi, czyli o dochodach przekraczajacych tak zwang
granice bogactwa. Oczywiscie na zamoznos¢ nie tylko wplywaja docho-
dy. Duze znaczenie maja tez wielkos$ci dochodéw niewydatkowanych na
konsumpcje i kumulowanych w postaci oszczednosci rzeczowych oraz
finansowych i generujacych posiadanie aktywdw, ale przeprowadzone
analizy dotycza wylacznie rozktadow dochodow tej grupy gospodarstw
domowych.

Wartos¢ granicy (linii) zamoznosci (bogactwa) ustalana jest w rézny
sposob, m.in. na poziomie dwdch lub trzech median rozktadu dochodéw
ekwiwalentnych lub wybranego kwantyla rozkladu dochodéw. W bada-
niach przyjeto dwie granice zamoznosci, na poziomie:

—  dwéch median, czyli y;, =2Me;
— trzech median, czyli yfz =3 Me.

Do analiz wykorzystano dane pochodzace z Badania Budzetéw Gos-
podarstw Domowych z roku 2016. Oszacowane granice zamoznosci dla
tego roku wynosza:

_ y;; =4477,12 PLN;
_ y%, =6715,68 PLN.

Liczba gospodarstw o dochodach powyzej dwoch median wynosi
N; = 2686, co stanowi okolo 7,3% badanych gospodarstw domowych,
a powyzej trzech median N, = 698, czyli okoto 1,9% badanych gospo-
darstw. Podstawowe charakterystyki przedstawione zostaty w tab. 4.14
i4.15.

Tabela 4.14. Charakterystyki rozktadéw dochodéw gospodarstw domowych przekraczajacych
granice y;l w ujeciu regionalnym

Liczba Odsetek .
. . . Odchylenie
Region gospodarstw | gospodarstw Srednia
. . standardowe
zamoznych | zamoznych

centralny 964 12,09 6706,09 3094,07
potudniowy 429 5,80 6072,70 2000,84
wschodni 286 4,59 6192,45 2392,10
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Tabela 4.14 (cd.)

Liczba Odsetek .
. - . Odchylenie
Region gospodarstw | gospodarstw Srednia
. . standardowe
zamoznych | zamoznych
péinocno- 333 6,00 5894,43 1869,08
-zachodni
tudni -

poludniowo 258 6,69 6116,75 2269,18
-zachodni

p(')lnocny 416 7,40 6734,47 3763,43
ogolem 2686 7,33 6396,56 2810,90

Zrédto: obliczenia wtasne

Tabela 4.15. Charakterystyki rozktadéw dochodéw gospodarstw domowych przekraczajacych
granicey;2 w ujeciu regionalnym

Liczba Odsetek .
. . . Odchylenie
Region gospodarstw | gospodarstw | Srednia
. . standardowe
zamoznych | zamoznych
centralny 308 3,86 9779,81 3916,22
poludniowy 95 1,28 8898,49 2569,05
wschodni 64 1,03 9521,49 3178,24
‘1 i
potnocno 61 1,10 8902,85 2546,95
-zachodni
tudni -
pofudniowo 52 1,35 9504,19 3155,37
-zachodni
pétnocny 118 2,10 10341,90 5545,54
ogolem 698 1,91 9634,02 3902,89

Zrédto: obliczenia wtasne

Najwiekszym odsetkiem gospodarstw zamoznych charakteryzu-

je sie region centralny i tam jest tez wysoki sredni dochdd, natomiast

najnizszym odsetkiem - region wschodni (por. rys. 4.8). Najbardziej

zréznicowany pod wzgledem wielko$ci wysokosci dochoddw jest re-

gion po6Inocny, odchylenie standardowe stanowi prawie 56% wartos$ci

$redniej.
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r. pétnocno-zachodni
6,00

r. wschodni

Rysunek 4.8. Odsetek zamoznych w poszczegdlnych regionach

Zrédto: opracowanie wtasne

W celu aproksymacji rozkladéw empirycznych rozkladem Pareto jego
parametry oszacowano, podobnie jak rozktadéw Daguma, logarytmiczno-
-normalnego i Singha-Maddali, metodami: najwigkszej wiarygodnosci,
momentdw, najmniejszych kwadratéw i wazong metoda najmniejszych
kwadratow. Uzyskane rezultaty dla gospodarstw domowych w Polsce
o dochodach przekraczajacych ustalone granice zamoznosci zostaly
przedstawione w tab. 4.16.

Tabela 4.16. Oszacowania parametréw rozktadu Pareto aproksymujacego rozktad dochodéw
zamoznych gospodarstw domowych w Polsce

) . 5 Parametry rozkladu Pareto
Granica zamoznoéci | Metoda estymacji P
a

MNW 4477,1954 3,3345

MM 4561,6577 3,4860

yn =2Me MNK 4460,3429 3,3097

WMNK 4472,6394 3,3480

MNW 6717,4791 3,2524

. MM 7005,7461 3,6655

yr2 =3Me
MNK 6730,0090 3,2334
WMNK 6713,1315 3,2034

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica
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Oszacowania parametrow rozkladu Pareto zawarte w tab. 4.16 poka-
zuj3, ze zastosowanie metod MNW i WMNK prowadzi do uzyskania bar-
dzo podobnych wartos$ci estymatoréw, a tym samym prawie identycznych
dopasowan rozktadu empirycznego do rozkladu Pareto, co potwierdzaja
takze rys. 4.9-4.10. Prawidlowos¢ ta zauwazalna jest dla obu przyjetych
progéw bogactwa — dwukrotnosci oraz trzykrotnosci mediany dochodéw
ekwiwalentnych.

0.0007 |
0.0008F
0.0005 F
0.0004F ——— WMNK
0.0003F
D.ooozf

0.0001 |

L i | L L L L L L L L N 1
a 100000 20000 20000 40000

Rysunek 4.9. Aproksymacja rozktadéw dochoddw zamoznych gospodarstw domowych dla y;l =2Me

Zrédto: opracowanie wtasne
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Rysunek 4.10. Aproksymacja rozktadéw dochodéw zamoznych gospodarstw domowych dla y;z =3Me

Zrédto: opracowanie wtasne
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W celu zbadania zgodnosci empirycznych rozkladéw dochodow
zamoznych gospodarstw w Polsce z rozktadem Pareto o parametrach
ustalonych na podstawie rezultatow stosowania réznych metod estyma-
cji wykorzystano testy Kotmogorowa-Smirnowa i Andersona-Darlinga
oraz obliczono miary dopasowan: wspéiczynnik podobienstwa struk-
tur, wspoiczynnik Mortara, wspolczynnik Pearsona oraz wspolczyn-
nik oparty na poréwnaniu $rednich empirycznych i teoretycznych (por.
tab. 4.17, 4.18).

Tabela 4.17. Wartosci p-value dla testéw Kotmogorowa-Smirnowa i Andersona-Darlinga

Metoda estymacji
Granica zamoznosci | Test
MNW MM MNK WMNK
. K-S 0,223 0,000 0,454 0,438
Yo =2Me
A-D 0,049 0,000 0,362 0,348
. K-S 0,528 0,000 0,777 0,630
yr2 =3Me
A-D 0,567 0,000 0,000 0,814

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Tabela 4.18. Miary dopasowania empirycznych rozktadéw dochodéw zamoznych gospodarstw
domowych w Polsce do rozktadu Pareto

Metod
Granica zamoznosci o a“ Wps A A, Aj
estymacji
MNW 0,9816 | 0,0362 | 0,1132 | 0,0239
. MM 0,9724 | 0,0547 | 0,1338 | 0,0006
Y = 2Me
MNK 0,9710 | 0,0449 | 0,1123 | 0,0795
WMNK | 0,9796 | 0,0369 | 0,1150 | 0,2987
MNW 0,9775 | 0,0423 | 0,1522 | 6,6191
. MM 0,9659 | 0,0666 | 0,1988 | 7,3472
V2 = 3Me
MNK 0,9796 | 0,0379 | 0,1494 | 6,1430
WMNK 0,9789 | 0,0392 | 0,1472 | 5,9635

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Zaréwno wartosci p-value stosowanych testow statystycznych,

jak i miary dopasowania §wiadcza o zgodnosci rozktadéw docho-

dow zamoznych gospodarstw domowych z rozkladem Pareto, gdy za
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warto$ci parametrow przyjmie si¢ oszacowania z proby uzyskane me-
toda najwigkszej wiarygodnosci lub wazong metoda najmniejszych
kwadratow. Metody momentéw, podobnie jak w przypadku estymacji
parametrow wczeéniej rozwazanych rozkladéw teoretycznych (Dagu-
ma, logarytmiczno-normalnego, Singha-Maddali), nie powinno sig¢
stosowac.

Przeprowadzono réwniez analize¢ rozktadéw dochodéw gospo-
darstw zamoznych w poszczegoélnych regionach Polski przy granicy
zamozno$ci rownej dwém medianom. Przypadek granicy zamozno-
$ci na poziomie trzech median nie byt rozwazany ze wzgledu na zbyt
malo liczne préby dla poszczegdlnych regiondw. Wartosci uzyska-
nych oszacowan parametréw rozkladu Pareto zostaly przedstawione
w tab. 4.19.

Tabela 4.19. Oszacowania parametréw rozktadu Pareto aproksymujacego rozktady dochodéw
zamoznych gospodarstw domowych w regionach

Parametry rozkladu Pareto
Region Metoda estymacji .
a
MNW 4477,1954 2,9580
MM 4726,7187 3,3880
centralny
MNK 4449,0051 2,8610
WMNK 4467,1989 2,9179
MNW 4496,0678 3,8023
MM 4626,4553 4,1989
potudniowy
MNK 4471,8797 3,6082
WMNK 4478,3264 3,6718
MNW 4480.0000 3,6356
MM 4553,9624 4,1989
wschodni
MNK 4452,4410 3,6450
WMNK 4466,6171 3,6702
MNW 4483,5925 4,1815
MM 4527,7362 4,3129
pétnocno-zachodni
MNK 4452,5977 4,0304
WMNK 4468,8165 4,1287
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Parametry rozktadu Pareto

Region Metoda estymacji P
a

MNW 4490,8500 3,7818
MM 4540,2680 3,8800

potudniowo-zachodni
MNK 4450,3621 4,0364
WMNK 4509,6612 3,9288
MNW 4477,8363 3,0300
MM 4527,7499 3,0518

pétnocny

MNK 4456,2472 3,0171
WMNK 4468,2683 3,0525

Zrédto: obliczenia wtasne przy uzyciu pakietu Mathematica

Podobnie jak przy szacowaniu parametréw rozkladéw charaktery-
zujacych dochody wszystkich grup dochodowych ogétem i w regionach
(rozktad Daguma, logarytmiczno-normalny, Singha-Maddali), najgor-
sze rezultaty otrzymano, stosujac metode momentéw. W przypadku tej
metody, wykorzystujac zaréwno test Kotmogorowa-Smirnowa, jak i An-
dersona-Darlinga, otrzymano decyzje o odrzuceniu hipotezy o zgodno-
$ci rozktadéw dochodéw gospodarstw zamoznych z rozktadem Pareto
o warto$ciach oszacowanych na podstawie proby metoda momentéw, na
korzys¢ hipotezy alternatywnej moéwiacej, ze nie jest to rozklad Pareto
o zadanych wartosciach parametréw. Pozostanie przy tej samej klasie
rozktadéw i zmiana warto$ci parametréw na inne (uzyskane z oszacowa-
nia innymi metodami estymacji) pozwolita uzyska¢ dobre dopasowanie
rozktadu Pareto do danych empirycznych (por. tab. 4.20, 4.21).

Tabela 4.20. Wartosci p-value dla testow weryfikujacych hipotezy o zgodnosci rozktadéw
dochoddw grup zamoznych z rozktadem Pareto

. Metoda estymacji
Region Test
MNW MM MNK WMNK
K-S 0,720 0,000 0,817 0,912
centralny
A-D 0,109 0,000 0,684 0,726
) K-S 0,537 0,000 0,900 0,893
potudniowy
A-D 0,105 0,000 0,701 0,652
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Tabela 4.20 (cd.)

. Metoda estymacji
Region Test
MNW MM MNK WMNK

. K-S 0,816 0,032 0,947 0,940
wschodni

A-D 0,613 0,000 0,856 0,927

péinocno- K-S 0,505 0,033 0,840 0,750

-zachodni A-D 0,371 0,000 0,787 0,792

potudniowo- K-S 0,534 0,224 0,885 0,890

-zachodni A-D 0,173 0,000 0,000 0,000

, K-S 0,710 0,956 0,484 0,902
pétnocny

A-D 0,220 0,000 0,950 0,982

Zrédto: obliczenia wtasne

Tabela 4.21. Miary dopasowania empirycznych rozktadéw dochodéw zamoznych gospodarstw
domowych do rozktadu Pareto

Metod
Region e a" Wps Aq A, Aj
estymacji
MNW 0,9796 0,0378 0,1325 0,8534
MM 0,9406 0,1173 0,2086 0,0001
centralny
MNK 0,9618 0,0551 0,1272 1,9528
WMNK 0,9730 0,0444 0,1288 1,3290
MNW 0,9732 0,0502 0,1690 0,4555
. MM 0,9680 0,0619 0,2039 0,0003
potudniowy
MNK 0,9685 0,0542 0,1560 1,8383
WMNK 0,9748 0,0463 0,1590 1,3287
MNW 0,9745 0,0478 0,1898 0,2047
. MM 0,9706 0,0561 0,2076 3,5949
wschodni
MNK 0,9597 0,0575 0,1947 0,9235
WMNK 0,9703 0,0478 0,1967 0,8544
MNW 0,9670 0,0637 0,1812 0,0266
poinocno- MM 0,9653 0,0676 0,1931 0,0000
-zachodni MNK 0,9424 0,0907 0,1750 0,4640
WMNK 0,9593 0,0714 0,1778 0,0461
MNW 0,9652 0,0665 0,1859 0,1889
potudniowo- MM 0,9616 0,0740 0,1972 0,0000
-zachodni MNK 0,9669 0,0403 0,2294 2,3928
WMNK 0,9715 0,0545 0,2036 1,1129
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Metod
Region o a“ Wps Aq A, Aj
estymacji
MNW 0,9826 0,0335 0,1638 0,7601
MM 0,9799 0,0391 0,1659 0,0000
péinocny
MNK 0,9696 0,0457 0,1641 1,0350
WMNK 0,9793 0,0343 0,1677 1,3425

Zrédto: obliczenia wtasne

Obliczone wspoétczynniki pozwolily dokona¢ uporzadkowania zgod-
nosci aproksymowanych rozktadéw z rozkltadem Pareto dla poszczegol-
nych regionéw (tab. 4.22). Gdy wezmie si¢ pod uwage wspotczynnik po-
dobienstwa struktur, najczesciej najlepiej dopasowany rozklad uzyskuje
sie, szacujac parametry rozkladu Pareto metodg najwiekszej wiarygod-
nosci. Prawie analogiczny jest ranking wedtug wspotczynnika Mortara,
czego nalezalo si¢ spodziewac ze wzgledu na podobng konstrukcje tej
miary. Wspdtczynniki Pearsona i A inaczej porzadkujg efektywnosé
metod estymacji parametrow rozkladu Pareto, ale nalezy zauwazy¢, ze
wyznaczanie estymatoréw metoda momentéw zwigzane jest z poréwny-
waniem Sredniej: empirycznej z teoretyczna, czyli mata wartos¢ A jest
naturalna i budzi watpliwosci co do jej przydatnosci jako miary ,,dobroci”
dopasowania.

Tabela 4.22. Ranking dopasowania rozktadéw dochodéw gospodarstw domowych o wysokich
dochodach w regionach Polski

Region
B o
Estymacja = .5 = S ,5 .5 ,5 -y
= S = S 5| 5 & 9 £
s | Bl 5 |E5|28| & | 2
8 & | 8 |&v| &Y & | &
Wspotczynnik podobienstwa struktur
MNW 1 2 1 1 3 1 1
MM 4 4 2 2 4 2 3
MNK 3 3 4 4 2 4 4
WMNK 2 1 3 3 1 3 2
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Tabela 4.22 (cd.)

Region
= o

Estymacja = ,E = 2 £ ,5 g =
= = 3 g | .5 ¢ g &
E 5| 22224 £ &
8 2 | B |&y|&ax] & | @

Wspolczynnik Mortara
MNW 1 2 1 1 3 1 1
MM 4 4 3 2 4 3 4
MNK 3 3 4 4 1 4 3
WMNK 2 1 2 3 2 2 2
Wspolczynnik Pearsona
MNW 3 3 1 3 1 1 2
MM 4 4 4 4 2 3 4
MNK 1 1 2 1 4 2 1
WMNK 2 2 3 2 3 4 3
Wspolczynnik A

MNW 2 2 1 2 3 2 2
MM 1 1 4 1 1 1 1
MNK 4 3 3 3 2 3 3
WMNK 3 4 2 4 4 4 4

Zrédto: obliczenia wtasne

W tab. 4.23 zostaly podane parametry rozkladu Pareto Pa(6,a)
aproksymujacego rozklady dochodéw w tych grupach. Wybrano te pa-
rametry dla ktérych dopasowanie, wedlug wspétczynnika podobienstwa
struktur, jest najlepsze, czyli dla regionéw: centralnego, wschodniego,
po6Inocno-zachodniego, péinocnego i ogdétu zamoznych gospodarstw
domowych - parametry uzyskane metoda najwigkszej wiarygodnosci,
a dla regionu potudniowego i potudniowo-zachodniego - wazong meto-
da najmniejszych kwadratow.

Oszacowane warto$ci parametru a rozkladu Pa(0,a) sa wieksze niz 2,
co oznacza, ze istnieje zarowno warto$¢ oczekiwana, jak i odchylenie
standardowe zmiennych losowych o rozktadach Pareto. Mozna je osza-
cowac z wzordw (1.7) i (1.8), wykorzystujac wartosci estymatorow pa-
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rametrow a oraz 0. Ponadto, na podstawie oszacowanych parametrow
rozktadu Pareto, mozna wyznaczy¢ takze miary nieréwnomiernosci
- wspolczynniki Giniego i Pietry (por. tab. 4.23). Wspétczynniki Giniego
i Pietry sa najwieksze dla regionu centralnego i péinocnego.

Tabela 4.23. Parametry rozktadéw aproksymujacych rozktady dochodéw zamoznych
gospodarstw domowych w regionach

Parametry ., . ; .
. Warto$é Odchylenie | Wspolczynnik | Indeks
Region rozkladu . - "
0 oczekiwana | standardowe Giniego Pietry
a
centralny 4477,20 | 2,96 6761,49 4011,07 0,2033 0,7048
potudniowy | 4478,33 | 3,67 6155,61 2486,45 0,1577 0,6889
wschodni 4480,00 | 3,64 6176,97 2528,15 0,1592 0,6894
péinocno-
. 4483,59 | 4,18 5893,52 1952,35 0,1359 0,6811
-zachodni
tudniowo-
POICIIOWO™ | 4509,66 | 3,93 |  6048,79 2196,31 0,1458 | 0,6846
-zachodni
poinocny 4477,84 | 3,03 6683,67 3783,39 0,1976 0,7029
ogoélem 4477,20 | 3,33 6398,75 3040,51 0,1767 0,6955

Zrédto: obliczenia wtasne

Na podstawie wartosci wspolczynnika a mozna wnioskowac tez o in-
nych cechach rozkladu, np. z wzoru (1.15) wynika, ze w regionie cen-
tralnym 10% najbogatszych gospodarstw domowych skupia az 22,01%
dochodow wszystkich gospodarstw domowych uznanych za zamoz-
ne (dochodach powyzej dwdch median), zas dla poréwnania w regionie
pdinocno-zachodnim odsetek ten wynosi 17,34%.

4.5. Analiza symulacyjna wtasnosci
estymatorow parametrow rozktadu Daguma

Wyniki badan empirycznych uzyskane w podrozdziale 4.3 moga sugero-
wa¢, ze metoda najmniejszych kwadratéw (MNK) oraz wazona metoda naj-
mniejszych kwadratéw (WMNK) daja dokladniejsze, a ostrozniej formutujac
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hipotezg¢ badawcza — nie gorsze oszacowania parametréw niz inne stosowane
metody estymacji, czyli metoda najwiekszej wiarygodnosci (MNW) i metoda
momentéw (MM). Aby zweryfikowac¢ tak sformulowang hipotezg, przepro-
wadzono badanie symulacyjne dotyczace wlasnosci estymatoréw parame-
trow rozkladu Daguma otrzymanych réznymi metodami estymacji.

Do szacowania parametréw rozktadu Daguma D(a, v, b) wykorzysta-
no cztery metody estymacji:

— metode najwiekszej wiarygodnosci;

— metod¢ momentéw wazonych prawdopodobienstwami
— metode¢ najmniejszych kwadratow;

— wazona metode najmniejszych kwadratow.

Metoda momentdw zostata pominieta ze wzgledu na fakt, ze parametr 9
rozkladu Daguma aproksymujacego rozklady dochodéw gospodarstw do-
mowych w Polsce nie zawsze jest wigkszy od 3, czyli nie zawsze istnieja
trzy momenty zwykle niezbedne do oszacowania trzech parametréw roz-
kladu. Poza tym wyniki przeprowadzonych badan empirycznych wskazy-
waly, ze wartosci estymatorow uzyskanych ta metoda prowadzity do naj-
mniej doktadnych dopasowan rozkladéw teoretycznych do empirycznych.
Nie uwzgledniono réwniez metody percentyli i kwantylowej metody naj-
mniejszych kwadratéw ze wzgledu na konieczno$¢ ustalania rzedéw wyko-
rzystywanych kwantyli, co w przypadku rozkltadéw z trzema parametrami
nie jest fatwe bez wykonania dodatkowych skomplikowanych analiz.

W ramach eksperymentu symulacyjnego parametry rozkladu sza-
cowane bylty na podstawie n-elementowych préb prostych dla n = 1000
oraz n = 2000. Nalezy podkresli¢, ze dla rozkladu Daguma proby musza
by¢ bardzo duze, co najmniej 1000-elementowe, co wykazano w pracy
Domanskiego i Jedrzejczak (1998). Procedure estymacji powtarzano
N =1000 razy i wyznaczano wzgledne obcigzenia oraz wzgledne btedy
sredniokwadratowe estymatoréw (RMSE), korzystajac z wzorow:

1 N A
N Zb-0)

B(O) = -100%

1 N A 2
\/Nzi L 0-9 (.7)

RMSE(0) = -100%
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Relatywne obcigzenia i bledy $redniokwadratowe dla estymatorow
parametrow ksztattu a i v dla wybranych rozkladéw zostaty przedsta-

wione narys. 4.11-4.14, a dokfadne warto$ci oszacowan parametréw roz-
ktadu Daguma zawarto w tab. 4.24.
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Rysunek 4.11. Oszacowane wzgledne obcigzenia réznych estymatordéw parametru a

Zrédto: Jedrzejczak, Pekasiewicz, Zielifiski (2018)
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Rysunek 4.12. Oszacowane relatywne btedy Sredniokwadratowe réznych estymatoréow
parametru a

Zrédto: Jedrzejczak, Pekasiewicz, Zielifiski (2018)
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Rysunek 4.13. Oszacowane wzgledne obcigzenia réznych estymatordéw parametru v

Zrédto: Jedrzejczak, Pekasiewicz, Zieliiski (2018)
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Rysunek 4.14. Oszacowane relatywne btedy Sredniokwadratowe réznych estymatoréw
parametru v

Zrédto: Jedrzejczak, Pekasiewicz, Zielifiski (2018)

Zanaliz wynika, Ze estymatory parametru a uzyskane metoda WMNK
lub MNW charakteryzuja si¢ najmniejszym relatywnym bledem $rednio-
kwadratowym. Wsréd rozwazanych estymatoréw parametru v najmniej-
sze obcigzenia sg obserwowane dla estymatoréw otrzymanych metoda
WMNK, a najmniejsze btedy sredniokwadratowe - dla estymatorow
uzyskanych metodg MN'W lub WMNK. Mozna zauwazy¢, Ze estymato-
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ry MM WP charakteryzuja si¢ najmniejsza precyzja (najwieksza wartos¢
RMSE dla estymatora parametru a i najwigksza wartos¢ RMSE dla esty-
matoréw parametru v, gdy v < 2,5) sposrdd wszystkich statystyk uwzgled-
nionych w badaniu. Precyzja estymatoréw dla n = 1000 jest bardzo staba,
dopiero dla n =2000 RMSE nie przekracza na ogét 10% szacowanych para-
metréw. Rekomendowane bytyby wiec liczebnosci préb n > 2000.

Tabela 4.24. Relatywne btedy Sredniokwadratowe estymatoréw parametréw rozktadu Daguma

Rogklad | Metoda RMSE(a) RMSE(v) RMSE(b)
estymacji |4 = 1000 [ = 2000 | n = 1000 | 2 = 2000 | n = 1000 | n = 2000
MNW 9,993 6,982 7,703 5,240 8,354 6,065
D(©.2:2:1) MMWP 16,510 12,574 10,944 8,097 11,971 9,037
MNK 14,054 10,022 11,210 7,860 9,959 7,390
WMNK 11,088 7,883 8,522 5,976 8,848 6,544
MNW 10,438 7,243 5,412 3,743 6,403 4,590
MMWP 17,572 12,359 7,659 5,572 9,727 7,204
D(0,6;2,5;1)
MNK 14,306 9,892 7,110 4,920 8,314 5,990
WMNK 10,684 7,279 5,312 3,804 6,462 4,541
MNW 11,288 7,800 5,066 3,517 5,643 4,013
MMWP 17,261 11,820 6,742 4,825 8,053 5,840
D083 MNK 16,328 11,120 6,689 4,623 7,717 5,487
WMNK 9,601 6,400 3,942 2,800 4,635 3,239
MNW 13,313 9,119 4,691 3,277 4,786 3,373
MMWP 19,513 12,884 4,180 4,825 6,552 4,659
D.2:431) MNK 21,702 14,244 6,302 4,356 7,109 4,966
WMNK 11,131 7,433 3,475 2,497 3,797 2,680

Zrédto: Jedrzejczak, Pekasiewicz, Zielifiski (2018)

Wyniki symulacji pokazuja ponadto, ze zaréwno obcigzenia, jak i wa-
riancje estymatorow parametru a s3 wieksze niz dla estymatoréw parame-
tru v dla wszystkich rozwazanych przypadkow i metod estymacji, co prze-
klada si¢ na wartosci bledéw catkowitych estymacji mierzonych za pomoca
wzglednego biedu sredniokwadratowego. Dla rozktadéw Daguma, opisu-
jacych dochody o mniejszej nieréwnomiernosci (np. v = 4), wazona metoda
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najmniejszych kwadratow wydaje si¢ najodpowiedniejsza do estymacji pa-
rametrow, jednak w przypadku wiekszej koncentracji (mniejsze wartosci
parametrow aiv) nie uzyskujemy wlasciwie Zadnej korzysci ze stosowania
tej metody w poréwnaniu z metoda najwiekszej wiarygodnosci.

Mozna réwniez zauwazy¢, ze precyzja estymatoréw parametrow v
i a rozktadu Daguma wzrasta wraz ze wzrastajacymi warto$ciami para-
metru v, co odpowiada coraz cienszemu prawemu ogonowi i mniejszej
asymetrii rozkladu, i wraz z malejacymi wartosciami parametru a, co od-
powiada malejacej dyspersji rozkladu (por. rys. 1.9, 1.10). Wyniki takie sa
zgodne z oczekiwaniami, gdyz parametr v rozkladu Daguma, okreslaja-
cy liczbe skonczonych momentéw rozktadu, odpowiada za grubos¢ tzw.
prawego ogona funkcji gestosci, natomiast parametr a jest dodatnio sko-
relowany z nierdwnoscia rozkladu, wiec jego wysokie warto$ci oznaczajg
rozklady silnie rozproszone. Co interesujace, dla malych wartosci a obser-
wujemy znaczny wzrost obciazenia parametru v, natomiast zmiany v nie
maja wplywu na obcigzenie estymatoréw parametru a. Nalezy zauwazy¢,
ze zmiany wartosci parametru a maja silniejszy wplyw na obcigzenie i wa-
riancje rozwazanych estymatoréw niz zmiany wartosci parametru v.

4.6. Analiza symulacyjna wtasnosci
estymatorow parametrow rozktadu Pareto

Kolejnym analizowanym rozkladem jest rozklad Pareto Pa(6, a), ktéry
byl wykorzystywany do aproksymacji rozktadéw grup gospodarstw domo-
wych o wysokich dochodach. Podobnie jak w przypadku rozkadu Dagu-
ma, metoda symulacyjng badano wlasnosci estymatoréw parametrow i a.
Dodatkowo, w badaniach pominieto metode momentéw, zastepujac ja me-
todag momentéw wazonych prawdopodobienstwami. Dla liczebnosci prob
n=3001in =600 oraz wybranych rozkltadéw wyznaczone relatywne bledy
sredniokwadratowe zawarte s3 w tab. 4.25, a na rysunkach 4.15-4.18 przed-
stawiono relatywne obcigzenia i bledy sredniokwadratowe.

Wzgledne bledy sredniokwadratowe estymatoréw sa najmniejsze dla
estymatoréw uzyskanych metoda najwigkszej wiarygodnosci, natomiast
najwigksze metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami.
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Ponadto obciazenia estymatoréw otrzymanych metoda momentow wa-

zonych prawdopodobienstwami sg najwigksze.

Tabela 4.25. Relatywne btedy $redniokwadratowe estymatoréw parametréw rozktadu Pareto

Metoda RMSE(0) RMSE(4)
Rozklad .
estymacji n =300 n =600 n =300 n =600
MNW 0,299 0,156 5,787 4,211
MMWP 5,314 4,528 11,371 9,220
Pa(4; 1,5)
MNK 1,390 0,916 6,467 4,691
WMNK 0,800 0,447 6,104 4,468
MNW 0,214 0,079 6,010 4,248
MMWP 3,262 1,144 10,115 5,780
Pa(3;2)
MNK 1,036 0,476 6,801 4,860
WMNK 0,637 0,251 6,366 4,572
MNW 0,161 0,077 5,916 4,152
MMWP 1,739 1,275 8,595 5,999
Pa(2; 3)
MNK 0,700 0,458 6,545 4,872
WMNK 0,410 0,240 6,183 4,532
MNW 0,115 0,057 5,683 4,217
MMWP 1,093 0,791 7,445 5,514
Pa(1; 4)
MNK 0,490 0,345 6,567 4,788
WMNK 0,2805 0,178 6,122 4,496

obcigZenie

Zrédto: opracowanie wtasne

Rysunek 4.15. Oszacowane wzgledne obciazenia réznych estymatoréw parametru a

Zrédto: opracowanie wtasne
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Rysunek 4.18. Oszacowane relatywne btedy $redniokwadratowe réznych estymatoréw
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Zrédto: opracowanie wtasne
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Zmiany warto$ci wzglednego obcigzenia i wzglednego biedu sred-
niokwadratowego dla poszczegoélnych wartosci estymatoréw parame-
tréw 0ia mozna przeanalizowac na podstawie rys. 4.15-4.18. Mozna
zauwazy¢, ze poza metoda MM WP wartosci tych charakterystyk sa za-
uwazalnie mniejsze niz w przypadku rozkltadu Daguma, mimo znacznie
mniejszych liczebnosci préb. Juz dla n = 600 RMSE dla MNW, MNK
i WMNK nie przekraczajg 5% szacowanych parametréow. Wraz ze wzro-
stem warto$ci parametru a maleje dyspersja rozkltadu, czego skutkiem
jest wzrost precyzji szacunku parametru rozkladu Pareto (spadek RMSE)
dla wszystkich rozwazanych metod estymacji.






Zakonczenie

W publikacji przedstawiono analiz¢ wlasnosci rozktadéw prawdopodo-
bienstwa, ktére moga by¢ stosowane do analizy rozktadéw ptac i docho-
dow ludnosci. Biorgc pod uwage szereg wlasnosci, ktére powinien posia-
da¢ idealny rozklad teoretyczny opisujacy tego rodzaju zjawiska, wybrano
kilka rozkladéw, ktére poddane zostaty analizie. Wéréd nich znalazly sie
trojparametrowe rozklady Daguma i Singha-Maddali, ktore sg szczegol-
nymi przypadkami czteroparametrowej rodziny GB2. Oba te rozktady,
ze wzgledu na swoje wlasnosci statystyczne, w tym znaczng elastycznos¢,
mozna traktowac jako modele teoretyczne dobrze opisujace rozklady
dochodéw ogdtem i w roznych przekrojach. Za szczegdlnie interesuja-
cy zostal takze uznany dos¢ skomplikowany trojparametrowy rozktad
Zengi, ktorego wlasnosci pozwalajg na wykorzystanie go do bardziej za-
awansowanych analiz. Obok tych dwoch rozkladow, ktdre maja charakter
uniwersalny, wyrdzniono takze dwa dwuparametrowe rozklady - Pareto
ilogarytmiczno-normalny, ktére z racji swoich wlasnosci moga by¢ wy-
korzystywane w szczegdlnych przypadkach. Rozkfad Pareto, odpowiada-
jacy prawemu ogonowi pelnego rozkladu dochodéw, doskonale opisuje
rozklady oséb najbogatszych, natomiast rozktad logarytmiczno-normal-
ny, ze wzgledu na prostote, fatwa interpretacje parametréw i cienki ogon,
moze by¢ stosowany do aproksymacji rozkladéw o niewielkiej koncentra-
cji, np. rozktadow niektdrych grup spoteczno-ekonomicznych.
Podejscie systemowe pozwolito na poglebiong analize wlasnosci roz-
ktadow teoretycznych, gdyz umozliwito zauwazenie podobienstw dla
rozkladéw wchodzacych w sklad tego samego systemu, a takze wyjas-
nienie roznic miedzy rozktadami z réznych systemoéow. W przypadku
systemow generujacych rozklady analiza ich szczegélnych przypadkow,
zwigzanych z ré6znymi funkcjami generujacymi i transformujacymi,
pozwolila lepiej zrozumie¢ proces ksztaltowania si¢ rozktadu dochodéw.
Wybrane rozklady teoretyczne: logarytmiczno-normalny, Daguma
i Singha-Maddali, zostaly nastepnie poddane poglebionej analizie,
ktora dotyczyla przede wszystkim oceny ich zgodnosci z aktualnymi
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rozkladami dochodéw w Polsce ogdétem i wedtug wojewddztw oraz oce-
ny wlasnosci metod estymacji ich parametréw. Zgodnos¢ empirycznych
rozkladéw dochoddéw zamoznych gospodarstw domowych w Polsce
aproksymowano za pomocg rozktadu Pareto. Do oceny dobroci dopa-
sowania rozkladoéw empirycznych i teoretycznych zastosowano szereg
metod, w tym dwa formalne testy statystyczne Kolmogorowa-Smirnowa
i Andersona-Darlinga, obliczono takze wspotczynnik podobien-
stwa struktur, wspolczynnik Mortara, wspdlczynnik Pearsona oraz
wspolczynnik oparty na poréwnaniu §rednich empirycznych i teoretycz-
nych. Zauwazono, ze zgodno$¢ rozktadéw empirycznych z teoretycznymi
byla uzalezniona od przyjetej metody estymacji parametrow rozkladu.
Na podstawie wynikéw réznych metod estymacji mozna jednoznacznie
stwierdzi¢, ze rozklady Daguma i Singha-Maddali charakteryzuja sie bar-
dzo wysoka zgodnoscig we wszystkich przypadkach. Najlepsze wyniki
uzyskano, szacujgc parametry tych rozkladéw metoda najwigkszej wia-
rygodnosci oraz uogélniong metoda najmniejszych kwadratow. MNW
okazala si¢ tez najlepsza do szacowania parametréw rozktadu Pareto,
ktoéry wykazat si¢ wysoka zgodnoscia z rozkltadem najwyzszych grup do-
chodowych w Polsce. Mozna wiec potwierdzi¢ hipoteze, ze w przypadku
rozkltadéw dochodéw w Polsce wystarczy postugiwac sie rozktadami co
najwyzej tréjprametrowymi. Z dwoch rozkladéw, ktore sg bardzo do-
brze dopasowane — Daguma i Singha-Maddali - ten pierwszy wydaje si¢
mie¢ lepsze wlasnosci, takie jak podwaliny empiryczne i stochastyczne,
interpretacje parametréw i elastyczno$¢, co wiaze sie z dodatkowym pa-
rametrem charakteryzujacym lewy ogon, ktory nie wystepuje w drugim
z rozkladow.

Dla rozktadéw Daguma i Pareto przeprowadzone zostaty analizy
symulacyjne majace na celu wskazanie najlepszych metod szacowania
parametréw tych rozkladéw. Z otrzymanych analiz wlasnosci estyma-
torow parametréw rozkladu Daguma wynika, ze estymatory parametru
a uzyskane metoda WMNK lub MNW charakteryzuja si¢ najmniejszym
relatywnym bledem sredniokwadratowym. Wéréd rozwazanych estyma-
torow parametru v najmniejsze obcigZzenia s3 obserwowane dla estymato-
réw otrzymanych metoda WMNIK, a najmniejsze bledy $redniokwadra-
towe - dla estymatoréw uzyskanych metodga MN'W lub WMNK. Mozna
réwniez zauwazy¢, Ze precyzja estymatorow parametrow v i a rozktadu
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Daguma wzrasta wraz ze wzrastajacymi wartosciami parametru v, co
odpowiada coraz cieniszemu prawemu ogonowi i mniejszej asymetrii
rozkladu, wraz z malejacymi warto$ciami parametru a, co odpowiada
malejacej dyspersji rozkladu. Wyniki takie sg zgodne z oczekiwaniami,
gdyz parametr v rozktadu Daguma, okreslajacy liczbe skonczonych mo-
mentéw rozkladu, odpowiada za grubos¢ tzw. prawego ogona funkcji ge-
stosci, natomiast parametr a jest dodatnio skorelowany z nieréwnoscia
rozkladu, wigc jego wysokie wartosci oznaczajg rozklady silnie rozpro-
szone. Co interesujace, dla malych wartosci a zaobserwowano znaczny
wzrost obcigzenia parametru v, natomiast zmiany v nie mialy wptywu
na obcigzenie estymatoréw parametru a. Nalezy zauwazy¢, ze zmiany
warto$ci parametru a majg silniejszy wplyw na obciazenie i wariancje
rozwazanych estymatoréw niz zmiany wartosci parametru v.

Whioski ptynace z przeprowadzonych analiz moga by¢ wykorzystane
do poglebionej analizy rozkladu ptac, dochodéw i ich nieréwnomierno-
$ci w réznych przekrojach oraz do oceny zmian, jakie zachodza w tych
rozkladach w czasie. Zaproponowane narzedzia pozwalaja m.in. na pre-
cyzyjna ocene skutkow prowadzonej polityki gospodarczej i spoleczne;.
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