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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGR. KACPRA
GRZELAKOWSKIEGO ,,CALABI-YAU THREEFOLDS WITH TRIPLE
POINTS AND TYPE IIT CONTRACTIONS”

Praca doktorska mgr. Grzelakowskiego lezy w obszarze zespolonej geometrii algebraicz-
nej i dotyczy whasnosci tréjwymiarowych rozmaitosci Calabiego-Yau (CY3). Istnieje bogata
literatura matematyczna na temat tych rozmaitosci. Lezg one rowniez w zakresie zainte-
resowania fizykow konstruujacych modele oddzialywania czastek elementarnych na bazie
oddzialtywan obiektéw jednowymiarowych - (super)strun, gdzie przestrzen jest lokalnie
iloczynem kartezjanskim R* i rozmaitoéci zwartej, ktéra ze wzgledu na naturalne ztoze-
nia teorii okazuje sie by¢ rozmaitoscia CY3 [CHSWS&5], i ktorej wlasnosci geometryczne
okreslajg wtasnosci czastek. W obecnym stanie badan klasyfikacja takich rozmaitosci z do-
ktadnoscig do deformacji jest zadaniem bardzo trudnym. Przypuszcza sie, ze liczba réznych
topologicznie CY3 jest nieskoniczona. Przypuszcza sie rowniez, ze dowolne dwie rozmaitosci
CY3 mozna potaczy¢ ciagiem Sciagnieé biwymiernych i deformacji [Rei87], [Gro97b].

Istotna czes¢ badan dotyczacych CY3 polega na konstruowaniu nowych przyktadow i
analizowaniu ich wtasnosci homologicznych i geometrycznych. Praca doktorska pana Grze-
lakowskiego wpisuje si¢ w ten nurt badan. Praca sktada si¢ z szedciu sekcji i trzech do-

datkow, liczy 83 strony. Cze$¢ wynikéw z doktoratu zostata opublikowana w Internat. J.
Math. (MCQ=0,64).

Sekcja 1-2: wstep i sekcja przygotowawcza.

Wstep jest napisany przystepnie. Brakuje okreslenia co autor uwaza za najbardziej istot-
ne wyniki wlasne. Sekcja z wyjasnieniami podstawowych poje¢ powinna by¢ petniejsza. Sa
tez usterki:

(1) We wstepie méwi sie o ,non-algebraic CY”, ale bez definicji.

(2) W definicjach 2.1 i 2.2 rozmaitosci X i Y powinny by¢ normalne.

(3) Definicja 2.3 jest niezdarna. ,The process T(X,Y,Y) of going” mozna zastapi¢ para
(m,9), gdzie § to odpowiednia deformacja.

(4) W definicji 2.4 mozna uniknaé¢ podwdjnej negacji oraz uzy¢ Definicji 2.3.

(5) "Smoothing” powinno by¢ zdefiniowane (wlasnosci bazy, morfizmu). Podobnie brakuje
definicji Def(X).

(6) W wielu miejscach zaktada sie, ze badana rozmaitos¢ jest wlasciwa/rzutowa bez napisa-
nia tego wprost. Np. w Definicji 2.5 wtasciwos$¢ jest pominieta, a przeciez dalej uzywa
sie stozka NE(X) zakladajac, ze jest skonczenie wymiarowy i ze krzywe generujace
N1 (X) sa domknigte.

(7) Wszelkie uzycia niejasnej terminologii w rodzaju ,we can think of ... as of ...”,  we can
consider ... as ...” (np. str. 9, ostatni akapit, a w dalszej czesci pracy jeszcze kilkukrotnie)

powinno sie zastapi¢ wskazaniem izomorfizmu identyfikujacego.
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(8) Przy definicjach warto uzywaé dla wprowadzanych poje¢ LATEX-owego ,,emph”. Po-
dobnie warto uzywaé ,,operatorname” dla obiektéw typu Nef(X), Amp(X), Def(X).

(9) Wniosek 2.21: Nie jest jasno powiedziane, co to jest deformacja przemian (transition)
geometrycznych.

Sekcje 3-4 - konstrukcje, teoria przecieé

Celem Sekcji 3 jest podanie przykltadéw CY3 posiadajacych Sciagnigcie biwymierne
m: X — Y typu III, tzn. takie, ktére jest prymitywne (ma relatywna range Picarda
réwng 1), E := Excw jest dywizorem, a C' := 7w(FE) jest krzywa. Rozmaitosé X jest
konstruowana jako rozwigzanie osobliwoéci CY3 X zawierajacej stozek nad krzywa, dla
ktérego wierzchotek O jest zwyklym punktem potrojnym X, a Sciagniecie 7 jest $ciggnie-
ciem P!-rozwléknionej gltadkiej powierzchni, ktéra jest transformatg wiasciwg stozka, na
odpowiednia krzywa.

Doktorant stosuje powyzszy schemat dla kwintyki X5 w P?x:y:z:t:up zupelnych przecie¢
)_(274 i )_(3,3 w P°, oraz sekstyki X¢ wP(1:1:1:1:2), odpowiednio dobierajac réwnania. Na
przyktad w pierwszym przypadku jest to réwnianie u?Fs+uFy+F5 = 0, gdzie Fj(x,y, z,t) =
0 sa powierzchniami stopnia 7 zawierajgcymi wspolng krzywa gltadka. W Twierdzeniach
3.1, 3.3, 3.5, 3.7 pokazano, ze osobliwosci X \ O to punkty podwdjne i leza na stozku,
a w konsekwencji odpowiednie rozwigzanie osobliwosci X jest CY3. Dowdd opiera sie na
analizie rownan, wlasnosci powiazanych systeméw liniowych i twierdzeniu Bertiniego.

Niech 7: X — X bedzie rozdmuchaniem O € X iniech 7: X — X bedzie matym
rozwigzaniem osobliwos$ci X. W Sekcji 4 pokazano, ze transformaty wtasciwe hiperptaskiego
ciecia, stozka i dywizora Excm: H, E, D, sa liniowo niezalezne w grupa Picarda X, co
pozwala wstepnie opisaé¢ geometrie stozka Kéhlerowskiego X (Twierdzenie 4.6). Dowody
wykorzystuja fakty z literatury, teorie przecie¢ na powierzchniach i tréj-rozmaitosciach,
szczegolnie formute dotaczania.

Sekcje 5-6 - liczby Hodge’a, geometria stozka Kdahlerowskiego

W Sekeji 5 autor wylicza liczby Hodge’a dla rezolwent X tréjrozmaitoéci X, ktore sg
(specjalnymi) zupelymi przecieciami, a ich osobliwosci to zwykte punkty potrdjne i po-
dwdjne. Obliczenia sa nieduzymi modyfikacjami obliczen przeprowadzonych przez Cynka
[Cyn01], [Cyn19], [Cyn21]. Wyniki w terminach liczb punktéw osobliwych i tzw. defektu ¢
sg opisane dla X5 i X¢ we Wnioskach 5.71 5.8, a dla X541 X33 we Wnioskach 5.15 i 5.16.
Przy zalozeniu, ze X zawiera gladky powierzchnie E, P!-rozwtékniong nad gladka krzywa
C' genusu ¢g(C) > 1, wiadomo, ze obraz po $ciagnieciu typu III jest wygtadzalny [Gro97a).
W Stwierdzeniu 5.17, uzywajac deformacji do $ciagniecia typu I (locus wyjatkowy sklada
sie z krzywych) i odwolujac sie do wynikéw [Wil92], [Ros06], doktorant wylicza liczby Hod-
ge'a dla wygladzenia w przypadku ¢(C) > 1. Dla ¢(C) = 1 sytuacja pozostaje niejasna.
Zwraca uwage niespéjna (choé¢ wyjasniana) notacja: w Sekcjach 4 i 5.3 X jest rezolwenta,
X jest gladkie, X jest czedciowa rezolwenta, a w Sekcjach 5.1-5.3 X to rezolwenta, a X to
rozmaito$¢ osobliwa.

W Sekcji 6 autor szczegdtowo opisuje geometrie stozka Kahlerowskiego X, w tym opisuje
mozliwe Sciggniecia typu I, II i I oraz konkretne systemy liniowe postaci dajace Sciggnie-
cia typu III, so uzupehia rezultaty z prac [KK09], [Kap09]. Geometria stozka zalezy od
geometrii krzywej C' (w Tabelach 2, 5, 6, 11 opisano 40 mozliwosci).

W zakresie jakosci tekstu zwracajg uwage problemy z uzyciem angielskich przedimkéw
,the” oraz ,a” oraz niemale problemy z interpunkcja (dla przyktadu, w pierwszym akapicie
na stronie 53 brakuje szesciu przecinkow).
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Dodatki

W dodatkach do pracy przedstawiono kilka pytan otwartych (Sekcja 8) oraz czesciowe
rezultaty dotyczace gornego ograniczenia na liczbe osobliwosci X, )_(274, )_(3,3, X przy zalo-
zeniu, ze osobliwodci te sa wylacznie zwyktymi punktami potréjnymi (Sekcja 7). Obliczenia
defektu robione byty przy uzyciu programu Macaulay2.

Podsumowanie i konkluzja

W swojej pracy doktorskiej mgr Kacper Grzelakowski prezentuje znajomo$¢ zespolo-
nej geometrii algebraicznej w wymiarach trzy i dwa, w tym biegtos¢ w postugiwaniu sie¢
naturalnymi konstrukcjami i narzedziami geometrycznymi takimi jak rozdmuchania, defor-
macje, systemy liniowe, teoria przecie¢, rozwigzywania osobliwosci, obliczenia kohomologii.
Naukowa jako$¢ wynikoéw na tym etapie jest w mojej ocenie dobra, choé¢ nie bardzo dobra.
Catos¢ rozprawy oparta jest na badaniu serii przyktadéw tréj-rozmaitosci Calabiego-Yau
zawierajacych stozek nad krzywa, a odpowiednia praca wykonana jest rzetelnie. Powiaza-
na geometria jest ciekawa. Brakuje jednak trudniejszych pytan np. natury klasyfikacyjnej
(chociaz doceniam opisy w Sekcji 6) lub probleméw, gdzie doktorant mégtby wykazaé sie
mozliwoscig przeprowadzenia dtuzszych rozumowan mocniej odbiegajacych od rozumowan
znanych z literatury. By¢ moze wynika to ze specyfiki podjetej tematyki. Pomimo tego
zastrzezenia uwazam, ze doktorant wykazuje sie w swojej rozprawie wystarczajaca na tym
etapie wiedza z geometrii algebraicznej i umiejetnoscia rozwiagzywania probleméw nauko-
wych. Rozprawa ma poprawna strukture, zawiera rozwiazania oryginalnych problemoéw
naukowych i wladciwie cytuje literature, a wiec w mojej ocenie spelnia warunki ustawowe.
Uzycie przedimkow i interpunkcja wymagaja korekty.
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