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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Justyny Poprawy
LOKALNE ASPEKTY ENTROPII I CHAOSU

DYSKRETNYCH UK LADÓW DYNAMICZNYCH

Temarem rozprawy doktorskiej Pani mgr Justyny Poprawy s ↪a różne rodzaje
chaosu i entropii uk ladów dynamicznych. Pierwotnie poj ↪ecia chaosu i en-
tropii by ly definiowane globalnie. Od pewnego czasu w zespole Profesora
Pawlaka z U L badane s ↪a lokalne odpowiedniki tych w lasności. Rozprawa
mgr Poprawy wpisuje si ↪e w te badania.

Recenzowana rozprawa zawiera 101 stron maszynopisu. Sk lada si ↪e ze wst ↪epu,
trzech rozdzia lów, spisu 57 oznaczeń i bibliografii zawieraj ↪acej 28 pozycji.

Opis wyników. W ca lej pracy rozważane s ↪a nieautonomiczne uk lady dy-
namiczne okresowe, sk ladaj ↪ace si ↪e z funkcji ci ↪ag lych przekszta lcaj ↪acych k-
wymiarow ↪a kostk ↪e jednostkow ↪a Ik w siebie, gdzie k jest dowoln ↪a liczb ↪a na-
turaln ↪a. Jedynym wyj ↪atkiem od tej regu ly jest Twierdzenie 55, w którym
zak lada si ↪e (wbrew zapowiedziom ze wst ↪epu), że k = 1. Pierwszy rozdzia l
zawiera podstawowe definicje i twierdzenia, które b ↪ed ↪a wykorzystywane w
dalszych cz ↪eściach pracy. W rozdziale drugim Autorka wprowadza poj ↪ecie
punktu skupiaj ↪acego entropi ↪e i porównuje je z badanymi wcześniej defini-
cjami punktu ogniskuj ↪acego entropi ↪e i punktu pe lnej entropii. W Twierdze-
niu 41 mgr Poprawa dowodzi dla funkcji ci ↪ag lych f : Ik → Ik, że każdy punkt
ogniskuj ↪acy entropi ↪e jest też punktem skupiaj ↪acym entropi ↪e, ale poj ↪ecia te
nie s ↪a równoważne. Wynikiem reprezentatywnym dla tego rozdzia lu jest
Twierdzenie 43 o g ↪estości rodziny funkcji ci ↪ag lych z Ik w Ik, które posiadaj ↪a
punkt skupiaj ↪acy entropi ↪e, który nie jest punktem ogniskuj ↪acym entropi ↪e,
w przestrzeni wszystkich funkcji ci ↪ag lych z z Ik w Ik z metryk ↪a supremum.

W rozdziale trzecim Doktorantka rozpatruje pi ↪eć rodzajów punktów cha-
osu uk ladów dynamicznych. S ↪a to punkty chaosu, punkty dystrybutywnego
chaosu, punkty skupiaj ↪ace chaos, punkty skupiaj ↪ace dystrybutywny chaos
oraz punkty silnie skupiaj ↪ace chaos. Wprost z definicji wynikaj ↪a nast ↪epuj ↪ace
zależności:
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punkt silnego chaosu ⇒ punkt skupiaj ↪acy (dystrybutywny) chaos
⇒ punkt (dystrybutywnego) chaosu oraz punkt skupiaj ↪acy en-
tropi ↪e.

G lównym wynikiem tego rozdzia lu, jak również ca lej rozprawy, jest Twier-
dzenie 55, w którym mgr Poprawa dowodzi, że nast ↪epuj ↪ace zbiory s ↪a g ↪este
w przestrzeni nieautonomicznych uk ladów okresowych funkcji ci ↪ag lych na I:

(1) zbiór A uk ladów posiadaj ↪acych punkt skupiaj ↪acy entropi ↪e, który nie
jest punktem skupiaj ↪acym chaos i nie jest punktem skupiaj ↪acym en-
tropi ↪e uk ladu;

(2) zbiór B uk ladów posiadaj ↪acych punkt chaosu, który nie jest punktem
skupiaj ↪acym entropi ↪e;

(3) zbiór C uk ladów posiadaj ↪acych punkt dystrybutywnego chaosu, który
nie jest ani punktem chaosu, ani punktem skupiaj ↪acym entropi ↪e;

(4) zbiór D uk ladów posiadaj ↪acych punkt silnie skupiaj ↪acy chaos.

Dowód tego twierdzenia jest rozpisany niezwykle szczegó lowo, zajmuje 40
stron rozprawy i zawiera 154 numerowane formu ly.

Rozdzia l czwarty poświ ↪econy jest badaniu chaosu semigrup generowa-
nych przez skończon ↪a rodzin ↪e A funkcji ci ↪ag lych z Ik do Ik. Autorka w
naturalny sposób uogólnia poj ↪ecie punktu skupiaj ↪acego chaos na poj ↪ecie
punktu silnie skupiaj ↪acego chaos skończonej rodziny A. G lównym wynikiem
tego rozdzia lu jest Twierdzenie 62, zawieraj ↪ace d lug ↪a i szczegó lowo opisan ↪a
konstrukcj ↪e modyfikacji funkcji z rodziny A.

Ocena strony merytorycznej. Wyniki zawarte w rozprawie Pani mgr
Justyny Poprawy oceniam wysoko. Odpowiadaj ↪a one na naturalne pyta-
nia i dobrze wpisuj ↪a si ↪e w nurt badań nad lokalnymi w lasnościami uk ladów
dynamicznych prowadzonych w zespole Profesora Pawlaka. Dowody twier-
dzeń bazuj ↪a na klasycznych wynikach z teorii chaosu, odnios lem wrażenie,
że Doktorantka dobrze orientuje si ↪e w literaturze przedmiotu. Z badań mgr
Poprawy można wnioskować, że wiele globalnych w lasności chaosu ma swoje
lokalne odpowiedniki. O ile si ↪e orientuj ↪e, wyniki zamieszczone w rozprawie
nie s ↪a na razie opublikowane.

Ocena strony redakcyjnej. Rozprawa doktorska Pani mgr Poprawy jest
niezwykle starannie zredagowana. Dowody g lównych twierdzeń s ↪a rozpi-
sane bardzo drobiazgowo, na mój gust s ↪a nawet miejscami zbyt rozwlek le.

2



W g ↪aszczu szczegó lów (vide 154(!) formu ly numerowane w dowodzie Twier-
dzenia 55)  latwo zagubić ide ↪e dowodu. Trzeba jednak przyznać, że Autorka
sprawnie porusza si ↪e w tych setkach formu l i oznaczeń. Dobrym pomys lem
by lo zamieszczenie na końcu rozprawy spisu oznaczeń, zw laszcza, że cz ↪eść
z nich jest w moim odczuciu ma lo intuicyjna. Wydaje mi si ↪e, że przyda lby
si ↪e również spis definiowanych poj ↪eć.

Uwagi szczegó lowe. Podczas czytania dostrzeg lem niewielk ↪a ilość drob-
nych przek lamań lub nieścis lości, które z  latwości ↪a można poprawić, i które
nie maj ↪a wp lywu na ostateczn ↪a ocen ↪e ca lości. I tak na przyk lad,

(1) Str. 6. Symbol L(a, b) jest niejednoznaczny gdy k > 1, gdyż w prze-
strzeni Ik jest wiele  luków o końcach a, b.

(2) Str. 9. Oznaczenie x0 ∈ Fix(A) relacj ↪e A jest rodzin ↪a nigdzie sta l ↪a w
x0 i x0 ∈ Fix(A) jest myl ↪ace (a na dodatek nie ma go na líscie symboli
na końcu rozprawy).

(3) Str. 10. Definicja uk ladu dynamicznego sformu lowana jest dla funkcji
z Ik w Ik, ale w Defincji 15 na str. 12 wyst ↪epuj ↪a uk lady dynamiczne
funkcji określonych na przestrzeniach metrycznych.

(4) Str. 28. Definicja 44 jest niepoprawnie sformu lowana.

(5) Linia 3510. Powinno być: ξj(x) = ξq(x) (bez dodatku o x i q).

(6) Linia 534. Powinno być: ”Korzystaj ↪ac”, jest ”Korzystaj ↪a”.

(7) Str. 56. Warunek (3.100) jest powtórzony dwa razy. (Praca zawiera
wi ↪ecej podobnych powtórzeń.)

(8) Linia 623. Powinno być: “. . . p′′′1 < y0”.

(9) Str. 73. W za lożeniach Twierdzeniu 62 zabrak lo ci ↪ag lości funkcji z
rodziny A.

(10) Str. 82. W warunku (4.65) nie ma potrzeby wprowadzania dodatko-
wego oznaczenia Lms . Nie widz ↪e też potrzeby wyróżniania warunku
(4.67), który wynika natychmiast z warunku (4.66). Ta sama uwaga
dotyczy warunków (4.84) i (4.86) na str. 83.

(11) Linia 8610. Powinno być: istnieje podci ↪ag ci ↪agu (xky). . . Dowód

ci ↪ag lości funkcji ϕ1 w punkcie x(n1) jest chyba zbyt skomplikowany.
Ta sama uwaga dotyczy dowodu ci ↪ag lości funkcji ϕi na str. 87.
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Konkluzja. Reasumuj ↪ac, mocn ↪a stron ↪a recenzowanej rozprawy s ↪a nowe,
nietrywialne wyniki wraz z ich poprawnymi dowodami. S labszych stron
upatrywa lbym w zbyt rozwlek lym i przeformalizowanym zapisie rozumowań.
Bior ↪ac pod rozwag ↪e wszystkie powyższe argumenty, stwierdzam, że rozprawa
mgr Justyny Poprawy spe lnia wszelkie ustawowe wymagania stawiane pra-
com doktorskim, wnosz ↪e wi ↪ec o jej przyj ↪ecie i o dopuszczenie Autorki do
dalszych etapów przewodu doktorskiego.
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