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WSTĘP 
 
 
 

We współczesnych badaniach ekonomicznych zauwaŜalny jest wzrost zapo-
trzebowania na nowoczesne metody analityczne. NaleŜą do nich metody analiz 
danych czasowo-przekrojowych oraz odpowiednie modele ekonometryczne. 
Dane te dotyczyć mogą obiektów o róŜnorodnym charakterze – sektorów 
gospodarki, firm, regionów etc. Szczególną klasę danych łączących wymiar 
czasowy i przekrojowy stanowią dane panelowe (patrz podrozdz. 1.1). Zawierają 
one znacznie więcej obserwacji dla obiektów (nawet kilkaset) niŜ dla okresów 
(kilka). Zastosowanie danych panelowych umoŜliwia, w porównaniu z szerega-
mi czasowymi lub danymi przekrojowymi, dokonanie bardziej wnikliwych, 
szczegółowych analiz ekonomicznych. MoŜliwe jest bowiem wówczas wyja-
śnienie róŜnic w zachowaniu róŜnych obiektów w danym okresie oraz róŜnic  
w zachowaniu wybranego obiektu w poszczególnych okresach próby. Wykorzy-
stanie danych panelowych do estymacji modeli ekonometrycznych powoduje 
jednocześnie wiele komplikacji metodologicznych, niewystępujących w mode-
lowaniu na podstawie danych czasowych lub przekrojowych. Wynikają one  
z wielowymiarowości danych.  

Szczególną klasą modeli ekonometrycznych są dynamiczne modele pane-
lowe. Charakteryzują się one istotnym wpływem na zmienną objaśnianą 
czynnika czasu, który moŜe być uwzględniony w modelu poprzez wprowadzenie 
zmiennych z opóźnieniami czasowymi, w szczególności opóźnionej zmiennej 
endogenicznej. Poprawne oszacowanie modeli tej klasy wymaga zastosowania 
całkowicie odrębnych metod estymacji. RóŜnią się one zarówno od metod 
standardowo stosowanych w klasycznym modelowaniu dynamicznym, jak i od 
metod stosowanych do szacowania statycznych modeli panelowych. Wynika to  
z faktu, Ŝe opóźniona zmienna endogeniczna, występująca w roli zmiennej 
objaśniającej modelu, jest skorelowana z tzw. efektami grupowymi, które są 
wyróŜniane w procesie konstrukcji modeli panelowych jako składowe odzwier-
ciedlające efekt działania stałych w czasie czynników specyficznych dla danego 
obiektu. 

Tematyka niniejszej monografii koncentruje się na modelach z mierzalną 
zmienną objaśnianą, co jest odzwierciedleniem wieloletnich zainteresowań 
naukowych autorki, rozwijanych na gruncie metodologicznym i empirycznym, 
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których efektem była m. in. wcześniejsza publikacja ksiąŜkowa (D ań s k a 
[2000]) traktująca o modelach statycznych. Zagadnienia dotyczące dynamicz-
nych modeli panelowych innych klas (m. in. modeli dla zmiennych jakościo-
wych i uciętych, paneli niezbilansowanych) omówione zostaną w kolejnej 
publikacji ksiąŜkowej. 

Głównym celem badawczym zrealizowanym w niniejszej monografii jest 
analiza własności estymatorów dynamicznych modeli panelowych pod kątem 
ich przydatności do analiz empirycznych. Dokonano przy tym przeglądu 
zagadnień o charakterze metodologicznym i praktycznym, związanych z wy-
korzystaniem danych panelowych do konstrukcji, estymacji i wnioskowania na 
podstawie modeli dynamicznych.  

W trakcie badań zrealizowano równieŜ następujące cele cząstkowe, które 
słuŜą osadzeniu prezentowanej metodologii w szerszym kontekście:  

– przedstawienie zalet i wad zastosowania danych panelowych w modelo-
waniu ekonometrycznym i zwrócenie uwagi na zasadnicze róŜnice, występujące 
między modelami dynamicznymi i statycznymi, estymowanymi na podstawie 
danych panelowych; 

– zarysowanie historycznego rozwoju metodologii i zaprezentowanie 
współcześnie proponowanych, alternatywnych metod estymacji dynamicznych 
modeli panelowych oraz dokonanie krytycznego porównania ich własności;  

– przedstawienie korzyści wynikających z zastosowania dynamicznych 
modeli panelowych jako narzędzia analiz empirycznych w róŜnorodnych 
obszarach badawczych;  

– wskazanie moŜliwości zastosowania modeli tej klasy do analiz przekro-
jowo-czasowych w Polsce. Cel ten zrealizowany został poprzez konstrukcję  
i estymację własnych modeli: modelu opisującego kształtowanie się łącznej 
produktywności czynników produkcji według działów sekcji „przetwórstwo” 
oraz modelu konwergencji województw. Tematyka badawcza modeli własnych 
odzwierciedla wieloletnie zainteresowania naukowe autorki. 

Realizacja tak określonych celów: głównego i cząstkowych czyni niniejszą 
monografię uŜyteczną dla wszystkich osób prowadzących analizy na podstawie 
danych panelowych. MoŜe ona być pomocna w rozpropagowaniu na gruncie 
polskim uŜytecznego narzędzia wnioskowania, jakim są modele panelowe, jak 
równieŜ stanowić bazę dla rozwoju na gruncie krajowym zarówno nowych 
metod estymacji, jak i twórczego ich zastosowania. 

Metody estymacji dynamicznych modeli panelowych rozwijają się szcze-
gólnie intensywnie od początku lat 90. XX w. W literaturze anglojęzycznej 
istnieje wiele publikacji związanych z tą tematyką, wciąŜ pojawiają się teŜ nowe 
opracowania, w których ulepsza się juŜ istniejące metody bądź proponuje nowe. 
W Polsce brak jest opracowań w wyczerpujący sposób przedstawiających 
teoretyczne aspekty modelowania dynamicznego na podstawie danych panelo-
wych. Lukę tę wydaje się wypełniać niniejsza publikacja. W sposób syntetyczny 



 9 

przedstawiono w niej róŜnorodne propozycje, od najwcześniejszych do najnow-
szych. Wyodrębniono przy tym i szczególnie dokładnie omówiono grupę metod 
estymacji, które charakteryzują się największą uniwersalnością (są to w zasadzie 
propozycje bazujące na uogólnionej metodzie momentów). Przedstawiono teŜ 
metody mające nieco węŜsze zastosowanie w praktyce, które jednak w pewnych 
szczególnych przypadkach przewyŜszają metody uniwersalne pod względem 
własności estymatorów. Wskazano teŜ wady i zalety alternatywnych metod 
estymacji w zaleŜności od własności szeregów czasowych obserwacji dla 
obiektów, co pomóc  moŜe badaczom w wyborze właściwej metody estymacji 
dla konkretnych przypadków.  

Oprócz problemów metodologicznych drugim nurtem niniejszej monografii 
jest prezentacja przykładów praktycznego zastosowania dynamicznych modeli 
panelowych. Dane panelowe są stosowane w modelowaniu ekonometrycznym  
w badaniach na szczeblu makro-, mezo- i mikroekonomicznym. RóŜnice między 
zbiorami danych wykorzystywanymi w tych analizach, dotyczące głównie 
zaleŜności miedzy wymiarem czasowym a przekrojowym, są istotne szczególnie 
w przypadku dynamicznych modeli panelowych, gdyŜ przekładają się na 
własności stosowanych estymatorów. W niniejszej pracy omówione są reprezen-
tatywne analizy światowe prowadzone w skali mikro-, mezo- i makroekono-
micznej, ze szczególnym zwróceniem uwagi na stosowane metody estymacji, 
właściwe dla poszczególnych prób. Analizy mikroekonomiczne dotyczą róŜnych 
aspektów funkcjonowania przedsiębiorstw, analizy mezoekonomiczne – analiz 
na szczeblu sekcji i działów działalności gospodarczej, a analizy makroekono-
miczne – mają charakter regionalny.  

PoniŜej omówione zostaną krótko treści i cele merytoryczne poszczegól-
nych rozdziałów.  

W rozdz. 1 przedstawiona jest klasyfikacja danych czasowo-przekrojowych, 
przykłady ogólnie dostępnych źródeł takich danych i oprogramowania oraz 
zalety wykorzystania danych czasowo-przekrojowych w praktyce ekonome-
trycznej. Omówiony jest takŜe rozwój historyczny metod estymacji dynamicz-
nych modeli panelowych. Dwa ostatnie podrozdziały dotyczą sposobów 
uwzględnienia dynamiki modelowanych zjawisk oraz roli warunków początko-
wych w procesie estymacji i wnioskowania. 

Rozdział 2 poświęcony jest problematyce szacowania i testowania statycz-
nych modeli panelowych, tzn. modeli szacowanych na podstawie danych,  
w których liczba obserwacji dla obiektów N przekracza często wielokrotnie 
liczbę obserwacji w czasie T. Ich konstrukcja zakłada niezmienność parametrów 
przy zmiennych objaśniających względem czasu i obiektów, a heterogeniczność 
obiektów lub zróŜnicowanie modelowanego zjawiska w czasie uwzględnia się 
poprzez zróŜnicowanie względem obiektów (i/lub czasu) składnika losowego 
albo, w zaleŜności od załoŜeń, wyrazu wolnego. W literaturze anglojęzycznej 
modele takie nazywa się odpowiednio random effects models albo fixed effects 
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models. Zaprezentowany jest teŜ model Hausmana i Taylora, który dopuszcza, 
aby część zmiennych objaśniających była skorelowana z efektami grupowymi,  
a pozostałe zmienne nie wykazywały takiej korelacji. W rozdz. 2 przedstawiono 
teŜ problematykę szacowania i testowania modeli bazujących na typowych 
danych czasowo-przekrojowych, w których liczba obserwacji w czasie jest 
większa niŜ liczba obiektów. W końcowej części rozdziału zaprezentowano 
zarys metod estymacji wielorównaniowych modeli statycznych o równaniach 
pozornie niezaleŜnych i o równaniach łącznie współzaleŜnych. 

Zasadniczym celem rozdz. 3 jest zaprezentowanie alternatywnych metod 
estymacji dynamicznych modeli panelowych oraz ich krytyczne porównanie.  
Przedstawiono w nim równieŜ testy statystyczne słuŜące do weryfikacji jakości 
estymacji modeli. Prezentację metod estymacji poprzedzono szczegółowym 
uzasadnieniem przyczyn utraty zgodności i nieobciąŜoności estymatorów 
stosowanych dla modeli statycznych, która ma miejsce w przypadku modeli 
dynamicznych. Uzasadnienie to, jak równieŜ opis problemów związanych  
z szacowaniem efektów długookresowych i krótkookresowych w modelach 
panelowych, zawarto w podrozdz. 3.1. Podrozdział 3.2 poświęcony jest prezen-
tacji metod estymacji dynamicznych modeli panelowych bazujących na uogól-
nionej metodzie momentów i metodzie zmiennych instrumentalnych. Są to 
metody mające największe znaczenie w praktyce, zaś pojawiające się w literatu-
rze przedmiotu propozycje alternatywne wydają się mieć mniejsze znaczenie. 
Wyjątkiem jest propozycja stosowania estymatora wewnątrzgrupowego z po-
prawką korygującą jego obciąŜenie. Ze względu na dobre własności tej metody 
w małych próbach, została ona przedstawiona w pkt 3.2.7. Testy statystyczne, 
stosowane do oceny jakości dynamicznych modeli panelowych, opisano  
w podrozdz. 3.3. Końcowy podrozdz. 3.4 poświęcony jest porównaniu własności 
estymatorów proponowanych dla dynamicznych modeli panelowych.  

Treści zawarte w trzech ostatnich rozdziałach pracy słuŜą wykazaniu uni-
wersalności narzędzia analitycznego, jakim są modele panelowe. Prezentowane 
są tam przykłady zastosowania dynamicznych modeli panelowych w analizach 
empirycznych z obszaru mikro-, mezo- i makroekonomii. 

W rozdz. 4 przedstawiono przykłady badań światowych z obszaru ekonomii 
przemysłowej i finansów przedsiębiorstw, prowadzonych na podstawie dyna-
micznych modeli panelowych. Przykłady dobrano tak, aby obrazowały korzyści 
badawcze płynące z zastosowania mikropaneli dla analizy waŜnych aspektów 
funkcjonowania przedsiębiorstw: inwestycji, produktywności, zatrudnienia, 
innowacji, czynników finansowych czy transferu kwalifikacji. 

Rozdział 5 zawiera przykłady zastosowania dynamicznych modeli panelo-
wych w analizach funkcjonowania jednostek klasyfikacji działalności gospodar-
czej. Oscylują one wokół zagadnień związanych z produktywnością, a w szczegól-
ności łączną produktywnością czynników produkcji (TFP). Obok analiz za-
czerpniętych z literatury światowej przedstawiono wyniki własnych badań 
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dotyczących moŜliwości oszacowania i modelowania TFP w działach sekcji 
„przetwórstwo” w Polsce. Konstrukcja i estymacja dynamicznych modeli 
panelowych, opisujących kształtowanie się TFP, wydaje się waŜnym osiągnię-
ciem badawczym. Istniejące publikacje, w których analizowano łączną produk-
tywność czynników produkcji, wymienione w podrozdz. 5.1, koncentrują się 
bowiem na ogół na alternatywnych metodach oszacowania TFP. Unikalność 
prezentowanych tu badań polega na tym, Ŝe oprócz oszacowania wartości TFP 
według działów podjęto próbę modelowania czynników wpływających na 
kształtowanie się tej zmiennej w wymiarze przekrojowo-czasowym. 

Badania prezentowane w rozdz. 6 koncentrują się wokół zagadnień wzrostu, 
konwergencji i produktywności w regionach. TakŜe w tym rozdziale, obok 
przykładów badań światowych prezentowane są analizy własne. Prace dotyczące 
wzrostu i konwergencji regionalnej, obejmujące regiony Polski wymienione, są 
w podrozdz. 6.5. JednakŜe w opracowaniach tych albo posługiwano się meto-
dami innymi niŜ panelowe, albo zasięg terytorialny badań był szerszy niŜ obszar 
Polski. Wydaje się, Ŝe przedstawiona przez autorkę moŜliwość zastosowania 
dynamicznych modeli panelowych do badania β-konwergencji województw jest 
odpowiedzią na istniejące zapotrzebowanie, wyraŜone explicite w pracy: 
M a l a g a, K l i b e r [2007] (s. 6): „[...] W konsekwencji zrezygnowaliśmy takŜe 
z ekonometrycznych metod estymacji, lub ogólniej, szacowania parametrów 
zastosowanych modeli wzrostu. Jednym z powodów był takŜe brak dostatecznie 
długich i wiarygodnych szeregów czasowych [...] w układzie województw”. 
Znaczenie analiz prezentowanych w niniejszej publikacji polega na wskazaniu 
moŜliwości rozwiązania tego typu problemów. 

Cechą charakterystyczną makropaneli jest na tyle duŜy wymiar czasowy 
próby T, Ŝe wprowadza się załoŜenie, iŜ T → ∞. Ze względu na to załoŜenie, do 
analizy makroekonomicznych danych panelowych zaczęto stosować podejście 
znane z analiz szeregów czasowych, w szczególności rozwinęły się metody 
badania stacjonarności w panelach, regresji pozornych i kointegracji. Przegląd 
testów pierwiastków jednostkowych dla danych panelowych zamieszczono  
w dodatku I.  

Spośród metod proponowanych do estymacji dynamicznych modeli pane-
lowych największe znaczenie praktyczne mają, jak wspomniano powyŜej, 
metody bazujące na uogólnionej metodzie momentów i metodzie zmiennych 
instrumentalnych. Wydaje się, Ŝe o ile metoda zmiennych instrumentalnych jest 
szeroko znana, to uogólniona metoda momentów jest znacznie mniej rozpo-
wszechniona. MoŜliwości zastosowania tej metody do estymacji modeli szere-
gów czasowych przedstawiono w dodatku II, z zamiarem ułatwienia Czytelni-
kowi śledzenia treści rozdz. 3. 

Całość monografii dopełnia zakończenie, w którym podsumowane zostały 
treści zamieszczone w publikacji, a takŜe zarysowane moŜliwe kierunki dal-
szych badań. Zawiera ona ponadto obszerną bibliografię tematu. 



 12 

Powstanie pracy nie byłoby moŜliwe bez Ŝyczliwości kierownika Katedry 
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R O Z D Z I A Ł  1 
 
 

DANE PANELOWE W MODELOWANIU EKONOMETRYCZNYM  
– KLASYFIKACJA,  

ROZWÓJ HISTORYCZNY METODOLOGII 
 
 
 
Wykorzystanie danych czasowo-przekrojowych w modelowaniu ekonome-

trycznym zyskuje obecnie coraz większą popularność. Dla zapewnienia dobrych 
własności estymatorów konieczne jest jednak wówczas stosowanie specyficz-
nych metod estymacji, niejednokrotnie bardziej skomplikowanych niŜ metody 
uŜywane do estymacji modeli na podstawie danych „jednowymiarowych” 
(szeregów czasowych lub danych przekrojowych). Mimo wynikających stąd 
problemów natury metodologicznej i technicznej (konieczność wykorzystania 
wysoce specjalistycznego oprogramowania) liczba analiz prowadzonych na 
podstawie danych czasowo-przekrojowych rośnie. Fakt ten wydaje się świad-
czyć o tym, Ŝe wnioski uzyskiwane na podstawie róŜnego rodzaju danych, 
łączących wymiar czasowy i przekrojowy, są unikalne i niemoŜliwe do uzyska-
nia na podstawie danych „jednowymiarowych”.  

W niniejszym rozdziale przedstawiona jest klasyfikacja danych łączących 
wymiar czasowy i przekrojowy, przykłady ogólnie dostępnych źródeł takich 
danych i oprogramowanie słuŜące do estymacji modeli ekonometrycznych  
na ich podstawie. Przedstawione są równieŜ korzyści wynikające z zastoso- 
wania danych czasowo-przekrojowych w praktyce ekonometrycznej. Ich 
znaczenie dla ekonomicznych analiz ilościowych jest na tyle duŜe, Ŝe przewaŜy-
ło trudności wynikające z natury takich danych i przyczyniło się do rozwoju 
odpowiednich metod estymacji. Omówiony w podrozdz. 1.4 rozwój historyczny 
metod estymacji datuje się od końca XIX w., kiedy to powstały pionierskie 
prace rozwaŜające te zagadnienia. W podrozdz. 1.5 przedstawiono najbardziej 
zaawansowane, współczesne konstrukcje i metody pochodzące z pierwszej 
dekady XXI w. Szczególny nacisk jest tu połoŜony na zagadnienia dotyczące 
dynamicznych modeli panelowych, co ma uzasadnienie w tematyce ogólnej 
niniejszej pracy. Dlatego dwa ostatnie podrozdziały dotyczą sposobów uwzględ-
nienia dynamiki modelowanych zjawisk oraz roli warunków początkowych  
w procesie estymacji i wnioskowania. 
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1.1. Klasyfikacja danych i modeli czasowo-przekrojowych  
i panelowych 

Dane czasowo-przekrojowe powstają z połączenia w jeden zbiór szeregów 
czasowych obserwacji, pochodzących z róŜnych obiektów. Obiektami tymi 
mogą być zarówno jednostki przestrzeni geograficznej, jak i firmy, gospodar-
stwa domowe lub inne obiekty dowolnego typu.  

Określenia „obiekt”, „przekrój”, „jednostka” rozumieć naleŜy bardzo ogól-
nie. Obiektami, czyli jednostkami przekroju, mogą być np. państwa będące 
członkami tej samej organizacji gospodarczej, regiony administracyjno-gospo-
darcze w obrębie jednego lub kilku państw, powiązane ze sobą makroregiony 
gospodarcze, ale takŜe przedsiębiorstwa lub działy przemysłu. Obiekty takie 
funkcjonują w ścisłym powiązaniu ze sobą, z drugiej jednak strony pozostają 
one odrębnymi jednostkami. Naturalne więc wydaje się, Ŝe na zachowanie 
kaŜdego obiektu wpływają zarówno czynniki indywidualne, wynikające wyłącz-
nie z jego specyfiki, działające na funkcjonowanie tylko tego jednego obiektu, 
jak i inne czynniki, determinujące działalność wszystkich obiektów w jednako-
wy sposób i w jednakowym stopniu. Obecność tych drugich, „wspólnych” 
czynników, uzasadnia łączenie obserwacji pochodzących z róŜnych obiektów  
w jeden szereg i prowadzenie analiz ekonometrycznych na podstawie połączo-
nych danych (ang. pooled data). 

Dane panelowe (ang. panel data) stanowią szczególną podgrupę danych, 
łączących wymiar czasowy i przekrojowy. Od typowych danych czasowo- 
-przekrojowych (ang. time-series – cross-section data) róŜnią się tym, Ŝe liczba 
obserwowanych obiektów N jest bardzo duŜa w stosunku do liczby punktów  
w czasie T. Jeśli wszystkie obiekty są obserwowane przez cały okres próby, to 
takie dane nazywa się panelem zbilansowanym (ang. balanced panel, complete 
panel), a jeśli dla pewnych obiektów szereg czasowy jest dłuŜszy lub krótszy niŜ 
dla pozostałych, to panel jest niezbilansowany (ang. unbalnced panel, incomple-
te panel). W anglojęzycznej literaturze przedmiotu spotyka się niekiedy rozróŜ-
nienie między panel data – danymi, dla których liczba punktów w czasie jest 
bardzo mała, i longitudinal data – danymi, zawierającymi nieco więcej obser-
wacji w czasie. Oba wymienione rodzaje danych łączy to, Ŝe liczba obiektów 
jest większa, z reguły znacznie, niŜ liczba okresów. Wydaje się jednak, Ŝe  
w najnowszej literaturze, szczególnie w kontekście wykorzystania danych do 
estymacji modeli dynamicznych, termin longitudinal data przestaje być uŜywa-
ny. Dane, łączące wymiar przekrojowy i czasowy, w których liczba obiektów 
jest większa niŜ liczba obserwacji w czasie, nazywa się danymi panelowymi 
(ang. panel data), przy czym wprowadza się rozróŜnienie między micro panels  
i macro panels. Szerzej na temat róŜnic między tymi dwoma rodzajami danych  
i wynikających stąd konsekwencji napisano w dalszej części niniejszego 
rozdziału. Dane, łączące wymiar przekrojowy i czasowy, mogą teŜ mieć inną 
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strukturę, tzn. liczba obiektów jest mniejsza niŜ liczba obserwacji w czasie. 
Dane takie nazywa się danymi czasowo-przekrojowymi. W literaturze angloję-
zycznej określa się je jako (typical) time-series – cross-section data. 

Typowym przykładem bazy indywidualnych danych panelowych jest często 
wspominany w literaturze zbiór informacji Uniwersytetu Michigan nazywany 
Panel Study of Income Dynamics. Baza ta zawiera ok. 5000 zmiennych, a dane 
dotyczą ok. 6000 rodzin i 15 000 gospodarstw jednoosobowych. Obserwacje są 
zbierane corocznie od roku 1968 do chwili obecnej. Źródłami zagregowanych 
danych panelowych mogą teŜ być np.: Eurostat, GUS, roczniki statystyczne,  
a źródłami danych indywidualnych – dane dziekanatu, baza danych firmy 
ubezpieczeniowej itp. Więcej informacji na temat dostępnych baz danych 
panelowych zawarto w podrozdz. 1.2.  

Modele ekonometryczne estymowane w oparciu o dane panelowe, nazywane 
modelami panelowymi (ang. panel data models), są zwykle zorientowane na 
analizę przekrojową, a zadaniem ich jest wyodrębnienie róŜnic pomiędzy obiek-
tami, które są nierozerwalnie związane z czynnikami specyficznymi dla poszcze-
gólnych obiektów. Heterogeniczność obiektów jest tu więc integralną częścią lub 
nawet centralnym zagadnieniem analizy, zaś efekty czasowe są traktowane jako 
skokowe zmiany stanu. Są one zazwyczaj modelowane jako efekty specyficzne 
dla okresu, w którym wystąpiły i nie są przenoszone na następne okresy. 

W modelach ekonometrycznych, szacowanych na podstawie danych panelo-
wych zakłada się z reguły, Ŝe na kształtowanie się zmiennej objaśnianej wpływają, 
oprócz zmiennych objaśniających, niemierzalne, stałe w czasie i specyficzne dla 
danego obiektu czynniki, zwane efektami grupowymi i/lub niemierzalne, stałe 
względem obiektów specyficzne dla danego okresu czynniki, zwane efektami 
czasowymi. Uwzględnienie w modelach panelowych efektów grupowych oraz 
czasowych spowodowało konieczność opracowania specyficznych metod estyma-
cji, odrębnych zarówno od metod stosowanych do estymacji na podstawie 
szeregów czasowych lub danych przekrojowych, jak i od metod stosowanych  
w analizach prowadzonych na podstawie danych czasowo-przekrojowych1.  

Szczególnymi przypadkami modeli szacowanych na podstawie danych pane-
lowych są, podobnie jak w przypadku szeregów czasowych lub danych przekro-
jowych, modele zmiennych jakościowych (ang. discrete-response models),  
w których zakres zmienności zmiennej objaśnianej jest ograniczony – modele 
ucięte (ang. truncated models) oraz modele cenzurowane (ang. censored models). 
Metody estymacji takich modeli są zbliŜone do metod stosowanych dla odpo-
wiednich modeli danych przekrojowych lub modeli szeregów czasowych.  

                          
1 Do estymacji modeli ekonometrycznych na podstawie danych czasowo-przekrojowych,  

w których nie zakłada się występowania efektów grupowych, stosuje się zazwyczaj uogólnioną 
metodę najmniejszych kwadratów z uwzględnieniem zjawiska heteroskedastyczności grupowej  
i korelacji przekrojowej. 
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Osobną kategorię, specyficzną dla modeli panelowych tworzą modele sza-
cowane na podstawie danych niekompletnych (ang. incomplete panels). WyróŜ-
nia się tutaj dwie grupy: modele z rozkładem opóźnień szacowane na podstawie 
krótkich paneli (ang. short panels) oraz modele szacowane na podstawie danych, 
w których brakuje informacji o pewnych obiektach w określonych okresach. 
Problemem, który moŜe się pojawić w przypadku estymacji modeli z rozkładem 
opóźnień na podstawie krótkich paneli, jest to, Ŝe maksymalny rząd opóźnienia 
zmiennej przekracza wymiar czasowy próby. Estymację takich modeli umoŜli-
wia zastosowanie estymatora minimalnej odległości (ang. minimum distance 
estimator). Modele szacowane na podstawie danych niekompletnych podzielić 
moŜna, w zaleŜności od przyczyn ich niekompletności, na dwie grupy: 1) brak 
obiektów wynika z przyczyn losowych lub z rotacyjności próby (ang. rotating 
panels), 2) obiekty w próbie zmieniają się w czasie, gdyŜ powtarzanie obserwa-
cji dla tych samych obiektów jest niemoŜliwe (ang. pseudopanels, repeteated 
cross-sectional data). Metody estymacji modeli bazujących na niekompletnych 
danych są bezpośrednią adaptacją metod stosowanych przypadku kompletności 
danych, o ile rotacja jest kontrolowana, model jest statyczny, a składniki losowe 
z róŜnych obserwacji nie zaleŜą od siebie. Metody te bazują na UMNK i MNW. 
W przypadku modeli dynamicznych powstaje dodatkowy problem związany  
z tym, Ŝe róŜne załoŜenia dotyczące warunków początkowych implikują róŜne 
schematy dołączania nowych obiektów do próby. Jeśli niekompletność próby 
wynika z przyczyn losowych, zaleca się ograniczenie próby do podzbioru, dla 
którego obserwacje są kompletne, lub zastosowanie podobnych procedur, jak  
w przypadku paneli rotacyjnych2. 

Modele szacowane na podstawie danych panelowych lub czasowo-przekro-
jowych stosowane są w praktyce ekonometrycznej coraz powszechniej. Wzrost 
częstotliwości wykorzystania takich danych wiąŜe się m. in. z dostępem do 
odpowiedniego oprogramowania komputerowego. Pakiety komputerowe posiada-
jące odpowiednie moduły to np.: STATA, LIMDEP, EViews, Gretl, Soritec  
(w tym ostatnim pakiecie dostępne są tylko modele FE). Spośród wymienionych, 
jedynie program Gretl jest programem naleŜącym do oprogramowań Powszechnej 
Licencji Publicznej (GNU), czyli o powszechnym, darmowym dostępie dla 
wszystkich uŜytkowników3. Wydaje się, Ŝe programami posiadającymi najbar-
dziej rozbudowane moduły dla modeli panelowych są: STATA (szczególnie 
godna polecenia dla modeli dynamicznych) i LIMDEP (szczególnie dla modeli  
z ograniczonym zakresem zmienności zmiennej objaśnianej). 

                          
2 Więcej informacji na temat załoŜeń i metod estymacji panelowych modeli zmiennych jako-

ściowych, modeli z ograniczonym zakresem zmienności zmiennej objaśnianej i modeli bazujących 
na danych niekompletnych znaleźć moŜna np. w: H s i a o  [2003], B a l t a g i  [2008]. 

3 Pełna wersja instalacyjna programu dostępna jest na stronach internetowych: 
http://gretl.sourceforge.net i http://www.kufel.torun.pl (wersja polska). 
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1.2. Dane panelowe w modelowaniu makroekonomicznym (makropanele)  
i mikroekonomicznym (mikropanele). Źródła danych statystycznych 

W podrozdz. 1.1 wspomniano, Ŝe w związku z dynamicznie rosnącą liczbą 
praktycznych zastosowań modeli panelowych w róŜnego rodzaju analizach 
ekonomicznych i wynikającym z tej róŜnorodności zróŜnicowaniem próby pod 
względem wymiaru czasowego i przekrojowego, w najnowszych opracowaniach 
(np. B a l t a g i  [2008], s. 1) pojawił się podział danych panelowych na makro-
panele i mikropanele. Mikropanele to dane, charakteryzujące się bardzo duŜą 
liczbą obserwacji przekrojowych, sięgającą setek lub nawet tysięcy obiektów; 
liczba obserwacji w czasie jest natomiast bardzo niewielka – rzadko przekracza 
dziesięć, zazwyczaj jest to kilka obserwacji. Typowym przykładem mikropanelu 
są dane pochodzące z gospodarstw domowych lub inne dane indywidualne. 
Makropanele charakteryzują się natomiast bardziej ograniczoną liczbą obserwa-
cji przekrojowych (N waha się od kilkunastu do kilkudziesięciu) i dłuŜszym 
horyzontem czasowym próby, sięgającym nawet T = 30 okresów. Są to zazwy-
czaj dane, wykorzystywane w badaniach makroekonomicznych, dotyczące 
krajów (np. Unii Europejskiej, OECD) lub regionów, dla których dostępne są 
stosunkowo długie szeregi czasowe dla wielu zmiennych makroekonomicznych. 
Modele panelowe estymowane na podstawie makro- i mikropaneli wymagają 
stosowania róŜnych metod ekonometrycznych. Potrzeba taka wynika z róŜnych 
wymiarów tych danych i związanych z nimi poŜądanych własności asympto-
tycznych estymatorów. W przypadku mikropaneli szczególnie waŜne są własno-
ści asymptotyczne dla N → ∞ i skończonego T, a w przypadku makropaneli – 
dla N → ∞ i T → ∞, lub własności estymatorów w małych próbach. Ponadto  
w przypadku makropaneli o szczególnie długim wymiarze czasowym mogą 
pojawiać się problemy związane z niestacjonarnością, niewystępujące w mikro-
panelach, w których wymiar T jest niewielki. Problemem, który jest typowy dla 
makropaneli, jest natomiast zaleŜność między obiektami (ang. cross-unit 
dependence), powodująca zjawisko korelacji przekrojowej. Nie występuje on 
zazwyczaj w modelach szacowanych na podstawie mikropaneli, gdyŜ obiekty są 
elementami próby losowej, a zatem mało prawdopodobna jest ich wzajemna 
korelacja. 

Przegląd metod estymacji pod kątem ich przydatności do estymacji jedno-
równaniowych modeli dynamicznych na podstawie mikropaneli zawarty jest  
w artykule S. B o n d a  [2002]. Metody, które bazują na GMM, i które są 
omówione w rozdz. 3 niniejszej publikacji, według autora są szczególnie 
uŜyteczne w przypadku modeli zawierających endogeniczne lub z góry ustalone 
zmienne objaśniające. Endogeniczność zmiennych objaśniających jest zjawi-
skiem naturalnym: załoŜenie o ścisłej ich egzogeniczności oznaczałoby, Ŝe 
przeszłe wartości zmiennych nie wpływają na wartości bieŜące, co byłoby 
trudne do przyjęcia w modelowaniu konsumpcji, dochodu, inwestycji etc.,  
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a więc zjawisk modelowanych często na podstawie mikropaneli. Autor zwraca 
teŜ uwagę na problemy własności estymatorów w przypadku małych prób (jeśli 
dodatkowo wymiar przekrojowy próby jest niewielki) oraz warunków począt-
kowych w kontekście mikropaneli. Wpływ obserwacji początkowej na kaŜdą 
kolejną obserwację jest tu szczególnie istotny ze względu na krótkość szeregu 
czasowego. Podkreślając przydatność metod opartych na GMM do estymacji 
modeli dynamicznych na podstawie mikropaneli, B o n d  [2002] zwraca uwagę 
na moŜliwe obciąŜenie tych estymatorów w przypadku, gdy instrumenty są słabe 
i gdy stosuje się metodę GMM pierwszych róŜnic A r e l l a n o  i  B o n d a  
[1991] dla szeregów o wysokim stopniu trwałości (ang. highly persistent time- 
-series). Ilustracją jego rozwaŜań są dwa przykłady praktycznego wykorzystania 
mikropaneli do analiz dynamicznych. Własności róŜnych estymatorów są 
analizowane dla autoregresyjnego modelu stopy inwestycji dla firm brytyjskich 
oraz modelu produkcji dla firm z USA. Dokładniejsze omówienie obu modeli 
jest zawarte w rozdz. 4. 

Własności estymatorów bazujących na GMM w kontekście modeli  
dynamicznych szacowanych na podstawie makropaneli są rozwaŜane przez  
S. B o n d a, A. H o e f f l e r i J. T e m p l e’a [2001]. Autorzy koncentrują się na 
modelach wzrostu i konwergencji, które stanowią szczególnie liczną grupę 
wśród modeli estymowanych na podstawie danych makropanelowych. W przy-
padku tego typu danych, podobnie jak w przypadku mikropaneli, często poja-
wiającymi się problemami są endogeniczność i błędy pomiaru zmiennych,  
jak równieŜ problem pominiętych zmiennych. Źródłem problemów w przy- 
padku wykorzystania makropaneli moŜe teŜ być mała próba oraz wysoki  
stopień trwałości szeregów. Autorzy wskazują systemową GMM B l u n d e l l a  
i B o n d a [1998] jako najlepszą metodę estymacji modeli wzrostu i konwer-
gencji. RozwaŜania są zilustrowane przykładem zastosowania estymatora GMM 
pierwszych róŜnic i systemowego estymatora GMM z alternatywnymi zbiorami 
instrumentów do szacowania modelu wzrostu PKB i konwergencji. 

Dostęp do baz danych, zarówno makro-, jak i mikropanelowych jest  
w obecnej dobie stosunkowo łatwy, zwłaszcza do baz międzynarodowych oraz 
mikropanelowych baz amerykańskich i zachodnioeuropejskich. Przykłady takich 
baz wraz z adresami witryn internetowych są podane i opisane w: B a l t a g i 
[2008] (podrozdz. 1.1, s. 1–6); i H s i a o [2003] (podrozdz. 1.1, s. 1–3). Pogląd 
na temat ogromnych rozmiarów baz danych mikropanelowych dać moŜe 
przykład danych z gospodarstw domowych, zgromadzonych na Uniwersytecie 
Michigan (USA), znany jako Panel Study of Income Dynamics (PSID).  
Dane zaczęto zbierać w 1968 r. i pochodziły one od 4800 rodzin. Do 2003 r.  
w PSID zgromadzono dane o 65 000 jednostkach, a długość szeregów czaso-
wych dochodzi aŜ do 36 lat. Bazę PSID znaleźć moŜna na stronie 
http://psidonline.isr.umich.edu. Inną waŜną bazą danych zgromadzoną w USA 
jest National Longitudinal Surveys (NSL). Gromadzenie danych rozpoczęto  
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w połowie lat 60. XX w. Baza składa się z pięciu rozłącznych baz danych 
wzdłuŜnych, obejmujących odrębne segmenty siły roboczej: męŜczyzn w wieku 
45–59 lat (w roku 1966), męŜczyzn w wieku 14–24 (w 1966), kobiet w wieku 
30–44 (w 1967), kobiet w wieku 14–24 (w 1968) i młodzieŜy obu płci w wieku 
14–21 lat (w 1979). W roku 1986 bazę NSL rozszerzono tak, Ŝe objęła dzieci 
kobiet uczestniczących w NLS w roku 1979. Baza danych sięga tysięcy zmien-
nych opisujących podaŜową stronę rynku pracy. Sumaryczne statystyki dla bazy 
NSL zawarte są w pracy B. H. B a l t a g i’ego [2008] (tab. 1.1, s. 2), a tabele  
i dane na stronie internetowej Bureau of Labor Statistics: http://www.bls. 
gov/nls/. Wiele krajów europejskich przeprowadza coroczne lub częstsze 
badania ankietowe. Wymienić tu moŜna: British Household Panel Survey 
(BHPS): http://www.iser.essex.ac.uk/survey/bhps, German Socio-Economic 
Panel: http://www.diw.de/en/soep, The Netherlands Socio-Economic Panel 
(SEP): http://www.nwo.nl/nwohome.nsf/pages/NWOP_57SDAK. W 1994 r. 
Eurostat rozpoczął koordynację i łączenie baz danych dotyczących wskaźników 
społeczno-ekonomicznych gromadzonych w poszczególnych krajach członkow-
skich, inicjując pracę National Data Collection Units (NDU). Dane indywidual-
ne oraz pochodzące z gospodarstw domowych z terenu Unii Europejskiej 
zgromadzone są w bazie European Community Household Panel (ECHP). 
Zawiera ona zmienne demograficzne, zmienne opisujące siłę roboczą, dochody, 
dane o zdrowiu i wykształceniu, warunkach mieszkaniowych etc. i dostępna  
jest na stronie internetowej Eurostatu: http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/ 
page/portal/microdata/echp.  

Międzynarodowe dane makropanelowe są dostępne m. in. na stronach Penn 
World Table (http://pwt.econ.upenn.edu), Banku Światowego (World Deve-
lopment Indicators: www.worldbank.org/data), Międzynarodowego Funduszu 
Walutowego (www.imf.org), OECD (www.oecd.org). Istnieją równieŜ bazy 
danych regionalnych, udostępniane przez odpowiednie urzędy statystyczne. Na 
przykład dane dla wszystkich regionów NUTS-2, krajów Unii Europejskiej są 
dostępne na stronie http://epp.eurostat.ec.europa.eu, a roczne i (w bardziej 
ograniczonym zakresie) kwartalne dane dla Polski, w układzie makroregionów 
(NUTS-1), województw (NUTS-2) i (wybrane dane) powiatów (NUTS-3) są 
dostępne na stronie GUS: www.stat.gov.pl/bdr.  

1.3. Zalety wykorzystania danych panelowych  
w praktyce ekonometrycznej 

Wykorzystanie danych panelowych lub czasowo-przekrojowych w procesie 
konstrukcji i estymacji modeli ekonometrycznych dostarcza korzyści w czterech 
głównych aspektach:  
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– powoduje wzrost liczby stopni swobody i redukuje problem współlinio-
wości danych;  

– ułatwia identyfikowalność modeli ekonomicznych i dokonanie wyboru 
między konkurencyjnymi hipotezami ekonomicznymi;  

– umoŜliwia eliminację lub redukcję obciąŜenia estymatorów;  
– dostarcza podstaw w skali mikro dla analiz prowadzonych na podstawie 

danych zagregowanych.  
Wymienione sytuacje, w których wykorzystanie danych panelowych przy-

nosi największe korzyści, zostaną omówione nieco szerzej poniŜej. Więcej na 
temat zalet wykorzystania danych panelowych w praktyce ekonometrycznej,  
a takŜe trudności w estymacji wynikających z dwuwymiarowości danych 
znaleźć moŜna m. in. w: H s i a o [2003] (podrozdz. 11.2, s. 311–316); B a l t a g i 
[2008] (podrozdz. 1.2, s. 6–10). 

Mała liczba stopni swobody i współliniowość szeregów czasowych często 
powodują niemoŜność zbadania wpływu, wywieranego przez poszczególne 
zmienne objaśniające na zmienną objaśnianą. Informacje pochodzące z próby 
czasowej lub przekrojowej nie są wystarczające, by sprostać wymaganiom 
modelu. W takiej sytuacji zachodzi konieczność wydłuŜenia horyzontu próby 
lub zredukowania wymagań modelu poprzez narzucenie określonych restrykcji. 
Innym rozwiązaniem jest połączenie obserwacji w czasie i względem obiektów 
w jeden zbiór, co oprócz zwiększenia liczby stopni swobody skutkuje wzboga-
ceniem informacji o indywidualnych zachowaniach poszczególnych obiektów, 
umoŜliwiając ostatecznie bardziej kompletną interpretację modelu.  

W naukach społeczno-ekonomicznych często formułowane są alternatywne, 
sprzeczne ze sobą hipotezy badawcze. Jednym z przykładów moŜe być wpływ 
przynaleŜności do związków zawodowych i umów zbiorowych na płace 
pracowników. Sprzeczność dotyczy interpretacji oceny parametru przy zmiennej 
zero-jedynkowej, wprowadzanej do modelu w charakterze zmiennej wskaźni-
kowej (1 – przynaleŜność pracownika do związku zawodowego). Zwolennicy 
hipotezy o istotności wpływu umów zbiorowych na płace interpretują tę ocenę 
jako efekt przynaleŜności do związków, podczas gdy jej przeciwnicy – jako 
przybliŜoną miarę kwalifikacji pracownika, argumentując, Ŝe wynegocjowane 
przez związki podwyŜki płac są w długim okresie kompensowane przez praco-
dawców poprzez zatrudnianie wyŜej wykwalifikowanych pracowników. 
Wykorzystanie danych panelowych, przy załoŜeniu stałych (w krótkim okresie) 
kwalifikacji danego pracownika, umoŜliwia obserwowanie róŜnic w płacach 
osób zapisujących się do związków i rezygnujących z przynaleŜności. Innymi 
przykładami mogą być hipotezy dotyczące właściwej polityki krótkookresowej 
prowadzącej do zmniejszenia bezrobocia, wpływu wykształcenia, płci i stanu 
cywilnego na płace, związków przyczynowych między zmiennymi. MoŜliwości 
weryfikacji wymienionych hipotez na podstawie modeli panelowych przedsta-
wione zostały m. in. w pracach: F r e e m a n, M e d o f f  [1981]; C h a m b e r -
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l a i n, G r i l l i c h e s [1975]; F u j i k i, H s i a o, S h e n [2002]; J a n g, T h o r n -
b e r r y [1998]; A l l i s o n  [2000]. 

Jednym z najwaŜniejszych problemów podczas konstrukcji modelu ekono-
metrycznego jest problem doboru zmiennych objaśniających i natury zaleŜności 
miedzy tymi zmiennymi a czynnikami nieuwzględnionymi w modelu, ale 
wpływającymi na zmienną objaśnianą poprzez składnik losowy (ang. specifica-
tion problem). Przykładem takich zmiennych moŜe być dochód i styl Ŝycia. Do 
modelu wprowadza się zazwyczaj łatwiej mierzalną pierwszą z nich, przy czym 
zmienna ta reprezentuje równieŜ styl Ŝycia. Zmiany dochodu, które nie wiąŜą się 
ze zmianą stylu Ŝycia są wtedy błędnie interpretowane jako efekty zmian obu 
wielkości. Dzięki konstrukcji modeli panelowych zmienna „dochód” odzwier-
ciedlałaby rzeczywisty wpływ dochodu na zmienną objaśnianą, a styl Ŝycia byłby 
potraktowany jako część składowa efektu grupowego. Jeśli pominięte zmienne 
są skorelowane ze zmiennymi objaśniającymi, a załoŜenia modelu nie dopusz-
czają takiej korelacji, to estymatory parametrów modelu są obciąŜone. ObciąŜe-
nie to moŜna zminimalizować lub zredukować po uprzednim określeniu typu 
korelacji między zmiennymi objaśniającymi a składnikiem losowym. C. H s i a o 
[2003] (rozdz. 11, s. 313) wyróŜnia cztery typy takiej korelacji. Korelacja 
pierwszego typu ma miejsce w przypadku pominięcia zmiennych skorelowanych 
ze zmiennymi objaśniającymi, niezaleŜnie od tego, czy pominięcie wynika  
z błędu specyfikacji, czy z braku danych. Drugi typ korelacji jest związany  
z dynamiczną strukturą modelu i spowodowany korelacją opóźnionej zmiennej 
objaśnianej ze składnikiem losowym. Trzeci typ spowodowany jest współzaleŜ-
nością modelu i dotyczy sytuacji, gdy łącznie współzaleŜne zmienne objaśniane 
są skorelowane ze składnikami losowymi. Korelacja czwartego typu jest 
spowodowana błędami pomiaru zmiennych objaśniających.  

Określenie przyczyny korelacji między zmiennymi objaśniającymi a skład-
nikiem losowym dostarcza informacji niezbędnych przy wyborze właściwego 
estymatora zgodnego. Zastosowanie danych panelowych daje moŜliwość 
eliminacji zmiennych będących przyczyną obciąŜenia poprzez obliczenie 
odchyleń od średnich grupowych lub czasowych (korelacja pierwszego typu) lub 
pierwszych róŜnic zmiennych (korelacja drugiego typu) (por. H s i a o [2003], 
rozdz. 3, 4, 7, 8). W przypadku modelu współzaleŜnego (korelacja trzeciego 
typu) moŜliwe jest zastosowanie zmiennych instrumentalnych, przy czym 
czasowo-przekrojowy charakter danych umoŜliwia wykorzystanie jako instru-
mentów równieŜ zmiennych uwzględnionych w modelu, oczyszczonych ze 
stałych efektów, powodujących korelację (por. H s i a o [2003], podrozdz. 5.3, 
5.4). Błędy pomiaru zmiennych objaśniających mogą spowodować korelację 
tych zmiennych ze składnikiem losowym (korelacja czwartego typu). RóŜnego 
rodzaju transformacje zmiennych (w tym obliczanie pierwszych róŜnic) powo-
dują dające się przewidzieć zmiany ocen parametrów strukturalnych. Na tej 
podstawie określić moŜna znaczenie błędów pomiaru i wyznaczyć zgodne oceny 
parametrów (por. H s i a o [2003], podrozdz. 10.5). J. M. W o o l d r i d g e [2002] 
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(s. 421) zauwaŜa: „w wielu przypadkach, jedynym powodem, dla którego korzysta 
się z danych panelowych jest moŜliwość dopuszczenia, aby nieobserwowalne 
efekty θi były skorelowane ze zmiennymi objaśniającymi”. J. L e e [2002] (s. 16) 
dodaje: „moŜliwość usunięcia z modelu niezmiennego w czasie, nieobserwo-
walnego efektu θi jest największą zaletą wykorzystania danych panelowych”. 

Wykorzystanie danych zagregowanych wymaga przyjęcia załoŜenia o ist-
nieniu podmiotu reprezentatywnego. Tymczasem, jeśli w skali mikro jednostki 
są heterogeniczne, to własności szeregów czasowych danych zagregowanych 
mogą się znacznie róŜnić od własności szeregów danych zdezagregowanych,  
a co za tym idzie – oceny w skali makro oparte o dane zagregowane mogą być 
mylące. Ponadto prognozy w skali makro sporządzone na podstawie danych 
zagregowanych mogą być mniej trafne niŜ sporządzone na podstawie danych 
zdezagregowanych (por. np. F u j i k i, H s i a o, S h e n [2002]). Wnioskowanie  
o całej populacji z uwzględnieniem heterogeniczności obiektów w skali mikro jest 
moŜliwe dzięki zastosowaniu modeli panelowych ze zmiennymi parametrami. 

Przedstawione powyŜej korzyści, płynące z zastosowania modeli panelo-
wych, są niewątpliwie powodem rosnącej liczby ich aplikacji. Z drugiej strony, 
specyficzna natura danych, łączących wymiar czasowy i przekrojowy, moŜe być 
przyczyną powaŜnych komplikacji natury metodologicznej. Dlatego istotnym 
pytaniem, na jakie naleŜy odpowiedzieć decydując się na korzystanie z modelu 
panelowego, jest: czy model taki dostarczy dodatkowych informacji. Jeśli cechy 
charakteryzujące badaną zbiorowość, wpływające na jej mobilność, takie jak np. 
ceny paliwa lub struktura przestrzenna, pozostają względnie stałe, to model 
estymowany na podstawie indywidualnych danych zbieranych w czasie nie 
będzie miał przewagi informacyjnej nad modelem estymowanym na podstawie 
danych przekrojowych. JeŜeli natomiast pewne cechy zmieniają się znacząco, 
np. wprowadzane są pewne nowe regulacje, to model panelowy moŜe dostarczyć 
bardzo istotnych informacji o zmianach. 

1.4. Początki rozwoju metodologii estymacji modeli panelowych 

Łączenie szeregów czasowych dotyczących róŜnych obiektów i konstru-
owanie modeli szacowanych na ich podstawie ma długą tradycję. Informacje  
o pionierskich pracach, w których rozwaŜano te zagadnienia, datujących się  
z pierwszego ćwierćwiecza XX w. lub nawet końca wieku XIX, znaleźć moŜna 
w ksiąŜce M. N e r l o v e’a [2002] (rozdz. 1, s. 1–114), oraz referacie M. Ner-
love’a [2000]. W monografii z dziedziny astronomii, opublikowanej w 1861 r.  
G. B. Airy4 zauwaŜył występowanie pewnych efektów zaleŜnych od dnia,  
                          

4 Teksty źródłowe prac Airy’ego i pozostałych, cytowanych w tym akapicie są autorce niedo-
stępne, a informacje o nich przytoczone zostały za: N er l o v e [2000]. 
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w którym dokonano obserwacji. Efekty te, nazwane przez niego constant errors, 
są we współczesnej terminologii losowymi efektami grupowymi. R. A. Fisher  
w 1925 r. stworzył koncepcję modeli, które zgodnie ze współczesną terminolo-
gią nazywane byłyby modelami FE (fixed effects) i RE (random effects). Kolejne 
prace, dotyczące konsekwencji traktowania efektów grupowych jako składowej 
składnika losowego (w modelach RE) lub specyficznego dla obiektów wyrazu 
wolnego (w modelach FE), autorstwa H. E. Danielsa i C. Eisenharta opubliko-
wane zostały w latach 1939 i 1947.  

W drugiej połowie XX w. nastąpił szybki rozwój metodologii modelowania 
na podstawie danych łączących wymiar czasowy i przekrojowy. Pierwsze 
zaawansowane metodologicznie prace, w których zwrócono uwagę na istotność 
wpływu czynników specyficznych dla poszczególnych obiektów (lub okresów) 
na zmienną objaśniającą, pochodzą z przełomu lat 50. i 60.  

C. H i l d r e t h [1950]5 rozwaŜał model wielorównaniowy, szacowany na 
podstawie próby czasowo-przekrojowej, w którym wyróŜniono stałe w czasie 
efekty grupowe i stałe względem obiektów efekty czasowe. Dopuszczał on 
moŜliwość, aby część zmiennych, zarówno endogenicznych, jak i z góry 
ustalonych, była stała w czasie lub stała względem obiektów. W dalszej części 
Hildreth zauwaŜył, Ŝe efekty grupowe i czasowe moŜna traktować jako losowe 
(będące częścią składnika losowego) lub nielosowe (będące parametrami, 
podlegającymi estymacji), ale stwierdził, Ŝe decyzja o sposobie ich potraktowa-
nia jest trudna. Hildreth zapisał teŜ funkcję wiarygodności dla modelu jedno-
równaniowego, w którym załoŜył, Ŝe efekty są składowymi składnika losowego, 
składnik losowy ittiitu ελα ++=  ma rozkład normalny, jest homoskedastycz-
ny, a jego składowe nie wykazują autokorelacji. Stwierdził jednak, Ŝe metoda 
największej wiarygodności jest niemoŜliwa do zastosowania, poniewaŜ układ 
równań normalnych otrzymanych na podstawie funkcji wiarygodności jest 
„wysoce nieliniowy” (ang. highly nonlinear) względem parametrów.  

Wpływ efektów grupowych i czasowych na zmienną objaśnianą obserwo-
wali w latach późniejszych m. in.: E. K u c h [1959] w analizie inwestycji,  
I. H o c h [1962], Y. M u n d l a k [1961] i M. N e r l o v e [1965] w badaniach 
dotyczących funkcji produkcji. Wydaje się, Ŝe właśnie duŜa uŜyteczność danych 
panelowych w modelowaniu produkcji zainicjowała rozwój metod estymacji 
modeli ekonometrycznych na podstawie danych panelowych. Klasyczny model 
szacowany na podstawie danych panelowych wykorzystywany we współczesnej 
ekonometrii od drugiej połowy XX w. ma w najbardziej ogólnym przypadku 
postać: 

                          
5 Tekst źródłowy: H i l d r e t h C. [1950], Combining cross-section data and time-series, 

„Cowles Comission Discussion Paper”, No. 347, 15 May jest autorce niedostępny. Prezentowane 
tu informacje przytoczono za: N e l r o v e [2000].  
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(1.1)          )( ittiitititit uy ελα +++=+= βxβx TT  i = 1, ..., N, t = 1, ..., T         (1.1) 

gdzie: [ ]Kititit xx ...,,1=Tx  – wektor obserwacji na zmiennych objaśniających; 

[ ]TKββ ...,,1=β  – wektor parametrów strukturalnych, ittiitu ελα ++=  – skład-
nik losowy, w którym wyróŜnia się stałe w czasie składowe αi, właściwe dla  
i-tego obiektu, zwane efektami grupowymi, stałe względem obiektów składowe 
λt właściwe dla okresu t (efekty czasowe) oraz „właściwy” składnik losowy εit. 
Uwzględnianie w modelu obu rodzajów efektów (grupowych i czasowych) jest 
opcjonalne i zaleŜy od celu badania. Dość często spotyka się modele, w których 
występują efekty jednego typu, z reguły efekty grupowe. Szczegółowa specyfi-
kacja załoŜeń oraz omówienie konstrukcji modelowych i metod estymacji wyni-
kających z tych załoŜeń są treścią rozdz. 2, a w szczególności podrozdz. 2.1–2.4. 

I. H o c h [1962] szacował parametry modelu funkcji produkcji Cobba–
Douglasa na podstawie danych rocznych z lat 1946–1951, z 63 farm w stanie 
Minnesota. Zastosowanie do modelowania procesu produkcyjnego funkcji 
Cobba–Douglasa, postaci:  

 
(1.2)           ,...11 itkitkitit uxxy ++++= ββα    i = 1, ..., N, t = 1, ..., T            (1.2) 

 
gdzie yit jest logarytmem produkcji, xkit są logarytmami nakładów, wymagałoby 
załoŜenia, Ŝe pominięte zmienne są niezaleŜne od zmiennych xkit i mają iden-
tyczne, niezaleŜne rozkłady. Przyjęcie postaci (1.2) uniemoŜliwiałoby ponadto 
oszacowanie róŜnic między obiektami, takich jak efekty róŜnic w sposobie 
zarządzania, lub róŜnic o charakterze technicznym. Nie byłoby teŜ moŜliwe 
oszacowanie wpływu czynników zmieniających się w czasie – w modelu Hocha 
mogą to być np. warunki atmosferyczne. I. H o c h [1962] zauwaŜył, Ŝe ponie-
waŜ dane mają wymiar przekrojowy i czasowy, to moŜliwe jest uwzględnienie 
wspomnianych wyŜej czynników, jeśli składnik losowy modelu (1.2) zapisany 
zostanie w postaci:  
 
(1.3) ittiit PMu ελα ++=  (1.3) 
 
gdzie Mi są czynnikami specyficznymi dla farm, a Pt – specyficznymi dla czasu. 
PoniewaŜ jednak Mi i Pt są nieobserwowalne, trzeba wprowadzić podstawienie: 
αi = αMi i λt = λPt. Podstawienie takie prowadzi do modelu panelowego postaci 
(1.1). W modelu Hocha αi i λt są następnie traktowane jako parametry podlega-
jące estymacji. Zaproponowana specyfikacja jest więc, zgodnie z wprowadzo-
nym później nazewnictwem, modelem FE. Model (1.2)–(1.3) oszacowany został 
klasyczną MNK. Autor testował dwa róŜne zbiory zmiennych objaśniających:  
1) nakłady pracy, wartość nieruchomości, wartość maszyn, nakłady na nawozy, 
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oraz 2) nakłady pracy, nakłady na nawozy, wydatki bieŜące, wartość środków 
trwałych. Model estymowany był w trzech wariantach: a) przy załoŜeniu, Ŝe  
αi = λt = 0, b) αi = 0, λt  ≠ 0, c) αi ≠ 0 i λt ≠ 0. Jakość modelu, mierzona wartoś- 
cią współczynnika determinacji, wzrosła z 0,71, w wariancie 1a), do 0,88,  
w wariancie 2c). ZauwaŜa się znaczny spadek oceny parametru przy nakładach 
pracy, towarzyszący wprowadzaniu efektów: czasowego (wariant b) i czasowe-
go i grupowego (wariant c). Suma elastyczności w przypadku c), tzn. gdy αi ≠ 0  
i λt ≠ 0, jest równa 0,832 i jest znacząco niŜsza w porównaniu z przypadkiem a),  
w którym jest ona równa 0,954. Jeśli oceny αi są interpretowane jako efekty 
skali, fakt ten moŜna interpretować jako wzrost efektywności farm, wynikający 
z ich rozmiaru. Wydaje się, Ŝe opisany spadek sumy elastyczności potwierdza 
ogólną tendencję do uzyskiwania zawyŜonych ocen parametrów strukturalnych, 
jeśli ignoruje się istniejące róŜnice między obiektami.  

Pierwszą pracą, która w bardziej pełny sposób poruszała zarówno aspekty 
teoretyczne, jak i praktyczne modelowania na podstawie danych panelowych 
jest praca P. B a l e s t r y i M. N e r l o v e’a [1966], dotycząca w części aplika-
cyjnej modelowania popytu na gaz. PoniewaŜ moŜna ją uznać za „kamień 
milowy” w rozwoju metodologii estymacji modeli panelowych, a ponadto 
estymowany w niej model jest modelem dynamicznym, poniŜej zostanie ona 
omówiona szczegółowo.  

W analizie popytu na gaz P. B a l e s t r a i M. N e r l o v e [1966] dąŜyli do 
poprawnego określenia i estymacji parametrów funkcji popytu na dobro, którego 
konsumpcja jest technologicznie związana z eksploatacją pewnych urządzeń. 
Funkcja ta ma postać dynamiczną, a estymacji parametrów dokonano na 
podstawie rocznych danych panelowych z 36 stanów USA. Pierwszym etapem 
była konstrukcja modelu popytu. ZałoŜono, Ŝe popyt na gaz zaleŜy m. in. od 
liczby urządzeń gazowych uŜywanych w danym okresie przez gospodarstwa 
domowe. Przyjęto załoŜenie o bardzo niskiej krótkoterminowej cenowej 
elastyczności popytu, gdyŜ zainstalowanie urządzenia gazowego zniechęca do 
korzystania z innego rodzaju paliwa. Zatem przyrost popytu na gaz ∗G  określo-
no jako funkcję ceny gazu p i przyrostu popytu na paliwa ogółem F*. Przyrost 
popytu na paliwa ogółem ∗F  i przyrost popytu na gaz ∗G  w okresie t wyraŜono 
analogicznymi wzorami:  

 
(1.4.a) ( ) 11 −

∗ −−= ttt FrFF  (1.4.a) 
 
(1.4.b) ( ) 11 −

∗ −−= tgtt GrGG  (1.4.b) 
 
gdzie: Ft – popyt na paliwa w okresie t; r – współczynnik zuŜycia; Gt – popyt na 
gaz w okresie t; rg – współczynnik zuŜycia dla urządzeń gazowych. 

Przyjmując liniową postać funkcji popytu, otrzymano równanie odzwiercie-
dlające dynamikę popytu:  
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(1.5) ∗∗ ++= ttt FpG 210 βββ ( )[ ] ( ) 11210 11 −− −+−−++= tgttt GrFrFp βββ  (1.5) 

 
Wartości współczynników r i rg nie muszą być znane, gdyŜ moŜna je trak-

tować jako parametry modelu, natomiast konsumpcja paliw ogółem jest funkcją 
kilku innych zmiennych. MoŜna ją aproksymować jako: 

 
(1.5) ttt YNF 210 γγγ ++=  (1.6) 
 
gdzie Nt i Yt oznaczają odpowiednio liczbę ludności i dochód na osobę. Model 
popytu przyjmuje wtedy postać: 
 

(1.5) itttttttt uGYYNNpG +++∆++∆++= −−− 1615413210 ααααααα  (1.7) 
 
gdzie uit jest składnikiem losowym. 

Aby zapewnić jednoznaczną identyfikowalność parametru r, przyjęto nastę-
pujące warunki ograniczające:  

 

(1.5) 
( )

( ) 1

1

1

1

−
∗

−
∗

−−=

−−=

ttt

ttt

YrYY

NrNN
 (1.8) 

 
Ostatecznie więc model popytu na gaz przyjmuje postać: 
 

(1.5) itttttt uGYNpG +++++= −
∗∗

164210 ααααα  (1.9) 
 

Dostępne dane pochodziły z lat 1950–1962. Okres próby podzielono na 
dwa, technologicznie róŜne okresy: lata 1950–1956, będące okresem rozwoju,  
i lata 1957–1962, w których wszystkie stany miały jednakowo łatwy dostęp do 
gazu. W artykule P. B a l e s t r y i M. N e r l o v e’a [1966] omówiono tylko 
wyniki empiryczne uzyskane na podstawie drugiej podpróby. 

Na wstępie oszacowano tzw. model pooled, a więc zastosowano klasyczną 
MNK do oszacowania modelu bez efektów grupowych na podstawie wszyst-
kich obserwacji. Zarówno w przypadku równania (1.7), jak i równania (1.9) 
oceny współczynników przy opóźnionych zmiennych endogenicznych były 
większe od 1, co oznaczałoby ujemną wartość współczynnika zuŜycia dla 
urządzeń gazowych. Natomiast uzyskane oszacowanie współczynnika zuŜycia 
dla urządzeń róŜnych typów było merytorycznie akceptowalne, wynosiło 
bowiem ok. 11%. 

PoniewaŜ urządzenia gazowe w rozwaŜanym okresie były na ogół nowe, 
załoŜono, Ŝe współczynnik przy zmiennej Gt–1 jest bliski 1 i zmienna ta została 
przeniesiona na lewą stronę równań modeli (1.7) i (1.9). W ten sposób zmienną 
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endogeniczną modelu stał się przyrost popytu na gaz. Rozwiązanie to nie 
poprawiło jednak wyników estymacji. Ponadto przeciętna elastyczność przyro-
stu popytu na gaz dla estymowanych modeli wahała się pomiędzy 0,58 a 0,69  
i rosła w czasie (elastyczność dla okresu 1957–1962 była wyŜsza niŜ dla lat 
1950–1956). 

B a l e s t r a i N e r l o v e [1966] postawili więc hipotezę, Ŝe połączenie da-
nych przekrojowych i czasowych sprawiło, iŜ uwidoczniły się pewne „inne 
efekty”, specyficzne dla poszczególnych stanów. W celu uwzględnienia tych 
efektów w modelu, próbowano wprowadzić 36 zmiennych zero-jedynkowych 
odpowiadających poszczególnym stanom (co oznacza konstrukcję modelu 
postaci (1.1) z efektami nielosowymi, tzw. modelu FE), z góry poddając  
w wątpliwość efektywność tej metody w przypadku modelu dynamicznego. 
Rzeczywiście, oszacowania parametrów przy opóźnionych zmiennych endoge-
nicznych spadły do poziomu, przy którym współczynnik zuŜycia dla urządzeń 
gazowych wynosiłby 30%. Wartość tę uznano za nieprawdopodobną. 

Następnym krokiem była próba uwzględnienia w modelu czynników specy-
ficznych dla poszczególnych stanów, przy załoŜeniu, Ŝe są one losowe. Składnik 
losowy uit modelu (1.9) rozdzielono na dwie niezaleŜne części: specyficzną dla 
danego stanu i wspólną średnią, tzn. ,itiitu εα +=  co odpowiada konstrukcji 
modelu postaci (1.1) z efektami losowymi (modelu RE).  

Do estymacji modelu (1.9) jako modelu z efektami losowymi próbowano 
najpierw zastosować metodę największej wiarygodności (MNW). Model (1.9),  
z załoŜeniem ,itiitu εα +=  zapisano macierzowo w postaci: 

 
(1.5) uXβuγyZαy +=++= M  (1.10) 
 
gdzie Z jest macierzą obserwacji na zmiennych egzogenicznych, y – wektorem 
obserwacji na zmiennej endogenicznej, yM – wektorem obserwacji na opóźnio-
nych wartościach tej zmiennej, u – wektorem składników losowych.  

Pierwszym krokiem do znalezienia estymatora wektora β było oszaco- 
wanie nieznanej macierzy wariancji-kowariancji składnika losowego Ω. Odpo-
wiednie procedury estymacyjne dla modeli, w których nie występują opóź- 
nione zmienne endogeniczne, zostały opracowane przez A. Z e l l n e r a [1962]  
i L. G. T e s l e r a [1964]. JednakŜe ich zastosowanie nie było moŜliwe, ponie-
waŜ obie te procedury bazują na estymatorach KMNK. Estymatory te w przy-
padku modeli, w których występują opóźnione zmienne endogeniczne, nie są zaś 
zgodne. 

Zastosowane MNW wymaga znalezienia estymatora wektora parametrów β 
i estymatorów składowych 2σ  i ρ macierzy wariancji-kowariancji składnika 
losowego modelu (1.10), postaci: 
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Będą one posiadały wszystkie (asymptotyczne) własności dobrych estyma-
torów. Zakładając, Ŝe składnik losowy u ma wielowymiarowy rozkład normalny 
z wartością oczekiwaną zero i macierzą wariancji-kowariancji ΩΩΩΩ, wykazano, Ŝe 
logarytm funkcji wiarygodności L(β, σ2, ρ) osiąga maksima, gdy: 
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gdzie przez uit oznaczono elementy wektora u. Równania (1.12) określają 
estymatory największej wiarygodności poszczególnych parametrów. Następnie 
zauwaŜono, Ŝe ρ, jako udział części wariancji, która spowodowana jest róŜnica-
mi między obiektami w wariancji całkowitej, jest liczbą z przedziału [0, 1]. Dla 
dowolnej takiej wartości wzory (1.12) określają wartości parametrów β i σ2, przy 

których funkcja wiarygodności L(β, σ2, ρ) osiąga wartość maksymalną ( )ρL̂ . 

Gdyby więc funkcja L osiągała maksimum dla [ ]1,0  ∉ρ , to powyŜsza procedura 
nie mogłaby być stosowana.  

Zastosowanie opisanej metody do modelu popytu na gaz nie dało zadowala-
jących rezultatów, gdyŜ dla 20 wybranych wartości ρ ∈ [0, 1] funkcja wiarygod-
ności nie osiągała maksimum. Dlatego poszukiwano alternatywnych estymato-
rów w klasie estymatorów asymptotycznie równowaŜnych estymatorom naj-
większej wiarygodności. Zastąpienie macierzy ΩΩΩΩ jej zgodnym estymatorem Sm 

prowadzi do estymatorów UMNK wektora β o takich samych własnościach 
granicznych, jak estymatory największej wiarygodności. Do wyznaczenia Sm 

potrzebne są zgodne estymatory wektora β, dla określenia których zastosowano 
dwustopniową uogólnioną metodę najmniejszych kwadratów, przy załoŜeniu, Ŝe 
wartość obserwacji początkowej jest znana. Estymatory te wykorzystane zostały 
następnie do znalezienia zgodnych estymatorów σ

2 i ρ (a więc i macierzy Sm ) ze 
wzoru (1.12).  
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ZauwaŜono, Ŝe model jednorównaniowy (1.10) moŜna potraktować jako 
„quasi-wielorównaniowy”, w którym opóźnione zmienne zaleŜne są określane  
w równaniach, będących opóźnionymi wersjami samych siebie. Analogia taka 
wynika z faktu, Ŝe niezgodność estymatorów KMNK dla panelowych modeli 
dynamicznych jest spowodowana korelacją opóźnionych zmiennych endoge-
nicznych ze składnikiem losowym .itiitu εα +=  

Dowolne równanie modelu (1.10) moŜna zapisać w formie zredukowanej 
jako: 

 

(1.13) ( ) it

K

k
ktikit wzy +=∑∑

=
−

∞

=1 0
τ

τ
τλ   dla  i – 1, ..., N, t = 1, ..., T (1.13) 

 
PoniewaŜ zmienne zitk, tzn. elementy macierzy Z są zmiennymi nielosowy-

mi, to są one niezaleŜne od uit,. Z kolei składniki losowe równania (1.13) wit są 
zaleŜne tylko od .itiitu εα +=  Dlatego moŜliwe jest estymowanie parame- 

trów kτλ  metodą najmniejszych kwadratów. Po podstawieniu estymatorów ,ˆ
kτλ  

dowolne równanie modelu (1.10) przyjmuje postać: 
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θ
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ττ λγα  (1.14) 

 
Parametry kα  i τγ  mogą być juŜ estymowane UMNK i słuŜyć do skon- 

struowania estymatora Sm, a następnie estymatora wektora β. 
Zastosowanie tej procedury do modelu popytu na gaz dało oszacowania pa-

rametrów zgodne z oczekiwaniami. Ocena parametru przy opóźnionym popycie 
na gaz wyniosła 0,9546, skąd wynika współczynnik zuŜycia 4,5%. P. B a l e -
s t r a i M. N e r l o v e [1966] pokazali teŜ, Ŝe czynniki specyficzne dla regionów 
są bardzo istotne dla kształtowania się popytu, poniewaŜ stanowią one aŜ 75% 
wariancji resztowej.  

1.5. Współczesne kierunki badań 

Początki modelowania na podstawie danych panelowych są związane z ba-
daniami mikroekonomicznymi. Badania takie, np. dotyczące budŜetów gospo-
darstw domowych, są prowadzone na podstawie danych, których wymiar 
przekrojowy N sięga setek lub nawet tysięcy, a wymiar czasowy T jest bardzo 
mały – najczęściej nie przekracza 10. Dane tego typu nazywane są w literaturze 
mikropanelami (ang. micropanels). UŜywane jest teŜ anglojęzyczne określenie 
longitudinal data, które przetłumaczyć moŜna jako dane wzdłuŜne. W ostatnim 
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okresie, w związku z coraz większą dostępnością danych finansowych i makro-
ekonomicznych oraz procesami integracji gospodarek, pojawia się coraz większa 
liczba badań empirycznych, prowadzonych na podstawie panelowych danych 
makroekonomicznych, tzw. makropaneli. Charakteryzują się one z reguły 
niezbyt duŜymi wartościami N i T. Przykładami tego typu baz danych są 
Datastream, International Financial Statistics, Penn World Table, bazy krajo-
wych urzędów statystycznych. Makropanele, a czasem równieŜ mikropanele, 
charakteryzują się tym, Ŝe obserwacje w czasie dotyczą tych samych obiektów – 
krajów, firm, gospodarstw. Innym rodzajem danych są tzw. pseudopanele. Ich 
cechą charakterystyczną jest to, Ŝe składają się z powtarzanych w czasie 
obserwacji na określonej liczbie obiektów (firm, gospodarstw), które mogą się 
wymieniać – dany obiekt nie musi być obserwowany we wszystkich okresach. 
PoniewaŜ obserwacje przekrojowe nie muszą dotyczyć tego samego obiektu we 
wszystkich okresach, konieczne jest w takim przypadku zastosowanie procedur 
grupowania. Estymacja prowadzona jest przy załoŜeniu nielosowych efektów 
grupowych na podstawie średnich grupowych, o ile liczba obserwacji w grupie 
jest wystarczająca. W przeciwnym wypadku naleŜy uwzględnić w procesie 
estymacji moŜliwe błędy pomiaru zmiennych. Pionierskim opracowaniem, 
dotyczącym pseudopaneli jest artykuł A. D e a t o n a [1985]. Przegląd najnow-
szych badań na ten temat zawarty jest w pracy M. V e r b e e k a [2008]. 

Wykorzystanie danych panelowych umoŜliwia weryfikację wielu hipotez 
ekonomicznych, które nie mogą być sprawdzone na podstawie pojedynczych 
szeregów czasowych ani prób przekrojowych. Wpływa teŜ pozytywnie na jakość 
estymacji. W procesie estymacji panelowych modeli statycznych powstaje 
jednak szereg problemów, niespotykanych przy korzystaniu z danych czasowych 
lub przekrojowych. W przypadku panelowych modeli liniowych, jeśli wymiar 
czasowy próby jest krótki, a standardowe załoŜenie o braku autokorelacji 
składnika losowego niespełnione, pojawia się problem identyfikacyjny, związa-
ny z rozróŜnieniem między dynamiką zjawisk a zaleŜnością stanową. RozróŜ-
nienie to pojawiło się w artykule T. W. A n d e r s o n a i C. H s i a o [1982],  
a szersze rozwaŜania zawarte są w pracy M. A r e l l a n o [2003] (rozdz. 5). 
Innym standardowym załoŜeniem modeli panelowych jest załoŜenie o stałości 
parametrów strukturalnych względem obiektów i czasu. Jest ono nieco rozluź-
niane w przypadku modeli z efektami nielosowymi (ang. fixed effects model), 
poniewaŜ modele te mają zróŜnicowany względem obiektów wyraz wolny.  
P. A. V. B. S w a m y [1970] przedstawił propozycję konstrukcji i estymacji 
modelu, w którym załoŜenie o stałości parametrów strukturalnych jest uchylone. 
Model Swamy’ego jest uogólnieniem modelu z efektami losowymi (ang. 
random effects model). ZałoŜenia i metody estymacji modeli z losowymi 
parametrami są omówione szczegółowo w pracy C. H s i a o i M. H. P e s ar a n a 
[2008]. Odrębną grupę modeli szacowanych na podstawie danych panelowych 
stanowią tzw. panelowe modele przestrzenne. Charakteryzują się one tym, Ŝe 
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korelacja przekrojowa jest uwzględniona poprzez konstrukcję i wprowadzenie 
do modelu macierzy zaleŜności przestrzennych. Konstrukcja taka jest moŜliwa 
w przypadku, gdy analizowanymi obiektami są jednostki z przestrzeni geogra-
ficznej (kraje, regiony etc.). Konstrukcja i estymacja modeli tej klasy omówiona 
jest przez L. A n s e l i n a, J. L e  G a l l o i H. J a y e t a [2008]. 

Dodatkowe trudności powstają, jeśli na podstawie danych panelowych szacu-
je się model dynamiczny. Zasadniczym przedmiotem uwagi w literaturze świato-
wej poświęconej modelowaniu na podstawie danych panelowych są, jak się 
wydaje, dynamiczne modele liniowe. Przyczyny komplikacji, proponowane w 
literaturze metody estymacji takich modeli oraz odniesienia do literatury są 
omówione szczegółowo w kolejnych rozdziałach niniejszej pracy. Heterogenicz-
ność parametrów strukturalnych przysparza w przypadku modeli dynamicznych 
dodatkowych problemów. Pierwszą pracą, w której rozwaŜano ten problem, był 
artykuł R o b e r t s o n a i S y m o n s a [1992]. Autorzy opisywali własności 
róŜnych estymatorów w sytuacji, gdy rzeczywiste wartości parametrów struktu-
ralnych róŜnią się względem obiektów, a konstrukcja modelu zakłada ich 
identyczność dla wszystkich obiektów. Za pomocą eksperymentów Monte Carlo 
R o b e r t s o n i S y m o n s [1992] wykazali, Ŝe jeśli właściwą postacią modelu 
jest statyczny model z heterogenicznymi parametrami, a postacią estymowaną – 
dynamiczny model z parametrami homogenicznymi dla wszystkich obiektów, to 
parametr autoregresyjny jest przeszacowany, a parametry przy pozostałych 
zmiennych objaśniających – niedoszacowane. Jeśli dodatkowo zmienne obja-
śniające są procesami błądzenia losowego, to przy T → ∞ 1ˆlim =γp , zaś 

.0ˆlim =βp  Wyniki te są niezaleŜne od wymiaru czasowego i przekrojowego 
próby. P e s a r a n i S m i t h [1995] stosowali do estymacji modelu dynamiczne-
go z heterogenicznymi parametrami strukturalnymi róŜne techniki, w celu 
uzyskania zgodnych estymatorów średnich wartości parametrów. Dla małych 
wartości T estymatory kaŜdej z zastosowanych metod (regresji czasowej na 
podstawie średnich grupowych, regresji przekrojowej na podstawie średnich 
czasowych, modeli FE i RE, obliczania średnich grupowych ocen parametrów 
na podstawie osobnych modeli dla kaŜdego z obiektów) nie były zgodne. 
Jedynie dla duŜych wartości N i T estymatory średnich grupowych wartości 
parametrów uzyskane z regresji przekrojowej były zgodne. M a d d a l a, T r o s t, 
L i i J o u t z [1997] proponują zastosowanie do estymacji modeli panelowych  
z heterogenicznymi parametrami tzw. shrinkage estimators. Mają one, zdaniem 
autorów, przewagę zarówno nad estymatorami stosowanymi dla indywidualnych 
modeli szeregów czasowych, jak i nad estymatorami stosowanymi standardowo 
dla modeli panelowych. Shrinkage estimators są polecane zwłaszcza dla celów 
prognostycznych. Wynikom M a d d a l i i in. [1997] wydają się zaprzeczać m. in. 
wyniki prac: B a l t a g i i G r i f f i n a [1997], B a l t a g i, B re s s o n a, G r i f f i n a 
i P i r o t t e’a [2003]. Wyniki empiryczne prezentowane w obu tych artykułach 
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dotyczą popytu na benzynę, odpowiednio w 18 krajach OECD i w 21 regionach 
Francji. B a l t a g i i G r i f f i n [1997] stwierdzili, Ŝe najbardziej poprawne wyniki 
uzyskano na podstawie modeli o homogenicznych parametrach. Dotyczy to ocen 
elastyczności krótkookresowych i jakości prognoz, mierzonej RMSE. Podobne 
rezultaty uzyskali B a l t a g i, B r e s s o n, G r i f f i n i P i r ot t e [2003]. Wyniki 
uzyskane na podstawie modeli szeregów czasowych dla poszczególnych regionów 
były niewiarygodne i dawały najsłabsze prognozy, estymatory shrinkage charakte-
ryzowały się niską efektywnością, a standardowe procedury panelowe dały 
najlepsze prognozy. Wśród alternatywnych rozwiązań problemu heterogeniczno-
ści parametrów strukturalnych w panelowych modelach dynamicznych propono-
wanych w literaturze wymienić moŜna zastosowanie podejścia Bayesowskiego, 
sugerowane przez H s i a o, P e s a r a n a i T a h m i s c i o g l u [1999], lub zasto-
sowanie podejścia EGARCH, sugerowane przez L a h i r i i L i u [2006]. 

Pojawiają się teŜ prace, dotyczące metod estymacji modeli panelowych  
z jakościową zmienną objaśnianą, statycznych i dynamicznych. Ich przegląd 
znaleźć moŜna np. w B a l t a g i [2008] (s. 237–268), H s i a o [2003] (s. 188–
224), lub A r e l l a n o, H o n o r é [2001] (s. 3270–3290). Procedury stosowane  
w przypadku panelowych modeli VAR, z uwzględnieniem sytuacji, gdy wymiar 
czasowy T jest bardzo mały, są przedstawione w pracy B i n d e r a, H s i a o  
i P e s a r a n a [2005]. Problem niestacjonarności w modelach panelowych jest 
rozwaŜany m. in. przez M o o n a i P e r r o n a [2007], P e d r o n i e g o [2004,  
2007] i w innych, wcześniejszych pracach.  

Liczba pozycji literaturowych na temat makro- i mikropaneli, paneli niezbi-
lansowanych, modeli nieliniowych, modeli dynamicznych, skutków nie-
uwzględnienia heterogeniczności parametrów, modeli wielorównaniowych, 
modeli niestacjonarnych i innych zagadnień, związanych ze stosowaniem  
w procesie estymacji danych panelowych, wciąŜ rośnie. Wśród najnowszych 
pozycji, w których dokonano bardzo szerokiego przeglądu tych zagadnień, 
wymienić moŜna: B a l t a g i [2008]; M a t y a s, S e v e s t r e [2008]; H s i a o 
[2003]; W o o l d r i d g e [2002]. 

1.6. Sposoby uwzględnienia dynamiki modelowanych zjawisk 

W podrozdz. 1.2 niniejszego rozdziału wspomniano, Ŝe zbiory danych pane-
lowych mogą róŜnić się między sobą m. in. pod względem wymiaru czasowego T. 
Jeśli wymiar ten jest stosunkowo duŜy, to liczba posiadanych obserwacji 
umoŜliwia analizę dynamiki modelowanych zjawisk. Analiza taka jest w nie-
których przypadkach kluczowa, np. jeśli model ma słuŜyć do prognozowania. 
Dynamika czasowa moŜe być uwzględniona w modelu szacowanym na podsta-
wie danych panelowych na kilka róŜnych sposobów. 
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Jedną z prostszych metod jest wprowadzenie do zbioru zmiennych objaśnia-
jących zmiennej czasowej. Na przykład dla odzwierciedlenia trendu czasowego 
moŜna przyjąć xitk = t. 

Innym sposobem jest wykorzystanie specyfikacji modelu dwuczynnikowe-
go (ang. two-way model) postaci: 

 
(1.13)        )( ittiitity ελµα ++++= βxT  dla i = 1, ..., N, t = 1, ..., T           (1.15) 

 
gdzie składnik losowy zawiera, oprócz efektów grupowych µi i „właściwego” 
składnika losowego εit, zmienne w czasie, a stałe względem obiektów, efekty 
czasowe λt. Efekty te moŜna w dalszym ciągu analizy traktować jako losowe lub 
nielosowe6, ale w kaŜdym z tych przypadków interpretuje się je jako efekt 
działania czynnika czasu, specyficzny tylko dla danego okresu, a niezaleŜny 
względem obiektów.  

Dynamikę czasową uwzględnić równieŜ moŜna poprzez konstrukcję mode-
lu, w którym parametry zmieniają się w czasie, a więc modelu postaci (por. 
F r e e s  [2005]): 

 
(1.16)                ittitity εα ++= βxT   dla i = 1, ..., N, t = 1, ..., T                  (1.16) 

 
Ocena parametru βkt (k-tej współrzędnej wektora βt) przy zmiennej obja-

śniającej xkit odzwierciedla wówczas wpływ zmiennej xk na zmienną y, specy-
ficzny dla okresu t, a przeciętny dla wszystkich obiektów. 

Przekrojowo-czasowy charakter danych umoŜliwia teŜ uwzględnienie tren-
du czasowego przez analizę zmian w zmiennej endogenicznej. Przykładem moŜe 
być model: 

 
(1.16)                                        ititiity εµ ++=∆ βxT                                       (1.17) 
 
gdzie .1, −−=∆ tiitit yyy  Wadą tego sposobu jest utrata n obserwacji (pierwszych 

obserwacji dla wszystkich obiektów), spowodowana obliczaniem przyrostów. 
Przy stosunkowo duŜych rozmiarach próby nie stanowi to jednak problemu. 

Model postaci: 
 

(1.16)                                itittiiit yy εγµ +++= − βxT
1,                                   (1.18) 

 
jest uogólnieniem ostatniego przypadku. Parametr γ, zwany parametrem autore-
gresyjnym, mierzy siłę związku między bieŜącą a opóźnioną wartością zmiennej 
endogenicznej.  

                          
6 Omówienie klasyfikacji modeli panelowych oraz metod ich estymacji znajduje się w rozdz. 2 

niniejszej publikacji. 
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Modelem autoregresyjnym jest równieŜ model postaci: 
 

(1.16 ) ittiitititiity ηρεεεµ +=++= −1,     gdzie     ,Tβx  (1.19) 

 
Cechę autoregresji posiada tu składnik losowy, a nie, jak w przypadku mo-

delu (1.18), zmienna endogeniczna. Między modelami (1.18) i (1.19) występuje 
jednak podobieństwo. Widoczne ono się staje, jeśli obliczy się na podstawie 
modelu (1.19) wartość 1, −− tiit yy ρ  i dokona prostego przekształcenia. Otrzymu-

je się wówczas: 
 

(1.16) ( ) ittiittiiit yy ηρρµ +−++= −− βxx
T

1,1,
*  (1.20) 

 

Wartości *
iµ  = iµ  (1 – ρ) i ρ z równania (1.20) równe są odpowiednio war-

tościom iµ  i γ z równania (1.18). Widoczną róŜnicą jest postać wektora zmien-
nych objaśniających. 

PowyŜej wskazano kilka moŜliwości uwzględnienia aspektu czasowego  
w konstrukcji modeli szacowanych na podstawie danych panelowych. Jedną  
z częściej stosowanych wydaje się zastosowanie modelu postaci (1.18). Popraw-
ne oszacowanie jego parametrów wymaga zastosowania specyficznych metod 
estymacji, innych niŜ dla panelowych modli statycznych. O ile w przypadku 
klasycznych modeli ekonometrycznych moŜna stosować jednakowe metody 
estymacji dla modeli statycznych i dynamicznych, to w przypadku danych 
panelowych wprowadzenie do modelu opóźnionej zmiennej objaśnianej wpływa 
negatywnie na własności estymatorów modeli statycznych. W literaturze 
przedmiotu proponuje się róŜne metody estymacji panelowych modeli dyna-
micznych oparte na uogólnionej metodzie momentów (GMM) lub metodzie 
największej wiarygodności (MNW). Największą popularność zyskały, jak  
się wydaje, metoda GMM pierwszych róŜnic (FDGMM) opracowana przez 
A r e l l a n o i B o n d a [1991] oraz systemowa metoda GMM (SGMM) zapropo-
nowana w pracach A r e l l a n o i B o v e r [1995] i B l u n d e l la i B o n d a 
[1998]. Metody te są omówione w rozdz. 3 niniejszej pracy. 

Literatura dotycząca róŜnych aspektów modelowania na podstawie modeli 
dynamicznych jest bogata. H s i a o [2003] (s. 73–78) wykazał, Ŝe dla modelu 
dynamicznego z efektami losowymi (ang. random effects) zgodność estymato-
rów MNW i UMNK zaleŜy od załoŜeń o wartościach początkowych i od tego,  
w jaki sposób N i T dąŜą do nieskończoności. A r e l l a n o i H o n o r é [2001] 
(rozdz. 53, s. 3229–3296) zwracają szczególną uwagę na konsekwencje ścisłej 
egzogeniczności zmiennych objaśniających dla identyfikowalności parametrów 
strukturalnych, w porównaniu z przypadkiem, gdy zakłada się słabą egzoge- 
niczność tych zmiennych. Propozycje metod estymacji panelowych modeli 
dynamicznych, alternatywnych w stosunku do GMM przedstawiane były m. in. 
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w: C h a m b e r l a i n [1982, 1984]; K e a n e, R u n k l e [1992]; A r e l l a n o 
[1990]. Wśród najnowszych opracowań wymienić warto publikacje: K n i e -
s n e r, L i [2002] oraz P a r k, S i c k l e s, S i m a r [2007]. G. C h a m b e r l a i n 
[1982, 1984] rozwaŜał dynamiczny model panelowy z arbitralną strukturą 
zakłóceń (ang. arbitrary error structure). Model panelowy traktowany był jako 
regresja wielowymiarowa T równań z restrykcjami. Do jego estymacji zapropo-
nowano efektywny estymator minimalnej odległości, odporny na autokorelację 
resztową. W publikacji z 1984 r., jako alternatywa dla tego estymatora zapropo-
nowany został estymator asymptotycznie mu równowaŜny, bazujący na zasto-
sowaniu trójstopniowej MNK (3MNK) do (T – 2) równań na przyrostach. 
Kontynuacją idei Chamberlaina była praca M. A r e l l a n o [1990], który 
przedstawił moŜliwości testowania róŜnych restrykcji nałoŜonych na kowarian-
cje. Testy te dotyczą w szczególności modeli z efektami losowymi oraz modeli 
pierwszych róŜnic z procesami: białego szumu, średniej ruchomej oraz autore-
gresyjnym. Jeśli restrykcje te są prawdziwe, to 3MNK jest nieefektywna  
i w takiej sytuacji A r e l l a n o [1990] zaproponował estymator UMNK, który 
jest asymptotycznie efektywny w tym sensie, Ŝe jego rozkład graniczny jest taki 
sam, jak rozkład estymatora Chamberlaina. Potrzebę modelowania momentów 
wyŜszego rzędu w przypadku procesów dynamicznych przy wykorzystaniu 
danych panelowych podkreślali C. M e g h i r i F. W i n d m e i j e r [1999].  
Praca ta dotyczyła procesów typu ARCH z multiplikatywnymi efektami grupo-
wymi. T. K n i e s n e r, Q. L i [2002] rozwaŜali modele semiparametryczne,  
w których postać funkcyjna zaleŜności między zmiennymi objaśniającymi  
a zmienną objaśnianą nie jest znana. Zaproponowali oni dwustopniową, semipa-
rametryczną, N -zgodną procedurę estymacji. Estymator semiparametryczny 
dla dynamicznego modelu panelowego zaproponowali równieŜ B. P a r k,  
R. S i c k l e s, L. S i m a r [2007]. Jest to efektywny estymator dla stochastyczne-
go modelu granicznego (ang. stochastic frontier model). 

1.7. Rola warunków początkowych w procesie estymacji  
dynamicznych modeli panelowych 

Estymacja panelowych modeli dynamicznych pociąga za sobą problemy 
niespotykane w modelowaniu modeli statycznych. Problemy te spowodowane są 
nie tylko tym, Ŝe własności wielu estymatorów róŜnią się w przypadku statycz-
nym i dynamicznym. Ponadto w przypadku dynamicznym poprawne sformuło-
wanie funkcji wiarygodności wymaga nie tylko określenia natury efektów 
grupowych (losowe czy nielosowe), ale równieŜ przyjęcia załoŜeń, dotyczących 
tzw. warunków początkowych, czyli załoŜeń o procesie, generującym dane 
sprzed okresu próby. Dla skończonych wartości T interpretacja modelu zaleŜy 
od załoŜeń dotyczących wartości początkowej yi0. Ponadto od tych załoŜeń 
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zaleŜą statystyczne własności estymatorów metody największej wiarygodności  
i uogólnionej metody najmniejszych kwadratów. NiezaleŜne od nich są nato-
miast własności metody zmiennych instrumentalnych i uogólnionej metody 
momentów. 

Rozwój badań dotyczących konsekwencji róŜnych warunków początko-
wych nastąpił w latach 80. XX w. Idee, które poprzedzały ten rozwój, przedsta-
wione zostały w pracach G. S. M a d d a l i [1975] i A. Tr o g n o n a [1978]. 
M a d d a l a [1975] podkreślił waŜność początkowej obserwacji w procesie 
estymacji modeli panelowych za pomocą metody największej wiarygodności. 
Odszedł on od załoŜeń przyjmowanych we wcześniejszych eksperymentach, Ŝe 
wartości początkowe są fixed, natomiast przyjął, Ŝe rozkład obserwacji począt-
kowych jest określany przez scenariusz eksperymentu Monte Carlo. Rozwiąza-
nia brzegowe uzyskane w wyniku tak zaprojektowanego eksperymentu róŜniły 
się od uzyskiwanych we wcześniejszych eksperymentach. W późniejszej 
publikacji Maddala napisał: „załoŜenia czynione odnośnie do yi0 są waŜne, ale 
najrozsądniejszym wyjściem jest przyjąć załoŜenie, Ŝe rozkład yi0 jest impliko-
wany przez model” (M a d d a l a [1987], s. 316). T r o g n o n [1978] wykazał, Ŝe 
jeśli egzogeniczna zmienna x jest generowana przez proces autoregresyjny 
pierwszego rzędu:  

 
(1.16)                                              xt = xt–1 + wt                                             (1.21) 

 
gdzie w jest białym szumem o wartości oczekiwanej 0 i skalarnej macierzy 
wariancji-kowariancji, to w wyniku maksymalizacji funkcji wiarygodności, 
która traktuje opóźnioną zmienną objaśnianą jak zmienną z góry ustaloną  
(a zatem tak samo, jak kaŜdą inną zmienną objaśniającą xit), a wartości począt-
kowe jako fixed, otrzymuje się niezgodne rozwiązania brzegowe dla stosunkowo 
duŜego zakresu rzeczywistych wartości parametrów. W szczególności T r o g n o n 
[1978] wykazał istnienie wartości krytycznej γ* = [(T – 3)2 – 8]/(T + 1)2 takiej, 
Ŝe dla γ < γ* moŜna uzyskać zgodne estymatory metody największej wiarygod-
ności parametru γ przy zmiennej yi,t–1, a dla γ > γ* jest to niemoŜliwe.  

Kolejnymi waŜnymi opracowaniami, w których rozwaŜana była rola wa-
runków początkowych i implikacje płynące z przyjęcia róŜnych załoŜeń doty-
czących wartości yi0, są prace A n d e r s o n a i H s i a o [1981, 1982]7 oraz 
S e v e s t r e i T r o g n o n a [1985]. W tej ostatniej pracy rozwaŜany był panelo-
wy model AR(1) (niezawierający dodatkowych zmiennych objaśniających). 
Autorzy wykazali, Ŝe asymptotyczne własności estymatorów UMNK i UMNK  
z estymacją zaleŜą, dla skończonej liczby T i N → ∞, od wartości oczekiwanych 
                          

7 RozwaŜania zawarte w obu tych pracach, dotyczące załoŜeń o wartościach początkowych  
i proponowanych estymatorów metody zmiennych instrumentalnych, są omawiane bardziej szcze-
gółowo w rozdz. 3. W tym miejscu zauwaŜmy jedynie, Ŝe zastosowanie metody zmiennych instru-
mentalnych często powoduje, iŜ zgodność estymatora nie zaleŜy od wartości początkowej yi0.  
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( )2
0iyE  i ( )iiy α0E 8. S e v e s t r e i T r o g n o n [1985] udowodnili równieŜ 

następującą zaleŜność między estymetorami: wewnątrzgrupowym ( ),)0(ˆ Wγ  

uogólnionej MNK ( )UMNK)(ˆ λγ , pooled ( )KMNK)1(γ̂  i miedzygrupowym ( )B)(ˆ ∞γ  
dla panelowych modeli AR(1): 

 
,)(ˆlim)1(ˆlim)(ˆlim)0(ˆlim BKMNKUMNKW ∞<<<< γγλγγγ pppp  

 
gdzie: )(ˆ λγ  jest estymatorem uzyskanym przez rozwiązanie układu równań 

normalnych UMNK dla dowolnej wartości λ, 
η
ξλ = ; ξ i η są pierwiastkami 

charakterystycznymi macierzy Ω (gdzie (D2(u) = σ2 Ω): ρρξ T+−=1  (pierwiastek 

T-krotny), ρη −= 1  (pierwiastek N(T – 1)-krotny), ,22 σσρ α=  .222
εα σσσ +=  

R i d d e r i W a n s b e e k [1990] (s. 566–571) zauwaŜyli, Ŝe estymator 

UMNK)(ˆ λγ  jest niezgodny, nawet jeśli został on uzyskany na podstawie zgod-
nych oszacowań parametru ρ, zwanego współczynnikiem korelacji wewnątrz-
grupowej (ang. intraclass correlation). Powodem jest korelacja między opóź-
nioną zmienną objaśnianą a transformowanym składnikiem losowym.  

Wśród nowszych opracowań wagę warunków początkowych podkreśla 
N e r l o v e [2000]. RozwaŜa on model z jedną zmienną egzogeniczną postaci: 

 
  ,1,1, ititiitittiitit yxuyxy εαγβγβ +++=++= −−  i = 1, ..., N, t = 1, ..., T     (1.22) 

 
o którym zakłada, Ŝe składnik losowy uit spełnia załoŜenia modelu RE. Model 
(1.22), uwzględniając załoŜenia RE, zapisać moŜna w postaci: 
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Zgodnie z równaniem (1.23) yit jest sumą czterech składników, z których 
pierwszy zaleŜy od wartości początkowej yi0, drugi – od opóźnionych wartości 
zmiennej egzogenicznej, trzeci składnik zaleŜny jest od efektów grupowych, 
czwarty zaś – od opóźnionych wartości właściwego składnika losowego εit. 
Ostatni składnik (1.23), ,itν  jest procesem autoregresyjnym o wartości począt-

kowej νi0 = 0 i ittiit ενγν += −1, . ZałoŜenie o stacjonarności ( 1<γ ) nie jest 

wymagane, o ile T jest skończone. Na podstawie (1.23) widać, Ŝe yi0 jest 

                          
8 Autorzy przyjmowali trzy alternatywne załoŜenia dotyczące nielosowości yi0 lub losowości 

i rozkładu yi0. R i d d e r i W a n s b e e k [1990] rozszerzyli rozwaŜania na przypadek modelu ze 
stacjonarną zmienną egzogeniczną. 
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skorelowane zarówno z αi jak i z opóźnionymi wartościami zmiennej x; ponadto 
εi0 jest zmienną losową o wartości oczekiwanej 0 i wariancji σε

2, o jednakowych, 
niezaleŜnych rozkładach dla kaŜdego i. Zatem wartość początkową moŜna 
zapisać jako: 
 
(1.24) ( )0100 ,...,,, iiiii xxfy εα=  (1.24) 
 

Przy załoŜeniu, Ŝe efekty grupowe αi są nielosowe (model FE), a opóźnione 
wartości zmiennej x dane, yi0 są równieŜ nielosowe i nieskorelowane ze składni-
kiem losowym νit równania (1.23) dla kaŜdego t. Natomiast przy załoŜeniu, Ŝe αi 
są losowe (model RE), wartości początkowe nie są egzogeniczne. Wartości te są 
wówczas skorelowane z αi, jako Ŝe są one częścią składnika losowego – trzecim 
i czwartym składnikiem (1.23). 

ZałoŜenie, Ŝe wartości początkowe są nielosowe, było przyjmowane w lite-
raturze w początkach modelowania dynamicznego. Dopiero A n d e r s o n  
i H s i a o [1981] i [1982] zainicjowali rozwaŜania, dotyczące róŜnych załoŜeń  
o wartościach początkowych i konsekwencji wynikających z tych załoŜeń. 

W literaturze lat 80. zakłada się na ogół, Ŝe wartości początkowe są zmien-
nymi losowymi o jednakowych, niezaleŜnych rozkładach, charakteryzowanych 
przez ich wariancje i korelacje z efektami grupowymi. Poza tym nie muszą one 
być generowane przez ten sam proces, który generuje pozostałe wartości yit. 
Własności róŜnych estymatorów zaleŜą od procesu generującego yi0. Proces ten 
moŜe być modelowany jednocześnie z modelem „podstawowym” (1.22). 
Rozwiązanie takie zaproponowali jako pierwsi B h a r g a v a i Sa r g a n [1983]. 
ZałoŜyli oni, Ŝe wartości początkowe są generowane przez ten sam proces, który 
generuje obserwacje w próbie. Potraktowali oni ponadto panelowy model 
dynamiczny jako układ równań łącznie współzaleŜnych. Dokładniej, jeśli dane 
panelowe pochodzą z N obiektów i T okresów, to model łącznie współza- 
leŜny jest złoŜony z T + 1 równań (osobne równanie dla kaŜdego okresu próby  
t = 1, ..., T i dla wartości początkowej t = 0), z których kaŜde szacowane jest na 
podstawie N-elementowej próby. Autorzy rozwaŜali model, w którym występują 
zarówno zmienne objaśniające skorelowane ze składnikiem losowym, jak  
i zmienne nieskorelowane, a do jego estymacji zastosowali metodę największej 
wiarygodności.  

Próbę łącznego modelowania procesów, generujących wartości początkowe 
i obserwacje zawarte w próbie, podjęto w późniejszych latach, w pracach 
R i d d e r a i W a n s b e e k a [1990] oraz A r e l l a n o i H o n o r é [2001]. 

Warto w tym miejscu podkreślić, Ŝe estymatory panelowych modeli dyna-
micznych, bazujące na GMM, nie zaleŜą od warunków początkowych. PoniewaŜ 
modelowanie procesów, generujących te warunki jest trudne, brak zaleŜności o 
którym wspomniano wyŜej, jest zapewne jedną z przyczyn popularności metod 
opartych na GMM. 



 
 

R O Z D Z I A Ł  2  
 
 
ZARYS PROBLEMATYKI ESTYMACJI MODELI STATYCZNYCH  

NA PODSTAWIE DANYCH PANELOWYCH  
I PRZEKROJOWO-CZASOWYCH  

 
 
 
Przedmiotem rozwaŜań tego rozdziału są modele statyczne, szacowane na 

podstawie danych łączących wymiar czasowy i przekrojowy.  
Początkowe podrozdziały dotyczą problematyki szacowania i testowania mo-

deli panelowych, to znaczy modeli szacowanych na podstawie danych, w których 
liczba obserwacji dla obiektów N przekracza często wielokrotnie liczbę obserwacji 
w czasie T. Konstrukcja takich modeli zakłada niezmienność parametrów przy 
zmiennych objaśniających względem czasu i obiektów. Heterogeniczność obiek-
tów lub zróŜnicowanie modelowanego zjawiska w czasie uwzględnia się w tego 
typu modelach poprzez zróŜnicowanie względem obiektów (i/lub czasu) składnika 
losowego albo, w zaleŜności od załoŜeń, wyrazu wolnego. W literaturze angloję-
zycznej modele takie nazywa się odpowiednio random effects models (lub error- 
-components models lub variance components models), albo fixed effects models 
(lub variable-intercept models). U podstaw takiej konstrukcji modelu leŜy 
załoŜenie, Ŝe źródłem heterogeniczności jest działanie na modelowane zjawisko 
czynników nieobserwowalnych, a zatem nieuwzględnionych w modelu. Efekty 
wpływu tych czynników mogą być stałe w czasie, a specyficzne dla obiektów 
(efekty sposobu zarządzania, zdolności, płeć), lub stałe dla obiektów, a zmieniają-
ce się w czasie (ceny, stopy procentowe). W modelach rozwaŜanego typu zakłada 
się, Ŝe efekty działania pojedynczych pominiętych zmiennych są nieistotne, ale ich 
łączny wpływ jest istotny. Ponadto jeśli efekty te uwzględnia się w modelu jako 
składową składnika losowego, to zakłada się dodatkowo, Ŝe nie są one skorelowa-
ne ze zmiennymi objaśniającymi modelu. Jeśli zaś róŜnicuje się wyraz wolny, to 
załoŜenie takie nie jest konieczne. MoŜliwe jest teŜ dopuszczenie, aby część 
zmiennych objaśniających była skorelowana z efektami grupowymi, a pozostałe 
zmienne nie wykazywały takiej korelacji. Parametry takiego modelu moŜna 
oszacować za pomocą estymatora H a u s m a n a i T a y l o r a [1981]. 

W niniejszym rozdziale przedstawiono teŜ problematykę szacowania i te-
stowania modeli bazujących na typowych danych czasowo-przekrojowych,  
w których liczba obserwacji w czasie jest większa niŜ liczba obiektów. Metody 
analizy prowadzonej na podstawie takich danych są zbliŜone do metod stosowa-
nych w analizach szeregów czasowych, gdyŜ wymiar czasowy jest na tyle długi, 
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Ŝe moŜliwe jest prowadzenie analizy w kontekście procesów stochastycznych  
z uwzględnieniem zjawisk heteroskedastyczności i (auto)korelacji. W końcowej 
części niniejszego rozdziału zaprezentowano zarys metod estymacji wielorów-
naniowych modeli statycznych o równaniach pozornie niezaleŜnych i o równa-
niach łącznie współzaleŜnych. 

2.1. Modele panelowe ze zmiennymi sztucznymi (modele FE) 

Struktura danych panelowych, charakteryzująca się duŜą liczbą obiektów  
i krótkością szeregów czasowych, spowodowała konieczność opracowania 
specyficznych metod estymacji modeli, budowanych w oparciu o takie dane. Do 
szacowania jednorównaniowych modeli panelowych, w których nie występuje 
opóźniona zmienna endogeniczna stosuje się, w zaleŜności od typu modelu, 
metody oparte na klasycznej MNK lub uogólnionej MNK. Zaznaczyć warto, Ŝe 
estymacja dynamicznych modeli panelowych wymaga stosowania odrębnych 
metod, które opisane są w rozdz. 3.  

2.1.1. ZałoŜenia konstrukcyjne i metody estymacji 

Statyczny model panelowy moŜna zapisać jako: 
 

(2.1) ),( itiitititit uy εα ++=+= βxβx TT   i = 1, ..., N, t = 1, ..., T (2.1) 
 
gdzie i – numer obiektu (województwa, firmy etc.), t – numer okresu; 

[ ]Kititit xx ...,,1=Tx  – wektor obserwacji na zmiennych objaśniających; 

[ ]TKββ ...,,1=β  – wektor parametrów strukturalnych1; itiitu εα +=  – składnik 
losowy, w którym wyróŜnia się stałą w czasie składową właściwą dla  
i-tego obiektu αi, zwaną efektem grupowym; oraz „właściwy” składnik losowy 
εit. Model (2.1) nazywa się modelem z efektami grupowymi (ang. one way 
model)2. 

                          
1 Model z parametrami strukturalnymi, zmieniającymi się dla obiektów, zaproponowany 

został w pracy S w a m y’e g o [1970]. Jego konstrukcja i estymacja jest omówiona m. in. w: 
D ań s k a [2000] (podrozdz. 1.1). 

2 Konstruowane są teŜ modele, w których uit rozdzielany jest na trzy składowe: 
.ittiitu ελα ++=  Stała względem obiektów składowa λt nazywana jest efektem czasowym. Tego 

typu modele określa się w literaturze anglojęzycznej jako two way modes. Ich estymacja przebie- 
ga analogicznie, jak estymacja modeli postaci (2.1), co zostało omówione dokładniej np.  
w: B a l t a g i [2008] (s. 35–50), a w języku polskim w: D ań s k a [2000] (podrozdz. 2.1). 
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W procesie estymacji i wnioskowania efekty grupowe moŜna traktować ja-
ko składową składnika losowego lub wyraz wolny, zróŜnicowany względem 
obiektów. Niniejszy podrozdział dotyczy modeli drugiej z wymienionych 
kategorii, zwanych modelami ze zmiennymi sztucznymi lub modelami  
z efektami nielosowymi (ang. fixed effects models, FE). Przy załoŜeniach, Ŝe:  
αi są nielosowe, traktowane jako N nieznanych parametrów podlegających 

estymacji, xkit są niezaleŜne od εit dla wszystkich k, i, t, εit ~ N(0, 2
εσ ) dla 

wszystkich i i t, model FE zapisać moŜna w postaci: 
 

(2.1) ,ititiity εα ++= βxT   i = 1, ..., N,  t = 1, ..., T (2.2) 
 

Wyraz wolny αi modelu (2.2) róŜni się względem obiektów i odzwierciedla 
nieobserwowalny i nieuwzględniony w równaniu regresji efekt specyficzny dla 
i-tego obiektu, a parametry przy zmiennych objaśniających są jednakowe dla 
wszystkich obiektów i okresów. Oznacza to, Ŝe efekty zmian zmiennych xkit są 
identyczne we wszystkich okresach i dla wszystkich obiektów, ale przeciętny 
poziom zjawiska moŜe być róŜny dla róŜnych obiektów.  

Przy załoŜeniu, Ŝe dane pogrupowane są po obiektach, tzn. pierwszych  
T obserwacji pochodzi z pierwszego obiektu, kolejnych T obserwacji –  
z drugiego obiektu etc., model (2.2) zapisać moŜna w postaci macierzowej: 

 
(2.1) εXβαZy ++= α  (2.3) 
 

gdzie: T].........[ 1111 NTNT yyyy=y  jest wektorem zmiennych endogenicz-
nych o wymiarach (NT × 1); X – macierzą zmiennych egzogenicznych  

o wymiarach (NT × K); ]...,,[ 1 Nαα=Tα , ...,,...,,[ 111 Tεε=Tε ]...,,1 NTN εε . 

Macierz TN iIZ ⊗=α  jest macierzą zmiennych zero-jedynkowych. Dla przy-
kładu, dla N = 3, T = 2, budowa macierzy Zα jest następująca3: 
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3 Symbol ⊗  oznacza iloczyn Kroneckera macierzy. 
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PomnoŜenie tej macierzy przez wektor α daje wektor efektów grupowych: 
 

,]...,,[ 11
T

NN ααααα KK=αZ  

 
gdzie sekwencje identycznych elementów mają długość T. 

Model FE spełnia załoŜenia klasycznej metody najmniejszych kwadratów 
(KMNK). Jej zastosowanie w praktyce moŜe jednak być utrudnione, poniewaŜ 
potencjalnie duŜa liczba zmiennych sztucznych (kolumn macierzy Zα) moŜe spo-
wodować problemy techniczne z odwracalnością macierzy4 ([Zα | X]T·[Zα | X]). 
Dlatego estymacja parametrów modelu (2.3) za pomocą KMNK musi być 
poprzedzona opisaną poniŜej transformacją tego modelu.  

Model średnich po czasie, uzyskany na podstawie (2.2), ma postać: 
 

(2.4) ... iiiiy εα ++= βxT  (2.4) 
 

gdzie symbol T
.ix  oznacza wektor, którego elementami są tzw. średnie grupowe, 

tzn. średnie po czasie z obserwacji dla i-tego obiektu; średnie grupowe innych 
zmiennych oznaczono w analogiczny sposób. Średnia po obiektach na podstawie 
równania (2.4) ma postać5: 

 

(2.4) ...... ε+= βxTy  (2.5) 
 

Odejmując stronami równania (2.2) i (2.4) otrzymuje się: 
 

(2.4) ( ) ( )... iitiitiit yy εε −+−=− βxx T  (2.6) 
 

Przekształcenia (2.4)–(2.6) są równowaŜne pomnoŜeniu stronami równania 
(2.3) przez tzw. operator wewnątrzgrupowy Q, zdefiniowany jako:  

 

(2.4) 






 −⊗=
T

T
TN

J
IIQ  (2.7) 

 
gdzie I N oznacza macierz jednostkową stopnia N, JT – macierz jedynkową 
stopnia T. PomnoŜenie Q przez dowolną macierz przekształca ją w macierz, 
której elementami są odchylenia od średnich grupowych. Dla przykładu, 

                          
4 Zmiennych sztucznych jest tyle, ile obiektów, a zatem macierz ta ma wymiary ((N + K) × NT). 
5 Wykorzystuje się tutaj arbitralnie narzucone ograniczenie ∑ = 0iα , wprowadzone w celu 

uniknięcia współliniowości zmiennych. 
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typowym elementem iloczynu Qy (gdzie y określone jest jak w równaniu (2.3)) 
jest: 
 

.][ ..1.11.111
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Ponadto Q jest macierzą symetryczną i idempotentną (tzn. Q = QT,  

Q = Q2). Estymator KMNK modelu (2.6) lub równowaŜnego mu modelu  
 

(2.4) QεQXβαQZQy ++= α  (2.8) 
 
jest łatwy do wyznaczenia, poniewaŜ wymaga odwrócenia macierzy XTQX 
stopnia K. Estymator ten ma postać: 

 

(2.4) ( ) QyXQXXβ TT
W

1ˆ −
=  (2.9) 

 
i nazywany jest estymatorem wewnątrzgrupowym lub estymatorem KMNK ze 
zmiennymi sztucznymi (ang. within estimator, least squares dummy variables 
estimator (LSDV), covariance estimator).  

Oceny efektów grupowych wyznacza się z równania (2.4), zastępując wek-
tor β wektorem ocen uzyskanych na podstawie wzoru (2.9): 

 

(2.4) W
Tβx ˆ~ˆ .. iii y −−= αα 6 (2.10) 

 
NaleŜy podkreślić, Ŝe w przypadkach, gdy N jest bardzo duŜe, tzn. próba 

zawiera informacje o bardzo wielu obiektach, stosowanie wyŜej omówionych 
metod jest dyskusyjne, poniewaŜ wymaga wprowadzenia do równania regresji 
dodatkowych N zmiennych sztucznych, co powoduje znaczną utratę stopni 
swobody. Co więcej, jeśli jednocześnie T nie wzrasta, to estymator efektów 
grupowych iα̂  traci zgodność. Konstrukcja modelu ze zmiennymi sztucznymi 
uniemoŜliwia ponadto oszacowanie wpływu wywieranego na zmienną y przez 
zmienne stałe w czasie, np. płeć lub wykształcenie. Jeśli bowiem zmienne te są 
uwzględnione w modelu jako zmienne objaśniające, to są z niego usuwane 

                          
6 Niekiedy przyjmuje się, Ŝe wyjściowy model (2.2) zawiera wspólną stałą ϕ. Wyraz wolny 

jest równy ϕ + αi. Ocenę tej stałej wyznacza się wtedy z równania (2.5) jako: .ˆˆ .... W
Tβx−= yϕ  

Rezultaty statystyczne są w obu przypadkach identyczne, jednakŜe interpretacja parametrów  
przy zmiennych sztucznych jest inna. RóŜnice te dyskutowane są szczegółowo w pracy  
S u i t s a [1984].  
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podczas transformacji wewnątrzgrupowej (2.8). Problemów tych moŜna 
uniknąć, jeśli załoŜy się, Ŝe αi są zmiennymi losowymi. Przyjęcie tego załoŜenia 
prowadzi do modeli z dekompozycją składnika losowego. 

2.1.2. Testowanie istotności efektów grupowych 

PoniewaŜ efekty grupowe w modelach FE są szacowane jako parametry 
przy zmiennych zero-jedynkowych, najprostszym sposobem sprawdzenia, czy 
ich wyodrębnianie jest uzasadnione, jest przeprowadzenie testu F (Chowa). 

Hipoteza zerowa głosi, Ŝe łączny wpływ zmiennych sztucznych jest staty-
stycznie nieistotny, a więc, Ŝe wyodrębnianie efektów grupowych jest nieuza-
sadnione: 

 
H0: ,0...21 ==== Nααα  zaś 

H1: .0...00 21 ≠≠≠ Nααα      lub   ,   lub   ,  
 
Statystyką słuŜącą do weryfikacji prawdziwości tych hipotez jest: 
 

(2.11) 
( ) ( )

( )KNNTURSS

NURSSRRSS
F

−−
−−=

/

1/
0  (2.11) 

 
gdzie: 

RRSS – suma kwadratów reszt tzw. modelu pooled, tzn. uzyskana w wyniku 
zastosowania KMNK do modelu bez wyróŜnionych efektów gru-
powych, 

URSS – suma kwadratów reszt uzyskana przy zastosowaniu estymatora 
wewnątrzgrupowego.  

Statystyka F0 ma rozkład F o (N –1) i (NT – N – K) stopniach swobody.  
Jeśli jej wartość przewyŜsza odpowiednią wartość krytyczną, to hipoteza zerowa 
jest odrzucana.  

2.2. Modele panelowe z dekompozycją składnika losowego  
(modele RE) 

W modelach FE efekty grupowe αi traktowane są jako parametry przy 
zmiennych sztucznych, podlegające estymacji. Alternatywnie moŜna przyjąć 
załoŜenie, Ŝe są one zmiennymi losowymi. Pozwala to uniknąć problemów 
związanych ze zbyt duŜą liczbą analizowanych obiektów, o których wspomnia-
no poprzednio. MoŜliwe jest teŜ wówczas uogólnienie wnioskowania na całą 



 45 

populację, z której pochodzą obiekty (moŜe to mieć miejsce np. w badaniach 
budŜetów gospodarstw domowych). 

2.2.1. ZałoŜenia konstrukcyjne i metody estymacji 

RozwaŜmy model postaci: 

 

(2.11) ,)( itititiitit uy ++=+++= βxβx TT αεαα  i = 1, ..., N, t = 1, ..., T  (2.12) 
 
o którym zakłada się, Ŝe: 

– efekty grupowe αi są zmiennymi losowymi o wartości oczekiwanej 0  

i jednakowej dla kaŜdego i wariancji 2
ασ ; 

– efekty αi oraz składowa εit są niezaleŜne od siebie wzajemnie i od zmien-
nych xkit; 

– εit ~ N(0, 2
εσ ), αi ~ N(0, 2

ασ ) dla wszystkich i, t.  
Składnik losowy modelu (2.12) zawiera więc dwie składowe – stały w cza-

sie efekt grupowy αi i „właściwy” składnik losowy εit, zmienny w czasie i po 
obiektach: .itiitu εα +=  Model taki nosi nazwę modelu z efektami losowymi lub 
modelu z dekompozycją składnika losowego (ang. random effects model, RE). 

Model (2.12) zapisać moŜna macierzowo w postaci: 

 
(2.11) uXβiy ++= NTα  (2.13) 
 
gdzie składnik losowy dekomponowany jest na dwie składowe: ,εαZu += α  iNT 
jest wektorem jedynkowym, a pozostałe oznaczenia są takie same, jak we wzorze 
(2.3). Macierz wariancji-kowariancji składnika losowego ΩΩΩΩ modelu (2.13) ma 
postać: 

 

(2.11) ( ) ( ) ( )TNTNE IIJIuuΩ ⊗+⊗=′= 22
εα σσ  (2.14) 

 
Z załoŜeń modelu (2.12) wynika, Ŝe dla kaŜdego i, t wariancja składnika 

losowego uit 
222
εα σσσ +=u  jest stała, a kowariancja ( ) 2, ασ=jsit uucov  

stji ≠=   dla ,  i zero, w pozostałych przypadkach; oznacza to, Ŝe występuje 
korelacja w czasie między składnikami losowymi dotyczącymi tych samych 
obiektów. Macierz ΩΩΩΩ jest więc macierzą blokowo-diagonalną.  

Dla przykładu, jeśli N = 3, T = 2, budowa macierzy ΩΩΩΩ jest następująca: 
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Z przedstawionych powyŜej załoŜeń wynika, Ŝe do estymacji parametrów 

modelu (2.13) moŜna zastosować uogólnioną metodę najmniejszych kwadratów 
(UMNK). Wymagałoby to jednak odwrócenia macierzy ΩΩΩΩ, która jest macierzą 
stopnia NT, i z reguły ma na tyle duŜe wymiary, Ŝe jej odwrócenie jest utrudnio-
ne, nawet przy uŜyciu komputera7. MoŜliwych jest kilka sposobów postępowa-
nia. Jeden z nich zaproponowany został przez W a n s b ee k a i K a p t e y n a 
[1982]. Dowiedli oni, Ŝe macierz ΩΩΩΩ moŜna zapisać w postaci8: 

 

(2.15) QPΩ 22
1 εσσ +=  (2.15) 

 
gdzie: 
 

222
1 εα σσσ += T , TN T

JIP
1⊗=  jest tzw. operatorem międzygrupowym, tzn. 

operatorem, którego pomnoŜenie przez dowolną macierz daje macierz śred- 
nich grupowych. Ponadto P jest macierzą symetryczną i idempotentną,  
macierze P i Q są ortogonalne9 (tzn. PQ = QP = 0), P + Q = INT; oraz  
yyT = yTPy + yTQy, a więc całkowitą wariancję zmiennej y moŜna przedstawić 
jako sumę wariancji międzygrupowej i wewnątrzgrupowej. PomnoŜenie 

dowolnego wektora y przez ,21−Ωεσ  gdzie: 
 

(2.15) εσσ QPΩ +=−
1

2/1  (2.16) 
 

                          
7 Jeśli N = 20, a T = 5, to ΩΩΩΩ jest macierzą o wymiarach (100 × 100). 
8 Ponadto zachodzi równość: .22

1
1

εσσ QPΩ +=−  
9 Q jest operatorem wewnątrzgrupowym, określonym w pkt 2.1.1. 
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daje wektor y*, którego typowym elementem jest ,iit yy  θ−  gdzie 

( ).1 1σσθ ε−=  Wansbeek i Kapteyn udowodnili, Ŝe model, otrzymany przez 

pomnoŜenie stronami równania (2.13) przez ,21−Ωεσ  a więc model postaci: 

 

(2.15) uΩXβΩiΩyΩ 21212121 −−−− ++= εεεε σσασσ NT  (2.17) 
 

moŜna estymować za pomocą KMNK, zatem ich metoda pozwala uniknąć 

bezpośredniego stosowania UMNK. Nieznane składowe wariancji 2
1

2 σσε   i  wy-
stępujące we wzorze (2.15) zastępuje się ich nieobciąŜonymi oszacowaniami: 

 

(2.15) 
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∑
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 (2.18) 

 

gdzie eit oznaczają reszty modelu (2.13) pomnoŜonego stronami przez .21−Ωεσ  
T. A m e m i y a [1971] zasugerował wykorzystanie reszt KMNK ze zmiennymi 
sztucznymi. 

Innym sposobem oszacowania parametrów modelu RE jest utworzenie 
układu równań: 

 

(2.15) 
[ ]
[ ] 






+



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
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Qu

βXiP
XiQ
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Qy α

NT

NT  (2.19) 

 

Składnik losowy modelu (2.19) ma wartość oczekiwaną równą 0 i macierz 
wariancji-kowariancji daną wzorem: 

 

(2.15) 










P0
0Q
2
1

2

σ
σε  (2.20) 

 

Zastosowanie UMNK do układu 2NT równań (2.19) jest równowaŜne zasto-
sowaniu tej metody do modelu (2.13), a otrzymany w ten sposób estymator 
wektora β ma postać:  

 

(2.15)                   [ ] [ ]XyXyXXXX BWBWβ 212ˆ φφ ++=
−

UMNK                    (2.21) 
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gdzie: 
 

( ) ( ) .2
1

22 σσφ ε=−=−′=′=    ,   ,    , T yJPXBXJPXBQXXW NTXyNTXXXX  

 
Wariancja estymatora (2.21) jest równa: 
 

(2.15) ( ) ( ) 1222 ˆ −
+= XXXX BWβ φσεUMNKD  (2.22) 

 

Nieznane oceny składowych wariancji 2
1

2 σσε   i   otrzymać moŜna, jak po-
przednio, na podstawie reszt KMNK ze zmiennymi sztucznymi. 

Ponadto moŜna wykazać, Ŝe estymator (2.21) jest waŜoną średnią estymato-

ra wewnątrzgrupowego ,ˆ
Wβ  danego wzorem (2.9), i estymatora międzygrupo-

wego (ang. between estimator), danego wzorem 
 

(2.15) XyXXBBβ 1ˆ −=B  (2.23) 

 
otrzymywanego przy zastosowaniu KMNK do modelu (2.4). 

W literaturze przedmiotu podkreśla się, Ŝe oceny parametrów uzyskane  
na podstawie estymatora międzygrupowego, który wykorzystuje informacje  
o charakterze przekrojowym, są ocenami efektów długookresowych, a oceny  
na podstawie estymatora wewnątrzgrupowego, wykorzystującego informacje  
o charakterze czasowym – ocenami efektów krótkookresowych.  

2.2.2. Testowanie istotności efektów grupowych  

Jednym z moŜliwych do zastosowania testów, badających, czy zasadne jest 
wyodrębnainie efektów grupowych w modelu RE jest test mnoŜnika Lagrange’a, 
zaproponowany przez B r e u s c h a i P a g a n a [1980]. Test ten słuŜy do badania 
czy model z dekompozycją składnika losowego jest statystycznie lepszy niŜ 
model, w którym nie wyróŜnia się efektów grupowych (model pooled). Hipoteza 
zerowa głosi, Ŝe wyodrębnianie części składnika losowego, specyficznej dla 
obiektów, jest nieuzasadnione. Ma ona postać: 

 

H0: ,02 =
iµσ   

wobec: 

H1: .02 ≠
iµσ   
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Do weryfikacji prawdziwości hipotezy zerowej wykorzystuje się statystykę: 
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gdzie ite  są resztami modelu, w którym nie wyróŜnia się efektów grupowych. 

Statystyka LM ma rozkład χ2 z jednym stopniem swobody. Hipoteza zero-
wa jest odrzucana, a więc efekty grupowe uznaje się za istotne, jeśli wartość 
statystyki LM przewyŜsza odpowiednią wartość krytyczną. 

2.3. Model FE czy model RE 

W podrozdz. 2.1 i 2.2 przedstawiono dwa podstawowe typy modeli panelo-
wych, róŜniące się załoŜeniami, przyjmowanymi odnośnie do natury efektów 
grupowych. W naturalny sposób pojawia się pytanie o sposób dokonania wyboru 
pomiędzy nimi, o ile odpowiednie testy wykazały występowanie specyfiki 
grupowej. Obecnie omówione zostaną ogólne, intuicyjne zalecenia, dotyczące 
sytuacji, w których kaŜdy z modeli jest preferowany, jak równieŜ test statystycz-

ny, porównujący własności estymatorów Wβ̂  i .ˆ
UMNKβ  

2.3.1. Wskazówki ogólne 

W praktycznych zastosowaniach pojawia się problem wyboru jednego ze 
wspomnianych wyŜej modeli. Rozstrzygnięcia dokonać moŜna kierując się 
jednym z kilku kryteriów. 

• W zaleŜności od relacji między liczbą obiektów i liczbą okresów: jeśli T 
jest stosunkowo duŜe, a N niewielkie, to moŜliwe jest wprowadzenie do modelu 
N zmiennych sztucznych odpowiadających poszczególnym obiektom, czyli 
zastosowanie modelu FE. Jeśli T jest bardzo małe (a N bardzo duŜe), to duŜa 
liczba zmiennych sztucznych moŜe spowodować utratę zgodności estymatora. 
Wówczas zalecane jest uwzględnienie róŜnic między obiektami poprzez 
róŜnicowanie części składnika losowego, a więc wybór modelu RE. 

• W zaleŜności od natury analizowanych obiektów: jeśli bada się obiekty 
tego samego rodzaju (państwa, bardzo duŜe firmy, gałęzie przemysłu) i istotne 
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jest oszacowanie efektów grupowych dla tych konkretnych obiektów, to 
właściwszy jest model FE. Rozkład zmiennej y rozwaŜany jest wtedy warunko-
wo, przy ustalonych wartościach αi. Jeśli natomiast rozwaŜane są obiekty 
losowo wybrane z pewnej populacji (gospodarstwa domowe, małe firmy), 
oszacowanie konkretnych efektów grupowych dla tych obiektów jest mniej 
istotne, gdyŜ badanie zazwyczaj koncentruje się na charakterystykach całej 
populacji. Ich oszacowanie umoŜliwia model RE. 

• Zbadanie, czy efekty grupowe nie są skorelowane ze zmiennymi obja-
śniającymi. Występowanie takiej korelacji oznacza, Ŝe równieŜ składnik losowy 
uit, którego efekt αi jest składową, jest skorelowany ze zmienną objaśniającą. 

Estymator UMNKβ̂  traci więc zgodność. Estymator Wβ̂  ma natomiast poŜądane 
własności, gdyŜ przekształcenie wewnątrzgrupowe usuwa z modelu stałe  
w czasie efekty αi. Dla sprawdzenia, czy wspomniana korelacja występuje, 
moŜna zastosować test Hausmana. 

2.3.2. Test Hausmana 

Omawiany test jest najpopularniejszym testem statystycznym, stosowanym 

do rozstrzygania o tym, który z estymatorów: UMNKβ̂  czy Wβ̂  posiada  
własności dobrego estymatora, a więc do dokonania wyboru pomiędzy modelem 
RE a modelem FE. Test został zaproponowany przez J. A. H a u s m a n a [1978]. 

Idea konstrukcji tego testu opiera się na porównaniu własności dwóch esty-
matorów, z których jeden jest zgodny, niezaleŜnie od tego, która z hipotez jest 
prawdziwa, a drugi – tylko jeśli prawdziwa jest H0. Hipoteza zerowa zakłada, Ŝe 
efekty grupowe αi są nieskorelowane ze zmiennymi objaśniającymi: 

 
H0: ( ) ,| 0x =itituE   

wobec 
H1: ( ) .| 0x ≠itituE  
 

Przy załoŜeniu prawdziwości H0, oba estymatory: Wβ̂  i UMNKβ̂  są zgodne, 

ale Wβ̂  jest nieefektywny. Jeśli H0 jest nieprawdziwa, to Wβ̂  jest zgodny, gdyŜ 
przekształcenie wewnątrzgrupowe Q usuwa efekty grupowe, będące przyczyną 

korelacji; estymator UMNKβ̂  jest natomiast niezgodny. Innymi słowy, hipoteza 
zerowa głosi, Ŝe poprawną specyfikacją jest model RE, a hipoteza alternatywna 
– Ŝe poprawna jest specyfikacja modelu FE. 

Konstrukcja statystyki empirycznej testu Hausmana opiera się na tym, Ŝe 

jeśli H0 jest niesłuszna, to estymatory: Wβ̂  i UMNKβ̂  mają róŜne granice 
stochastyczne. Statystyka weryfikująca hipotezę zerową ma postać: 
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(2.15) ( )[ ] 1
1

11 ˆˆˆ qqq
−

= 2T Dm  (2.25) 
 

gdzie .ˆˆˆ1 WUMNK ββq −=  
Statystyka m ma rozkład χ2 z K stopniami swobody, gdzie K oznacza liczbę 

zmiennych objaśniających modelu. Jeśli m > χ2
kryt, to odrzucamy hipotezę zerową 

na rzecz H1. W przeciwnym przypadku nie ma podstaw do odrzucenia H0. 
Praktycznym problemem, jaki moŜe się pojawić przy obliczaniu statystyki m, 

jest to, Ŝe macierz ( )[ ]1
2 q̂D  moŜe, w skończonych próbach, nie być dodatnio 

określona, a więc moŜe nie być moŜliwe jej odwrócenie. 

2.4. Model Hausmana i Taylora 

O zmiennych objaśniających w modelach FE, RE zakłada się, Ŝe ich warto-
ści zmieniają się w czasie i po obiektach. H a u s m a n i T a y l o r [1981] opra-
cowali metodę estymacji modeli, w których występują stałe w czasie zmienne 
objaśniające. Opiera się ona na metodzie zmiennych instrumentalnych (IV). 
Zasadniczą ideę metody Hausmana i Taylora zaprezentować moŜna na przykła-
dzie modelu z czterema zmiennymi objaśniającymi, postaci: 

 
(2.15)                    itiiiititit zzxxy εαφφββ +++++= 22112211                     (2.26) 
 
w którym wszystkie zmienne objaśniające są ściśle egzogeniczne w sensie braku 
korelacji ze składnikiem losowym :itε  ,0)()( == itktitkit zx εε EE  k = 1, 2. Zmien-

ne iz1  i itx1  są ponadto nieskorelowane z efektami grupowymi iα , zaś zmienne 

iz2  i itx2  są z nimi skorelowane.  

Estymacja parametrów 1φ  i β1 za pomocą IV nie nastręcza problemów, po-
niewaŜ zmienne z1i i x1it są egzogeniczne, mogą być instrumentami dla samych 
siebie. Parametr β2 moŜna oszacować, zastępując zmienną itx2  zmienną instru-

mentalną ),( .22 iit xx −  gdzie .2ix  oznacza średnią po czasie policzoną z wartości 

itx2  dla t = 1, ..., T. Zmienna ta jest nieskorelowana z efektami grupowymi.  

W celu znalezienia odpowiedniego instrumentu dla zmiennej iz2  zauwaŜyć 
naleŜy, Ŝe korelacja tej zmiennej z αi jest związana ze zmiennością międzygru-
pową, a zatem odpowiedni instrument powinien równieŜ wykazywać zmienność 
międzygrupową, być stały w czasie i nieskorelowany z .iα  Zmienną spełniającą 

te warunki jest średnia .1ix  

PowyŜej przedstawione rozumowanie moŜna uogólnić i zapisać bardziej 
formalnie. Model rozwaŜany przez H a u s m a n a i T a y l o r a [1981] ma postać: 
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(2.15) itiiitity εα +++= φZβX  (2.27) 
 
gdzie Z i jest wektorem zmiennych objaśniających, stałych w czasie. itX  i iZ  
dekomponowane są następnie na dwa zbiory:  
 

][ 21 XXXX M=≡it  oraz ][ 21 ZZZZ M=≡i , 
 

gdzie wymiary macierzy są następujące: 1X  ma wymiary (NT × 1k ), 2X – (NT 

× 2k ), 1Z  – (NT × 1g ), 2Z  – (NT × 2g ). Zakłada się, Ŝe 1X  i 1Z  są egzoge-

niczne, tzn. nieskorelowane z itε  ani z ,iα  zaś 2X  i 2Z  – endogeniczne, ze 
względu na korelację z efektami αi (nie są one natomiast skorelowane ze 
składnikiem losowym itε ). Oznacza to połączenie załoŜeń modelu FE (dla 

zmiennych 2X  i 2Z ) i modelu RE (dla zmiennych 1X  i 1Z ), dotyczących 
korelacji między efektami grupowymi a zmiennymi objaśniającymi. 

O modelu (2.27) zakłada się teŜ, Ŝe macierz Ω wariancji-kowariancji składnika 
losowego εαu +=  modelu (2.27) ma strukturę taką, jak w modelu RE, tzn.: 

 
(2.28) ( ) ( ) ( )TNTN IIJIuuΩ ⊗+⊗=′= 22

εα σσE  (2.28) 
 

gdzie 2
ασ  i 2

εσ  są wariancjami poszczególnych składowych. 
Przekształcenie wewnątrzgrupowe Q usunęłoby z modelu (2.27) zarówno 

efekty grupowe, jak i zmienne iZ , zatem jego zastosowanie, oprócz usunięcia 
źródła obciąŜenia estymatora, skutkowałoby brakiem moŜliwości oszacowania 
parametrów φ. H a u s m a n i T a y l o r [1981] zaproponowali zatem pomnoŜenie 

modelu (2.27) przez macierz ,2/1−Ω  określoną wzorem (2.16)10. Tak przekształ-
cony model ma postać: 

 
(2.28) )(2/12/12/12/1

itiiitity εα +++= −−−− ΩφZΩβXΩΩ  (2.29) 
 

PowyŜsze przekształcenie nazywane jest w literaturze anglojęzycznej quasi 
time-demeaning (np. W o o l d r i d g e [2002], s. 287), gdyŜ polega ono na 
odejmowaniu od kaŜdej obserwacji, zarówno na zmiennej objaśnianej, jak i na 
zmiennych objaśniających, ułamka średniej po czasie.  

Nieznane elementy macierzy 2/1−Ω  we wzorze (2.29) moŜna oszacować 

wykorzystując oceny 2ˆασ  i ,ˆ 2
εσ  uzyskane na podstawie regresji wewnątrzgru-

                          
10 Zachodzi twierdzenie mówiące, Ŝe określona w powyŜszy sposób macierz nieosobliwa 

21−Ω  przekształca macierz ΩΩΩΩ w macierz skalarną – por. H a u s m a n, T a y l o r [1981], 
Proposition 2.1, s. 1381. 
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powej w następujący sposób. Niech id̂  będzie wektorem średnich grupowych  
o wymiarach (NT × 1), oszacowanym na podstawie estymatora wewnątrzgrupo-

wego ,ˆ
Wβ  tzn.: 

 

(2.28) ( ) ititititiiiiii y ε



 −++=−=

−
⋅⋅⋅

TT
W XXXXPαφZβXd

~~~ˆˆ 1
 (2.30) 

 

gdzie .
~

itit QXX =  Zakładając, Ŝe ostatni człon wyraŜenia (2.30) jest składnikiem 
losowym o zerowej wartości oczekiwanej, moŜliwe jest uzyskanie zgodnego 
estymatora tego modelu za pomocą dwustopniowej metody najmniejszych 
kwadratów (2MNK). Warunkiem jest, aby k1≥  g2, a więc liczba zmiennych 
egzogenicznych zmieniających się w czasie była co najmniej równa liczbie 
stałych w czasie zmiennych skorelowanych z efektami grupowymi αi. Estymator 
wektora φ ma postać: 
 

(2.31) iiii dPZZPZφ ˆ)(ˆ 1
2 A

T
A

T
MNK

−=  (2.31) 
 

gdzie ( ) ,
1 TT

A AAAAP
−

=  zaś macierz instrumentów A ma postać ].[ 11 ZXA M=  

H a u s m a n i T a y l o r [1981] wykazali, Ŝe estymator (2.31) jest zgodny, lecz 
nieefektywny. Zgodne estymatory składowych wariancji moŜna otrzymać na 

podstawie 2MNKφ̂  i Wβ̂  jako: 

 

(2.31)
( ) ( )

TN

TN

iiiiii
2

2
1

22

~2

ˆˆˆˆˆ
ˆ

,
)1(

~~
ˆ

ε
α

ε

σσ

σ

−−−−−=

−
=

⋅⋅
−

⋅⋅ MNKWMNKW

'T

φZβXyφZβXy

yPy X

 (2.32) 

 

gdzie ,~ Qyy =  ,
~

QXX =  ,~ X
'
X

PIP −=  XP  określone jest analogicznie jak .AP  

Model postaci (2.29) naleŜy następnie oszacować za pomocą IV, ze zbiorem 
instrumentów określonych jako: A0 = [Q, X1, Z1] lub, równowaŜnie11:  
AHT = [QX1, QX2, PX1, Z1]. Zmiennymi instrumentalnymi dla X1 i X2 są więc 
odchylenia wartości tych zmiennych od średnich po czasie, zmiennymi instru-
mentalnymi dla Z2 – średnie po czasie, a zmienne Z1 nie wymagają instrumen-

                          
11 Zbiór instrumentów AHT zaproponowany został przez B r e u s c h a, M i z o n a  

i S c h m i d t a [1989]. 
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tów. Elementy macierzy AHT mogą być instrumentami, gdyŜ z przyjętych 
załoŜeń wynikają następujące własności: 

iZQ  = 0 z konstrukcji Q, gdyŜ iZ  jest stałe w czasie, 

,)]([( 0εα =+T)E QX  gdyŜ zmienne itx  są nieskorelowane z ,itε   

a ,)( ititi εεα QQ =+  .)]([( 1 0εαZ =+TE  
Uzyskany w ten sposób estymator 2MNK wyraŜa się wzorem: 
 

(2.31) ( ) *

*

*

1

**

*

* ,
ˆ

ˆ
yP

Z

X
ZXP

Z

X

φ

β
AA 
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


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




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
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




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
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


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
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−

T

T

T

T
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 (2.33) 

 
gdzie PAHT jest macierzą projekcji ortogonalnej na AHT, określoną analogicznie 
do PA. 

Estymator (2.33), nazywany teŜ estymatorem uogólnionej metody zmiennych 
instrumentalnych (GIV), jest teŜ efektywnym estymatorem uogólnionej metody 
momentów (GMM). Warto podkreślić, Ŝe zmienne 1X  są wykorzystywane jako 

instrumenty dwukrotnie: raz jako odchylenia od średnich grupowych ),( 1XQ  i jako 

średnie grupowe ).( 1XP  Jest to moŜliwe dzięki wykorzystaniu danych panelowych. 
Zgodnie z warunkiem rzędu, dla identyfikacji rozwaŜanego modelu musi 

zachodzić warunek ,21 gk ≥  a więc liczba zmiennych egzogenicznych zmienia-
jących się w czasie musi być co najmniej równa liczbie stałych w czasie 
zmiennych skorelowanych z efektami grupowymi αi. Dokładniej, moŜliwe są 
następujące przypadki: 

− jeśli ,21 gk <  to model jest nieidentyfikowalny. Wówczas ,ˆˆ
WHT ββ =   

a oszacowanie wektora φ nie jest moŜliwe; 
− jeśli ,21 gk =  to model jest jednoznacznie identyfikowalny. Wówczas 

,ˆˆ
WHT ββ =  a wektor φ szacuje się za pomocą estymatora ,ˆ 2MNKφ  danego 

wzorem (2.31); 
− jeśli ,21 gk >  to model jest identyfikowalny z nadmiarem i estymator da-

ny wzorem (2.33) jest efektywniejszy niŜ estymator wewnątrzgrupowy. 
H a u s m a n i T a y l o r [1981] zaproponowali teŜ test dla warunków identy-

fikujących. Badanie identyfikowalności modelu jest waŜne, gdyŜ, jak wynika  
z powyŜszego opisu, istnienie estymatorów (2.33), a więc istnienie efektywniej-
szego niŜ wewnątrzgrupowy estymatora wektora β i zgodnego estymatora 
wektora φ, zaleŜy od tego, czy model jest identyfikowalny z nadmiarem. Przy 
załoŜeniu prawdziwości hipotezy zerowej, postaci:  

,
1

lim
1

lim: 110 0αZ0αX ==
∞→∞→

i
N

i
N N

p
N

p TT   i  H  
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oba estymatory: HTβ̂  i Wβ̂  są zgodne. Przy tym, jak wspomniano powyŜej, 

HTβ̂  jest efektywny. Jeśli hipoteza ta jest nieprawdziwa, to estymator Wβ̂  jest 

zgodny, a HTβ̂  – niezgodny.  
Statystyka empiryczna ma postać12: 
 

(2.31) ( ) [ ] ( )WHTHT
2

W
2T

WHT DD ββββββ ˆˆ)ˆ()ˆ(ˆˆˆ
1

−−−=
−

m  (2.34) 
 

Statystyka m̂ˆ 2
εσ  ma rozkład χ2 z l stopniami swobody, gdzie l = min{k1 – g2,  

NT – K}.  
Proponowany test jest typu Walda. Nazywany jest w literaturze testem Hau-

smana, gdyŜ J. A. H a u s m a n [1978] pokazał, Ŝe przy załoŜeniu prawdzi- 

wości H0 dla dowolnych estymatorów 1
~
β  i 2

~
β  wektora β macierz 

)]ˆ()ˆ([ HT
2

W
2 DD ββ −  jest zgodnym estymatorem asymptotycznej wariancji 

).
~~

( 21 ββ −N  MoŜe się jednak zdarzyć, Ŝe macierz )]ˆ()ˆ([ HT
2

W
2 DD ββ −  nie 

jest dodatnio określona. Wówczas nie moŜna obliczyć m̂  na podstawie wzoru 
(2.34) i naleŜy w inny sposób oszacować macierz asymptotycznej wariancji 
(por. L e e [2002], s. 73). 

2.5. Metody estymacji modeli wykorzystujących  
dane czasowo-przekrojowe 

Przedmiotem rozwaŜań niniejszego podrozdziału są modele szacowane na 
podstawie danych, charakteryzujących się tym, Ŝe liczba obserwacji w czasie T 
przekracza liczbę obiektów N. Ze względu na długość wymiaru czasowego 
próby, modele takie mogą być estymowane metodami zbliŜonymi do metod 
stosowanych w analizach szeregów czasowych. Uwzględnić jednak trzeba 
moŜliwość wystąpienia zjawiska heteroskedastyczności grupowej, odzwiercie-
dlającej heterogeniczność obiektów, korelacji przekrojowej, obrazującej 
zaleŜności między obiektami w tym samym okresie i autokorelacji, wynikającej 
z długości szeregów czasowych. 

                          
12 Superskrypt –1 oznaczać moŜe macierz odwrotną lub uogólnioną macierz odwrotną 

Moore’ego–Penrose’a. Obliczanie macierzy Moore’ego–Penrose’a jest konieczne, jeśli rząd: 

rz [ ])ˆ()ˆ(2
HT

2
W DD ββ −  = r < k, gdzie k jest liczbą szacowanych parametrów, )ˆ(2

WD β  jest 

asymptotyczną wariancją macierzy ),ˆ( ββ −WN  zaś )ˆ( HT
2D β  określa się analogicznie (por. 

L e e [2002]; A n d r e w s [1987]). 
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2.5.1. Modele z heteroskedastycznością grupową składnika losowego 

Dane czasowo-przekrojowe (ang. time-series – cross-section data, TSCS) 
charakteryzują się tym, Ŝe liczba obserwacji w czasie jest większa niŜ liczba 
obiektów. Model konstruowany na podstawie takich danych zapisać moŜna  
w postaci ogólnej: 
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 (2.35) 

 
gdzie dla i = 1, ..., N oraz t = 1, ..., T, yi jest wektorem obserwacji na zmiennej 
objaśnianej, a X i – macierzą obserwacji na zmiennych objaśniających, po-
chodzących z i-tego obiektu, a pozostałe oznaczenia są analogiczne jak we 
wzorze (2.3). 

Specyfikacja (2.35) oznacza w szczególności, Ŝe podobnie jak w modelach 
omawianych w poprzednich podrozdziałach, przyjmuje się załoŜenie, Ŝe para-
metry strukturalne są identyczne dla wszystkich obserwowanych obiektów  
i okresów. Naturalnie występujące pomiędzy obiektami róŜnice uwzględnia się 
poprzez przyjęcie odpowiednich załoŜeń co do struktury macierzy wariancji- 
-kowariancji składnika losowego. W analogiczny sposób uwzględnia się zaleŜno-
ści pomiędzy nimi. Podkreślić tu warto, Ŝe juŜ samo połączenie obserwacji  
z róŜnych obiektów w jeden szereg jest uznaniem istnienia powiązań między 
nimi. Macierz wariancji-kowariancji składnika losowego równania (2.35) ma  
w najbardziej ogólnym przypadku postać blokową: 
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 (2.36) 

 
przy czym ijijij ΩV σ=  jest macierzą wariancji-kowariancji między składnikami 

losowymi pochodzącymi z i-tego i j-tego obiektu. Postacie tych macierzy mogą 
być róŜne, w zaleŜności od załoŜeń dotyczących składnika losowego.  

W najprostszym przypadku zakłada się, Ŝe w modelu (2.35) występuje je-
dynie zjawisko heteroskedastyczności grupowej, która jest efektem tego, iŜ 
róŜne obiekty podlegają róŜnym procesom stochastycznym. Kowariancje 
składników losowych z róŜnych obiektów są natomiast zerowe oraz nie wystę-
puje zjawisko autokorelacji. ZałoŜenia te oznaczają, Ŝe V jest macierzą diago-

nalną, a bloki na głównej przekątnej są równe 2
iσ I , gdzie iii σσ =2  jest warian-

cją składnika losowego specyficzną dla i-tego obiektu. Zatem:  
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(2.31) 
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 (2.37) 

 
Wariancja składnika losowego jest zatem stała w czasie dla kaŜdego z ana-

lizowanych obiektów, ale róŜna dla róŜnych obiektów. Do testowania hipotezy  
o występowaniu heteroskedastyczności grupowej stosować moŜna wiele testów, 
m. in.: Goldfelda–Quandta, White’a, mnoŜnika Lagrange’a, ilorazu wiarygodno-
ści, Walda. Sposób wnioskowania na podstawie trzech ostatnich testów  
w szczególnym przypadku heteroskedastyczności grupowej zostanie przedsta-
wiony poniŜej. 

Statystyka empiryczna testu mnoŜnika Lagrange’a ma postać: 
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gdzie 2
is  jest oceną 2

iσ , a 2s  – oceną wariancji modelu pooled, tzn. modelu 

oszacowanego KMNK na podstawie wszystkich NT obserwacji. Statystyka LM 

ma rozkład 2χ  z N – 1 stopniami swobody. Jeśli LM > ,2
krytχ  to odrzucamy 

hipotezę zerową H0: 
22
ji σσ =  dla i, j = 1, ..., N, o równości wariancji dla 

wszystkich obiektów.  
Alternatywą dla testu mnoŜnika Lagrange’a jest test ilorazu wiarygodności 

(ang. likehood ratio test). Wartość statystyki empirycznej tego testu wyznacza 
się ze związku: 

 

(2.39) ∑
=

−=−
N
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gdzie: .
1

ˆ,
1
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Współrzędne wektora reszt ei wyznacza się na podstawie reszt estymatorów 
metody największej wiarygodności. MoŜna tu wykorzystać np. reszty iteracyjnej 

UMNK z estymacją. Statystyka empiryczna ma rozkład 2χ  z N – 1 stopniami 

swobody. Jeśli zatem wartość obliczona przewyŜsza wartość krytyczną ,2
krytχ  to 

odrzucamy hipotezę H0: 
22
ji σσ =  dla i, j = 1, ..., N. 
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Test Walda róŜni się od wymienionych powyŜej tym, Ŝe moŜe być zastoso-
wany po oszacowaniu modelu uwzględniającego heteroskedastyczność grupową, 

gdyŜ obliczenie statystyki empirycznej wymaga znajomości ocen 2
is  wariancji 

2
iσ  obliczonych na podstawie reszt UMNK z estymacją. Statystyka empiryczna 

ma postać:  
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gdzie s2 jest oceną wariancji wyznaczoną z modelu pooled. Statystyka W ma 

rozkład 2χ  z N stopniami swobody. Jeśli LM > ,2
krytχ  to odrzucamy hipotezę 

zerową H0: 
22
ji σσ =  dla i, j = 1, ..., N. 

Zjawisko heteroskedastyczności grupowej jest, jak juŜ wspomniano, szcze-
gólnym przypadkiem heteroskedastyczności składnika losowego. Do estymacji 
modelu, w którym zakłada się jego występowanie, moŜna zatem zastosować 
m. in. waŜoną metodę najmniejszych kwadratów (WMNK). Jej stosowanie 
wydaje się o tyle uzasadnione, Ŝe załoŜenie o grupowej naturze heteroskeda-
styczności umoŜliwia dokonanie naturalnego podziału na podpróby (tworzą je 
obserwacje w czasie pochodzące z poszczególnych obiektów) i oszacowanie 
wariancji dla kaŜdej podpróby na podstawie reszt KMNK. Estymator WMNK 
wyraŜa się, jak wiadomo, wzorem: 
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Nieznane, rzeczywiste wartości wariancji 2
iσ  zastępuje się ich ocenami, wyzna-

czonymi na podstawie reszt KMNK, a weryfikacja modelu przebiega analogicz-
nie, jak w przypadku modeli szacowanych na podstawie danych przekrojowych. 

2.5.2. Modele z heteroskedastycznością grupową  
i korelacją przekrojową składnika losowego  

Oprócz zjawiska heteroskedastyczności, w modelach szacowanych na pod-
stawie próby czasowo-przekrojowej, bardzo częstym zjawiskiem jest korelacja 
przekrojowa składnika losowego, występująca zazwyczaj jednocześnie z hetero-
skedastycznością grupową.  

Zjawisko korelacji przekrojowej (ang. cross-sectional correlation, contem-
poraneous correlation) polega na korelacji składników losowych pochodzących 
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z róŜnych obiektów, ale z tego samego okresu. Jego występowanie w modelach 
szacowanych na podstawie danych czasowo-przekrojowych wydaje się natural-
ne, gdyŜ łączenie danych z róŜnych obiektów w jeden szereg jest zazwyczaj 
uwarunkowane tym, Ŝe analizowane obiekty są ze sobą powiązane, np. funkcjo-
nują w obrębie jednego systemu gospodarczego (np. województwa) lub są 
elementami tej samej klasyfikacji (np. sekcje PKD). Wpływające na ich kondy-
cję czynniki makroekonomiczne działają na nie w zróŜnicowanym stopniu.  

Występowanie zjawiska korelacji przekrojowej oznacza, Ŝe kaŜdy blok ma-
cierzy (2.36) ma postać:  

 
(2.39) N... j iijij ,,,     , 1][][ === IVV σ  (2.42) 

 
Dla przykładu, jeśli zebrane zostałyby po 3 obserwacje w czasie dla 2 obiektów, 
macierz V miałaby postać: 
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Oprócz tego, Ŝe macierz V nie jest macierzą diagonalną, uwagę zwraca dodat-
kowo fakt, Ŝe elementy na głównej przekątnej tej macierzy róŜnią się względem 
obiektów, natomiast dla kaŜdego obiektu wariancja jest stała w czasie. Oznacza 
to, Ŝe dopuszcza się jednoczesne występowanie zjawisk heteroskedastyczności 
grupowej i korelacji przekrojowej składnika losowego. 

Do testowania występowania zjawiska korelacji przekrojowej stosować 
moŜna test mnoŜnika Lagrange’a, opracowany przez Breuscha i Pagana lub test 
ilorazu wiarygodności. 

Statystyka empiryczna testu Breuscha–Pagana ma postać: 
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gdzie r ij są współczynnikami korelacji reszt między obiektami i-tym i j-tym. 
Współczynniki korelacji oblicza się na podstawie reszt UMNK, ze względu na 
załoŜenie o stałości parametrów strukturalnych względem obiektów. 

Statystyka LMλ  ma rozkład 2χ  z  N ⋅ (N – 1)/2 stopniami swobody. Jeśli 

,2
krytχλ >LM  to hipoteza zerowa H0: 0=ijσ  dla ji ≠  o tym, Ŝe zjawisko 
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korelacji przekrojowej nie występuje, jest odrzucana na rzecz hipotezy alterna-
tywnej. 

Test ilorazu wiarygodności weryfikuje występowanie korelacji a posteriori, 
gdyŜ wymaga znajomości ocen wariancji składnika losowego wyznaczonych na 
podstawie dwóch modeli: modelu z heteroskedastycznością grupową oraz 
modelu z heteroskedastycznością grupową i korelacją przekrojową. MoŜe on 
być stosowany, jeśli wyznaczono estymatory równowaŜne estymatorom naj-
większej wiarygodności. Hipotezy formułowane są identycznie, jak w teście 
Breuscha–Pagana, a do ich weryfikacji słuŜy statystyka: 
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gdzie: T][ ijσ=Σ , elementami macierzy Σ̂  są oceny kowariancji ,ijσ  wyznaczo-

ne na podstawie reszt modelu oszacowanego z uwzględnieniem zjawisk hetero-
skedastyczności grupowej i korelacji przekrojowej,   ⋅  oznacza wyznacznik 

macierzy, zaś 2ˆ iσ są ocenami wariancji, wyznaczonymi na podstawie reszt modelu 
oszacowanego z uwzględnieniem zjawiska heteroskedastyczności grupowej. 

Statystyka LRλ  ma rozkład χ2 z N ⋅ (N – 1)/2 stopniami swobody. Jeśli 

,2
krytLR χλ >  to hipoteza zerowa jest odrzucana na rzecz hipotezy alternatywnej. 

Do estymacji modeli, w których stwierdzono występowanie korelacji prze-
krojowej i heteroskedastyczności grupowej, wykorzystuje się jedną z dwóch 
metod: UMNK z estymacją lub technikę PCSE (ang. panel-corrected standard 
errors), zaproponowane przez B e c k a i K a t z a [1995]. Pierwsza z nich, zwana 
teŜ metodą Parksa, jest metodą tradycyjnie stosowaną. Druga, opracowana dość 
niedawno, jest prostsza, choć jej stosowanie budzi wiele kontrowersji. Obie 
metody zostaną omówione poniŜej. 

UMNK z estymacją jest metodą powszechnie znaną, jednak w przypadku wy-
korzystania danych czasowo-przekrojowych wymiary macierzy V mogą być na tyle 
duŜe, Ŝe jej bezpośrednie odwrócenie jest utrudnione. Dlatego stosuje się następują-
ce postępowanie. Po wyznaczeniu zgodnych (choć obciąŜonych) estymatorów 
kowariancji między obiektem i-tym i j-tym na podstawie reszt KMNK, w drugim 
kroku wyznacza się estymatory parametrów strukturalnych według wzoru: 

 

(2.39) ( ) ( )yVXXVXβ 111ˆ −−−= TT
UMNK  (2.45) 

 

Macierz V zastępuje się macierzą ,V̂  której elementami są zgodne oceny 
kowariancji wyznaczone w pierwszym kroku na podstawie reszt KMNK.  
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Macierz V jest stopnia NT, jednak jej odwrócenie jest w praktyce stosunko-
wo proste, jeśli nie dokonuje się go bezpośrednio. Macierz tę, określoną wzorem 
(2.42), zapisać moŜna równowaŜnie w postaci: 

 
(2.39) IΣV ⊗=  (2.46) 
 
gdzie symbol ⊗  oznacza iloczyn Kroneckera, zaś 
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Wówczas: 
 

(2.39) IΣV ⊗= −− 11  (2.47) 
 

co oznacza, Ŝe w praktyce odwraca się macierz stopnia N. Jeśli przez ijσ  
oznaczymy ij -ty element macierzy Σ–1, to wzór (2.45) zapisać moŜna w postaci: 
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Macierz wariancji-kowariancji estymatora jest określona przez wyraŜenie  

w pierwszym nawiasie kwadratowym wzoru (2.48).  
Estymatory największej wiarygodności wyznacza się stosując procedurę 

iteracyjną, aŜ do osiągnięcia zbieŜności między: 
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(2.39) 
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B e c k i K a t z [1995] zaproponowali oszacowanie parametrów struktural-

nych modelu przy zastosowaniu KMNK. Uzyskane w ten sposób estymatory są 
zgodne i nieobciąŜone. Problem ich nieefektywności jest rozwiązywany przez 
zastosowanie specyficznej formuły obliczania średnich błędów szacunku 
parametrów, tzw. „skorygowanych błędów standardowych dla danych panelo-
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wych” (ang. panel corrected standard errors, PCSE). Efektywność PCSE rośnie 
wraz ze wzrostem liczby okresów w stosunku do liczby obiektów. Macierz 
wariancji-kowariancji estymatorów proponowana przez Becka i Katza przyjmuje 
postać: 

 

(2.39) ( ) ( ) ( )( ) 11 ˆˆ −−
= XXXVXXXβ TT

PCSE
2D  (2.50) 

 
Autorzy proponują oszacowanie nieznanej macierzy V jako iloczynu Kro-

neckera: 
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gdzie E = [eit]T×N jest macierzą reszt modelu (2.35) oszacowanego KMNK,  
w której kolumna o numerze i zawiera reszty pochodzące z i-tego obiektu. 

Elementami macierzy V̂  są: 
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W szczególności, wariancje są równe: 
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Oznacza to, Ŝe kowariancje składników losowych pochodzących z i-tego  

i j-tego obiektu są stałe w czasie; wariancje są szacowane jako średnie błędy 
kwadratowe reszt. 

Zarówno metoda Parksa, jak i metoda PCSE mają swoich zwolenników  
i przeciwników. Autorzy metody PCSE zarzucają podejściu Parksa to, Ŝe 
estymatory UMNK wariancji parametrów strukturalnych są obciąŜone (niedo-
szacowane), poniewaŜ wyznaczane są na podstawie kolejnych oszacowań 
macierzy wariancji-kowariancji. Metoda PCSE krytykowana jest zaś za to,  
Ŝe nie podejmuje się w niej próby modelowania procesów generujących 
występowanie zjawisk, a jedynie koryguje błędy standardowe (M a d d a l a 
[1998]), oraz za dość skomplikowany sposób obliczania PCSE w przypadku 
modelu z opóźnioną zmienną objaśnianą (W o r r a l l, P r a t t [2004]).  
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2.5.3. Modele z heteroskedastycznością grupową, korelacją przekrojową  
i autokorelacją składnika losowego 

PowyŜsze rozwaŜania dotyczą przypadku, gdy w modelu nie występuje au-
tokorelacja składnika losowego w czasie. MoŜliwe jest rozszerzenie analizy  
o uwzględnienie równieŜ tego zjawiska. Przyjmuje się zazwyczaj jedno z nastę-
pujących załoŜeń: 

1) składniki losowe z róŜnych obiektów są nieskorelowane; autokorelacja 
występuje jedynie „wewnątrz” poszczególnych obiektów. Oznacza to w szcze-
gólności, Ŝe nie dopuszcza się korelacji przekrojowej, 

2) oprócz autokorelacji dopuszcza się równieŜ korelację składników loso-
wych z róŜnych obiektów – korelację przekrojową.  

W kaŜdym z powyŜszych dwóch przypadków oceny współczynnika autoko-
relacji ρi właściwego dla i-tego obiektu moŜna uzyskać przy załoŜeniu, Ŝe jest 
on: a) inny dla kaŜdego obiektu: ρi ≠ ρj dla i ≠ j, b) jednakowy dla wszystkich 
obiektów: ρi = ρj = ρ.  

PoniŜej omówione zostaną sposoby testowania, czy zjawisko autokorelacji 
występuje, oraz metody estymacji modeli, w których stwierdzono jej występo-
wanie. 

Weryfikacji hipotezy o występowaniu autokorelacji moŜna dokonać za po-
mocą kilku testów statystycznych, m. in. testu Durbina–Watsona lub testu 
mnoŜnika Lagrange’a dla danych czasowo-przekrojowych. W przypadku testu 
Durbina–Watsona pochodzenie reszt, wykorzystywanych do konstrukcji statystyki 
empirycznej, zaleŜy od załoŜeń dotyczących współczynnika autokorelacji. Przy 
załoŜeniu, Ŝe współczynnik ten jest jednakowy dla wszystkich obiektów, do 
obliczenia statystyki D–W wykorzystuje się reszty modelu oszacowanego 
KMNK na podstawie całej próby. Jeśli zakłada się, Ŝe wartość współczynnika 
autokorelacji moŜe się róŜnić między obiektami, to do obliczenia statystyki D–W 
wykorzystuje się reszty modeli oszacowanych KMNK dla kaŜdego obiektu 
osobno. Podobnie postępuje się stosując test mnoŜnika Lagrange’a.  

Dobór odpowiedniej metody estymacji zaleŜy od załoŜeń przyjętych co do 
innych zjawisk występujących w modelu i zmienności współczynnika autokore-
lacji względem obiektów.  

ZałoŜenie o zmienności (lub stałości) współczynnika autokorelacji wzglę-
dem obiektów jest niezaleŜne od załoŜeń przyjmowanych co do występowania 
korelacji przekrojowej. Jeśli zakłada się, Ŝe ρi = ρj = ρ, to narzuca się na model 
pewne ograniczenie. MoŜe ono jednak być niezbędne, np. gdy szeregi czasowe 
są stosunkowo krótkie. Jego przyjęcie korzystnie wpływa wówczas na własności 
estymatora współczynnika ρ w małych próbach. B e c k, K a t z [1995] zalecają, 
aby zawsze zakładać jednakową wartość ρ. Zgodnie z tym punktem widzenia 
obliczanie N róŜnych ocen współczynnika autokorelacji skutkuje wzrostem 
(skumulowaniem) błędów szacunku, co negatywnie wpływa na jakość estymato-
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rów parametrów strukturalnych szacowanego modelu. Przeprowadzone ekspe-
rymenty Monte Carlo (B e c k, K a t z [1996]) wykazały, Ŝe przyjęcie załoŜenia  
ρi = ρj = ρ, nawet jeśli jest ono fałszywe, daje ostatecznie lepsze oszacowania niŜ 
wymagające obliczania n róŜnych ocen załoŜenie ρi ≠ ρj dla i ≠ j. Ci sami 
autorzy wskazują równieŜ, Ŝe przyjęcie załoŜenia o jednakowym dla wszystkich 
obiektów współczynniku ρ jest naturalną konsekwencją załoŜenia, Ŝe parametry 
strukturalne nie róŜnią się między obiektami. 

Przy załoŜeniu, Ŝe ρi ≠ ρj dla i ≠ j, początkową wartość oceny r i współczyn-
nika ρi wyznacza się na podstawie regresji KMNK, dla kaŜdego obiektu osobno. 

Przy załoŜeniu, Ŝe ρi = ρj = ρ, moŜliwe jest wyznaczenie trzech alternatyw-
nych estymatorów r współczynnika ρ, z których kaŜdy jest zgodny. Są one dane 
wzorami: 
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c) ( )itti eer ,1, −= correl  

 
gdzie correl( ) oznacza współczynnik korelacji z próby. NiezaleŜnie od wyboru 
estymatora (2.54), UMNK z estymacją daje estymatory asymptotycznie efek-
tywne. 

Jeśli zjawisko autokorelacji występuje, to po wyznaczeniu (w dowolny spo-
sób) początkowej wartości r (lub r i) stosuje się metody estymacji opisane 
poniŜej, zaleŜne od tego, czy w modelu występuje jednocześnie zjawisko 
korelacji przekrojowej.  

W przypadku, gdy zakłada się, Ŝe występuje tylko autokorelacja „we-
wnątrz” poszczególnych obiektów, zaś nie dopuszcza się korelacji przekrojowej, 
tzn. correl(εit, εjs) = 0 dla i ≠ j, macierz V jest macierzą blokowo-diagonalną 
postaci: 
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Zakłada się przy tym zazwyczaj, Ŝe składniki losowe podlegają procesowi 
AR(1): .1, ittiiit u+= −ερε  Wariancja składnika losowego jest wtedy równa: 
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W celu usunięcia autokorelacji stosuje się zazwyczaj przekształcenie Pra-

isa–Winstena, które polega na tym, Ŝe szeregi czasowe dotyczące kolejnych 
obiektów transformuje się w następujący sposób: 

 

(2.39) 
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gdzie ir  jest oceną współczynnika autokorelacji, xit jest wektorem wartości 
wszystkich zmiennych objaśniających przyjmowanych dla i-tego obiektu  
w okresie t.  

W modelu szacowanym na podstawie transformowanych danych nie wystę-
puje juŜ autokorelacja, a jedynie heteroskedastyczność grupowa. Estymacji 
dokonuje się metodami omówionymi w poprzednich podrozdziałach. Wariancję 
resztową oblicza się na podstawie wzoru (2.56), zastępując wartości rzeczywiste 

iρ  i 2
uiσ  ich oszacowaniami: ir  i 

( )
,

**
2

T
s ii

ui
ee

T

=  gdzie *
ie  oznacza wektor reszt 

modelu oszacowanego na podstawie danych transformowanych za pomocą 
przekształcenia (2.57). 

W przypadku, gdy dopuszcza się korelację składników losowych z róŜnych 
obiektów, zachodzi równość: cov(uit, ujt) = σuij, a macierz V ma postać: 

 

(2.39) 
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 (2.58) 

 
Przekształcenie Praisa–Winstena, usuwając autokorelację składnika loso-

wego w czasie, prowadzi w tym przypadku do modelu z heteroskedastycznością 
grupową i korelacją przekrojową. Oznacza to, Ŝe macierz V przyjmuje dla 
danych transformowanych postać analogiczną do (2.42). Do estymacji modelu 
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moŜna zatem zastosować metody opisane w pkt 2.5.2, przy czym estymatory 
kowariancji σij wyznacza się ze wzoru: 

 

,
1 ji

uij
ij ρρ

σ
σ

−
=  

 
zastępując wartości rzeczywiste ρi, ρj i σuij ich oszacowaniami: ri, rj  

i 
( )

T
s ji

uij

** ee
T

= , gdzie *
ie  i *

je  oznaczają wektory reszt modelu oszacowanego na 

podstawie danych transformowanych za pomocą przekształcenia (2.57). 

2.6. Panelowe modele wielorównaniowe 

W badaniach ekonomicznych niejednokrotnie zachodzi konieczność esty-
mowania modeli wielorównaniowych. Przykładem moŜe być układ równań 
popytu dla róŜnych sektorów, działów przemysłu lub regionów. Metody 
estymacji takich modeli bazują na metodach stosowanych dla modeli szeregów 
czasowych lub danych przekrojowych. Dobór odpowiedniej metody zaleŜy od 
rodzaju modelu. PoniŜej przedstawione zostaną pokrótce metody stosowane do 
estymacji panelowych modeli o równaniach pozornie niezaleŜnych oraz modeli  
o równaniach łącznie współzaleŜnych. RozwaŜania dotyczyć będą, podobnie jak 
w poprzednich rozdziałach, modeli, w których wyodrębnia się tylko efekt 
grupowy αi. Metody postępowania w przypadku rozdziału składnika losowego 
na trzy składowe: ittiitu ελα ++=  są analogiczne. W literaturze polskojęzycz-
nej zostały one omówione w: D ań s k a [2000] (rozdz. 2). 

2.6.1. Metody estymacji modeli prostych o równaniach  
pozornie niezaleŜnych (SUR) 

Odpowiednim sposobem postępowania w przypadku modeli prostych jest 
często potraktowanie ich jako układu równań pozornie niezaleŜnych (ang. 
seemingly unrelated regressions, SUR), zaproponowane przez Z e l l n e r a 
[1962]. Zastosowanie tej metody powoduje, jak wiadomo, wzrost efektyw- 
ności estymatorów, uzyskany dzięki uwzględnieniu korelacji składników 
losowych między poszczególnymi równaniami. Do estymacji modelu panelowe-
go z efektami losowymi została ona zastosowana po raz pierwszy przez A v e -
r y’e g o [1977]. 
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Panelowy model SUR ma postać: 

(2.39) jjjj uδZy +=    dla j = 1, ..., M (2.59) 

 
gdzie yj jest wektorem o wymiarach (NT × 1), Zj – macierzą o wymiarach  

(NT × *
jk ), ( )TT

jjj βαδ ,= , jβ  jest wektorem (kj × 1), .1* += jj kk  Składnik 

losowy uj dowolnego j-tego równania rozdzielany jest na dwie składowe i za-
pisywany w postaci: 
 
(2.39) jjj εαZu += α    dla   j = 1, ..., M (2.60) 

 

gdzie: ( ),TN iIZ ⊗=α  zaś ( )Njjjj ααα ...,,, 21=T
α  i ( ...,,...,,, 11211 Tjjjj εεε=T

ε  

)NTjjNjN εεε ...,,, 21  są wektorami losowymi o wartości oczekiwanej równej 

zero. Zakłada się równieŜ, Ŝe w dowolnym j-tym równaniu efekty grupowe αij  są 

niezaleŜne od εitj  ( ) ( )( )22 ,0:,0 αε σασε IID  oraz IID: ijitj . Przyjmuje się teŜ załoŜenie 

Zellnera, Ŝe składniki losowe poszczególnych równań są skorelowane  
w danym okresie (dla danego obiektu), a nieskorelowane w róŜnych okresach 
(dla róŜnych obiektów). Macierz wariancji-kowariancji składników losowych 
pochodzących z j-tego i l-tego równania postaci (2.59) ma postać: 
 
(2.61) ( ) ( ) ( )TNjlTNjlljjl JIJIuuΩ ⊗+⊗== 22

εα σσTE  (2.61) 

 
Macierz (2.61) ma więc formę analogiczną do macierzy ΩΩΩΩ wariancji-kowariancji 
składnika losowego modelu jednorówaniowego (wzór (2.14) w podrozdz. 2.2). 
JednakŜe w przypadku rozwaŜanym obecnie występują dodatkowo wariancje 

międzyrównaniowe 2
jlασ  i ,2

jlεσ  które równieŜ podlegają estymacji.  

Łączna macierz wariancji-kowariancji dla całego układu M równań (2.59) 
ma postać: 

 
(2.61) ( ) ( ) ( )TNTN IIΣJIΣuuΩ ⊗⊗+⊗⊗=Σ= εα

T  (2.62) 
 

gdzie ][[ 22
jljl εεαα σσ == ΣΣ   i ]  są macierzami stopnia M. Ponadto skła- 

dowe składnika losowego całego układu M równań ( )TTT
Mααα ...,,1=   

i ( )TTT
Mεεε ...,,1=  mają rozkłady ),,(~ NIΣ0α ⊗α  ),,(~ NTIΣ0ε ⊗ε  co 

oznacza, Ŝe spełniają załoŜenia SUR.  
Macierz (2.62) zapisać moŜna w postaci alternatywnej (por. np. D ań s k a 

[2000]): 
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(2.61) QΣPΣΩ ⊗+⊗= α1  (2.63) 
 
gdzie: ,1 εα ΣΣΣ += T  P jest operatorem międzygrupowym (wzór (2.15)),  
Q – operatorem wewnątrzgrupowym (wzór (2.8)). Wówczas 

,11
1

1 QΣPΣΩ ⊗+⊗= −−−
α  co wykazał B a l t a g i [1980], a nieobciąŜone 

estymatory składowych macierzy (2.63) wyznaczyć moŜna jako: 
 

(2.61) ( )1ˆ −= TNQUUΣ T
ε      oraz    NQUUΣ T=1

ˆ  (2.64) 
 
gdzie ( )MuuU ...,,1=  jest macierzą składników losowych wszystkich M rów- 
nań modelu o wymiarach (NT × M). Elementy macierzy U zastąpić moŜna 
resztami MNK (por. Avery [1977]) albo resztami estymatora wewnątrzgrupo-
wego (A m e m i y a [1971]; B a l t a g i [1980]). 

PoniewaŜ ΩΩΩΩ jest macierzą blokowo-diagonalną, to zastosowanie UMNK do 
łącznej estymacji układu M równań (2.59) jest równowaŜne zastosowaniu jej do 
kaŜdego równania osobno, o ile zbiory zmiennych objaśniających tych równań 
róŜnią się. Jeśli jednak macierz zmiennych objaśniających w kaŜdym równaniu 
jest identyczna, to estymatory te nie są równowaŜne. Estymatory typu Zellnera 

są asymptotycznie efektywne, jeŜeli εΣ̂  jest zgodny, a αΣ̂  ma skończoną 
dodatnio określoną granicę (por. P r u c h a [1984]).  

2.6.2. Metody estymacji modeli wielorównaniowych  
o równaniach łącznie współzaleŜnych 

PowyŜsze rozwaŜania dotyczyły modeli wielorównaniowych prostych,  
a przedstawiona metoda estymacji stanowiła rozszerzenie procedury Zellnera 
stosowanej dla modeli szeregów czasowych lub danych przekrojowych. Metody 
estymacji modeli wielorównaniowych o równaniach łącznie współzaleŜnych 
równieŜ są adaptacją metod stosowanych do estymacji na podstawie danych 
„jednowymiarowych” i bazują na dwustopniowej MNK (2MNK) lub trójstop-
niowej MNK (3MNK). 

W celu prezentacji metod estymacji pojedynczych równań (bazujących na 
2MNK) załóŜmy, Ŝe pierwsze równanie modelu o równaniach łącznie współza-
leŜnych ma postać: 

 
(2.61) 1111 uδZy +=  (2.65) 
 

gdzie: [ ] ( )TTT  111111 ,,, βγδXYZ == , przy czym Y1 jest g1-elementowym zbiorem 

zmiennych endogenicznych, X1 – k1-elementowym zbiorem zmiennych egzoge-
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nicznych występujących w tym równaniu. Jak wiadomo, równanie (2.65) jest 
identyfikowalne, jeŜeli liczba zmiennych egzogenicznych niewystępujących w 
pierwszym równaniu k2 jest nie mniejsza niŜ liczba g1. Niech ponadto 

[ ]21, XXX =  będzie zbiorem wszystkich zmiennych egzogenicznych modelu. 
Składnik losowy modelu (2.65) ma postać: 

 
(2.61) 111 εαZu += α  (2.66) 
 
gdzie: ,αZ  α1, ε1 określone są analogicznie jak w równaniu (2.60). 

Macierz wariancji-kowariancji równania (2.66) ma postać:  

 

(2.61) ( ) ( ) NTTN IJIΩuu 22
1111 1111 εα σσ +⊗==TE  (2.67) 

 
Podwójny subskrypt (11) przy składowych α i ε wskazuje, Ŝe jest to macierz 

właściwa dla pierwszego równania. 
W wyniku pomnoŜenia równania (2.65) przez operator wewnątrzgrupowy 

Q otrzymuje się: 

 

(2.61) 1111
~~~ uδZy +=  (2.68) 

 

gdzie: .~,
~

,~
111111 QuuQZZQyy ===      Parametry tego równania estymuje się 

za pomocą 2MNK, zastępując zmienne endogeniczne skorelowane ze składni-

kiem losowym przez .
~

QXX =  Uzyskany w ten sposób wewnątrzgrupowy 
estymator 2MNK (W2MNK) wektora 1δ  ma formę: 

 

(2.61) ( ) 1~1
1

1~1
~~~~~
yPZZPZδ XX

TT
W2MNK1,

−
=  (2.69) 

 

a jego wariancja wynosi: ( ) 1
1~1

2 ~~
)

~
(

11

−
= ZPZδ X

T
W2MNK1,

2D εδ , gdzie 

( ) TT XXXXPX
~~~~ 1

~
−

= .  

Międzygrupowy estymator 2MNK (M2MNK) uzyskuje się stosując 2MNK 
do równania (2.65) pomnoŜonego stronami przez operator międzygrupowy P,  
a więc równania: 

 
(2.61)                                           1111 uδZy +=                                            (2.70) 
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gdzie: .,, 11111 PuuPZZPyy 1 ===      Jako instrumenty dla zmiennych endoge-

nicznych przyjmuje się .PXX =  Uzyskany w ten sposób estymator ma postać: 
 

(2.61) ( ) 11

1

11,1
ˆ yPZZPZδ XX

TT
M2MNK

−
=  (2.71) 

 

zaś jego wariancja: ( ) ,)ˆ(
1

11
2

1,1 11

−
= ZPZδ X

T
M2MNK

2D δ  gdzie .222
1 111111 εα σσσ += T   

Estymator dwustopniowej metody najmniejszych kwadratów dla modeli 
panelowych (2MNK-MP) (ang. error component two-stage least squares 
estimator), będący macierzowo waŜoną średnią estymatorów (2.69) i (2.71) (por. 
B a l t a g i [1981]) ma postać: 

 

(2.61) 
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Uzyskuje się go w wyniku zastosowania UMNK do estymacji systemu równań, 
postaci:  
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gdzie: 0
uX
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Pierwszy czynnik wzoru (2.72) określa wariancję estymatora PM2MNK. 
Jak wspomniano powyŜej, estymator (2.72) moŜe być przedstawiony jako 

macierzowo waŜona średnia estymatorów W2MNK i M2MNK, co zostało 
pokazane w: B a l t a g i [2008] (s. 122–124). Nieznane składowe wariancji 

2
1

2
1111

σσν  i występujące we wzorze (2.72) zastąpić moŜna zgodnymi estymatora-

mi uzyskanymi odpowiednio na podstawie reszt W2MNK i M2MNK. Dokład-
niej zostało to opisane w: B a l t a g i [2008] (s. 122–124), a w języku polskim  
w pracy B. D ań s k i e j [2000]. Przedstawiona tam teŜ została alternatywna 
metoda uzyskania estymatora wektora δδδδ1. 

W celu prezentacji moŜliwości łącznej estymacji systemu równań łącznie 
współzaleŜnych (bazującej na 3MNK) zapiszmy ten system w postaci: 

 
(2.74)                                              uZy += δ                                               (2.74) 
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gdzie ( ) ( )jM ZZyyy diag  TT == ,...,,1 , ( ) ( )TTTTT   MM uuuδδδ ...,,,...,, 11 =′= , zaś 

],[ jjj XYZ =  jest macierzą o wymiarach )]([ jj kgNT +×  dla j = 1, ..., M. 

Oznacza to, Ŝe j-te równanie modelu zawiera jg  zmiennych endogenicznych  

i jk  zmiennych egzogenicznych.  

Składnik losowy j-tego równania układu (2.74) ma postać: ,jjj εαZu += α  

a macierze wariancji-kowariancji są dane wzorami: (2.61) dla j-tego i i-tego 
równania oraz (2.62) dla całego układu (2.74). Ich forma jest więc identyczna, 
jak w przypadku modelu SUR. MnoŜąc równanie (2.74) stronami przez QI ⊗M  
uzyskuje się: 

 

(2.74) uZy ~~~ += δ  (2.75) 
 

gdzie: ( ) ( ) ( ) .~,
~~ uQIuZQIZyQIy ⊗=⊗=⊗= MMM       ,  Stosując do modelu 

(2.75) 3MNK ze zbiorem instrumentów XI
~⊗M  (gdzie QXX =~

), otrzymuje się 
tzw. wewnątrzgrupowy estymator trójstopniowej MNK (W3MNK) dany 
wzorem: 

 

(2.74) ( )[ ] ( )[ ]yPΣZZPΣZδ XX
~~~~~

~
11

~
1 ⊗⊗= −−−

εε
TT

W3MNK  (2.76) 

 

Analogicznie uzyskuje się tzw. międzygrupowy estymator trójstopniowej 
MNK (M3MNK). NaleŜy zastosować 3MNK ze zbiorem instrumentów XI ⊗M  

(gdzie PXX = ) do estymacji modelu, powstającego z pomnoŜenia (2.74) przez 
PI ⊗M , i mającego postać: 

(2.74) (2.74) (2.74) 
(2.74) uδZy +=  (2.77) 
 

gdzie ( ) ( ) ( ) ., uPIuZPIZyPIy ⊗=⊗=⊗= MMM       ,  

Estymator M3MNK dany jest wzorem: 

 

(2.74) ( )[ ] ( )[ ]yPΣZZPΣZδ XX ⊗⊗= −−− 1
1

11
1

ˆ TT
M3MNK  (2.78) 

 

Estymator trójstopniowej metody najmniejszych kwadratów dla modeli panelo-
wych (PM3MNK) (ang. error component three-stage least squares estimator), 
ma postać: 
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(2.74) 
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] (2.79)                     T
ε

T

T
ε

T
PM3MNK

yPΣZyPΣZ

ZPΣZZPΣZδ

XX
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11
1~

1
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Otrzymuje się go w wyniku estymacji UMNK systemu równań utworzone-

go z (2.75) i (2.77) pomnoŜonych odpowiednio przez TXI
~⊗M  i TXI ⊗M . 

Estymator (2.79) moŜe być przedstawiony jako macierzowo waŜona średnia 
estymatorów W3MNK i M3MNK. Nieznane składowe wariancji εΣ  i ,1Σ  
występujące w (2.79), zastąpić moŜna (podobnie jak w metodzie dwustopnio-
wej) zgodnymi estymatorami uzyskanymi odpowiednio na podstawie reszt 
W2MNK i M2MNK. Dokładniej zostało to opisane w: B a lt a g i [2008]  
(s. 130–132), a w języku polskim w pracy D ań s k i e j [2000], w których 
przedstawiono teŜ alternatywną metodę uzyskania estymatora wektora δ1. 

 
 
 



 
 

R O Z D Z I A Ł  3  
 
 

PROBLEMY ESTYMACJI I TESTOWANIA DYNAMICZNYCH  
MODELI PANELOWYCH  

 
 
 
W poprzednich rozdziałach podkreślano, Ŝe dynamiczne modele panelowe 

wymagają zastosowania specyficznych metod estymacji. Zaprezentowanie tych 
metod oraz odpowiednich testów statystycznych jest zasadniczym celem 
niniejszego rozdziału. Prezentacja metod estymacji poprzedzona jest szczegóło-
wym uzasadnieniem przyczyn utraty zgodności i nieobciąŜoności estymatorów 
stosowanych dla modeli statycznych, która ma miejsce, jeśli postać modelu jest 
dynamiczna. Własności estymatorów: wewnątrzgrupowego i międzygrupowego, 
w przypadku modelu dynamicznego, oraz problemy związane z szacowaniem 
efektów długookresowych i krótkookresowych w modelach panelowych są 
omówione w podrozdz. 3.1. Podrozdział 3.2 poświęcony jest prezentacji metod 
estymacji dynamicznych modeli panelowych, bazujących na uogólnionej 
metodzie momentów i metodzie zmiennych instrumentalnych. Są to metody 
mające największe znaczenie w praktyce, zaś pojawiające się w literaturze 
przedmiotu propozycje alternatywne, o których wspomniano w podrozdz. 1.6, 
wydają się mieć znaczenie znacznie mniejsze. Wyjątkiem moŜe być propozycja 
zastosowania estymatora wewnątrzgrupowego ze skorygowanym sposobem 
obliczania wariancji estymatorów parametrów strukturalnych. Ze względu  
na relatywnie duŜą częstotliwość zastosowań tej metody została ona przedsta-
wiona dokładniej w pkt 3.2.7. Testy statystyczne, stosowane do oceny jakości 
dynamicznych modeli panelowych opisane są w podrozdz. 3.3. Końcowy 
podrozdz. 3.4 poświęcony jest porównaniu własności estymatorów, przedsta-
wionych w podrozdz. 3.2.  

3.1. Panelowe modele statyczne a dynamiczne – własności estymatorów 

Estymator wewnątrzgrupowy dla statycznych modeli panelowych jest 
zgodny, niezaleŜnie od tego, czy efekty grupowe są losowe (model RE), czy 
nielosowe (model FE). W przypadku modelu dynamicznego estymator ten traci 
zgodność, przy czym dotyczy to zarówno modelu FE, jak i RE. Wynika to  
z faktu, Ŝe opóźniona zmienna objaśniana jest zaleŜna od stałych w czasie 
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efektów grupowych αi, a dokładniej, Ŝe transformowany za pomocą operatora 
wewnątrzgrupowego wektor obserwacji na opóźnionej zmiennej objaśnianej1 
jest skorelowany z transformowanym w ten sam sposób wektorem składników 
losowych ε. 

PoniŜej pokazana zostanie przyczyna utraty zgodności estymatora we-
wnątrzgrupowego na przykładzie modelu autoregresyjnego. Model taki ma 
postać: 

 
(3.1) ititiit yy εαγ ++= −1,  (3.1) 

 

Postać ogólna estymatora wewnątrzgrupowego Wβ̂  dana jest wzorem (2.9) 
w rozdz. 2. Dla parametru γ modelu (3.1) miałby on postać:  
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gdzie y i oraz y i,–1 oznaczają średnie po czasie odpowiednio z wartości yit, yi,t–1. 

Podstawiając (3.1) do powyŜszego wzoru, otrzymujemy: 
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Jeśli N → ∞, a T jest skończone, to estymator ten nie jest zgodny ani nieobcią-
Ŝony, poniewaŜ wyraŜenie w liczniku wzoru (3.3) nie dąŜy wtedy do zera. 
N i c k e l l [1981] wykazał, Ŝe: 
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gdzie 2
εσ  oznacza wariancję składnika losowego εit. 

                          
1 Wynikiem takiej transformacji jest wektor, którego elementami są odchylenia od średnich 

grupowych; i-ta współrzędna tego wektora ma postać: ,.1, iti yy −−  gdzie .iy  oznacza średnią 

arytmetyczną zmiennej y po czasie. 
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Z zaleŜności (3.4) wynika, Ŝe estymator (3.3) byłby zgodny i nieobciąŜony 
jedynie wtedy, gdy T → ∞. Próby wykorzystywane w praktyce charakteryzują 
się jednak zazwyczaj niewielkimi wartościami T.  

Wynik uzyskany przez S. Nickella zapisać moŜna inaczej (por. np. H s i a o 
[2003], s. 72): 
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Ze wzoru (3.5) widać, Ŝe estymator wewnątrzgrupowy jest niezgodny O(T–1)  
i asymptotyczne obciąŜenie jest ujemne dla dodatnich wartości γ. Ponadto 

wielkość tego obciąŜenia nie zaleŜy od wartości 2
εσ .  

Dla modelu z niezaleŜnymi zmiennymi objaśniającymi, postaci: 

 

(3.1) itiittiit yy εαγ +++= − xβT
1,  (3.6) 

 
P. S e v e s t r e i A. T r o g n o n [1985] wykazali, Ŝe asymptotyczne obciąŜenie 
estymatora Wγ̂  zmienia się w ten sposób, Ŝe we wzorze (3.5) prawą stronę 
naleŜy pomnoŜyć przez: 
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gdzie M  = I  – AX (XTAX )–1XTA, TN AIA ⊗= , T
TTTT T

iiIA
1−= , iT oznacza 

wektor jedynek o T współrzędnych, y–1 jest wektorem opóźnionych zmiennych 

objaśnianych: .]...,,...,,...,,[ 1,01,1101
T

−−− = TNNT yyyyy  ObciąŜenie estymatora 

wektora β parametrów przy zmiennych egzogenicznych modelu (3.6) wynosi zaś: 
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M. H. P e s a r a n i R. S m i t h [1995] pokazali, Ŝe jeŜeli w rzeczywistości 

obiekty są heterogeniczne i parametry strukturalne modelu róŜnią się względem 
obiektów (wektorem parametrów strukturalnych modelu (3.6) jest βi, gdzie i = 1, 
..., N), to estymator wewnątrzgrupowy jest niezgodny równieŜ w przypadku, gdy 
jednocześnie T → ∞ i N → ∞.  
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Własności estymatora KMNK parametru γ modelu autoregresyjnego postaci 
(3.1) zaleŜą natomiast od załoŜeń dotyczących efektów grupowych.  

W przypadku statycznego modelu z efektami losowymi (RE), przy załoŜe-
niu, Ŝe zmienne objaśniające są egzogeniczne i nieskorelowane z efektami 
grupowymi, estymator KMNK, choć nieefektywny, jest zgodny i nieobciąŜony. 
Natomiast w przypadku dynamicznym estymator KMNK parametru γ traci 
zgodność, co spowodowane jest korelacją opóźnionej zmiennej objaśnianej  
z efektami grupowymi. Estymator ten ma postać: 
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Asymptotyczne obciąŜenie estymatora KMNKγ̂  dla ∞→N  jest określone 

jako granica według prawdopodobieństwa drugiego składnika po prawej stronie 
wzoru (3.5). MoŜna wykazać (por. np. H s i a o [2003], s. 74), Ŝe: 
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gdzie 2
εσ  oznacza wariancję składnika losowego εit, a 2

ασ – wariancję efektów 
αi. Zazwyczaj zakłada się, Ŝe wartości początkowe yi0 są arbitralnie określonymi 
stałymi lub są generowane przez ten sam proces, który generuje pozostałe 
wartości yit, zatem kowariancja ),cov( 0 iiy α jest nieujemna i estymator KMNKγ̂  
jest obciąŜony w górę. Jeśli załoŜy się jedynie, Ŝe wartości początkowe są 

ograniczone, tzn. Ŝe Nyp i
N

2
0lim

∞→
 jest skończona, to KMNKγ̂  jest obciąŜony  
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w górę, jeśli N → ∞ lub T → ∞. ObciąŜenie to rośnie ze wzrostem wariancji 
2
ασ . Opisane wyŜej rezultaty asymptotyczne są prawdziwe równieŜ w małych 

próbach, o czym świadczą wyniki eksperymentów Monte Carlo przeprowadzo-
nych przez N e r l o v e’a [1967].  

Dołączenie do modelu niezaleŜnych zmiennych objaśniających (model 
(3.6)) powoduje nieznaczną redukcję obciąŜenia estymatora .ˆKMNKγ  Oceny 
KMNK parametrów β są natomiast bliŜsze zeru niŜ rzeczywiste wartości tych 
parametrów. 

PowyŜsze rozwaŜania na temat estymatora KMNK dotyczyły modelu RE. 
W przypadku dynamicznego modelu FE postaci (3.6), jeśli T → ∞, to opóź- 
niona zmienna objaśniana yit–1 spełnia warunek słabej egzogeniczności: 

( ) 0...;,,| 2,1, =−− ititiit yyu αE . Zatem regresja KMNK zmiennej yit na ,1, −tiy  xit  

i specyficzne dla obiektów stałe αi daje estymator zgodny. Dla skończonych 
wartości T argumentacja jest natomiast analogiczna, jak w przypadku modeli RE.  

Formuły, określające asymptotyczne obciąŜenie estymatorów KMNK dla 
modelu autoregresyjnego rzędu p wyprowadzone są w pracy A. T r o g n o n a 
[1978]. Kierunek obciąŜenia jest jednak w przypadku takiego modelu niemoŜli-
wy do określenia a priori. 

Problem estymacji efektów długookresowych na podstawie modeli panelo-
wych rozwaŜany jest w pracy A. P i r o t t e’a [1999]. Sytuacja w przypadku 
takich modeli róŜni się od przypadku modeli szeregów czasowych przede 
wszystkim ze względu na niewielki wymiar czasowy próby. Krótkość szeregów 
czasowych powoduje, Ŝe w przypadku modeli panelowych nie moŜe być 
zastosowana procedura E n g l e’a i G r a n g e r a [1987]. Ta dwuetapowa 
procedura stosowana do estymacji modeli szeregów czasowych umoŜliwia 
oszacowanie efektów długookresowych na podstawie modelu statycznego,  
a efekty krótkookresowe są szacowane na podstawie modelu korekty błędem 
(ang. error correction model, ECM). Dla modeli panelowych B. H. B a l t a g i  
i J. M. G r i f f i n [1983, 1984] pokazali, Ŝe efekty długookresowe moŜna 
oszacować na podstawie regresji międzygrupowej, tzn. szacując model statyczny 
na podstawie średnich grupowych (model (2.4), rozdz. 2). Estymatorem wektora 
parametrów strukturalnych β modelu (2.4) jest tzw. estymator międzygrupowy 

Bβ̂ , dany wzorem (2.23). Jest to moŜliwe równieŜ w przypadku modelu 

heterogenicznego, z wektorem parametrów strukturalnych postaci βi, gdzie i = 1, 
..., N, dla N → ∞ i T → ∞, co pokazali P e s a r a n i S m i t h [1995]. Pirotte 
[1999] rozwaŜa przypadek gdy N → ∞, T jest skończone, a parametry struktu-
ralne są jednakowe względem obiektów. Wykazał on, Ŝe jeśli poprawną specyfi-
kacją modelu jest model dynamiczny z efektami losowymi, to granicą stocha-

styczną estymatora międzygrupowego Bβ̂  modelu statycznego jest ocena efektu 

długookresowego. Granicą stochastyczną estymatora wewnątrzgrupowego Wβ̂  
modelu statycznego jest zaś ocena efektów krótkookresowych. Zatem w modelu 
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dynamicznym efekty długookresowe moŜna szacować na podstawie statycznej 
regresji międzygrupowej, a efekty krótkookresowe – na podstawie statycznej 
regresji wewnątrzgrupowej. Wyniki uzyskane przez A. P i r o t t e’a [1999] nie 
zaleŜą od załoŜeń dotyczących macierzy wariancji-kowariancji składnika 
losowego w modelu statycznym, zatem są one prawdziwe równieŜ dla modeli  
z autokorelacją i z efektami losowymi. P. E g g e r i M. P f a f f e r m a y r [2004] 
pokazali, Ŝe asymptotyczne obciąŜenie estymatorów: międzygrupowego i we-
wnątrzgrupowego jako estymatorów efektów długookresowych i krótko- 
okresowych zaleŜy od własności procesu generującego dane, długości  
szeregu czasowego i przekrojowego zróŜnicowania wartości zmiennych obja-
śniających. 

3.2. Metody estymacji dynamicznych modeli panelowych 

Dynamiczny model panelowy ma postać: 
 

  ,1,1, itiittiitittiit yuyy εαγγ +++=++= −− βxβx TT   i = 1, ..., N, t = 1, ..., T   (3.11) 

 
gdzie εit ~ N(0, σε

2) dla kaŜdego i, t, αi – efekty grupowe; jeśli αi są losowe,  
to αi ~ N(0, σα

2), 1][ ×= Kkitit xx  – wektor zmiennych objaśniających o K współ- 

rzędnych, β – wektor parametrów (K × 1), jednakowych dla wszystkich i  
oraz t.  

Jak wspomniano w podrozdz. 3.1, do estymacji panelowych modeli dyna-
micznych naleŜy stosować odrębne metody, inne niŜ stosuje się dla modeli 
statycznych. NajwaŜniejsze propozycje takich metod, przedstawiane we współ-
czesnej literaturze przedmiotu bazują na uogólnionej metodzie momentów 
(GMM). Pojawiają się teŜ propozycje stosowania metod opartych na metodzie 
zmiennych instrumentalnych lub metodzie największej wiarygodności oraz 
korekt niwelujących obciąŜenie estymatorów stosowanych dla modeli sta-
tycznych. Wydaje się jednak, Ŝe praktyczne znaczenie tych metod jest  
stosunkowo niewielkie. GMM jest metodą najbardziej uniwersalną, niewymaga-
jącą przyjmowania zbyt wielu załoŜeń i relatywnie łatwą do praktycznego 
zastosowania. 

Metody bazujące na GMM mogą być wykorzystywane m. in. do estymacji 
modeli autoregresyjnych z rozkładem opóźnień (ang. autoregressive-distribured 
lag model, ADL), Jako szczególny przypadek takiego modelu potraktować 
moŜna model dynamiczny, estymowany na podstawie danych panelowych.  
S. B o n d [2002] (s. 26) stwierdza, Ŝe GMM jest szczególnie uŜyteczna do 
estymacji modeli, które zawierają endogeniczne lub z góry ustalone zmienne 
objaśniające, a proces generujący szeregi czasowe nie jest w pełni specyfiko-
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walny. Wydaje się, Ŝe powyŜsze stwierdzenie, autorstwa jednego z najbardziej 
uznanych autorytetów w dziedzinie metod estymacji panelowych modeli 
dynamicznych, wyjaśnia popularność, jaką zyskały metody bazujące na GMM  
w rozwaŜanym tu kontekście2. 

Postać i liczba warunków momentów, moŜliwych do wykorzystania  
w procesie estymacji modelu (3.11) za pomocą GMM, zaleŜy od załoŜeń, 
dotyczących korelacji między zmiennymi xit a składowymi αi i εit. Przy 
załoŜeniu, Ŝe εit nie wykazuje korelacji w czasie oraz xit są skorelowane  
z αi, moŜliwe jest przyjęcie trzech alternatywnych załoŜeń na temat korelacji 
xit z εit. Zmienne xit mogą być: 

− endogeniczne, tzn. xit jest skorelowany z wartością bieŜącą εit i warto-
ściami opóźnionymi εi,t–s, ale nieskorelowana z wartościami przyszłymi εi,t + s, 

− z góry ustalone, tzn. xit jest nieskorelowany z wartością bieŜącą εit, ale 
skorelowany z wartościami opóźnionymi εi,t–s, 

− ściśle egzogeniczne, tzn. xit jest nieskorelowany z wartością bieŜącą εit, 
wartościami opóźnionymi εi,t–s i z wartościami przyszłymi εi,t + s. 

MoŜliwe jest teŜ przyjęcie dodatkowych, silniejszych załoŜeń o niewystę-
powaniu korelacji jednoczesnej: 0x =)( itituE  dla t = 1, ..., T. Wówczas w za-
leŜności od tego, czy xit jest wektorem zmiennych z góry ustalonych, czy ściśle 
egzogenicznych wskazać moŜna dodatkowe zmienne instrumentalne, a więc 
dodatkowe warunki momentów. 

Kolejne dodatkowe warunki momentów są spełnione, jeśli załoŜy się, Ŝe xit 
są nieskorelowane z αi albo, jak w pracy M. A r e l l a n o i O. B o v e r [1995], Ŝe 
poziomy zmiennych xit są skorelowane z αi, ale pierwsze róŜnice ∆xit i efekty 
grupowe αi nie są skorelowane.  

Wybór między powyŜszymi alternatywnymi załoŜeniami wydaje się arbi-
tralny. PoniewaŜ jednak w większości przypadków dodatkowe warunki momen-
tów są tzw. warunkami ponadidentyfikującymi (ang. overidentyfying restric-
tions), to ich właściwość moŜna badać za pomocą róŜnicowego testu Sargana. 
Jest on omówiony w podrozdz. 3.3.  

Do wymienionych powyŜej załoŜeń, róŜni autorzy dołączają jeszcze dodat-
kowe załoŜenia, np. załoŜenia dotyczące warunków początkowych lub słabej 
stacjonarności. W ten sposób uzyskuje się alternatywne estymatory dla panelo-
wych modeli dynamicznych, spośród których te o największym znaczeniu 
praktycznym omówione zostaną w kolejnych podrozdziałach.  

W podrozdz. 3.2.1 omówiona jest metoda A n d e r s o n a i H s i a o [1981, 
1982], oparta na metodzie zmiennych instrumentalnych. Pozostałe propozycje 
bazują na GMM. 

                          
2 Uogólniona metoda momentów w wersji dla szeregów czasowych została zaproponowana 

przez L. P. H a n s e n a [1982]. Jej idea została przedstawiona w zarysie w dodatku II niniejszej 
publikacji. 
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GMM pierwszych róŜnic (ang. first-differenced GMM, FDGMM), zapropo-
nowana przez M. A r e l l a n o i O. B o n d a [1991] omówiona jest w pkt 3.2.2. 
Zasadniczą ideę FDGMM przedstawić moŜna następująco: oblicza się pierwsze 
róŜnice modelu w celu usunięcia stałych w czasie efektów grupowych αi,  
a następnie zmienne objaśniające w modelu pierwszych róŜnic zastępuje 
instrumentami, którymi są poziomy zmiennych, opóźnione o dwa lub więcej 
okresów. Estymatory parametrów strukturalnych uzyskuje się stosując GMM do 
modelu pierwszych róŜnic. MoŜliwość zastosowania tej metody moŜe być 
problematyczna w przypadku, kiedy opóźnione poziomy zmiennych są słabymi 
instrumentami dla zmiennych zróŜnicowanych (tzn. zmienne instrumentalne są 
zbyt słabo skorelowane ze zmienną objaśniającą). Estymatory FDGMM mogą 
być wówczas silnie obciąŜone3. Sytuacja taka ma miejsce m. in. wtedy, gdy 
liczba obserwacji w czasie jest mała i wykorzystuje się tzw. szeregi czasowe  
o wysokim stopniu trwałości (ang. persistent time series). W procesie kon- 
strukcji i estymacji dynamicznych modeli panelowych wymieniona cecha 
szeregów czasowych jest wyjątkowo istotna, ponadto wydaje się, Ŝe pojęcie to 
jest rzadko spotykane w innych kontekstach. Dlatego poniŜej podana jest 
definicja takiego szeregu. 

Definicja. Szeregiem czasowym o wysokim stopniu trwałości nazywa się 
szereg, którego przyszłe wartości są silnie skorelowane z wartościami bieŜącymi 
(ang. A highly persistent time series is a time series process, where outcomes in 
the distant future are highly correlated with current outcomes). 

R. B l u n d e l l i S. B o n d [1998] rozwaŜali problem słabych instrumentów  
w kontekście panelowych modeli dynamicznych i zaproponowali tzw. systemo-
wy estymator GMM (ang. system GMM, SGMM). Praca ta jest omówiona  
w pkt 3.2.6. Estymator systemowy wykorzystuje załoŜenia dotyczące war- 
tości początkowych, umoŜliwiające uzyskanie warunków momentów, które są 
właściwe równieŜ w przypadku szeregów o wysokim stopniu trwałości. Zasad-
nicza idea SGMM polega na oszacowaniu systemu równań zarówno na przyro-
stach, jak i na poziomach. Instrumentami dla zmiennych objaśniających  
w równaniach na poziomach są opóźnione pierwsze róŜnice zmiennych. Instru-
menty te są właściwe przy załoŜeniu, Ŝe spełnione jest załoŜenie słabej stacjo-
narności dla warunków początkowych. Idea SGMM jest rozwinięciem sugestii 
przedstawionych przez M. A r e l l a n o i O. B o v e r [1995], dotyczących 
wykorzystania dodatkowych warunków momentów dla równań na poziomach  
i wskazania właściwych instrumentów. Praca M. A r e l l a n o, O. B o v e r [1995] 
omówiona jest w pkt 3.2.4. Dodatkowe warunki momentów, które mogą być 
wykorzystywane do estymacji dynamicznych modeli panelowych, jeśli liczba 

                          
3 Uwagi na temat obciąŜenia estymatorów, spowodowanego zastosowaniem słabych instru-

mentów, znaleźć moŜna m. in. w: S t a i g e r, S t o c k [1997]; B o b b a, C o v i e l l o [2007]. 
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obiektów N → ∞, a wymiar czasowy próby T jest skończony, wskazali równieŜ 
S. C. A h n i P. S c h m i d t [1995]. Ich wykorzystanie poprawia efektywność 
estymatora FDGMM. Warunki te są nieliniowe, ale autorzy wskazują moŜliwość 
przekształcenia ich do warunków liniowych. Omówienie pracy S. C. A h n a  
i P. S c h m i d t a [1995] zawarte jest w pkt 3.2.5. 

Punkt 3.2.3 zawiera opis propozycji F. W i n d m e i j e ra [2005], dotyczącej 
sposobu korygowania obciąŜenia estymatorów wariancji dwustopniowych 
estymatorów GMM, które jest szczególnie znaczne w małych próbach.  

Punkt 3.2.7 zawiera natomiast opis propozycji J. F. K i v i e t a [1995].  
Polega ona na zastosowaniu do estymacji dynamicznego modelu panelowego 
estymatora wewnątrzgrupowego, z uwzględnieniem wyznaczonej przez autora 
poprawki, korygującej jego obciąŜenie. 

3.2.1. Estymator metody zmiennych instrumentalnych  
Andersona–Hsiao 

T. W. Anderson i C. Hsiao w dwóch kolejnych artykułach z lat 1981 i 1982 
przedstawili ideę wykorzystania do estymacji dynamicznych modeli panelowych 
metody zmiennych instrumentalnych (IV). Artykuł z roku 1981 dotyczy modelu 
autoregresyjnego. Rozszerzenie rozwaŜań na model zawierający dodatkowe 
zmienne objaśniające przedstawione zostało w pracy: A n d e r s o n, H s i a o 
[1982]. Metoda zmiennych instrumentalnych, znana obecnie jako metoda 
Andersona–Hsiao, została przez autorów zaproponowana jako praktyczna 
alternatywa dla stanowiącej równieŜ przedmiot ich rozwaŜań metody najwięk-
szej wiarygodności (MNW). Dwie, jak się wydaje najwaŜniejsze w kon- 
tekście późniejszych badań sugestie, zawarte w pracach T. W. A n d e r s o n a  
i C. H s i a o [1981], [1982], to podkreślenie wagi warunków początkowych  
w procesie estymacji dynamicznych modeli panelowych, oraz wskazanie 
moŜliwości wyeliminowania z modelu efektów grupowych αi poprzez obliczenie 
pierwszych róŜnic.  

A n d e r s o n i H s i a o [1981] (w dalszym ciągu AH81) rozwaŜali model 
autoregresyjny postaci: 

 
(3.12) ,1,1, ititiittiit yuyy εαγγ ++=+= −−     gdzie 1<γ  (3.12) 

 

Przyjmując róŜne załoŜenia dotyczące wartości początkowych yi0, badali oni 
własności estymatora MNW i estymatora wewnątrzgrupowego (WG). AH81 
wyróŜnili cztery przypadki: 
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1) wartości początkowe yi0 są nielosowe, obserwowalne i spełniają warunek: 
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2) wartości początkowe są nielosowe, niezaleŜne od αi i εit, oraz mają jed-

nakową średnią c i wariancję σ0
2,  

3) wartości początkowe są nielosowe, niezaleŜne od αi i εit, oraz mają róŜne 
średnie i jednakową wariancję σ0

2.  
4) wartości początkowe są nielosowe, stacjonarne,  
Wyznaczenie łącznej funkcji wiarygodności dla i-tego obiektu (w celu za-

stosowania estymatora MNW) jest najprostsze w przypadku 2). Wyznacza się ją 
w zaleŜności od funkcji gęstości dla próby i od wartości początkowych: 
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i 4) wyznaczanie funkcji wiarygodności komplikuje się. Dla przykładu, w przy-
padku 4) jej postać jest następująca: 
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składające się odpowiednio z zer lub jedynek, ρ oznacza współczynnik korelacji 

międzygrupowej, Ωuu 2)( σ=TE , u = [u11, ..., u1T, ..., uN1, ..., uNT]
T.  

W przypadku estymatora WG, wartości początkowe yi0 traktuje się jako nie-
znane stałe. Własności róŜnych estymatorów, w zaleŜności od załoŜeń dotyczą-
cych yi0, zestawione są w tabl. 3.1. 
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T a b l i c a 3.1 
 

Zgodność estymatorów MNW i FE w zaleŜności od załoŜeń, dotyczących yi0 

Estymator MNW Estymator FE ZałoŜenie  
o yi0 T → ∞, N skończone N → ∞, T skończone T → ∞, N skończone N → ∞, T skończone 

1) zgodny zgodny zgodny niezgodny 

2) zgodny zgodny zgodny niezgodny 

3) zgodny niezgodny zgodny niezgodny 

4) zgodny zgodny zgodny niezgodny 

Ź r ó d ł o: AH81, za: N e r l o v e  [2000]. 
 
Z tab. 3.1 wynika w szczególności, Ŝe jeśli wymiar czasowy próby T jest 

skończony, to estymator WG nie powinien być stosowany. Estymator ten jest 
zaś zgodny i nieobciąŜony, jeśli T → ∞, co ma jednak małe znaczenie praktycz-
ne, poniewaŜ zazwyczaj dane panelowe charakteryzują się niewielką liczbą 
obserwacji w czasie. Z tab. 3.1 wynika równieŜ, Ŝe dla skończonych wartości  
T i N → ∞ estymatory MNW są zgodne, za wyjątkiem przypadku 3). Wynik ten 
przemawiałby zatem za estymowaniem modeli dynamicznych za pomocą MNW. 

Jest ona jednak Ŝmudna i niedogodna w zastosowaniach praktycznych. Po-
nadto załoŜenia dotyczące wartości początkowych są trudne lub niemoŜliwe do 
zweryfikowania w praktyce. Jako praktyczną alternatywę AH81 proponują 
oszacowania parametru γ  modelu (3.12) za pomocą metody zmiennych 
instrumentalnych (IV). Zastosowanie tej metody wymaga przyjęcia następują-

cych załoŜeń: )( itεE  = 0, 2)( εσεε =jsitE  dla i = j, t = s, 0)( =jsitεεE  w po-

zostałych przypadkach, efekty grupowe są nielosowe. 
Na wstępie, w celu wyeliminowania z modelu efektów grupowych, AH81 

obliczają pierwsze róŜnice modelu (3.12). Otrzymuje się wówczas model 
postaci: 

 
(3.13) ( ) ( ) ( )1,2,1,1, −−−− −+−=− tiittititiit yyyy εεγ  (3.13) 

 
PoniewaŜ w modelu (3.13) zmienna objaśniająca )( 2,1,1, −−− −=∆ tititi yyy  

jest skorelowana ze składnikiem losowym ),( 1, −− tiit εε  AH81 proponują zasto-

sowanie metody IV. Jako moŜliwe instrumenty wskazują oni dwie zmienne: yi,t–2 
oraz ).( 3,2,2, −−− −=∆ tititi yyy  Obie one są skorelowane z ,2,1, −− − titi yy  ale 

nieskorelowane z ),( 1, −−=∆ tiitit εεε  poniewaŜ z załoŜeń modelu (3.12) wynika, 

Ŝe εit nie wykazują autokorelacji. 
Estymatory parametru γ  mają, w zaleŜności od doboru zmiennej instru-

mentalnej, postać: 
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 alnejinstrument  zmiennej  dla  

AHγ  

           (3.14) 
 
Estymatory (3.14), nazywane estymatorami Andersona–Hsiao, są zgodne, jeśli  
N → ∞ lub T → ∞. Ich własności są ponadto niezaleŜne od załoŜeń o warto-
ściach początkowych.  

W późniejszej chronologicznie literaturze (por. A r e l l a n o [1989]) zaleca 
się stosowanie jako instrumentu dla 1, −∆ tiy  opóźnionego o dwa okresy poziomu 

zmiennej, tzn. .2, −tiy  Przyczyną jest to, Ŝe zastosowanie 2, −∆ tiy  jako zmien- 

nej instrumentalnej moŜe wpłynąć na bardzo duŜy wzrost wariancji ocen para-
metrów. Ponadto obliczenie róŜnicy ( 3,2, −− − titi yy ) skraca wymiar czasowy 

próby o 3 okresy, a zastosowanie opóźnionego poziomu 2, −tiy  – tylko  

o 2 okresy. Jest to istotne szczególnie w przypadku, gdy wymiar czasowy próby 
jest niewielki. Jeśli T ≥  3, to wyboru instrumentu moŜna równieŜ dokonać 
badając korelację między )( 2,1, −− − titi yy  a yi,t–2 oraz między )( 2,1, −− − titi yy   

a ).( 3,2, −− − titi yy  W pracy AH81 znaleźć moŜna ponadto porównanie asympto-

tycznej efektywności obu estymatorów, danych wzorem (3.14). 
W artykule z 1982 r. T. W. A n d e r s o n  i  C. H s i a o (dalej AH82) rozsze-

rzają omówione powyŜej rozwaŜania na przypadek, gdy w modelu (3.12) 
występują dodatkowe zmienne objaśniające xit

4. Model taki ma postać: 
 

(3.15) ititiitit yy εαγ +++= −1,xβT  (3.15) 

 
 

                          
4 G. R i d d e r  i  T. W a n s b e e k [1990] zauwaŜyli moŜliwość dokonania pewnych uprosz-

czeń w stosunku do propozycji AH82, wynikających z załoŜeń o stacjonarności zmiennych 
(objaśnianej i egzogenicznych). 
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gdzie 1<γ ; ,0)()( == iti εα EE  ,0)( =itiεαE  2)( εσεε =jsitE  dla i = j, t = s, 

0)( =jsitεεE  w pozostałych przypadkach.  

Podobnie jak w artykule z 1981 r., równieŜ w pracy AH82 rozwaŜono kilka 
róŜnych przypadków w zaleŜności od załoŜeń o wartościach początkowych. 
Dodatkowo wyszczególniono przypadki, kiedy wszystkie zmienne egzogeniczne 
są stałe w czasie lub wszystkie zmieniają się w czasie, a takŜe przypadek 
mieszany.  

W przypadku, gdy zmienne objaśniające xit są stałe w czasie, autorzy AH82 
rozwaŜają cztery róŜne zestawy załoŜeń o wartościach początkowych, analo-
giczne jak w pracy AH81. Do estymacji parametrów modelu proponują oni 
zastosowanie estymatorów MNW i/lub wewnątrzgrupowych (WG)5. W kaŜdym 
przypadku badane są własności asymptotyczne proponowanych estymatorów,  
w zaleŜności od T i N.  

Jak stwierdzają sami autorzy (AH82, s. 58), iteracyjna procedura wyznacza-
nia estymatora MNW jest bardzo skomplikowana. Jako alternatywę proponują 
zastosowanie metody zmiennych instrumentalnych. Ocenę parametru γ uzyskać 
moŜna na podstawie wzoru (3.14). Wstawiając następnie AHγ̂  do równania: 

 

iiitii yy εαγ ++=− − βxT
1,  

 
gdzie iy , ,1,−iy  iε  oznaczają średnie po czasie zmiennych ,ity  1, −tiy  i ,itε  

wyznaczyć moŜna ocenę wektora parametrów β za pomocą KMNK. 
Własności asymptotyczne estymatorów MNW, WG i IV są porównane  

w pracy AH82 (tab. 1, s. 60). Ze względu na duŜą liczbę zestawionych w niej 
przypadków nie jest ona prezentowana w niniejszej pracy. 

W przypadku, gdy zmienne objaśniające xit zmieniają się w czasie, AH82 
wyróŜniają model autokorelacyjny (ang. serial correlation model) i model 
zaleŜności stanowej (ang. state dependence model). Powołują się przy tym na 
pracę H e c k m a n a [1978], który pierwszy wprowadził takie rozróŜnienie. 

Model autokorelacyjny ma postać: 

 

(3.15)     
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5 Za pomocą estymatora WG moŜna oszacować tylko parametr γ. Estymator parametru β nie 

istnieje, gdyŜ przekształcenie wewnątrzgrupowe usuwa z modelu zmienne stałe w czasie, a zatem 
w omawianym przypadku równieŜ zmienną egzogeniczną. 
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lub równowaŜnie: 
 

(3.15) ititiittiit yy εαγγ ++−+= −− 1,1, xβxβ TT  (3.17) 

 
Model zaleŜności stanowej ma natomiast postać: 
 

(3.15)  
   ,,,     

    ,,,,                        
T







==++=

==+=

− TtN...iww

TtN...iwy

itittiit

iitit

...,,11,

...,,110,

1, εγ

α

xβ
 (3.18) 

 
lub równowaŜnie: 
 

(3.15) itiittiit yy εαγ +++= − xβT
1,  (3.19) 

 
W obu powyŜszych przypadkach nieobserwowalne zmienne wit wykazują 

autokorelację. W modelu autokorelacyjnym (3.16) na kształtowanie się zmiennej 
yit wpływa jedynie bieŜąca wartość zmiennych egzogenicznych. Obecność  
w modelu opóźnionej zmiennej endogenicznej wynika jedynie z korelacji w czasie 
składnika losowego. Natomiast w modelu zaleŜności stanowej (3.18) yit kształ-
tuje się równieŜ pod wpływem opóźnionych wartości yit. Jak piszą autorzy  
AH82 (s. 61), nieobserwowalne wartości wit „przenoszą” działanie czynników xit  
i moŜna je nazwać stanem. Zasadnicze rozróŜnienie między dwoma powyŜszymi 
modelami związane jest z występowaniem dynamicznej reakcji na zmiany 
wartości zmiennych egzogenicznych. W modelu autokorelacyjnym, jeŜeli 
wartość zmiennej x wzrasta w okresie t, a później wraca do poprzedniego 
poziomu, to nie ma to wpływu na rozkład zmiennej y w okresie t + 1. W modelu 
zaleŜności stanowej natomiast, zmiana wartości x w okresie t wpływa na rozkład 
zmiennej y w okresie t + 1. 

Autorzy wprowadzają teŜ dalsze rozróŜnienie modeli: autokorelacyjnego  
i zaleŜności stanowej, w zaleŜności od wartości początkowych. WyróŜniane są 
dwa przypadki dla modelu autokorelacyjnego (wartości wi0 są nielosowe lub 
losowe i stacjonarne) i aŜ osiem dla modelu zaleŜności stanowej. 

Dla wszystkich tych przypadków proponowane są estymatory MNW. Ich 
własności asymptotyczne są zestawione w tab. 2 (AH82, s. 67) i tab. 3 (AH82,  
s. 78). Dodatkowo proponowane są równieŜ, jako mniej skomplikowane, metody 
alternatywne. Dla modelu autokorelacyjnego jest to wielostopniowa UMNK  
z estymacją, a dla modelu zaleŜności stanowej – metoda IV. Konieczność 
stosowania w praktyce metod alternatywnych w stosunku do MNW jest zauwa-
Ŝona przez T. W. Andersona i C. Hsiao, którzy stwierdzają, Ŝe niekiedy badacz 
dysponuje zbyt małą liczbą informacji, aby poprawnie wskazać warunki po-
czątkowe; jeśli zaś są one wskazane błędnie, to estymator MNW jest niezgodny. 
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Zastosowanie metody IV do estymacji modelu zaleŜności stanowej wyma-
ga, podobnie jak w przypadku modelu autoregresyjnego, obliczenia pierwszych 
róŜnic modelu (3.19). Model pierwszych róŜnic ma postać: 

 

(3.15) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,2,1,1, −−−−− −+−+−=− tiittiittititiit yyyy εεγ xxβT  (3.20) 

 
Zmiennymi instrumentalnymi dla ( )2,1, −− − titi yy , tak samo jak dla modelu 

(3.13), mogą być yi,t–2 lub .2, −∆ tiy  Uzyskane w ten sposób estymatory AHγ̂   

i AHβ̂  są zgodne dla N → ∞ lub T → ∞. Nie zaleŜą one ponadto od wartości 
początkowych. Oceny składowych wariancji wyznacza się według wzorów: 
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Estymator (3.20) jest zgodny, jeśli N → ∞ lub T → ∞, a estymator (3.21) tylko 
w przypadku, gdy N → ∞. 

W ostatnim rozwaŜanym przez autorów AH82 przypadku, gdy w mo- 
delu występują jednocześnie zmienne egzogeniczne stałe i zmieniające się  
w czasie, sugerują oni zastosowanie metod, będących połączeniem omówionych 
powyŜej. 

Metoda Andersona–Hsiao daje zgodne, ale nie zawsze efektywne estymato-
ry parametrów. Utrata efektywności wynika, co zauwaŜyli S. C. A h n  
i P. S c h m i d t  [1995], z niewykorzystania wszystkich dostępnych warun- 
ków momentów oraz nieuwzględnienia struktury zróŜnicowanego składnika lo- 
sowego .itε∆  Metody uzyskania estymatorów efektywnych zostały wskazane  
w późniejszych pracach, np.: A r e l l a n o, B o n d  [1991]; A h n, S c h m i d t  
[1995]; B l u n d e l l,  B o n d  [1998]. Są one omówione w kolejnych punktach 
niniejszego podrozdziału. 

3.2.2. Estymator GMM pierwszych róŜnic Arellano i Bonda (FDGMM) 

Estymator GMM pierwszych róŜnic (FDGMM, ang. first–differenced 
GMM) został zaproponowany przez M. A r e l l a n o i S. B o n d a [1991].  
Praca ta jest rozwinięciem idei przedstawionych przez T. W. A n d e r s o n a  
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i C. H s i a o [1981, 1982] oraz D. H o l z a-E a k i n a, W. N ew e y a  
i H. S. R o s e n a [1988]. Jako metodę estymacji dynamicznych modeli panelo-
wych M. A r e l l a n o i S. B o n d [1991] zaproponowali uogólnioną metodę 
momentów (GMM), opracowaną dla modeli szeregów czasowych przez  
L. P. H a n s e n a [1982]. Wskazali oni teŜ zmienne instrumentalne dla opóźnio-
nej zmiennej objaśnianej oraz z góry ustalonych i endogenicznych zmiennych 
objaśniających. Te instrumenty (opóźnione poziomy poszczególnych zmien-
nych) oraz pierwsze róŜnice zmiennych egzogenicznych tworzą potencjalnie 
duŜą macierz zmiennych instrumentalnych. Wykorzystując tę macierz, Arellano 
i Bond zaproponowali jedno- i dwustopniowy estymator GMM oraz właściwe 
dla nich odporne estymatory składowych wariancji (ang. variance components 
estimator, VCE). Wykazali oni teŜ, Ŝe VCE dla metody dwustopniowej jest 
silnie obciąŜony w dół (VCE dla metody jednostopniowej jest nieobciąŜony). 

M. A r e l l a n o i S. B o n d  [1991] rozwaŜają najpierw przypadek modelu 
autoregresyjnego postaci: 

 
(3.15) )(1,1, ititiittiit yuyy εαγγ ++=+= −−  (3.23) 

 
gdzie ,itiitu εα +=  oraz spełnione są załoŜenia: ,1<γ  ,0)()( == iti εα EE  

,0)( =itiεαE  0)( 1 =itiy εE  dla i = 1, ..., N, t = 2, ..., T, składnik losowy εit nie 

wykazuje autokorelacji: 0)( =isitεεE  dla i = 1, ..., N, t ≠ s. 

W celu wyeliminowania z równania (3.23) stałych w czasie efektów grupo-
wych, oblicza się pierwsze róŜnice6, co daje: 

 
(3.15) ( ) ( )1,2,1,1, −−−− −+−=− tiittititiit yyyy εεγ   dla t = 3, ..., T (3.24) 

 
Zgodny i efektywny estymator modelu (3.24) uzyskać moŜna stosując GMM, 
gdyŜ jeśli N → ∞, a T jest skończone, to uwzględnione załoŜenia implikują 

( )( )215,0 −−= TTm  warunków momentów postaci: 
 
(3.15) ( ) 0, =∆ −stiit yεE     dla t = 3, ..., T,   s ≥  2 (3.25) 

 
ZauwaŜmy bowiem, Ŝe warunek ten dla t = 3, pierwszego okresu, w którym 

jest spełniony, ma postać: 
 

( ) ( ).231223 iiiiii yyyy εεγ −+−=−  

                          
6 Idea obliczenia pierwszych róŜnic modelu została zaproponowana przez T. W. A n d e r -

s o n a  i  C. H s i a o [1981].  
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Zmienną instrumentalną moŜe być yi1, poniewaŜ jest ona silnie skorelowana 
z ( ),12 ii yy −  a nieskorelowana z ( )23 ii εε −  (εit są z załoŜenia nieskorelowane  
w czasie). Dla t = 4 mamy:  

( ) ( ),342334 iiiiii yyyy εεγ −+−=−  
 

zatem zmiennymi instrumentalnymi dla ( )23 ii yy −  mogą być yi1, i yi2, poniewaŜ 

obie są nieskorelowane z ( ).34 ii εε −  
Kontynuując to postępowanie, w kaŜdym kolejnym okresie próby wskazać 

moŜna jeden dodatkowy instrument. Ostatecznie dla okresu T właściwymi 
zmiennymi instrumentalnymi są: yi1, yi2, ..., yi,T–2. 

Warunki (3.25) zapisać moŜna w postaci wektorowej: 
 

(3.15) ( )  E T 0εZ =ii ∆  (3.26) 
 
gdzie: 
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      (3.27) 
 
KaŜdy wiersz macierzy Zi zawiera zmienne instrumentalne właściwe dla 

danego okresu.  
Dalsze postępowanie polega na zastosowaniu uogólnionej metody 

momentów (GMM). ZałoŜenia i zarys idei GMM dla modeli szeregów czaso-
wych są omówione w niniejszej publikacji w dodatku II. M. A r e l l a n o  
i S. B o n d [1991] zastosowali tę metodę do estymacji modelu (3.24). Model ten 
zapisać moŜna macierzowo w postaci: 

 
(3.28) εyy ∆+∆=∆ − γ1  (3.28) 
 

gdzie: TTT ]...,,[ 1 Nyyy ∆∆=∆ , iy∆  (i = 1, ..., N) określone jest analogicz- 

nie jak iε∆  we wzorze (3.27), ,]...,,[ 1,1,11
TTT

−−− ∆∆=∆ Nyyy  

,]...,,[ 2,231,
T

−− −−=∆ TiiTiii yyyyy  .]...,,[ 1
T

Nεεε ∆∆=∆  MnoŜąc (3.28) przez 

macierz zmiennych instrumentalnych Z, gdzie TTT ]...,,[ 1 NZZZ =  otrzymuje się: 
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(3.28) εZyZyZ ∆+∆=∆ −
TTT γ1  (3.29) 

 
PoniewaŜ liczba warunków momentów zawyczaj jest większa niŜ liczba 

nieznanych parametrów, estymator parametru γ wyznacza się minimalizując 
formę kwadratową: 
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gdzie WN jest symetryczną, dodatnio określoną macierzą wag. Estymator ten ma 
postać: 
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(3.31) 
 

i nazywany jest estymatorem GMM pierwszych róŜnic (FDGMM) lub estymato-
rem Arellano i Bonda. Zastosowanie (3.31) w praktyce wymaga wcześniejszej 
estymacji macierzy wag. Jako początkową macierz wag przyjąć moŜna WN = I  
lub, zgodnie z propozycją Arellano i Bonda,  
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gdzie:  
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Początkowy estymator GMM1γ̂  parametru γ uzyskany na podstawie wzoru 
(3.31) z macierzą wag (3.32) nazywa się jednostopniowym estymatorem GMM 
pierwszych róŜnic (FDGMM1). Estymator dwustopniowy GMM2γ̂  uzyskuje się 
zastępując we wzorze (3.31) macierz WN jej zgodnym i asymptotycznie efek-
tywnym estymatorem postaci ogólnej: 
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Estymator (3.33) wyznacza się stosując procedurą iteracyjną opisaną w do-
datku II, prowadzącą do wzoru (D.II.18). iε̂∆  oznacza wektor reszt początko-

wego estymatora .ˆGMM1γ   

Estymatory GMMγ̂  i opt
NŴ  wyprowadza się nie czyniąc Ŝadnych załoŜeń  

o rozkładzie αi i εit. Dla zapewnienia właściwości instrumentów niezbędne jest 
jednak załoŜenie o braku autokorelacji εit

7. Jeśli spełnione są załoŜenia modelu 

(3.23) i dodatkowo εit jest homoskedastyczny, to ( ) Gεε 2
εσ=∆∆ TE ii i optymalną 

macierz wag moŜna wyznaczyć jako: 
 

(3.30) 
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Macierz (3.34) nie zawiera nieznanych parametrów, zatem przy załoŜeniu 
homoskedastyczności εit jednostopniowy estymator FDGMM jest równowaŜny 
estymatorowi dwustopniowemu. Jeśli zaś εit jest heteroskedastyczny, to estymator 
dwustopniowy jest bardziej efektywny. B o n d, H o e f f l er i T e m p l e [2001] 
(s. 18) stwierdzają jednak, powołując się na eksperymenty Monte Carlo, Ŝe wzrost 
efektywności jest z reguły niewielki, oraz Ŝe estymator dwustopniowy zbiega do 
swojego rozkładu asymptotycznego dość powoli. W skończonych próbach błędy 
szacunku tego estymatora mogą ponadto być silnie obciąŜone w dół8. 

Macierz wariancji-kowariancji estymatora (3.31) jest w ogólnym przypadku 
dana wzorem: 
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a przy dodatkowych załoŜeniach dotyczących normalności rozkładu i sferyczno-

ści εit jej środkowy czynnik redukuje się do .
~2 opt

NWεσ  
Omówione powyŜej postępowanie moŜna zmodyfikować na przy- 

padek modelu, w którym występują niezaleŜne zmienne objaśniające: 

,1, itiittiit yy εαγ +++= − xβT  a więc modelu postaci (3.6). 

                          
7 W pracy A r e l l a n o i B o n d a [1991] zaproponowany jest odpowiedni test statystyczny, 

badający występowanie autokorelacji. Jest on omówiony w podrozdz. 3.3. 
8 Stwierdzenia zawarte w tym akapicie dotyczą równieŜ estymatora systemowego, który jest 

omawiany w pkt 3.2.6. 
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Postać dodatkowych warunków momentów i sposób wyznaczenia macierzy 
wag WN zaleŜy od charakteru zmiennych xit. Znaczenie mają załoŜenia doty-
czące korelacji tych zmiennych zarówno ze składnikiem losowym εit, jak  
i z efektami grupowymi αi.  

Jeśli zmienne xit są skorelowane z efektami grupowymi αi, to postać opty-
malnej macierzy instrumentów zaleŜy od tego, czy są one ściśle egzogeniczne, 
czy z góry ustalone. 

Jeśli zmienne xit są ściśle egzogeniczne, tzn. ( ) 0x =isitεE  dla t, s = 1, ..., T, 
to dla i = 1, ..., N zachodzi warunek: 

 
(3.30) ( ) 0x =∆ isit εE   dla  t, s = 1, ..., T (3.36) 
 
Wówczas właściwymi instrumentami we wszystkich równaniach modelu 
pierwszych róŜnic uzyskanego z (3.11) są xi1, ..., xiT. Macierz instrumentów ma 
wtedy postać: 
 

(3.30) )...,,,...,,( 1,11
TTdiag += tiiitii yy xxZ  (3.37) 

 
Oznacza to, Ŝe w macierzy zmiennych instrumentalnych Z i danej wzorem (3.27) 
do kaŜdego elementu głównej przekątnej dodać trzeba zmienne xi1, ..., xiT. Taki 
sposób postępowania powoduje zwiększenie wymiarów macierzy Zi i utrudnia 
obliczenia. Dlatego zazwyczaj wykorzystuje się pierwsze róŜnice wektora xit 
jako instrumenty dla samych siebie. Stopień utraty efektywności jest w takim 
przypadku zazwyczaj niewielki. Warunki momentów przyjmują wówczas 
postać: 
 
(3.30) ( ) 0x =∆∆ isit εE   dla  t = 1, ..., T, i = 1, ..., N (3.38) 
 
a macierz instrumentów: 
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 (3.39) 

 

Jeśli zmienne xit są z góry ustalone, tzn. ( ) 0x ≠isitεE  dla t > s, oraz 

( ) 0x =isitεE  dla s ≥  t, oznacza to, Ŝe bieŜące i opóźnione wartości zmiennych 

xit są nieskorelowane z bieŜącymi wartościami składnika losowego. Właściwymi 
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instrumentami dla modelu pierwszych róŜnic uzyskanego z (3.11) w okresie s są 
zatem xi,s–1, ..., xi1. Warunki momentów mają wówczas postać: 

 
(3.40) ( ) 0x =∆− itsti ε,E   dla  t = 3, ..., T,  s ≥  2 (3.40) 

 
Model pierwszych róŜnic powstały z równania (3.11) dla t = 3 ma postać: 
 

( ) ( ) ( ).23231223 iiiiiiii yyyy εεγ −+−+−=− βxx TT  
 

Właściwymi instrumentami dla tego okresu są T
1ix  i ,2

T
ix  poniewaŜ są one 

nieskorelowane ze składnikiem losowym ( )23 ii εε − . Analogicznie model 
pierwszych róŜnic dla t = 4 ma postać: 

 

( ) ( ) ( ),34342334 iiiiiiii yyyy εεγ −+−+−=− βxx TT  
 

a liczba właściwych instrumentów wzrasta do trzech, poniewaŜ T
1ix , T

2ix  i T
3ix  są 

nieskorelowane z ( ).34 ii εε −  Kontynuując powyŜsze postępowanie uzyskuje się 
macierz instrumentów postaci: 
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      (3.41) 

 
W przypadku, gdy wśród elementów wektora xit znajdują się zarówno 

zmienne ściśle egzogeniczne, jak i z góry ustalone, macierz instrumentów jest 
odpowiednią kombinacją macierzy (3.39) i (3.41). 

Jeśli nie wszystkie zmienne xit są skorelowane z efektami grupowymi αi  
M. A r e l l a n o i B. B o n d [1991] proponują wykorzystanie idei J. A. H a u s -
m a n a  i  W. E. T a y l o r a [1981]9 i dekompozycję wektora xit na dwa podzbio-
ry: [ ]ititit 21 xxx =  takie, Ŝe składowe wektora x1it są nieskorelowane z αi,  

a składowe x2it – skorelowane z αi. Odpowiednio zmodyfikowana macierz 
instrumentów Zi

* przyjmuje postać: 
 

                          
9 Metoda Hausmana i Taylora omówiona jest w podrozdz. 2.4. 



 94 

(3.40) 
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gdzie Zi jest określona wzorem (3.41). 

Estymatory GMM jedno- i dwustopniowy wektora parametrów struktural-
nych [γ βT]T modelu (3.11) uzyskuje się analogicznie, jak w przypadku modelu 
autoregresyjnego, opisanego powyŜej. Macierz zmiennych instrumentalnych Zi 
zastępuje się macierzą określoną w zaleŜności od charakteru zmiennych xit 
wzorami (3.39), (3.41) lub (3.42). Wzór (3.31), określający estymator GMM 
pierwszych róŜnic (FDGMM), po uwzględnieniu występowania w modelu 
wektora parametrów β, przyjmuje postać: 
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Wzór (3.43) jest analogiczny do (3.31); róŜnica polega na odmiennym  

określeniu macierzy Zi oraz na uwzględnieniu tego, Ŝe w modelu występują 
zmienne xit: wektor 1,−∆ iy  ze wzoru (3.31) jest zastąpiony przez wektor 

[ ]T
itiii xyyy ∆∆∆=∆ −−− 1,1,

*
1, )( . 

Jak juŜ wspomniano, jeŜeli opóźnione poziomy zmiennych są słabymi in-
strumentami dla zmiennych zróŜnicowanych, to estymatory FDGMM są 
obciąŜone i nieefektywne. W modelu autoregresyjnym (3.23) sytuacja taka ma 
miejsce, jeśli wartość parametru γ jest bliska 1, lub jeśli wariancja efektów 
grupowych αi rośnie wraz z wariancją εit (stosunek wariancji efektów grupo-
wych do wariancji właściwego składnika losowego jest zbyt duŜy)10. Rezultaty 
symulacji przedstawione w pracy R. B l u n d e l l a  i  S. B o n d a [1998] pokazu-
ją, Ŝe estymatory FDGMM mogą być, szczególnie w przypadku małej liczby 
obserwacji w czasie, obciąŜone w dół. Na przykład (B l u n d e l l, B o n d [1998], 

                          
10 Bardziej ogólnie, zmienne stosowane jako instrumenty w równaniach na przyrostach mają 

tendencję do bycia słabymi, jeśli szeregi obserwacji dla poszczególnych obiektów mają własności 
zbliŜone do szeregów posiadających pierwiastki jednostkowe.  



 95 

tab. 2a), dla T = 4, N = 100 i rzeczywistej wartości parametru γ = 0,9, estymator 
FDGMM ma średnią 0,23, a odchylenie standardowe 0,83. MoŜe się zdarzyć, Ŝe  
w pewnych, szczególnych sytuacjach, wprowadzenie do modelu zmiennych nieza-
leŜnych xit poprawi własności estymatora FDGMM (zob. B o n d i in. [2001]), 
jednak na ogół w takim przypadku naleŜy stosować inne metody estymacji. 

Sprawdzenia, czy w danym modelu estymator FDGMM jest obciąŜony, 
moŜna dokonać poprzez porównanie uzyskanego oszacowania parametru γ  
z ocenami uzyskanymi innymi metodami. Jak uzasadniono w podrozdz. 3.1 
estymator KMNK parametru γ dla modelu (3.23) jest obciąŜony w górę,  
a estymator wewnątrzgrupowy tego parametru jest, przy ustalonym T, obciąŜony 
w dół. Zatem wartość zgodnego estymatora parametru γ powinna zawierać się  
w przedziale pomiędzy wartościami tych dwóch estymatorów. Jeśli ocena 
FDGMM parametru γ jest bliska ocenie uzyskanej na podstawie estymatora 
wewnątrzgrupowego, moŜe to oznaczać Ŝe instrumenty wykorzystane w pro-
cesie estymacji są słabe, co powoduje obciąŜenie estymatorów FDGMM. 
Przedstawione powyŜej rezultaty, dotyczące obciąŜenia estymatorów w modelu 
autoregresyjnym, są prawdziwe dla modelu, w którym występują niezaleŜne 
zmienne objaśniające tylko w przypadku, gdy zmienne te są nieskorelowane z αi 
oraz ściśle egzogeniczne ze względu na εit, co zostało szerzej omówione  
w: S e v e s t r e, T r o g n o n [1996]. Mimo to, jak stwierdzają S. B o n d,  
A. H o e f f l e r, J. T e m p l e [2001] (s. 7), porównanie estymatora FDGMM 
parametru γ modelu (3.11) z estymatorem wewnątrzgrupowym i estymatorem 
KMNK moŜe być wskazane bez względu na charakter zmiennych objaśniają-
cych. ZbliŜone wartości ocen parametru γ, uzyskane za pomocą FDGMM  
i estymatora wewnątrzgrupowego, mogą w kaŜdym przypadku sygnalizować 
występowanie problemu słabych instrumentów. MoŜna wówczas przeprowadzić 
badanie jakości instrumentów na podstawie postaci zredukowanej modelu lub 
rozwaŜyć zastosowanie alternatywnych estymatorów, o których wiadomo, Ŝe 
mają lepsze własności w małych próbach w przypadku szeregów o wysokim 
stopniu trwałości. 

3.2.3. Skorygowany estymator wariancji Windmeijera 

Estymator wariancji estymatora dwustopniowej FDGMM wyznaczony na 
podstawie macierzy (3.35) jest, jak stwierdzili M. A r e l l a n o i S. B o n d 
[1991], obciąŜony, przy czym obciąŜenie to jest szczególnie znaczące w małych 
próbach. Fakt ten został potwierdzony w późniejszej literaturze na podstawie 
eksperymentów Monte Carlo. Estymator wariancji jednostopniowego estymatora 
Arellano–Bonda jest zaś nieobciąŜony. 

Do konstrukcji estymatora jednostopniowego wykorzystuje się macierz wag 
daną wzorem (3.32), która jest niezaleŜna od estymowanych parametrów. 
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Konstrukcja estymatora dwustopniowego wymaga natomiast zastosowania 
macierzy wag danej wzorem (3.33), która zaleŜy od reszt jednostopniowego 

estymatora .]ˆˆ[ 1
T
FDGMM

Tβγ  Ta macierz wag jest budowana na podstawie 
początkowego, zgodnego estymatora wektora parametrów strukturalnych 
modelu. 

F. W i n d m e i j e r [2005] wykazał, Ŝe właśnie obecność początkowych  

estymatorów parametrów strukturalnych T
FDGMM

T
1]ˆˆ[ βγ  w macierzy wag jest 

zasadniczą przyczyną obciąŜenia estymatora dwustopniowego w małych 
próbach, o ile warunki momentów są liniowe względem parametrów. Windme-
ijer wykazał teŜ, Ŝe wielkość tego obciąŜenia moŜna estymować, a zatem 
moŜliwe jest wyznaczenie wartości, o jaką powinny zostać skorygowane 
estymatory wariancji parametrów. 

Asymptotyczne wariancje jedno- i dwustopniowego estymatora GMM dane 
są wzorami: 

 

1
1

112
11 )()()(

1
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2D σ              (3.44) 

 

(3.44) 1
1

2
22 ))ˆ((

1
)ˆ(ˆ −== CδWCδ NN

T
GMM

2D σ  (3.45) 

 

gdzie ,
)(

T
δ

δg
C

∂
∂=  ,)(

1
)(

1
∑

=

=
N

i
iN
δgδg  )(δgi  jest wektorem, występującym  

w warunkach momentów: ( ) ( ) ,))( 0δgδxg == ii EE  1δ̂  jest zgodnym estymato-

rem parametrów modelu jednostopniowej GMM, )ˆ( 1δWN oznacza macierz wag 
wykorzystywaną do konstrukcji estymatora jednostopniowego, daną wzorem 
(3.32). 

Wykorzystując rozwiniecie w szereg Taylora wyraŜenia ),ˆ( 2 δδ −  gdzie 2δ̂  
jest dwustopniowym estymatorem wektora δ  parametrów strukturalnych 

modelu (3.11) ( TT ][ βδ γ= ), F. W i n d m e i j e r [2005] pokazał, Ŝe w małych 

próbach estymatorem wariancji wektora ,ˆ
2δ  skorygowanym ze względu na 

obciąŜenie, jest: 
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gdzie )ˆ(ˆ
1δ

2D  oznacza estymator wariancji estymatora jednostopniowej GMM, 

zaś 
)ˆ(,ˆ

12 δWδ
G

N
 oznacza macierz stopnia k, której s-ta kolumna ],[)ˆ(,ˆ

12
s

N
⋅

δWδ
G  

określona jest wzorem: 
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Skuteczność zastosowania skorygowanego sposobu obliczania wariancji 
estymatora 2δ̂  danego wzorem (3.46), zwanego korektą Windmeijera, jest po-
kazana przez autora na przykładzie modeli szacowanych w pracach A r e l l a n o 
i B o n d a [1991] oraz B l u n d e l l a i B o n d a [2000]. Konstrukcja i wyniki 
estymacji modelu zatrudnienia A r e l l a n o i B o n d a [1991] są omówione  
w rozdz. 4. B l u n d e l l i B o n d [2000] estymowali funkcję produkcji na 
podstawie danych pochodzących z 8 lat z 509 firm zajmujących się działalnością 
badawczo-rozwojową w USA. W i n d m e i j e r [2005] dokonał reestymacji tego 
modelu, stosując jedno- i dwustopniowe FDGMM oraz systemową GMM 
(SGMM) B l u n d e l l a i B o n d a [1998], która jest omówiona w pkt 3.2.6. 
Tabela 3 w: W i n d m e i j e r [2005] (s. 43) zawiera wyniki estymacji jedno-  
i dwustopniowej za pomocą FDGMM i SGMM. Dla metod dwustopniowych 
błędy szacunku parametrów obliczone są dwoma metodami: na podstawie wzoru 
(3.35) oraz na podstawie korekty Windmeijera (3.46), a dla metody jednostop-
niowej – tylko błędy nieskorygowane. Mimo Ŝe liczba firm jest bardzo duŜa, 
skorygowane błędy szacunku (3.46) dwustopniowych estymatorów FDGMM są 
znacznie większe niŜ błędy nieskorygowane (3.35) i zbliŜone do błędów 
jednostopniowej FDGMM. Analogiczna zaleŜność zachodzi dla SGMM, z tym 
Ŝe skorygowane błędy estymatorów metody dwustopniowej są mniejsze niŜ 
nieskorygowane błędy metody jednostopniowej. Są one równieŜ mniejsze niŜ 
skorygowane błędy dwustopniowej FDGMM. 

3.2.4. Estymator Arellano i Bover 

Propozycja A r e l l a n o i B o v e r [1995] jest kontynuacją i rozwinięciem 
idei A n d e r s o n a i H s i a o [1982], oraz A r e l l a n o i B o n da [1991]. Jako 
metodę estymacji dynamicznego modelu panelowego autorzy sugerują GMM, 
wskazując moŜliwość wykorzystania w procesie estymacji równań na pozio-
mach. Określają oni teŜ warunki momentów dla tych równań oraz właściwe 
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instrumenty. Bazując na ideach wymienionych wyŜej autorów, A r e l l a n o  
i B o v e r [1995] wykorzystują teŜ metodę H a u s m a n a i T a y l o r a [1981]. 

Przedstawiony w podrozdz. 2.4 model H a u s m a n a i T a y lo r a [1981] jest 
modelem statycznym, który zapisać moŜna w postaci: 

 
(3.44) itiititiiitit uy ++=+++= φZβXφZβX εα  (3.47) 
 
gdzie X it i Zi są wektorami zmiennych objaśniających, takich Ŝe elementy X it 
zmieniają się po obiektach i czasie, a elementy Zi są niezmienne w czasie,  
a zmieniają się względem obiektów. A r e l l a n o i B o v e r [1995] zastosowali 
do estymacji parametrów modelu (3.47) uogólnioną metodę najmniejszych 
kwadratów (UMNK) i wykazali, Ŝe uzyskany estymator jest równowaŜny 
optymalnemu estymatorowi GMM. Następnie rozwaŜania zostały uogólnione na 
przypadek modelu dynamicznego. Metodę A r e l l a n o i B o v e r [1995] 
wygodniej będzie przedstawić, jeśli model (3.47) zapisany zostanie w formie: 
 
(3.44) iii uηWy +=  (3.48) 
 

gdzie ,]...,,[ 1
T

iTii yy=y  ,]...,,[ 1
T

iTii uu=u  ],[ TTT φβη = , [ ]iTii ZiXW ,= , 

,]...,,[ 1
T

iTii XXX =  zaś iT jest T-elementowym wektorem jedynkowym  
(T – liczba obserwacji w czasie), lub w formie jeszcze bardziej zwartej: 
 
(3.44) uWηy +=  (3.49) 
 

gdzie TTT ]...,,[ 1 Nyyy = , ,]...,,[ 1
TTT

Nuuu =  .]...,,[ 1
TTT

NWWW =  Zakłada się, Ŝe 
efekty grupowe modelu (3.48) są losowe, a więc, Ŝe macierz wariancji- 
-kowariancji składnika losowego ui ma strukturę taką, jak w modelu RE, oraz 
spełnione są załoŜenia tego modelu (por. pkt 2.2.1). 

Model (3.48) pomnoŜono następnie stronami przez operator nieosobliwy 
postaci: 

 

(3.44) 




=
TT /Ti

C
H  (3.50) 

 
gdzie C jest dowolną macierzą o wymiarach ((T – 1) × T), rzędu T – 1, taką Ŝe 
CiT = 0. Podkreślając, Ŝe macierz C moŜna zdefiniować całkowicie dowolnie, 
A r e l l a n o i B o v e r [1995] wskazali moŜliwość dwojakiego określenia jej 
elementów. Mogą one być równe pierwszym T – 1 wierszom operatora we-

wnątrzgrupowego 






 −⊗=
T
T

TN
J

IIQ  albo alternatywnie mogą nimi być 
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operatory pierwszych róŜnic. Składnik losowy modelu (3.48), przekształcony za 
pomocą operatora H, ma postać: 
 

(3.44) 




==+

i

i
ii u

Cu
Huu  (3.51) 

 
Pierwsze T – 1 elementów składnika losowego (3.51) nie zawiera efektów 

grupowych αi, zatem, na podstawie przyjętych załoŜeń, wszystkie zmienne 
objaśniające mogą być instrumentami w równaniach, odpowiadających pierw-
szym T – 1 obserwacjom. Niech ponadto mi oznacza podzbiór zmiennych 
objaśniających, których poziomy są nieskorelowane z efektami grupowymi, 
którego liczebność jest co najwyŜej równa liczbie składowych wektora η. 
Elementy mi mogą więc pochodzić z podzbiorów X1 i Z1, wyodrębnionych 
przez H a u s m a n a i T a y l o r a [1981]11. Konstrukcja podzbioru mi opiera się 

zatem na zmiennych ,]...,,,[ ,11,1,1
T

iTii XXZ  przy czym Z1,i i X1,it oznaczają 

składowe wektorów Zi i X it, naleŜące jednocześnie do podzbiorów Z1 i X1. 
Zatem pełna macierz zmiennych instrumentalnych dla przekształconego za 
pomocą operatora (3.50) modelu ma postać: 

 

(3.44) 
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 (3.52) 

 

gdzie ],[ iii ZXw =T .Warunki momentów przyjmują postać: 
 

(3.44) 0HuM =)( ii
TE  (3.53) 

 

Model (3.49) mnoŜy się następnie stronami przez ,HTM  gdzie 

,]...,,[ 1
TTT

NMMM =  ,HIH ⊗= N  a następnie szacuje jego parametry za 
pomocą UMNK. Uzyskany w ten sposób estymator Arellano i Bover ma formę: 

 

[ ] yHMMHΩHMMHWWHMMHΩHMMHWη TTTTTTTTTT 111 )()(ˆ −−−=
           (3.54) 

                          
11 Dekompozycja Xit i Zi na zbiory zmiennych egzogenicznych i endogenicznych jest opisa-

na w podrozdz. 2.4. X1 i Z1 oznaczają podzbiory zmiennych X i Z, które nie są skorelowane  
z εit ani z αi. 
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Macierz Ωwe wzorze (3.54) oznacza macierz wariancji-kowariancji skład-

nika losowego u i ma postać ΩIΩ ⊗= N , gdzie ).( TE iiuuΩ =   

Zgodnym estymatorem macierzy ,T HHΩΩ =+  będącej macierzą warian-

cji-kowariancji składnika losowego +iu  danego wzorem (3.51) jest: 
 

(3.55) ∑
=

+++ =
N

i
ii N

1

/ˆˆˆ T
uuΩ  (3.55) 

 

gdzie +
iû są resztami, obliczonymi na podstawie dowolnego, początkowego 

estymatora zgodnego. Estymator (3.54) z macierzą wariancji-kowariancji (3.55) 
jest optymalnym estymatorem GMM. Wzrost efektywności estymacji uzyskuje 

się, zastępując wyraŜenie ∑ +

i
ii MΩM T  we wzorze (3.54) przez 

.ˆˆ∑ ++

i
iiii MuuM

TT  Jest to zgodne z sugestią H a n s e n a [1982]. Estymator 

H a u s m a n a i T a y l o r a [1981], dany wzorem (2.33), jest równowaŜny 
estymatorowi (3.54), jeśli we wzorze (3.54) jako estymator macierzy Ω+ 

przyjmie się ,
~~ T HΩHΩ =+  z macierzą T

TTT iiIΩ 22 ~~~
αε σσ += , gdzie 2~

εσ  i 2~
ασ  są 

zgodnymi estymatorami wariancji składowych ε i α; jako mi naleŜy zaś przyjąć 

,],[ ,1,1
T

iii XZm =  gdzie i,1X  jest średnią po czasie obliczoną z obserwacji X1,it 

dla t = 1, ..., T.  
A r e l l a n o i B o v e r [1995] wykazali, Ŝe poniewaŜ macierz zmiennych 

instrumentalnych M i jest blokowo-diagonalna, to estymator (3.54) nie zaleŜy od 
wyboru macierzy C we wzorze (3.50). Ponadto metoda Arellano i Bover nie 
wymaga, w przeciwieństwie do metody H a u s m a n a i T a y l o r a [1981], 

znajomości postaci macierzy .2/1−Ω  Zatem przedstawione powyŜej rozwaŜania 
stanowią uogólnienie propozycji Hausmana i Taylora, w tym sensie, Ŝe metoda 
Arellano i Bover moŜe być stosowana nie tylko do estymacji modeli RE. 
Następnie przedstawione powyŜej rozwaŜania rozszerzone zostały na przypadek 
dynamicznego modelu panelowego. 

Model (3.47) po uwzględnieniu opóźnionej zmiennej objaśniającej przyjmu-
je postać: 

 
(3.55) itiittiitiiittiit uyyy +++=++++= −− φZβXφZβX 1,1, γεαγ  (3.56) 

 
Model (3.56) moŜna oczywiście zapisać w postaci wektorowej: 
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(3.55) iii uηWy += ∗∗  (3.57) 
 

Przy załoŜeniu, Ŝe wartość yi0 zmiennej y z okresu t = 0 jest znana, macierze 

η
* i W* definiuje się wówczas jako: ],,,[* TTT

φβη γ=  [ ]iTiii ZiXyW ,,)1(
*

−= , 

gdzie .]...,,[ 1,0)1(
T

−− = Tiii yyy  Pozostałe oznaczenia są takie, jak we wzorze 

(3.48). 
Następnie stosuje się postępowanie opisane powyŜej dla modelu statyczne-

go. Estymator dany wzorem (3.54) jest zgodnym estymatorem wektora η* dla 
przypadku dynamicznego, pod warunkiem Ŝe liczba właściwych instrumentów 
jest wystarczająca, aby zapewnić identyfikowalność. Definiując macierz 
zmiennych instrumentalnych, naleŜy oczywiście uwzględnić fakt, Ŝe w rozwa-
Ŝanym obecnie przypadku pierwszy okres próby ma numer t = 0. Zatem  
w przypadku modelu dynamicznego: 

 

(3.55) T],...,,[ 0 iiTii ZXXw =  (3.58) 

 

Konstrukcja podzbioru mi jest analogiczna, jak w przypadku statycznym. 
Szczególnie dogodny jest jednak w tym przypadku wybór instrumentów, zgodny 
z propozycją B r e u s c h a, M i z o n a i S c h m i d t a [1989]. Podzbiór mi ma  
w przypadku modelu dynamicznego postać: 
 

(3.55) T]
~

...,,
~

,,[ ,21,2,1,1 iTiiii XXXZm =  (3.59) 

 

gdzie .
1~

1
,2,2,2 ∑

=
−=

T

t
ititit T

XXX  Zmienne it,2
~
X  mogą w tym przypadku być 

instrumentami, mimo Ŝe dopuszcza się załoŜenie o występowaniu korelacji 
między X2,it a efektami grupowymi αi. Jest to moŜliwe, poniewaŜ, jak zauwaŜyli 
B r e u s c h, M i z o n i S c h m i d t [1989], wykorzystać moŜna dodatkowe 
warunki momentów o tym, Ŝe korelacja między zmiennymi X2,it a efektami αi 
jest stała w czasie. Jeśli mi jest określone wzorem (3.59), to wiersze macierzy 
CX i są liniowymi kombinacjami elementów mi. Oznacza to, Ŝe dla równań 
odpowiadających wszystkim okresom próby moŜna wykorzystać ten sam zbiór 
instrumentów, a zatem macierz M i określona wzorem (3.52) redukuje się do 

T
iTi mIM ⊗= . W konsekwencji transformacja modelu za pomocą operatora H 

staje się zbędna, a model moŜe być estymowany bezpośrednio za pomocą 
trójstopniowej klasycznej metody najmniejszych kwadratów. Estymator GMM 
wektora parametrów η* dany wzorem (3.54) przyjmuje wówczas postać: 
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gdzie mi jest określone wzorem (3.59). 

W powyŜszych rozwaŜaniach dopuszcza się, Ŝe składnik losowy εit wykazu-
je korelację w czasie, a zatem zmienna objaśniająca yi,t–1 jest zmienną endoge-
niczną. Przy załoŜeniu, Ŝe εit nie wykazuje korelacji w czasie, prawdziwe są 
dodatkowe warunki momentów, co pozwala w inny sposób skonstruować 
macierz M i. Przy załoŜeniu, Ŝe macierz C, oprócz poprzednio przyjętych 
warunków, jest macierzą trójkątną górną, transformowany składnik losowy  

z dowolnego okresu t (dowolny element wektora +iu ) jest niezaleŜny od αi oraz 

εi1, ..., εit–1. W tym przypadku yi0, yi1, ..., yi,t–1 są dodatkowymi instrumentami 
dla równania, odpowiadającego okresowi t, i macierz instrumentów M i przyjmu-
je postać: 

 

(3.61) 
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 (3.61) 

 
Estymator GMM, określony wzorem (3.54), w którym macierz M i dana jest 

wzorem (3.61), TTT ]...,,[ 1 NMMM =  jest, jak wykazali A r e l l a n o i B o v e r 
[1995], niezaleŜny od wyboru macierzy C, o ile spełnia ona wymienione 
powyŜej załoŜenia. 

3.2.5. Estymator Ahna i Schmidta 

A h n i S c h m i d t [1995] wskazali dodatkowe warunki momentów, które 
mogą być wykorzystywane do estymacji panelowych modeli dynamicznych, 
jeśli liczba obiektów N → ∞, a wymiar czasowy próby T jest skończony. 
Wykorzystanie tych warunków poprawia efektywność estymatora A r e l l a n o  
i B o n d a [1991]. Warunki te są nieliniowe, ale autorzy wskazują moŜliwość 
przekształcenia ich do warunków liniowych. 
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RozwaŜania A h n a i S c h m i d t a [1995] koncentrują się początkowo na 
modelu autoregresyjnym, a następnie rozszerzone są na model ze zmiennymi 
egzogenicznymi. Punktem wyjścia jest więc model (3.23), postaci: 

 
(3.61) ititiittiit yuyy εαγγ ++=+= −− 1,1,  (3.62) 

 
gdzie ,itiitu εα +=  ,1<γ  oraz spełnione są załoŜenia nazywane w literaturze 

„załoŜeniami standardowymi”: E(αi) = E(εit) = 0, E(αiεit) = 0, E(εisεit) = 0 dla  
i = 1, ..., N, t ≠ s, E(yi0εit) = 0 dla i = 1, ..., N, t = 1, ..., T.  

Jak zauwaŜyli A h n i S c h m i d t [1995], dla modelu (3.62), spełnionych 
jest T(T – 1)/2 + (T – 2) warunków momentów postaci: 

 
(3.61)                  0)( =∆ itis uyE    dla t = 2, ..., T, s = 0, ..., t – 2                  (3.63) 

oraz 

(3.61) 0)( =∆ itiT uuE    dla t = 2, ..., T – 1 (3.64) 
 

Układ T(T – 1)/2 warunków (3.63) został wykorzystany przez A r e l la n o  
i B o n d a [1991], zaś układ (T – 2) warunków (3.64) jest dołączony przez S. C. 
Ahna i P. Schmidta. Układ (3.63) i (3.64) zawiera wszystkie moŜliwe warunki 
momentów, wynikające z załoŜeń modelu (3.62). Formalny dowód tego twier-
dzenia, wymagający rozbudowanego zapisu macierzowego, oraz nieformalne 
jego uzasadnienie znaleźć moŜna w artykule: A h n, S c h m i d t [1995]  
i w: B a l t a g i [2008] (podrozdz. 8.4). Wykorzystanie dodatkowych warunków 
(3.64) poprawia efektywność estymacji, co zauwaŜyć moŜna, jeśli model (3.62) 
zapisany zostanie w postaci: 
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 (3.65) 

 
Zastosowanie FDGMM Arellano–Bonda sprowadza się do oszacowania 

pierwszych T – 1 równań układu (3.65), ze zbiorem instrumentów wskazanych 
przez A r e l l a n o i B o n d a [1991], opisanych w pkt 3.2.2. Ostatnie równanie 
zostało wykorzystane dopiero przez S. C. A h n a i P. S c h m i d t a [1995].  
Mimo Ŝe nie moŜna wskazać odpowiednich zmiennych instrumentalnych, 
równanie to wnosi dodatkowe informacje, ze względu na załoŜenie, Ŝe uiT jest 
nieskorelowane z ∆uit dla t = 2, ..., T – 1.  

A h n, S c h m i d t [1995] rozwaŜyli teŜ skutki przyjęcia dwóch dodatko-
wych, alternatywnych załoŜeń: homoskedastyczności składnika losowego εit 
oraz „stacjonarności”.  
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ZałoŜenie, Ŝe wariancja składnika losowego εit jest stała w czasie: 
 

(3.66) 22)( iit σε =E    dla t = 1, ..., T (3.66) 
 
implikuje T – 1, dodatkowych w stosunku do (3.63) i (3.64), nieliniowych 
warunków momentów. Tak więc przy załoŜeniu homoskedastyczności εit łączna 
liczba warunków jest równa T(T – 1)/2 + (2T – 3). Warunki te moŜna przekształ-
cić do postaci liniowej, która jest określona przez (3.63), łącznie z: 
 
(3.66)             0)( 2,1,1, =∆−∆ +++ tititiit uyuyE    dla t = 1, ..., T – 2               (3.67) 

(3.66)                   0
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Natomiast przy załoŜeniu „stacjonarności”, a więc Ŝe: 
 
(3.69)                         E(αi yit) jest jednakowa dla t = 1, ..., T                         (3.69) 

 
i utrzymaniu załoŜeń modelu (3.62) oraz załoŜenia (3.66), liczba warunków 
momentów wzrasta o jeden. Zbiór wszystkich T(T – 1)/2 + (2T – 2) warunków 
moŜna w sposób liniowy zapisać jako (3.63) oraz: 
 
(3.69)                           0)( =∆ itiT yuE    dla t = 1, ..., T – 1                            (3.70) 

(3.69)                     0)( 1,1, =− −− titiitit yuyuE    dla t = 2, ..., T                      (3.71) 

 
A h n i S c h m i d t [1995] udowadniają, Ŝe poniewaŜ wykorzystanie w GMM 
warunków momentów (3.63) i (3.64) oznacza efektywne wykorzystanie infor-
macji dostarczanych przez drugie momenty, to uzyskany w ten sposób estymator 
GMM jest asymptotycznie równowaŜny optymalnemu estymatorowi minimalnej 
odległości (ang. optimal minimum distance) C h a m b e r l a i n a [1982, 1984]. 
Estymator GMM jest jednak preferowany, gdyŜ jest łatwiejszy obliczeniowo,  
a ponadto jego zgodność wynika ze słabszych załoŜeń niŜ zgodność estymatora 
Chamberlaina. 

S. C. Ahn i P. Schmidt dokonali teŜ porównania asymptotycznej efektywno-
ści estymatora GMM, wykorzystującego zaproponowane przez nich warunki 
momentów, z estymatorem FDGMM. Porównane zostały trzy estymatory 
GMM: i) estymator ,ˆFDGMMγ  wykorzystujący warunki momentów (3.63),  

ii) estymator ,ˆ 1ASγ  wykorzystujący układ warunków (3.63) i (3.64), oraz  
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iii) estymator ,ˆ 2ASγ  który wykorzystuje warunki (3.63), (3.67) i (3.68), a więc 

wymaga załoŜenia o homoskedastyczności εit. Obliczone zostały stosunki 

wariancji poszczególnych par estymatorów dla róŜnych wartości T, γ i ./ 22
εα σσ  

W tekście zamieszczono wyniki uzyskane dla dwóch przypadków: przy załoŜe-
niu, Ŝe zmienna y jest stacjonarna i bez tego załoŜenia. Przy załoŜeniu stacjonar-
ności zmiennej y wzrost efektywności estymacji, uzyskany dzięki wykorzystaniu 
dodatkowych warunków, jest znaczący. Efektywność estymacji, mierzona 
stosunkiem wariancji D2( FDGMMγ̂ )/D2 ( 1ˆASγ ) rośnie ze wzrostem T, co autorzy 
uznają za wynik nieoczekiwany, gdyŜ udział liczby dodatkowych warunków 
(3.64) w łącznej ich liczbie maleje ze wzrostem T. Efektywność estymacji rośnie 

teŜ ze wzrostem stosunku wariancji 22 / εα σσ  oraz jeśli .1→γ  Oznacza to, Ŝe 
wskazane przez AS warunki momentów (3.64) dostarczają właściwych informa-
cji równieŜ w tych przypadkach, w których estymator FDGMMγ̂  traci efektyw-
ność. Efektywność estymacji, uzyskana dzięki wykorzystaniu dodatkowych 
warunków i załoŜeniu o homoskedastyczności εit, mierzona stosunkiem 
D2( FDGMMγ̂ )/D2( 2ˆASγ ) nie jest juŜ na ogół znacząco lepsza. Rośnie ona szcze-
gólnie, jeśli ,1→γ  a T = 3 (por. A h n, S c h m i d t [1995], tab. 1, s. 15). Podob-
ne wyniki uzyskano w przypadku, gdy nie zakładano stacjonarności zmiennej y. 
Zatem wzrost efektywności, niezaleŜnie od tego, czy y jest zmienną stacjonarną 
czy niestacjonarną, wynika przede wszystkim z wykorzystania dodatkowych 
warunków momentów, a w niewielkim tylko stopniu z załoŜenia homoskeda-
styczności. 

S. C. Ahn i P. Schmidt rozwaŜali teŜ model, w którym oprócz opóźnionej 
zmiennej endogenicznej, występują niezaleŜne zmienne objaśniające. Wśród 
zmiennych objaśniających wyróŜniono, podobnie jak w H a u s m a n i T a y l o r 
[1981] i w A r e l l a n o i B o v e r [1995], zmienne stałe w czasie (Zi) i takie, 
których wartości zmieniają się w czasie (X it). WyróŜniono teŜ podzbiory X1,it  
i Z1i zmiennych nieskorelowanych z efektami grupowymi αi (oznacza to innymi 
słowy: dopuszczenie korelacji części zmiennych objaśniających αi). ZałoŜono 
jednak ścisłą egzogeniczność wszystkich zmiennych w sensie braku ich korelacji 
ze składnikiem losowym εit. Model Ahna i Schmidta postaci: 

 
(3.69) itiittiitiiittiit uyyy +++=++++= −− φZβXφZβX 1,1, γεαγ  (3.72) 

 
jest więc równowaŜny modelowi Arellano–Bover postaci (3.56). 

ZałoŜenia modelu (3.72), dotyczące ścisłej egzogeniczności zmiennych ob-
jaśniających oraz ich korelacji z efektami αi, wraz z „załoŜeniami standardowy-
mi” implikuj ą, oprócz warunków momentów (3.63) i (3.64), spełnienie układu 
warunków postaci: 
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Przy dodatkowym załoŜeniu homoskedastyczności εit układ warunków mo-

mentów składa się z równań (3.63), (3.67), (3.68) i (3.73). Dołączenie kolejnego 
załoŜenia: 

 
(3.69) tiiit h  wszystkicdla jednakowa   dowolnego dlajest  E )( ,2 αX  (3.74) 

 
pozwala zastąpić układ warunków (3.73) analogicznym układem, w którym 
zmienne X i Z zastąpione są odchyleniami od średnich grupowych tych zmien-
nych.  

A h n, S c h m i d t [1995] wykazali, Ŝe dzięki załoŜeniu o ścisłej egzoge-
niczności wszystkich zmiennych X i Z dostępne są do wykorzystania warunki 
momentów, w których jako instrumenty wykorzystuje się odchylenia od 
średnich grupowych tych zmiennych. 

3.2.6. Systemowy estymator GMM Blundella i Bonda 

Jak wspomniano w pkt 3.2.2, liczba instrumentów moŜliwych do wykorzy-
stania dla modelu pierwszych róŜnic maleje, jeśli stopień trwałości szeregów 
czasowych stają się wyŜszy. Inaczej, ze wzrostem stopnia trwałości zmiennych, 
stosowanych jako instrumenty, słabnie korelacja między ich poziomami  
a odpowiednimi przyrostami. Zrodziło to konieczność poszukiwania alternatyw-
nych w stosunku do propozycji A r e l l a n o i B o n d a [1991] metod estymacji 
panelowych modeli dynamicznych. B l u n d e l l i B o n d [1998] zaproponowali 
estymator GMM, który wykorzystuje zarówno równania na przyrostach, jak i na 
poziomach. Bazuje on na propozycjach A r e l l a n o, B o n da [1991], oraz 
A r e l l a n o, B o v e r [1995]. Blundell i Bond wykazali, Ŝe warunki momentów 
dla równań na poziomach, wskazane przez A r e l l a n o, B o v e r [1995], postaci 
(3.53), pozostają właściwe równieŜ w tych przypadkach, w których instrumenty 
wykorzystywane w równaniach na przyrostach stają się słabe. Powiązali oni 
ponadto warunki Arellano i Bover z procesem generującym wartości początko-
we, oraz pokazali, Ŝe warunki te dostarczają informacji, które mogą być wyko-
rzystane w celu skonstruowania dodatkowych warunków momentów. W tym 
sensie praca Blundella i Bonda jest nawiązaniem do idei A n d e r s o n a i H s i a o 
[1981, 1982], którzy pierwsi zwrócili uwagę na znaczenie warunków początko-
wych w procesie estymacji dynamicznych modeli panelowych. 
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W części teoretycznej artykułu B l u n d e l l i B o n d [1998] skoncentrowali 
się na modelu autoregresyjnym postaci (3.23), podkreślając, Ŝe wszystkie 
wnioski są prawdziwe równieŜ dla modelu ze zmiennymi egzogenicznymi.  
Do załoŜeń modelu postaci (3.23) dodano, powołując się na pracę A h n a  
i S c h m i d t a [1995], tzw. standardowy warunek początkowy dla wartości yi1 
postaci: 

 
(3.69)                       E(yi1εit) = 0   dla i = 1, ..., N, t = 2, ..., T                       (3.75) 

 
Na wstępie skoncentrowano się na przypadku, gdy T = 3, a zatem istnieje 

tylko jeden warunek momentu postaci: E(yi1 ∆εi3) = 0, skąd wynika, Ŝe γ jest 
jednoznacznie identyfikowalne. W takim przypadku jednostopniowy estymator 
FDGMM redukuje się do estymatora metody zmiennych instrumentalnych, 
wyznaczonego z równania regresji: 

 
(3.69) 212 )1( iiii yy εαγ ++−=∆  (3.76) 
 
B l u n d e l l i B o n d [1998] wykazali, Ŝe estymator parametru (γ – 1) jest 
obciąŜony w górę: 
 

(3.69) 
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p  (3.77) 

 
gdzie )1()1( γγ +−=k . Wykazali oni teŜ, Ŝe wartość statystyki F dla równa- 

nia (3.76) jest zbliŜona do rozkładu χ2 z 1 stopniem swobody i parametrem τ 
takim, Ŝe: 
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k

k
 (3.78) 

 

Zatem jeśli 1→γ  lub stosunek wariancji efektów grupowych do wariancji 
właściwego składnika losowego jest zbyt duŜy, to estymator FDGMM staje się 
obciąŜony i nieefektywny. Jako przyczynę obciąŜenia i braku efektywności 
estymatora FDGMM wskazano problem słabych instrumentów. 

Następnie B l u n d e l l i B o n d [1998] pokazali, Ŝe dołączenie do załoŜeń 
modelu (3.23) dodatkowego załoŜenia dla warunków początkowych powoduje, 
iŜ moŜliwe są do wykorzystania dodatkowe warunki momentów. ZałoŜenie to, 
nazwane warunkiem miękkiej stacjonarności (ang. mild stationarity restriction) 
ma postać: 
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Oznacza ono, Ŝe wartość początkowa yi1 nie róŜni się systematycznie od 

wartości ,
1 γ
α
−

i  która jest średnią wartością szeregu yit. Szereg yit jest przy tym 

zbieŜny do 
γ

α
−1

i  dla kaŜdego i i t = 2, ..., T. ZałoŜenie (3.79) jest załoŜeniem 

dotyczącym stacjonarności średniej12 i wynika z niego warunek: 
 

(3.69)                               E(αi ∆yi2) = 0 dla i = 1, ..., N                                 (3.80) 
 

RównowaŜność warunku (3.80) i warunku (3.79), będącego ograniczeniem 
nałoŜonym na warunki początkowe, generujące yi1, moŜna wykazać w następu-
jący sposób. 

Bez straty ogólności zapisać moŜna, Ŝe13:  
 

(3.69) 11 1 i
i

i uy +
−

=
γ

α
 (3.81) 

 
Zapisując postać równania (3.23) dla pierwszego okresu, w którym zaleŜność 
jest obserwowalna, otrzymuje się: 
 

.21,2 iiii yy εαγ ++=  

 
Odejmując od obu stron tego równania wartość yi1, otrzymuje się równanie 
(3.76), a następnie, wstawiając (3.81): 
 

.)1()1(
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)1( 21212 iiiii
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i uuy εγεαγ
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Stąd, po uwzględnieniu załoŜeń modelu (3.23), wynika, Ŝe załoŜenie (3.80) 

jest równowaŜne ograniczeniu E(ui1αi) = 0 dla i = 1, ..., N, a zatem warun- 
kowi (3.79). Warunkiem wystarczającym jest zatem, aby początkowe wartoś- 
ci yi1 dla wszystkich obiektów i spełniały załoŜenie słabej stacjonarności: 

                          
12 WyróŜniamy dwa rodzaje niestacjonarności: w średniej (trend deterministyczny) i warian-

cji (trend stochastyczny) procesu.  
13 Wymaga to przyjęcia proponowanego szeroko w literaturze załoŜenia (por. np. W o o l d -

r i d g e [2002], s. 412), Ŝe yi0 = yi1.  
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.)1()( 1 γαα −= iiiyE  Spełnienie tego warunku wymaga jedynie, aby pierwsze 

momenty yit były stałe, stałość drugich momentów nie jest zaś wymagana. 
Warunek (3.80) w połączeniu z załoŜeniami modelu (3.23) implikuje T – 2 

dodatkowych warunków momentów postaci14: 
 

(3.69)                 E(uit  ∆yi,t–1) = 0   dla i = 1, ..., N, t = 3, 4, ..., T                  (3.82) 
 

gdzie itiitu εα += . Koncentrując się ponownie na przypadku T = 3, B l u n d e l l  
i B o n d [1998] wykazali, Ŝe warunki (3.82) dostarczają właściwych informacji 

równieŜ w przypadku, gdy 1→γ  lub stosunek wariancji 22 / εα σσ  jest duŜy.  
Z załoŜeń (3.82) wynika, Ŝe moŜliwe jest wykorzystanie opóźnionych pierw-
szych róŜnic zmiennej y (∆yi,t–1) jako instrumentów dla równań na poziomach. 
Jest to zgodne z propozycją A r e l l a n o i B o v e r [1995]. Warto ponadto 
zauwaŜyć, Ŝe moŜliwymi instrumentami, oprócz ∆yi,t–1, są przyrosty opóźnione  
o więcej niŜ jeden okres (analogicznie, jak wynika to z warunku (3.25) dla 
estymatora FDGMM), ale ich wykorzystanie przy konstrukcji estymatora 
Blundella i Bonda jest zbędne właśnie ze względu na warunki (3.25).  

Systemowy estymator GMM Blundella i Bonda (SGMM) wykorzystuje oba 
układy warunków momentów: (3.25) i (3.82). W procesie estymacji wykorzystu-
je się zatem system (T – 2) równań na przyrostach i (T – 2) równań na pozio-
mach, odpowiadających okresom t = 3, ..., T, dla których przyrosty ∆yi,t–1 są 
określone. Innymi słowy, do warunków i równań wykorzystywanych przez 
FDGMM dołączony jest dodatkowy układ równań (na poziomach), w których 
instrumentami są opóźnione pierwsze róŜnice. Instrumenty te mogą być wyko-
rzystane, poniewaŜ mimo Ŝe efekty grupowe αi są skorelowane z poziomami yit, 
to załoŜenie (3.80) gwarantuje, Ŝe nie są one skorelowane z przyrostami ∆yit. 

Warunki (3.82) zapisać moŜna w postaci macierzowej: 
 

(3.69) ( )  E T 0uZ =++
ii  (3.83) 

 
gdzie:  

(3.69)  
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14 Warunki te są właściwe, podobnie jak warunki wykorzystywane przez FDGMM, niezaleŜ-

nie od tego, czy składnik losowy εit jest homoskedastyczny czy nie.  
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natomiast macierz Zi jest określona, jak we wzorze (3.27),  

a [ ]TiTiiTii uu ...,,,...,, 33 εε ∆∆=+u . 

Właściwość dodatkowych instrumentów ∆yi,t–1 moŜna testować stosując test 
Sargana warunków ponadidentyfikujących lub porównując estymatory FDGMM 
i SGMM za pomocą róŜnicowego testu Sargana lub testu Hausmana. Konstruk-
cja tych testów jest omówiona w podrozdz. 3.3.  

Podobnie jak w przypadku estymatora FDGMM, opisaną powyŜej metodę 
moŜna zmodyfikować i zastosować do estymacji modelu, w którym występują 
niezaleŜne zmienne objaśniające xit. Model (3.23) przyjmuje wtedy postać: 

 

(3.69) itiittiit yy εαγ +++= − βxT
1,  (3.85) 

 
a więc identyczną z modelem (3.11), ze wszystkimi jego załoŜeniami. Jeśli 
zmienne xit są skorelowane z efektami grupowymi αi, postać warunków momen-
tów dla zmiennych xit zaleŜy od tego, czy zmienne te są ściśle egzogeniczne czy 
nie. W przypadku, gdy są one ściśle egzogeniczne, to postępowanie jest takie 
samo, jak w przypadku estymatora FDGMM. Jeśli zaś zmienne xit nie są ściśle 
egzogeniczne, oznacza to, Ŝe bieŜące i opóźnione wartości tych zmiennych są 
skorelowane z bieŜącymi wartościami składnika losowego. Wówczas, oprócz 
warunków określonych wzorem (3.40), moŜna uzyskać dodatkowe warunki 
momentów przyjmując załoŜenie początkowe typu (3.80) dla zmiennych xit. Ma 
ono postać: 
 
(3.69)                      ( ) 0=∆ iti xαE    dla i = 1, ..., N, t = 2, ..., T                     (3.86) 

 
a więc oznacza brak korelacji między pierwszymi róŜnicami zmiennych xit  
a efektami grupowymi. Stąd wynikają warunki momentów postaci: 
 
(3.69)                  ( ) 01 =∆ − itit uxE    dla i = 1, ..., N oraz t = 3, ..., T                (3.87) 

 
Zatem opóźnione pierwsze róŜnice 1−∆ itx  mogą być zmiennymi instrumental-
nymi w równaniach na poziomach i zespół wszystkich moŜliwych warunków 
momentów tworzą warunki (3.40) i (3.87). 

Postać ogólna estymatora SGMM jest dana wzorem (3.31) dla modelu auto-
regresyjnego i (3.43) – dla modelu z niezaleŜnymi zmiennymi objaśniającymi. 
NaleŜy jedynie uwzględnić konieczność odpowiedniej modyfikacji macierzy 
zmiennych instrumentalnych Z i występującej w tych wzorach. Asymptotyczne 
wariancje jedno- i dwustopniowego estymatora SGMM określone są odpowied-
nio wzorami analogicznymi do (3.44) i (3.45). Skorygowany estymator warian-
cji Windmeijera dla estymatora dwustopniowego wyznaczyć moŜna ze wzoru 
(3.46). 
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B l u n d e l l i B o n d [1998] wykazali, Ŝe zastosowanie systemowego esty-
matora GMM przynosi znaczący wzrost efektywności w stosunku do FDGMM 
szczególnie, gdy wartość parametru autoregresyjnego γ → 1 lub gdy stosunek 

wariancji 22/ εα σσ  rośnie.  

W symulacji Monte Carlo wykazano, Ŝe dla T = 4 i 22/ εα σσ  = 1 stosunek 
asymptotycznej wariancji estymatora FDGMM do wariancji estymatora SGMM 
równa się 1,75 dla γ = 0 i wzrasta do 3,26 dla γ = 0,5 oraz aŜ do 55,4 dla γ = 0,9. 
Efektywność SGMM rośnie więc niezwykle szybko ze wzrostem wartości 
parametru γ. W tym samym eksperymencie wykazano, Ŝe wzrost czasowej 
liczebności próby poprawia nieco własności estymatora FDGMM, ale nie jest to 
poprawa systematyczna. Wyniki eksperymentu B l u n d e l la i B o n d a [1998] 
zostały potwierdzone w pracach B l u n d e l l a i B o n d a [2000], oraz B l u n -
d e l l a, B o n d a i W i n d m e i j e r a [2000]. H a h n [1999] badał implikacje 
kluczowego załoŜenia dla warunków początkowych postaci (3.79). Dokonał on 
numerycznego porównania semiparametrycznych granic informacyjnych Rao–
Cramera dla przypadku, kiedy załoŜenie (3.79) jest uwzględnione oraz bez jego 
uwzględniania. W ten sposób stwierdzony został bardzo istotny wzrost efektyw-
ności estymacji. 

3.2.7. Skorygowany estymator wewnątrzgrupowy Kivieta 

Opisany w podrozdz. 3.1 estymator wewnątrzgrupowy jest w przypadku 
dynamicznych modeli panelowych obciąŜony w dół. Propozycja K i v i e t a 
[1995] polega na wyznaczeniu wartości poprawki, o jaką naleŜy skorygować ten 
estymator, aby zlikwidować jego obciąŜenie dla małych prób, tzn. skończonych 
wartości T i N. W prezentowanych, w artykule, eksperymentach Monte Carlo 
Kiviet wykazał, Ŝe w skończonych próbach estymator wewnątrzgrupowy  
z korektą ma lepsze własności niŜ inne estymatory, w szczególności estymator 
A n d e r s o n a i H s i a o [1981, 1982] i estymator FDGMM A re l l a n o  
i B o n d a [1991]. 

Model rozwaŜany przez K i v i e t a [1995], zawierający ściśle egzogeniczne 
zmienne objaśniające xkit, dla k = 1, ..., K, tworzące wektor xit, ma postać: 

 

(3.69)              ,1, itiittiit yy εαγ +++= − βxT  i = 1, ..., N, t = 1, ..., T             (3.88) 

 
Zbiór załoŜeń przyjętych przez Kivieta jest nieco zmodyfikowany w sto-

sunku do zbioru standardowego, opisanego dla modelu (3.11), dlatego zostanie 
tutaj przedstawiony w całości. ZałoŜenia modelu (3.88) są następujące: składnik 
losowy εit jest homoskedastyczny i nie wykazuje korelacji w czasie ani wzglę-
dem obiektów E(εjsεit) = 0 dla i ≠ j, t ≠ s; nieobserwowalna heterogeniczność 
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obiektów, wyraŜana poprzez efekty grupowe, ma charakter losowy i efekty dla 
róŜnych obiektów nie są skorelowane: E(αiαj) = 0 dla i ≠ j; efekty grupowe są 
nieskorelowane z właściwym składnikiem losowym: E(εjt αi) = 0 dla dowolnych 
i, j, s; zmienne objaśniające są ściśle egzogeniczne: E(xit εjs) = 0 dla dowolnych 
i, j, t, s; zmienne objaśniające mogą, ale nie muszą, być skorelowane z efek- 
tami grupowymi. Dodatkowo załoŜono normalność rozkładu efektów grupo-

wych i właściwego składnika losowego: ( )2,0~ ασα Ni , gdzie ,02 ≥ασ  oraz 

( ),,0~ 2
εσε Nit  gdzie .02 >εσ  Zakłada się teŜ, Ŝe ,1<γ  tzn. Ŝe długookresowa 

zaleŜność między potencjalnie niestacjonarnymi zmiennymi xkit i yit jest stabilna. 
Model Kivieta jest więc równowaŜny modelowi nazwanemu przez A n d e r s o -
n a i H s i a o [1982] modelem zaleŜności stanowej (por. wzory (3.18) i (3.19)). 
Kiviet przyjmuje ponadto załoŜenie, Ŝe wartość początkowa yi0 jest losowa, przy  
czym: 0)( 0 =jtiy εE  dla dowolnych i, j, t, oraz )( 0 jiy αE  jest dowolne dla 

dowolnych i, j. 
Asymptotyczne obciąŜenie estymatora wewnątrzgrupowego w przypadku 

panelowego modelu dynamicznego było analizowane w literaturze wcześniejszej 
niŜ artykuł K i v i e t a [1995]. Odpowiednie formuły, pozwalające wyznaczyć 
jego wielkość w róŜnych sytuacjach, w szczególności w zaleŜności od tego, czy 
model zawiera zmienne egzogeniczne, oraz przy róŜnych załoŜeniach odnośnie 
do wartości początkowej yi0, zaproponowane zostały przez: T r o g n o n a [1978], 
N i c k e l l a [1981], S e v e s t r e’a i T r o g n o n a [1985]. Dwie ostatnie są 
przytoczone w niniejszej publikacji i dane wzorami (3.4), (3.5) i (3.7). K i v i e t 
[1995] zauwaŜył jednak, Ŝe formuły te nie są uŜyteczne w praktyce, a ponadto 
mogą dawać bardzo niedokładne wyniki w przypadku małych prób. Proponuje 
on własną formułę, pozwalającą wyznaczyć korektę obciąŜenia estymatora 
wewnątrzgrupowego.  

Dla uproszczenia dalszego wywodu i w celu zaprezentowania formuły, po-
zwalającej wyznaczyć korektę Kivieta, przypomnieć trzeba uŜywany w matema-
tyce symbol O(x). Jeśli dane są dwie funkcje: f1(x) i f2(x) określone w zbiorze D, 
c > 0 jest dowolną stałą niezaleŜną od x oraz w kaŜdym punkcie zbioru D 
spełniona jest zaleŜność ,)()( 21 xfcxf ≤  to mówimy, Ŝe f1 jest co najwyŜej 

rzędu f2, co oznaczamy symbolem )).(()( 21 xfOxf =  
Model (3.88), zapisać moŜna w postaci macierzowej jako: 
 

(3.69) εαiIWδy +⊗+= )( TN  (3.89) 
 

gdzie: ,]...,,...,,...,,[ 1111
T

NTNT yyyy=y  ],[ 1 XyW M−=  ,...,,[ 1,1101 −− = Tyyy  

,]...,,..., 1,0
T

−TNN yy  T]...,,[ 1 NXXX = , ,]...,,[ 1
TTT

iTii xxX =  ,][ TT βγδ =   

ε jest wektorem składników losowych, określonym analogicznie jak wektor y, 
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zaś T]...,,[ 1 Nαα=α  jest wektorem efektów grupowych. I N jest macierzą 

jednostkową stopnia N, a iT jest wektorem jedynek o wymiarach (T × 1). Na  
s. 61–65 artykułu K i v i e t a [1995] przedstawiono formalny dowód twierdzenia, 
które określa poprawkę, nazywaną w późniejszej literaturze przedmiotu popraw-
ką Kivieta. Treść tego twierdzenia jest następująca. 

 
Twierdzenie 1K. 

Jeśli spełnione są załoŜenia modelu (3.89)15, oraz ∑∑
= =

N

i

T

t
ititNT 1 1

1 Txx  jest 

zbieŜne do macierzy nieosobliwej o skończonych elementach (co oznacza 
stacjonarność zmiennych egzogenicznych), to: 
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gdzie Wδ̂  oznacza estymator wewnątrzgrupowy wektora δ, oraz: 

,}{2 TTT tr qqCACWAWD TNεσ+=  ],)([)( 1 XyWW M−== EE  ,TN AIA ⊗=  

T
TTTT T

iiIA
1−= , q = [1, 0, ..., 0]T jest wektorem o wymiarach ((K + 1) × 1),  

C jest macierzą stopnia T, określoną jako: 

 























=

− 01

1
01

01
00

2

2

K

MM

M

KKKK

Tγ

γγ
γ

C . 

 
PowyŜsze twierdzenie głosi, Ŝe jeśli do estymacji wektora δ parametrów 

modelu (3.89) zastosowany zostanie estymator wewnątrzgrupowy, skorygowany 

                          
15 Model (3.89) spełnia oczywiście wszystkie załoŜenia wymienione dla modelu (3.88), gdyŜ 

obie postacie są sobie równowaŜne. 
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o wartość znajdującą się po prawej stronie wzoru (3.90) bez ostatniego składnika, 
to obciąŜenie uzyskanego w ten sposób tzw. estymatora z korektą Kivieta jest 

rzędu O(N–1T–3/2). Ocenę nieznanej wariancji 2
εσ  wyznaczyć moŜna na podsta-

wie początkowego estymatora zgodnego, np. estymatora Andersona i Hsiao. 
Na s. 65 artykułu K i v i e t a [1995] sformułowane jest teŜ twierdzenie 2,  

w którym podany jest sposób wyznaczania korekty estymatora Wδ̂  dla modelu 
(3.89) bez załoŜenia stacjonarności zmiennych egzogenicznych. Ze względu na 
zawiłość zapisu matematycznego nie zostanie ono tu przytoczone. 

ObciąŜenie estymatora ,ˆ
Wδ  aproksymowane na podstawie obu twierdzeń, 

zostało następnie wykorzystane przez autora w eksperymentach Monte Carlo. 
Eksperyment Kivieta jest zaprojektowany podobnie jak eksperyment Monte 
Carlo A r e l l a n o i B o n d a [1991] z pewnymi róŜnicami, dotyczącymi załoŜeń 

odnośnie do wartości początkowej yi0, wariancji 2
εσ  i 2

ασ  i rzeczywistych 
wartości parametrów. RóŜnice te są dokładnie opisane na s. 65–66. 

W eksperymencie porównywane są estymatory bazujące na metodzie 
zmiennych instrumentalnych A n d e r s o n a i H s i a o [1981, 1982] z róŜnymi 
zbiorami instrumentów, estymatory A r e l l a n o i B o n d a [1991]: FDGMM1 
(jednostopniowy) i FDGMM2 (dwustopniowy), oraz LSDVc – estymator 
wewnątrzgrupowy z korektą Kivieta, wyznaczoną ze wzoru (3.90). Ten ostatni 

estymator jest wyznaczany przez odjęcie od oceny uzyskanej na podstawie Wδ̂  

oszacowanej na podstawie wzoru (3.90) wartości korekty, z wariancją 2
εσ  

wyznaczoną na podstawie reszt FDGMM1. W tab. 2–4 (K i v i e t [1995], s. 68, 
69 i 71) prezentowane są szczegółowe wyniki porównań obciąŜenia, średniego 
błędu szacunku i RMSE dla estymatorów parametrów β i γ wyznaczonych 
wymienionymi powyŜej metodami, przy załoŜeniach róŜnych wartości rzeczy-
wistych tych parametrów. W wyniku eksperymentu stwierdzono, Ŝe estymatory 
GMM wektora β były w zasadzie nieobciąŜone, ale dla parametru γ ujemne 
obciąŜenie estymatora sięgać moŜe w zaleŜności od scenariusza nawet 50% jego 
błędu szacunku. Estymatory typu Andersona i Hsiao parametru γ miały  
w niektórych scenariuszach lepsze własności niŜ GMM, szczególnie przy 
duŜych wartościach tego parametru; odwrotna sytuacja miała zaś miejsce  
w przypadku estymatorów wektora β. Estymator LSDVc natomiast, porównany 
za pomocą RMSE, moŜe, według Kivieta, konkurować ze wszystkimi pozosta-
łymi branymi od uwagę technikami estymacji. 

Alternatywne propozycje procedury korygującej obciąŜenie estymatora 
wewnątrzgrupowego zawarte są w opracowaniach B u n a i C a r r e e [2006] oraz 
E v e r a e r t a i P o z z i e g o [2007]. W pierwszym z nich wyznaczono wielkość 
asymptotycznego obciąŜenia estymatora wewnątrzgrupowego dla skończonego 
T i N → ∞, przy załoŜeniu heteroskedastyczności przekrojowej, i zaproponowa-
no metodę wyznaczania korekty. Drugie z wymienionych opracowań zawiera 
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metodę wyznaczania korekty na podstawie iteracyjnej procedury bootstrapowej. 
Wydaje się jednak, Ŝe metody te mają obecnie znacznie mniejsze znaczenie 
praktyczne niŜ metoda Kivieta. 

3.3. Testowanie hipotez 

Test autokorelacji Arellano–Bonda 
 
Występowanie autokorelacji pierwszego rzędu w modelu pierwszych róŜnic 

jest zjawiskiem spodziewanym, gdyŜ jeśli εit są niezaleŜne, to ich pierwsze 
róŜnice są skorelowane rzędu 1. Występowanie w tym modelu autokorelacji rzędu 
wyŜszego niŜ 1 oznaczałoby jednak, Ŝe warunki momentów są niespełnione, lub 
inaczej, Ŝe instrumenty uŜyte podczas estymacji GMM nie są właściwe. A r e l -
l a n o i B o n d [1991] zaproponowali test, badający występowanie autokorelacji 
drugiego rzędu składnika losowego w modelu pierwszych róŜnic, postaci: 

 

(3.91) )()()( 1,1,2,1,1, −−−−− −+−+−=− tiittiittititiit yyyy εεγ βxx TT  (3.91) 

 
W najbardziej zwartym zapisie macierzowym (3.91) przyjmie postać: 
 
(3.91) εWδy ∆+=∆  (3.92) 
 
gdzie ∆y = [yit – yi,t–1], ∆ε = [εit – εi,t–1] są wektorami ((T – 2)N × 1), W jest 
macierzą obserwacji na zmiennych objaśniających modelu (3.91), δ – wektorem 
parametrów strukturalnych tego modelu. Wektor reszt modelu (3.92) wyznaczyć 
moŜna jako: 
 
(3.91) )ˆ(ˆˆ δδWεδWyε −−∆=−∆=∆ GMM  (3.93) 
 

gdzie GMMδ̂ oznaczać moŜe estymator FDGMM lub estymator SGMM modelu 
(3.92), postaci (3.43).  

Zgodność estymatora GMM zaleŜy, jak zostało to stwierdzone uprzednio, 
od prawdziwości warunku: 

 
(3.91)                           0)( 2, =∆∆ −tiit εεE    dla t = 3, ..., T                          (3.94) 

 
Zatem testem, weryfikującym poprawność warunków momentów, moŜe być 

test, badający występowanie autokorelacji drugiego rzędu w modelu (3.92). 
Weryfikowana jest hipoteza zerowa o niewystępowaniu takiej autokorelacji. 
Statystyka empiryczna ma postać: 
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(3.91) 
2/1

2
2 ˆ

ˆˆ
*

ε

εε

∆
∆∆

= −
T

m  (3.95) 

 
gdzie 2ˆ−∆ε  oznacza drugie róŜnice wektora ∆ε, zaś elementy wektora 

*
ε̂∆  są 

równe elementom ∆ε, ale z pominięciem pierwszych dwóch wartości, tak aby 
wymiary wektorów umoŜliwiały wykonalność mnoŜenia. Statystyka m2 ma 
rozkład normalny N(0, 1), co zostało wykazane w: A re l l a n o, B o n d [1991],  
s. 293–294 (Appendix). 

Hipoteza zerowa jest prawdziwa, jeśli składnik losowy modelu na pozio-
mach (3.11) nie wykazuje autokorelacji w czasie, ale równieŜ jeśli składnik ten 
jest procesem błądzenia losowego. RozróŜnienia między tymi dwoma przypad-
kami moŜna dokonać obliczając, analogicznie do wyliczania m2, wartość 
statystyki m1. W ten sposób zbadane zostanie występowanie autokorelacji 
pierwszego rzędu w modelu pierwszych róŜnic. Alternatywnie A r e l l a n o, 
B o n d [1991] zasugerowali stosowanie testu Hausmana, bazującego na róŜnicy 
efektywności między dwoma estymatorami: GMM i MNK modelu pierwszych 
róŜnic16. Jest to uzasadnione, poniewaŜ jeśli składnik losowy modelu na pozio-
mach jest procesem błądzenia losowego, to oba te estymatory są zgodne.  

 

Test Sargana (Sargana–Hansena)17 

 
Test ten, w kontekście panelowych modeli dynamicznych, zaproponowany 

został przez A r e l l a n o, B o n d a [1991]. Konstrukcja bazuje na propozycjach 
S a r g a n a [1958] oraz H a n s e n a [1982]. Test bada prawdziwość warunków 
ponadidentyfikujących, niewykorzystanych w procesie estymacji. Weryfikowa-
na jest hipoteza zerowa, Ŝe wykorzystane instrumenty są właściwe w sensie ich 
nieskorelowania ze składnikami losowymi modelu pierwszych róŜnic (3.92). 
Statystyka empiryczna ma postać: 

 

(3.91) εZZεεZZε ˆˆˆˆ
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iis  (3.96) 

 
gdzie ε̂∆  jest określone wzorem (3.93), Zi jest macierzą zmiennych instrumen-
talnych, określoną wzorem (3.27) lub (3.39), w zaleŜności od tego, czy  
model jest autoregresyjny lub czy zawiera niezaleŜne zmienne objaśniające, zaś 

                          
16 Test Hausmana opisany jest w podrozdz. 2.3. 
17 Test Sargana dla modelu szacowanego na podstawie danych czasowych jest omówiony  

w dodatku II. 
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NZZZ =  Statystyka s ma rozkład χ2 z q stopniami swobody, gdzie q 
oznacza liczbę kolumn macierzy Z, pomniejszoną o liczbę szacowanych 
parametrów.  

Jak zauwaŜyli A r e l l a n o, B o n d [1991], moŜliwa jest sytuacja, gdy jeden  
z opisanych powyŜej testów moŜna do przeprowadzić, a drugi jest niewykonalny.  

Zastosowanie testu Sargana jest moŜliwe tylko w przypadku, gdy liczba ko-
lumn macierzy Z przewyŜsza liczbę szacowanych parametrów. Ponadto przepro-
wadzenie testu Sargana na podstawie reszt estymatora jednostopniowej GMM 
moŜe nastąpić tylko wtedy, gdy składniki losowe mają jednakowy rozkład i są 
niezaleŜne dla wszystkich i, t. W innym przypadku zmodyfikowana statystyka s, 
obliczona na podstawie reszt jednostopniowej GMM, nie ma rozkładu χ2. Test 
autokorelacji jest natomiast wykonalny niezaleŜnie od rozkładu składnika losowe-
go, poniewaŜ rozkład statystyki m2 pozostaje rozkładem normalnym.  

Odwrotna sytuacja, kiedy test autokorelacji nie moŜe być zastosowany,  
a test Sargana jest moŜliwy do przeprowadzenia, ma miejsce, jeśli liczba 
obserwacji w czasie T < 5. Dla przykładu, w przypadku modelu autoregresyj-
nego i T = 4 statystyka testu Sargana bada dwie liniowe kombinacje utworzo- 
ne z trzech dostępnych warunków momentów: =∆=∆ )()( 1413 iiii yy εε EE  

.0)( 24 =∆= ii yεE  Nie moŜna natomiast obliczyć, z powodu braku danych, 

drugich róŜnic wektora ∆ε, potrzebnych do obliczenia wartości m2.  
B o w s h e r [2002] zauwaŜył, Ŝe zdolność testu Sargana do wykrywania nie-

właściwych warunków momentów zmniejsza się drastycznie w małych próbach 
wraz ze wzrostem liczby dodatkowych warunków. Ponadto w przypadku, gdy 
wariancja składnika losowego nie jest stała test Sargana jest obciąŜony na 
niekorzyść hipotezy zerowej. 

 

RóŜnicowy test Sargana (ang. Sargan difference test) 
 
Test Sargana, dla którego postać statystyki empirycznej dana jest wzorem 

(3.96), został zaproponowany do badania prawdziwości warunków ponadidenty-
fikujących, których spełnienie jest zakładane, jeśli metodą estymacji jest 
FDGMM A r e l l a n o i B o n d a [1991]. Zastosowane systemowej GMM 
B l u n d e l l a i B o n d a [1998] wymaga przyjęcia załoŜenia, Ŝe spełnione są 
dodatkowe warunki momentów określone wzorem (3.80). Zbadanie prawdziwo-
ści tych dodatkowych warunków jest moŜliwe poprzez zastosowanie testu, 
określanego w literaturze anglojęzycznej terminami differenced-Sargan, Sargan 
difference lub incremental Sargan test18. PoniŜej test ten nazywany będzie 

                          
18 MoŜliwość zastosowania tego testu została zauwaŜona przez A r e l l a n o, B o n d a 

[1991], s. 283. B o n d i W i n d m e i j e r [2005] zaproponowali jego zastosowanie do porównania 
SGMM i FDGMM. Praca ta zawiera ponadto na s. 10–12 szczegółową analizę własności 
statystycznych testu. 
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róŜnicowym testem Sargana. Jest on skonstruowany jako róŜnica pomiędzy 
wartościami statystyk empirycznych testu Sargana dla dwóch modeli: modelu  
„z ograniczeniami” (ang. restricted model) i modelu „bez ograniczeń” (ang. 
unrestricted model). Pod tym pierwszym pojęciem, w kontekście SGMM  
i FDGMM, rozumie się model, który spełnia załoŜenia B l u n d e l l a i B o n d a 
[1998], a drugi z nich to model spełniający załoŜenia A r e l l a n o i B o n d a 
[1991]. Statystyka empiryczna ma postać: 

 
(3.91) FDGMMSGMM ssds −=  (3.97) 
 
gdzie sSGMM i sFDGMM oznaczają wartości empiryczne testu Sargana, obliczone na 
podstawie wzoru (3.96) z wektorem reszt ε̂∆  wyznaczonym odpowiednio na 
podstawie dwustopniowego estymatora SGMM lub FDGMM.  

Jeśli hipoteza zerowa jest prawdziwa, a więc wykorzystane instrumenty są 
właściwe, to statystyka ds ma rozkład χ2 z r stopniami swobody, gdzie r oznacza 
róŜnicę między liczbami stopni swobody dla statystyk sSGMM i sFDGMM. Tak 
określona liczba stopni swobody jest równa liczbie dodatkowych warunków 
momentów, spełnionych dzięki uwzględnieniu załoŜeń B l u n d e l l a i B o n d a 
[1998].  

3.4. Porównanie własności estymatorów 

Wobec istnienia alternatywnych metod estymacji dynamicznych modeli pa-
nelowych oraz propozycji róŜnorodnych ich modyfikacji, moŜe pojawić się 
pytanie, czy istnieje jedna, uniwersalna metoda, czy raczej róŜne metody 
powinny być stosowane w róŜnych sytuacjach. Próby odpowiedzi na to pytanie 
podejmowane były przez wielu autorów. Niejednokrotnie autorzy ci, proponując 
własny estymator, wskazują sytuacje, w których jego własności są najlepsze. 
Oprócz tego w literaturze znaleźć moŜna prace, w których porównywane są 
własności kilku alternatywnych estymatorów. Zaliczyć do nich moŜna np. 
publikacje: W i n d m e i j e r a [1998], J u d s o n i O w e n [1999], H a r r i s a  
i M a t y a s a [2004], A l v a r e z a i A r e l l a n o [2003]. 

Wnioski, płynące z porównania własności róŜnych estymatorów wskazują 
na potrzebę stosowania róŜnych metod, w zaleŜności od rodzaju próby. Na 
przykład A r e l l a n o i B o n d [1991] wykazali, Ŝe proponowany przez nich 
estymator FDGMM jest bardziej efektywny niŜ estymator metody zmiennych 
instrumentalnych A n d e r s o n a i H s i a o [1981, 1982]. Badali oni własności 
asymptotyczne estymatorów, przy ustalonej wartości T dla N → ∞. K i v i e t 
[1995], przy nieco zmodyfikowanych załoŜeniach, wykazał przewagę estymato-
ra Andersona–Hsiao nad estymatorem FDGMM.  
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J u d s o n i O w e n [1999] porównali własności róŜnych estymatorów dla 
próby typowej dla danych makroekonomicznych. ZałoŜyli oni stacjonarność 
zmiennych oraz wartości T od 5 do 30 i nielosowość efektów grupowych. 
Stosując metodę Monte Carlo, porównali własności czterech estymatorów: 
estymatora metody zmiennych instrumentalnych (IV) Andersona i Hsiao, 
estymatorów Arellano–Bonda: jednostopniowego (FDGMM1) i dwustopniowe-
go (FDGMM2), i skorygowanego estymatora Kivieta (LSDVc). Dodatkowo 
przeprowadzono badanie obciąŜenia estymatora KMNK i estymatora wewnątrz-
grupowego (WG). Własności tych estymatorów badane były dla 32 róŜnych 
kombinacji parametrów, dla czterech wartości T: 5, 10, 20, 30, wartości N 
równych 20 lub 100, oceny parametru przy opóźnionej zmiennej endogenicznej 
γ równej 0,2 lub 0,8 oraz ustalonych pozostałych parametrach. Zasadnicze 
wnioski płynące z eksperymentu Judson i Owen są następujące: 

− obciąŜenie estymatora WG parametru γ przy opóźnionej zmiennej obja-
śnianej było zawsze większe niŜ obciąŜenie estymatora WG parametru βk przy 
dowolnej zmiennej objaśniającej xk; 

− obciąŜenie estymatora wewnątrzgrupowego rośnie ze wzrostem wartości 
γ, a maleje ze wzrostem T; jednak nawet przy T = 30 obciąŜenie to moŜe 
wynosić nawet 20% rzeczywistej wartości parametru; 

− niezaleŜnie od wymiaru czasowego próby, pierwiastek błędu średnio-
kwadratowego (RMSE) jest najmniejszy dla estymatora Kivieta. Ponadto oba 
estymatory FDGMM1 i FDGMM2 mają mniejszy RMSE niŜ estymator Ander-
sona i Hsiao; 

− ze wzrostem N i T róŜnice między wszystkimi analizowanymi estymato-
rami zacierają się; 

− w przypadku próby zbilansowanej autorzy zalecają stosowanie estymato-
ra Kivieta, a w przypadku próby niezbilansowanej decyzja zaleŜy od wymiaru T: 
dla T = 10 zalecany jest FDGMM1, dla T = 20 – FDGMM2 lub estymator 
Andersona i Hsiao, a dla T = 30 – estymator WG, którego własności są wówczas 
porównywalne z własnościami pozostałych estymatorów, a który jest prostszy 
do uzyskania. 

Eksperymenty Monte Carlo stosowane były teŜ przez H a r r i s a i M a t y -
a s a [2004] do porównania własności estymatorów GMM i IV Andersona–Hsiao  
w małych próbach, ze szczególnym uwzględnieniem problemu ich obciąŜenia. 
Oprócz najpopularniejszych w praktyce estymatorów jedno- i dwustopniowej 
FDGMM i SGMM analizowano teŜ własności kilku ich wariantów, uzyskanych 
poprzez uwzględnianie róŜnych zbiorów instrumentów. Symulacje przeprowa-
dzono dla T = 4 lub T = 6 i trzech róŜnych rzeczywistych wartości parametru 
autoregresyjnego γ: 0,1, 0,5, 0,9. Podstawowe wnioski są następujące: 

− estymatory, które wykorzystują bardzo rozbudowaną macierz instrumen-
tów wykazują szczególnie duŜe obciąŜenie w małych próbach. Dotyczy to m. in. 
estymatora A r e l l a n o i B o v e r [1995]. Wniosek ten jest zbieŜny z wynikami 
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przedstawionymi przez Z i l i a k a [1997]. Wykorzystanie w procesie estymacji 
wszystkich dostępnych warunków momentów nie jest zatem zalecane, poniewaŜ 
moŜliwa wielkość obciąŜenia estymatora przewaŜa oczekiwany wzrost efektyw-
ności; 

− jeśli liczba instrumentów przekracza liczbę zmiennych endogenicznych 
modelu, to otrzymany estymator ma skończone momenty. W przeciwnym 
wypadku nie ma takiej gwarancji; 

− błędy szacunku estymatorów dwustopniowych są często niewiarygodne; 
− własności wszystkich estymatorów poprawiają się dla T → ∞, ale doty-

czy to szczególnie estymatora Andersona–Hsiao, który nie powinien więc być 
stosowany w małych próbach;  

− własności wszystkich estymatorów poprawiają się, gdy wartość parame-
tru autoregresyjnego γ → 1; 

− za najbardziej uniwersalne estymatory, które generalnie mają najlepsze 
własności uznać moŜna estymatory GMM, wykorzystujące nieliniowe warunki 
momentów, tzn. estymatory A h n a i S c h m i d t a [1995] i B l u n d e l l a  
i B o n d a [1998]. 

Asymptotyczne własności proponowanych w literaturze estymatorów były 
przedmiotem badania A l v a r e z a i A r e l l a n o [2003]. Porównano estymatory: 
WG, FDGMM, oraz estymator metody największej wiarygodności z ograniczo-
ną informacją LIML (A l o n s o-B o r r e g o, A r e l l a n o [1996]) dla modelu 
autoregresyjnego, przy T → ∞ i N → ∞. Stwierdzono, Ŝe wszystkie wymienione 
estymatory są zgodne, jeśli stosunek T/N → c, gdzie .20 ≤< c  Fakt ten uzasad-
nić moŜna następująco: w przypadku modeli autoregresyjnych duŜa liczba 
dostępnych instrumentów jest związana z tym, Ŝe T → ∞; w takim zaś przypad-
ku zbieŜność estymatorów innych metod do estymatora KMNK (WG) jest 
poŜądana, gdyŜ obciąŜenie wynikające ze współzaleŜności zmiennych dąŜy do 
0, jeśli T → ∞19. Mimo to estymatory FDGMM, WG i LIML są asymptotycznie 
obciąŜone, a rząd tego obciąŜenia wynosi odpowiednio N, T i 2N – T. Jeśli T < N, 
to asymptotyczne obciąŜenie estymatora FDGMM jest mniejsze niŜ estymatora 
WG, zaś asymptotyczne obciąŜenie estymatora LIML – mniejsze niŜ dwóch 
pozostałych. Dla T = N obciąŜenia wszystkich estymatorów są identyczne. 

W praktyce ekonometrycznej najczęściej stosowanymi metodami estymacji 
panelowych modeli dynamicznych są FDGMM i SGMM. Porównania własności 
tych estymatorów w konkretnych zastosowaniach pojawiają się w wielu publi-
kacjach. Wydaje się, Ŝe wnioski streścić moŜna jak poniŜej. W szczególnym 
przypadku, kiedy macierz wariancji-kowariancji składnika losowego jest 
sferyczna, estymatory jedno- i dwustopniowej FDGMM są asymptotycznie 

                          
19 Zaznaczyć warto, Ŝe w przypadku modeli strukturalnych zbyt duŜa liczba instrumentów 

powoduje nadmierne dopasowanie, a zbieŜność estymatorów innych metod do estymatora KMNK 
jest niepoŜądana (M o r i m u n e [1983] i B e k k e r [1994] wykazali, Ŝe estymator 2MNK jest 
niezgodny, jeśli liczba instrumentów dąŜy do nieskończoności). 
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równowaŜne. W przeciwnym wypadku – dwustopniowy estymator FDGMM jest 
bardziej efektywny. Estymator dwustopniowy SGMM jest zawsze bardziej 
efektywny niŜ jednostopniowy SGMM. Eksperymenty Monte Carlo pokazały 
jednak, Ŝe wzrost efektywności jest relatywnie niewielki, a zbieŜność estymatora 
GMM do rozkładu asymptotycznego – powolna. Ponadto w małych próbach 
średnie błędy szacunku estymatorów GMM są silnie obciąŜone w dół. Dlatego 
bardziej wiarygodne wyniki uzyskuje się stosując jednostopniowy estymator 
GMM z odpowiednio liczonymi, odpornymi na heteroskedastyczność, błędami 
szacunku (por. B o n d, H o e f f l e r, T e m p l e [2001]). 

 
 
 
 
 
 





 
 

R O Z D Z I A Ł  4  
 
 

PRZYKŁADY ZASTOSOWA Ń DYNAMICZNYCH MODELI  
PANELOWYCH W BADANIACH MIKROEKONOMICZNYCH  
 
 
Początki rozwoju metodologii modelowania na podstawie danych panelo-

wych związane są z wykorzystaniem danych indywidualnych, tzn. danych 
pochodzących z gospodarstw domowych lub firm (patrz podrozdz. 1.4). Uzna-
wane obecnie za klasyczne metody estymacji modeli z efektami grupowymi 
(patrz podrozdz. 2.1–2.3) zostały opracowane z myślą o wykorzystaniu danych 
indywidualnych, w których wymiar przekrojowy jest znacznie większy niŜ 
wymiar czasowy. Współcześnie zakres zastosowania danych panelowych bardzo 
się rozszerzył i obejmuje równieŜ dane ze szczebla mezo- i makroekono-
micznego, o czym mowa będzie w kolejnych rozdziałach pracy.  

W niniejszym rozdziale przedstawiono przykłady badań światowych  
z obszaru ekonomii przemysłowej i finansów przedsiębiorstw, prowadzonych na 
podstawie dynamicznych modeli panelowych. Przykłady starano się dobrać tak, 
aby obrazowały korzyści badawcze płynące z zastosowania mikropaneli dla 
analizy waŜnych aspektów funkcjonowania przedsiębiorstw: inwestycji, pro-
duktywności, zatrudnienia, innowacji, czynników finansowych, transferu kwa-
lifikacji czy struktury zarządu firmy. PoniewaŜ problemy badawcze rozwaŜane 
w omawianych pracach obejmują róŜnorodne aspekty funkcjonowania przedsię-
biorstw, zostały one zestawione w formie tabelarycznej.  

 
T a b e l a  4.1  

 
Przykłady analiz działalności przedsiębiorstw na podstawie dynamicznych modeli panelowych 

Problem badawczy Opracowania 

Czynniki determinujące decyzje inwe-
stycyjne  

Bond, Elton, Mairesse, Mulkay  [1997]; Bond 
[2002]; B o [2007] 

Produktywność i rentowność  Blundell, Bond [2000]; B e n i t o, H e r n a n d o 
[2007]; C a s u, G i r a r d o n e [2007]; Loshkin, Bel-
derbos, C a r r e e [2008]; O r d i n e, R o s e [2008]  

Zatrudnienie  Arellano, Bond [1991]; Blundell, Bond [1998]; 
S h e h z a d, D e  H a a n, S c h o l t e n s [2009] 

Działalność innowacyjna Lachenmaier, Rottmann [2007]; B r o w n, 
F a z z a r i, P e t e r s e n [2009] 
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Tabela 4.1 (cd.) 

Problem badawczy Opracowania 

Wynagrodzenia Bover, Bentolila, Arellano [2001]; Andini  [2009] 

Wpływ struktury właścicielskiej i kapi-
tałowej na funkcjonowanie firmy 

Criscuolo [2003]; Drobetz, Wanzenried [2006]; 
Guest [2009] 

Transfer kwalifikacji i BiR, mobilność 
pracowników 

Gorg, Strobl [2002]; B l o o m, S c h a n k e r m a n, 
V a n R e e n e n [2005]; Higon [2007] 

U w a g a: nazwiska autorów opracowań omawianych w tym rozdziale wyróŜniono czcionką 
półgrubą. 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 
 
W tab. 4.1, oprócz opracowań omawianych w niniejszym rozdziale zawarto 

odwołania do innych prac, które mogą być inspirujące dla Czytelnika zaintereso-
wanego problematyką ekonomii przemysłowej i funkcjonowania przedsiębiorstw.  

4.1. Inwestycje w firmach 

Wiele miejsca w empirycznych studiach mikroekonomicznych zajmują ana-
lizy roli, jaką w decyzjach inwestycyjnych firm odgrywają makroekonomiczne 
czynniki finansowe. Większość z tych analiz pozwala na wniosek, Ŝe takie 
zmienne, jak przepływy pienięŜne, istotnie wpływają na wydatki inwestycyjne. 
Przy braku załoŜenia o doskonałym rynku kapitałowym, w którym decyzje 
finansowe i decyzje inwestycyjne są niezaleŜne, moŜliwe jest, Ŝe róŜne systemy 
finansowe na szczeblu krajowym mogą w róŜny sposób wpływać na inwestycje 
w firmach. Na przykład duŜo miejsca poświęca się w literaturze przedmiotu 
analizie róŜnic między anglosaskim systemem opartym na rynku (ang. market- 
-based) a niemieckim lub japońskim systemem opartym na bankach (ang. bank- 
-based). Celem opracowania B o n d a, E l t o n, M a i r e s s e i M u l k ay’a [1997] 
jest odpowiedź na pytanie, czy zróŜnicowanie wpływu wywieranego na decyzje 
inwestycyjne firm przez ograniczenia finansowe moŜe wynikać z róŜnic między 
systemami finansowymi poszczególnych krajów. Autorzy oszacowali trzy 
alternatywne specyfikacje modelu inwestycji: model akceleracyjny, model korekty 
błędem i równanie Eulera, uwzględniające dodatkowo zmienne finansowe: 
przepływy pienięŜne i składniki zysku. Specyfikacje tych równań są następujące: 

– model akceleracyjny: 
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gdzie I it oznacza inwestycje w firmie i w roku t, Kit – zasób kapitału, dt – efekt 
czasowy, ηit – efekt grupowy,  
 

– model korekty błędem: 
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gdzie dodatkowo ),ln( itit Kk =  

 
– równanie Eulera: 
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gdzie ,),(),( ititititititititit LwLKGpLKFpΠ −−=  pit – cena produkcji, 

),( itit LKF  – funkcja produkcji brutto, ),( itit LKG  – funkcja kosztów dostoso-

wawczych, Lit – czynniki produkcji, wit – cena czynników produkcji. 
Autorzy przykładają szczególna wagę do porównania wyników estymacji 

tego samego modelu dla róŜnych krajów. Mniejsze znaczenie ma porównanie 
wyników estymacji róŜnych modeli dla danego kraju. Estymacji modeli  
(4.1)–(4.3) dokonano na podstawie danych panelowych z lat 1979–1989 dla 228 
firm sektora wytwórczego z obszaru Wielkiej Brytanii, Belgii, Francji i Niemiec. 
Do estymacji modeli zastosowano FDGMM1.  

Podstawowym wnioskiem, niezaleŜnym od specyfikacji modelu, jest to, Ŝe 
makroekonomiczne zmienne finansowe mają bardziej istotny wpływ (staty-
stycznie i ilościowo) na inwestycje w Wielkiej Brytanii niŜ w pozostałych trzech 
krajach. Oznacza to zdaniem autorów, Ŝe wpływ ograniczeń finansowych na 
inwestycje moŜe być relatywnie silniejszy w opartym na rynku systemie 
brytyjskim. Zmienne finansowe wpływają przy tym na inwestycje we wszyst-
kich firmach, niezaleŜnie od kraju. Autorzy zauwaŜają teŜ, Ŝe prosta analiza 
czasowa procesów inwestycyjnych pokazuje znaczące podobieństwo w ich 
kształtowaniu się w poszczególnych krajach. 

B o n d [2002] prezentuje przykład zastosowania alternatywnych estymato-
rów do oszacowania parametrów autoregresyjnego modelu stopy inwestycji dla 
firm brytyjskich. Model stopy inwestycji jest szacowany na podstawie 4966 

                          
1 SGMM zaproponowano w roku 1998, a więc później niŜ ukazało się omawiane opra- 

cowanie. 
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obserwacji, pochodzących z 703 firm, dla których dostępne były dane roczne za 
co najmniej 4 kolejne lata w okresie 1988–2000. Model ma postać: 
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gdzie I it oznacza wydatki inwestycyjne brutto, Kit – kapitał akcyjny netto i koszt 
odtworzenia. Stosunek I it /Kit jest zatem przybliŜoną miarą stopy wzrostu 
kapitału akcyjnego netto plus stopy amortyzacji. Zmienność w czasie wyrazu 
wolnego ct odzwierciedlać ma jednakowe dla wszystkich firm składowe stopy 
inwestycji, wynikające z cykliczności lub tendencji rozwojowej. 

Do oszacowania modelu zastosowane zostały cztery alternatywne estymato-
ry: KMNK, wewnątrzgrupowy (WG), 2MNK dla modelu pierwszych róŜnic  
i FDGMM. Wyniki prezentowane są w pracy B o n d a [2000] (tab. 1, s. 31). 
Oceny parametru γ wahają się od –0,01 dla estymatora WG, do 0,27, dla 
estymatora KMNK. Jest to duŜa rozbieŜność, która potwierdza regułę, Ŝe  
w przypadku panelowych modeli dynamicznych estymator KMNK jest obciąŜo-
ny w górę, a WG – w dół.  

Ocena parametru autoregresyjnego uzyskana na podstawie 2MNK wynosi 
0,1626. Estymator 2MNK dla modelu pierwszych róŜnic jest wyznaczony przy 
zastosowaniu zmiennej instrumentalnej (I/K)i,t–2. PoniewaŜ model jest jedno-
znacznie identyfikowalny, nie moŜna zastosować testu Sargana, zatem oceny 
jego jakości dokonano na podstawie testu autokorelacji Arellano–Bonda2. Przy 
standardowym załoŜeniu, Ŝe składniki losowe εit nie wykazują korelacji  
w czasie, w prawidłowo wyspecyfikowanym modelu naleŜy się spodziewać, Ŝe 
przyrosty ∆εit będą wykazywały istotną ujemną korelację pierwszego rzędu  
i brak istotnej korelacji drugiego rzędu. Wynik testu Arellano–Bonda potwierdza 
prawidłową specyfikację modelu.  

Kolejną zastosowaną metodą estymacji modelu (4.4) jest jednostopniowa 
FDGMM. Autor prezentuje wyniki uzyskane dla dwóch róŜnych zbiorów 
instrumentów: zbioru ograniczonego do (I/K)i,t–2 i (I/K)i,t–3, oraz pełnego zbioru 
zmiennych instrumentalnych, wynikającego z załoŜeń A r e l l a n o i B o n d a 
[1991]. Macierz Zi wykorzystana w tym drugim przypadku liczy aŜ 78 kolumn. 
Powodem zastosowania FDGMM z ograniczonym zbiorem instrumentów 
(oprócz FDGMM z pełnym zbiorem instrumentów) jest to, Ŝe estymatory GMM 
wyznaczane na podstawie zbyt wielu warunków momentów mogą być obciąŜo-
ne w małych próbach, a przyczyną tego obciąŜenia (ang. overfitting bias) moŜe 
być właśnie nadmiar wykorzystanych warunków3. Porównanie przedstawionych 

                          
2 Konstrukcje testów Sargana i testu Arellano–Bonda są omówione w podrozdz. 3.3. 
3 Więcej na temat wpływu nadmiernej ilości warunków momentów na obciąŜenie estymato-

rów znaleźć moŜna w rozdz. 3. 



 127 

poniŜej wyników estymacji pokazuje jednak, Ŝe w omawianym modelu ten 
problem nie wystąpił. Z drugiej jednak strony utrata efektywności spowodowana 
przez pominięcie zmiennych instrumentalnych, którymi są bardziej odległe  
w czasie opóźnienia, okazała się bardzo niewielka. 

Mimo Ŝe FDGMM z ograniczonym zbiorem instrumentów nie wykorzystuje 
pełnej macierzy zmiennych instrumentalnych Zi danej wzorem (3.27), zauwa-
Ŝalna jest pewna poprawa precyzji estymacji w stosunku do 2MNK (błąd 
szacunku spada z 0,0362 do 0,0327, przy ocenie parametru γ równej 0,1593). 
Macierz Zi wykorzystana w 2MNK składa się z jednej kolumny postaci [(I/K)i1 
(I/K)i2 … (I/K)i,T–2]

T, a FDGMM, nawet w ograniczonej wersji, wykorzystuje 
macierz liczącą 23 kolumny. Wzrost efektywności wynikać moŜe więc  
z wykorzystania dodatkowych warunków momentów. Model jest obecnie 
identyfikowalny z nadmiarem, zatem do oceny jego jakości oprócz testu 
Arellano–Bonda zastosowano test Sargana. Wyniki obu testów pokazały, Ŝe 
warunki ponadidentyfikujące są właściwe, a więc model jest poprawny. 

W kolejnym kroku model (4.4) oszacowano jednostopniową FDGMM  
z pełnym zbiorem zmiennych instrumentalnych. Wykorzystanie dodatkowych 
warunków momentów przyniosło dalszą poprawę precyzji estymacji. Ocena 
parametru γ wynosi obecnie 0,156, a błąd jego szacunku 0,0318. Testy Sargana  
i Arellano–Bonda potwierdziły hipotezę o poprawności modelu.  

Dodatkowo model (4.4) estymowano za pomocą dwustopniowej FDGMM  
z pełnym zbiorem instrumentów. Wyznaczona za pomocą tej metody ocena 
parametru γ wynosi 0,1806. Asymptotyczny błąd szacunku obliczony według 
wzoru (3.35) ma wartość 0,0227, a więc jest o ok. 30% mniejszy niŜ błąd 
estymatora jednostopniowego, przy zbliŜonych wartościach ocen parametru. 
Autor stwierdza, Ŝe tak duŜy wzrost efektywności estymacji w wyniku zastoso-
wania estymatora dwustopniowego jest nieuzasadniony i nigdy nie był odnoto-
wany w symulacjach. Błąd obliczony przy zastosowaniu korekty Windmeijera 
na podstawie wzoru (3.46) ma wartość 0,0314. Jest więc praktycznie taki sam, 
jak błąd estymatora jednostopniowego z pełnym zbiorem instrumentów. Rezultat 
ten potwierdza udowodnioną w literaturze tezę (por. np. B o n d, W i n d m e i j e r 
[2005]), Ŝe praktyczne wnioskowanie na asymptotycznej macierzy wariancji- 
-kowariancji dwustopniowego estymatora GMM jest ryzykowne. 

4.2. Produkcja i produktywność w firmach 

Istotnym czynnikiem wpływającym na produktywność w firmach jest  
wykorzystanie nowych technologii i innowacji. W dobie łatwego transferu 
wiedzy i technologii istotnego znaczenia nabiera określenie, które technologie 
będą rozwijane lokalnie, a które kupowane z zewnątrz. Część autorów zauwaŜa 
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rosnącą tendencję do czerpania technologii z zewnątrz, przy dodatkowym 
zmniejszaniu się liczby wewnętrznych komórek badawczo-rozwojowych, 
szczególnie w branŜach silnie zaleŜnych od nakładów na BiR. Celem pracy 
L o s h k i n a, B e l d e r b o s a i C a r r e e [2008] jest zbadanie łącznego wpływu 
zewnętrznych i wewnętrznych nakładów na BiR na produktywność w innowa-
cyjnych firmach w Holandii. Jest to jedna z pierwszych prac z tej dziedziny 
wykorzystujących dane panelowe na szczeblu firm. Ten rodzaj danych 
umoŜliwia, w przeciwieństwie do danych przekrojowych, rozdzielenie efektów 
komplementarności od stałych lub zmiennych w czasie skutków heteroge- 
niczności obiektów (firm). Analiza bazuje na rozszerzonej funkcji Cobba–
Douglasa, w której oprócz nakładów pracy L i kapitału C uwzględniono  
wpływ zasobu wiedzy K na produkcję Y. Ostateczna postać modelu jest 
następująca: 
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gdzie ,loglog ititit LYq −=  ,log itit Ll =  ,log itit Ii =  I it – inwestycje kapitałowe 

w środki trwałe, będące aproksymantą inwestycji kapitałowych Cit, µi i λt są 

efektami grupowymi i czasowymi zaś, int
1, −tir  i ext

1, −tir  określone są związkiem: 
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gdzie int
1−tiR ,  i ext

, 1−tiR  są odpowiednio zewnętrznymi i wewnętrznymi nakładami 

na BiR. 
Model (4.5) estymowany był za pomocą FDGMM i SGMM oraz za pomocą 

estymatorów H s i a o, P e s a r a n a i T a h m i s c i o g l u [2002], bazujących na 
MNW. Estymacji dokonano na podstawie panelu składającego się z 304 firm 
wytwórczych z lat 1996–2001, naleŜących do 12 działów. Rezultaty estymacji 
modeli typu (4.5) były jednakowe, niezaleŜnie od metody estymacji. Wykazały 
one, Ŝe połączenie nakładów zewnętrznych i wewnętrznych na BIR znacząco 
przyczynia się do wzrostu produktywności. Potwierdza to słuszność łączenia 
tych dwóch źródeł finansowania innowacji i dostarcza dowodów komplementar-
ności strategii innowacyjnych. Ponadto pozytywny wpływ zewnętrznych nakła-
dów na BiR występuje tylko w przypadku ponoszenia wystarczająco wysokich 
nakładów wewnętrznych. 



 129 

W pracy B l u n d e l l a i B o n d a [2000] dynamiczny model panelowy za-
stosowano do estymacji modelu kształtowania się produkcji w firmach. Przykład 
ten pokazuje, dlaczego specyfikacja dynamiczna moŜe być konieczna dla 
zapewnienia identyfikowalności pewnych parametrów, mimo Ŝe dynamika jako 
taka nie jest centralnym punktem analizy. Punktem wyjścia jest funkcja produk-
cji Cobba–Douglasa postaci 
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gdzie yit, nit, kit oznaczają kolejno logarytmy: sprzedaŜy, zatrudnienia i kapitału 
akcyjnego firmy i w roku t, λt jest specyficznym dla danego roku wyrazem 
wolnym (jednakowym dla wszystkich firm), odzwierciedlającym postęp 
technologiczny, βn, βk, γ są parametrami. Składowe składnika losowego to: 
efekty grupowe αi, potencjalnie autoregresyjny „właściwy” składnik losowy εit, 
oraz składowa mit odzwierciedlająca błędy pomiaru4, o której zakłada się, Ŝe nie 
wykazuje autokorelacji. Zakłada się, Ŝe zatrudnienie i kapitał mogą być skore-
lowane zarówno z efektami grupowymi αi, jak i zakłóceniami eit i błędami 
pomiaru mit. Przy tych załoŜeniach nie moŜna wskazać właściwych warunków 
momentów dla modelu statycznego postaci (4.7), o ile składnik losowy εit 
rzeczywiście jest autoregresyjny, tzn. o ile γ ≠ 0. Model (4.7) zapisać moŜna 
jednak równowaŜnie w postaci: 
 

++−+−= −−− 1,1,1, titikitktinitnit ykknny γγβββγβ  

(4.8) ))1(()( 1,1 −− −++−+−+ tiitititt mme γγαγλλ  (4.8) 

 
lub w postaci: 
 

(4.8) )( **
1,51,431,21 itittitiittiitit wykknny +++++++= −−− αλπππππ  (4.9) 

 
z dwoma nieliniowymi restrykcjami wspólnego czynnika: 512 πππ −=   

i .534 πππ −=  PoniewaŜ składnik losowy ( itit m+ε ) modelu (4.7) wykazuje 

autokorelację, to składnik losowy wit modelu (4.9) moŜe: a) nie wykazywać 
autokorelacji w przypadku, gdy nie występują błędy pomiaru, tzn. wit

 = eit oraz 
D2(mit) = 0 lub b) wit ~ MA(1) w przypadku, gdy w niektórych szeregach 

                          
4 Na temat moŜliwości redukcji skutków błędu pomiaru zmiennych przy zastosowaniu dy-

namicznych modeli panelowych czytaj w podrozdz. 4.8. 
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występują niesystematyczne (ang. transient) błędy pomiaru. W obu przypadkach 
moŜliwe jest uzyskanie zgodnych estymatorów wektora parametrów 

[ ]51 ...,, ππ=π  za pomocą GMM. Po wyznaczeniu zgodnych estymatorów 

wektora π i wariancji D2(π), moŜliwe jest nałoŜenie i testowanie restrykcji 
wspólnego czynnika, postulowanych w modelu (4.9) i wyznaczenie zgodnych 
estymatorów parametrów βn, βk, γ. 

B l u n d e l l i B o n d [2000] oszacowali parametry modelu (4.7) na podsta-
wie zrównowaŜonego panelu danych z 509 firm prowadzących działalność 
badawczo-rozwojową w USA w latach 1982–1989. Kapitał akcyjny i zatrudnie-
nie były mierzone na koniec roku rozrachunkowego w danej firmie. 

Szeregi obserwacji na zmiennych yit, nit, kit charakteryzowały się wysokim 
stopniem trwałości, co zostało wykazane poprzez konstrukcję i estymację 
modeli AR(1) dla tych zmiennych. Oceny MNK parametru autoregresyjnego dla 
wszystkich szeregów wyniosły 0,99. Oceny wyznaczone na podstawie SGMM 
są niewiele niŜsze – od 0,92 do 0,96. Zaskakujące zdaniem autorów jest to,  
Ŝe ocena FDGMM parametru przy zmiennej nit jest niemal identyczna (0,920), 
jak ocena SGMM (0,923). Dla pozostałych dwóch zmiennych potwierdzone 
zostało przypuszczenie, Ŝe w związku z ich wysokim stopniem trwałości  
oceny FDGMM są obciąŜone w dół – wynoszą one 0,768 dla zmiennej kit  
i 0,775 – yit. 

Autorzy zaprezentowali wyniki estymacji modeli (4.7) i (4.9) uzyskane jed-
nostopniowymi FDGMM i SGMM. FDGMM stosowano dwukrotnie: z opóź-
nionymi o dwa okresy poziomami jako zmiennymi instrumentalnymi, oraz 
powtórnie, z instrumentami, którymi są poziomy opóźnione o trzy okresy. 
Właściwość instrumentów w pierwszym przypadku została odrzucona przez test 
Sargana. Odrzucenie to wynika z występowania błędów pomiaru mit. Instrumen-
ty w drugim przypadku są właściwe, a restrykcje wspólnego czynnika spełnione. 
JednakŜe oceny wszystkich parametrów (w tym parametru γ przy opóźnionej 
zmiennej objaśnianej) są zbliŜone do ocen estymatora wewnątrzgrupowego,  
co sugeruje moŜliwość wystąpienia obciąŜenia wynikającego z małej próby  
i problemu słabych instrumentów. Kolejną metodą estymacji była SGMM. 
Właściwość poziomów opóźnionych o trzy okresy, jako instrumentów dla 
równań na przyrostach, i przyrostów opóźnionych o dwa okresy, jako instru-
mentów dla równań na poziomach, jest na granicy istotności w teście Sargana. 
JednakŜe wynik róŜnicowego testu Sargana, badającego poprawność dodatko-
wych warunków momentów, uzyskanych dzięki wprowadzeniu instrumentów 
dla równań na poziomach, potwierdza właściwość tych instrumentów na 
poziomie istotności 0,1. Ponadto o poprawności SGMM świadczy fakt, Ŝe 
ocena parametru γ uzyskana tą metodą jest wyŜsza niŜ ocena FDGMM i niŜsza 
niŜ ocena KMNK. Restrykcje wspólnego czynnika są równieŜ spełnione. 
Dlatego SGMM uznano za najwłaściwszą metodę estymacji rozwaŜanego 
modelu. 
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4.3. Modelowanie zatrudnienia w przedsiębiorstwach 

Prace A r e l l a n o i B o n d a [1991] oraz B l u n d e l l a i B o n da [1998] 
oprócz propozycji nowych metod estymacji zawierają przykłady praktycznego 
zastosowania FDGMM i SGMM. W obu przykładach modelowane jest zatrud-
nienie, a zbiór danych jest ten sam. Przykłady te zostaną omówione poniŜej, 
poniewaŜ pokazują ewolucję wyników w zaleŜności od metody estymacji.  

Model A r e l l a n o i B o n d a [1991] estymowano na podstawie danych ze 
140 firm brytyjskich, dla których dostępne były dane z co najmniej 7 kolejnych 
lat z okresu 1976–1984. Panel jest niezbilansowany w dwojakim sensie: liczba 
obserwacji w czasie jest róŜna dla róŜnych firm oraz obserwacje pochodzą  
z róŜnych okresów. Firmy, naleŜące do działu „przemysł” (ang. manufacturing), 
zaklasyfikowano dodatkowo do jednej z dziewięciu głównych gałęzi przemysłu. 
Ogólna postać modelu jest następująca: 

 
+++++++= −−−−− 2,31,211,212,21,1 titiittiittitiit kkkwwnnn θθθββγγ  

(4.10) ittititiit ysysys ελαδδδ ++++++ −− 2,31,21          (4.10) 

 
gdzie nit oznacza logarytm zatrudnienia w firmie i na koniec roku t, wit – 
logarytm przeciętnego wynagrodzenia (urealnionego za pomocą deflatora 
wartości dodanej dla przemysłu), kit – logarytm nakładów kapitałowych brutto, 
ysit – logarytm produkcji gałęzi przemysłu, do której naleŜy dana firma, mierzo-
ny jako wartość dodana wytworzona w tej gałęzi, αi – efekty grupowe, λt – 
efekty czasowe. ZałoŜeniem ekonomicznym, leŜącym u podstaw konstrukcji 
modelu (4.10) jest to, Ŝe zatrudnienie kształtuje się zgodnie z log-liniową 
funkcją popytu na pracę, przy czym w krótkim okresie róŜni się ono od mode-
lowego. Zmienne kit i wit oraz ich opóźnienia są uwzględnione w celu modelo-
wania krótkookresowych mechanizmów dostosowawczych zatrudnienia. 
Zmienna ysit wprowadzona jest w celu uwzględnienia zmian popytu danej 
gałęzi, a zagregowane zmiany popytu są uwzględnione poprzez wprowadzenie 
efektów czasowych. 

Model (4.10) oszacowano za pomocą jedno- i dwustopniowej FDGMM, 
przy załoŜeniu, Ŝe wszystkie zmienne objaśniające, oprócz opóźnień zmiennej 
objaśnianej, są ściśle egzogeniczne5. Oceny parametrów uzyskane metodą jedno- 
i dwustopniową róŜnią się nieznacznie. Błędy szacunku parametrów dla metody 
dwustopniowej, obliczone według wzoru (3.35), są jednak ok. 30% mniejsze niŜ 
dla metody jednostopniowej. Autorzy przypuszczają, Ŝe ten wzrost efektywności 
moŜe być pozorny, poniewaŜ w rzeczywistości moŜe on świadczyć o obciąŜeniu 

                          
5 Szczegółowe wyniki estymacji omawianych poniŜej modeli są zawarte w tekście oryginal-

nym w tab. 4 na s. 290. 
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w dół estymatorów wariancji estymatorów dwustopniowej FDGMM, właści-
wym dla małej próby. Wyniki testów statystycznych są niejednoznaczne. Za 
pomocą testu autokorelacji Arellano–Bonda stwierdzono poprawność warunków 
momentów wykorzystanych w obu metodach. Taki sam wynik dał test Sargana 
dla metody dwustopniowej. Test Sargana dla metody jednostopniowej i róŜni-
cowy test Sargana odrzuciły hipotezę zerową o poprawności warunków momen-
tów. Według autorów, przyczyny takiego rozstrzygnięcia mogą być dwie. Jedną 
z nich jest stwierdzona metodą symulacji generalna tendencja testu Sargana do 
błędnego odrzucania H0 w przypadku występowania heteroskedastyczności,  
a drugą – niepoprawność załoŜenia o ścisłej egzogeniczności wynagrodzeń  
i kapitału. 

Kolejnym etapem analizy były próby modyfikacji modelu (4.10). Pierwszą 
z nich było pominiecie opóźnień czasowych, które w modelu wyjściowym były 
nieistotne, tzn. ki,t–1, ki,t–2, ysi,t–2. Tak zmodyfikowany model przyjmuje postać: 

 

ittitiitittiittitiit ysyskwwnnn ελαδδθββγγ +++++++++= −−−− 1,2111,212,21,1  

(4.11) 
 
Nie uzyskano jednak w ten sposób znaczących zmian wyników. Następnym 

krokiem było potraktowanie wynagrodzeń i kapitału w modelu (4.11) jako 
zmiennych endogenicznych. Jako instrumenty dla zmiennych wit, wi,t–1 i kit 
zastosowano opóźnienia zmiennych w i k z okresu t – 2 i wcześniejsze. Jako 
dodatkowe instrumenty wykorzystano opóźnienia realnych wartości produkcji 
sprzedanej w danej firmie i zapasów. Postać macierzy zmiennych instrumental-
nych jest wskazana przez autorów w przypisach do tab. 4 na s. 290. Wyniki 
estymacji i zastosowanych testów statystycznych wskazują jednoznacznie, Ŝe 
traktowanie wynagrodzeń i kapitału jako zmiennych egzogenicznych było 
nieuzasadnione. Zarówno test Arellano–Bonda, jak i testy Sargana stwierdzają 
poprawność warunków momentów wykorzystanych do estymacji modelu (4.11). 

A r e l l a n o i B o n d [1991] podjęli dodatkowo próbę oszacowania modelu 
(4.10) za pomocą metody zmiennych instrumentalnych Andersona i Hsiao oraz 
estymatora wewnątrzgrupowego (WG). Wyniki zawarte są w tekście oryginal-
nym w tab. 5 na s. 292. Estymatory Andersona i Hsiao okazały się zdecydowa-
nie mniej efektywne niŜ estymatory FDGMM. Oceny parametrów uzyskane na 
podstawie WG były zbliŜone do ocen FDGMM, choć ocena WG parametru 
autoregresyjnego była nieco wyŜsza niŜ FDGMM. NaleŜy jednak zauwaŜyć, Ŝe 
metoda WG nie daje moŜliwości uwzględnienia endogeniczności zmiennych 
objaśniających, a ponadto w świetle późniejszych prac wartości bliskie ocenom 
WG świadczyć mogą o obciąŜeniu estymatora.  

Na zakończenie Arellano i Bond podkreślają, Ŝe FDGMM jest znacznie 
efektywniejszą metodą estymacji panelowych modeli dynamicznych niŜ prostsze 
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metody zmiennych instrumentalnych (w szczególności metoda Andersona–
Hsiao). Zwracają jednak uwagę na tendencję testu Sargana do błędnego odrzu-
cania H0, w przypadku występowania heteroskedastyczności, oraz na problem 
obciąŜenia w dół estymatora asymptotycznej wariancji dwustopniowego 
estymatora FDGMM. Korekta, która powinna być uwzględniona dla małych 
prób przy obliczaniu estymowanej asymptotycznej wariancji dwustopniowego 
estymatora GMM, została zaproponowana w 2005 r. przez F. Windmeijera. 
Sposób jej wyznaczenia jest dany wzorem (3.46) w pkt 3.2.3. Jednym z przykła-
dów zawartych w pracy W i n d m e i j e r a [2005] jest próba zastosowania 
korekty (3.46) do oszacowania wariancji estymatora GMM modelu (4.11). Praca 
W i n d m e i j e r a [2005] (tab. 2, s. 42) zawiera wyniki estymacji modelu (4.11) 
za pomocą jedno- i dwustopniowego estymatora FDGMM. Dla metody dwu-
stopniowej obliczone są błędy szacunku parametrów: standardowe – asympto-
tyczne, dane wzorem (3.35), oraz na podstawie korekty Windmeijera (3.46). 
Błędy (3.35) dla estymatora dwustopniowego są znacznie mniejsze niŜ błędy 
estymatora jednostopniowego, podczas gdy błędy obliczone na podstawie (3.46) 
są im w zasadzie równe, z nieznacznymi odchyleniami w górę lub w dół. 
W i n d m e i j e r [2005], podobnie jak A r e l l a n o i B o n d [1991], przypisuje 
pozorny wzrost efektywności estymacji dwustopniowej FDGMM temu, Ŝe 
estymatory (3.35) są obciąŜone w dół w małych próbach. 

B l u n d e l l i B o n d [1998] zilustrowali korzyści z zastosowania SGMM 
przykładem modelu zatrudnienia szacowanego na podstawie tych samych 
danych, które A r e l l a n o i B o n d [1991] wykorzystali do estymacji FDGMM. 
Postać modelu, będącego dynamicznym równaniem popytu na pracę, jest 
następująca (oznaczenia zmiennych, takie jak w modelu (4.10)): 

 
         ,1,211,211, ittiittiittiit ukkwwnn +++++= −−− θθββγ  itiitu εα +=       (4.12) 

 
Model (4.12) jest przez autorów interpretowany ekonomicznie jako statycz-

ny model popytu na pracę typu Cobba–Douglasa, który został zdynamizowany 
dla uwzględnienia autoregresji w składniku losowym. Ocena parametru autore-
gresyjnego moŜe być interpretowana jako ocena tempa procesów dostosowaw-
czych. Postać moŜliwych do wykorzystania warunków momentów zaleŜy od 
załoŜeń, dotyczących korelacji między xit i uit. PoniewaŜ, podobnie jak A r e l -
l a n o i B o n d [1991], autorzy traktują wynagrodzenia i kapitał jako zmienne 
endogeniczne, to warunki momentów wykorzystane w SGMM mają postać 
(3.40) i (3.87). Warunek (3.80), równowaŜny załoŜeniu, dotyczącemu warunków 
początkowych jest w rozwaŜanym tu przypadku spełniony, gdyŜ, jak stwierdzają 
B l u n d e l l i B o n d [1998], jedynym powodem, dla którego rok 1976 jest 
pierwszym okresem próby, jest brak wcześniejszych danych statystycznych. Nie 
ma zatem Ŝadnych powodów, by obserwację początkową traktować w szczegól-
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ny sposób: „there is nothing special about the first observation on the firms in 
this sample” (B l u n d e l l, B o n d [1998], s. 136).  

Model (4.12) oszacowano na podstawie dwóch prób. DłuŜsza obejmuje okres 
1976–1984 i jest identyczna z próbą wykorzystaną przez A r e l l a n o i B o n d a 
[1991], a krótsza obejmuje okres od 1979–1984 i jest niezbilansowanym 
panelem 4 do 6 obserwacji dla 140 firm. Model jest szacowany za pomocą 
FDGMM i SGMM, przy czym są to metody jednostopniowe, uznane za bardziej 
wiarygodne ze względu na obciąŜenie ocen wariancji estymatorów właściwe dla 
metod dwustopniowych (korekta Widmeijera opracowana została dopiero  
w późniejszych latach). W przypadku krótszej próby ocena FDGMM parametru 
autoregresyjnego wynosi 0,4, a elastyczność zatrudnienia względem kapitału 
równa jest 0,2, co sugeruje zbyt niskie korzyści skali. Ocena SGMM parametru 
autoregresyjnego wynosi 0,86, a elastyczność zatrudnienia względem kapitału – 
0,6, co jest bardziej sensowne. Autorzy zwracają ponadto uwagę na duŜy wzrost 
efektywności estymacji w wyniku zastosowania SGMM. Właściwość dodatko-
wych warunków momentów zbadano testem Sargana i testem Arellano–Bonda. 
W przypadku dłuŜszej próby wyniki FDGMM i SGMM są bardziej zbliŜone – 
elastyczność zatrudnienia względem kapitału wynosi ok. 0,8 dla obu estymato-
rów, jednak SGMM pozostaje bardziej efektywny. Blundell i Bond konkludują, 
Ŝe dla krótkich prób, szczególnie jeśli szeregi charakteryzują się wysokim 
stopniem trwałości, estymatory FDGMM są obciąŜone, a wykorzystanie  
w SGMM dodatkowych warunków momentów daje moŜliwość redukcji tego 
obciąŜenia i zwiększenia precyzji estymatorów.  

4.4. Innowacje a zatrudnienie w przedsiębiorstwach 

W literaturze teoretycznej istnieją rozbieŜności dotyczące kierunku wpływu 
innowacji na zatrudnienie w firmach. Istotne dla zrozumienia źródeł tych 
rozbieŜności jest rozróŜnienie między innowacjami produktowymi a innowa-
cjami procesowymi. Innowacje produktowe kreują popyt (na nowe produkty). 
Ten wzrost popytu pozwala zaś firmom zwiększyć zatrudnienie. Z drugiej  
strony efektem pośrednim wprowadzenia nowego produktu jest osiągniecie 
przez firmę pozycji monopolisty na rynku (przynajmniej w początkowym 
okresie) i wykorzystywanie tej pozycji do maksymalizacji zysku m. in. poprzez 
redukcję zatrudnienia. W przypadku innowacji procesowych efektem bezpo-
średnim ich wprowadzenia jest spadek zatrudnienia przy tym samym poziomie 
produkcji. Wynika to bezpośrednio z definicji innowacji procesowej jako 
ulepszenia procesu produkcyjnego prowadzącego do wzrostu produktywności 
czynników, m. in. pracy. Jeśli jednak firma przełoŜy wspomniany wzrost 
produktywności na spadek cen produktów, to popyt na nie moŜe wzrosnąć.  
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W odpowiedzi wzrośnie produkcja, co moŜe spowodować zatrudnienie nowych 
pracowników. 

Większość prac empirycznych badających wpływ innowacji na zatrudnienie 
dowodzi pozytywnego wpływu innowacji produktowych, natomiast w ocenie 
kierunku wpływu innowacji procesowych na zatrudnienie brak jest jednoznacz-
ności. W pracy L a c h e n m a i e r a i R o t t m a n n a [2007] badano wpływ 
innowacji na zatrudnienie na podstawie danych z 1073 firm niemieckiego 
przemysłu wytwórczego w latach 1983–2002. Konstrukcja i estymacja dyna-
micznego modelu panelowego na podstawie danych charakteryzujących się tak 
długim (dwudziestoletnim) wymiarem czasowym umoŜliwia kontrolowanie 
nieobserwowalnej heterogeniczności obiektów, moŜliwej endogeniczności 
innowacji oraz dynamiki procesu dostosowania zatrudnienia. Dodatkowo 
autorzy dysponowali bardzo szczegółowymi danymi dotyczącymi innowacji. 
Dane te dotyczyły nakładów na innowacje, wyników (innowacji wprowadzo-
nych) rozdzielanych następnie na innowacje procesowe i produkcyjne, a takŜe 
dawały moŜliwość określenia „poziomu znaczenia” (wagi) innowacji. Wynik 
innowacji mierzono poprzez określenie, czy została ona wprowadzona do 
produkcji, a poziom znaczenia innowacji poprzez określenie czy wymagała 
ona zaangaŜowania nakładów na BiR lub czy złoŜono dla niej wniosek 
patentowy. Model estymowany przez L a c h e n m a i e r a i R ot t m a n n a 
[2007] ma postać: 

 

++++++++= −−−−−−
PcPcPcPdPdPd

2,81,762,51,432,21,1 titiittitiittitiit IIIIIInnn ββββββββ  

       itiitit dw εγββ ++++ 109  (4.13) 
 

gdzie nit oznacza logarytm zatrudnienia, Pd
itI  – innowacje produktowe, Pc

itI  – 

innowacje procesowe, wit – stawkę godzinową, dit – wartość dodaną brutto  
w przemyśle i w roku t; iγ  są efektami grupowymi. Zmienna dit jest wprowa-
dzona jako aproksymanta popytu na wyroby danego przemysłu. 

Model (4.13) estymowano za pomocą SGMM z korektą Windmeijera. In-
nowacje produktowe i procesowe potraktowano jako zmienne endogeniczne, co 
zostało uzasadnione wynikiem testu Sargana. Autorzy zaprezentowali wyniki 
estymacji kilku alternatywnych specyfikacji modelu podstawowego postaci 
(4.13). NajwaŜniejsze wyniki przedstawione są poniŜej.  

Słaby dodatni wpływ innowacji produktowych na zatrudnienie jest istotny, 
ale dotyczy to tylko zmiennej opóźnionej o dwa okresy. Wniosek taki, sprzeczny 
z teorią autorzy uzasadniają naturą danych, obejmujących równieŜ bardzo 
niewielkie zmiany innowacyjne. Innowacje procesowe wpływają natomiast na 
zatrudnienie silnie dodatnio. 
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Kolejny etap badania polegał na zastąpieniu innowacji ogółem (zmiennych 
Pd
itI  i Pc

itI ) przez inne miary innowacji: 1) innowacje, które wymagają zaanga-
Ŝowania sektora BiR, oraz 2) innowacje, dla których złoŜono wnioski patento- 
we. Wprowadzenie tych miar stanowi próbę zbadania wpływu wywieranego na 
zatrudnienie przez innowacje o większej wadze. W przypadku innowacji typu  
1) wnioski są takie same, jak dla innowacji ogółem. W przypadku 2) innowacje 
produktowe wywierają silny, dodatni wpływ na zatrudnienie, przy czym dotyczy 
to wartości bieŜącej i obu opóźnień. Innowacje procesowe są natomiast zmienną 
nieistotną.  

Ostatni etap badania polegał na zastąpieniu zmiennych Pd
itI  i ,Pc

itI  mie- 
rzących wyniki innowacji, nakładami na innowacje. Wpływ tej zmiennej  
jest dodatni, przy czym jest on istotny dla opóźnienia o dwa okresy. Jest  
to naturalne ze względu na czas, jaki musi nastąpić między poniesieniem 
nakładów a wdroŜeniem innowacji i następującą po nim reakcją zatrud- 
nienia.  

Podsumowując, autorzy stwierdzili, Ŝe prawie wszystkie miary innowacji 
wskazują na pozytywny efekt tej wartości na zatrudnienie. 

4.5. Kształtowanie się wynagrodzeń w firmach 

Zgodnie ze standardowym modelem zaproponowanym przez M i n c e r a 
[1974] logarytm obserwowalnego wynagrodzenia w okresie t (wt) zaleŜy od lat 
nauki (s), potencjalnego doświadczenia na rynku pracy (z) i kwadratu tej 
zmiennej (z2): 

 

(4.8) 2ln zzswt φγβα +++≈  (4.14) 
 
Równanie Mincera jest oparte na załoŜeniu, Ŝe w dowolnym okresie t logarytm 
obserwowalnego wynagrodzenia pracownika jest równy pienięŜnej wartości jego 
produktywności netto, mierzonej jako jego potencjalne wynagrodzenie netto 
(potencjalne wynagrodzenie po odjęciu kosztów inwestycji w uzupełnianie 
wykształcenia). A n d i n i [2009] wykazał, wykorzystując indywidualne dane 
panelowe, Ŝe załoŜenie to nie jest spełnione. Zaproponował on podejście 
dynamiczne, w którym dopuszcza się proces dostosowania wynagrodzenia 
obserwowalnego i potencjalnego w czasie. Proces dostosowania opisać moŜna 
za pomocą modelu: 
 
(4.8)                           )ln(lnlnln 11 −− −=− tttt wnpeww ρ                            (4.15) 
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gdzie npet oznacza potencjalne wynagrodzenie netto w okresie t, a ]1,0[∈ρ  

mierzy szybkość dostosowania (ρ = 1 oznacza spełnienie załoŜenia Mincera: 
).lnln tt npew =  Dynamiczna wersja równania Mincera (4.14) ma postać: 

(4.16) 2
4321,10ln iiitiit zzsww ννννν ++++≈ −  (4.16) 

 
gdzie indeks i oznacza pracownika, a między parametrami zachodzą związki:  
ν0 = ρα, ν1 = 1 – ρ, ν2 = ρβ, ν3 = ρδ, ν4 = ρφ.   

Model (4.16) estymowano za pomocą SGMM Blundella i Bonda na pod-
stawie danych pochodzących z bazy ECHP (patrz podrozdz. 1.2). Zastosowanie 
SGMM umoŜliwiło uwzględnienie endogeniczności zmiennych objaśniających, 
heterogeniczności obiektów i efektów czasowych. Baza danych obejmowała 
męŜczyzn zatrudnionych w Belgii (6873 obserwacji), Danii (2053) i Finlandii 
(2341) w wieku 18–65 lat, w latach 1994–2001. Sposób konstrukcji zmiennych 
w, s i z na podstawie szeregów dostępnych w ECHP opisany jest w: A n d i n i 
[2009] (s. 18). Oszacowane tempo dostosowania ρ waha się od 0,58 dla Danii do 
0,782 dla Finlandii. Zatem podstawowym wnioskiem uzyskanym na podstawie 
modelu (4.16) jest odrzucenie załoŜenia Mincera, co oznacza, Ŝe .lnln tt npew ≠  

Następnym etapem badań było zbadanie konsekwencji wynikających  
z przyjęcia dynamicznego modelu (4.16) dla określenia korzyści z wykształce-
nia. Wykazano, Ŝe korzyści te w kategoriach wynagrodzenia obserwowalnego 
zaleŜą od doświadczenia na rynku pracy. Ponadto korzyści te rosną w czasie  
w początkowym okresie zatrudnienia, a rzeczywiste korzyści przy wejściu na 
rynek pracy mogą kształtować się znacznie poniŜej korzyści potencjalnych. 
Dodatkowo wykazano, Ŝe dynamiczna wersja modelu Mincera moŜe być 
traktowana jako rozwiązanie prostego modelu negocjacji płac. 

W latach 80. XX w. nastąpił znaczny wzrost nierówności płacowych  
w USA i Wielkiej Brytanii. W innych krajach, np. Francji i Niemczech, zmiany 
były niewielkie. Wzrost płac w krajach anglosaskich przypisuje się rosnącym 
korzyściom z wykształcenia i doświadczenia pracowników, ale obserwuje się 
takŜe większe róŜnice w wynagrodzeniach pracowników z podobnym wykształ-
ceniem i staŜem. Wśród czynników sprzyjających zróŜnicowaniu płac wskazuje 
się na zmiany demograficzne, zmiany jakości pracy, zmiany technologiczne, 
rosnące korzyści z nieobserwowalnych zdolności i zmiany instytucjonalne. 
Analizę zróŜnicowania płac w Hiszpanii przeprowadzili B o v e r, B en t o l i l a  
i A r e l l a n o [2001]. Dysponowali oni niezbilansowanym panelem 140 545 
obserwacji dla 32 291 zatrudnionych męŜczyzn w latach 1980–1987. Kluczową 
zmienną jest poziom umiejętności. Baza nie zawiera danych dotyczących liczby 
lat kształcenia, ale dostępne są dane o rodzaju wykonywanej pracy. W klasyfi-
kacji wyróŜnia się 10 grup zawodowych, spośród których tylko trzy wymagają 
jednoznacznie określonego poziomu wykształcenia. Analizę skoncentrowano 
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więc na tych grupach: a) powyŜej 5 lat edukacji wyŜszej, b) powyŜej 3 lat 
edukacji wyŜszej c) bez wykształcenia wyŜszego. Pozostałych pracowników  
o poziomie wykształcenia pomiędzy b) a c) zakwalifikowano do grupy  
d) średnio wykształconych. Drugą waŜną zmienną jest wielkość firmy. WyróŜ-
niono trzy kategorie: małe (do 100 pracowników), średnie (101–1000 pracowni-
ków) i duŜe (powyŜej 1000 pracowników). 

W pierwszej części pracy autorzy skoncentrowali się na ewolucji korzyści  
z umiejętności i doświadczenia według sektorów i firm w czasie. Estymowano 
wspólną składową zarobków (zarobki podstawowe), korzyści z umiejętności dla 
dwóch najwyŜej wykwalifikowanych grup stosunku do pracowników niewykwa-
lifikowanych, a takŜe korzyści z doświadczenia według sektorów i lat. 

W drugiej części podjęto próbę wyjaśnienia zróŜnicowania oszacowanych 
uprzednio korzyści. Analizę oparto na modelu negocjacji płac w firmach 
zatrudniających pracowników wykwalifikowanych i niewykwalifikowanych, 
działających na niedoskonale konkurencyjnym rynku czynników. Stwierdzono, 
Ŝe płace i korzyści z wykształcenia zaleŜą od siły negocjacyjnej związków 
zawodowych, zmian technologicznych, stopnia konkurencyjności produkcji  
i elastyczności płac pracowników wykwalifikowanych. Następnie oszacowano 
model, w którym uzyskane uprzednio oceny zarobków podstawowych, korzyści 
z umiejętności i korzyści z doświadczenia zaleŜały od zbioru zmiennych 
sektorowych i krajowych. Zmienne sektorowe dotyczą: przynaleŜności do 
związków zawodowych, umów zbiorowych, udziału zatrudnienia w sektorze 
publicznym, wydatków na BiR, a zmienne krajowe – udziału bezrobocia 
długookresowego, stopy bezrobocia według wykształcenia i struktury siły 
roboczej. Podstawowe wnioski są następujące: aktywność związków zawodo-
wych zmniejsza zróŜnicowanie płac, a negocjacje na poziomie firm zwiększają 
je; długotrwałe bezrobocie przyczynia się do spadku płac pracowników niewy-
kwalifikowanych, ale zwiększa korzyści z umiejętności; inwestycje w BiR 
powodują wzrost płac. Stwierdzono takŜe wzrost zróŜnicowania płac wewnątrz 
grup o jednakowym poziomie wykształcenia, które zaleŜy dodatnio m. in. od 
udziału pracowników wykwalifikowanych w populacji i od stanu cyklu gospo-
darczego. Korzyści z doświadczenia rosły w okresie próby; stwierdzono przy 
tym, Ŝe pozytywny wpływ wywierają udział osób młodych i udział zatrudnienia 
w sektorze publicznym, a stan cyklu ma wpływ negatywny. 

4.6. Struktura właścicielska i kapitałowa firmy 

Struktura właścicielska i kapitałowa firmy to istotne czynniki, wpływające 
na jej wyniki produkcyjne i finansowe. We współczesnej teorii ekonomicznej 
stwierdza się, Ŝe firmy mogą wpływać na swoją wartość rynkową i perspektywy 
na przyszłość poprzez kształtowanie optymalnego stosunku między zadłuŜeniem 
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a kapitałem akcyjnym (ang. equity). PoniŜej zaprezentowane zostaną przykłady 
badań empirycznych poruszających tę problematykę. 

W pracy C r i s c u o l o [2003] analizowany jest związek między strukturą 
właścicielską firm a ich produktywnością na podstawie danych panelowych, 
pochodzących z firm działających w Wielkiej Brytanii. Celem pracy było 
zbadanie, czy prawdziwe są hipotezy, Ŝe obecność wśród udziałowców posiada-
czy duŜych pakietów akcji pozytywnie wpływa na wyniki firmy oraz Ŝe istnieje 
zaleŜność między obecnością akcjonariuszy instytucjonalnych a produktywno-
ścią. Podkreślono przy tym moŜliwości analizy, prowadzonej na podstawie 
danych panelowych. W cytowanych w tekście oryginalnym badaniach związku 
produktywności ze strukturą akcjonariuszy, prowadzonych na podstawie danych 
przekrojowych, konieczne było przyjęcie załoŜenia, Ŝe struktura właścicieli akcji 
pozostaje niezmienna. Wykorzystanie danych panelowych, w tym informacji  
o zmianach struktury akcjonariuszy w okresie próby, umoŜliwia analizę przy-
czynowego związku między własnością a produktywnością, a takŜe uwzględnie-
nie w procesie estymacji endogeniczności nakładów oraz rozwaŜenie moŜliwej 
endogeniczności struktury właścicielskiej.  

Wykorzystane w badaniu dane pochodzą z lat 1985–1997 i tworzą niezbi-
lansowany panel 2395 obserwacji pochodzących z 268 firm. Na uwagę zasługuje 
szczegółowość zebranych danych, opisujących strukturę właścicielską. Akcjona-
riusze podzieleni zostali na osiem grup. Są to: 1) osoby prywatne, 2) fundusze 
emerytalne, 3) instytucje ubezpieczeniowe, 4) inne instytucje finansowe (katego-
rie 2), 3), 4) są w badaniu empirycznym zgrupowane w jedną: instytucje 
finansowe) 5) prywatni klienci banków, 6) instytucje niefinansowe, 7) Sepon 
Ltd.6, 8) inni udziałowcy. Dane zawierają informacje dotyczące toŜsamości 
wszystkich akcjonariuszy posiadających udziały przewyŜszające 0,25% wartości 
firmy, o ile jest ich co najwyŜej 99, a jeśli ich liczba jest większa, to dotyczą one 
99 najbardziej znaczących akcjonariuszy.  

W celu odpowiedniej specyfikacji równań, umoŜliwiającej zbadanie posta-
wionych hipotez, autorka posługuje się róŜnymi miarami związanymi ze 
strukturą właścicielską, sytuacją finansową firmy i konkurencyjnością produk-
tów na rynku. Dla opisu sytuacji finansowej oraz dla opisu konkurencyjności 
wymienione są po cztery zmienne. Bardziej szczegółowo rozwaŜana jest 
struktura właścicielska. Wskazane są dwie zmienne, opisujące toŜsamość 
posiadaczy akcji, trzy miary koncentracji własności i trzy dodatkowe zmienne, 
opisujące zaleŜności między toŜsamością akcjonariusza a wielkością posiadane-
go udziału. Spośród miar koncentracji własności największe znaczenie w dalszej 
analizie mają: 

                          
6 Giełdowa spółka kliringowa, wskazująca pakiet akcji, będący w trakcie sprzedaŜy  

(ang. the Stock Exhange clearing company, indicating a shareholding that is in the process of 
being sold). 
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TOP5  – skumulowany procent akcji posiadanych przez pięciu najwięk-
szych udziałowców, 

INST10  – skumulowany udział akcji posiadanych przez instytucje, zalicza-
jące się do dziesięciu największych udziałowców, 

IND10  – skumulowany udział akcji posiadanych przez osoby prywatne, 
zaliczające się do dziesięciu największych udziałowców. 

Model produkcji skonstruowano w oparciu o uogólnioną funkcję produkcji 
Cobba–Douglasa. Wykorzystano przy tym wskazaną przez B l u n d e l l a  
i B o n d a [1998]7 moŜliwość wykorzystania autoregresyjnej struktury składnika 
losowego do uwzględnienia opóźnień dostosowawczych procesu produkcji i pew-
nych nieobserwowalnych charakterystyk tego procesu, posiadających wysoki 
stopień trwałości. Estymowane równanie ma postać: 

 
(4.16) itittiitititit mownkny +++++++= ελαββββ 3210  (4.17) 
 
gdzie: ,1, ittiit e+= −ρεε  ,1<ρ  yit – logarytm produkcji firmy i w okresie t,  

nit – logarytm liczby zatrudnionych, kit – logarytm zasobu majątku, ownit – 
miara koncentracji własności i/lub toŜsamości udziałowców, αi – efekty grupo-
we, λt – efekty czasowe, εit – składnik losowy, mit – błąd pomiaru (wolny od 
autokorelacji). Po przekształceniach model (4.17) przyjmuje postać: 
 

+−+−+−= −−− 1,331,221,11 tiittiittiitit ownownkknny ρββρββρββ  

                  1,1,1, )()1( −−− −++−+−++ tiitittititi mmey ρρλλραρ  (4.18) 

 
lub 
 
yit = π1 nit + π2ni,t–1 + π3kit + π4ki,t–1 + π5ownit + π6owni, t–1 + π7yi,t–1 + αt

* + λi
* + ωit  
(4.19) 

 
PowyŜsze modele są równowaŜne ze względu na następujące restrykcje 

wspólnego czynnika: π2 = π1 π7, π4 = π3 π7, π6 = π5 π7.  
Liczba zatrudnionych i zasób majątku są potencjalnie skorelowane z efek-

tami grupowymi i czasowymi, a ponadto obciąŜone błędami pomiaru, dlatego 
traktowane są w modelu jako zmienne endogeniczne. Z tego powodu do 
estymacji modelu (4.18) zastosowana została SGMM. Zdecydowano się przy 
tym na wybór wersji jednostopniowej, ze względu na moŜliwe obciąŜenie 
estymatorów wariancji ocen parametrów metody dwustopniowej (korekta 
Windmeijera pochodzi dopiero z roku 2005). Struktura własności udziałów 
(zmienna own) moŜe być zastępowana róŜnymi instrumentami, w zaleŜności od 

                          
7 Por. równanie (4.12). 
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tego, czy traktowana jest jako zmienna endogeniczna, słabo egzogeniczna czy 
egzogeniczna. Właściwość zmiennych instrumentalnych przy róŜnych załoŜe-
niach badano testem Sargana lub testem Hausmana. 

Pierwszym etapem badania była analiza wpływu struktury właścicielskiej na 
łączną produktywność czynników produkcji. Zmienną objaśnianą w modelu 
(4.18) był logarytm wartości dodanej urealnionej za pomocą indeksu cen 
producenta (dla przemysłu) lub indeksu cen detalicznych (dla usług). Stosowano 
cztery alternatywne miary struktury własności: udział akcji posiadanych przez 
instytucje finansowe, udział akcji posiadanych przez osoby prywatne, IND10  
i TOP5. Wykazano, Ŝe zwiększenie udziału akcji posiadanych przez instytucje 
finansowe wywiera dodatni wpływ na produktywność: współczynnik długookre-
sowy wynosi 11%, zaś efekt zwiększania udziału akcji posiadanych przez osoby 
prywatne jest odwrotny (–12% w długim okresie). PoniewaŜ w okresie próby, 
tzn. w latach 1985–1997, nastąpił wzrost średniego udziału instytucji finanso-
wych w ogólnej liczbie posiadaczy akcji o 17%, to z punktu widzenia ekono-
micznego wynik ten oznacza 1,9-procentowy wzrost produktywności. Wyniki 
estymacji modeli, w których jako miarę struktury właścicielskiej zastosowano 
jedną z miar IND10 lub TOP5, pokazały, Ŝe załoŜenie o słabej egzogeniczności 
miar koncentracji jest problematyczne. Na moŜliwość, Ŝe nie jest ono spełnione, 
wskazywać mogą w zaleŜności od uŜytej miary: statystyczna nieistotność 
zmiennej lub negatywny wynik róŜnicowego testu Sargana. Zatem kolejnym 
etapem analizy było zbadanie, czy proponowane miary struktury właścicielskiej 
powinny być traktowane endogenicznie. 

Endogeniczność zmiennych INST10 oraz TOP5 (miar struktury właściciel-
skiej) jest moŜliwa do zbadania za pomocą róŜnicowego testu Sargana, gdyŜ 
zbiór warunków momentów wykorzystanych przy słabszym załoŜeniu  
(o endogeniczności danej miary) zawiera się w zbiorze warunków wykorzysta-
nych przy silniejszym załoŜeniu (o słabej egzogeniczności). C. C r i s c u o l o 
[2003] przyjmowała alternatywne załoŜenia dotyczące egzogeniczności lub 
endogeniczności INST10 oraz TOP5, traktując przy tym pozostałe zmienne 
endogenicznie i róŜnicując załoŜenia o korelacji między efektami grupowymi  
a rozwaŜaną miarą struktury. Z porównania oszacowanych modeli autorka 
wyciąga dwa podstawowe wnioski. Po pierwsze, korelacja między efektami 
grupowymi a miarą INST10 (lub TOP5) powoduje obciąŜenie w górę oceny 
parametru przy mierze struktury. Sugeruje to, Ŝe akcjonariusze instytucjonalni 
systematycznie inwestują w akcje spółek o wyŜszej produktywności. Po drugie, 
nie moŜna odrzucić hipotezy o słabej egzogeniczności miary INST10 ani 
hipotezy o endogeniczności miary TOP5. W pracy C r i s c u o l o [2003] wyka-
zano dodatkowo, Ŝe pozytywny związek między wzrostem udziałów posiada-
nych przez instytucje a produktywnością nie zaleŜy od wielkości firmy ani 
koncentracji kapitału. Badanie to przeprowadzono włączając do modelu dodat-
kowe zmienne: liczbę zatrudnionych oraz, jednocześnie z miarą udziału akcjona-
riuszy instytucjonalnych INST10, miarę TOP5. 
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Badanie D r o b e t z a i W a n z e n r i e d [2006], dotyczące determinant 
zmieniającej się w czasie docelowej struktury kapitału, jest przykładem zasto-
sowania modelu dynamicznych dostosowań. Wpisuje się ono w jeden z waŜniej-
szych nurtów współczesnej ekonomii finansowej, jakim są badania nad  
optymalną strukturą kapitału firmy. PoniewaŜ struktura kapitałowa firm moŜe 
się przejściowo róŜnić od docelowej, co związane jest z kosztami dostosowań, 
proces dostosowań został zendogenizowany. Dokładniej, analizowano wpływ 
czynników specyficznych dla firm, jak równieŜ czynników makroekonomicz-
nych na tempo dostosowań do docelowego współczynnika zadłuŜenia.  
Próba obejmuje 90 firm szwajcarskich z lat 1991–2001. Zmienną objaśnianą 
modelu Drobetza i Wanzenried jest obserwowalny poziom zadłuŜenia LVit  
(ang. debt level, leverage ratio), który (przy braku zakłóceń) powinien być 

równy docelowemu poziomowi długu danej firmy ,*
itLV  wyznaczonemu jako: 
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(4.20) 
 

gdzie Zit określa tempo dostosowań, ηi są efektami grupowymi, dt – efektami 
czasowymi. Model (4.20) oszacowano przy załoŜeniu endogeniczności wszyst-
kich zmiennych objaśniających za pomocą jednostopniowej FDGMM. 

Wykorzystanymi w modelu (4.20) zmiennymi, determinującymi strukturę 
kapitału są: tang – stosunek środków trwałych do aktywów ogółem, size – 
wielkość firmy, growth – moŜliwości inwestycyjne, aproksymowane stosunkiem 
wartości rynkowej do księgowej, i ROA – rentowność. Wśród determinant tempa 
dostosowania do optymalnej struktury kapitałowej autorzy wymieniają dwie 
grupy czynników: specyficzne dla firm i makroekonomiczne. Na pierwszą grupę 

czynników składają się zmienne: growth, size oraz itit LVLVdist −= *  – odle-

głość między obserwowalną i docelową dźwignią. Czynniki makroekonomiczne 
to róŜnice między kursami kupna i sprzedaŜy (ang. term spread, TED spread  
i default spread) oraz krótkoterminowa stopa procentowa. 

Wykazano, Ŝe szybsze procesy dostosowawcze zachodzą w firmach szyb-
ciej rozwijających się oraz tych, których struktura kapitałowa bardziej odbiega 
od optymalnej. Ponadto wykazano, Ŝe tempo dostosowania jest związane  
z cyklem gospodarczym – jest ono wyŜsze, gdy perspektywy ekonomiczne są 
korzystne. JednakŜe nie wykryto systematycznych róŜnic w tempie dostosowań 
po podzieleniu firm na borykające się z problemami finansowymi i niemające 
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takich problemów, co skłoniło autorów do postawienia hipotezy, Ŝe wraŜli-
wość tempa dostosowania na zmienne opisujące cykl koniunkturalny jest 
wyŜsza dla firm, w których nie występują problemy finansowe. Autorzy 
wskazują teŜ na ograniczenia ich pracy, którym jest niewielka liczebność 
próby. MoŜe ona powodować niemoŜność rozróŜnienia tempa dostosowania 
miedzy firmami doświadczającymi problemów finansowych i niemającymi 
takich problemów. 

W literaturze empirycznej dotyczącej finansów przedsiębiorstw istotną rolę 
odgrywają równieŜ badania nad efektami fuzji lub przejęć firm. Wykazano silny 
związek między wielkością firmy a wynagrodzeniami zarządu oraz słabszy 
związek między wynagrodzeniami a wynikami firm. W konsekwencji większość 
przejęć nie poprawia rentowności ani zysków akcjonariuszy firmy przejmującej. 
Rezultaty te dały asumpt do badań nad wpływem fuzji lub przejęcia na wyna-
grodzenia managerów. Literatura przedmiotu na ogół koncentruje się na przeję-
ciach określonego typu, tzn. firm krajowych sektora publicznego. W pracy 
G u e s t a [2009] analizie poddano zarówno fuzje i przejęcia międzynarodowe, 
jak i krajowe firm prywatnych i państwowych. Badanie przeprowadzono na 
podstawie 4528 przejęć dokonanych przez 1408 firm w okresie 1984–2001. 
Przejęcie zdefiniowano jako sytuację, gdy oferent posiada mniej niŜ 50% akcji 
przed dokonaniem zakupu, a po jego dokonaniu jego udział wzrasta do co 
najmniej 50%. Podstawowy model, na podstawie którego przeprowadzono 
wnioskowanie, ma postać: 

 
++++++= − itititittiit acqMTBVROAsalespaypay 54321,10 )ln()ln()ln( ββββββ    

              itti ελµ +++                                                                                   (4.21) 

 
gdzie payit oznacza najwyŜsze wynagrodzenie pobierane przez dyrektora firmy  
i w okresie t, salesit – wartość sprzedaŜy firmy i odzwierciedla wielkość firmy, 
ROAit – stosunek wynagrodzeń brutto do wartości aktywów ogółem, MTBVit – 
stosunek wartości rynkowej do wartości księgowej, acqit – zbiór zmiennych 
zero-jedynkowych dla roku poprzedzającego i następującego po przejęciu, µi, λt 
– efekty: grupowy i czasowy. 

Podstawowe wnioski z przeprowadzonych badań są następujące: 
– przejęcie skutkuje znaczącym wzrostem płac managerów w pierwszym 

roku po jego dokonaniu. Wzrost ten jest jednak przejściowy i jest równowaŜony 
przez podobny spadek w drugim roku; 

– nie stwierdzono, aby zmiany płac zaleŜały od kraju, w którym działa firma 
przejmowana, ani od jej formy organizacyjnej, jednakŜe pierwsze przejęcie 
międzynarodowe ma znacznie większy wpływ na płace managerów niŜ kolejne 
takie przejęcia; 
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– zmiany płac są znacznie większe, kiedy firma przejmowana charakteryzuje 
się relatywnie wysokim poziomem płac, natomiast nie obserwuje się takiej pra-
widłowości, gdy firma ta funkcjonuje w kraju o ogólnym wysokim poziomie płac; 

– nawet złe przejęcia skutkują wzrostem płac, chociaŜ wzrosty te są niwe-
lowane spadkiem wartości akcji, równieŜ tych posiadanych przez zarząd. 

4.7. Mobilność pracowników i transfer kwalifikacji 

Celem artykułu H. G o r g a i E. S t r o b l a [2005] jest zbadanie róŜnic  
w produktywności firm, w zaleŜności od rodzaju doświadczenia zawodowego 
właściciela, zdobytego przed załoŜeniem własnej firmy. W szczególności 
autorzy weryfikują tezę, Ŝe firmy, których właściciele bezpośrednio przed ich 
załoŜeniem pracowali w korporacjach międzynarodowych tej samej branŜy, 
wykazują większy wzrost produktywności niŜ pozostałe firmy. 

UwaŜa się, Ŝe korporacje międzynarodowe z racji posiadanych środków fi-
nansowych mają największy dostęp do nowoczesnych technologii produkcji, 
technik marketingowych i metod zarządzania oraz oferują najlepsze przeszkole-
nie swoich pracowników. Zgromadzony w nich kapitał wiedzy i zasad działania 
jest w pewnym stopniu przejmowany przez lokalne firmy działające w kraju,  
w którym ma swoją siedzibę dana korporacja. Transfer ten odbywa się trzema 
sposobami: 

– firmy lokalne „uczą się” przez naśladowanie, 
– występuje „efekt współzawodnictwa” – lokalne firmy są zmuszone do 

zwiększania swojej efektywności, aby utrzymać się na rynku, 
– następuje przepływ pracowników, którzy wiedzę i doświadczenie nabyte 

w korporacjach przenoszą do firm lokalnych, których stają się pracownikami lub 
właścicielami. Wykorzystując zdobyte uprzednio umiejętności, są w stanie lepiej 
funkcjonować na rynku. 

H. Gorg i E. Strobl badali, czy firmy, których właściciele pracowali lub zo-
stali przeszkoleni w korporacjach międzynarodowych wykazują większą 
produktywność w stosunku do firm prowadzonych przez osoby nieposiadające 
takiego doświadczenia. Korzystają oni z bazy danych Regional Programme  
for Enterprise Development zawierającej roczne dane o firmach działających  
w Ghanie. Pochodzą one z lat 1991–1997 i dotyczą firm działających w czterech 
wybranych sektorach, w których zatrudnionych jest ok. 70% pracujących  
w przemyśle, w tym kraju. Zbiór zawiera dane dotyczące m. in.: wielkości 
produkcji, funduszu płac, wytworzonej wartości dodanej, wielkości zatrudnienia, 
dokładne informacje o dotychczasowym doświadczeniu zawodowym właściciela 
lub dyrektora i jego latach nauki. Ankietowano 204 właścicieli lub dyrektorów  
o róŜnym doświadczeniu zawodowym. 
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Pierwszym etapem analizy było porównanie firm prowadzonych przez oso-
by z doświadczeniem zdobytym w korporacjach międzynarodowych i osoby bez 
takiego doświadczenia na podstawie kilku miar mówiących o kondycji firmy. 
Firmy prowadzone przez osoby posiadające takie doświadczenie charakteryzo-
wały się: 

– wyŜszymi wartościami: produkcji na 1 zatrudnionego, dodanej na 1 za-
trudnionego, produkcji, dodanej, zatrudnienia, nakładów kapitałowych i materia-
łowych na 1 zatrudnionego (róŜnice istotne dla α = 0,01), 

– niŜszymi płacami i niŜszą łączną produktywnością czynników produkcji 
(TFP)8 (róŜnice istotne dla α = 0,1). 

Ekonometryczna analiza zjawiska transferu kwalifikacji oparta została o esty-
mację kilku wariantów równania produkcji, którego podstawowa specyfikacja 
jest panelowym modelem dynamicznym ze zmiennymi sztucznymi i ma postać: 

 

ittjititisitittiit TDCFCOFEFEFTydy εβββββββββ +++++++++= − 87654321,0  

(4.22) 
 

gdzie: 
dy – tempo wzrostu miary produktywności y (w róŜnicach logarytmów); 
CO – wektor zmiennych charakteryzujących właściciela (lata nauki, oraz 

zmienna zero-jedynkowa przyjmująca wartość 1, jeśli właściciel posiada 
doświadczenie w pracy dla korporacji międzynarodowej); 

CF – wektor zmiennych charakteryzujących firmę (zaleŜny od specyfikacji 
równania); 

FTi, FEij , FEis – zmienne zero-jedynkowe, opisujące efekt transferu do-
świadczeń z korporacji międzynarodowych do własnej firmy i, działającej  
w branŜy j: 

FTi = 1, gdy właściciel został przeszkolony przez korporację międzynaro-
dową; 

FEij  = 1, gdy właściciel posiada doświadczenie w pracy dla korporacji tej 
samej branŜy; 

FEis = 1, gdy właściciel posiada doświadczenie w pracy dla korporacji bran-
Ŝy s, s ≠ j; 

D, T – efekty: grupowe i czasowe; 
εit – składnik losowy. 
Estymowano pięć róŜnych specyfikacji równania (4.22), w których zmien-

nymi objaśnianymi były: dwie miary produktywności pracy (produkcja na  

                          
8 Przyjęto załoŜenie, Ŝe TFP jest generowany przez proces AR(1): 

,1, itittiit fDTFPTFP νδρ +++= −  gdzie Dt wyraŜa efekt specyficzny dla czasu, fi jest efektem 

specyficznym dla i-tej firmy, νit jest składnikiem losowym. 
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1 zatrudnionego q/l, wartość dodana na 1 zatrudnionego vad/l), wartość TFP 
oraz dwie determinanty TFP (q, vad). We wszystkich równaniach objaśniane 
były przyrosty logarytmów odpowiednich zmiennych. Wyniki jednoznacznie 
wskazały, Ŝe doświadczenie zdobyte przez właściciela lub dyrektora podczas 
pracy w korporacji tej samej branŜy dodatnio wpływa na produktywność własnej 
firmy, natomiast wpływ samego przeszkolenia w takiej korporacji nie jest 
statystycznie istotny. Praca w korporacji innej branŜy wywiera natomiast 
ujemny wpływ na produktywność własnej firmy.  

Następnie zbiór zmiennych objaśniających został rozszerzony o nowe 
zmienne mierzące zdolności właściciela (dyrektora). Są to: lata nauki si oraz 
iloczyny: FTi ⋅ si, FEij ⋅ si, FEis ⋅ si, które mają wychwycić związek między 
poziomem wykształcenia a umiejętnością praktycznego wykorzystania doświad-
czenia nabytego w korporacjach. Wprowadzono równieŜ zmienną zero-jedyn-
kową przyjmującą wartość 1, gdy właściciel (dyrektor) pracował uprzednio  
w korporacji w tej samej branŜy. Na podstawie wyników reestymowanych 
równań stwierdzono, Ŝe: 

1) lata nauki dodatnio wpływają na zmienne objaśniające we wszystkich 
pięciu równaniach, ale tylko w dwóch przypadkach wpływ ten jest statystycznie 
istotny; 

2) doświadczenie zdobyte podczas pracy w korporacji w tej samej branŜy 
dodatnio wpływa na produktywność własnej firmy, natomiast parametr przy 
zmiennej FEij ⋅ si jest ujemny. Świadczy to według autorów o tym, Ŝe osoby 
słabiej wykształcone mogą więcej skorzystać z doświadczenia zdobytego 
podczas pracy, zaś lepiej wykształceni przedsiębiorcy mogą tylko w niewielkim 
stopniu uzupełnić swoją wiedzę; 

3) wpływ doświadczenia zdobytego podczas pracy w korporacji innej bran-
Ŝy na produktywność własnej firmy jest ujemny, tak samo jak parametr przy 
zmiennej FEis ⋅ si; 

4) odbycie wyłącznie przeszkolenia niepołączonego z pracą dla korporacji 
nie ma wpływu na produktywność. 

4.8. Problem błędów pomiaru zmiennych 

W badaniach empirycznych dość często spotykanym problemem są konse-
kwencje błędu pomiaru zmiennych. Praktyczne próby zastosowania metod, które 
umoŜliwiłyby poprawną estymację modeli zawierających zmienne obarczone 
błędami pomiaru, przedstawione były w podrozdz. 4.2. W kontekście modeli 
panelowych, zawierających opóźnioną zmienną objaśnianą i nieobserwowalne, 
stałe w czasie efekty grupowe, właściwymi metodami są te, które bazują na 
GMM. Mogą one być stosowane w szczególności wówczas, gdy występują 
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niesystematyczne, tzn. zmienne w czasie (ang. transient) błędy pomiaru zmien-
nych. Istotne jest przy tym podkreślenie zmienności w czasie błędów pomiaru, 
poniewaŜ permanentne, addytywne błędy pomiaru, o ile występują, są wchłania-
ne przez stały w czasie efekt grupowy αi, a zatem zastosowanie modeli panelo-
wych z załoŜenia daje moŜliwość ich kontrolowania. PoniŜej uzasadnione 
zostaną moŜliwości zastosowania FDGMM i SGMM do estymacji modelu,  
w którym występują zmienne obarczone błędami pomiaru.  

RozwaŜmy model autoregresyjny postaci (3.23), ale przy załoŜeniu, Ŝe 
zmienna y obarczona jest zmiennym w czasie błędem pomiaru, tzn. Ŝe zamiast 
rzeczywistych wartości zmiennej y obserwowane są wartości: 

 
(4.23)                       ,~

ititit myy +=    i = 1, …, N, t = 1, …, T                       (4.23) 

 
gdzie 0)( =isit mmE  i 0)( =isitm εE  dla dowolnego i i t ≠ s, co oznacza, Ŝe błąd 
pomiaru mit nie wykazuje autokorelacji oraz moŜliwa jest jego korelacja ze 
składnikiem losowym w tym samym okresie. Model (3.23) w połączeniu  
z warunkiem (4.23) zapisać moŜna w postaci: 
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    i = 1, …, N, t = 2, …, T           (4.24) 

 
a jego pierwsze róŜnice jako: 
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   i = 1, …, N, t = 3, …, T             (4.25) 

 
Składnik losowy ξit modelu (4.24) wykazuje autokorelację, zatem obserwowalne 
wartości zmiennej y opóźnione o dwa okresy 2,

~
−tiy  nie są właściwymi instru-

mentami w równaniu (4.25). Oznacza to, Ŝe nie istnieją zmienne instrumentalne 
dla tego równania, dla t = 3, a zatem w celu oszacowania parametru γ wymagane 
jest, aby T ≥  4. Jeśli jednak liczba obserwacji w czasie T ≥  4, to spełnione są 
warunki momentów: 
 
(4.23)                     0)~( , =∆− itstiy ξE  dla t = 4, …, T, s ≥  3                          (4.26) 

 
moŜliwe jest więc uŜycie opóźnionych poziomów zmiennej y~  z okresu t – 3  
i wcześniejszych jako zmiennych instrumentalnych w równaniu (4.25). Oznacza 
to, Ŝe moŜliwe jest zastosowanie FDGMM do estymacji modelu, w którym 
zmienna y obarczona jest zmiennymi w czasie błędami pomiaru.  
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W omawianym powyŜej przypadku moŜliwe jest równieŜ zastosowanie 
SGMM, co zostanie pokazane poniŜej. ZałóŜmy, Ŝe spełniony jest warunek 
(3.80) postaci: E(αi∆yi2) = 0 dla i = 1, ..., N. Gdyby nie występowały błędy 
pomiaru zmiennej y, załoŜone w (4.23), to spełnione byłyby dodatkowe warunki 
momentów postaci (3.82). JednakŜe wynikająca z (4.23), autokorelacja ξit 
powoduje, Ŝe przyrosty ity~∆  nie są właściwymi instrumentami dla równania na 
poziomach (4.24). Zastosowanie SGMM jest jednak moŜliwe przy dodatkowym 
załoŜeniu, Ŝe błąd pomiaru mit nie powoduje korelacji między obserwowalnymi 
pierwszymi róŜnicami ity~∆  a efektami grupowymi αi, tzn.: 0)( =∆ iti mαE  dla 
kaŜdego i i t > 2. Wtedy spełnione są warunki momentów postaci: 

 
(4.23)             ( ) 0)(~

2, =+∆ − ititiy ξαE    dla i = 1, …, N, t = 4, …, T             (4.27) 

 
co oznacza, Ŝe odpowiednio opóźnione przyrosty obserwowalnych wartości 
zmiennej objaśnianej mogą być wykorzystane jako zmienne instrumentalne  
w równaniu (4.24). 

Warto w tym miejscu podkreślić, Ŝe właśnie moŜliwość uzyskania zgod-
nych estymatorów w przypadku występowania błędów pomiaru zmiennych, oraz 
endogeniczności zmiennych objaśniających9, jest jedną z podstawowych zalet 
stosowania do estymacji dynamicznych modeli panelowych metod bazujących 
na GMM. W procesie konstrukcji i estymacji modeli ekonometrycznych bardzo 
często zachodzi konieczność wprowadzenia do modelu zmiennych, będących 
przybliŜonymi wartościami zmiennych nieobserwowalnych. Równie często 
zmienne objaśniające są endogeniczne, tzn. skorelowane z bieŜącymi i opóźnio-
nymi wartościami składnika losowego. MoŜliwość wyznaczenia zgodnych 
estymatorów parametrów modeli, zawierających takie zmienne za pomocą 
GMM wydaje się przyczyną popularności tej metody w praktyce ekonome-
trycznej. Własności innych estymatorów, proponowanych dla dynamicznych 
modeli panelowych, w tym bazujących na metodzie zmiennych instrumental-
nych (np. A n d e r s o n, H s i a o [1981]), metodzie największej wiarygodności 
(np. B h a r g a v a, S a r g a n [1983]; B l u n d e l l, S m i t h [1991]; H s i a o, 
P e s a r a n, T a h m i s c i o g l u [2002]), oraz skorygowanym estymatorze 
wewnątrzgrupowym (K i v i e t [1995]), nie są bowiem znane w przypadkach 
występowania błędów pomiaru lub endogeniczności zmiennych objaśniających. 
Ponadto, jak zauwaŜają B o n d, H o e f f l e r i T e m p l e [2001], załoŜenia 
dotyczące błędów pomiaru oraz endogeniczności zmiennych objaśniających, 
mogące mieć konsekwencje dla właściwości konkretnych instrumentów, 

                          
9 Dobór odpowiednich zmiennych instrumentalnych w przypadku endogeniczności zmien-

nych objaśniających jest omawiany w rozdziałach poświęconych poszczególnym metodom 
estymacji, opartych na GMM. 
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podlegają w przypadku stosowania GMM testowaniu np. za pomocą testu 
Sargana (por. podrozdz. 3.3).  

Korzyści ze stosowania metod bazujących na GMM do estymacji modeli,  
w których obecne są zmienne obarczone błędami pomiaru i endogeniczne 
zmienne objaśniające nie ograniczają się do modeli mikroekonomicznych.  
Są one znaczne równieŜ w obszarze mezo- i makroekonomii, szczególnie  
w modelowaniu wzrostu gospodarczego. Jeden z przykładów zastosowania 
FDGMM i SGMM do estymacji modelu wzrostu, w przypadku obecności  
w modelu endogenicznych zmiennych objaśniających oraz błędów pomiaru, jest 
zawarty w pracy B o n d a, H o e f f l e r i T e m p l e’a [2001]. Jego omówienie 
znajduje się w podrozdz. 6.3. Wyraźne są teŜ korzyści z zastosowania SGMM  
w procesie estymacji modeli dla Polski pokazane w podrozdz. 5.7 i 6.5. 

 
 
 
 





 
 

R O Z D Z I A Ł  5  
 
 

ZASTOSOWANIE DYNAMICZNYCH MODELI PANELOW YCH  
W ANALIZACH SEKTOROWYCH  

 
 
 
Obiektami analiz ekonometrycznych prowadzonych na poziomie mezoeko-

nomicznym często są jednostki klasyfikacji działalności gospodarczej – sekcje, 
działy etc. Badania empiryczne prowadzone na podstawie danych z takich 
jednostek koncentrują się na zagadnieniach związanych z produktywnością. 
Często przedmiotem zainteresowania jest łączna produktywność czynników 
produkcji (TFP). Jest to zmienna bezpośrednio niemierzalna, której oszacowanie 
jest istotne, poniewaŜ jej wzrost jest syntetycznym sposobem oceny zmian 
efektywności procesów produkcyjnych, zachodzących pod wpływem postępu 
technicznego. Wykorzystanie danych panelowych, a w szczególności szacowa-
nych na ich podstawie modeli dynamicznych daje moŜliwości modelowania 
kształtowania się TFP z uwzględnieniem jej dynamiki oraz wyodrębnienia 
efektów długo- i krótkookresowych.  

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaną przykłady zastosowania dy-
namicznych modeli panelowych w analizach funkcjonowania jednostek klasyfi-
kacji działalności gospodarczej. Są to przykłady zaczerpnięte z literatury 
światowej oraz własne. PoniewaŜ tematyka prezentowanych analiz oscyluje 
wokół zagadnień związanych z produktywnością, a w szczególności łączną 
produktywnością czynników produkcji, w podrozdz. 5.1 przedstawiono podsta-
wy ekonomiczne dla analiz produktywności. Kolejne trzy podrozdz. dotyczą: 
modelowania TFP według działów przetwórstwa przemysłowego w Wielkiej 
Brytanii, wpływu czynników makroekonomicznych na TFP sektorach i wpływu 
technologii informacyjno-telekomunikacyjnych (ICT) na produkcję i produk-
tywność. W podrozdz. 5.5 opisano produktywność w działach sekcji „przetwór-
stwo” w Polsce, a ostatnie dwa podrozdz. dotyczą moŜliwości oszacowania  
i modelowania TFP w tej sekcji.  

Podobnie jak uczyniono to w rozdz. 4, poniŜej równieŜ przedstawione zo-
stanie zestawienie analiz prowadzonych przy zastosowaniu dynamicznych 
modeli panelowych na podstawie danych sektorowych. Zestawienie to zawarte 
jest w tab. 5.1. 



 152 

5.1. Podstawy ekonomiczne dla analiz produktywności 

Postęp techniczny jest we współczesnej gospodarce coraz bardziej istotnym 
czynnikiem produkcji, poniewaŜ to właśnie on sprawia, Ŝe gospodarka znajduje 
się na ścieŜce rozwoju. Mianem postępu technicznego określa się zmiany  
w technologii i organizacji produkcji prowadzące do zwiększania efektywności 
procesów gospodarowania. Efektem działania postępu technicznego jest przyrost 
strumienia produkcji, który nie wynika ze wzrostu zasobów czynników produk-
cji; prowadzi on w efekcie ostatecznym do wzrostu poziomu Ŝycia społeczeństw. 
Syntetycznym sposobem oceny zmian efektywności procesów produkcyjnych, 
zachodzących pod wpływem postępu technicznego, jest wzrost łącznej produk-
tywności czynników produkcji (ang. total factor productivity, TFP). PoniewaŜ 
niemal wszystkie analizy prezentowane w niniejszym rozdziale dotyczą TFP, 
poniŜej przedstawione zostaną podstawy ekonomiczne dotyczące postępu 
technicznego i sposobów pomiaru łącznej produktywności czynników produkcji. 

 
T a b e l a  5.1  

 
Przykłady analiz sektorowych z zastosowaniem dynamicznych modeli panelowych 

Problem badawczy Opracowania 

Modelowanie produktywności w sektorach A g h i o n, B l u n d e l l, G r i f f i t h, H o w i t t, 
P r a n t l [2004]; Cameron [2006] 

Wpływ czynników makroekonomicznych 
na TFP w sektorach 

T h a n g a v e l u, O w y o n g [2003]; Q u e l l a 
[2006]; Arizala , Cavallo, Galindo [2009] 

ZaangaŜowanie ICT a wyniki w sektorach O’Mahony , Vecchi [2003]; D a h l, K o n g s t e d, 
S o r e n s e n [2010] 

Analizy TFP według sekcji i działów  
w Polsce  

W e l f e [2000, 2001, 2003]; T o k a r s k i [1996, 
2002, 2008a]; Z i e n k o w s k i [2003]; D ań -
s k a-B o r s i a k [2009c]; podrozdz. 5.6 i 5.7  
w niniejszym rozdziale 

U w a g a: opracowania wyróŜnione czcionką półgrubą omawiane są w niniejszym rozdziale, 
natomiast wyróŜnione podkreśleniem nie były prowadzone na podstawie danych panelowych. 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Pełna definicja postępu technicznego w ujęciu makroekonomicznym, rozu-

mianego jako postęp technologiczno-organizacyjny została sformułowana  
w pracy S o l o w a [1957], w kontekście neoklasycznej, dwuczynnikowej funkcji 
produkcji, postaci: ),( LKfY = , gdzie: Y – wielkość produkcji, K – zasoby 
kapitału, L – nakłady pracy. Z definicji tej, cytowanej w pracy Św i e c z e w -
s k i e j [2007] (s. 59) wynika, Ŝe efektem działania postępu technicznego jest 
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kaŜdy wzrost strumienia produktu, który nie wynika ani z akumulacji kapitału, 
ani ze wzrostu nakładów pracy. Efekty postępu technicznego są zatem utoŜsa-
miane z takim przesunięciem funkcji produkcji, Ŝe ustalony poziom produkcji 
moŜna otrzymać przy mniejszych nakładach. Przesunięciu temu moŜe teŜ 
towarzyszyć zmiana relacji między czynnikami produkcji, a więc w przypadku 
funkcji dwuczynnikowej, między pracą a kapitałem. Jeśli przy przesunięciu 
funkcji produkcji zmiana taka nie następuje, to postęp techniczny nazywa się 
neutralnym; jeśli stosunek K/L rośnie, to postęp jest kapitałochłonny (lub 
pracooszczędny); jeśli zaś stosunek K/L maleje, to postęp jest pracochłonny (lub 
kapitałooszczędny). Na rys. 5.1 przedstawiona jest graficzna ilustracja poszcze-
gólnych typów postępu technicznego. 

 

 
Rys. 5.1. Typy postępu technicznego a połoŜenie krzywych jednakowego produktu 

Ź r ó d ł o: na podst.: Ś w i e c z e w s k a [2007], s. 61. 

 
W dalszych rozwaŜaniach, w pkt 5.6.1, wykorzystywane będzie pojęcie  

postępu technicznego w sensie Hicksa. Jest to taki typ postępu neutralnego,  
w którym nie zmienia się krańcowa stopa substytucji pracy kapitałem. Dwu-
czynnikowa funkcja produkcji z postępem technicznym w sensie Hicksa ma 
więc postać: 

 
(5.1) ),()( LKftAY =  (5.1) 
 

gdzie A(t) to czynnik opisujący technologię produkcji, przy czym .0≥
t

A

d
d

 

Oprócz wyŜej wspomnianych typów postępu technicznego wyróŜnia się teŜ 
postęp techniczny nieucieleśniony (niezmaterializowany, ang. disembodied)  
i ucieleśniony (zmaterializowany, ang. embodied). Postęp nieucieleśniony to 
taki, który dotyczy całego zasobu czynników produkcji, przy czym czynniki te 

postęp techniczny 
neutralny 

postęp techniczny 
kapitałochłonny 

postęp techniczny 
pracochłonny 
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są traktowane jako jednorodne. Wewnętrzna struktura czynników produkcji 
pozostaje przy tym niezmieniona. Natomiast postęp ucieleśniony dotyczy tylko 
pewnych grup urządzeń, łącznie z ich obsługą. Następujący pod jego wpływem 
wzrost produkcji wynika więc ze wzrostu efektywności jednego lub kilku 
czynników produkcji przy jednoczesnej zmianie ich wewnętrznej struktury. 
ZałoŜenie neoklasyczne o jednorodności czynników produkcji zostaje więc tu 
uchylone. Więcej na temat tych dwóch typów postępu technicznego, w tym tzw. 
modeli rocznikowych, zakładających postęp zmaterializowany, znaleźć moŜna 
m. in. w pracy J u s z c z a k-S z u m a c h e r [1996] (s. 63–89). 

Przy załoŜeniu, Ŝe postęp jest nieucieleśniony moŜna mówić o postępie 
zwiększającym efektywność kapitału (ang. capital-augmenting), zwiększającym 
efektywność pracy (ang. labour-augmenting) lub zwiększającym jednocześnie 
efektywność pracy i kapitału (ang. factor-augmenting). Kwalifikacja do jednego 
z tych typów zaleŜy od tego, czy zmiany efektywności odnoszą się do jednego 
czy do wszystkich czynników produkcji; jednak w Ŝadnym przypadku zmiany te 
nie dotyczą wewnętrznej struktury czynników.  

Efektem postępu technicznego są zmiany efektywności procesu produkcji. 
Sposób oceny tych efektów jest zaleŜny od skali analizy. W ujęciu mikroeko-
nomicznym ocenia się pojedyncze przedsięwzięcia innowacyjne, a w ujęciu 
makroekonomicznym oceniane są zmiany efektywności, wyraŜające się poprzez 
zmiany w: strukturze czynników produkcji i relacji między nimi (mierzone 
najczęściej wzrostem technicznego uzbrojenia pracy); strukturze produkcji; 
produktywności pojedynczych czynników (np. wydajności, kapitałochłonności 
etc.) lub produktywności wszystkich czynników (tzn. łącznej produktywności 
czynników produkcji). Produktywność pojedynczego czynnika mierzona jest jako 
wielkość produkcji przypadająca na jednostkę tego czynnika. Łączna produktyw-
ność czynników produkcji (TFP) jest natomiast zmienną nieobserwowalną. 
Definiowana jest ona jako wielkość produkcji, przypadająca na jednostkę kombi-
nacji czynników produkcji. TFP jest, w odróŜnieniu od produktywności poszcze-
gólnych czynników, syntetycznym miernikiem efektywności procesu produkcyj-
nego, wynikających z szeroko rozumianego postępu technicznego. 

Wyznaczenia TFP dokonać moŜna za pomocą jednej z dwóch alternatyw-
nych metod. Jedna z nich bazuje na metodach indeksowych1, a druga wykorzy-
stuje funkcję produkcji. Jeśli funkcja produkcji ma postać Cobba–Douglasa, to 
poziom TFP (określany jako produkcja wytworzona z jednostki kombinacji 
czynników produkcji) w okresie t wyraŜa się jako: 

 

(5.2)                                           
),( tt

t
t LKf

Y
TFP =                                           (5.2) 

                          
1 BliŜsze informacje na temat metod indeksowych zawarte są np. w pracy Ś w i e -

c z e w s k i e j [2007] (s. 68–71). 
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Przekształcenie wyraŜenia (5.2) do postaci: 
 
(5.2) ),( tttt LKfTFPY ⋅=  (5.3) 
 
i porównanie (5.3) z (5.1) prowadzi do wniosku, Ŝe poziom TFP odpowiada 
czynnikowi A(t), opisującemu technologię produkcji w dwuczynnikowej funkcji 
produkcji z neutralnym postępem technologicznym w sensie Hicksa. Poziom 
TFP określa więc wielkość przesunięcia funkcji produkcji w kierunku początku 
układu współrzędnych, wynikającą ze zwiększenia efektywności czynników 
produkcji (rys. 5.1).  

ZróŜniczkowanie (5.3) względem czasu i przyjęcie załoŜenia, Ŝe kaŜdy 
czynnik produkcji jest opłacany według jego produktu krańcowego prowadzi do 
równania:  

 

(5.2) ( )
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TFP

PFT &&&&

αα −−−= 1  (5.4) 

 
gdzie symbole ,tY&  ,tPFT &  ,tK&  tL&  oznaczają pochodne po czasie odpowiednich 

zmiennych, K
tα  oznacza udział nakładu kapitału w produkcie, a L

t
K
t αα =− )1(   

– udział nakładu pracy w produkcie. Równanie (5.4) jest nazywane równaniem 
reszt Solowa. Taki sposób pomiaru stopy postępu technicznego (utoŜsamianego 
ze stopą wzrostu TFP) oznacza, Ŝe stopę wzrostu TFP interpretuje się jako 
róŜnicę między stopą wzrostu produktu a waŜoną sumą stóp wzrostu podstawo-
wych czynników produkcji, z wagami, które określają udział tych czynników  
w produkcie. Równane (5.4) moŜna w naturalny sposób uogólnić na przypadek 
n-czynnikowej funkcji produkcji z neutralnym postępem technicznym w sensie 
Hicksa.  

Z równania (5.4) wynika w szczególności, Ŝe do oszacowania stopy wzrostu 
TFP wystarcza znajomość elastyczności produkcji względem poszczególnych jej 
czynników. Oszacowanie elastyczności wymaga zaś sprecyzowania postaci 
funkcji produkcji. Zazwyczaj przyjmuje się dwuczynnikową funkcję Cobba–
Douglasa w postaci potęgowej: 

 

(5.2) αα −= 1
tttt LKAY  (5.5) 

 
gdzie: Yt – wielkość produkcji w cenach stałych; At – łączna produktywność 
czynników produkcji (At = TFPt); Kt – wartość kapitału w cenach stałych; Lt – 
nakłady pracy; α, (1 – α) – elastyczności produkcji odpowiednio względem 
nakładów kapitału i pracy. 
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Wyznaczona na podstawie funkcji produkcji wielkość stopy wzrostu TFP 
zaleŜy od postaci funkcji produkcji, sposobu pomiaru czynników produkcji  
i uwzględnienia dodatkowych, oprócz pracy i kapitału, czynników produkcji 
(por. Św i e c z e w s k a [2007], s. 74–77). 

Postać funkcji produkcji wpływa na wielkość elastyczności, a zatem rów-
nieŜ na wyznaczoną wartość TFP. Pomiar czynników produkcji moŜe być 
dokonywany przy załoŜeniu homogeniczności nakładów i ich nieograniczonej 
substytucji, co związane jest z koncepcją nieucieleśnionego postępu techniczne-
go, lub bez tych załoŜeń, i wówczas przyjmuje się, Ŝe postęp techniczny jest 
ucieleśniony. W tym drugim przypadku w odniesieniu do nakładów kapitału 
stosuje się metodę rocznikowania, a w odniesieniu do nakładów pracy wprowa-
dza się pojęcie kapitału ludzkiego. Pod pojęciem kapitału ludzkiego w szerokim 
sensie rozumie się zbiór wszystkich cech psychofizycznych danej jednostki, 
które mogą wpływać na wydajność jej pracy, a w wąskim znaczeniu utoŜsamia 
się go z poziomem wykształcenia danej jednostki. Istnieje przy tym kilka 
alternatywnych mierników kapitału ludzkiego, a wybór jednego z nich podyk-
towany jest zazwyczaj dostępnością danych statystycznych. Więcej na temat 
moŜliwości uwzględnienia kapitału ludzkiego w funkcji produkcji znaleźć 
moŜna np. w: F l o r c z a k [2007]; J u s z c z a k-S z u m a c h e r [2000].  

Łączną produktywność czynników produkcji (At we wzorze (5.5)) dekom-

ponować moŜna na: efekty związane z wiedzą ogólnotechniczną ),( *
tA  efekty 

związane ze wzrostem jakości kapitału )( K
tA  oraz efekty związane ze wzrostem 

jakości pracy ).( L
tA  Więcej na temat moŜliwości dekompozycji łącznej produk-

tywności czynników produkcji, jak równieŜ róŜnic między produkcją efektywną 
a produkcją potencjalną i wynikających stąd róŜnic w pomiarze TFP znaleźć 
moŜna np. w pracach: W e l f e [2001], s. 112–188; W e l f e [2003]. 

W powyŜszych rozwaŜaniach postęp techniczny, a zatem równieŜ łączna 
produktywność czynników produkcji, traktowane były egzogenicznie. Próby 
wyjaśnienia źródeł postępu technicznego (wzrostu TFP) są podejmowane na 
gruncie teorii wzrostu endogenicznego. W teorii tej przyjmuje się, Ŝe postęp 
techniczny jest efektem akumulacji kapitału ludzkiego oraz innowacji, powstają-
cych w wyniku działalności badawczo-rozwojowej. Wzrost TFP jest zatem 
efektem celowych decyzji inwestycyjnych, podejmowanych przez podmioty 
gospodarcze. Szersze omówienie teorii wzrostu endogenicznego, endogenizacji 
postępu technicznego i światowych badań empirycznych prowadzonych  
na gruncie tych teorii znaleźć moŜna w pracy D. Św i e c z e w s k i e j [2007]; 
wyniki badań empirycznych dotyczących Polski przedstawiono m. in. w pra-
cach: W e l f e [2001]; Z i e n k o w s k i  [2003]. 
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5.2. Model TFP według sektorów przemysłu  
w Wielkiej Brytanii 

G. C a m e r o n [2006] skonstruował dynamiczny model panelowy opisują-
cy kształtowanie się TFP w 19 sektorach działalności produkcyjnej (ang. 
manufacturing) w Wielkiej Brytanii w latach 1972–1992. Szczególny nacisk 
połoŜony został na wyodrębnienie efektów działalności badawczo-rozwojowej 
(BiR) w kaŜdym z tych sektorów. Postawiono przy tym tezę, Ŝe długookreso-
we współczynniki przy tej zmiennej są heterogeniczne względem sektorów  
i zaleŜne od pewnych, słabo egzogenicznych charakterystyk działalności 
przemysłu. Przykładem sektora, który ma wyŜszą od przeciętnej elastyczność 
BiR, moŜe być sektor o wysokim technicznym uzbrojeniu pracy lub sektor 
działający w warunkach silnej konkurencji zagranicznej. Rolę wspomnianych 
charakterystyk moŜna interpretować przyczynowo, co oznaczałoby, Ŝe lepsze 
techniczne uzbrojenie pracy prowadzi do lepszych wyników działalności BiR 
albo alternatywnie jako wynik korelacji z pewnymi czynnikami nieobserwo-
walnymi – wysokie techniczne uzbrojenie pracy moŜe być cechą sektorów, 
posiadających róŜnorodne moŜliwości technologiczne. 

Punktem wyjścia analizy G. C a m e r o n a [2006] jest neoklasyczny model 
Solowa postaci (5.1). Stopa wzrostu TFP ∆A/A odpowiada tej składowej stopy 
wzrostu produkcji, która nie wynika z akumulacji kapitału, ani ze wzrostu 
nakładów pracy. Przyrost TFP w i-tym sektorze w okresie t aproksymowano za 
pomocą następującego indeksu Thörnquista–Theila: 
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gdzie ,2/)( 1, ++= tiitit aaa  zaś ait oznacza udział kosztów pracy w wartości 

dodanej w sektorze i w okresie t. Roczne procentowe stopy wzrostu TFP, 
wyznaczone według wzoru (5.6), róŜnią się znacząco pomiędzy sektorami. 
Autor podkreśla, Ŝe prezentowana tu i wykorzystana w dalszych badaniach 
koncepcja szacowania TFP jest wraŜliwa na błędy pomiaru wynikające z uŜycia 
pojedynczego deflatora (ang. single deflation bias)2. W zastosowanym,  
w dalszej analizie, modelu uwzględniono dwie zmienne, które mają za zadanie 
skorygowanie tych błędów. Są to: stosunek cen zaopatrzenia do cen sprzedaŜy  
i stosunek cen importu do cen sprzedaŜy. 
 

                          
2 Wartość dodana jest deflowana przy uŜyciu deflatora produkcji globalnej, podczas gdy 

produkcja globalna powinna być deflowana przy uŜyciu deflatora produkcji globalnej, a nakłady – 
przy uŜyciu deflatora nakładów. 
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Dynamiczny model kształtowania się TFP ma postać: 
 

ittititititiiit RDRDTFPTFP εααα +++++= −−−−− 1,2,1,2,21,1 loglogloglog ZψX φ  

(5.7) 
 

gdzie: RD – stosunek nakładów na BiR do nakładów na środki trwałe. Elemen-
tami wektora Z są: wskaźnik wykorzystania mocy, wspomniane powyŜej 
zmienne korygujące błąd uŜycia pojedynczego deflatora, kapitał ludzki (loga-
rytm stosunku liczby pracowników średnio i wysoko wykwalifikowanych do 
liczby wszystkich pracujących), wskaźnik unionizacji (logarytm odsetka 
pracowników fizycznych objętych umowami zbiorowymi pomnoŜonego przez 
odsetek wszystkich pracowników fizycznych), efekty czasowe. Elementami 
wektora X jest osiem charakterystyk działalności produkcyjnej poszczegól- 
nych sektorów, wyraŜonych jako logarytmy wybranych wskaźników, mie- 
rzone względem przeciętnej dla całej działalności produkcyjnej3. Lista tych 
zmiennych jest zawarta w tekście oryginalnym w tab. 2 (s. 128). Zmienna 

2,1, log −− titi RDX  odzwierciedla interakcję zmiennej RD z sektorowymi charak-

terystykami działalności, a zatem pozwala uwzględnić zróŜnicowanie efektów 
działalności BiR między sektorami. Jej wprowadzenie ma na celu uchylenie 
załoŜenia konstrukcyjnego modelu o stałości parametrów strukturalnych 
względem obiektów i czasu. G. Cameron podkreśla równieŜ, Ŝe analiza wpływu 
efektów działalności BiR na TFP jest moŜliwa dzięki zastosowaniu danych 
panelowych, gdyŜ tylko wówczas moŜliwe jest odseparowanie tych efektów od 
trendu czasowego.  

Oszacowanych zostało 9 alternatywnych wersji modelu (5.7). RóŜnią się 
one zastosowaną metodą estymacji i zbiorem zmiennych objaśniających. 
Zastosowane metody estymacji są być moŜe nieco dyskusyjne. PoniewaŜ 
wymiar czasowy próby jest długi (21 lat), a liczba obiektów wynosi 19, autor 
stwierdza, Ŝe wykorzystanie specyficznych metod, proponowanych w literaturze 
do estymacji dynamicznych modeli panelowych (metoda Andersona–Hsiao, 
GMM) nie jest konieczne. Prawdopodobne jest bowiem, Ŝe liczba obserwacji  
w czasie wystarczy, by estymator wewnątrzgrupowy (WG) był zgodny4.  
W związku z tym, do estymacji modelu zastosowano waŜoną MNK (WMNK) 
oraz KMNK5. PoniewaŜ zastosowanie WMNK nie usunęło problemu heteroske-

                          
3 Np. jednym z elementów wektora X jest log(Ki/Li) – log(K/L).  
4 G. Cameron powołuje się na wyniki S. N i c k e l l a [1981], przytoczone w podrozdz. 3.1 

niniejszej publikacji. Nickell stwierdził, Ŝe zgodność estymatora WG dla panelowych modeli 
dynamicznych zaleŜy od tego, czy wymiar czasowy T jest wystarczająco duŜy; obciąŜenie tego 
estymatora jest rzędu O(1/T). 

5 W tekście oryginalnym metoda nazwana jest OLS, dlatego w niniejszym opracowaniu 
stosowany jest polski odpowiednik – KMNK. JednakŜe zawarte w odpowiednich tabelach wyniki 
estymacji oraz ich opis w tekście, w szczególności uwzględnienie efektów grupowych, sugerują, 
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dastyczności, zatem dalszą analizę oparto na wynikach KMNK z błędami 
szacunku typu White’a, odpornymi na heteroskedastyczność. 

W procesie estymacji część zmiennych, uwzględnionych w wyjściowym 
modelu (5.7), okazała się nieistotna i została usunięta. W szczególności elemen-
ty wektora Z: kapitał ludzki i wskaźnik unionizacji były łącznie nieistotne, zaś 
ich interakcje z RD – łącznie istotne, co doprowadziło do wniosku, Ŝe zmienne 
te nie wywierają bezpośredniego wpływu na wzrost, oddziałując raczej przez 
wpływ na elastyczność RD. Zmiennymi nieistotnymi okazały się teŜ trzy 
składowe wektora X. Ponadto w pierwotnej wersji model (5.7) zawierał efekty 
czasowe, które w wersji ostatecznej zostały zastąpione innymi zmiennymi 
czasowymi, stałymi względem obiektów – trendem, miarą konkurencyjności  
i zmienną odzwierciedlającą długookresowy efekt zmian stosunku nakładów do 
wyników. Celem wprowadzenia tej ostatniej było skorygowanie systematycz-
nych błędów pomiaru wartości dodanej (wspomniany problem pojedynczego 
deflatora). NajwaŜniejsze wnioski, wynikające z oszacowania ostatecznej wersji 
modelu (5.7), przytoczone są poniŜej. 

Długookresowy efekt zmiennej RD wynosi 0,24, ocena parametru dla 
współczynnika konkurencyjności ma wartość 0,265, a długookresowy efekt 
zmian stosunku nakładów do wyników – 0,645. Zmienna czasowa okazała się 
nieistotna. Spośród elementów wektora X dodatni wpływ na efektywność RD,  
a zatem na TFP, wywierają: techniczne uzbrojenie pracy log(Ki/Li) – log(K/L), 
logRDi – logRD, stosunek nakładów do wyników. Ujemny wpływ mają stosunek 
RD do kapitału i współczynnik unionizacji. Świadczy to o sektorowym zróŜni-
cowaniu elastyczności TFP względem RD. Sektory charakteryzujące się lepszym 
technicznym uzbrojeniem pracy i większym wykorzystaniem dóbr pośrednich, 
dostarczanych przez sektory technologicznie zaawansowane, mają wyŜszą 
elastyczność TFP względem RD. To samo dotyczy sektorów, dla których 
stosunek importu do sprzedaŜy wewnętrznej jest wyŜszy, co świadczy  
o istotności otwarcia na zagranicę. Do zmniejszenia elastyczności TFP wzglę-
dem RD przyczynia się wyŜszy stosunek RD do kapitału i, pośrednio, współ-
czynnik unionizacji. Na zakończenie, na podstawie uzyskanych wcześniej 
wyników G. Cameron wyznaczył elastyczności zmiennej RD dla wszystkich 
sektorów. NajwyŜszą elastyczność wykazały sektory: działalność wydawnicza 
(paper & printing) oraz produkcja wyrobów z gumy i tworzyw sztucznych 
(rubber & plastics), zaś niskie elastyczności obserwowano dla sektorów: 
produkcja wyrobów chemicznych (chemicals), produkcja maszyn i urządzeń 
(machinery) i pozostała działalność (other manufacturing). 

                          
Ŝe w rzeczywistości szacowano parametry modelu FE. Stosowanie nazwy OLS jest, jak moŜna się 
domyślać, uzasadnione tym, Ŝe stosunkowo niewielki wymiar przekrojowy próby pozwolił na 
bezpośrednie oszacowanie parametrów przy zmiennych zero-jedynkowych, bez konieczności 
stosowania przekształcenia wewnątrzgrupowego (por. podrozdz. 2.1).  
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5.3. Wpływ rynków finansowych na TFP w sektorach 

Pozytywny wpływ rozwoju na rynkach finansowych na wzrost gospodarczy 
jest odnotowywany w wielu opracowaniach. Często wskazywanym kanałem, 
przez który udzielone kredyty wpływają na wzrost gospodarczy jest produktyw-
ność. Zasadnicza idea mechanizmu oddziaływania kredytu jest taka, Ŝe rynki 
finansowe mogą zwiększać produktywność przez efektywną alokację kapitału,  
a zwłaszcza przesuwanie kapitału z sektorów upadających do rozwijających się. 
Celem badania A r i z a l a, C a v a l l o i G a l i n d o [2009] jest analiza związków 
między wzrostem TFP w sektorach a sytuacją na rynkach finansowych. Autorzy 
przeprowadzili badanie na podstawie próby z lat 1963–2003 dla 26 sekcji 
przemysłu przetwórczego w 77 krajach. Próba taka umoŜliwiła analizę zróŜni-
cowania zmian TFP pod wpływem decyzji finansowych w przekroju zarówno 
krajowym, jak i sektorowym.  

Na podstawie danych dotyczących liczby zatrudnionych, wartości dodanej  
i nakładów brutto na środki trwałe skonstruowano trzy alternatywne miary TFP 
na poziomie sekcji i krajów, spośród których preferowaną jest miara wyznaczo-
na ze wzoru: 

 
(5.6) ictKiictKiictict lkyltfp )1( αα −−−=  (5.8) 
 
gdzie: yict oznacza logarytm realnej wartości dodanej w sekcji i, kraju c, okresie 
t, kict – logarytm nakładów brutto na środki trwałe; l ict – logarytm liczby zatrud-
nionych. Parametr αKi jest elastycznością produkcji względem kapitału w sekcji 
i, a określono go na podstawie funkcji Cobba–Douglasa jako:  
 

(5.6) r
VA

K

i

i
Ki =α  (5.9) 

 
gdzie KVAr K /)(α=  wyznaczono na podstawie danych o wartości dodanej VA  
i nakładach brutto na środki trwałe K w USA, oszacowanej przez B e r n a n k e  
i G u r k a y n a k a [2001] elastyczności produkcji względem pracy αL w tym 
kraju i załoŜeniu αK = 1 – αL. 

Pozostałe dwie miary są wysoko skorelowane z miarą (5.8) i zostały rów-
nieŜ wykorzystane w pracy do sprawdzenia odporności wyników. 

W celu porównania efektów decyzji finansowych na wzrost TFP, na pozio-
mie sekcji i krajów, oszacowano model postaci: 

 
(5.10) ictctitctiictict FDRZShare∆ltfp εληβα +++⋅+= )(  (5.10) 
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gdzie z wszystkich danych wyznaczono średnie pięcioletnie w celu wyelimino-
wania fluktuacji cyklicznych i skoncentrowania się na efektach długookreso-
wych. Zatem ictltfp∆  oznacza przeciętną stopę wzrostu TFP w sekcji i, kraju c  

w okresie 5 lat; Shareict – udział wartości dodanej wytworzonej w sekcji i  
w wartości wytworzonej w przemyśle wytwórczym kraju c na początki danej 
pięciolatki; RZi – miarę zaleŜności sekcji i od finansowania zewnętrznego; FDci 
– miarę rozwoju finansowego kraju c. Wprowadzenie zmiennej )( cti FDRZ ⋅  
umoŜliwia zbadanie, czy rozwój finansowy, mierzony jako dostępność kredytu 
dla firm prywatnych w stosunku do PKB w gospodarce, silniej wpływa na te 
sekcje, które z powodów technicznych są bardziej uzaleŜnione od kredytu. Znak 
parametru β świadczy o średnim wpływie rozwoju finansowego kraju c na 
wzrost poziomu TFP sekcji i. ηit i λct są zmiennymi w czasie efektami specy-
ficznymi odpowiednio dla sekcji i kraju, traktowanymi jako nielosowe. 

W hipotezie roboczej przypuszcza się, Ŝe sekcje bardziej zaleŜne od fundu-
szy zewnętrznych będą wykazywały wyŜszy wzrost TFP w tych krajach,  
w których system finansowy jest bardziej rozwinięty. NajwaŜniejsze wnioski 
płynące z estymacji modelu (5.10) to: 

– dostępność kredytu nie tylko prowadzi do wzrostu inwestycji, ale równieŜ 
zachęca do wdraŜania nowych technologii; 

– wniosek powyŜszy jest prawdziwy dla całej próby, jak równieŜ dla podpróby 
obejmującej kraje rozwijające się. Zdaniem autorów oznacza to, Ŝe w krajach tych, 
w których dostępność kredytu jest z reguły bardziej ograniczona niŜ w krajach 
rozwiniętych, znaczącą rolę mogą odegrać bezpośrednie inwestycje zagraniczne; 

– ocena parametru przy zmiennej )( cti FDRZ ⋅  jest dodatnia, co oznacza, Ŝe 
rozwój finansowy wpływa na wartość dodaną równieŜ poprzez wzrost TFP; 

– im wyŜszy poziom zmiennej RZi tym silniejszy krańcowy wpływ rynków 
finansowych na produktywność. Wpływ wzrostu dostępności kredytu o wartość 
1 odchylenia standardowego waha się od 0 do 0,6% rocznie w zaleŜności od 
sekcji. W świetle tego, Ŝe przeciętny wzrost TFP w próbie wynosi 0,3%, rocznie 
jest to rezultat bardzo znaczący. 

Autorzy wykazali ponadto, Ŝe przedstawione powyŜej wnioski są niezaleŜne 
od doboru próby i specyfikacji modelu. 

5.4. Wpływ technologii informacyjno-telekomunikacyjnych (ICT)  
na wyniki w sektorach 

We współczesnej ekonomii wzrost produktywności pracy dzieli się na 
wzrost wynikający ze wzrostu kapitału na pracującego i wzrost wynikający ze 
wzrostu TFP. Nie ma teŜ wątpliwości, Ŝe inwestycje w technologie informacyj-
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no-telekomunikacyjne (ang. information and communications technology, ICT) 
miały znaczący wpływ na wzrost produktywności pracy zarówno w USA  
w latach 90., jak i w innych krajach OECD. Nie ma natomiast zgody, czy wpływ 
kapitału ICT miał wpływ na stopę postępu technicznego lub TFP. W opracowa-
niu M. O’M a h o n y i M. V e c c h i [2003] wykazano, Ŝe taki wpływ występuje  
i Ŝe jest on dodatni. Autorki dysponowały danymi ze wszystkich nierolniczych 
sektorów gospodarki: 31 z USA i 24 z Wielkiej Brytanii z lat 1976–2000. 
Podkreślają one teŜ konieczność zastosowania adekwatnych metod estymacji, 
uwzględniających heterogeniczność poszczególnych sekcji i zbadania stacjonar-
ności danych. W rozwaŜanym kontekście heterogeniczność jest oczywista:  
np. w komunikacji 80% kapitału jest kapitałem ICT, a w przemyśle odzieŜowym 
– tylko 10%. Konieczność zbadania stacjonarności wynika zaś z długości 
szeregu – 25 lat.  

Wcześniejsze badania bazujące na danych panelowych, nieuwzględniające 
heterogeniczności i stacjonarności, skutkowały ujemnymi ocenami wpływu 
kapitału ICT na TFP. O’Mahony i Vecchi [2003] pokazały, Ŝe wnioski takie 
były efektem zastosowania niepoprawnej metody estymacji. W pierwszym 
etapie badania autorki oszacowały model statyczny postaci: 

 

(5.11) ititiitiitiiit kklq εββαα +∆+∆+∆+=∆ IN
2110  (5.11) 

 
gdzie: qit oznacza logarytm produkcji realnej, l it – nakład pracy (liczba przepra-
cowanych godzin), zaś całkowity nakład kapitału zdekomponowano na dwa typy 

kapitału: kapitał ICT )( I
itk  i kapitał spoza ICT ).( N

itk   
Model (5.11) został oszacowany na poziomach i przyrostach za pomocą 

standardowych metod estymacji panelowej, traktując go jako model FE. 

Uzyskana ocena parametru przy zmiennej I
itk  jest ujemna i/lub nieistotna  

w zaleŜności od tego, czy jest ona wyznaczona na podstawie całej próby czy dla 
kaŜdego kraju osobno. 

Do zbadania stacjonarności6 wykorzystano test Ima, Pesarana i Shina (IPS) 
oraz test Hadri’ego. Wynik testu IPS wskazuje na odrzucenie H0, Ŝe wszystkie 
obiekty mają pierwiastek jednostkowy na poziomie istotności 0,05 dla zatrud-
nienia i na poziomie 0,1 dla obu typów kapitału. Pamiętać jednak trzeba, Ŝe 
hipoteza alternatywna testu IPS dopuszcza moŜliwość, aby część obiektów miała 
pierwiastek jednostkowy, a pozostałe nie (wzór (D.I.4)). Zastosowany następnie 
test Hadri’ego pozwala na odrzucenie H0 o stacjonarności dla wszystkich 
zmiennych.  

                          
6 Na temat testowania stacjonarności dla danych panelowych czytaj w dodatku I. 
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Do estymacji modelu zastosowano zatem estymator Pooled Mean Group, 
zaproponowany przez P e s a r a n a, S h i n a i S m i t h a [1999]. Metoda ta jest 
rozszerzeniem modelu korekty błędem na modele panelowe. Na parametry 
długookresowe nakłada się załoŜenie o homogeniczności, a współczynnik 
korekty błędem i inne parametry krótkookresowe określa się jako średnie 
grupowe. ZałoŜenie homogeniczności parametrów długookresowych oznacza, Ŝe 
w długim okresie elastyczności produkcji względem jej czynników będą takie 
same dla wszystkich sektorów. Heterogeniczność sektorową uwzględnia się 
dopuszczając róŜnice w dynamice krótkookresowej między sektorami. Szaco-
wany model dynamiczny ma postać: 

 
 itititititiitiititiiit kklkklqq εδδδθθθθφ +∆−∆−∆−++−−=∆ −

ININ
31211132101)1, )(  

 (5.12) 
 
Model (5.12) estymowany był zarówno na podstawie danych indywidual-

nych, jak i danych przekształconych poprzez odjęcie od kaŜdej obserwacji 
średniej dla danego okresu (ang. cross-sectionally demeaned data). Przekształ-
cenie takie odpowiada wprowadzeniu do modelu czasowych zmiennych zero- 
-jedynkowych. Ponadto estymacje przeprowadzono na podstawie całego zbioru 
danych oraz osobno dla USA i Wielkiej Brytanii. Dla całej próby uzyskano 
znaczący statystycznie i silny długookresowy wpływ kapitału ICT na pro- 

dukcję. Ocena parametru przy zmiennej I
itk  na podstawie danych uśrednionych  

jest większa niŜ ocena uzyskana na podstawie danych indywidualnych.  
Wydaje się to potwierdzeniem nieadekwatności standardowych metod panelo-
wych w rozwaŜanym przypadku. Parametr korekty błędem jest statystycznie 
istotny i w przypadku danych uśrednionych sugeruje szybsze roczne tempo 
dostosowania. Krańcowe korzyści z kapitału wynoszą ok. 18% zarówno dla 
kapitału ICT, jak i spoza ICT na podstawie danych indywidualnych, a na 
podstawie danych uśrednionych odpowiednio 22 i 12%. Wyniki estymacji 
modelu (5.12) osobno dla USA i Wielkiej Brytanii są generalnie zbliŜone do 
opisanych powyŜej, jednak korzyści z kapitału ICT są wyŜsze w USA niŜ  
w Wielkiej Brytanii.  

5.5. Produktywność czynników produkcji  
w sekcji D w Polsce 

Empiryczne analizy własne, prezentowane w podrozdz. 5.6 i 5.7 przepro-
wadzone zostały na podstawie danych z lat 1998–2007. Obowiązującą wówczas 
klasyfikacją działalności gospodarczej była polska klasyfikacja działalności 
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(PKD 1997)7, zatem objęte badaniem działy wyodrębnione zostały zgodnie z tą 
klasyfikacją. Analizą objęto działy podsekcji D „przetwórstwo przemysłowe”, 
które zgodnie z PKD 1997 oznaczone są numerami 15–37. 

 
T a b e l a  5.2 

 
Klasyfikacja PKD 1997 (sekcje C, D, E) 

Sekcja Nr działu Nazwa 

C + D + E  przemysł 

C  górnictwo 

CA 10 w tym górnictwo węgla kamiennego i brunatnego; wydobywanie 
torfu 

D  przetwórstwo przemysłowe 

DA 15 produkcja artykułów spoŜywczych i napojów 

DA 16 produkcja wyrobów tytoniowych 

DB 17 włókiennictwo 

DB 18 produkcja odzieŜy i wyrobów futrzarskich 

DC 19 produkcja skór wyprawionych i wyrobów ze skór wyprawionych 

DD 20 produkcja drewna i wyrobów z drewna oraz z korka (z wyłączeniem 
mebli), wyrobów ze słomy i materiałów uŜywanych do wyplatania 

DE 21 produkcja masy włóknistej, papieru oraz wyrobów z papieru 

DE 22 działalność wydawnicza; poligrafia i reprodukcja zapisanych 
nośników informacji 

DF 23 wytwarzanie koksu, produktów rafinacji ropy naftowej i paliw 
jądrowych 

DG 24 produkcja wyrobów chemicznych 

DH 25 produkcja wyrobów gumowych i z tworzyw sztucznych 

DI 26 produkcja wyrobów z pozostałych surowców niemetalicznych 

DJ 27 produkcja metali 

DJ 28 produkcja metalowych wyrobów gotowych, z wyłączeniem maszyn 
i urządzeń 

DK 29 produkcja maszyn i urządzeń, gdzie indziej niesklasyfikowana 

DL 30 produkcja maszyn biurowych i komputerów 

DL 31 produkcja maszyn i aparatury elektrycznej, gdzie indziej niesklasy-
fikowana 

Tabela 5.2 (cd.) 

                          
7 Obowiązującą obecnie klasyfikacją działalności gospodarczej jest polska klasyfikacja 

działalności gospodarczej (PKD 2007).  
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DL 32 produkcja sprzętu i urządzeń radiowych, telewizyjnych i telekomu-
nikacyjnych 

DL 33 produkcja instrumentów medycznych, precyzyjnych i optycznych, 
zegarów i zegarków 

DM 34 produkcja pojazdów samochodowych, przyczep i naczep 

DM 35 produkcja pozostałego sprzętu transportowego 

DN 36 produkcja mebli; działalność produkcyjna, gdzie indziej niesklasyfi-
kowana 

DN 37 przetwarzanie odpadów 

E  wytwarzanie i zaopatrywanie w energię elektryczną, gaz, wodę 

E 40 wytwarzanie i zaopatrywanie w energię elektryczną gaz, parę wodną 
i gorącą wodę 

E 41 pobór, uzdatnianie i rozprowadzanie wody 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne na podstawie informacji GUS. 

 
Część struktury PKD 1997, odnosząca się do przemysłu, przedstawiona jest 

w tab. 5.2. Zaznaczyć trzeba, Ŝe chociaŜ z dniem wejścia w Ŝycie rozporządze-
nia dotyczącego PKD 2007 klasyfikacja PKD 1997 straciła aktualność, to moŜe 
ona być stosowana do działalności oznaczonej zgodnie z tą klasyfikacją przed 
dniem wejścia w Ŝycie rozporządzenia RM z 24 grudnia 2007, jednak nie dłuŜej 
niŜ do 31 grudnia 2009 r. 

Przed omówieniem zasadniczych badań własnych, dotyczących modelowa-
nia łącznej produktywności czynników produkcji (TFP) według działów, 
interesujące wydaje się dokonanie statystycznej analizy kształtowania się 
zmiennych powiązanych z TFP, takich jak wartość produkcji i produktywności 
jej czynników. 

W okresie objętym analizą nastąpił wzrost produkcji sprzedanej sekcji D  
z ok. 334 887 mln zł w roku 1998 do ok. 543 243 mln zł w roku 2007 (ceny stałe 
z 1998 r.). Zmieniła się równieŜ struktura tej produkcji według działów. Naj-
większy spadek udziału produkcji sprzedanej (o prawie 7,5 pkt proc.) miał 
miejsce w dziale 15: „produkcja artykułów spoŜywczych i napojów”. Spadek 
udziału o ok. 3 pkt proc. odnotowano teŜ w działach 27: „produkcja metali”  
i 23: „wytwarzanie koksu, produktów rafinacji ropy naftowej i paliw jądro-
wych”. Działy, które zwiększyły swój udział w produkcji sprzedanej sekcji D, 
to: 28: „produkcja metalowych wyrobów gotowych” (o 5,7 pkt proc.), 26: 
„produkcja wyrobów z pozostałych surowców niemetalicznych” i 29: „produk-
cja maszyn i urządzeń” (po ok. 2,5 pkt proc.), 25: „produkcja wyrobów gumo-
wych i z tworzyw sztucznych” (1,8 pkt proc.). W innych działach wahania 
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udziałów były mniejsze, nieprzekraczające 2 pkt proc. Tendencje te zilustrowane 
są na rys. 5.2. 

 

 

Rys. 5.2. Struktura produkcji sprzedanej według działów sekcji „D” 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Produktywność głównych czynników produkcji: pracy i kapitału, liczo-

nych jako stosunek wielkości produkcji do zasobu danego czynnika równieŜ 
zmieniała się w okresie analizy. Na rys. 5.3 i 5.4 przedstawiono porów- 
nanie wydajności pracy (produkcji sprzedanej w tys. zł na jednego pracu- 
jącego) oraz produktywności kapitału (stosunku produkcji sprzedanej do 
wartości środków trwałych brutto) w pierwszym i ostatnim roku analizowane-
go okresu.  

 

 

Rys. 5.3. Produkcja sprzedana na pracującego (w tys. zł, ceny stałe) 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 
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Rys. 5.4. Stosunek produkcji sprzedanej do wartości środków trwałych brutto 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Wzrokowa analiza rys. 5.3 pozwala na stwierdzenie, Ŝe we wszystkich dzia-

łach, za wyjątkiem działu 30: „produkcja maszyn biurowych i komputerów”, 
miał miejsce wzrost wydajności pracy na przestrzeni lat 1998–2007. Skala tego 
wzrostu była zróŜnicowana. Stopa wzrostu wydajności pracy w skali całej sekcji 
D wyniosła 0,83. WyŜszymi stopami wzrostu charakteryzowały się działy  
o numerach: 27, 26, 29, 23, 34, 37, 32, 24, przy czym najwyŜszą stopą wzrostu 
(równą 1,55) charakteryzował się dział 27: „produkcja metali”. NajniŜsze stopy 
wzrostu odnotowano zaś w działach: 30 (wartość –0,13, zatem spadek wydajno-
ści nie był znaczący), 18 (wartość 0,14) i 16 (wartość 0,17). 

Zmiany produktywności kapitału między rokiem 1998 a 2006, liczonej jako 
stosunek produkcji sprzedanej do wartości środków trwałych brutto były,  
jak wynika z rys. 5.3, róŜnokierunkowe. AŜ w piętnastu działach nastąpił  
spadek produktywności, największy w dziale 30: „produkcja maszyn biurowych  
i komputerów”. Stopa wzrostu produktywności kapitału w tym dziale wyniosła  
–0,81, co w połączeniu ze spadkiem wydajności pracy w tym dziale jest wysoce 
zastanawiające, zwłaszcza Ŝe zjawisko to dotyczy działu nowoczesnego,  
o duŜym potencjale – procentowy udział produkcji sprzedanej tego działu wzrósł 
w analizowanym okresie o 0,24 pkt proc. (patrz rys. 5.1). Działami o relatywnie 
duŜych co do modułu, ujemnych wartościach stopy wzrostu (od 0,43 do 0,27) 
były teŜ działy o numerach: 16, 22, 32, 18, 36. W sekcji D jako całości odnoto-
wano jednak nieznaczny wzrost produktywności kapitału – stopa wzrostu 
wyniosła 0,10. Przyczyniły się do tego wzrosty produktywności w działach: 23, 
27, 37, 24, 29, 31, 35. Szczególnie korzystna była sytuacja w trzech pierwszych 
wymienionych działach, gdzie stopy wzrostu wyniosły odpowiednio: 3,16, 2,22 
oraz 1,61. O efektywnym funkcjonowaniu działów: 23, 27, 37, 24, 29 świadczy 
równieŜ to, Ŝe charakteryzowały się one stopami wzrostu wydajności pracy 
wyŜszymi niŜ właściwa dla sekcji D jako całości.  
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5.6. Szacowanie łącznej produktywności czynników produkcji (TFP) 

W podrozdz. 5.1 omówiono moŜliwości oszacowania łącznej produktywno-
ści czynników produkcji (TFP), będącej zmienną niemierzalną. W podrozdz. 
5.2–5.4 zaprezentowano przykłady światowych badań empirycznych, podejmu-
jących próby oszacowania i modelowania TFP. Badania takie prowadzone są teŜ 
w Polsce. Wśród znaczących opracowań o charakterze empirycznym i teore-
tycznym wymienić naleŜy następujące prace: W e l f e [2000, 2001, 2003]; 
T o k a r s k i [1996, 2002, 2008a]; Z i e n k o w s k i [2003]. PoniŜej przedstawio-
na zostanie własna próba oszacowania TFP według działów sekcji „przetwór-
stwo”, a następnie zastosowania dynamicznego modelu panelowego do wskaza-
nia czynników wpływających na kształtowanie się tej wielkości.  

Na potrzeby prezentowanych tu badań TFP oszacowano na podstawie mo-
delu produkcji przy zastosowaniu dwóch alternatywnych podejść. Pierwsze  
z nich opiera się na propozycji T. T o k a r s k i e g o [2008b], i wymaga oszaco-
wania parametrów funkcji wydajności. Drugie podejście opiera się na załoŜeniu  
o doskonałej konkurencji na rynku czynników produkcji i załoŜeniu, Ŝe ela-
styczność produkcji względem nakładu pracy jest stała w czasie, a moŜe się 
róŜnić między działami. Zostało ono zaproponowane przez A s c a ri, D i  
C o s m o [2004] i jest szerzej omówione w podrozdz. 6.4. 

5.6.1. Szacowanie TFP na podstawie modelu wydajności 

W niniejszym punktcie wykorzystano metodę, zaproponowaną przez  
T. T o k a r s k i e g o [2008b] do wyznaczenia wartości TFP według województw. 
Polega ona na wyznaczeniu wartości TFP charakterystycznych dla poszczegól-
nych obiektów (w niniejszym badaniu – działów) na podstawie funkcji produkcji 
Cobba–Douglasa postaci (5.5). Po dokonaniu prostych przekształceń otrzymuje 
się następującą zaleŜność: 
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Jest to zlogarytmowana funkcja wydajności pracy Cobba–Douglasa, gdzie: 

Y – wartość produkcji sprzedanej w mln zł8; L – nakłady pracy (wyraŜone  
w tys. pracujących); K – nakłady kapitału rzeczowego (mierzone wartością 
środków trwałych brutto w mln zł); Aegt > 0 – łączna produktywność czynników 

                          
8 Oszacowano równieŜ model, w którym za Y przyjęto wartość dodaną brutto w mln zł, ale 

wyniki były znacznie gorsze, dlatego nie są tu prezentowane. 



 169 

produkcji (TFP); g – stopa postępu technicznego w sensie Hicksa; α – elastycz-
ność zmiennej Y względem zmiennej K. Wartości zmiennych obserwowane są 
dla i-tego działu (i = 15, ..., 37) w roku t (t = 1, ..., 9). Dane statystyczne, 
wykorzystane w badaniu, pochodzą z „Roczników Statystycznych Przemysłu”  
z lat 1998–2007. Dotyczą one 22 działów sekcji D – „przetwórstwo”, oznaczo-
nych w klasyfikacji PKD numerami 15–37.  

Z zaleŜności (5.13) wynika, Ŝe wydajność Yit /Lit zaleŜy od technicznego 
uzbrojenia pracy Kit /Lit oraz od TFP, przy czym TFP (równe Aegt) jest jednako-
we dla wszystkich działów i lat. PoniewaŜ załoŜenie takie jest trudne do przyję-
cia, do modelu (5.13) wprowadzono zmienne zero-jedynkowe dla kaŜdego 
działu (jest to tzw. procedura dywersyfikacji stałej (por. P i n d y c k, R u b i n -
f e l d [1991])). Ostateczny model, na podstawie którego estymowano wartości 
TFP w działach, ma postać: 
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gdzie di (i = 15, ..., 37) są zmiennymi zero-jedynkowymi, przyjmującymi war-
tość 1 dla i-tego działu. 
 

T a b e l a  5.3 
 

Wyniki estymacji modelu wydajności 

Zmienna Ocena parametru Średni błąd szacunku Istotność zmiennej (p-value) 

ln(K/L) 0,26321 0,03787 0,0000 

t 0,04899 0,00276 0,0000 

d15 3,72854 0,15603 0,0000 

d16 4,14847 0,21008 0,0000 

d17 3,12663 0,15126 0,0000 

d18 2,6696 0,09342 0,0000 

d19 2,94711 0,11283 0,0000 

d20 3,32181 0,14289 0,0000 

d21 3,78712 0,19199 0,0000 

d22 3,67515 0,15046 0,0000 

d23 4,60832 0,22596 0,0000 

d24 3,82393 0,19363 0,0000 

d25 3,62051 0,16181 0,0000 

d26 3,38837 0,17256 0,0000 

d27 3,77649 0,19518 0,0000 
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Tabela 5.3 (cd.) 

Zmienna Ocena parametru Średni błąd szacunku Istotność zmiennej (p-value) 

d29 3,38387 0,15818 0,0000 

d28 3,5099 0,13516 0,0000 

d30 4,316 0,16016 0,0000 

d31 3,63075 0,15624 0,0000 

d32 4,25593 0,16883 0,0000 

d33 3,39338 0,13642 0,0000 

d34 4,19379 0,19182 0,0000 

d35 3,39602 0,15159 0,0000 

d36 3,36845 0,12117 0,0000 

d37 3,55972 0,1508 0,0000 

R2 = 0,9744 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Do estymacji parametrów modelu (5.14) zastosowano uogólnioną metodę 

najmniejszych kwadratów (UMNK), gdyŜ ze względu na duŜe zróŜnicowanie 
wydajności i technicznego uzbrojenia pracy między działami załoŜono wystę-
powanie heteroskedastyczności grupowej. Uzyskane wyniki, prezentowane  
w tab. 5.3, wydają się zadowalające. Oszacowana stopa postępu technicznego  
w sensie Hicksa wynosi ok. 5%, a elastyczność wydajności pracy względem 
technicznego uzbrojenia pracy jest równa 0,26. Ponadto wszystkie zmienne są 
statystycznie istotne, a bardzo dobre dopasowanie modelu, mierzone współ-
czynnikiem determinacji, pozwala uznać, Ŝe wartości TFP, które zostaną 
wyznaczone na podstawie modelu (5.14), będą wiarygodne. Dopasowanie 
wartości teoretycznych wydajności prezentowane jest na rys. 5.5.  

Na podstawie wyników estymacji modelu (5.14) obliczono następnie warto-
ści TFP w dziale i w roku t według wzoru: 
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gdzie wartość wykładnika w mianowniku jest oceną parametru α modelu (5.14).  

ZróŜnicowanie łącznej produktywności czynników produkcji według dzia-
łów, obliczonej według wzoru (5.15), przedstawione jest na rys. 5.6. Pokazane 

są tam przeciętne wartości zmiennej tokTFP  z lat 1998–2007 w poszczególnych 
działach. PoniewaŜ wartości tej cechy są niemianowane, przyjęto Ŝe przeciętne 
TFP dla działu 23: „produkcja koksu i produktów rafinacji ropy naftowej”,  
w którym poziom tej zmiennej jest najwyŜszy, równe jest 100.  
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Rys. 5.5. Wydajność pracy według działów sekcji D (przetwórstwo) – wartości empiryczne  
                                            i teoretyczne na podstawie modelu (5.14) 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
 

 

Rys. 5.6. ZróŜnicowanie przeciętnych wartości TFPit
tok według działów w latach 1998–2007  

                                                                 (dział 23 = 100) 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 
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Na podstawie rys. 5.6 stwierdzić moŜna, Ŝe wysokimi wartościami tokTFP  
(powyŜej 55 w stosunku do działu 23) charakteryzują się działy: 30: „produkcja 
maszyn biurowych i komputerów”, 32: „produkcja sprzętu i urządzeń radio-
wych, telewizyjnych i telekomunikacyjnych”, 34: „produkcja pojazdów samo-
chodowych, przyczep i naczep”, 16: „produkcja wyrobów tytoniowych”. 

Szczególnie niskie wartości ,tokTFP  nieprzekraczające 20, stwierdzono zaś dla 
działów: 18: „produkcja odzieŜy i wyrobów futrzarskich”, 19: „produkcja skór 
wyprawionych i wyrobów z nich”, 17: „włókiennictwo”. 

W celu określenia, czy łączne produktywności charakterystyczne dla po-
szczególnych działów wykazują tendencję do wyrównywania się, obliczono 
współczynnik korelacji między roczną stopą wzrostu TFP (sTEP) a opóźnionym 
poziomem wartości tej cechy w działach (por. T o k a r s k i [2008b]). Współ-

czynnik ten ma wartość r( ,1,
tok

−tiTFP  s tok
itTFP ) = –0,0519. Ujemny znak wskazy-

wałby na istnienie tendencji zbieŜnej, a więc na zmniejszanie się róŜnic  
w łącznej produktywności między działami. Jednak wartość bezwzględna jest na 
tyle niska, Ŝe wnioskowanie na jej podstawie wydaje się pochopne. Z drugiej 
strony, w analogicznym badaniu, opisanym w pracy D ań s k i e j-B o r s i a k 
[2009], przeprowadzonym na podstawie próby o rok krótszej (z lat 1998–2006), 
uzyskano wartość r(TFPi,t–1, sTFPit) = –0,049. Istnieją więc być moŜe prze-
słanki, by stwierdzić, Ŝe zjawisko konwergencji łącznej produktywności 
czynników produkcji na poziomie działów zaczyna się pojawiać. Byłaby to 
tendencja korzystna, gdyŜ oznaczałaby widoczny efekt działania postępu 
technicznego w tych działach, w których początkowo proces produkcji był 

mniej efektywny. ZaleŜność między rocznymi stopami wzrostu tokTFP   
a opóźnionym poziomem wartości tej zmiennej w działach w latach 1998–
2007 przedstawiono na rys. 5.7.  

 

 

Rys. 5.7. Stopy wzrostu tokTFP  (w %) w roku t a poziom tokTFP  w roku t – 1 w latach 1998–2007 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 
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5.6.2. Szacowanie TFP przy załoŜeniu doskonałych rynków  
czynników produkcji 

Kolejnym etapem badań jest próba alternatywnego oszacowania wartości 
łącznej produktywności czynników produkcji, przy zastosowaniu podejścia 
A s c a r i, D i C o s m o [2004]. Bazuje ono na funkcji produkcji Cobba–Douglasa  
i polega na wyznaczeniu oceny parametru αi, będącego elastycznością produkcji 
względem nakładu pracy na podstawie zaleŜności ,/ iiii YLw ⋅=α  gdzie wi jest 
przeciętnym wynagrodzeniem, a Li – przeciętnym zatrudnieniem w dziale i, zaś 
Yi – wartością produkcji sprzedanej w dziale i. Wszystkie wartości są specyficz-
ne dla działów oraz stałe w czasie i reprezentują średnie dla poszczególnych 
działów po czasie. Stałość w czasie αi wynika z faktu, Ŝe jest to parametr 
technologiczny, który nie powinien się zmienić w okresie objętym próbą9. Po 
oszacowaniu wartości parametru αi wyznaczono łączną produktywność czynni-
ków produkcji, korzystając z zaleŜności: 
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ZaleŜność (5.16) powstaje z przekształcenia funkcji produkcji Cobba–

Douglasa ze stałymi efektami skali. Metoda A s c a r i i D i C o s m o [2004] 
wykorzystuje więc tę samą funkcję, co metoda T o k a r s k i e g o [2008b]. 
RóŜnica polega na przyjętym na wstępie sposobie oszacowania elastyczności 
produkcji względem nakładu pracy. 

Przeciętne wartości zmiennej TFPac z lat 1998–2007 w poszczególnych 
działach przedstawione są na rys. 5.8. PoniewaŜ wartości tej cechy są niemia-
nowane, przyjęto, Ŝe przeciętne TFP dla działu 35: „koks, ropa naftowa”,  
w którym poziom tej zmiennej jest najwyŜszy, równy jest 100. 

 

                          
9 Próba wykorzystana przez A s c a r i i D i C o s m o [2004] liczyła 15 lat, zatem załoŜenie  

o stałości w czasie parametru αi w okresie 8 lat objętych niniejszym badaniem wydaje się tym 
bardziej uzasadnione. 
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Rys. 5.8. ZróŜnicowanie średnich wartości TFPac według działów w latach 1998–2007  
                                                                   (dział 35 = 100) 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Porównanie wzrokowe rys. 5.8 i 5.6 pozwala zauwaŜyć zasadnicze róŜnice 

między wartościami TFP oszacowanymi na podstawie wzoru (5.16) a warto-
ściami oszacowanymi na podstawie wzoru (5.15). NajwyŜszymi wartościami 
zmiennej TFPac charakteryzują się działy: 35: „produkcja pozostałego sprzętu 
transportowego”, 29: „produkcja maszyn i urządzeń”, 33: „produkcja instrumen-
tów medycznych, precyzyjnych i optycznych, zegarów i zegarków”, 17: „włó-
kiennictwo”, a najniŜszymi – działy 34: „produkcja pojazdów samochodowych, 
przyczep i naczep”, 23: „produkcja koksu i produktów rafinacji ropy naftowej”, 
27: „produkcja metali”, i 32: „produkcja sprzętu i urządzeń radiowych, telewi-
zyjnych i telekomunikacyjnych”.  

Wydaje się, Ŝe oszacowania TFP w poszczególnych działach uzyskane na 
podstawie wzoru (5.16) nie są poprawne. Znacznie bardziej prawdopodobne jest, 
Ŝe średnie wartości TFP w działach rozkładają się tak, jak na rys. 5.6. Efekty 
postępu technicznego powinny być bardziej widoczne w dynamicznie rozwijają-
cych się działach związanych z produkcją sprzętu komputerowego (30), teleko-
munikacyjnego (32) czy samochodowego (34), niŜ w działach związanych  
z włókiennictwem (17), optyką (33) czy pozostałym sprzętem transportowym 
(35). Przypuszczać moŜna, Ŝe podstawową przyczyną niewiarygodności 
oszacowań TFP uzyskanych na podstawie wzoru (5.16) jest niespełnienie 
załoŜenia o doskonałości rynków czynników produkcji. Jest ono poddawane  
w wątpliwość przez samych autorów, którzy określają je mianem „a heroic 
assumption” (A s c a r i, D i C o s m o [2004], s. 4). 

Zasadnicze róŜnice między wartościami zmiennych TFPtok  i TFPac po-
zwalają przypuszczać, Ŝe wyniki dalszych badań, których celem będzie 
konstrukcja i estymacja modelu kształtowania się łącznej produktywności 
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czynników produkcji będą rozbieŜne, w zaleŜności od tego, czy zmienną 
objaśnianą modelu będzie TFPtok czy TFPac. Porównanie wyników estymacji 
tych dwóch alternatywnych modeli umoŜliwi weryfikację postawionej powyŜej 
hipotezy, Ŝe bardziej wiarygodne są oszacowania TFP na podstawie modelu 
wydajności.  

5.7. Modelowanie kształtowania się łącznej produktywności  
czynników produkcji  

Po oszacowaniu wartości TFP w działach podjęto próbę skonstruo- 
wania i oszacowania modelu ekonometrycznego, opisującego kształtowanie się 
tej zmiennej według działów. Mimo przedstawionych w pkt 5.6.2 zastrzeŜeń 
do poprawności oszacowań TFP, uzyskanych na podstawie wzoru (5.16), 
skonstruowane i oszacowane zostały dwa alternatywne modele, w których 
zmienną objaśnianą było TFPtok albo TFPac. Uzyskanie dobrego modelu,  
w którym zmienną objaśnianą było TFPac, okazało się jednak niemoŜliwe, 
mimo wielu prób modyfikacji zbioru zmiennych objaśniających, postaci 
funkcyjnej i załoŜeń co do endogeniczności zmiennych objaśniających. 
Dlatego poniŜej przedstawione zostaną wyniki estymacji modelu, w którym 
zmienną objaśnianą jest TFPtok. W celu uproszczenia symboliki będzie ona 
oznaczana przez TFP. 

Na podstawie opracowań o charakterze teoretycznym i empirycznym, zna-
nych z literatury światowej (por. C a m e r o n [2006]; G r i f f i t h, R e d d i n g, 
V a n R e e n [2003]; C o e, H e l p m a n [1995]; A c h a r y a, K e l le r [2007]), 
wytypowano czynniki, mogące wpływać na poziom TFP. Są to: kapitał ludzki, 
kapitał fizyczny, nakłady na działalność badawczo-rozwojową (BiR), wskaźnik 
unionizacji (odsetek pracowników fizycznych objętych umowami zbiorowymi 
pomnoŜony przez odsetek wszystkich pracowników fizycznych), stosunek 
eksportu do produkcji i stosunek importu do produkcji. Dwie ostatnie zmienne 
uwzględnione zostały w celu zbadania wpływu, wywieranego na produktywność 
przez transfer technologii, dokonujący się poprzez handel międzynarodowy. 
Oszacowanych zostało kilkanaście modeli, w których w roli zmiennych obja-
śniających uwzględniano alternatywne miary wymienionych powyŜej czynni-
ków, mogących mieć wpływ na produktywność. Testowano następujące 
zmienne objaśniające: 

• dla określenia kapitału ludzkiego: 
hk – stosunek liczby zatrudnionych na stanowiskach nierobotniczych do 

liczby zatrudnionych ogółem, 
zbrlp – stosunek liczby zatrudnionych w działalności BiR do liczby pracują-

cych ogółem; 
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• dla określenia kapitału fizycznego: 
stbh – wartość środków trwałych brutto na jedna przepracowaną godzinę  

(w zł/godz.); 
• dla określenia wpływu transferu technologii: 
imps – stosunek wartości importu do wartości produkcji sprzedanej, 
ekps – stosunek wartości eksportu do wartości produkcji sprzedanej;  
• dla określenia wpływu działalności badawczo-rozwojowej: 
brinw – stosunek nakładów na BiR do nakładów inwestycyjnych. 
Konstrukcja wskaźnika unionizacji okazała się niemoŜliwa, poniewaŜ brak 

jest niezbędnych danych statystycznych. Wymienione powyŜej zmienne 
wprowadzane były do modelu albo jako wartości bieŜące, albo opóźnione  
o 1 lub 2 okresy. Dodatkowo konieczne okazało się wprowadzenie do modelu 
zmiennych zero-jedynkowych dla wybranych lat. Zmienne zero-jedynkowe dla 
lat 2000, 2001, ..., 2007 oznaczone zostały symbolami r00, r01, ..., r07.  

W związku z niedostępnością części danych, dotyczących działalności ba-
dawczo-rozwojowej (brak danych o nakładach i zatrudnieniu dla działów 16, 18, 
19, 21, 37) oraz danych o imporcie i eksporcie dla wszystkich działów w latach 
1998–1999, zdecydowano się zawęzić próbę. Analiza kształtowania się TFP 
przeprowadzona została zatem na podstawie danych dla 18 działów (i = 15, 17, 
20, 22, ..., 36) z lat 2000–2007. 

Ostateczna postać modelu, który charakteryzował się najlepszymi własno-
ściami merytoryczno-statystycznymi jest następująca: 
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Do estymacji modelu (5.17) stosowane były FDGMM i SGMM. Zmienne 
objaśniające (wszystkie lub część z nich) traktowane były alternatywnie jako 
zmienne ściśle egzogeniczne, słabo egzogeniczne lub endogeniczne. W wyniku 
wielu prób uznano ostatecznie, Ŝe zmiennymi nieegzogenicznymi są zmienne 
stbh (wartość środków trwałych brutto na jedną przepracowaną godzinę) i hk 
(stosunek liczby zatrudnionych na stanowiskach nierobotniczych do liczby 
zatrudnionych ogółem). W tab. 5.4 przedstawione są wybrane wyniki estymacji 
modelu (5.17) uzyskane przy zastosowaniu wspomnianych powyŜej metod. 
Oznaczenia „endo”, „pre” i „egzo” przy nazwach metod SGMM i FDGMM 
określają, jak traktowane były zmienne stbh i hk: endogenicznie, słabo egzoge-
nicznie lub ściśle egzogenicznie. Prezentowane wyniki uzyskano na podstawie 
estymatorów jednostopniowych. Zastosowanie metod dwustopniowych nie dało 
zadowalających wyników. Symbolem WG oznaczono estymator wewnątrzgru-
powy. 
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Wyniki wszystkich testów statystycznych10 zawartych w tab. 5.4 jedno-
znacznie wskazują na poprawność instrumentów, wykorzystanych w GMM. 
Wniosek taki dotyczy obu zastosowanych metod estymacji: FDGMM i SGMM  
i jest niezaleŜny od tego, czy zmienne objaśniające są endogeniczne, słabo 
egzogeniczne czy ściśle egzogeniczne. Wartości statystyk m1 i m2 testu Arella-
no–Bonda wskazują na występowanie w modelu pierwszych róŜnic autokorela-
cji pierwszego rzędu oraz brak autokorelacji drugiego rzędu. Występowanie  
w tym modelu autokorelacji pierwszego rzędu jest zjawiskiem spodziewanym, 
gdyŜ jeśli εit są niezaleŜne, to ich pierwsze róŜnice są skorelowane rzędu 1. 
Występowanie autokorelacji rzędu wyŜszego niŜ 1 oznaczałoby jednak, Ŝe 
warunki momentów są niespełnione, lub inaczej, Ŝe instrumenty uŜyte podczas 
estymacji GMM nie są właściwe.  

Drugą moŜliwością weryfikacji jakości modelu jest zastosowanie testu Sarga-
na. Za jego pomocą bada się prawdziwość warunków ponadidentyfikujących, 
niewykorzystanych w procesie estymacji. W hipotezie zerowej zakłada się, Ŝe 
wykorzystane instrumenty są właściwe, tzn. nieskorelowane ze składnikami 
losowymi modelu pierwszych róŜnic. Błędy szacunku parametrów omawianego 
modelu wyznaczane były na podstawie odpornych estymatorów macierzy 
wariancji-kowariancji składnika losowego. W takim przypadku rozkład statystyki 
empirycznej testu Sargana jest nieznany. Dlatego w tab. 5.4 prezentowane są 
wartości statystyk testu Sargana, wyznaczone dla modeli, w których błędy 
szacunku liczone były standardowo. Wydaje się jednak, Ŝe wartości te są miaro-
dajne dla omawianych modeli, a postępowanie takie stosowane jest w wielu 
publikacjach światowych, np.: C o v i e l l o, I s l a m [2006]; D i L i b e r t o, 
M u r a, P i g l i a r u [2004]; C a s u, G i r a r d o n e [2007]. Wartości statystyk testu 
Sargana dla wszystkich wariantów GMM, prezentowanych w kolumnach 1–4 tab. 
5.4 nie dają podstaw do odrzucenia H0 na poziomie istotności 0,05. Oznacza to, Ŝe 
warunki ponadidentyfikujące są poprawne. W kolumnach 1–3 prezentowane są 
ponadto statystyki róŜnicowego testu Sargana, który pozwala rozstrzygnąć, czy 
zastosowanie SGMM prowadzi do bardziej poprawnych wyników niŜ FDGMM. 
Dokładniej, test ten bada, czy dodatkowe warunki momentów, wykorzystane  
w SGMM, są spełnione. Uzyskane wartości jednoznacznie wskazują, Ŝe stosowa-
nie SGMM jest w pełni uzasadnione.  

Dodatkową moŜliwość sprawdzenia, czy oceny parametrów uzyskane na 
podstawie FDGMM lub SGMM są nieobciąŜone, daje porównanie ich z ocenami 
wyznaczonymi na podstawie estymatora wewnątrzgrupowego (WG) i estymato-
ra KMNK modelu pooled11. W podrozdz. 3.1 przytoczone są wyniki uzyskane 
                          

10 Konstrukcja stosowanych w prezentowanym badaniu testów statystycznych została 
omówiona w podrozdz. 3.3.  

11 Estymator wewnątrzgrupowy jest stosowany do szacowania modeli statycznych, w których 
efekty grupowe αi są nielosowe (modeli FEM). Model pooled to model szacowany na podstawie 
danych panelowych, w którym jednak nie wyróŜnia się efektów grupowych ani czasowych  
i zakłada się, Ŝe macierz wariancji-kowariancji składnika losowego jest sferyczna. 
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przez N i c k e l l a [1981], który wykazał, Ŝe estymator WG parametru autoregre-
syjnego γ jest, przy ustalonym T, obciąŜony w dół, a estymator KMNK jest 
obciąŜony w górę (np. H s i a o [2003], s. 73–74). Wartość zgodnego estymatora 
parametru γ powinna zawierać się zatem pomiędzy wartościami tych dwóch 
estymatorów. Z porównania ocen parametru autoregresyjnego, prezentowanych  
w kolumnach 1–6 tab. 5.4, wynika, Ŝe ocena FDGMM jest obciąŜona, poniewaŜ 
jej wartość (0,4749) jest niŜsza niŜ ocena WG (0,5045). Oceny SGMM, nieza-
leŜnie od wariantu, zawierają się pomiędzy oceną WG a oceną KMNK (0,9342), 
co świadczy o tym, Ŝe są one zgodne. 

Oceny SGMM parametru γ są zbliŜone, jednak biorąc pod uwagę efektyw-
ność estymatorów parametrów uznać naleŜy, Ŝe najlepszą metodą estymacji 
modelu (5.17) jest SGMM z załoŜeniem endogeniczności zmiennych stbh i hk 
(kolumna 1). Dalsza analiza dotyczyć będzie wyników uzyskanych tą metodą.  

Najsilniejszy wpływ na wzrost TFP wywiera wzrost kapitału ludzkiego 
(elastyczność 0,22%). Bardzo znaczący jest równieŜ wpływ transferu technolo-
gii na TFP, dokonujący się poprzez wymianę międzynarodową. Elastyczność 
zmiennej imps względem TFP wynosi 0,12%. Nieco mniejsza jest siła wpływu 
kapitału fizycznego (elastyczność 0,05%) i nakładów na BiR (elastyczność 
0,03%). Oddziaływanie transferu technologii i nakładów na BiR jest odroczone 
w czasie, przy czym długość tego opóźnienia wynosi jeden rok w przypadku 
zmiennej imps, a w przypadku zmiennej brinw – nawet 2 lata.  

MnoŜniki długookresowe, obliczone według wzoru 
γ

β
ˆ1

ˆ

−
= k

kn , gdzie kβ̂  

jest oceną parametru przy zmiennej xk a γ̂  – oceną parametru autoregresyjnego, 
wynoszą: 0,6824 dla zmiennej hk, 0,3554 dla zmiennej imps, 0,1618 dla zmien-
nej stbh i 0,0940 dla zmiennej brinw. Określają one zmianę TFP pod wpływem 
jednostkowego przyrostu wszystkich wartości bieŜących i opóźnionych zmien-
nej objaśniającej.  

Wysoka wartość oceny parametru autoregresyjnego modelu (5.17), równa 
0,673, świadczy o stabilności łącznej produktywności czynników produkcji  
w działach. Wniosek taki jest zgodny z konkluzją, wynikającą z przeprowadzo-
nej we wcześniejszej części rozdziału analizy współczynnika korelacji między 
roczną stopą wzrostu TFP a opóźnionym poziomem wartości tej zmiennej. 
NaleŜy uznać, Ŝe wartości TFP w poszczególnych działach są silnie zróŜnicowa-
ne i nie wykazują widocznej tendencji do wyrównywania się.  

Ostatecznie uznać naleŜy, Ŝe metoda zaproponowana przez T. T o k a r -
s k i e g o [2008b] pozwoliła na wiarygodne oszacowanie łącznej produktywności 
czynników produkcji. W konsekwencji moŜliwe było skonstruowanie i popraw-
ne oszacowanie modelu kształtowania się TFP, a co za tym idzie, wskazanie  
i zmierzenie siły wpływu poszczególnych czynników na łączną produktywność 
czynników produkcji.  



 
 

R O Z D Z I A Ł  6  
 
 

ZASTOSOWANIE DYNAMICZNYCH MODELI PANELOW YCH  
W BADANIACH REGIONALNYCH   

 
 
 
Jednym z podstawowych problemów współczesnej gospodarki staje się 

przestrzenne zróŜnicowanie rozwoju i tempa wzrostu gospodarek. W kontekście 
rozwaŜań prowadzonych poniŜej, podkreślić trzeba róŜnice między tymi dwoma 
pojęciami. Wzrost gospodarczy mierzony jest jako wzrost produktu na jednego 
mieszkańca. Rozwój gospodarczy jest pojęciem szerszym i oznacza poprawę 
róŜnych, w tym niemierzalnych aspektów poziomu Ŝycia (por. B a r t k o w i a k 
[2003]. Wzrost jest więc zmianą ilościową, zaś rozwój obejmuje zarówno 
zmiany ilościowe, jak i jakościowe (por. C h o j n i c k i, C z yŜ [2004]). Ze 
względu na występowanie wzajemnych zaleŜności między wzrostem a rozwo-
jem, przyjmuje się, Ŝe wzrost jest podstawowym warunkiem wystąpienia 
rozwoju gospodarczego. 

Proces integracji europejskiej i realizacja unijnych programów spójności 
napotyka na wiele problemów wynikających z dysproporcji rozwoju gospo-
darczego integrujących się regionów. Głównym celem działań podejmowanych 
w ramach polityki regionalnej jest zatem wyrównywanie tych dysproporcji ze 
szczególnym uwzględnieniem stymulowania rozwoju w regionach opóźnionych. 
W realizacji tego celu duŜą rolę odgrywają ekonometryczne analizy gospodarek 
regionalnych, których liczba w ostatnim okresie znacząco rośnie.  

Ekonometryczne modele regionalne, w tym modele wzrostu i konwergencji, 
coraz częściej są konstruowane i estymowane na podstawie danych panelowych 
(lub szerzej – przekrojowo-czasowych) albo metodami ekonometrii przestrzen-
nej, z zastosowaniem macierzy wag, odzwierciedlającej siłę powiązań między 
regionami.  

W niniejszym rozdziale prezentowane są przykłady zastosowania dyna-
micznych modeli panelowych do badania wzrostu, konwergencji i produktywno-
ści w regionach. Są to zarówno przykłady zaczerpnięte z literatury światowej 
(podrozdz. 6.1–6.4 oraz 6.6), jak i analizy własne (podrozdz. 6.5). Tabela 6.1 
zawiera zestawienie światowych badań dotyczących gospodarek regionalnych 
prowadzonych na podstawie dynamicznych modeli panelowych w trzech 
głównych nurtach: wzrostu, konwergencji i produktywności. Przykłady badań 
przeprowadzonych przez polskich autorów wymienione są we wstępie do 
podrozdz. 6.5. 
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T a b e l a  6.1 
 

Przykłady światowych analiz regionalnych z zastosowaniem dynamicznych modeli panelowych 

Problem badawczy Opracowania 

Modelowanie wzrostu Islam [1995]; D e la F u e n t e, D o m é n e c h [2000]; 
B a s s a n i n i, S c a r p e t t a, H e m m i n g s [2001]; 
Lee [2009] 

Konwergencja regionalna Caselli, Esquivel, Lefort [1996]; Bond, Hoeffler, 
Temple [2001]; S o u k i a z i s, C a s t r o [2004] 

Analizy produkcji i produktywności Ascari, Di Cosmo [2004]; Byrne, Fazio, Piacentino 
[2005]; G u e l l e c, v a n P o t t e l s b e r g h e de la 
P o t t e r i e [2001]; K o o p, O s i e w a l s k i, S t e e l 
[2000] 

U w a g a: opracowania wyróŜnione czcionką półgrubą omawiane są w niniejszym rozdziale. 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

6.1. Podstawy ekonomiczne teorii wzrostu i konwergencji 

Według neoklasycznej teorii wzrostu zakłada się, Ŝe długookresowy wzrost 
produkcji moŜliwy jest tylko dzięki zwiększeniu produkcji potencjalnej. 
Determinantami wzrostu długookresowego są: akumulacja kapitału rzeczowego, 
wzrost liczby ludności i związana z nim wielkość zatrudnienia, oraz postęp 
techniczny (o charakterze egzogenicznym).  

W empirycznych badaniach wzrostu gospodarczego wykorzystywana jest 
stosunkowo często funkcja produkcji Cobba–Douglasa postaci: Y = A ⋅ F(K, L). 
Symbolem Y oznacza się ogólnie wartość produkcji; w modelach wzrostu  
i konwergencji przyjmuje się zazwyczaj, Ŝe jest to poziom PKB per capita.  
A jest łączną produktywnością czynników produkcji (TFP), K jest miarą nakładu 
kapitału, L – miarą nakładu pracy. Przyjmuje się zazwyczaj, Ŝe model ekonome-
tryczny, bazujący na funkcji Cobba–Douglasa ma postać potęgową:  

 

(6.1) tLAKY εαα e21=  (6.1) 
 
Uwzględnia się przy tym załoŜenia tzw. neoklasycznego modelu Solowa, 
przedstawione w pracy: R. S o l o w [1957]. Zgodnie z nimi funkcja produkcji 
charakteryzuje się: 

− stałymi korzyściami skali: F(λK, λL)  =  λF(K, L), 
− dodatnimi, malejącymi krańcowymi produktywnościami kapitału i pracy 

dla K > 0 i L > 0,  
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− spełnieniem tzw. warunków Inady: krańcowy produkt nakładu zbliŜa się do 
nieskończoności (zera), gdy jego wielkość zbliŜa się do zera (nieskończoności),  

− ograniczoną substytucyjnością czynników produkcji. 
R. Solow, wykorzystując powyŜsze załoŜenia, stwierdził, Ŝe jeśli klasyczne 

czynniki produkcji są opłacane według ich produktów krańcowych, a funkcja 
produkcji charakteryzuje się stałymi efektami skali, to stopa postępu techniczne-
go (nazwana później resztą Solowa) jest róŜnicą miedzy stopą wzrostu wydajno-
ści pracy a stopą wzrostu technicznego uzbrojenia pracy waŜoną udziałem 
nakładów kapitału w produkcie. Model Solowa podlegał wielu modyfikacjom, 
wśród których szczególnie istotne w kontekście przedstawianych tu analiz są 
modele wzrostu endogenicznego. Ideę endogenizacji postępu technicznego 
wysunął w 1966 r. K. Shell. Z modelu Shella wynika, Ŝe poniewaŜ proces 
akumulacji wiedzy naukowo-technicznej ma charakter endogeniczny, to 
gospodarka moŜe skutecznie podnieść stopy wzrostu gospodarczego poprzez 
podnoszenie stóp inwestycji w zasób kapitału i wiedzę naukowo-techniczną 
(por. We l f e [2001], s. 17). Dynamiczny wzrost liczby prac, dotyczących 
modelowania wzrostu datuje się od połowy lat 80. XX w., a pionierskimi 
pracami z tej dziedziny są artykuły A b r a m o v i t z a [1986] i B a u m o l a 
[1986]. Jednak podstawowymi modelami teorii wzrostu endogenicznego są 
modele R o m e r a [1986, 1990], L u c a s a [1988, 1990], B ar r o [1990, 1991]. 
Szczególnie istotna jest w nich endogenizacja postępu technicznego, którego 
źródeł szuka się po stronie akumulacji wiedzy naukowo-technicznej lub kapitału 
ludzkiego. Więcej informacji na temat modeli wzrostu endogenicznego znaleźć 
moŜna np. w pracach: W e l f e [2001, 2007]; B a r r o [1997]. 

Opierając się na neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczego Solowa,  
R. J. B a r r o i X. S a l a-i-M a r t i n [1992] wysunęli koncepcję konwergencji 
warunkowej, czyli wyrównywania poziomu PKB między krajami lub regionami  
o zróŜnicowanych początkowych wartościach tej zmiennej. Warunkiem ko-
niecznym zaistnienia konwergencji między regionami są malejące krańcowe 
produktywności kapitału. Jeśli jest on spełniony, to kapitał napływa do regio-
nów, w których jego zasób na pracującego (techniczne uzbrojenie pracy) jest 
niŜszy, a zatem produkt krańcowy – wyŜszy. Prowadzi to do wyrównywania się 
poziomu kapitału na pracującego. O ile poziom zaawansowania technologiczne-
go regionów jest zbliŜony, to konwergencja technicznego uzbrojenia pracy 
przekłada się na konwergencję wydajności. Gdyby załoŜenie malejących 
krańcowych produktywności kapitału nie było spełnione, to kapitał koncentro-
wałby się w regionach, w których techniczne uzbrojenie pracy, a zatem i produkt 
krańcowy, są wyŜsze. Regiony te rozwijałyby się szybciej od pozostałych, co 
prowadziłoby do zjawiska dywergencji gospodarczej. Czynnikami, wpływają-
cymi na występowanie konwergencji lub dywergencji są: regionalne róŜnice  
w generowaniu i adaptowaniu nowych technologii, migracje, przekształcenia 
strukturalne, poziom infrastruktury. Dokładniejsza analiza tych czynników 
zawarta jest w pracy P. G a j e w s k i e g o [2006]. 
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W literaturze formułowane są hipotezy o konwergencji warunkowej i bez-
warunkowej typu β lub typu σ1. Pojęcia te definiuje się następująco: 

• konwergencja typu σ oznacza postępujące w czasie zmniejszanie się prze-
strzennego zróŜnicowania dochodów per capita, mierzonego najczęściej odchy-
leniem standardowym; 

• konwergencja typu β oznacza, Ŝe kraje o niŜszym początkowym pozio-
mie dochodu per capita rozwijają się szybciej niŜ kraje początkowo wyŜej 
rozwinięte. Występuje wówczas tzw. efekt doganiania, co prowadzi do wyrów-
nywania się poziomów dochodu per capita. 

Konwergencja typu σ oznacza więc zmianę rozkładu dochodu w czasie,  
a konwergencja typu β dotyczy mobilności dochodu między regionami  
w ramach tego samego rozkładu. Ponadto konwergencja typu β jest warunkiem 
koniecznym, ale niewystarczającym, do zaistnienia konwergencji typu σ. 
RozróŜnia się przy tym β-konwergencję bezwarunkową i warunkową: 

− konwergencja bezwarunkowa (absolutna) oznacza, Ŝe regiony dąŜą do 
jednakowego poziomu PKB per capita niezaleŜnie od warunków początkowych. 
Zakłada się więc podobieństwo podstawowych parametrów opisujących 
gospodarki róŜnych regionów; 

− konwergencja warunkowa oznacza, Ŝe kaŜdy z badanych obiektów zdąŜa 
do właściwego dla siebie stanu wzrostu zrównowaŜonego2, zaleŜnego od 
wyjściowych cech jego gospodarki. Hipoteza ta zakłada więc zróŜnicowanie 
podstawowych wskaźników opisujących gospodarki róŜnych regionów. Jak juŜ 
wspomniano, hipoteza konwergencji warunkowej jest istotnym wnioskiem, 
wynikającym z neoklasycznych modeli wzrostu. 

Znaczna część współcześnie prowadzonych badań empirycznych nad wzro-
stem i konwergencją wykorzystuje dynamiczne modele panelowe. Obszerne 
uzasadnienie przyczyn tego stanu rzeczy zawarte jest w pracy B o n d a, H o e f -
f l e r i T e m p l e’a [2001]. Jak stwierdzają autorzy, zmienne objaśniające  
w modelach wzrostu są zazwyczaj zmiennymi endogenicznymi (np. stopa inwe-
stycji), podlegającymi błędom pomiaru. Istotne znaczenie ma teŜ problem po-
miniętych zmiennych3. Taką zmienną w modelach konwergencji jest początko-
wy poziom efektywności, który jest nieobserwowalny i skorelowany z po-
czątkowym poziomem dochodu, będącym jedną ze zmiennych objaśniających. 
Skutkiem pominięcia tej zmiennej w modelu konwergencji jest zatem obciąŜenie 
estymatora KMNK. Zastosowanie dynamicznych modeli panelowych, estymo-
wanych metodami bazującymi na GMM, daje moŜliwość rozwiązania tych 

                          
1 Więcej informacji na temat konwergencji znaleźć moŜna m. in. w: B a r r o, S a l a-i- 

-M a r t i n [2003]; D e  l a  F u e n t e [2000]; M a l a g a, K l i b e r [2007]. 
2 Stan wzrostu zrównowaŜonego (ang. steady state) to sytuacja, w której wszystkie zmienne 

mają identyczną stopę wzrostu: ∆Y/Y = ∆L/L = ∆K/K = const. 
3 O moŜliwościach rozwiązania problemów błędów pomiaru i pominiętych zmiennych, jakie 

daje zastosowanie panelowych modeli dynamicznych, napisano w podrozdz. 3.5. 
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problemów. Po pierwsze, obliczanie pierwszych róŜnic eliminuje z modelu zmien-
ne stałe w czasie, m. in. początkowy poziom efektywności. Po drugie, wykorzy-
stanie zmiennych instrumentalnych daje moŜliwość uzyskania zgodnych estyma-
torów parametrów przy endogenicznych zmiennych objaśniających, oraz rozwią-
zania problemów wynikających z błędów pomiaru. Zastosowanie systemowej 
GMM (SGMM) R. Blundella i S. Bonda daje dodatkowo szansę uzyskania estyma-
torów nieobciąŜonych w przypadku, gdy szeregi czasowe charakteryzują się wyso-
kim stopniem trwałości (ang. highly persistent time series)  (por. podrozdz. 3.2.2). 

6.2. Modelowanie wzrostu gospodarczego w latach 90. XX w. 

WzmoŜone zainteresowanie konstrukcją i wynikami estymacji modeli 
wzrostu i konwergencji datuje się od początku lat 90. XX w., a jako przykłady 
znaczących prac z tego zakresu wymienić moŜna prace: B a r r o, S a l a-i- 
-M a r t i n [1992]; M a n k i w, R o m e r, W e i l [1992]. Klasyczne modele 
wzrostu, oparte na pracy Solowa, zostały w późniejszych latach podwaŜone 
przez modele bazujące na teorii wzrostu endogenicznego. Generalnie uwaŜa się, 
Ŝe stwierdzenie występowania zjawiska konwergencji jest potwierdzeniem 
słuszności załoŜeń Solowa, a stwierdzenie, Ŝe konwergencja nie występuje 
przemawia za poprawnością teorii wzrostu endogenicznego. Wspólną cechą 
badań empirycznych nad wzrostem gospodarczym, które bazują na danych 
przekrojowych jest załoŜenie jednakowej zagregowanej funkcji produkcji dla 
wszystkich krajów. Do przyjęcia takiego załoŜenia zmusza brak moŜliwości 
uwzględnienia w modelach danych przekrojowych niemierzalnych róŜnic 
między krajami. Jedną z pierwszych prac, które wykorzystują dane panelowe do 
estymacji dynamicznego modelu wzrostu jest praca N. I s l a m a [1995]. Jak 
zauwaŜa autor, wykorzystanie danych panelowych daje moŜliwość uwzględnie-
nia wspomnianych róŜnic w konstrukcji funkcji produkcji, poprzez wyodrębnie-
nie efektów grupowych. Jednym z celów I s l a m a [1995] było porównanie 
wyników uzyskanych na podstawie danych panelowych z wynikami uzyskanymi 
na podstawie regresji przekrojowej przez N. M a n k i w a, D. R o m e r a  
i D. W e i l a [1992]. Dlatego wykorzystał on analogiczne trzy zbiory krajów  
(98, 75 i 22 kraje). PoniewaŜ konstrukcja panelu na podstawie danych rocznych 
nie eliminowałaby wpływu zakłóceń krótkookresowych, autor wykorzystał dane 
z okresów 5-letnich z lat 1960–1985. Estymacji dokonano czterema metodami: 
KMNK na podstawie danych przekrojowych, KMNK na podstawie danych 
panelowych (ang. pooled regression), metodą minimalnej odległości4 (ang. 

                          
4 Metoda minimalnej odległości została opracowana przez C h a m b e r l a i n a [1982]. Za-

miast eliminowania efektów grupowych αi poprzez wyznaczenie pierwszych róŜnic, specyfikuje 
się αi jako funkcję tych zmiennych, z którymi moŜe ona być skorelowana. 
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minimum distance) C h a m b e r l a i n a [1982], na podstawie modelu FE (esty-
mator WG). Islam stwierdził, Ŝe tempo konwergencji wyznaczone na podstawie 
modeli panelowych jest znacznie szybsze niŜ wyznaczone na podstawie regresji 
przekrojowej, a oszacowane wartości elastyczności produkcji względem kapitału 
– niŜsze i bardziej akceptowalne. Z punktu widzenia teorii wzrostu, wykorzysta-
nie modeli panelowych daje moŜliwość wyodrębnienia wpływu róŜnic technolo-
gicznych i instytucjonalnych między krajami na wzrost gospodarczy i na proces 
konwergencji.  

W świetle późniejszej wiedzy, a szczególnie prac A r e l l a n o i B o n da 
[1991] oraz B l u n d e l l a i B o n d a [1998], stwierdzić trzeba, Ŝe wyniki uzys-
kane przez I s l a m a [1995] są obciąŜone w górę, co jest skutkiem zastosowania 
estymatora WG do estymacji modelu dynamicznego. Istotnie, tempo konwergen-
cji, wyznaczone dla najmniejszej grupy krajów na podstawie estymatora WG, 
wynoszące aŜ 9%, wydaje się zbyt szybkie. Ogólnie stwierdzić trzeba, Ŝe estyma-
cja dynamicznych modeli wzrostu wymaga zastosowania właściwych metod, ze 
względu na występowanie problemów związanych z endogenicznością zmiennych 
objaśniających, błędami pomiaru zmiennych lub pominiętymi zmiennymi.  

Autorami, którzy pierwsi zastosowali FDGMM do estymacji modelu  
wzrostu na podstawie panelowego modelu dynamicznego, byli F. C a s e l l i,  
G. E s q u i v e l i F. L e f o r t [1996]. Wykorzystali oni dane dotyczące 97 krajów 
z lat 1960–1985 (średnie z okresów 5-letnich). Kryterium doboru obiektów była 
dostępność danych. Jak zauwaŜyli autorzy, wykorzystanie do estymacji modeli 
wzrostu danych panelowych i zastosowanie GMM ma przewagę nad regresją 
przekrojową i innymi metodami estymacji. Po pierwsze, dzięki wykorzystaniu 
danych panelowych moŜna oszacować model na przyrostach, co pozwala uniknąć 
obciąŜenia estymatorów wynikającego z pominięcia zmiennych objaśniających 
stałych w czasie (stanowią one składową efektu grupowego i są eliminowane 
podczas obliczania pierwszych róŜnic). W szczególności, w warunkowych 
równaniach konwergencji pominiętą zmienną moŜe być początkowy poziom 
efektywności, który jest nieobserwowalny, a dodatkowo skorelowany z począt-
kowym poziomem dochodu, będącym zazwyczaj jedną ze zmiennych objaśnia-
jących. Po drugie, wykorzystanie w FDGMM i SGMM zmiennych instrumen-
talnych pozwala na wyznaczenie zgodnych estymatorów parametrów w mode-
lach zawierających endogeniczne zmienne objaśniające takie, jak np. stopa 
inwestycji, a takŜe w przypadku obecności błędów pomiaru zmiennych. 

6.3. Współczesne modelowanie wzrostu gospodarczego 

S. B o n d, A. H o e f f l e r i J. T e m p l e [2001] zwrócili uwagę na to, Ŝe 
zastosowanie FDGMM do estymacji modeli wzrostu moŜe dać niepoprawne 
wyniki, ze względu na problem słabych instrumentów. Dane dotyczące produk-
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cji mają często cechy procesu o wysokim stopniu trwałości, a ponadto panelowe 
modele wzrostu estymowane są często na podstawie kilku obserwacji w czasie, 
które dodatkowo mogą być średnimi z kilku lat. Te cechy powodują, Ŝe opóź-
nione poziomy zmiennych są słabymi instrumentami dla równań na przyrostach, 
co skutkuje obciąŜeniem estymatorów.  

B o n d, H o e f f l e r i T e m p l e [2001] reestymowali za pomocą SGMM 
model, oszacowany oryginalnie przez C a s e l l i’ego, E sq u i v e l a i L e f o r t a 
[1996] za pomocą FDGMM. Porównanie wyników uzyskanych na podstawie 
FDGMM i SGMM pozwala, zdaniem autorów na stwierdzenie, Ŝe SGMM jest 
najbardziej odpowiednią metodą estymacji panelowych modeli wzrostu. Model 
wzrostu Solowa, zastosowany przez B o n d a, H o e f f l e r i T e m p l e’a [2001] 
ma postać: 

 

itiittitit yy εαγα +++−+=∆ − βxT
1,0 )1(    dla i = 1, ..., N, t = 2, ..., T (6.2) 

 
gdzie: ity∆  jest przyrostem logarytmu PKB per capita w okresie 5 lat; 1, −tiy  – 

logarytmem PKB per capita na początku tego okresu; a xit – wektorem zmien-
nych objaśniających, mierzonych na początku lub podczas tego okresu, którymi 
mogą być: logarytm stopy inwestycji (sit), logarytm stopy wzrostu populacji (nit) 
plus 0,05, gdzie 0,05 reprezentuje sumę wspólnej dla wszystkich obiektów 
egzogenicznej stopy postępu technicznego (g) i wspólnej stopy deprecjacji (δ). 
W rozszerzonym modelu Solowa regresorami mogą teŜ być miary jakości kapitału 
ludzkiego, np. logarytm wskaźnika skolaryzacji (enrit) dla szkół średnich 
(stosunku liczby uczniów tych szkół do liczby ludności w wieku odpowiadają-
cym ustawowemu okresowi pobierania nauki na tym poziomie edukacji). 
Nieobserwowalny efekt grupowy αi odzwierciedla m. in. róŜnice początkowego 
poziomu efektywności, zaś zmieniający się w czasie wyraz wolny (efekt czasowy 

)0tα  odzwierciedla jednakowe dla wszystkich obiektów zmiany produktywności.  

Model (6.2) moŜna zapisać równowaŜnie w postaci: 
 

(6.3) itiittitit yy εαγα ++++= − βxT
1,0    dla i = 1, ..., N, t = 2, ..., T (6.3) 

 
Spełnienie dodatkowych warunków momentów, wymaganych dla zastosowania 
SGMM, jest zagwarantowane, jeśli średnie po czasie wszystkich zmiennych 
(objaśnianej i objaśniających) są stałe dla kaŜdego obiektu. Zostało to pokazane 
w pracy R. B l u n d e l l a i S. B o n d a [2000] dla funkcji produkcji. B o n d, 
H o e f f l e r i T e m p l e [2001] zauwaŜyli, Ŝe o ile stałość średnich dla stopy 
inwestycji i stopy wzrostu populacji jest zgodna z postulatami modelu wzrostu 
Solowa, to stałość średniej wartości PKB per capita jest problematyczna. 
JednakŜe włączenie do modelu efektów czasowych t0α  pozwala na załoŜenie, 
Ŝe długookresowy wzrost PKB per capita oraz postęp techniczny są jednakowe 
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dla wszystkich krajów. ZałoŜenie, dotyczące jednakowego postępu techniczne-
go, zostało przyjęte w pracy N. M a n k i w a, D. R o m e r a i D. W e i l a [1992]  
i jest odtąd standardowo przyjmowane w modelach wzrostu.  

B o n d, H o e f f l e r i T e m p l e [2001] podkreślają, Ŝe włączenie efektów 
czasowych do modelu (6.2) jest równowaŜne przekształceniu zmiennych  
w odchylenia od średnich grupowych, czyli ich transformacji za pomocą 
operatora wewnątrzgrupowego. JednakŜe w omawianym modelu, tak samo jak 
w pracy F. C a s e l l i’ego, G. E s q u i v e l a i F. L e f o r t a [1996], zmienne zo-
stały przekształcone w odchylenia od średnich, co umoŜliwia porównywalność 
wyników oraz pominięcie efektów czasowych. Wyniki, prezentowane przez 
autorów, uzyskane są na podstawie estymatorów jednostopniowych FDGMM  
i SGMM ze średnimi błędami szacunku odpornymi na heteroskedastyczność.  

Podstawowy model, postaci (6.2), w którym elementami wektora xit są 
ln(sit) i ln(nit + g + δ), szacowany jest czterema metodami: MNK, WG, 
FDGMM, SGMM. Stopa inwestycji i stopa wzrostu populacji zostały uznane za 
zmienne endogeniczne, co przy zastosowaniu dwóch ostatnich metod znalazło 
odzwierciedlenie w zastąpieniu ich zmiennymi instrumentalnymi. Szczegółowe 
wyniki zawarte są w pracy: B o n d, H o e f f l e r i T e m p l e [2001] (tab. 1,  
s. 31). Wśród najwaŜniejszych wniosków wymienić naleŜy to, Ŝe ocena 
FDGMM parametru przy dochodzie początkowym yi,t–1 jest niŜsza niŜ ocena 
WG, co wskazuje na jej obciąŜenie w dół, właściwe dla małej próby. Ponadto 

odpowiadająca jej ocena tempa konwergencji β̂(  = 0,6) jest znacznie wyŜsza 
niŜ uzyskana innymi metodami. SGMM daje ocenę parametru przy dochodzie 
początkowym równą –0,101, przy czym jest to wartość znajdująca się pomiędzy 

oceną WG i MNK. Wynikająca stąd ocena tempa konwergencji β̂  = 0,021 
wydaje się znacznie sensowniejsza, oznacza bowiem, Ŝe stopa konwergencji 
wynosi 2%. Wyniki testu Sargana i róŜnicowego testu Sargana wskazują na 
właściwość uŜytych instrumentów i poprawność dodatkowych warunków 
momentów wykorzystanych przez SGMM. ZauwaŜalne jest teŜ zmniejszenie 
błędów szacunku estymatorów SGMM w stosunku do FDGMM. Instrumen- 
tami w modelu pierwszych róŜnic, wykorzystanymi w FDGMM, są dla odpo-
wiednich zmiennych: ),ln( 2, −tiy  ),ln( 2, −tis  )ln( 2, δ++− gn ti  oraz wcześniejsze 

opóźnienia. Dodatkowymi instrumentami w równaniach na poziomach, wyko-
rzystanymi w SGMM, są dla odpowiednich zmiennych: ),ln( 1, −∆ tiy  ),ln( 1, −∆ tis  

).ln( 1, δ++∆ − gn ti Traktowanie stopy inwestycji i stopy wzrostu populacji 

jako potencjalnych zmiennych endogenicznych umoŜliwia uwzględnienie 
zmiennego w czasie, tzn. niesystematycznego błędu pomiaru kaŜdej z nich 
(załoŜenie (4.1)). Przy załoŜeniu niesystematycznego, błędu pomiaru PKB per 
capita, zarówno poziom tej zmiennej z okresu t – 2 w równaniu na przyrostach, 
jak i przyrost z okresu t – 1 w równaniu na poziomach nie są właściwymi 
instrumentami. Mimo Ŝe testy Sargana nie wykazały niewłaściwości instrumen-
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tów uŜytych w SGMM, metodę tę zastosowano ponownie, z wyłączeniem 
wymienionych zmiennych instrumentalnych. Dokładniej, ln(yi,t–2) została 
pominięta w zbiorze instrumentów dla modelu pierwszych róŜnic, a ∆ln(yi,t–1) – 
zastąpiona przez ∆ln(yi,t–2) w równaniach na poziomach. Wyniki, równieŜ 
prezentowane przez autorów w tab. 1, róŜnią się bardzo nieznacznie od uzyska-
nych w podstawowej wersji SGMM. Wydaje się to wskazywać na brak proble-
mów z błędami pomiaru PKB per capita. Oprócz wspomnianego juŜ określenia 
stopy konwergencji na poziomie 2%, oceny SGMM wskazują na istotny, 
pozytywny wpływ stopy inwestycji (ok. 0,19) na poziom PKB per capita 
właściwy dla stanu wzrostu zrównowaŜonego (ang. steady state) i to, co 
podkreślają autorzy, przy uwzględnieniu efektów grupowych i moŜliwej 
endogeniczności inwestycji. 

S. B o n d, A. H o e f f l e r i J. T e m p l e [2001] estymowali teŜ model,  
w którym do zbioru zmiennych objaśniających dołączono wskaźnik skolaryzacji 
dla szkół średnich. Wyniki są prezentowane przez autorów w tab. 2 (s. 32). 
Dodanie tej zmiennej poprawiło nieco jakość estymatora FDGMM – ocena para-
metru przy dochodzie początkowym jest porównywalna z oceną WG. Wiadomo 
jednak, Ŝe w przypadku modeli dynamicznych, estymator WG w małych próbach 
jest obciąŜony, ponadto tempo konwergencji obliczone na podstawie ocen tego 
estymatora wynosiłoby aŜ 0,08. Bardziej poprawne wyniki uzyskano na podstawie 
SGMM – stopa konwergencji wyznaczona z modelu uwzględniającego wpływ 
wskaźnika skolaryzacji wynosi 1,7%, jednakŜe błąd szacunku parametru przy tej 
zmiennej przekracza wartość oceny tego parametru. Na tej podstawie zasugero-
wano nieuwzględnianie wskaźnika skolaryzacji bezpośrednio w modelu, ale raczej 
dołączenie opóźnionych wartości tej zmiennej do zbioru instrumentów, wykorzy-
stywanych w FDGMM w celu rozwiązania problemu słabych instrumentów. 
Rezultaty przedstawione są w tab. 3 (s. 33), w tekście oryginalnym. Dokładniej, 
zbiór instrumentów dla równań na przyrostach podstawowego modelu Solowa, 
został rozszerzony o ln(enri,t–1) oraz wcześniejsze opóźnienia. W ten sposób 
uzyskane oceny FDGMM są bliskie ocenom SGMM. Opóźniony wskaźnik 
skolaryzacji pomaga zatem przewidywać wzrost PKB per capita w równaniach 
postaci zredukowanej, podczas gdy bieŜące wartości tej zmiennej nie wpływają na 
właściwy dla stanu wzrostu zrównowaŜonego poziom PKB per capita w rozwaŜa-
nym modelu. Oznacza to, zdaniem autorów, Ŝe wskaźnik skolaryzacji nie oddziałuje 
na wzrost gospodarczy bezpośrednio, ale za pośrednictwem stopy inwestycji. 

6.4. Determinanty TFP w regionach 

Prace, w których badane są róŜnice w rozwoju regionalnym we Włoszech, 
naleŜą w literaturze do licznych i często cytowanych. Wydaje się to wynikać ze 
znacznego rozwarstwienia między północnymi a południowymi regionami tego 
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kraju. PoniŜej przedstawione są szerzej dwa opracowania analizujące kształto-
wanie się TFP w regionach Włoch.  

G. A s c a r i i V. D i C o s m o [2004] zaprezentowali przykład zastosowania 
dynamicznego modelu panelowego do wyjaśnienia róŜnic łącznej produktywno-
ści czynników produkcji (TFP) między regionami administracyjnymi Włoch. 
Autorzy podkreślają, Ŝe TFP oraz kapitał ludzki są najbardziej istotnymi 
czynnikami, wyjaśniającymi róŜnice w dochodach między krajami, regionami 
etc. Wśród potencjalnych determinant TFP wymienia się: poziom działalności 
badawczo-rozwojowej, kapitał ludzki, transfer technologii, rolę związków 
zawodowych, stabilność polityczną i poziom demokracji.  

Poziom TFP wyznaczony został na podstawie funkcji Cobba–Douglasa  
z zaleŜności: 

 

(6.3) 
ii

itit

it
it

LK

Y
TFP αα−=

1
 (6.4) 

 
gdzie Yit – wartość dodana w regionie i, w roku t, Kit – miara kapitału, Lit – 
miara nakładu pracy. Wartość parametru αi oszacowano przyjmując załoŜenie 
doskonałych rynków czynników produkcji jako ,/ iiii YLw ⋅=α  gdzie wi jest 
przeciętnym wynagrodzeniem w cenach stałych, w regionie i. Parametr ten  
jest stały w czasie, gdyŜ jest, zdaniem autorów, parametrem technolo- 
gicznym, który nie powinien się zmienić w okresie 15 lat objętych próbą.  
Z drugiej strony, udział pracy w poszczególnych regionach wykazuje duŜą 
zmienność w czasie, co autorzy uzasadniają działaniem czynników innych niŜ 
technologiczne. Zatem wartość αi obliczono jako średnią po czasie dla i-tego 
regionu. 

Na podstawie danych pochodzących z 20 regionów administracyjnych 
Włoch z lat 1985–2000 skonstruowano statyczny i dynamiczny model kształto-
wania się TFP. Model statyczny ma postać: 

 

itiitititititit socialkeduimportricpoprdTFP εαββββββ +++++++= 543210ln  
 (6.5) 

 
a model dynamiczny: 
 

(6.6)iti

ititititittiit socialkeduimportricpoprdTFPTFP

εα
βββββγ

++

++++++= − 543211,lnln

  
gdzie: TFP – łączna produktywność czynników produkcji, wyznaczona według 
wzoru (6.4); rd – stosunek nakładów na badania i rozwój do inwestycji w środki 
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trwałe ogółem; ricpop – stosunek liczby pracujących naukowców do liczby 
pracujących ogółem; import – stosunek importu do PKB; edu – przeciętna  
dla pracujących liczba lat nauki; socialk – kapitał społeczny, zmienna wyzna-
czona metodą głównych składowych, jako pierwsza główna składowa trzech 
wybranych wskaźników przestępczości. Zmienną objaśnianą modelu jest lnTFP, 
gdyŜ zaleŜność między TFP a zmiennymi objaśniającymi nie ma charakteru 
liniowego. 

Model (6.5) potraktowano jako model FE i oszacowano za pomocą estyma-
tora wewnątrzgrupowego. Zmienne, opisujące działalność badawczo-rozwojową 
i kwalifikacje pracowników są statystycznie istotne, a oceny parametrów są 
dodatnie (0,65 dla rd, 2,49 dla ricpop i 0,099 dla edu). Wyciągnięto stąd 
wniosek, Ŝe postęp technologiczny jest istotną determinantą reszty Solowa oraz 
Ŝe kapitał ludzki i wykształcenie pracowników przekłada się na wzrost TFP. 
Wnioski takie są potwierdzeniem tez stawianych w publikacjach o charakterze 
teoretycznym na temat tego, Ŝe postęp technologiczny i kapitał ludzki są 
najbardziej istotnymi czynnikami, wpływającymi na wzrost TFP. Zmienne 
import i socialk są nieistotne w modelu (6.5). MoŜe to, zdaniem autorów, 
wynikać z braku danych, odzwierciedlających wpływ wymiany handlowej na 
TFP na poziomie regionalnym. Zmienna import nie uwzględnia tego, czy 
importowane dobra pozostają w regionie, czy są przesyłane dalej, np. z regio-
nów przygranicznych. Ponadto brak jest danych regionalnych opisujących 
strukturę sprowadzanych dóbr, co uniemoŜliwia wyodrębnienie wpływu 
transferu technologii na TFP. G. Ascari i V. Di Cosmo stwierdzili teŜ, Ŝe 
wysokie wartości statystyk t-Studenta dla efektów grupowych (rzędu temp = –75) 
mogą wskazywać na problem pominiętych zmiennych. Wprowadzili zatem do 
modelu opóźnioną zmienną endogeniczną, modyfikując go do postaci (6.6). 
Model ten oszacowano dwiema metodami: za pomocą estymatora wewnątrzgru-
powego (WG) z korektą Kivieta (patrz pkt 3.1.7) oraz FDGMM. Wyniki 
wskazują na wysoki stopień trwałości zmiennej objaśnianej – ocena parametru γ 
modelu (6.6) wynosi od 0,977 dla estymatora WG do 0,794 dla estymatora 
FDGMM. Jednocześnie, w przypadku estymatora WG wszystkie pozostałe 
zmienne są nieistotne, co moŜe, zdaniem autorów, wynikać ze zbyt małego 
wymiaru przekrojowego próby. W wyniku zastosowania FDGMM z macierzą 
instrumentów postaci (3.41), a więc z uwzględnieniem endogeniczności zmien-
nych objaśniających, uzyskano wyniki zbliŜone do wyników modelu statyczne-
go, w sensie istotności zmiennych objaśniających. Zmiennymi statystycznie 
istotnymi okazały się rd i ricpop, zaś pozostałe zmienne (import, edu, socialk) są 
nieistotne. Nieistotność zmiennej edu w modelu dynamicznym5 tłumaczona jest 
jako efekt jej skorelowania z opóźnioną wartością TFP; w modelu statycznym 

                          
5 Sytuacja ta jest podobna do opisanej w podrozdz. 6.3 próby włączenia współczynnika sola-

ryzacji do modelu Bonda, Hoeffler i Temple’a. 
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zmienna edu odzwierciedlać mogła wpływ opóźnionej wartości TFP na bieŜącą 
wartość tej zmiennej. Jako alternatywne wyjaśnienie G. Ascari i V. Di Cosmo 
wskazują na problem regresji pozornej – obie zmienne: TFP i edu wykazują 
trend rosnący, nieobecny w pozostałych zmiennych modelu. 

G. Ascari i V. Di Cosmo podjęli teŜ próbę opisu rozwarstwienia rozwoju 
ekonomicznego między uprzemysłowioną północą Włoch a słabo rozwiniętym 
południem poprzez oszacowanie oddzielnych modeli dla tych dwóch części 
kraju. Estymacja modelu dynamicznego nie powiodła się ze względu na zbyt 
małą liczbą obserwacji przestrzennych (odpowiednio 12 i 8 regionów). Model 
statyczny postaci (6.5) dla regionów północnych moŜna uznać za zadowalają-
cy. Wszystkie zmienne objaśniające, łącznie z socialk są istotne, a oceny 
parametrów dodatnie. Jakość modelu dla regionów południowych jest gorsza: 
zmienne rd i ricpop są nieistotne, a ocena parametru przy socialk jest ujemna. 
Autorzy interpretują te wyniki jako odzwierciedlenie prawidłowo funkcjonują-
cej gospodarki północnych Włoch i nieprawidłowości charakteryzujących 
południe, w szczególności skutków przestępczości zorganizowanej. Szczegól-
nie podkreślany jest wpływ zmiennej socialk, który w przypadku północy 
oznacza pozytywny wpływ kapitału społecznego, traktowanego jako przybli-
Ŝona miara poczucia bezpieczeństwa społecznego, na wzrost produktywności. 
W zakończeniu podkreślono nierównomierność rozwoju gospodarczego Włoch 
i uznano ją za główną przyczynę niedoskonałości modelu postaci (6.6) dla 
całego kraju. 

Nieco inne podejście do badania konwergencji zastosowali J. B y r n e,  
G. F a z i o i D. P i a c e n t i n o [2005]. Podczas gdy większość badań empirycz-
nych nad konwergencją koncentruje się na analizach PKB per capita lub 
produktywności pracy, autorzy badali proces konwergencji między regionami 
Włoch w odniesieniu do TFP w długim okresie. Uzasadnieniem takiego podej-
ścia jest teoria neoklasyczna, zgodnie z którą róŜnice strukturalne między 
regionami wpływają na TFP i w konsekwencji na długookresowy wzrost. 
Ponadto wykazać moŜna, Ŝe zróŜnicowanie wydajności pracy zaleŜy w więk-
szym stopniu od TFP niŜ od technicznego uzbrojenia pracy. TFP odzwierciedla 
zaś szerokie spektrum materialnych i niematerialnych czynników, które wpływa-
ją na efektywność gospodarki. J. B y r n e, G. F a z i o i D. P i a c e n t i n o [2005] 
odeszli ponadto od tradycyjnych metod badania konwergencji typu β lub σ na 
rzecz zastosowania panelowych testów stacjonarności. Występowanie stacjonar-
ności interpretują oni jako występowanie konwergencji. Wartości TFP dla 
regionów Włoch dla lat 1970–2001 oszacowano stosując metodologię rachunku 
wzrostu bazującą na funkcji Cobba–Douglasa z załoŜeniem postępu techniczne-
go zwiększającego efektywność pracy (patrz podrozdz. 5.1). Ocenę parametru α 
wyraŜającego elastyczność produkcji względem pracy oszacowano jako 

,/ itititit YLw ⋅=α  a więc podobnie jak w pracy: A s c a r i, D i C o s m o [2004]; 
dopuszczono jednakŜe zróŜnicowanie tego parametru zarówno po obiektach, jak 
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i w czasie. Taka konstrukcja odzwierciedla dynamikę regionalnych róŜnic  
w strukturach gospodarek. Następnie na podstawie funkcji Cobba–Douglasa 
wyznaczono wartości TFP specyficzne dla regionów i czasu. Zaobserwowano 
przy tym znaczne róŜnice w produktywności pracy: w regionach północno- 
-zachodnich przekracza ona średnią krajową o 11%, a w regionach południo-
wych jest od niej niŜsza o 14%. Podobne dysproporcje zauwaŜono w odniesieniu 
do TFP; zróŜnicowanie kapitałochłonności jest zaś znacznie słabsze. Ponadto 
produktywność pracy jest silnie skorelowana z TFP (r = 0,8), a słabo (r = 0,26)  
z kapitałochłonnością. Wyciągnięto stąd wniosek, Ŝe dla wyjaśnienia róŜnic  
w produktywności pracy najbardziej istotna jest analiza TFP. 

Jako ostatni etap badania autorzy zastosowali panelowe testy stacjonar-
ności6 w celu zbadania konwergencji regionalnej w odniesieniu do TFP. Zasto-
sowano dwie alternatywne miary odległości TFP między regionami. Dla całej 
próby i dla obu tych miar dwa testy: LLC L e v i n a, L in a i C h u [2002] i IPS 
I m a, P e s a r a n a i S h i n a [2003], dały jednakowy wynik: brak podstaw do 
odrzucenia hipotezy zerowej o braku stacjonarności. Oznacza to niewystępowa-
nie konwergencji między regionami. Test MADF S a r n o i T a y l o r a [1998] 
wskazał zaś na występowanie konwergencji. Ze względu na róŜnice konstrukcji 
testów, wyniki te zinterpretowano jako wskazanie na występowanie konwergen-
cji klubowej. Dokładniej, po wyodrębnieniu odpowiednich podprób stwierdzono 
występowanie długookresowej tendencji zbieŜnej między regionami południo-
wymi (do wartości poniŜej średniej krajowej). Regiony północne rozwijają się 
natomiast według własnych ścieŜek, przypuszczalnie ze względu na róŜne 
endogeniczne źródła wzrostu. 

6.5. Analiza β-konwergencji województw 

Badania dotyczące rozwoju i wzrostu regionalnego, obejmujące regio- 
ny Polski, prezentowane były m. in. w pracach: B a l-D o m ań s k a [2009];  
S t r a h l i B a l-D o m ań s k a [2009]; C i o ł e k [2004, 2005]; M a l a g a [2004];  
M a l a g a, K l i b e r [2007]; M i c h a ł e k, S i w iń s k i, S o c h a [2003, 2007]; 
P r ó c h n i a k, W i t k o w s k i [2006]; R a p a c k i [2009]; S t r a h l [2006]; 
S z t a u d y n g e r [2005]; T o k a r s k i [2008b]; W e l f e [2001, 2007]; W ó j c i k 
[2008] i in. JednakŜe w pracach tych albo posługiwano się metodami innymi niŜ 
panelowe (modelami ekonometrycznymi szacowanymi na podstawie danych 
przekrojowych lub czasowych, modelami geografii ekonomicznej, metodami 

                          
6 Na temat konstrukcji alternatywnych panelowych testów stacjonarności czytaj w do- 

datku I. 
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kalibracji lub metodami wielowymiarowej analizy porównawczej), albo zasięg 
terytorialny badań był szerszy niŜ obszar Polski.  

W niniejszym punkcie przedstawiona zostanie próba skonstruowania  
i oszacowania własnego modelu badającego występowanie β-konwergencji 
województw w Polsce. Zasadniczy model bazuje na modelu B o n d a, H o e f -
f l e r i T e m p l e’a [2001] (patrz podrozdz. 6.3). Podjęto przy tym próby 
zastosowania alternatywnych miar zmiennych objaśniających oraz próbę 
uwzględnienia w modelu miar kapitału ludzkiego.  

6.5.1. Postać ogólna modelu β-konwergencji i specyfikacja zmiennych 

Punktem wyjścia neoklasycznego modelu wzrostu, zakładającego występo-
wanie konwergencji, jest równanie: 

 

(6.7) )()ln(ln 1,0
1,

itiitti
ti

it y
y

y εαγα +++−=
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−

−
xθ
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Model (6.7) zapisać moŜna alternatywnie, w postaci dogodniejszej do estymacji: 
 

(6.7) )()ln()1()ln( 1,0 itiittiit yy εαγα +++−+= − xθT  (6.8) 

 
gdzie: 

yit – poziom PKB per capita w i-tym regionie w okresie t, 
xit – wektor (logarytmów) zmiennych objaśniających, 
α0, γ, θ – parametry strukturalne, 
αi – efekty grupowe, 
εit – składnik losowy. 
Parametr γ w modelach (6.7) i (6.8) jest, zgodnie z teorią konwergencji wa-

runkowej, określany jako: 
 

(6.9) ( )T

T
βγ −−= e1

1
 (6.9) 

 
Wartość β decyduje o istnieniu i sile konwergencji. Jeśli w wyniku estyma-

cji otrzyma się dodatnią ocenę tego parametru, to potwierdza się hipoteza  
o występowaniu konwergencji typu β, a zatem, Ŝe gospodarki biedniejszych 
regionów wykazują wyŜszą stopę wzrostu niŜ gospodarki bogatsze. Wartości 
ujemne oznaczałyby występowanie dywergencji, czyli przestrzennego zwięk-
szania zróŜnicowania zmiennej y. 
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Podstawowy model wzrostu i konwergencji (6.8) moŜe być dla celów badań 
empirycznych modyfikowany. RóŜnice dotyczą zbioru zmiennych objaśniają-
cych, czyli elementów wektora xit. Polegają one na wprowadzaniu alternatyw-
nych miar nakładów kapitału i pracy lub dodatkowych zmiennych objaśniają-
cych. Wspomnieć tu warto o propozycji G. J u s z c z a k-S z u m a c h e r [1996] 
rozszerzenia zbioru zmiennych objaśniających produkcję przemysłową w Polsce 
w ujęciu gałęziowym o (skonstruowany na potrzeby badania) współczynnik 
kosztów materiałowych i miernik postępu technicznego. Inną interesującą 
propozycją, którą traktować moŜna jako próbę endogenizacji postępu technicz-
nego, jest poszerzenie zbioru zmiennych objaśniających o nakłady na badania  
i rozwój (BiR). Przedstawiona jest ona w pracy T. To k a r s k i e g o [1995]. 
Podejmowane są teŜ próby konstrukcji modeli wzrostu uwzględniających kapitał 
ludzki. Pod pojęciem kapitału ludzkiego rozumie się zazwyczaj poziom uzyska-
nego wykształcenia, lub szerzej, kondycję zdrowotną pracujących. Obszerne roz-
waŜania na temat kapitału ludzkiego zawarte są teŜ w pracy J. J. S z t a u d y n -
g e r a [2005]. Omówienie alternatywnych metod pomiaru kapitału ludzkiego  
i przykłady empirycznych modeli, które uwzględniają tę zmienną, znaleźć 
moŜna np. w pracy W. W e l f e [2007] (rozdz. 5). Jedna z tych miar opisana jest 
wzorem: 

 

(6.9) ∑
=

=
4

0 0i
i

i lprac
h

h
hk  (6.10) 

 
gdzie: 

hk – rozmiar kapitału ludzkiego, 
hi – liczba lat kształcenia dla i-tego poziomu wykształcenia (indeks 0 ozna-

cza wykształcenie podstawowe), 
lpraci – liczba pracujących z i-tym poziomem wykształcenia. 
RównieŜ w prezentowanym tu badaniu podejmowano próby alternatywnego 

doboru zmiennych objaśniających, z wykorzystaniem sugestii przedstawionych 
powyŜej. Zmienną objaśnianą estymowanych modeli był produkt krajowy brutto 
na 1 mieszkańca (PKBpc; w zł). Lista potencjalnych zmiennych objaśniających, 
którymi dysponowano podczas przeprowadzania badania, jest następująca: 

• dla określenia wielkości kapitału fizycznego: 
gludpr – stopa wzrostu liczby ludności w wieku produkcyjnym (powyŜej  

17 lat) powiększona o stopę deprecjacji kapitału i stopę postępu technicznego  
(g + δ)7, 

glp – stopa wzrostu liczby pracujących powiększona o (g + δ), 

                          
7 Wartość 0,05, o którą powiększane są stopy wzrostu, jest stopą deprecjacji kapitału i stopą 

postępu technicznego. Jest to wartość standardowo przyjmowana w większości badań, a przedsta-
wiona po raz pierwszy w: C a s e l l i, E s q u i v e l, L e f o r t [1996]. 
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glud – stopa wzrostu liczby ludności powiększona o (g + δ), 
tup – techniczne uzbrojenie pracy, mierzone wartością środków trwałych 

brutto na pracującego (w tys. zł); 
• dla określenia wielkości inwestycji: 
sinw – stopa inwestycji, liczona jako udział nakładów inwestycyjnych  

w PKB, 
inwpr – nakłady inwestycyjne na pracującego (w zł); 
• dla określenia wielkości nakładów na działalność badawczo-rozwojową 

(BiR): 
snbr – nakłady na BiR w relacji do PKB (w %), 
nbrpc – nakłady na BiR na 1 mieszkańca (w zł), 
nbrinw – nakłady na BiR w relacji do nakładów inwestycyjnych; 
• dla określenia wielkości kapitału ludzkiego: 
hk – kapitał ludzki, obliczony według wzoru (6.10), 
edu – kapitał ludzki, obliczony jako suma udziałów pracujących z kolejny-

mi poziomami wykształcenia, mnoŜonych przez liczbę lat nauki. Miarę tę 
obliczono zgodnie z sugestią G. A s c a r i  i  V. D i C o s m o [2004] (s. 22). 

Wszystkie zmienne wyraŜone są w cenach stałych z 2000 r. 
Dane statystyczne, wykorzystane w badaniu, pochodzą z witryny interneto-

wej GUS oraz z roczników statystycznych województw. Obejmują one okres od 
2000 do 2007 r. Zebrano je dla 16 województw naszego kraju.  

Dane liczby pracujących według poziomu wykształcenia, według woje-
wództw, niezbędne do konstrukcji miar wielkości kapitału ludzkiego dostępne są 
dopiero od roku 2002. Z tego powodu na podstawie pełnej próby (z lat 2000–
2007) oszacowano modele, w których kapitał ludzki nie był uwzględniany. 
Następnie próba została zawęŜona do okresu 2002–2007 i oszacowano modele 
uwzględniające wpływ kapitału ludzkiego na PKB per capita. Wyniki estymacji 
przedstawione są poniŜej. 

6.5.2. Wyniki estymacji modelu β-konwergencji 

Zmienną objaśnianą w prezentowanych modelach jest PKB per capita  
(PKBpc). Kształtowanie się tej zmiennej w poszczególnych województwach  
w okresie objętym badaniem przedstawione jest na rys. 6.1. Analiza wzrokowa 
tego wykresu pokazuje, Ŝe poziom PKB per capita we wszystkich wojewódz-
twach w latach 2000–2007 wykazywał tendencję rosnącą. Województwa róŜnią 
się jednak dość znacznie, zarówno pod względem wyjściowego poziomu 
dochodu, jak i pod względem tempa jego wzrostu. Dlatego zasadne wydaje się 
pytanie, czy tempo wzrostu poziomu PKB per capita jest wystarczające, by 
następowało wyrównywanie poziomu PKBpc w województwach, a zatem 
obserwowalna była ich konwergencja. 
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Rys. 6.1. Poziom PKB per capita w tys. zł według województw, w latach 2000–2007 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Badanie występowania konwergencji województw prowadzone było  

w oparciu o model (6.8). Oszacowanych zostało kilkanaście modeli, w których, 
w roli zmiennych objaśniających, uwzględniano wymienione powyŜej alterna-
tywne miary czynników, mogących mieć wpływ na PKB per capita. Wymienio-
ne powyŜej zmienne wprowadzane były do modelu albo jako wartości bieŜące, 
albo opóźnione. Dodatkowo próbowano wprowadzać do modelu zmienne  
zero-jedynkowe dla wybranych lat.  

Najlepsze wyniki statystyczno-merytoryczne uzyskano dla najprostszego 
modelu, dość szeroko wykorzystywanego w badaniach empirycznych. Stosowa-
ny on był m. in. w: C a s e l l i, E s q u i v e l, L e f o r t [1996]; B o n d, H o f f l e r, 
T e m p l e [2001]; C i o ł e k [2004]. Wymienione badania dotyczyły konwergen-
cji regionów Unii Europejskiej, natomiast w prezentowanym tu badaniu posta-
wiono za cel weryfikację hipotezy o występowaniu konwergencji typu β 
województw w Polsce. Postać modelu jest następująca: 
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Do estymacji modelu (6.11) stosowane były FDGMM i SGMM. Zmienne 
objaśniające (wszystkie lub część z nich) traktowane były alternatywnie jako 
zmienne ściśle egzogeniczne, słabo egzogeniczne lub endogeniczne.  

W tab. 6.2 przedstawione są wybrane wyniki estymacji modelu (6.11) uzy-
skane przy zastosowaniu wspomnianych powyŜej metod. Prezentowane wyniki 
uzyskano na podstawie estymatorów jednostopniowych. Zastosowanie metod 
dwustopniowych nie dało zadowalających wyników. W wyniku wielu prób, 
uznano ostatecznie, Ŝe zmienną nieegzogeniczną są nakłady inwestycyjne na 
pracującego (inwpr). Endogeniczność tej zmiennej jest zgodna z oczekiwaniami 
(por. pkt 6.1.1). Oznaczenia „endo”, „pre” i „egzo” przy nazwach metod SGMM 
i FDGMM określają, jak traktowana była zmienna inwpr: endogenicznie, słabo 
egzogenicznie lub ściśle egzogenicznie.  

W kolumnach 5 i 6 tab. 6.2 zawarte są wyniki estymacji modelu (6.11) uzy-
skane na podstawie estymatora wewnątrzgrupowego (WG) i estymatora KMNK 
modelu pooled. Celem ich zamieszczenia jest określenie przedziału, w którym 
powinna się zawierać zgodna ocena parametru autoregresyjnego γ. W przedziale 
tym: od –0,0813 do 0,0219 zawierają się zamieszczone w kolumnach 1 i 2 oceny 
γ̂  uzyskane na podstawie SGMM, przy załoŜeniu, Ŝe nakłady inwestycyjne są 

zmienną endogeniczną γ̂(  = –0,0355) lub z góry ustaloną γ̂(  = –0,0092). 
Potraktowanie inwpr jako zmiennej egzogenicznej w procesie estymacji SGMM 
(kolumna 3) lub zastosowanie FDGMM (kolumna 4) skutkuje tym, Ŝe estymato-
ry parametru γ, a co za tym idzie oceny parametru konwergencji β są obciąŜone. 
Tempo rocznej konwergencji wyznaczone na podstawie FDGMM wynosiłoby 
prawie –11%, a na podstawie SGMM, przy załoŜeniu egzogeniczności zmiennej 
inwpr – prawie –7%. Są to wartości co do modułu przeszacowane. Opisane 
wnioski są zgodne z przedstawianymi w literaturze tezami, Ŝe zastosowanie 
FDGMM do estymacji modeli wzrostu nie jest poprawne8. Wysoki stopień 
trwałości szeregów (ang. high persistence) powoduje bowiem, Ŝe liczba instru-
mentów moŜliwych do wykorzystania dla modelu pierwszych róŜnic maleje. Co 
ciekawe, wyniki testu Arellano–Bonda nie wskazują na problemy ze słabością 
instrumentów. Wartości statystyk m2 wskazują na brak autokorelacji drugiego 
rzędu w modelu pierwszych róŜnic, niezaleŜnie od metody estymacji. Jedynie 
porównanie p-value dla statystyki m1, która w kolumnach 3 i 4 jest wyŜsza niŜ  
w kolumnach 1 i 2, moŜe sygnalizować pojawiające się problemy z poprawno-
ścią metody estymacji. Znacznie wraŜliwszy natomiast okazał się test Sargana. 
Zgodne z jego wynikami, na poziomie istotności 0,05, tylko SGMM z załoŜe-
niem endogeniczności nakładów inwestycyjnych jest poprawną metodą estyma-
cji modelu (6.11). Dlatego dalsza analiza dotyczyć będzie wyników uzyskanych 
tą metodą.  

                          
8 Więcej na ten temat znaleźć moŜna w podrozdz. 3.2 i 6.3. 
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NajwaŜniejszym wnioskiem uzyskanym w wyniku oszacowania modelu 
(6.11) jest brak tendencji zbieŜnej w kształtowaniu się PKB per capita według 
województw. Uzyskana ocena parametru β, decydującego o istnieniu i sile 
konwergencji, jest ujemna: β̂  = –0,0322. Świadczy to o występowaniu w Polsce 
zjawiska dywergencji, a więc rozbieŜności w kształtowaniu się PKB per capita 
w województwach, przy czym tempo tej rozbieŜności wynosi 3,2% rocznie. Jest 
to tendencja negatywna, poniewaŜ utrwala ona podział województw na bogatsze 
i biedniejsze. Niestety, potwierdzeniem uzyskanych wyników jest ocena 
współczynnika korelacji między roczną stopą wzrostu PKB per capita a opóź-
nionym poziomem wartości tej cechy w województwach (por. T o k a r s k i 
[2008b]). Współczynnik ten: r(PKBpci,t–1, gPKBpcit) ma wartość 0,1821. Znak 
dodatni wskazuje na istnienie tendencji rozbieŜnej, a więc na zwiększanie się 
róŜnic PKB per capita między województwami. ZaleŜność między rocznymi 
stopami wzrostu BKB per capita a opóźnionym poziomem wartości tej zmiennej 
w województwach w latach 2000–2007 przedstawiono na rys. 6.2.  

 

 

Rys. 6.2. Stopy wzrostu PKBpc w roku t a poziom PKBpc w zł, w roku t – 1, w latach 2000–2007 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Wniosek o występowaniu dywergencji województw jest zbieŜny z wnio-

skami innych opracowań, np. P. W ó j c i k a [2004] i cytowanych przez niego 
wcześniejszych prac. Autor prowadził swoje badanie na podstawie danych z lat 
1990–2001, a więc bezpośrednio poprzedzających okres niniejszej analizy. 
Wyodrębnił on lata 1990–1995 jako okres zmniejszania dysproporcji miedzy 
województwami, a lata 1995–2001 jako okres rozwarstwiania się dochodu  
i pojawiania się tendencji dywergencyjnej. Być moŜe prezentowane obecnie 
wyniki uchwyciły kontynuację tej tendencji. Uzyskane obecnie wyniki są 
ponadto zgodne z wynikami prezentowanymi w referacie B. D ań s k i e j- 
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-B o r s i a k [2008], uzyskanymi na podstawie danych z lat 2001–2006. Otrzy-

mana wówczas ocena parametru konwergencji wynosiła .05,0ˆ −=β   

W kontekście uzyskanych wyników wspomnieć trzeba o pojawiającej się 
wśród ekonomistów koncepcji konwergencji klubowej. Polega ona na zbliŜaniu 
się do siebie regionów o podobnych charakterystykach strukturalnych i podob-
nych warunkach początkowych, które tworzą „kluby” coraz bardziej róŜniące się 
od innych „klubów”. Zbadanie, czy proces konwergencji klubowej dokonuje się 
w Polsce, moŜe być przedmiotem dalszej analizy. Próby jej przeprowadzenia na 
podstawie dynamicznych modeli panelowych zostały podjęte, niestety nie udało 
się uzyskać zadowalających rezultatów. Wydaje się, Ŝe weryfikacja hipotezy  
o konwergencji klubowej w Polsce wymagałaby zastosowania innych narzędzi 
niŜ modele ekonometryczne. Powodem jest zbyt mała liczba województw 
naleŜących do wyodrębnionych „klubów”, która powoduje problemy metodolo-
giczne, związane z obciąŜeniem estymatorów charakterystycznym dla małych 
prób. Być moŜe właściwą metodą byłaby stosowana w artykule P. W ó j c i k a 
[2004] metoda oparta na procesach Markowa i estymacji pełnej warunkowej 
funkcji gęstości. Jej zastosowanie wykracza jednak poza ramy niniejszej  
pracy. 

W celu wstępnego rozpoznania, czy hipoteza konwergencji klubowej  
na szczeblu województw jest prawdopodobna, zastosowano metodę analizy  
skupień (ang. cluster analysis). Jest to narzędzie do eksploracyjnej analizy 
danych, której celem jest wyodrębnienie grup podobnych do siebie obiektów. 
Obiekty łączy się w grupy w taki sposób, aby stopień powiązania dowolnego 
obiektu z obiektami naleŜącymi do tej samej grupy był jak największy,  
a z obiektami z pozostałych grup – jak najmniejszy. Początkowo kaŜdy obiekt 
stanowi swoją własną klasę. Następnie, osłabiając kryteria przypisania 
obiektów do tego samego skupienia, tworzy się kolejne, większe skupienia, 
coraz bardziej zróŜnicowanych elementów. Na ostatnim etapie, wszystkie 
obiekty zostają ze sobą połączone.  

Na rys. 6.3 przedstawiono schemat łączenia 16 województw w grupy. Jest 
to tzw. wykres drzewkowy, w którym na osi poziomej odłoŜone są odległości 
aglomeracyjne. Przy kaŜdym węźle, gdzie uformowało się nowe skupienie, 
moŜna odczytać odległość, w której odpowiednie elementy zostały powiązane ze 
sobą, tworząc nowe skupienie. Grupowania dokonano na podstawie zmiennych, 
które uwzględnione były w modelu konwergencji (6.11). Przyjęto bieŜące lub 
opóźnione wartości kolejnych zmiennych, uwzględniając to, jakie wartości 
występują w modelu. Metodę analizy skupień stosowano dwukrotnie: na 
podstawie danych z roku 2001 – pierwszego roku próby, dla którego znane były 
opóźnione wartości zmiennych, i na podstawie danych z roku 2007 – ostatniego 
roku próby.  
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Rys.  6.3.  Grupowanie  województw  ze  względu  na  zmienne:  PKBpci,t–1,  gludit,  inwpri,t–1 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Porównanie efektów grupowania województw dla lat 2001 i 2007 pozwala 

stwierdzić kilka zmian. Podstawową jest oddalenie się województwa mazowiec-
kiego, które w 2007 r. utworzyło odrębne, odległe skupienie – odległość wią-
zania wynosi ok. 28 000 jednostek. W roku 2001 województwo to było bardziej 
zbliŜone do skupienia, utworzonego przez województwa: dolnośląskie, zachod-
niopomorskie, pomorskie, śląskie i wielkopolskie – jego odległość od tego 
skupienia wynosiła ok. 15 000 jednostek. Ponadto średnie odległości wiązania 
dla tzw. skupień trzeciego rzędu, powstających w trzecim kroku łączenia 
województw, zwiększyły się. W roku 2001 w odległości 2000 utworzyły się juŜ 
dwa duŜe skupienia trzeciego rzędu (województwa: dolnośląskie, zachodniopo-
morskie, pomorskie połączone zostały z województwami: śląskim i wielkopol-
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skim, a województwa: kujawsko-pomorskie, lubuskie i łódzkie – z wojewódz-
twami: małopolskim i opolskim). Natomiast w roku 2007 w odległości 2500 
jednostek utworzone było dopiero jedno skupienie trzeciego rzędu, składające 
się zaledwie z czterech województw: kujawsko-pomorskie i lubelskie połączone 
zostało z małopolskim i opolskim. Dodatkowo, o ile w 2001 r. w odległości ok. 
15000 widoczne były dwa zasadnicze skupienia, z których pierwsze tworzyły 
województwa dolnośląskie, zachodniopomorskie, pomorskie, śląskie, wielko-
polskie i mazowieckie, a drugie – pozostałe województwa, to w 2007 r. w tej 
samej odległości moŜna wyodrębnić aŜ cztery takie skupienia: 1) dolnośląskie, 
wielkopolskie, śląskie, 2) kujawsko-pomorskie, lubuskie małopolskie, opol-
skie, łódzkie, zachodniopomorskie, pomorskie, 3) lubelskie, podkarpackie, 
podlaskie, świętokrzyskie, warmińsko-mazurskie, 4) mazowieckie. Przepro-
wadzona powyŜej analiza aglomeracyjna wydaje się wskazywać na duŜe 
prawdopodobieństwo tworzenia się w Polsce grup województw podobnych, 
oddalających się coraz bardziej od pozostałych grup, a więc procesu konwer-
gencji klubowej.  

MoŜna przypuszczać, Ŝe przyczyną zjawiska dywergencji lub konwergencji 
klubowej mogą być róŜnice poziomu infrastruktury, efekty aglomeracji i róŜnice 
w zasobach kapitału ludzkiego, pogłębiane przez migracje między wojewódz-
twami i zagraniczne. W kolejnym punkcie prezentowana jest próba uwzględnie-
nia w modelu kształtowania się PKB per capita dodatkowych czynników, które 
wpływają na wzrost gospodarczy województw. 

6.5.3. Próba uwzględnienia kapitału ludzkiego  
w modelu wzrostu województw w Polsce 

Jak wspomniano w pkt 6.5.1, konstrukcja miar kapitału ludzkiego moŜliwa 
była od roku 2002. Postać modelu, uwzględniającego kapitał ludzki, charaktery-
zującego się najlepszymi własnościami merytoryczno-statystycznymi, jest 
następująca: 
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Model (6.12) estymowany był, podobnie jak model (6.11), za pomocą jed-

nostopniowych FDGMM i SGMM, przy czym przyjmowano alternatywne 
załoŜenia o endogeniczności (lub egzogeniczności) zmiennych objaśniających. 
Ostatecznie uznano, Ŝe zmienną nieegzogeniczną jest jedynie zmienna sinw.  
W tab. 6.3 przedstawione są wyniki estymacji modelu (6.12) uzyskane  
przy zastosowaniu wspomnianych powyŜej metod. Oznaczenia „endo”, „pre”  
i „egzo” są analogiczne, jak w tab. 6.2.  
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Podobnie jak w przypadku wyników prezentowanych w tab. 6.2, najbardziej 
poprawną metodą estymacji modelu kształtowania się PKB per capita jest 
SGMM z załoŜeniem endogeniczności nakładów inwestycyjnych (miarą 
wielkości inwestycji jest w modelu (6.12) zmienna sinw – stopa inwestycji, 
liczona jako udział nakładów inwestycyjnych w PKB). Za poprawnością tej 
metody estymacji przemawiają dwa fakty: a) ocena parametru przy opóźnionej 
zmiennej objaśnianej zawiera się pomiędzy oceną WG i oceną KMNK oraz  
b) właściwość instrumentów, stwierdzona za pomocą testów Arellano–Bonda  
i Sargana. W przypadku pozostałych metod wyniki testów nie są tak jedno-
znacznie pozytywne. Test Arellano–Bonda stwierdza brak autokorelacji drugie-
go rzędu niezaleŜnie od metody estymacji, ale test Sargana stwierdza popraw-
ność warunków ponadidentyfikujących tylko w przypadku SGMM, o ile stopa 
inwestycji jest traktowana nie egzogenicznie (kolumny 1 i 2 w tab. 6.3). Z kolei 
ocena parametru przy opóźnionej zmiennej objaśnianej zawiera się pomiędzy 
ocenami WG i KMNK jedynie, gdy stopa inwestycji traktowana jest endoge-
nicznie a metodą estymacji jest SGMM (kolumna 1) lub FDGMM (kolumna 4). 
Dalsze rozwaŜania dotyczące modelu (6.12) ograniczone zatem zostaną do 
wyników uzyskanych na podstawie SGMM z endogeniczną zmienną sinw, 
prezentowanych w kolumnie 1 tab. 6.3. 

Wszystkie zmienne uwzględnione w modelu wpływają istotnie na kształto-
wanie się PKB per capita. Zgodnie z oczekiwaniami, wpływ wszystkich 
zmiennych objaśniających, za wyjątkiem stopy wzrostu liczby ludności (glud), 
jest pozytywny. Relatywnie duŜe znaczenie dla wzrostu PKB per capita ma 
wzrost kapitału ludzkiego – elastyczność wynosi 0,15% przy innych czynnikach 
niezmienionych. Kapitał ludzki wpływa więc na wzrost PKBpc silniej niŜ wzrost 
stopy inwestycji i technicznego uzbrojenia pracy (elastyczności ok. 0,12%). 
Oszacowane wartości parametrów strukturalnych są ekonomicznie sensowne. 
Ponadto oceny parametrów przy zmiennych glud i sinw zbliŜone są do ocen 
uzyskanych w publikacji: B o n d, H o e f f l e r, T e m p l e [2001], dla modelu 
wzrostu i konwergencji krajów OECD, który zawierał tylko te dwie zmienne 
objaśniające.  

Wątpliwości natomiast moŜe budzić ocena parametru autoregresyjnego. Jej 
wartość 1 –γ̂  = 0,8939 jest niŜsza niŜ uzyskiwana w badaniach konwergencji. 

Wynikająca stąd ocena tempa konwergencji byłaby równa β̂  = 0,1687, co 
oznaczałoby, Ŝe wyrównywanie poziomu dochodów między województwami 
zachodzi w tempie prawie 17% rocznie. Po pierwsze, tak szybkie tempo 
konwergencji jest niemoŜliwe, po drugie, jest ono sprzeczne z wynikami 
uzyskanymi na podstawie modelu (6.11), oraz z wynikami uzyskanymi na 
podstawie analizy danych: współczynnik korelacji między roczną stopą wzrostu 
PKB per capita a opóźnionym poziomem tej cechy w województwach w latach 
2002–2007 r(PKBpci,t–1, gPKBpcit) ma wartość wynoszącą 0,1280. Dodatni znak 
tego współczynnika sugeruje występowanie rozbieŜnych tendencji w kształto-
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waniu się PKB per capita w województwach. Wydaje się więc, Ŝe model (6.12) 
słuŜyć moŜe raczej do opisu czynników, od których zaleŜny jest wzrost PKB per 
capita, ale nie moŜna go interpretować jako modelu konwergencji. ZauwaŜyć 
warto, Ŝe próby wprowadzenia do zbioru zmiennych objaśniających w modelach 
dynamicznych miar kapitału ludzkiego podejmowane przez innych autorów 
równieŜ się nie powiodły. Dwie takie próby opisane są w niniejszym rozdziale – 
w podrozdz. 6.3 i 6.4. W celu wyjaśnienia przyczyn tych niepowodzeń, warto 
przytoczyć hipotezę sformułowaną w pracy B o n d a, H o e f f l e r i T e m p l e’a 
[2001], Ŝe oddziaływanie wskaźnika skolaryzacji (lub innej miary kapitału ludz-
kiego) na wzrost gospodarczy dokonuje się za pośrednictwem stopy inwestycji. 

6.6. Poziom wykształcenia społeczeństw a wskaźnik demokracji 

Nieco odmiennym przykładem zastosowania dynamicznych modeli pane-
lowych w analizach regionalnych jest badanie wpływu poziomu wykształcenia 
społeczeństwa na rozwój demokracji. Jest to jeden z przykładów pokazujących, 
Ŝe potrzeba i moŜliwości zastosowania dynamicznych modeli panelowych 
wykraczają poza obszar ekonomii, wchodząc w obszar nauk politycznych  
i społecznych9. Wpływ wykształcenia na poziom demokracji badany był przez 
D. A c e m o g l u i in. [2005], oraz M. B o b bę i D. C o v i e l l o [2007]. Autorzy 
obu prac posługują się tym samym zbiorem danych ze 108 krajów dla okresów 
5-letnich z lat 1960–2000. Szacowany model ma postać: 

 

(6.13) ittitititiit sdd ελαδγ +++++= −−− 1,1,1, xβT  (6.13) 

 
gdzie dit oznacza poziom demokracji w kraju i w okresie t. Jest to wartość 
freedom house political rights index, transformowana w taki sposób, aby 
wartości, oryginalnie od 1 do 7, znajdowały się w przedziale od 0 do 1, przy 
czym wartość 1 odpowiada krajowi najbardziej demokratycznemu. Zmienna si,t–1 
oznacza opóźnioną wartość przeciętnej liczby lat pobierania nauki obliczoną dla 
populacji powyŜej 25. roku Ŝycia, xi,t–1 jest wektorem pozostałych zmiennych 
objaśniających (opóźnionych), αi, λt są efektami grupowymi i czasowymi. 

W naukach społecznych przyjmuje się powszechnie, Ŝe rosnący poziom 
wykształcenia sprzyja rozwojowi demokracji, poniewaŜ podnosi tzw. „kulturę 
demokracji”, zmniejsza przyzwolenie dla nurtów ekstremistycznych i prowadzi 

                          
9 Obszerne uzasadnienie konieczności stosowania modeli panelowych, równieŜ dynamicz-

nych w naukach socjologicznych przedstawia C. H a l a b y [2004]. Nieco ogólniejsze rozwaŜania  
o potrzebie stosowania metod ekonometrycznych, w tym równieŜ modeli panelowych, w naukach 
społecznych zawarte są w ksiąŜce R. Ta r l i n g a [2008]. 
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do wzrostu poziomu Ŝycia, który przyczynia się do rozwoju społeczno-poli-
tycznego. Przykładem moŜliwości potwierdzenia tych tez za pomocą metod 
ekonometrycznych jest cytowana przez M. B o b b y’a i D. C o v i e l l o [2007] 
praca G l a e s e r a [2004]. Uzyskane przez niego na podstawie KMNK wyniki 
potwierdziły wpływ wykształcenia na rozwój demokracji. D. A c e m o g l u i in. 
[2005] pokazali, Ŝe po wprowadzeniu do modelu nielosowych efektów grupo-
wych zmienna si,t–1 staje się nieistotna statystycznie. Do estymacji modelu (6.13) 
zastosowali oni dwustopniową FDGMM, traktując opóźniony poziom wykształ-
cenia jako zmienną egzogeniczną. M. B o b b a i D. C o v i e l l o [2007] argumen-
tują, Ŝe ze względu na długookresowy charakter inwestycji w kapitał ludzki 
poziom wykształcenia powinien być traktowany endogenicznie. Ponadto, ponie-
waŜ poziom edukacji i poziom wykształcenia charakteryzują się wysokim stop-
niem trwałości, poziomy tych zmiennych, wykorzystane przez D. Ac e m o g l u  
i in. [2005] w FDGMM są słabymi instrumentami dla odpowiednich przyrostów. 
Właściwą metodą estymacji modelu (6.13) jest zatem SGMM. Jej zastosowanie 
wymaga, aby spełnione były dodatkowe warunki momentów postaci: 

 
(6.13) 0))(( 1, =+∆ − ititid εαE    dla t = 4, 5, ..., T (6.14) 

 
Sprawdzenie, czy warunki te są spełnione, jest moŜliwe po oszacowaniu 

modelu za pomocą róŜnicowego testu Sargana. 
W pracyM.  B o b b y i D. C o v i e l l o [2007] oszacowano najpierw model, 

w którym na poziom demokracji wpływa tylko opóźniony poziom tej zmiennej  
i opóźniony poziom wykształcenia, a więc model (6.13), w którym nie występu-
je wektor xi,t–1. Szczegółowe wyniki przedstawiają w tab. 1 (s. 304). Zastosowa-
no kilka alternatywnych metod estymacji: pooled KMNK, estymator WG, jedno-  
i dwustopniową FDGMM, oraz jedno- i dwustopniową SGMM, przy czym 
błędy szacunku dwustopniowej GMM liczone były na podstawie korekty 
Windmeijera (wzór (3.46)). Powodem zastosowania dwóch pierwszych wymie-
nionych metod jest określenie przedziału, w którym powinna znajdować się 
nieobciąŜona wartość parametru autoregresyjnego10. Oceny parametru γ uzyska-
ne FDGMM są w obu przypadkach niŜsze niŜ oceny WG, a zatem są one 
obciąŜone w dół. Ponadto błędy szacunku parametru przy zmiennej si,t–1 w obu 
przypadkach przekraczają jego wartość, co świadczyłoby o braku wpływu 
poziomu wykształcenia na poziom demokracji. Co więcej, dwustopniowa 
FDGMM daje ujemną ocenę tego parametru.  

Zdecydowaną poprawę wyników estymacji uzyskano po zastosowaniu 
SGMM. Ocena parametru γ wynosi 0,45 dla jednostopniowej i 0,506 dla 
dwustopniowej SGMM i znajduje się pomiędzy ocenami WG (0,387) i KMNK 
(0,703). Do oceny istotności wpływu poszczególnych zmiennych na poziom 
                          

10 Na ten temat pisano w końcowej części pkt 3.2.2. 



 210 

demokracji autorzy posługują się statystykami t-Studenta. W ogólnym przypad-
ku, zastosowanie GMM wyklucza posługiwanie się tym testem, gdyŜ GMM nie 
wymaga załoŜenia o normalności rozkładu składnika losowego. Wartości 
empiryczne statystyk t-Studenta moŜna wówczas traktować pomocniczo do 
określenia stosunku oceny parametru do jego błędu, bez odnoszenia ich do 
stablicowanych wartości krytycznych. Jeśli jednak normalność zostanie załoŜo-
na dodatkowo, klasyczne wnioskowanie jest uzasadnione. Z tym zastrzeŜeniem, 
zarówno di,t–1 jak i si,t–1 wpływają na poziom demokracji, przy czym ocena 
parametru przy si,t–1 uzyskana jednostopniową SGMM wynosi 0,099 i oznacza, 
Ŝe dodatkowy rok nauki podnosi wartość wskaźnika demokracji w długim 
okresie o 18 pkt proc. (wartość tę obliczono jako γ/(1 – δ)). Wyniki testów, 
badających poprawność warunków momentów wykorzystanych w FDGMM  
i SGMM (test Arellano–Bonda i testy Sargana), w Ŝadnym z przypadków nie 
dają podstaw do odrzucenia H0 o ich poprawności. Autorzy wysunęli przypusz-
czenie, Ŝe na wynik róŜnicowego testu Sargana moŜe mieć wpływ to, Ŝe badana 
próba obejmuje m. in. kraje OECD, w których poziom demokracji jest wysoki  
i stały, a zatem zmiana wskaźnika dit jest równa zero i warunek (6.14) jest 
trywialny. Jednak po wykluczeniu tych krajów z próby wynik testu się nie 
zmienił.  

M. B o b b a i D. C o v i e l l o [2007] zauwaŜyli ponadto, Ŝe ocena współ-
czynnika przy si,t–1, oprócz bezpośredniego wpływu tej zmiennej na dit, moŜe 
wyraŜać wpływ pośredni, związany np. ze wzrostem dochodów (uzyskanym 
dzięki wyŜszemu poziomowi wykształcenia). Dlatego przeprowadzono badanie 
odporności wyników, poprzez dołączenie do modelu dodatkowych zmiennych 
objaśniających: logarytmu PKB per capita, logarytmu stopy inwestycji i loga-
rytmu liczby ludności, opóźnionych o jeden okres. Najpierw zmienne te dołą-
czane były pojedynczo, a następnie jednocześnie. KaŜdy z czterech powstałych 
modeli szacowany był dwustopniową SGMM. Wyniki, zawarte w tab. 2 (s. 305) 
w tekście oryginalnym, wskazują na brak istotnego wpływu tych zmiennych na 
wskaźnik demokracji, niezaleŜnie od tego, czy występują one w modelu osobno 
czy jednocześnie. Wpływ poziomu wykształcenia pozostaje zaś istotny za 
wyjątkiem modelu, w którym dodatkową zmienną jest PKB per capita. Autorzy 
wyciągnęli stąd wniosek, Ŝe pierwszorzędny, znaczący wpływ na wskaźnik 
demokracji wywiera bezpośrednio jakość kapitału ludzkiego. Efekt wpływu 
pośredniego, wywieranego przez związany z poziomem wykształcenia wzrost 
zamoŜności ma znaczenie drugorzędne.  

 
 



 
 
 
 
 

ZAKOŃCZENIE 
 
 
 

Weryfikacja hipotez formułowanych we współczesnych badaniach ekono-
micznych niejednokrotnie wymaga zastosowania nowoczesnych, skomplikowa-
nych metod analitycznych. Jedną z moŜliwości jest zastosowanie modeli 
ekonometrycznych estymowanych na podstawie danych czasowo-przekrojo-
wych, a w szczególności danych panelowych. Ich wykorzystanie stwarza 
moŜliwości przeprowadzenia wielowymiarowej analizy zjawisk ekonomicznych. 
Cechą wyróŜniającą dynamiczne modele panelowe spośród innych narzędzi 
analitycznych jest niewątpliwie ich specyficzna konstrukcja, która umoŜliwia 
zbadanie wpływu na zmienną objaśnianą czynników specyficznych dla poszcze-
gólnych obiektów oraz czynnika czasu. Czynniki specyficzne dla obiektów 
uwzględnia się w modelu poprzez wprowadzenie, charakterystycznych dla 
obiektów, stałych w czasie efektów grupowych, zaś czynnik czasu moŜe być 
uwzględniony poprzez wprowadzenie zmiennych z opóźnieniami czasowymi,  
a w szczególności opóźnionej zmiennej endogenicznej. Niewątpliwą zaletą tej 
metodologii jest jej uniwersalność. MoŜliwości zastosowania modeli panelo-
wych, zarówno statycznych, jak i dynamicznych, obejmują bowiem analizy 
bardzo róŜnorodnych zjawisk ekonomicznych. Wykorzystanie danych panelo-
wych lub czasowo-przekrojowych w procesie konstrukcji i estymacji modeli 
ekonometrycznych dostarcza korzyści w czterech głównych aspektach:  

− powoduje wzrost liczby stopni swobody i redukuje problem współlinio-
wości danych;  

− ułatwia identyfikowalność modeli ekonomicznych i dokonanie wyboru 
między konkurencyjnymi hipotezami ekonomicznymi;  

− umoŜliwia eliminację lub redukcję obciąŜenia estymatorów;  
− dostarcza podstaw w skali mikro dla analiz prowadzonych na podstawie 

danych zagregowanych.  
Z zastosowaniem danych panelowych do estymacji modeli ekonometrycz-

nych wiąŜe się jednak wiele komplikacji metodologicznych, niewystępujących 
w modelowaniu na podstawie danych czasowych lub przekrojowych. Wynikają 
one z wielowymiarowości danych. W szczególności estymacja modeli dyna-
micznych na podstawie danych panelowych wymaga zastosowania metod 
estymacji, które róŜnią się od metod stosowanych do estymacji statycznych 
modeli panelowych.  
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Metody estymacji dynamicznych modeli panelowych rozwijane są na świe-
cie szczególnie intensywnie od początku lat 90. XX w., przy czym liczba 
publikowanych opracowań anglojęzycznych z tej dziedziny jest wciąŜ bardzo 
duŜa. Na tym tle stan badań w Polsce prezentuje się skromnie.  

Zadaniem tej monografii było więc wypełnienie istniejącej luki. Dokonano 
w niej przeglądu zagadnień o charakterze metodologicznym i praktycznym, 
związanych z wykorzystaniem danych panelowych do konstrukcji, estymacji  
i wnioskowania na podstawie modeli dynamicznych zarówno od strony teore-
tycznej i historycznej, jak i najnowszej metodologii. Szczególny nacisk połoŜo-
no na analizę właściwości estymatorów dynamicznych modeli panelowych pod 
kątem ich przydatności do analiz empirycznych. Krytyczne porównanie metod 
stosowanych do estymacji dynamicznych modeli panelowych było głównym 
celem badawczym niniejszej monografii. 

W kolejnych rozdziałach zaprezentowano rozwój metodologii, od opraco-
wań o charakterze historycznym do najbardziej współczesnych metod estymacji 
i wnioskowania. Omówiono teŜ wady i zalety alternatywnych metod estymacji 
w zaleŜności od własności szeregów czasowych obserwacji dla obiektów.  
W pracy niniejszej wskazano teŜ oprogramowanie komputerowe, za pomocą 
którego moŜliwe jest prowadzenia analiz empirycznych na podstawie danych 
panelowych, a takŜe bazy, z których czerpać moŜna dane łączące wymiar 
czasowy i przekrojowy. Krytyczne omówienie i porównanie własności alterna-
tywnych metod moŜe być cenną wskazówką, zachęcającą do praktycznego 
zastosowania dynamicznych modeli panelowych w analizach ekonomicznych 
dotyczących róŜnorodnych zjawisk. Zasadniczy cel monografii wiąŜe się z mo-
delowaniem dynamicznym na podstawie danych panelowych, jednak problema-
tyka ta została osadzona w szerszym kontekście – w pracy przedstawione zostały 
równieŜ metody estymacji modeli statycznych jedno- i wielorównaniowych oraz 
zagadnienia dotyczące modelowania na podstawie danych, w których wymiar 
czasowy jest większy niŜ wymiar przekrojowy. W tym drugim wypadku do analiz 
stosuje się często podejście znane z analiz szeregów czasowych. W niniejszej 
monografii opisano metody estymacji modeli bazujących na tego typu danych, 
uwzględniające występowanie hereroskedastyczności grupowej i/lub korelacji 
przekrojowej oraz autokorelacji, jak równieŜ testowanie stacjonarności w pa-
nelach o odpowiednio długim wymiarze czasowym.  

Oprócz kompleksowego i krytycznego przedstawienia zagadnień o charak-
terze metodologicznym, w niniejszej publikacji duŜo uwagi poświęcono 
moŜliwościom praktycznego zastosowania dynamicznych modeli panelowych. 
Zaprezentowane zostały przykłady praktycznego zastosowania dynamicznych 
modeli panelowych w modelowaniu zjawisk mikro-, mezo- i makroekonomicz-
nych. W doborze przykładów kierowano się zamiarem pokazania róŜnorodności 
obszarów badawczych, w których znalazły zastosowanie modele dynamiczne 
estymowane na podstawie danych panelowych. Przykłady badań z obszaru 
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ekonomii przemysłowej i finansów przedsiębiorstw dobrano tak, aby obrazowa-
ły korzyści badawcze płynące z zastosowania mikropaneli dla analizy waŜnych 
aspektów funkcjonowania przedsiębiorstw: inwestycji, produktywności, 
zatrudnienia, innowacji, czynników finansowych, transferu kwalifikacji czy 
struktury zarządu firmy. Tematyka zaprezentowanych analiz sektorowych 
oscyluje wokół zagadnień związanych z produktywnością, a w szczególności 
łączną produktywnością czynników produkcji. Obok przykładów zaczerpniętych 
z literatury światowej, dotyczących modelowania produktywności i jej determi-
nant przedstawiono równieŜ wyniki własnych analiz ekonometrycznych, 
dotyczących moŜliwości oszacowania i modelowania łącznej produktywności 
czynników produkcji według działów sekcji „przetwórstwo” w Polsce. Korzyści 
z zastosowania dynamicznych modeli panelowych w badaniach regionalnych 
ukazane zostały na przykładach wyników estymacji modeli wzrostu, konwer-
gencji i produktywności w regionach. Są to zarówno przykłady zaczerpnięte  
z literatury światowej, jak i analizy własne, dotyczące konwergencji woje-
wództw. 

Jak wynika z powyŜszego opisu, własne przykłady empiryczne prezentowa-
ne w niniejszej monografii wpisują się w nurt analiz sektorowych i regional-
nych, co jest odzwierciedleniem wieloletnich zainteresowań badawczych 
autorki. Ich tematyka koncentruje się na zagadnieniach związanych ze wzrostem 
gospodarczym i produktywnością. Są to obszary ściśle ze sobą związane. Wzrost 
łącznej produktywności czynników produkcji jest syntetycznym sposobem 
oceny zmian efektywności procesów produkcyjnych, zachodzących pod wpły-
wem postępu technicznego. Postęp techniczny, wpływając na efektywność 
procesów produkcyjnych, wpływa równieŜ na rozwój i wzrost gospodarczy. Na 
gruncie neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego powstała koncepcja 
konwergencji warunkowej, czyli wyrównywania poziomu PKB między krajami 
lub regionami o zróŜnicowanych początkowych wartościach tej zmiennej. 
Występowanie konwergencji regionalnej byłoby w dobie integracji europejskiej 
zjawiskiem poŜądanym, dlatego część badań empirycznych poświęcona została 
zbadaniu, czy zjawisko to występuje na obszarze Polski.  

Wyniki, uzyskane na podstawie własnych badań empirycznych, uznać nale-
Ŝy za zadowalające. Zastosowanie dynamicznych modeli panelowych umoŜliwi-
ło wskazanie czynników wpływających na kształtowanie się łącznej produktyw-
ności czynników produkcji zarówno według działów, jak i według województw. 
Analiza dynamicznych modeli wzrostu wykazała, Ŝe proces konwergencji 
wojewódzkiej w Polsce nie zachodzi. Uzyskane wyniki mogą, jak się wydaje, 
stanowić źródło informacji dla ekspertów i instytucji gospodarczych o sytuacji  
w analizowanych jednostkach, a prezentowane modele mogą stać się atrakcyj-
nym narzędziem badań. 

 





 
 

D O D A T E K  I   
 
 

TESTY PIERWIASTKÓW JEDNOSTKOWYCH  
DLA DANYCH PANELOWYCH 

 
 
 

Wraz z rosnącą liczbą zastosowań danych panelowych do analiz makroeko-
nomicznych (patrz podrozdz. 1.2) uwaga ekonometryków zajmujących się 
modelowaniem na podstawie takich danych przesunęła się w kierunku asympto-
tycznych własności estymatorów przy N → ∞ i T → ∞ (analizy na podstawie 
mikropaneli koncentrują się na przypadku, gdy N → ∞, a T jest ustalone). Ze 
względu na załoŜenie, Ŝe T → ∞, do analizy danych panelowych zaczęto 
stosować podejście znane z analiz szeregów czasowych, w szczególności 
rozwinęły się metody badania stacjonarności w panelach, regresji pozornych  
i kointegracji. Jako pierwsi badania nad własnościami statystyk testów pier-
wiastka jednostkowego dla danych panelowych przeprowadzili A. L e v i n  
i C. F. L i n [1992]1. Jednym z waŜniejszych wyników ich prac jest to, Ŝe  
w odróŜnieniu do testów dla szeregów czasowych testy panelowe mają asympto-
tyczny rozkład normalny, przy czym zbieŜność do rozkładu tego jest szybsza dla 
T → ∞ niŜ dla N → ∞. 

Liczba praktycznych zastosowań metod analizy szeregów czasowych w od-
niesieniu do danych panelowych, szczególnie w zakresie testów pierwiastków 
jednostkowych i estymacji przeciętnych długookresowych relacji rośnie. 
Odnośniki do odpowiedniej literatury znaleźć moŜna w: B a l t a g i [2008],  
s. 274. Przykładami prac przeglądowych z tej dziedziny mogą być pozycje: 
P h i l l i p s, M o o n [2000]; B a l t a g i, K a o [2000]; B a l t a g i [2008] (rozdz. 
12, s. 273–310), B r e i t u n g, P e s a r a n [2007]; H s i a o [2003] (podrozdz. 10.2, 
s. 298–302). 

PoniŜej zaprezentowany zostanie przegląd testów pierwiastków jednostko-
wych dla danych panelowych. Podzielić je moŜna na dwie grupy: testy zakłada-
jące niezaleŜność przekrojową i testy dopuszczające zaleŜność miedzy jednost-
kami przekroju. Jak stwierdzili P. C. B. P h i l i p s  i  H. M o o n [1999], określe-
nie schematu, według którego kaŜdy z wymiarów próby: N i T zbiegają do 
nieskończoności, jest kluczowe dla wnioskowania o asymptotycznych własno-
ściach estymatorów i konstrukcji testów stacjonarności w panelach. WyróŜnili 
oni trzy przypadki: 
                          

1 Więcej na temat propozycji zawartych w tej pracy, jak równieŜ omówienie i przykład prak-
tycznego zastosowania innych testów znaleźć moŜna w pracy K. S t r z a ł y [2005]. 
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1) granic sekwencyjnych (ang. sequential limits): zakłada się, Ŝe najpierw 
zbiega do nieskończoności jeden z wymiarów, zazwyczaj T, a N jest ustalone.  
W ten sposób wyznacza się „pośrednią” wartość granicy; następnie dopuszcza 
się, Ŝe równieŜ N → ∞. Tego typu wnioskowanie jest łatwe rachunkowo, jednak 
moŜe dać mylące rezultaty asymptotyczne; 

2) granic ścieŜki diagonalnej (ang. diagonal-path limits): nakłada się re-
strykcje na relatywne tempa zbieŜności obu wymiarów do nieskończoności. 
ŚcieŜka diagonalna moŜe być określona przez funkcję monotoniczną typu  
T = T(N) przy N → ∞. Własności asymptotyczne zaleŜą od postaci funkcyjnej,  
a załoŜona ścieŜka moŜe nie być wystarczająco dobrą aproksymantą w konkret-
nym przypadku (T, N); 

3) granic łącznych (ang. joint limits): zakłada się, Ŝe N i T dąŜą do nieskoń-
czoności jednocześnie. Rezultaty są na ogół bardziej odporne niŜ w poprzednio 
wymienionych przypadkach, jednak procedura ta ma następujące wady:  
a) łączne granice są trudniejsze do wyznaczenia, b) konieczne są silniejsze 
załoŜenia (istnienie momentów wyŜszego rzędu) i c) granice sekwencyjne nie 
zawsze są równe granicy łącznej. 

Na ogół zakłada się, Ŝe N, T → ∞ oraz (N/T) → 0, co oznacza, Ŝe wymiar 
czasowy próby jest relatywnie duŜy w stosunku do wymiaru przekrojowego. 
Przykładami tego typu danych mogą być odpowiednio długie szeregi czasowe 
dla krajów, regionów, sektorów gospodarczych (np. dane zawarte w Penn Word 
Table). MoŜliwe jest teŜ testowanie stacjonarności przy alternatywnych załoŜe-
niach, pokazane m. in. przez: Q u a h a [1994]; B r e i t u ng a, M a y e r a [1994]; 
P h i l i p s a, M o o n a [2000]; C h o i [2001]. P. C. B. P h i l ip s i H. M o o n 
[1999] zauwaŜyli jednak, Ŝe z praktycznego punktu widzenia rezultaty uzyskane 
poprzez wyznaczanie granic sekwencyjnych będą adekwatne w większości 
przypadków. 

D.I.1. Testy zakładające niezaleŜność przekrojową 

Jedne z pierwszych testów niestacjonarności w panelach przedstawione zo-
stały w pracach: D. Q u a h a [1994] oraz J. B r e i t u n g a i W. M a y e r a [1994]. 
Przyjmowano tam załoŜenie, Ŝe zmienne są niezaleŜne i mają jednakowe 
rozkłady dla wszystkich obiektów. Q u a h [1994] załoŜył, Ŝe N, T → ∞ oraz 
(N/T) = const. B r e i t u n g i M a y e r [1994] badali przypadek typowy dla 
mikropaneli, tzn. gdy T → ∞ a N jest niewielkie. Pokazali oni, Ŝe statystyka 
testu Dickey–Fullera ma wówczas rozkład asymptotycznie normalny. Na bazie 
wymienionych wyŜej prac A. L e v i n, C. F. L i n i C. C h u [2002] skonstruowali 
jeden z waŜniejszych testów niestacjonarności. Do grupy testów zakładających 
niezaleŜność przekrojową, zwanych testami pierwszej generacji (np. B a l t a g i 
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[2008], s. 274) naleŜą teŜ testy I m a, P e s a r a n a i S h i n a [2003] i testy typu 
Fishera zaproponowane przez G. S. M a d d a lę  i  S. W u [1999].  

Testy pierwszej generacji bazują na regresji postaci: 
 

(D.I.1)                                itittiiit uyy ++= − δdT
1,∆ ρ                                 (D.I.1) 

gdzie T
itd  jest wektorem zmiennych deterministycznych, zaś uit jest procesem 

stacjonarnym. Hipoteza zerowa tych testów wygląda następująco: ρι  = 0 dla 
wszystkich i. Podstawową róŜnicą miedzy wymienionymi testami jest zakładany 
stopień heterogeniczności. 

Test Levina, Lina i Chu (LLC) 

A. L e v i n, C. F. L i n  i  C. C h u [2002] uogólnili model Quaha dopuszcza-
jąc heterogeniczność indywidualnych efektów deterministycznych, autokorela-
cję składnika losowego (ze współczynnikiem róŜniącym się względem obiek-
tów). ZałoŜyli przy tym, Ŝe parametr autoregresyjny jest jednakowy dla wszyst-
kich obiektów (w modelu (D.I.1) ρι  = ρ), zaś N, T → ∞ oraz (N/T) → 0. 

Test LLC weryfikuje hipotezę zerową, Ŝe szereg obserwacji dla kaŜdego 
obiektu posiada pierwiastek jednostkowy (H0: ρ  = 0 dla wszystkich i), wobec 
hipotezy alternatywnej o stacjonarności kaŜdego szeregu (H1: ρ < 0 dla wszyst-
kich i). Test bazuje na regresji postaci: 

 

(D.I.2) ,∆∆
1

,1, it

p

L
mimiLtiiLtiit

i

yyy εθρ +++= ∑
=

−− dδ    m = 1, 2, 3 (D.I.2) 

 
gdzie dmt jest wektorem zmiennych deterministycznych, a δ wektorem parame-
trów dla modelu m. W szczególności d1i = 0/, { },12 =td  { }td t ,13 = . PoniewaŜ 

nieznany jest rząd opóźnienia pi sugeruje się trójstopniową procedurę postępo-
wania, która jest dokładnie opisana (oprócz tekstu źródłowego) np. w: B a l t a g i 
[2008] (s. 275–277). W pierwszym kroku wyznacza się wartość pi na podstawie 
osobnych regresji ADF (ang. augmented Dickey–Fuller), a następnie, na 
podstawie dwóch regresji pomocniczych, wyznacza się reszty ortogonalne: itê   

z regresji ity∆  na Ltiy −,∆  i dmt i 1,ˆ −tiν  z regresji yi,t–1 na ten sam zbiór.  

W wyniku standaryzacji tych reszt otrzymuje się wartości ite~  i 1,
~

−tiν . W drugim 

kroku estymuje się stosunek odchyleń długookresowych do krótkookresowych,  
a w ostatnim kroku wyznacza się wartość skorygowanej statystyki t: 
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(D.I.3) 
* ~
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σ
µρσσερ

ρ

−−
=  (D.I.3) 

 

gdzie: )ˆ(ˆ/ˆ ρσρρ =t  jest standardową statystyką testu t dla H0: ρ = 0, *
~
Tm

µ   

i *
~
Tm

σ  są wartościami średniej i odchylenia standardowego stablicowanymi  

w tab. 2, w pracy: L e v i n, L i n, C h u [2002], T
~

 jest średnią liczbą obserwacji  

w czasie dla obiektów panelu, ,
ˆ

ˆ1ˆ
1
∑

=

=
N

i i

yi
N N

S
εσ

σ
 yiσ̂  oznacza estymator jądrowy 

długookresowej wariancji obiektu i, a ρ̂  jest estymatorem pooled modelu 

.~~~
1, ittiite ενρ += −  Statystyka (D.I.3) ma asymptotyczny rozkład normalny 

N(0, 1). 
Asymptotyczna normalność (D.I.3) wymaga, aby ( N /T) → 0, przy czym 

wymiar N jest monotonicznie rosnącą funkcją T. LLC sugerują stosowalność 
testu dla prób, w których 10 ≤  N ≤  250, a 25 ≤  T ≤  250. Dla większych 
wartości T proponują oni stosowanie standardowych testów pierwiastków 
jednostkowych osobno dla poszczególnych jednostek przekroju, a dla bardzo 
duŜych wartości N i małych T – stosowanie procedur panelowych bez rozwaŜa-
nia stacjonarności. 

Zasadniczymi ograniczeniami testu LLC są: kluczowa dla jego przeprowa-
dzenia rola załoŜenia o niezaleŜności przekrojowej i sformułowanie hipotez 
dotyczących wszystkich obiektów (dla wszystkich i). Ponadto konstrukcja testu 
zakłada, Ŝe ρ jest jednakowe dla wszystkich obiektów, co zostało zakwestiono-
wane jako nierealistyczne m. in. przez G. S. M a d d a lę [1998]. 

Test Ima, Pesarana i Shina (IPS) 

K. S. I m, M. H. P e s a r a n i Y. S h i n [2003] rozluźniają załoŜenia LLC, 
dopuszczając heterogeniczność parametru przy yi,t–1, autokorelację reszt i zmie-
niając postać hipotezy alternatywnej, tzn. dopuszczając moŜliwość, aby tylko 
część obiektów miała pierwiastek jednostkowy. Zatem w teście IPS mamy: H0: 
ρi  = 0 dla wszystkich i, zaś 

 

(D.I.3) H1: 




+==
=<

NNi

Ni

i

i

...,,10

...,,2,10

1

1

   dla    

   dla    

ρ
ρ

 (D.I.4) 

 
IPS proponują zamiast łączenia danych (ang. pooling) obliczenie średniej ze 

statystyk testu ADF dla poszczególnych jednostek przekroju osobno, przy czym 
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składniki losowe obserwacji w czasie dla kaŜdego obiektu mogą wykazywać 
autokorelację, a jej charakterystyki mogą róŜnić się miedzy obiektami. Test 
bazuje na regresji postaci: 

 

(D.I.3)      ,∆∆
1

,1, it

p

L
mimiLtiiLtiiit

i

yyy εθρ +++= ∑
=

−− dδ    m = 1, 2, 3      (D.I.5) 

gdzie oznaczenia są takie, jak we wzorze (D.I.1). Statystyka t-bar jest średnią 
statystyk ADF dla poszczególnych obiektów: 

 

(D.I.3) ∑
=

=
N

i
i

t
N

t
1

1
ρ  (D.I.6) 

 
gdzie 

i
tρ  jest wartością statystyki t dla H0: ρi  = 0. Jeśli rząd opóźnienia pi jest 

niezerowy przynajmniej dla części obiektów, statystyka (D.I.6) ma asympto-
tyczny rozkład normalny N(0, 1). W celu poprawnej standaryzacji statystyki t  
naleŜy korzystać z tab. 3 (I m, P e s a r a n, S h i n [2003], s. 66), w której zawarte 
są wartości oczekiwane i odchylenia standardowe wyznaczone metodami Monte 
Carlo dla róŜnych wartości T i pi. Jeśli pi = 0 dla wszystkich i, to naleŜy korzy-
stać z wartości krytycznych określonych dla t  w: I m, P e s a r a n, S h i n [2003]  
(tab. 2, s. 61). IPS pokazali ponadto, Ŝe jeśli rząd opóźnienia jest wystarczająco 
duŜy, to wyniki testu IPS w małych próbach są lepsze niŜ testu LLC.  

J. B r e i t u n g [2000] wykazał, Ŝe testy LLC i IPS tracą moc, jeśli w mode-
lu obecne są trendy specyficzne dla obiektów. Zaproponował on teŜ test, którego 
moc jest wyŜsza niŜ poprzednio wymienionych testów. Jego trójstopniowa 
procedura jest zbliŜona do procedury stosowanej w teście LLC, a statystyka 
empiryczna t dla H0: ρ  = 0 ma asymptotyczny rozkład normalny N(0, 1).  

Test typu Fishera kombinacji p-value 

G. S. M a d d a l a i S. W u [1999] i I. C h o i [2001] zaproponowali test  
pierwiastka jednostkowego typu Fishera oparty na kombinacji p-value dla 
statystyk empirycznych2 obliczonych dla poszczególnych obiektów (oznaczonych 
symbolem pi): 

 

(D.I.3)                                         ∑
=

−=
N

i
ipP

1

ln2                                          (D.I.7) 

                          
2 MoŜna wykorzystać test ADF lub inny test niestacjonarności. 
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Jeśli liczba obserwacji w czasie dla i-tego obiektu Ti → ∞, a N jest skoń-
czone, to P ma rozkład χ2 z 2N stopniami swobody.  

Hipoteza alternatywna testu kombinacji p-value ma postać (D.I.4), co sta-
nowi przewagę tego testu nad testem LLC. C h o i [2001] wskazał następujące 
zalety testu typu Fischera w stosunku do testu IPS: 1) test Fishera moŜna 
stosować, jeśli panel nie jest zbilansowany, 2) dopuszczalne są róŜne długości 
opóźnień w indywidualnych testach niestacjonarności – ADF lub innych,  
3) N moŜe być skończone lub nie, 4) dopuszcza się, by róŜne obiekty miały 
składowe niestochastyczne róŜnych typów. C h o i [2001] zaproponował teŜ 
zastosowanie modyfikacji statystyki (D.I.7) postaci: 

 

(D.I.3) ∑
=

−−=
N

i
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P

1

)2ln2(
2

1
 (D.I.8) 

 
Pm zbiega asymptotycznie do rozkładu N(0, 1), jeśli Ti → ∞, a następnie N → ∞, 
tzn. zachodzi zbieŜność sekwencyjna. Zastosowanie statystyki (D.I.8) zamiast 
(D.I.7) jest koniczne, jeśli N → ∞, poniewaŜ wówczas graniczny rozkład 
statystyki P byłby zdegenerowany. 

Test stacjonarności Hadri’ego 

K. H a d r i [2000] zaproponował test, w którym weryfikowana jest hipoteza 
zerowa o tym, Ŝe wszystkie szeregi czasowe w panelu są niestacjonarne, wobec 
alternatywy, Ŝe w panelu występuje pierwiastek jednostkowy. Test bazuje na 
resztach KMNK regresji yit na stałą r it lub na stałą i trend: 

 
(D.I.3) itiitit try εβ ++=  (D.I.9) 
 
gdzie ittiit urr += −1,  jest procesem błądzenia losowego, εit i uit mają jednakowe, 

niezaleŜne rozkłady normalne ze stałymi wariancjami: 2
εσ  i .2

uσ  Model (D.I.9) 
moŜna zapisać w postaci: 
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 (D.I.10)  

 

Hipoteza zerowa o niestacjonarności ma więc postać H0: .02 =uσ  Statystyką 
empiryczną jest:  
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gdzie: isε̂  są resztami równania (D.I.10), ,ˆ
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zgodnym estymatorem 2εσ  przy załoŜeniu prawdziwości H0.  

K. H a d r i [2000] przedstawił teŜ alternatywną wersję statystyki (D.I.11) 
dopuszczającą heteroskedastyczność grupową. Jej postać podają np.: B a l t a g i 
[2008], s. 283; Y i n, W u [2000]. 

D.I.2. Testy zakładające występowanie zaleŜności przekrojowej 

Podstawową wadą testów pierwszej generacji jest to, Ŝe ich konstrukcja za-
kłada, iŜ szeregi czasowe obserwacji dla poszczególnych obiektów panelu są 
przekrojowo niezaleŜne. Jest to załoŜenie mało realistyczne, gdyŜ literatura 
ekonomiczna dostarcza dowodów ich wzajemnych powiązań. Dlatego powstały 
tzw. testy drugiej generacji, dopuszczające zaleŜność przekrojową3. Kluczowym 
problemem konstrukcji tych testów jest specyfikacja zaleŜności przekrojowej, co 
jest utrudnione ze względu na brak naturalnego uporządkowania przekroju. 
MoŜna wyróŜnić dwa główne nurty w podejściu do tego zagadnienia: 

1) minimalizacja liczby restrykcji nakładanych na macierz wariancji- 
-kowariancji składnika losowego – jest ich niewiele lub wcale. Przykładami tego 
typu podejścia są m. in. prace: M a d d a l i, W u [1999]; C h a n g [2002, 2004], 

2) modelowanie zaleŜności przekrojowej na podstawie modelu wspólnych 
czynników, którego estymacji dokonuje się przed konstrukcją testu pierwiastka 
jednostkowego. Przykładami tego podejścia są m. in. prace: M o o n, P e r r o n 
[2004]; P h i l i p s, S u l  [2003]; P e s a r a n  [2007]. 

Minimalizacja liczby restrykcji 

G. S. M a d d a l a i S. W u [1999] wyznaczyli wartości krytyczne testów 
LLC, IPS i kombinacji p-value za pomocą procedur bootstrapowych. W ten 
sposób określono rozkłady z próby, co umoŜliwia wnioskowanie. Takie podej-
ście powoduje zmniejszenie (choć nie całkowitą eliminację) błędów spowodo-
wanych korelacją przekrojową. Techniczne problemy z praktycznym zastoso-

                          
3 Test zaleŜności przekrojowej, który ma zastosowanie w róŜnorodnych modelach panelo-

wych zaproponował M. H. P e s a r a n [2004]. 
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waniem tej metody przesądzają o jej małym znaczeniu praktycznym. Innym 
przykładem zastosowania metod bootstrapowych w celu rozwiązania problemu 
powstającego w panelach z zaleŜnością przekrojową z powodu parametrów 
zakłócających jest praca Y. C h a n g [2004]. 

Y. C h a n g [2002] zaproponowała rozwiązanie problemu parametrów za-
kłócających poprzez konstrukcję statystyki panelowej asymptotycznie niewraŜ-
liwej na zaleŜność przekrojową. Dla kaŜdego obiektu oszacowano współczynnik 
autokorelacji na podstawie regresji ADF uŜywając instrumentów generowanych 
przez przekształcenie całkowe opóźnionych wartości zmiennej objaśnianej. Na 
podstawie uzyskanych w ten sposób N estymatorów nieliniowej metody zmien-
nych instrumentalnych skonstruowano następnie indywidualne statystyki t, 
których rozkład graniczny jest standaryzowanym rozkładem normalnym. 
Statystyka testu Chang jest ich średnią obliczoną po obiektach. Y. C h a n g 
[2002] podkreśla dobre własności testu w małych próbach i znacznie wyŜszą 
moc dyskryminacyjną w stosunku do testu IPS.  

Wykorzystanie modelu wspólnych czynników 

W podejściu tym zaleŜność przekrojową uwzględnia się przez zastosowanie 
dynamicznych modeli czynnikowych. Za pomocą takich modeli osiąga się 
redukcję liczby źródeł zaleŜności przekrojowej i dopuszcza heterogeniczną 
względem obiektów reakcję na wspólne szoki (poprzez heterogeniczne ładunki 
czynnikowe).  

H. R. M o o n  i  B. P e r r o n [2004] rozwaŜali model postaci: 
 

(D.I.12) 
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 (D.I.12) 

 
gdzie: εit są nieobserwowalnymi składnikami losowym z określoną strukturą 
czynnikową, αi – efektami grupowymi. εit są generowane przez M nieobserwo-

walnych losowych czynników fi i specyficzne zakłócenia eit: ,ittiit e+Λ= fTε  

gdzie ΛΛΛΛi jest wektorem parametrów, a ogólna liczba czynników M jest nie- 
znana. Siła zaleŜności przekrojowej jest określona przez wektor ΛΛΛΛi: 

.Λ)(Λ)( jttijtit yy TTEE ff=  Czynniki f t są traktowane jako parametry zakłócające, 

a statystyki testowe4 konstruowane są na podstawie połączonych danych,  
z których usunięto wspólne składowe (ang. pooled defactored data). SłuŜą one 

                          
4 H. R. M o o n  i  B. P e r r o n [2004] zaproponowali dwie alternatywne statystyki testowe. 

Odpowiednie wzory znaleźć moŜna np. w: B a l t a g i [2008], s. 285. 
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do weryfikacji hipotezy zerowej: H0: ρi = 1 dla kaŜdego i, wobec H1: istnieje 
takie i, Ŝe ρi < 1. Do obliczenia statystyk M o o n a i P e r r o n a [2004] konieczne 
jest uprzednie oszacowanie współczynnika korelacji. RównieŜ ten estymator 
bazuje na estymatorze typu pooled wyznaczonym na podstawie danych,  
z których usunięto wspólne składowe. Rozkład graniczny obu statystyk Moona  
i Perrona jest standaryzowanym rozkładem normalnym, o ile N i T → ∞, przy 
czym N/T → 0. Asymptotyczna moc testu jest duŜa, o ile w modelu nie występu-
ją trendy deterministyczne. Ponadto, ze względu na zastosowanie procedury 
usuwania wspólnych składowych, zaleca się stosowanie tego testu, gdy przy-
puszcza się, Ŝe zaleŜność przekrojowa jest spowodowana występowaniem kilku 
wspólnych czynników. 

P. C. B. P h i l l i p s i D. S u l [2003] rozwaŜali model, który zawiera tylko 
jeden wspólny czynnik ft o niezaleŜnym w czasie rozkładzie N(0, 1). Podobnie 
jak H. R. M o o n i B. P e r r o n [2004] proponują oni eliminację wspólnego 
czynnika, jednak nie za pomocą analizy głównych składowych, ale na podstawie 
iteracyjnej metody momentów. Po wyeliminowaniu wspólnego czynnika dane 
wykorzystano do konstrukcji kilku testów pierwiastka jednostkowego. W symu-
lacjach najlepsze wyniki osiągnięto dla statystyki będącej kombinacją wartości p 
z indywidualnych (obliczonych dla poszczególnych obiektów) testów pierwiast-
ków jednostkowych, postaci: 
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gdzie: pi jest wartością p dla statystyki empirycznej testu ADF dla i-tego 

obiektu, a )(1 ⋅−
Φ  – funkcją odwrotną do dystrybuanty standaryzowanego 

rozkładu normalnego. WyraŜenie (D.I.13) zbiega do rozkładu N(0, 1).  
Podejście J. B a i i S. N g [2004] jest odmienne od poprzednio prezentowa-

nych, poniewaŜ nie traktuje ono zaleŜności przekrojowej jako zakłócenia. Model 
ma postać analogiczną do (D.I.12), ale z ograniczeniem do jednego wspólnego 
czynnika. KaŜdy szereg czasowy yit (dla wszystkich i) dekomponowany jest na 
trzy składowe: deterministyczną dit, K-wymiarowy wektor wspólnych czynni-
ków f t oraz składową indywidualną (składnik losowy) eit: 

 
(D.I.13) ittiitit edy ++= fΛT  (D.I.14) 
 
Szereg ze strukturą czynnikową postaci (D.I.14) jest niestacjonarny, jeśli 
przynajmniej jedna składowa wektora f t lub eit są niestacjonarne. Stacjonarność 
czynników i składnika losowego jest testowana osobno. Aby było to moŜliwe, 
zgodność estymatorów wspólnych czynników musi być niezaleŜna od tego, czy 
eit są stacjonarne czy nie. Osiągnięto to poprzez konstrukcję estymatorów na 
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podstawie pierwszych róŜnic zmiennych i kumulację estymowanych wspólnych 
czynników. Statystyka testu Bai i Ng jest kombinacją wartości p indywidualnych 
testów ADF przeprowadzonych na podstawie danych, z których wyeliminowano 
wspólne składowe i ma postać: 
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gdzie )(ˆ ipc
e  jest wartością p testu ADF dla estymowanej składowej indywidual-

nej .îte  Jeśli N i T → ∞ to statystyka (D.I.15) zbieŜna jest do rozkładu N(0, 1). 

M. H. P e s a r a n [2007] sugeruje metodę eliminacji zaleŜności przekrojo-
wej, która nie wymaga estymacji ładunków czynników i nazywa ją przekrojo-
wym uogólnieniem testu Dickey–Fullera (ang. cross-sectionally augmented 
Dickey–Fuller test, CADF). Test Pesarana bazuje na regresji postaci: 

 
(D.I.13) ittttiiiit ydydyy ερα ++++= −− 1101,∆  (D.I.16) 
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itt yy  1−ty  określone jest analogicznie. Obecność w regresji (D.I.16) 

1−ty  i 1−tiy ,  odzwierciedla występowanie zaleŜności przekrojowej.  

W przypadku występowania autokorelacji składnika losowego lub czynnika 
regresja (D.I.16) musi być uogólniona do postaci: 
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Niech CADFi będzie wartością statystyki ADF dla i-tego obiektu określoną 

jako wartość statystyki t dla oceny KMNK parametru ρi w regresji (D.I.16) lub 
(D.I.17). Wartości CADFi są wykorzystywane do konstrukcji statystyki typu 
IPS, nazwanej przekrojowym uogólnieniem testu IPS (ang. cross-sectionally 
augmented IPS, CIPS), która jednocześnie uwzględnia zaleŜność przekrojową  
i autokorelację reszt: 

 

(D.I.13) ∑
=

=
N

i
iCADF

N
CIPS

1

1
 (D.I.18) 

 



 225 

Rozkład statystyki CIPS jest niestandardowy, a wartości krytyczne uzyska-
ne drogą symulacji dla róŜnych T i N oraz trzech alternatywnych wariantów 
składowych deterministycznych przedstawione są w: P e s a r a n  [2007]. 

PowyŜej omówiono moŜliwości zastosowania alternatywnych testów pier-
wiastka jednostkowego w podziale na testy zakładające niezaleŜność przekrojo-
wą i testy dopuszczające taką zaleŜność. Testy drugiej generacji są chronolo-
gicznie późniejsze, przy czym wciąŜ są one przedmiotem badań. Wszystkie one 
zakładają taką samą dynamiczną strukturę danych. Podstawowe róŜnice ująć 
moŜna w poniŜsze punkty: 

− podejście J. B a i i S. N g [2004] jest ogólniejsze niŜ H. R. M o o n a  
i B. P e r r o n a [2004] i M. H. P e s a r a n a [2007], poniewaŜ dopuszcza, Ŝe 
niestacjonarność pochodzi ze wspólnych czynników lub składnika losowego, 
przy czym dopuszcza róŜne stopnie ich integracji oraz kointegrację między yit, 
jak równieŜ między wartościami obserwowalnymi i wspólnymi czynnikami; 

− testy P e s a r a n a [2003] oraz B a i i N g [2004] dopuszczają występowa-
nie stałej i trendu liniowego, zaś test M o o n a i P e r r o n a [2004] – tylko stałej.  

Ze względu na powyŜsze róŜnice, jedynie test Bai i Ng umoŜliwia wykrycie 
niestacjonarności szeregu w przypadku, gdy wynika ona tylko z niestacjonarno-
ści wspólnych czynników. 

C. G e n g e n b a c h, F. P a l m i J. P. U r b a n [2010] badali zachowanie al-
ternatywnych testów w małych próbach. Wnioski doprowadziły do przedstawie-
nia następującej procedury testowania pierwiastka jednostkowego:  

1) zastosowanie testu CADF Pesarana w przypadku podejrzenia, Ŝe zaleŜ-
ność przekrojowa jest generowana przez jeden wspólny czynnik lub testów 
Moona i Perrona, gdy podejrzewa się działanie wielu wspólnych czynników; 

2) zastosowanie testów ADF Bai i Ng do testowania występowania pier-
wiastków jednostkowych w wektorze wspólnych czynników i składowej 
indywidualnej. 

Ponadto C. G e n g e n b a c h, F. P a l m  i  J. P. U r b a n [2010] stwierdzili, 
Ŝe moc wszystkich testów jest słaba, jeśli proces zawiera trend deterministyczny. 

 
 
 
 





 
 

D O D A T E K  I I   
 
 

UOGÓLNIONA METODA MOMENTÓW (GMM)  
DLA MODELI DANYCH CZASOWYCH 

 
 
 

Uogólniona metoda momentów (ang. Generalized Method of Moments, 
GMM) została zaproponowana przez J. P. H a n s e n a [1982], a więc jest metodą 
stosunkowo nową. Być moŜe z tego powodu jest ona wykorzystywana relatyw-
nie rzadko. Tymczasem jest to metoda wysoce uniwersalna, m. in. dlatego, Ŝe 
warunki momentów często wynikają bezpośrednio z modelu lub z teorii,  
a własności jej estymatorów nie zaleŜą od załoŜeń o rozkładzie składnika 
losowego. UmoŜliwia ona oszacowanie parametrów nawet w sytuacji, gdy 
modelu (nieliniowego) nie moŜna rozwiązać analitycznie. 

W kontekście rozwaŜań przedstawionych w niniejszej publikacji znaczenie 
GMM jest niezwykle istotne, poniewaŜ jest ona bazą dla całej grupy metod 
stosowanych do estymacji dynamicznych modeli panelowych. PoniŜej przed-
stawiony zostanie zarys idei GMM dla modeli danych czasowych i jej związki  
z uogólnioną metodą zmiennych instrumentalnych. 

D.II.1. Warunki momentów i uogólniona metoda  
zmiennych instrumentalnych  

W wielu modelach ekonometrycznych niespełnione jest załoŜenie o braku 
korelacji między wszystkimi zmiennymi objaśniającymi modelu a składnikiem 
losowym, co oznacza, Ŝe istnieje przynajmniej jedna zmienna xk, dla której nie 
jest spełniony warunek: 

 
(D.II.1)                     E(εt xkt) = 0 dla t = 1, ..., T,  k = 1, ..., K                     (D.II.1) 
 
Zastosowanie do estymacji takich modeli klasycznej metody najmniejszych 
kwadratów (KMNK) skutkowałoby utratą poŜądanych własności estymatorów. 
Przykładami sytuacji, kiedy załoŜenie (D.II.1) nie jest spełnione są: 

• Modele z opóźnioną zmienną objaśnianą i z autokorelacją składnika lo-
sowego. 
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ZałóŜmy dla uproszczenia, Ŝe rozwaŜany jest model z jedną zmienną egzo-
geniczną: yt = α0 + α1xt + α2yt–1 + εt i Ŝe składnik losowy podlega procesowi 
AR(1): εt = ρεt–1 + νt. 

Zachodzi wtedy równieŜ: yt–1 = α0 + α1xt–1 + α2yt–2 + εt–1, skąd wynika, Ŝe 
składnik losowy εt jest skorelowany ze zmienną objaśniającą yt–1, gdyŜ obie 
wielkości zaleŜą od εt–1. 

• Nieprecyzyjny pomiar zmiennych objaśniających. 
RozwaŜmy model postaci: yt = α0 + α1xt

* + ξt, w którym obserwacje na 
zmiennej xt obarczone są błędem pomiaru: xt = xt

* + ut. Skutkiem zastosowania 
KMNK do estymacji modelu yt = α0 + α1xt +εt  zamiast modelu wyjściowego 
byłoby uzyskanie estymatorów obciąŜonych, gdyŜ xt i  εt są skorelowane1.  

• Endogeniczność zmiennych objaśniających modelu. 
Wzajemne powiązania wielu zmiennych ekonomicznych, mające charakter 

sprzęŜeń zwrotnych, skutkują tym, Ŝe zmienne objaśniające modeli ekonome-
trycznych często są zmiennymi endogenicznymi (są skorelowane ze składnikiem 
losowym). Najprostszym przykładem moŜe być model konsumpcji postaci:  
ct = α0 + α1yt +εt, gdzie ct oznacza konsumpcję per capita, a yt – dochód per 
capita. Ze względu na zaleŜność: yt = ct + i t, gdzie it oznacza inwestycje per 
capita, zmienna yt jest skorelowana ze składnikiem losowym εt. Estymator 
KMNK parametru α1 przeszacowywałby rzeczywistą krańcową skłonność do 
konsumpcji (por. V e r b e e k [2004], s. 129–130). 

• Dynamiczne modele panelowe. 
Estymatory stosowane dla statycznych modeli panelowych są w przypadku 

modeli dynamicznych niezgodne i obciąŜone, co zostało uzasadnione szczegó-
łowo w podrozdz. 3.1 niniejszej publikacji. Obecnie przypomnimy jedynie, Ŝe 
utrata zgodności i nieobciąŜoności estymatora nie wynika z załoŜeń 
przyjmowanych odnośnie do efektów grupowych αi (tzn. jest niezaleŜna od tego, 
czy efekty uznajemy za losowe, czy nielosowe), ale z faktu, Ŝe transformowany 
za pomocą operatora wewnątrzgrupowego wektor obserwacji na opóźnionej 
zmiennej objaśnianej2 jest skorelowany z transformowanym w ten sam sposób 
wektorem składników losowych.  

Metodami, które mogą być stosowane do estymacji parametrów modelu, 
który nie spełnia załoŜenia (D.II.1) są m. in.: metoda zmiennych instrumental-
nych (ang. Instrumental Variables Method, IV) lub uogólniona metoda momen-

                          
1 Wynika to z faktu, Ŝe: ,)()( *

10
*

1010 ttttttttt uuxxxy −=++−++=+−= ξααξααααε  

zaś z konstrukcji xt = xt* + ut. 
2 Wynikiem takiej transformacji jest wektor, którego elementami są odchylenia od średnich 

grupowych; i-ta współrzędna tego wektora ma postać: ,.iiT yy −  gdzie .iy  oznacza średnią 

arytmetyczną zmiennej y po czasie. 
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tów (ang. Generalized Method of Moments, GMM). Ta druga metoda, opraco-
wana przez J. P. H a n s e n a [1982], jest rozszerzeniem znanej ze statystyki 
klasycznej metody momentów. Uogólnienie GMM w stosunku do klasycznej 
metody momentów oznacza dopuszczenie istnienia w modelu większej liczby 
momentów z próby niŜ parametrów (moŜliwa jest takŜe sytuacja odwrotna, ale 
ma ona w ekonometrii mniejsze znaczenie). MoŜliwość taka jest szczególnie 
istotna ze względu na często spotykane zagadnienia z duŜą liczbą warunków 
początkowych. Zastosowanie GMM umoŜliwia znalezienie rozwiązania, które 
moŜliwie najlepiej – dzięki odpowiedniemu doborowi metryki – spełnia podane 
załoŜenia. Znalezienie zaś rozwiązania za pomocą klasycznej metody momen-
tów jest w przypadku róŜnej liczby równań i niewiadomych niemoŜliwe. 

O ile stosowalność metody momentów wydaje się mało rozpowszechniona, 
to metoda zmiennych instrumentalnych jest powszechnie znana i stosowana. 
Dlatego zasadnicza idea GMM zostanie tu opisana w kontekście estymatora IV 
dla modelu liniowego.  

RozwaŜmy model:  
 

(D.II.1) ,ttt εy += βxT    t = 1, 2, ..., T (D.II.2) 
 
gdzie: xt jest wektorem zmiennych objaśniających o wymiarach (k × 1); β – 
wektorem nieznanych parametrów; εt – składnikiem losowym. 

Najprostszą ilustracją idei metody momentów moŜe być przykład poszuki-
wania estymatorów wartości oczekiwanej i wariancji składnika losowego. 
NiezaleŜnie od załoŜeń dotyczących rozkładu składnika losowego, model 
(D.II.2) generuje tzw. warunki momentów: 
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gdzie ,0µ  2
0σ  oznaczają odpowiednio wartość oczekiwaną i wariancję składni-

ka losowego. 
Ich odpowiednikami z próby są warunki: 
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Stąd estymatorami parametrów rozkładu są: 
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Wyznaczone one zostały jedynie na podstawie warunków momentów.  
Uogólniając, układ K warunków postaci: 
 

(D.II.1) E(εtxt) = 0   dla t = 1, 2, ..., T (D.II.3) 
 

 
jest przykładem warunków momentów z populacji (ang. population moment 
conditions). Są to warunki związane z wartością oczekiwaną (pierwszym 
momentem), wynikające z konstrukcji modelu.  

Jeśli dowolna zmienna xkt nie spełnia warunku (D.II.3), to estymator 
KMNK parametrów modelu (D.II.2) nie jest zgodny. Ideą metody zmiennych 
instrumentalnych jest, jak wiadomo, zastąpienie jej inną zmienną zt, zwaną 
zmienną instrumentalną, która jest nieskorelowana ze składnikiem losowym, ale 
skorelowana, i to jak najsilniej, ze zmienną xkt (a więc spełnia (D.II.3)). 

W ogólnym przypadku, do dyspozycji jest R zmiennych instrumentalnych3, 
tworzących wektor zt = [z1t, ..., zRt]

T, którego pewne składowe mogą być równe 
składowym wektora xt. Warunek (D.II.3) przyjmuje wówczas postać: 

 
(D.II.1) E(εtzt) = 0   dla t = 1, 2, ..., T (D.II.4) 
 
Jeśli R = K, a więc liczba warunków (D.II.4) jest równa liczbie nieznanych 

parametrów, to estymator metody zmiennych instrumentalnych IVβ̂  wyznacza 
się tak, by spełniał układ R równań, będących warunkami momentów z próby 
(ang. sample moments conditions): 
 

(D.II.5) ∑
=

=−
T

t
ttt zy

T 1

0)ˆ(
1

IV
T
βx  (D.II.5) 

 

Jeśli R > K, to układ (D.II.5) jest nieoznaczony. Pominięcie dowolnych  
R – K równań zapewniłoby uzyskanie rozwiązania jednoznacznego, ale skutko-
wałoby teŜ stratami efektywności. Dlatego estymatorów wektora β poszukuje się 

                          
3 Zakładamy, Ŝe R ≥  K, gdyŜ w przeciwnym wypadku układ byłby nieidentyfikowalny. 
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w taki sposób, aby kaŜde z równań (D.II.5) przyjmowało wartości jak najbliŜsze 
0. Osiąga się to minimalizując formę kwadratową: 
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lub w notacji macierzowej: 
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gdzie WT jest macierzą wag stopnia R, dodatnio określoną, symetryczną. 
Macierz WT określa wagi, nadawane poszczególnym kombinacjom liniowym 
warunków momentów z próby. W ogólnym przypadku postać WT zaleŜy od 
liczebności próby T, poniewaŜ macierz ta moŜe być estymowana. RóŜniczkowa-
nie formy kwadratowej (D.II.6) względem β daje warunki pierwszego rzędu 
postaci: 
 

(D.II.5) 0βXZZWXyZZWX =+− IV
TTTT ˆ22 TT  (D.II.7) 

 

Jest to układ K warunków z K nieznanymi elementami wektora .ˆ
IVβ  Jeśli 

macierz XTZ jest rzędu K, to rozwiązanie układu (D.II.7) istnieje i ma postać: 
 

(D.II.5) )()(ˆ 1 yZZWXXZZWXβ
TTTT

IV TT
−=  (D.II.8) 

 
WaŜną własnością estymatorów postaci (D.II.8) jest to, Ŝe o ile macierz 

Tp WW lim=  jest dodatnio określona4, to są one zgodne, niezaleŜnie od doboru 
macierzy wag WT. Intuicyjne uzasadnienie tej własności jest następujące: 
estymator (D.II.8) uzyskuje się minimalizując formę kwadratową (D.II.6), 
zaleŜną od momentów z próby. Momenty te są asymptotycznie zbieŜne do 
momentów z populacji5, które dla rzeczywistych wartości parametrów przyjmują 
wartość 0 (warunki (D.II.4)). Idea ta leŜy u podstaw metody momentów.  

                          
4 Dowolny ciąg zmiennych losowych {ht} jest zbieŜny według prawdopodobieństwa do 

zmiennej losowej h, p limht = h, jeśli dla wszystkich ε > 0 zachodzi: .1)(lim =<−
∞→

εhhP t
t

 

Macierz symetryczna A jest dodatnio określona, jeśli dla dowolnego wektora x zachodzi: xTAx > 0. 
5 Wynika to z praw wielkich liczb – twierdzeń dotyczących sytuacji, w których momenty  

z próby dąŜą do momentów z populacji. 
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Wzór (D.II.8) określa zbiór estymatorów, zaleŜnych od macierzy wag WT. 
MoŜna wykazać, Ŝe najefektywniejszy estymator uzyskuje się dla macierzy 

1
1

−








= ZZW Tef

TT  (por. V e r b e e k [2004], s. 144). Estymator (D.II.8) przyjmu-

je wówczas postać: 
 

(D.II.5) ))(())((ˆ 111 yZZZZXXZZZZXβ
TTTTTT

GIV
−−−=  (D.II.9) 

 
Estymator (D.II.9) nazywany jest estymatorem uogólnionej metody zmiennych 
instrumentalnych (Generalized Instrumental Variables Method, GIV). Jest on 
równowaŜny estymatorowi dwustopniowej metody najmniejszych kwadratów 
(2MNK). Macierz wariancji-kowariancji tego estymatora ma postać: 
 
(D.II.10) 11

2
2 ))((ˆ)ˆ( −−= XZZZZXβ

TTT
GIVD σ  (D.II.10) 

 
gdzie 2σ̂  uzyskuje się na podstawie reszt estymatora IV. 

D.II.2. Uogólniona metoda momentów  

Wektor momentów z populacji (momentów teoretycznych) jest w najbar-
dziej ogólnym przypadku funkcją nieznanych parametrów: 

 
(D.II.10) E[f(zt, θ)] = 0 (D.II.11) 
 
gdzie f jest wektorem funkcji o R składowych, zt – wektorem zmiennych 
objaśniających lub instrumentalnych, θ – wektorem nieznanych parametrów. 

Parametry są zatem estymowane bezpośrednio z warunków momentów, 
które mogą być liniowe lub nieliniowe względem parametrów. ZałóŜmy,  
Ŝe dysponujemy R warunkami momentów postaci (D.II.11). Wektor momentów 
z próby odpowiadający tym warunkom ma postać: 

 

(D.II.10) ∑
=

=
T

t
tT 1

),(
1

)( θθ zfg  (D.II.12) 

 
Podobnie jak w metodzie zmiennych instrumentalnych, aby zapewnić iden-

tyfikowalność układu, naleŜy załoŜyć, Ŝe R ≥  K. Jeśli R = K, to po przyrównaniu 
(D.II.12) do zera moŜliwe jest wyznaczenie zgodnych estymatorów θ z uzyska-
nego układu R równań. W takim przypadku GMM sprowadza się do klasycznej 
metody momentów.  
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Jeśli R > K, to rozwiązanie jednoznaczne układu (D.II.12) nie istnieje. Usu-
nięcie R – K równań byłoby nieefektywne, gdyŜ kaŜde z nich wnosi pewne 
informacje dotyczące parametrów, a ponadto wybór tych równań dokonywałby 
się arbitralnie. Zamiast tego korzysta się ze wszystkich R warunków i poszukuje 
średniej waŜonej estymatorów dla niejednoznacznie identyfikowalnego wektora 
θ tak, aby wariancja była jak najmniejsza. W uogólnionej metodzie momentów 
estymator wektora θ wyznacza się tak, aby wektor momentów z próby przyj-
mował wartości najbliŜsze zeru, co zapewnia się minimalizując ze względu na θ 
formę kwadratową: 
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 (D.II.13) 

 
gdzie WT jest pewną dodatnio określoną, symetryczną macierzą wag stopnia R, 
spełniającą warunek ,lim WW =Tp  gdzie macierz W jest pewną macierzą 
dodatnio określoną i symetryczną. Jest więc to postępowanie analogiczne, jak  
w przypadku wyznaczania estymatora GIV. Estymator GMM wektora θ ma 
formę: 
 

(D.II.10) )()(min)(minˆ θgWθθθ TTQ T
GMM g

θθ
==  (D.II.14) 

 
PoniewaŜ estymator (D.II.14) zaleŜy od macierzy WT, to poprawne jej wyzna-
czenie ma kluczowe znaczenie. Macierz ta determinuje, które K, spośród 
wszystkich R warunków momentów, zostanie wykorzystanych w procesie 
estymacji. Warunki te, zwane warunkami identyfikującymi (ang. identyfying 
restrictions, identyfying conditions) określone są poprzez zaleŜność (por. 
S o w e l l [1996]; H a l l [2005]): 
 

(D.II.10) 0εzWFFFF =− )()( 2/11
ttETT  (D.II.15) 

 

gdzie: ,)( 2/1 TTT E WzxF tt=  2/1W  jest macierzą stopnia R, spełniającą wa- 

runek 2/12/1 WWW
T

=T ; jej istnienie jest zagwarantowane przez dodatnią 

określoność macierzy WT. Układ warunków (D.II.15) składa się z R równań, 
spośród których tylko K jest (z załoŜenia) liniowo niezaleŜnych. Pozostałe 
warunki momentów są niewykorzystane w procesie estymacji. Określone one są 
przez zaleŜność: 
 

(D.II.10)                     ( ) 0εzWFFFFI =− − )()( 2/11
ttR ETT                     (D.II.16) 
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F. S o w e l l [1996] nazywa je warunkami ponadidentyfikującymi (ang. overi-
dentyfying restrictions). Warunki identyfikujące i ponadidentyfikujące są 
wzajemnie ortogonalne, gdyŜ  
 

( ) .)()( 11 0FFFFIFFFF =− −− TTTT
R  

 
Hansen [1982] wykazał, Ŝe najmniejszą asymptotyczną wariancję ma estymator 

GMMθ̂  uzyskany przez podstawienie w (D.II.14) macierzy wag: 
 

(D.II.10) [ ][ ]( ) 1
),(),(

−
= T

tt zθfzθfW  Eopt  (D.II.17) 
 
Macierz ta jest jednak nieznana, gdyŜ zaleŜy od nieznanego wektora θ. Najczę-
ściej spotykanym sposobem praktycznego wyznaczenia macierzy wag WT jest 
metoda iteracyjna.  

W pierwszym kroku wyznacza się estymator 1θ̂  zastępując w (D.II.14) ma-

cierz WT dowolną macierzą symetryczną, dodatnio określoną. Zazwyczaj 
przyjmuje się WT = I .  

W drugim kroku wartość 1θ̂  wstawia się do (D.II.17), uzyskując kolejne 
oszacowanie macierzy wag. Procedurę tę moŜna powtarzać ustaloną ilość razy 
(zazwyczaj 2 lub 3) albo do uzyskania odpowiednio małej wartości funkcji 

(D.II.14). Ostatecznie wyznaczoną wartość *θ̂  wstawia się do (D.II.17), 
otrzymując zgodny estymator optymalnej macierzy wag: 
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Następnie wyznacza się asymptotycznie efektywny estymator ,ˆ
GMMθ  wstawia-

jąc do wzoru (D.II.14) zaleŜność .opt
TT WW =   

MoŜna wykazać (por. H a l l [2005]), Ŝe estymator GMMθ̂  jest zgodny i ma 
rozkład asymptotycznie normalny: 

 

(D.II.10) ( ) ),0(ˆ T
GMM N MSMθθ →−T  (D.II.19) 
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H a n s e n [1982] udowodnił, Ŝe S–1 = WT
opt. Oznacza to, Ŝe momenty z próby, 

których wariancja jest niewielka, a zatem informacje uzyskane na ich podstawie 
o parametrach θi są precyzyjne, mają większą wagę w procesie estymacji niŜ 
momenty charakteryzujące się duŜą wariancją6.  

Zgodny estymator MSM T moŜna, na podstawie twierdzenia Slutsky’ego, 
otrzymać jako iloczyn estymatorów poszczególnych czynników. Zgodnym 

estymatorem macierzy M  jest: { } ,)()()(ˆ 1111
TT TTT WZXXZWZXM TTT −−−−=   

a zgodnym estymatorem S: ∑
=

−=
T

t
tttT uT

1

21 ,ˆˆ TzS z  gdzie .ˆˆ GMMθxT
ttt yu −=   

Zalety GMM, w porównaniu z KMNK, są następujące: 1) metoda ta nie 
wymaga załoŜeń o rozkładzie składnika losowego, 2) dopuszcza heteroskeda-
styczność dowolnej postaci, 3) umoŜliwia oszacowanie parametrów, nawet jeśli 
modelu (nieliniowego) nie moŜna rozwiązać analitycznie, 4) warunki momen-
tów często wynikają bezpośrednio z modelu lub z teorii. 

GMM posiada teŜ co najmniej dwie wady. Jedna z nich dotyczy rozkładu 

estymatora .ˆ
GMMθ  Rozkład asymptotycznie normalny (D.II.19) stanowi na ogół 

bardzo słabe przybliŜenie dla niezbyt licznych prób, którymi najczęściej 
posługuje się w praktycznych zastosowaniach (por. H a n s e n, H e a t o n, 
Y a r o n [1996]). Innym powaŜnym problemem jest problem tzw. „słabych 
instrumentów” (ang. weak instruments). Jeśli zmienne instrumentalne są zbyt 

słabo skorelowane ze zmienną objaśniającą, to estymator GMMθ̂  nie jest zgodny, 
a jego rozkład nie jest rozkładem asymptotycznie normalnym, nawet dla bardzo 
duŜych prób (por. S t o c k, W r i g h t [2003]).  

D.II.3. Test Sargana 

PoniewaŜ w uogólnionej metodzie momentów parametry estymowane są 
bezpośrednio z warunków momentów, szczególnej wagi nabiera problem 
sprawdzenia, czy warunki te sformułowane są poprawnie. Innymi słowy 
sprawdzeniu podlegać moŜe właściwość uŜytych w estymacji instrumentów. 

Podstawowym testem jest tzw. test na warunki ponadidentyfikujące (ang. 
overidentifying restrictions test) zwany teŜ testem Sargana (S a r g a n [1958]; 
H a n s e n [1982]). Stosuje się go, jeśli θ jest identyfikowalne z nadmiarem  
(R > K). W przypadku, gdy R = K, wektor momentów z próby jest zerowy  
z konstrukcji, niezaleŜnie od tego, czy momenty z populacji rzeczywiście 
                          

6 Interpretacja powyŜsza jest analogiczna do idei waŜonej metody najmniejszych kwadratów. 
Podstawowa róŜnica jest taka, Ŝe w omawianym tu przypadku wagi przypisywane są momentom  
z próby, a nie obserwacjom. 



 236 

przyjmują wartość zero. Oznacza to, Ŝe w takim przypadku poprawność warun-
ków momentów jest niesprawdzalna. Testowane są warunki „nadliczbowe”, 
ponad te, konieczne do identyfikacji. 

Hipoteza zerowa testu Sargana zakłada, Ŝe wektor momentów z populacji 
jest wektorem zerowym (warunki (D.II.11)). Oznacza to, Ŝe instrumenty 
wykorzystane w procesie estymacji są właściwe, tzn. nieskorelowane ze 
składnikiem losowym modelu. Jeśli θ jest identyfikowalne z nadmiarem (R > K) 
i hipoteza zerowa jest prawdziwa, to elementy wektora momentów z próby 

∑
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=
T

t
tT 1

),(
1

)( θzfθg  mają wartości bliskie zeru. Na tej podstawie opiera się 

konstrukcja testu. Statystyka empiryczna ma postać: 
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 (D.II.20) 

 
Ma ona rozkład χ2 z R – K stopniami swobody. Liczba stopni swobody jest więc 
równa liczbie zmiennych instrumentalnych pomniejszonej o liczbę parametrów 
modelu. Inaczej, liczba stopni swobody jest równa liczbie warunków ponad te, 
które są konieczne do identyfikacji K nieznanych parametrów.  

 
 
 



 
 
 
 
 

WYKAZ OZNACZEŃ  
 
 
 
t = 1, ..., T  – numery okresów 
i = 1, ..., N  – numery obiektów 
αi   – efekt grupowy właściwy dla i-tego obiektu 
λt   – efekt czasowy właściwy dla okresu t 
εit   – właściwy składnik losowy 
uit  – składnik losowy itiitu εα +=(  lub ),ittiitu ελα ++=  w 

którym wyróŜnia się efekty grupowe (i czasowe) oraz 
„właściwy” składnik losowy 

⊗    – iloczyn Kroneckera macierzy 
IN    – macierz jednostkowa stopnia N 
JT    – macierz jedynkowa stopnia T 
N(0, σ2)  – rozkład normalny o wartości oczekiwanej 0 i wariancji σ2 
E(y)  – wartość oczekiwana zmiennej y 

)(xycov   – kowariancja zmiennych x i y 
22)( σ== yy E)(D2 – wariancja zmiennej y 

)( αyE   – warunkowa wartość oczekiwana 

ty∆   – przyrost wartości zmiennej y w okresie t 

thp lim   – granica według prawdopodobieństwa ciągu zmiennych 
losowych {ht}  

diag(a11, a22, ..., ann) – macierz diagonalna, której elementy głównej przekątnej 
są równe a11, a22, ..., ann 

)())(( 12 xfxfO =   –  f1 jest co najwyŜej rzędu f2 
Q   – operator wewnątrzgrupowy 
P   – operator międzygrupowy 
ΩΩΩΩ   – macierz wariancji-kowariancji składnika losowego 
FE  – ze zmiennymi sztucznymi (efektami nielosowymi, fixed 

effects) 
RE  – dekompozycją składnika losowego (efektami losowymi, 

random effects) 

Wβ̂  – estymator wewnątrzgrupowy wektora parametrów stru-
kturalnych (dla modeli FE) 
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Bβ̂   – estymator międzygrupowy wektora parametrów struktu-
ralnych 

UMNKβ̂   – estymator panelowy UMNK wektora parametrów 
strukturalnych (dla modeli RE) 

AHβ̂   – estymator Andersona–Hsiao wektora parametrów 
strukturalnych 

IVβ̂   – estymator metody zmiennych instrumentalnych 

FDGMMβ̂   – estymator FDGMM wektora parametrów strukturalnych 

SGMMβ̂   – estymator SGMM wektora parametrów strukturalnych 

PM2MNK,1δ̂   – estymator dwustopniowej metody najmniejszych kwadra-

tów dla modeli panelowych (2MNK-MP)  

PM3MNKδ̂   – estymator trójstopniowej metody najmniejszych kwadra-
tów dla modeli panelowych (PM3MNK) 

WG  – (estymator) wewnątrzgrupowy 
SGMM  – systemowa GMM Blundella i Bonda 
FDGMM  – GMM pierwszych róŜnic Arellano i Bonda 
IV   – metoda zmiennych instrumentalnych 
GMM  – uogólniona metoda momentów 
UNMK  – uogólniona metoda najmniejszych kwadratów 
MNW  – metoda największej wiarygodności 
2MNK  – dwustopniowa metoda najmniejszych kwadratów 
3MNK  – trójstopniowa metoda najmniejszych kwadratów 
KMNK  – klasyczna metoda najmniejszych kwadratów 
AR(1)  – proces autoregresyjny pierwszego rzędu 
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