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Recenzja rozprawy doktorskiej Pana magistra Michala Klepczarka
..Wartosci bifurkacyjne funkcji klasy C*

Rozprawa doktorska Pana magistra Michata Klepczarka sklada si¢ z obszernego streszczenia w
jezyku angielskim, wstepu, pieciu rozdzialow, bibliografii, skorowidza 1 wykazu oznaczen. Jest to
dluga, liczgca 132 strony, praca poswiecona roznym aspektom teorii wartosci bifurkacyjnych
funkcji gladkich, tzn. funkcji klasy C®° . Historia problemu sigga kofica lat sze$édziesigtych
ubieglego wieku. Mianowicie, w roku 1969 R. Thom udowodnil, ze kazda funkcja wielomianowa
na R™ma skonczony zbiér wartosci bifurkacyjnych. Ogélnie, dla danej funkcji gladkiej f:R®™—R
oznaczmy przez B(f) zbior wartosci bifurkacyjnych f (zbidr ten moze by¢ nieskonczony). Punkty
nalezace do zbioru R \ B(f) nazywamy wartosciami typowymi funkcji £ Wiadomo, ze zbior B(f)
moze by¢ przedstawiony jako suma mnogosciowa zbiorow K (f) i B,(f), gdzie K(f) jest zbiorem
wartodci krytycznych funkcji f natomiast Be(f) jest zbiorem wartosci bifurkacyjnych f w
nieskonczonosci. Zbiér wartosci krytycznych f jest obiektem, ktéry od dawna pojawial si¢ w
literaturze matematycznej, natomiast pojecie zbioru wartosci bifurkacyjnych w nieskonczonosci
funkcji f jest stosunkowo nowe i kryje w sobie wiele tajemnic. Gléwny wyniki recenzowanej
rozprawy doktorskiej (twierdzenie 2.7.2) podaje charakteryzacj¢ wartosct typowych funkejr f
Kluczowa obserwacja polega na tym, ze trywializacja funkcji f w otoczeniu przeciwobrazu wartosci
typowe] moze by¢ otrzymana jako wynik calkowania pola gradientowego odpowiadajgcego
stosownie wybranej metryce Riemanna. Tematyka zwigzana z warto$ciami bifurkacyjnymi funkcji
byla 1 dalej jest intensywnie badana. Bibliografia rozprawy zawiera nazwiska wielu znanych
matematykow, ktorzy zajmowali si¢ tym zagadnieniem,

Rozdzial 1 rozpoczyna sie od ustalenia oznaczen (glownie standardowych). Nastepnie Autor
przypomina pojecie gradientu skojarzonego z metryka Riemanna (tensorem metrycznym), omawia
podstawowe twierdzenia z teorii rownan rozniczkowych zwyczajnych oraz podaje definicje funkeji
Lapunowa dla ukladu réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Zawarte w tym rozdziale sg réwniez
precyzyjne definicje punktu niewlasciwosci odwzorowania oraz punktu bifurkacyjnego funkcji
gladkiej. Autor podaje rowniez podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace zbiorow
semialgebraicznych (w tym twierdzenie Tarskiego-Seidenberga i lemat o wyborze luku). Rozdzial
konczy dosy¢ dlugie omowienie pewnych wlasnosci odwzorowan liniowy ch.

Rozdzial 2, liczagcy 46 stron, zajmuje centralne miejsce w rozprawie doktorskiej. Zawiera on
warunki réwnowazne dla istnienia trywializacji funkcji w otoczeniu przeciwobrazu wartosci
typowej. Autor wprowadza pojecia o kluczowym znaczeniu, w tym pojegcia pola transwersalnego do
poziomicy, funkgji v-kontrolowalnej oraz funkcji o wlasnosci wlasciwosci na pewnym zbiorze.
Pozwala to okresli¢ dla dowolnej funkcji gladkiej na R™ i dowolnego y&€R dwa zbiory Of) oraz

(f) kodujace najwazniejsze wlasnosci przeciwobrazu punktu y (precyzyjne definicje tych zbiorow
pOdane sg na stronie 59 i jako dosy¢ techniczne nie bedg tutaj przytaczane). Wprost z definicji
otrzymujemy, ze zbior Oy(f) jest zawarty w Q (). Oba te zbiory pozwalaja podac charakteryzacje
warto$ci typowych. Np. Zgodnie z twierdzeniem 2.4.7, punkt y jest wartoscig typowg funkeji f
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbidr O?(D jest niepusty. Wniosek 2.4.8 mowi, ze jesli y jest wartoscig
typowa funkgcji [, to trywializacje“funkcji f w otoczeniu przeciwobrazu punktu y mozna uzyska¢
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calkujac pole gradientowe funkcji f odpowiadajace stosownie wybrane] metryce Riemanna.
Przyklad 2.4.9 pokazuje, ze calkowanie pola gradientowego funkcji f dla pewnych metryk
Riemanna nie prowadzi do konstrukcji trywializacji. Paragraf 2.6 zawiera wyniki dotyczace
wartosci  typowych w nieskonczonosci. Dowody sa wariantami dowodow podanych we
wczesniejszych paragrafach. W paragrafie 2.7 analizowany jest zwiazek wartosci typowych z
pojeciem zbioru Milnora.

Rozdzial 3 przekonuje nas o uzytecznosci metod wypracowanych w poprzednim rozdziale. Np. z
twierdzenia 2.4.5 Autor natychmiast uzyskuje klasyczny lemat Ehresmanna o trywializacji
(twierdzenie 3.1.1). Podobnie, twierdzenie 2.4.5 implikuje wynik Fedoryuka o trywializacji
(twierdzenie 3.2.1) oraz wynik o istnieniu trywializacji przy zalozeniu, ze spelniony jest warunek
Malgrange'a lub pre-Malgrange'a (twierdzenie 3.3.3). Rozdzial 3 zawiera rdwniez inne interesujace
wyniki zwigzane z takimi pojeciami jak warunek Qg -regularnosci (paragral 3.4), warunek
porownawczy (paragraf 3.5) 1 wykladnik Kurdyki-Lojasiewicza (paragraf 3.6).

Rozdzial 4 stanowi interesujace uogodlnienie pewnych wynikow z Rozdzialu 2 na konstrukcje
trywializacji wzdhuz foliacji. Wymaga on pokonania trudnosci technicznych, ale nie wprowadza
istotnie nowych metod dowodowych.

Rozdzial 5 poswigcony jest metodom efektywnym pozwalajacym badac¢ rézne zbiory zwigzane ze
zbiorem punktow bifurkacyjnych.

Przedstawiona rozprawa doktorska jest poprawnie napisana. Nieliczne literowki nie stanowig
dla czytelnika zadnego problemu. Gléwne wyniki pracy, zredagowane jednak w sposob bardziej
zwiezly, sg odpowiednie do publikacji w czasopismie matematycznym.

Konkluzja. Podsumowujac, tematyka pracy doktorskiej Pana magistra Michala Klepczarka jest
obecnie obiektem intensywnych badan prowadzonych przez ekspertow o ustalonej renomie.
Uzyskane wyniki stanowig istotny wklad w aktualny stan wiedzy. Szczegolnie imponujgce sg nowe
wyniki zawarte w Rozdziale 2. Uwazam, Ze recenzowana rozprawa doktorska spelnia z nawigzka
ustawowe 1 zwyczajowe wymogi 1 dlatego wnioskuje nie tylko o jej przyjecie, lecz réwniez o
przyznanie wyroznienia.
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