RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
MGR MICHALA KLEPCZARKA
"WARTOSCI BIFURKACYJNE
FUNKCJI KLASY C*®"

Praca zostala przygotowana pod kierunkiem prof. Stanistawa Spodzieji z
Uniwersytetu Lodzkiego. Sklada si¢ ze wstepu i pieciu rozdzialow.

We wstepie autor daje wyczerpujacy opis kontekstu naukowego swoich
badai. W rozdziale Preliminaria przypomina podstawowe fakty dotyczace
funkeji gtakich i semialgebraicznych oraz pojecie punktéw bifurkacyjnych.

Przedstawie teraz kontekst naukowy rozprawy. Niech K oznacza cialo
liczb zespolonych lub cialo liczb rzeczywistych.

W latach 60-tych ubieglego wieku R. Thom (jeden ze wspoltworcow teorii
osobliwosci) udowodnil, ze dla dowolnego wielomianu f : K" — K ist-
nieje skonczony zbér S C K taki, ze funkcja fifYK\S) = K\S jest
rozwléknieniem lokalnie trywialnym. To znaczy, ze dla dowolnego y € K\ S
istnienie otoczenie U C K i dyfeomorfizm postaci ¢ = (41, f) : o) -
f~(y) x U. Taki dyfeomorfizm nazywamy trywializacja f nad otoczeniem
U. Dla ustalonego wielomianu f najmniejszy zbi6r S majacy powyzszg wlas-
no$¢ nazywamy zbiorem wartosci bifurkacyjnych f i bedziemy oznaczali go
przez B(f). Do zbioru B(f) nalezy nie tylko wartoéci krytyczne funkcji f,
ale takze "wartoéci krytyczne w nieskoriczonosci", oznaczane przez B (£
Wtasnie opis i wyznaczenie tego zbioru Boo(f), takze dla funkeji klasy C°,
jest glownym celem rozprawy.

W przypadku wielomianéw f : K2 — K opis zbioru B(f) i podzbioru
Boo(f) jest znany, a dla K = C istnieje prosty algorytm na jego wyznacze-
nie. Dla wielomianéw co najmniej trzech zmiennych nie jest znana efek-
tywna metoda wyznaczania zbior6w B(f), Beo(f) w ogolnej sytuacji. Jest
to jedno z najtrudniejszych wyzwali w tej tematyce. Znane sg natomiast
metody wyliczania wigkszych skonczonych zbioréw (nadzbioréw jak pisze
autor), ktore zawierajg zbiory B(f) i Boo(f). Na przyklad dla wielomianu
f:R" — R, zbi6r (wprowadzony przez F. Phama i B. Malgrange)

Koo(f) = {y € K: Fa,exnlav| = 00, 2]V F(@0)ll = 0, f(zv) = v}

jest skoriczony i zawiera Boo(f). W powyzszej definicji uzywamy metryki
cuklidesowej. Idea dowodu faktu, ze jesli y ¢ Koo(f) to f dopuszcza trywial-
izacje nad pewnym otoczeniem y jest naturalna. Pokazuje si¢, ze trajektorie
gradientu V f wyruszajace z poziomicy f~'(y) maja skoriczong diugosé w
f~YU), gdzie U jest pewnym otoczeniem wartosci y. Potok odpowiednio
przeskalowanego pola V f daje poszukiwang trywializacje.

Autor proponuje uogélnienie tej metody do charakteryzacji warunkow ist-
nienia trywializacji dla funkeji klasy C*° na otwartych podzbiorach R". W
istocie, zamiast pola gradientowego V f bierze pole wektorowe v transwer-
salne do poziomic funkcji f. Aby zagwarantowa¢, ze potok pola v istotnie
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daje trywializacje f nad otoczeniem wartoéci y € R potrzeba by trajek-
toria pola v. wychodzaca z dowolnego punktu poziomicy f ~1(y) doszta do
punktu na bliskiej poziomicy. W tym celu trzeba uzy¢ odpowiednio dobranej
funkeji wlasciwej na dziedzinie funkeji. Autor wprowdza pojecie funkceji v-
kontrolowalnej (w nieskonczonosci) wzdtuz poziomicy f~'(y) i stowarzys-
zony zbiér Oy(f) funkeji wlasciwych. Uzyskuje w ten spoob charakteryzacje
wartosci bifurkacyjnych funkeji f. Dokladniej, zbior Oy(f) sklada sig z tro-
jek (v, h, f*) gdzie v jest polem wektorowym transwersalnym do f, h funkcja
wladciwg a f* jest bliska f przy poziomicy f ~1(y), ktére spelniaja pewien
warunek poréwnawczy wzrostu na trajektoriach.

Uzywajac tego subtelnego narzedzia jakim jest zbior Oy(f) autor dowodzi
w rozdziale drugim szeregu twierdzen charakteryzujacych punkty zbioru B(f).
Gléwnym wynikiem jest Twierdzenie 4.4.7, ktore mowi, ze jezeli y jest wartos-
cig regularng funkcji gladkiej f to y € B(f) wtedy i tylko wtedy gdy
0,(f) = 0. Bardzo ciekawe i nietrywialne jest spostrzezenie (por. Wniosek
2.4.8), ze trywializacja nad wartodcig typowa (tzn. nie bifurkacyjna) moze
by¢ zawsze zrealizowana przez potok gradientu f ze wzgledu na odpowied-
nig metryke riemannowska (inaczej tensor metryczny). W ostatniej czesci
tego rozdzialu autor pokazuje jak jego podejécie pozwala interpretowaé inng
metode trywializacji (wprowadzong przez Nemethiego, Zahari¢ i Tibara)
opartg na pojeciu zbioru Milnora tzn zbioru punktéw krytycznych odw-
zorowania (f,h).

W rozdziale trzecim autor przedstawia zastosowanie swojej metody do
dowodu znanych warunkow opisujacych zbior B(f), miedzy innymi zapo-
mocg warunku pe-regularnosci Tibara i Diasa, i warunku poréwnawczego Ra-
biera. Dla mnie najciekawsze w tym rozdziale jest oslabiona wersja warunku
Malgrange'a (por. definicja zbioru Koo(f)), ktorg autor nazywa (chyba
niezbyt trafnie) warunkiem pre-Magrange’a oraz ulepszong wersje warunku
D’Acunto i Grandjeana. Mysle, ze warto zbadaé na ile warunek typu "pre"
jest bardziej efektywny z punktu widzenia wyznaczania wartoéci bifurka-
cyjnych.

Konkluzjg z tego rozdzialu jest stwierdzenie, ze wszystkie znany (i ulep-
szone) metody trywializacji mozna otrzymac z teorii rozwinigtej przez autora
w rozdziale drugim.

W rozdziale czwartym rozwija teorig trywializacji przy dodatkowych danych,
ktorymi jest pewna foliacja dziedziny funkcji. Pokazuje, Ze warunek typu
Malgrange’a, ze stalymi zaleznymi od ptatéw foliacji daje trywializacje zgodna
z zadang foliacja.

W rozdziale pigtym autor przedstawia efektywne metody znajdowania
zbiréw zawieraja cych B(f) dla wielomianu rzeczywistego f. We wsél-
nej pracy z Z. Jelonkiem (2014) podali$my pewien algorytm liczenia zbioru
Koo(f). Uzywamy w nim przestrzeni tukow wymiernych ograniczonego stop-
nia. Jak pokazuje autor tego typy podejscie pozwala takze oblicza¢ punkty
krytyczne asymptotyczne otrzymane dla wymiernego pola wektorowego v i
funkeji h takze wymiernej. Sadzg, ze ten kierunek wart jest dalszego badania.



Podsumowanie recenzji

Dysertacja zawiera nowe oryginalne podejécie do problemu trywializacji
funkcji klasy C*. Uzyskane wyniki s bardzo wartosciowe i otwierajg obiecu-
jace perspektywy dalszych badaii a w szczegolnosci charakteryzacji wartosci
bifurkacyjnych wielomianéw lub ogolniej funkeji wymiernych a nawet semi-
algebraicznych.

Redakcja tekstu jest wyjatkowo staranna, praca zawiera wiele ciekawych i
nietrywialnych przykladow. Autor wykazal si¢ doglebna znajomoscig stanu
wiedzy na tematy rozprawy.

Stwierdzam, ze przedstawiona rozprawa Michata Klepczarka spelnia wyma-
gania stawiane pracom doktorskim i wnosze o dopuszczenie autora do dal-
szych etapéw przewodu doktorskiego.

Ze wzgledu na wysoki poziom i oryginalno$¢ wprowadzanych metod, uwazam
ze przedstawiona dysertacja zastuguje na wyréznienie.
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