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Summary of the doctoral

dissertation

Let f : R” — R be a smooth function, i.e. a function of class C**° . The smallest

set B C R, relative to the inclusion relation, such that the function
flems-1m) : R*\ f7H(B) > R\ B

is a locally trivial smooth fibration is called the bifurcation set of f and denoted
by B(f). In 1969 R. Thom proved that B(f) is finite for polynomial functions
f. In general, it is well known that B(f) = Ko(f) U Boo(f), where Ko(f) is
the set of critical values of f and Buo(f) is the set of bifurcation values of f at
infinity, i.e. the set of points at which f is not locally trivial smooth fibration
outside a large ball. The computation of B, (f) is an open problem that was the
subject of research of, among others, S.A. Broughton, L.R.G. Dias, H.V.Ha,
7. Jelonek, K. Kurdyka, T. Krasinski, T.D. Lé, A. Némethi, A. Parusinski,
D. Siersma, M. Tibar, A. Zaharia.

In order to estimate the set B, (f) some conditions on the function f in
neighborhoods of fibers f~!(y) are introduced, which implies that the points
y are typical values of f (i.e. y € R\ B(f)). Frequently used examples of such

conditions are Malgrange’s condition and p,-regularity.

We say that f satisfies Malgrange’s condition at a point y € R if there exist
a neighborhood U C R of the point y and constants R, > 0 such that

IV f(z)||z| =6 for x € f1(U), |2| > R.
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By K« (f) we denote the set of asymptotic critical values of f, i.e. the set of

points where f doesn’t satisfy Malgrange’s condition:

Koo(f) ={y € R: Fae cre lim |24| = +o00, lim f(2x) =y,
k—o0 k—00
lim |z4]|V f(xy)| = 0}.
k—o00

It is well known that B (f) C Koo(f) and that the set K (f) is finite, provi-
ded f is a polynomial.

Let a € R™ and let M (f, p,) be the set of critical points of (f, p,), where
pa(z) = |v — al®>. We say that f is p,-reqular at y € R if there exists a
neighborhood U C R of y such that M(f, p,) N f~4(U) is bounded. By S,(f)

we denote the set of points at which f is not p,-regular, i.e.
Sa(f) ={y € R: Jap)>  cM(fp0) klggo |2k | = +o00, khjélo flar) =y}

Let Soo(f) = Naern Sal(f). L.R.G. Dias and M. Tibar (2015) proved that
Boo(f) C Seo(f)-

In this paper we study the problem of determining the set B (f), where
f : R™ — R is a smooth function. In this case, the set B (f) might be infinite.

Chapter 1 has an auxiliary character, where we recall some notions and the-
orems in differential geometry, algebraic and semialgebraic geometry and dif-
ferential equations. In particular, we present a result due to T. Béarta, R. Chill,
E. Fasangova (2012), which says that every ordinary differential equation with

a strict Lyapunov function is a gradient system.

In Chapter 2 we define a set th (f, D) of smooth vector fields v : D, — R",
D c D, C R" such that

&J(x)f(x) 7§ 0 forzeD.

Next, we introduce the set [f,y]? consisting of functions f* which, roughly
speaking, measures how far the points z € D are from the level set f~*(y). In
order to control how far the points x € D are from infinity, we introduce the

set of functions h satisfying the condition
() Vi, cp I [zg] = 400 = lim [A(zy)] = +oo.
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Using the above notions we define the sets O,(f), O,(f) consisting of triples
(v, h, f*) such that: for some neighborhood U of y, we have v e (f, f~1(U)),
h satisfies the condition (*) with D = f~}(U), and f* € [f, y]fj_l(U)\K for some

compact set K C R™. Moreover, we assume that the function

is bounded on solutions of the equation 2’ = v(z) in f~(U)\ (KU f~(y)) for
elements of the set O,(f). We assume that the function H is bounded on the
set f7HU)\ (K U f~!(y)) for elements of O,(f).

The main result of the doctoral thesis is Theorem 2.4.7. In this theorem
we give a description of typical values of f in terms of the sets O,(f). More

precisely, we have the following

Theorem 2.4.7. A point y is a typical value of f if and only if Oy(f) # 0.

The above theorem follows directly from Theorems 2.4.3 and 2.4.6.
In Theorem 2.4.3 we prove that if O,(f) # () then y is a typical value of

f. This result allows the construction of new conditions characterizing certain
supersets of By (f) (see i.e. Chapter 3).

In Theorem 2.4.6 we show that for every typical value y of a function
f there exist a neighborhood U of y, a vector field v e (f, f~1(U)) and
a smooth function h satisfying condition (*) with D = f~!(U) such that
H = 0,h/0,f = 0. In particular, O,(f) # 0. As a corollary we get

Corollary 2.4.8. For every typical value y of f there exists a metric tensor g
defined in a neighborhood of f~1(y) such that we can trivialize function f near

F~Yy) by integrating the gradient of f (with respect to the metric tensor g).

Next we give some special conditions implying that y is a typical value
of f. Let h satisfy the condition (*) with D = f=1(Up) \ Ky, where Uy is a
neighborhood of y and Ky C R™ is a compact set and let M(f, h, D’) be the
set of critical values of (f,h): D' — R? D' C f~(Uy) \ Ko. We have
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Theorem 2.7.2. Under the above assumptions:

a) if there exists a neighborhood U C Uy of y such that the set
M(f,h, f71(U)\ Ky) is bounded then y is a typical value of f,

b) if there exists a mneighborhood U C Uy of y such that the set
M(f,h, f~H(U)\ Ky) is unbounded but the function |Vh|/|V f| is bounded
on M(f,h, f71(U)\ K) then y is a typical value of f,

c) if for every neighborhood U C Uy of y and every compact set K D K,
the set M(f, h, f~1(U)\ K) is unbounded and the function |Vh|/|V f] is
unbounded on M(f,h, f~Y(U) \ K) then for every v €t (f, f~1(U)) we

have (v, h, f) ¢ O,(f).

We define a set S"(f) by
Sh(f) ={yeR: F(aw)ze, CM(f R\ Ko) klglgo |2k = +o00, khjgo flar) =y}

Under the assumptions of Theorem 2.7.2, we get

Corollary 2.7.5. B(f) C S"(f) U Ko(f).

In Chapter 3 we show how one can use the above theorems to get well
known conditions for trivializing a function: Ehresmann’s fibration theorem,
Fedoryuk’s condition, Malgrange’s condition, p,-regularity and others. We also
introduce some new conditions similar to Malgrange’s condition. For example,
we say that f satisfies improved pre-Malgrange’s condition at y if there exists
a neighborhood U of y such that Vf(z) # 0 for z € f~'(U) and there exist
constants R,C' > 0 and 6 < 1 such that

[f(@) =y’ YV f(@),2)| < Cla’|Vf(2)?, for x € fTHU)\ f7H(y), |2] > R.
We prove

Theorem 3.6.2. Let y be a regular value of f € C*®(R™). If [ satisfies im-
proved pre-Malgrange’s condition at y then y is a typical value of f.

In Chapter 4 we show how one can use the sets O,(f) for more precise
study of the set B(f). More precisely, given a foliation G = {Gs C R" : s € S}

8



of D C R™ we consider a set h® (f, D) of a vector fields v € (f, D) tangent to
the leaves of the foliation G. By OF(f) we denote a set of of triples (v, h, f*)
such that for some neighborhood U of y, we have v €th® (f, f~1(U)), h satisfies
the condition (*) with D = f~1(U), and f* € [f, y]gil(U)\K for some compact
set K C R™. Moreover, we assume that the function H = 9,h/0, f* is bounded
on GyN f~HU)\ (KU f~(y)) for s € S. We prove that if OF (f) # 0 then y is
a typical value of f (see Corollary 4.1.2). In particular, for a given submersion
g : Dy, — R" we introduce g-pre-Malgrange’s condition at y as follows. For
x € Dy by V9 f(z) we denote the gradient of f[;-1(4(,)). We say that f satisfies
g-pre-Malgrange’s condition at y if there exist a neighborhood U of y and a
compact set K C R" such that:

(1My) f~HU)\ K C Dy,

(2M,) V9f(x) #0 for x € f~L(U)\ K,

(3My) Vses Jooso [(z, VIf(2))] < CilzP| VO f(2)]? for x € f7HU)\ K Ng™'(s).
We have the following

Theorem 4.2.4. Let y be a regular value of f € C°(R"™). If f satisfies g-pre-
Malgrange’s condition at y then y is a typical value of f.

In Chapter 5 we give two algorithms for computing some supersets of B(f)
when f is a polynomial. The first algorithm is based on the result due to Z. Je-
lonek and K. Kurdyka (2014) and uses a finite dimensional space of rational
arcs. More precisely, let h satisfy the condition (*) with D = R™\ K for some
compact set K C R"™. Let v be a smooth vector field on R™ and suppose that the
function Oy h(2)/Ouw) f(x) is rational and let ¥, = {x € R" : 9,f(x) = 0}.
We define a set K%"'(f) such that By (f) C K%"(f) (see Corollary 5.2.3). Mo-
reover, K%"(f) can be described in terms of the set of points at which f|x,
is not proper and the set of limits of f on some rational arcs (see Theorem
5.2.4). Under the above assumptions, we provide an algorithm that allows to
decide whether the set K%"(f) is finite and compute K%"(f) in this case (see
Paragraph 5.2).



The second algorithm is based on the result due to L.R.G. Dias,
M. Tibar (2014). This algorithm computes the sets bo(AV;),71 €
I = {k € {l,.,n} = ZL # 0} of limits at infinity of f

on some rational arcs, such that B(f) \ Ko(f) < S"f) \ Ko(f)
C U,er bo(AV;) (see Corollary 2.7.5 Theorem 5.3.1).
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Wstep

Niech f : R® — R bedzie wielomianem. W 1969 roku René Thom w |[Th]

udowodnil, ze istnieje skoniczony zbior B C R taki, ze funkcja
flemg-1m) R*\ f7H(B) > R\ B

jest lokalnie trywialna wiazka klasy C'*°, to znaczy dla dowolnego y € R\ B
zbior f~1(y) jest rozmaitoscia klasy C'* i istnieje otoczenie U C R\ B punktu

y oraz odwzorowanie W, : f~1(U) — f~!(y) takie, ze odwzorowanie

U= (T, f): fHU) 22— (Wi(), f(2) € f(y) x U

jest dyfeomorfizmem klasy C*°. Najmniejszy (wzgledem relacji inklucji) zbior
B taki, ze funkcja flgm 15y : R" \ f71(B) — R\ B jest lokalnie trywialng
wiazka klasy C'*° nazywamy zbiorem wartosci bifurkacyjnych funkcji f i ozna-
czamy przez B(f) (por. def. s. 28). Wiadomo, ze B(f) = Ko(f)U B (f), gdzie
Ko(f) jest zbiorem wartosci krytycznych funkcji f, a By (f) jest zbiorem war-
tosci bifurkacyjnych w nieskoriczonosci funkeji f (patrz s. 29). W przypadku
n =2, M. Coste i M.J. de la Puente w pracy [CP] podali efektywny algorytm
pozwalajacy na wyznaczenie zbioru B(f) (w przypadku zespolonym zrobili to
H.V. Ha i D.T. Lé [HL| oraz M. Suzuki [Su]). W ogoélnej sytuacji efektywne

wyznaczenie zbioru B(f) jest wciaz zagadnieniem otwartym.

W wielu pracach pojawiaja sie rézne warunki pozwalajace na oszacowa-
nie zbioru wartosci bifurkacyjnych. Jednym z nich jest warunek Malgrange’a.
Powiemy, ze funkcja f spelia warunek Malgrange’a w punkcie y (por. s. 88),

jezeli istnieja otoczenie U C R punktu y oraz state R, > 0 takie, ze

(M) Vi@l =6 dlaze ), |1 > R

!Odwzorowanie ¥ nazywamy trywializacja funkcji f.
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Zbior punktow, w ktoérych nie jest spelniony warunek Malgrange’a, oznaczamy
Ko (f) 1 nazywamy zbiorem asymptotycznych wartosci krytycznych. Latwo

sprawdzamy, ze

Kool f) = {y € R : 32 e Jim || = o0, lim f(z) = v,
lim [V f (2] = 0},
k—o0

Wiadomo, ze zachodzi inkluzja B (f) C Koo(f). Dowod tego faktu mozna
znalez¢ w pracach A. Parusinskiego [Pa| oraz P. Rabiera [Ra]. Ponadto, dla
funkeji wielomianowej f zbior K. (f) jest skoniczony, co udowodnili miedzy in-
nymi K. Kurdyka, A. Parusinski i T. Mostowski [KMP]|, K. Kurdyka, P. Orro i
S. Simon [KOS]|, Z. Jelonek i K. Kurdyka [JK1]| (patrz réwniez prace J. Gwoz-
dziewicza i S. Spodziei |GS| oraz S. Spodziei [Sp|). Z. Jelonek i K. Kurdyka w
[JK1] i [JK2| podali tez efektywne metody wyznaczania zbioru K (f).

Innym warunkiem kontrolujagcym zachowanie sie funkcji f w nieskonczo-
nosci jest warunek p,-regularnosci. Ustalmy a € R™ i niech M(f, p,) bedzie
zbiorem punktéw krytycznych odwzorowania (f, p,), gdzie p,(z) = |z — al?.
Powiemy, ze funkcja f nie spelnia warunek p,-regularnosci w punkcie y, lub
ze punkt y jest wartoscig p,-nieregularng funkcji gtadkiej f, jezeli istnieje ciag
()52, C M(f, pa) taki, ze I}i)rrolo |zk| = 400 oraz kh_}rgo f(zx) =y (por. s. 90).
Zbior wszystkich wartosci p,-nieregularnych funkcji f bedziemy oznaczaé przez

Sa(f). Oczywiscie zachodzi
Sa(f) = {y ceR: 3($k)z°:1CM(f,pa) l<:h—>rg<> |xk’| = —l—OO, kzh—>rgo f($k) = y}

Oznaczmy S (f) = (\,ern Sa(f)- L.R.G. Dias i M. Tibar w [DT] udowodnili,
7€ Boo(f) C Sso(f) (por. prace M. Tibara [Ti2] oraz A. Némethiego i A. Zaharii
[NZ]). W przypadku gdy f jest wielomianem zachodzi réwniez So(f) C Koo(f)
(patrz prace G. Skalskiego [Sk| oraz prace Y. Chena, L.R.G. Diasa, K. Ta-
keuchiego, M. Tibara [CDTT]). W pracy [DT| mozna znalezé efektywny opis
pewnego nadzbioru zbioru S (f) zawartego w zbiorze Koo (f).

W wielu pracach autorzy przytaczaja réwniez inne podobne warunki kon-
trolujace zachowanie funkcji f w nieskoniczonosci takie, jak warunek Fedory-
uk’a [Fe| rozwazany miedzy innymi przez S.A. Broughtona [Brl], [Br2] (patrz

tez strona 87), warunek t-regularnosci rozwazany przez D. Siersme i M. Tibara
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[ST| oraz M. Tibara [Ti2|, czy tez warunki o charakterze topologicznym jak
stalo§é¢ charakterystyki Eulera poziomic funkcji? uzywana przez A. Parusin-
skiego |[Pa| oraz przez H.V. Ha i D.T. Lé [HL| lub inne warunki o charakterze
topologicznym (patrz np. prace M. Tibara i A. Zaharii [TZ]).

W pracy zajmujemy sie zagadnieniem wyznaczania zbioru B(f) w przy-
padku, gdy funkcja f : R™ — R jest gltadka (to znaczy jest klasy C*).
W tym przypadku, w odréznieniu od sytuacji wielomianowej, zbior B(f)
moze okazaé sie nieskonczony. Co wiecej, rozwazajac na przyktad funkcje
f(z,y) == 5= (siny(zsiny — 1) + 2y) zauwazamy, ze Bso(f) = Z, a wiec zbior
Boo(f) nie musi by¢ skoniczony réwniez w przypadku funkcji analitycznej f
(patrz przyktad 1.6.2).

Rozdziat 1 ma charakter pomocniczy. Przedstawiamy w nim pojecia i twier-
dzenia z zakresu geometrii rézniczkowej, geometrii algebraicznej i semialge-
braicznej oraz rownan rozniczkowych wykorzystywane dalej w pracy. W szcze-
gblnosci przytaczamy w nim twierdzenie 1.4.1 pochodzace z pracy T. Barta,
R. Chilli, E. Fagangova, [BCF, Theorem 1| mowiace, ze kazdy normalny uktad
réwnan rozniczkowych zwyczajnych z funkeja Lapunowa (patrz def. s. 25) jest

uktadem gradientowym dla pewnego tensora metrycznego g.

Rozdzial 2 rozpoczynamy od przedstawienia narzedzi wykorzystywanych
do konstrukeji trywializacji funkeji. Trywializacje W funkcji f bedziemy budo-
waé calkujac® pewne gladkie pole wektorowe v. Naturalnym warunkiem, jaki
nalezy nalozy¢ na pole wektorowe v, aby uzyskane w ten sposoéb odwzorowanie
U byto dyfeomorfizmem, jest transwersalnosé¢ rozwigzan uktadu réwnan roz-
niczkowych 2’ = v(x) do poziomic funkcji f. W tym celu wyrézniamy zbior
M (f, D) gtadkich pol wektorowych v : D, — R"™, D C D, spehiajacych waru-
nek

Ov@) f(x) #0 dlax € D,
(patrz s. 40). Dalej wprowadzamy pojecie funkcji v-kontrolowalnej w punkcie
y i konstruujemy trywializacje takiej funkcji f w otoczeniu poziomicy f~!(y)

(patrz lemat 2.2.1 oraz lemat 2.2.2 dla trywializacji w nieskoriczonosci).

2Przez poziomice funkcji f (zamiennie wtokno funkcji f) rozumiemy zbiory postaci f~*(y)

dla y € R.
3Dokladniej, bedziemy uzywali rozwigzania ogolnego uktadu réwnan z parametrem zwig-

zanego z polem wektorowym v.

13



Aby konstrukcja trywializacji funkcji f w otoczeniu f~!'(U) poziomicy

f~Y(y) byla poprawna, trajektorie pola

y — f(xo)

wychodzace z punktow zo € f~1(U) powinny przecia¢ zbior f~1(y). W ce-
lu mozliwosci sprawdzenia tego warunku wprowadzamy rodzine funkcji [f, y|?
(patrz s. 54). Elementy f* tej rodziny w pewnym sensie mierza odlegtosci
punktéw z € D od poziomicy f~'(y). Za odpowiednie mierzenie "odleglosci
punktow ze zbioru D C R™ od nieskoriczonosdci" sa odpowiedzialne funkcje
majace wlasnos¢ wlasciwosci na zbiorze D, to jest funkcje h spetniajace naste-

pujacy warunek
(o, cp lim [ax] = +o00 = lim [A(wr)| = +oc.

Pojecia te wykorzystujemy do zdefiniowania zbioréw O,(f),O,(f) sktadaja-
cych sie z trojek (v, h, f*), gdzie v jest gltadkim polem wektorowym trans-
wersalnym do poziomic funkcji f w otoczeniu f~1(U) wiokna f~1(y) (tj.
v e (f,f1(U)), h jest funkcja majaca wlasnosé wlasciwosci na zbiorze
f~YU), a funkcja f* € [f, y]f,_l(U)\K dla pewnego zbioru zwartego K C R"
(patrz def. s. 58). Dodatkowo, w przypadku elementéw zbioru O, (f), wyma-
gamy aby funkcja

Op(s (T
H(z):= @ *( )
byla ograniczona na rozwiazaniach réownania 2’ = v(x) przebiegajacych w

fYU) \ K. Funkcja H (w pewnym sensie) poréwnuje predkosé¢ uciekania do
nieskoriczonosci trajektorii z predkoscig zblizania sie do poziomicy f~!(y), za-
tem jej ograniczono$¢ implikuje osiggniecie przez trajektorie zbioru f~!(y).
W przypadku elementéw zbioru O, (f) zadamy, aby funkcja H byta funkcja

ograniczona.

Glownym twierdzeniem pracy jest twierdzenie 2.4.7 (patrz s. 65) opisujace
wartosci bifurkacyjne y funkeji gtadkiej f w terminach zbioru O, ( f). Méwi ono,
ze jezeli y jest wartoscia regularna funkeji f, to y € B(f) wtedy i tylko wtedy
gdy O,(f) = 0. Powyzsza réwnowazno$¢ wynika bezposrednio z twierdzenia

2.4.3 oraz twierdzenia 2.4.6.

14



Twierdzenie 2.4.3 (patrz s. 60) pokazuje, ze jezeli O,(f) # 0, to punkt y
jest wartodcig typowa* funkcji f. Twierdzenie 2.4.5 jest wnioskiem z powyzsze-
go twierdzenia, w ktérym zbior O, (f) zostal zastapiony zbiorem O, (f) (patrz
s. 62). Twierdzenie to pozwala na konstrukcje nowych warunkéw charakte-
ryzujacych pewne nadzbiory zbioru By (f) zaleznych od wyboru pola trans-
wersalnego do poziomic funkcji f, funkeji z rodziny [f, y]{j_l(U)\K oraz funkcji

o wlasnosci wlasciwosci na zbiorze f~1(U) \ K.

Twierdzenie 2.4.6 (patrz s. 62) mowi, ze dla dowolnej wartosci typowej y
funkcji f istnieje otoczenie U punktu y, pole v €t (f, f~1(U)) oraz funkcja
gladka h spelniajaca warunek wlasciwosci na zbiorze f~!(U) takie, ze H(x) = 0
dla x € f~Y(U). W szczegdlnosei zachodzi wtedy O,(f) # 0. Z powyzszego
twierdzenia wynika, ze dla dowolnej wartosci typowej y funkcji f istnieje ten-
sor metryczny g okreslony w otoczeniu poziomicy f~!(y) taki, ze calkowanie
gradientu (wzgledem tensora metrycznego ¢g) funkcji f prowadzi do trywiali-

zacji funkcji f (patrz wniosek 2.4.8) .

W paragrafie 2.7, w twierdzeniu 2.7.2 (patrz s. 76) oraz twierdzeniu
2.7.4 (patrz s. 78), podajemy pewne szczegélne warunki, zwiazang ze zbio-
rami O, (f), gwarantujace typowos¢ wartosci y funkeji f. Dokladniej, ustalmy
funkcje h majaca wlasno$¢ wlasciwosci w otoczeniu nieskoriczonosci i niech
M(f,h, f71(U) \ K) bedzie zbiorem punktow krytycznych odwzorowania
(f,h) : fFLU)\ K — R?, gdzie K C R" jest pewnym zbiorem zwartym,
a U C R jest otoczeniem punktu y. W czesci a) twierdzenia 2.7.2 pokazu-
jemy, ze jesli zbior M (f,h, f~1(U) \ K) jest ograniczony to y jest wartoscia
typowa funkcji f. W szczegolnosci wynika z tego (patrz wniosek 2.7.5), ze
B(f) C S"(f) U Ko(f), gdzie S"(f) jest zbiorem postaci

S*(f) = {y € R: e cm(pnrm\k) Jim |z = fo0, lim f(zx) = y}.

W czedci b) twierdzenia 2.7.2 dowodzimy, ze jezeli zbior M(f, h, f~(U) \
K) jest nieograniczony i funkcja |Vh|/|Vf| jest funkcja ograniczona na
M(f,h, f75U) \ K) to y jest warto$cia typowa funkcji f. Czes¢ c) twier-
dzenia 2.7.2 pokazuje, ze czesci a) i b) twierdzenia 2.7.2 sa w pewnym sensie

optymalnym zastosowaniem twierdzenia 2.4.5 przy ustalonej funkcji h. Warto

4Punkty y € R nie bedace warto$ciami bifurkacyjnymi funkcji f nazywamy wartogciami

typowymi funkcji f (por. def. s. 28).
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zauwazy¢, ze w przypadku funkcji wielomianowej f zalozenia podpunktu b)

nie sa spetnione (por. uwaga 2.7.8).

W rozdziale 3 pokazujemy, w jaki sposob stosowaé twierdzenia 2.4.51 2.7.2,
aby uzyska¢ znane warunki na trywializacje funkcji takie jak: warunek Ehre-
smann’a, warunek Fedoryuk’a, warunek Malgrange’a, warunek p,-regularnosci
i inne. Wigkszos¢ dowodéw w tym rozdziale polega na odgadnieciu trojki
(v, h, f*) odpowiedniej do danego warunku i zastosowaniu twierdzenia 2.4.5.
W ten sposob odkryjemy réwniez pewne nowe warunki (patrz warunek pre-
Malgrange’a na s. 88 oraz ulepszony warunek pre-Malgrange’a na s. 96) zbli-

zone do oryginalnego warunku Malgrange’a.

W rozdziale 4 przedstawiamy, w jaki sposob mozna zastosowac zbiory Ey( f)
i twierdzenie 2.4.3 do badania zbioru B(f). Na przykladzie warunku Mal-
grange’a pokazujemy, jak wykorzystac foliacje (patrz s. 99) otoczenia f~1(U)
poziomicy f~!(y) do formulowania nowych warunkow typu Malgrange’a na

poszczegdlnych foliach (patrz twierdzenie 4.1.5 i twierdzenie 4.2.4).

Rozdzial 5 poswiecony jest efektywnym algorytmom, ktore pozwalaja wy-
znaczaé¢ pewne nadzbiory zbioru B(f) w przypadku, gdy funkcja f jest wie-
lomianem. Uzywamy tutaj metody zaczerpnictej od Z. Jelonka i K. Kurdyki
[JK2] wykorzystujacej pojecie tukow wymiernych (patrz def. s. 110). Doktad-
niej, niech h bedzie funkcja o wtlasnosci wtasciwosci na pewnym otoczeniu
nieskoriczonosci (tj. na dopelnieniu pewnego zbioru zwartego w R™) i niech
v bedzie gtadkim polem wektorowym. Zalézmy, ze funkcja Oyz)h(x) /0y f ()
jest funkcja wymierna. W paragrafie 5.2 okreslamy zbior K%"(f) zawierajacy
zbior B (f) (patrz def. s. 115 oraz wniosek 5.2.3). Przy powyzszych zalo-
zeniach, podajemy algorytm pozwalajacy w sposéb efektywny rozstrzygnaé,
czy zbior K2"(f) jest skoniczony i wyznaczy¢ zbior K%"(f) w tym przypadku
(poréwnaj uwage 5.2.1, twierdzenie 5.2.4 oraz algorytm ze str. 116). W szcze-
golnosci, jesli przyjmiemy v = V f oraz h(x) = In|z| dla = # 0 to otrzymamy
zbior KU (f) zawierajacy sie w zbiorze K. (f). Warto odnotowaé, ze zbior
tukéw wymiernych rozwazamy w przestrzeni wyzej wymiarowej niz w pracy
[JK2| (por. uwage 5.2.5). W paragrafie 5.3 podajemy algorytm pozwalajacy
oszacowaé zbior S*(f) (patrz twierdzenie 5.3.1 i algorytm na s. 123) przy pew-
nych zalozeniach narzuconych na funkcje h (patrz s. 120). Paragraf ten byl

inspirawany praca [DT).
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Rozdzial 1

Preliminaria

W tym rozdziale wprowadzimy podstawowe oznaczenia i przypomnimy ele-
mentarne fakty z zakresu funkcji gtadkich, funkeji semialgebraicznych, réwnan

rozniczkowych i punktéow bifurkacyjnych funkcji, przydatne w dalszym ciagu

pracy.

1.1 Oznaczenia

Symbolami R, C bedziemy oznacza¢ odpowiednio ciato liczb rzeczywistych
i cialo liczb zespolonych. Przez R, bedziemy oznaczali zbiér liczb rzeczywi-
stych dodatnich, przez R} zbior liczb rzeczywistych nieujemnych, a przez R*
zbior liczb rzeczywistych réznych od 0. Przez N bedziemy oznaczali zbior liczb
naturalnych. Zaktadamy, ze 0 ¢ N. Przyjmijmy No = NU {0}.

Lloczynem skalarnym w przestrzeni R"” nazywamy funkcje
) R"xR*"—= R
spetniajaca nastepujace warunki:
i) (ax + by|z) = a(z, z) + b(y|z) dla dowolnych a,b € Ri z,y,z € R™,
ii) (z|ly) = (y|z) dla dowolnych =,y € R",
iii) (z]z) > 0 oraz (z|z) = 0 < x = 0 dla dowolnego = € R".
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Normg w przestrzeni R" wyznaczong przez iloczyn skalarny (+|-) : R™ x

R™ — R nazywamy funkcje || - || : R — R okreslona nastepujacym wzorem

lz|| = v/ (z]z) dla x € R™.

Przy ustalonym iloczynie skalarnym w przestrzeni R™ powiemy, ze wektory
v,w € R" sa prostopadle, jezeli (v,w) = 0. Jezeli wektory v,w € R" sa

prostopadte to piszemy pisa¢ v L w.

Standardowym iloczynem skalarnym w przestrzeni R" nazywamy funkcje
(-,-) : R" x R — R okreslong wzorem:

(x,y) =211 + oo + Ty dlaz = (21,...,2,), Y= (Y1, -, Yn)-

Przez mnorme Fuklidesowg w przestrzeni R"™ rozumiemy funkcje

R™ 35 z + |z| € RY okreslong wzorem
|z = V/{z, 7).
Niech A C R™. Przez lin A oznaczamy podprzestrzeni liniowa przestrzeni
R" rozpieta na zbiorze A, to znaczy okreslona w nastepujacy sposéb
lin A :={a1x; + ... + @z : a1,...,a ER,  z1,...,x € A}.

Niech A C R". Przez A+ bedziemy oznacza¢ dopelnienie liniowe zbioru A

okreslone wzorem

At ={z eR": (x,y) =0dlay c A}.

1.2 Funkcje gladkie, tensor metryczny

Niech M bedzie gtadka rozmaitoscia rézniczkows. Dla dowolnego punktu x €
M przez T, M bedziemy oznaczaé przestrzen styczng do M w punkcie x.

Niech M, N beda rozmaitoéciami rozniczkowymi. Przez C*(M, N') bedzie-
my oznaczaé zbior wszystkich odwzorowan f : M — N klasy C*. W szczegol-
nosci, zbior wszystkich odwzorowan gladkich (to jest klasy C*°) z rozmaitosci
M o wartosciach w rozmaitosci N bedziemy oznacza¢ symbolem C*°(M, N).
Dla skrocenia zapisu, zamiast C*(D,R) bedziemy pisa¢ C*(D) .
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Jezeli f € CY(M,N),z € M, to przez df (z) : T,M — Ty N bedziemy
oznaczaé¢ rozniczke funkcji f w punkcie x.

Niech D C R" bedzie zbiorem otwartym. Elementy zbioru C*°(D,R™) be-
dziemy nazywaé gtadkimi polami wektorowymi na zbiorze D. Wezmy dowolne
f € C=(Dy) oraz v € C*(D,,R"), gdzie Dy, D, C R"™ sa zbiorami otwar-
tymi. Ustalmy « € Dy N D,. Przez Oyy)f(z) bedziemy oznaczali pochodna
kierunkows funkcji f w punkcie x w kierunku pola v, to znaczy

Do f () 1= lim L&) = J(@)

t—0 t

lub réwnowaznie

Ou f(2) = (5 F(a + tu(@)],_,

Niech D C R" bedzie zbiorem otwartym. Zatozmy, ze dla dowolnego punktu
x € D okreslony jest iloczyn skalarny g, w przestrzeni R". Jezeli ponadto dla

dowolnych v, w € C*°(D,R") odwzorowanie
g: D>z g.(v(z),w(x)) eR

jest gladkie, to odwzorowanie = — ¢, nazywamy tensorem metrycznym na
zbiorze D.

Niech m,n € N. Symbolem M,,y, bedziemy oznaczaé¢ zbiér wszystkich
macierzy o m wierszach i n kolumnach o wspoétczynnikach z ciata R. Przez
I € M, ., bedziemy oznacza¢ macierz jednostkowa , tj. I = [J; j]1<ij<n, gdzie
0;;j =1,gdyi = jorazd;; = 0,gdy ¢ # j. Niech g bedzie tensorem metrycznym

na zbiorze otwartym D C R". Gtadkie pole macierzowe
(1.1) D > 2 — [gij(2))1<ij<n € Mupxn
okreslone wzorami

(1.2) Gij(x) = gz(ei(x),e;(z)) dlax € D

bedziemy nazywa¢ polem macierzy wspotrzednych tensora metrycznego g w
bazie standardowej (e, ..., e, ), gdzie e; sa gltadkimi polami wektorowymi w R”

okreslonymi wzorem
(13) (61((13))] = 52’,]’ dla z € D, l,j € {1, ,n}

19



Wiadomo, ze dla © € D macierz [g;;(%)]1<ij<n jest symetryczna i dodatnio
okreslona.

Niech D C R" bedzie zbiorem otwartym i f € C*(D). Zalozmy, ze w
zbiorze D okredlony jest tensor metryczny g. Przez V,f bedziemy oznaczaé

jedyne gtadkie pole wektorowe na D takie, ze
(14) gVl (@),0(x)) = B f(z) dla € D, v € C=(D,R").

Pole V,f nazywamy gradientem funkcji f wzgledem tensora metrycznego g.

Pole V, f mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob

(1.5) Vof() = Y g7()0,f(x)e;(x) dla z € D,

1<i,5<n

gdzie dla ustalonego x € U macierz [¢”(z)]1<ij<n € Mnxn jest macierza od-
wrotna do macierzy [g:;(2)]i<ij<n € Muxn okreslonej réwnaniami (1.2). W
przypadku, gdy tensor metryczny pochodzi od standardowego iloczynu skalar-
nego, to jest

gz(v(z),w(x)) = (v(z),w(x)) =€ D, v, weC®D),

to pole wektorowe V, f oznaczamy przez V f. Wowczas, na mocy wzoru (1.5),

zachodzi 5 5 5
Vf(z)= (a—i(x),a—:i(x),,%(a:)) reD.

Powiemy, ze punkt y € R jest wartosciqg reqularng funkcji f jezeli

Vo /(@) #0dlaze f(y).

Wiadomo, ze pojecie wartosci regularnej nie zalezy od wyboru tensora me-
trycznego w D. Ponadto, zachodzi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.1. Jezeli punkt y € R jest wartosciq reqularng funkcji f, to
f~Y(y) jest hiperpowierzchniq w D oraz pole VIf jest prostopadte do hiperpo-

wierzchni f~(y), doktadniej zachodzi

9:(Vgf(x),v) =0 dlaz € f(y), v e Tf (y).
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1.3 Uklady réwnan rézniczkowych

W tym paragrafie przedstawimy podstawowe pojecia i wlasnosci dotyczace
uktadow réwnan rézniczkowych. Podane bez dowodéw twierdzenia mozna zna-
lez¢ na przyklad w [Ha| lub [Kal.

W celu skrocenia zapisu punkty (¢, zy,...,2,) przestrzeni R*™! bedziemy
zapisywali jako (¢, x).

Niech dany bedzie obszar G C R™™! i odwzorowanie ciagle
F=(fi,....fn): G = R"

Uktadem normalnym pierwszego rzedu nazywamy uktad

lub krocej
(1.6) ' = F(t,z).
Rozwigzaniem uktadu (1.6) nazywamy kazde odwzorowanie

Y= (’717 777‘&) I — R"

okreslone na przedziale I C R, rézniczkowalne na [ i takie, ze dla kazdego
tel, (t,y(t) € Gi~(t) = F(t,v(t)). Mowimy, ze rozwiazanie v* : [* — R"
rownania (1) jest przedtuzeniem rozwigzania v : I — R, jesi I C I* i v} =
~v. Jesli I # I*, to przedtuzenie nazywamy wlasciwym. Rozwigzanie, ktore
nie ma zadnego przedtuzenia wtasciwego, nazywamy rozwigzaniem integralnym
(globalnym,).

Jezeli G = R x W oraz F(t,z) = v(z) dla pewnego ciaglego odwzorowania

v:W =R" avy:(a,f) = W jest integralnym rozwiazaniem uktadu
(1.7) ' =wv(z),
to mowimy, ze vy jest trajektoriq pola v.
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Niech T ¢ G C R x R". Moéwimy, ze odwzorowanie F' spetnia warunek
Lipschitza na'T' ze wzgledu na x, gdy istnieje stata L > 0 taka, ze dla dowolnych
(t,x),(t,z*) € T,t € R, z,z* € R" mamy

Mowimy, ze odwzorowanie F' spetnia lokalnie warunek Lipschitza ze wzgledu
na x, gdy dla kazdego (7,m) € G istnieje otoczenie U C G tego punktu, takie

ze odwzorowanie F' spelnia warunek Lipschitza na U ze wzgledu na x.

Przypomnijmy teraz twierdzenie Picarda-Lindel6fa o istnieniu i jednoznacz-
nosci dla uktadéw réwnan rozniczkowych (patrz [Ka, Twierdzenie I 5.1, Lemat
I 5.2|, [Ha, Theorem II.1.1, Theorem II.3.1]).

Twierdzenie 1.3.1. (O istnieniu i jednoznacznos$ci) Jezeli odwzorowanie
F: G — R" jest ciggte 1 spetnia lokalnie warunek Lipschitza ze wzgledu na x, to
przez kazdy punkt (1,m) € G przechodzi doktadnie jedno rozwigzanie integralne

uktadu réwnan (1.6). Rozwigzanie to jest okreslone w przedziale otwartym.

Mowimy, ze dla uktadu (1.6) zachodzi globalna jednoznaczno$é rozwigzan,
gdy przez kazdy punkt (7,7) € G przechodzi dokladnie jedno rozwiazanie
integralne uktadu (1.6). Rozwiazanie to oznaczamy ~(7,n) : I(1,n) — R",

gdzie I(7,n) C R jest przedzialem otwartym. Spelnia ono warunek poczatkowy

y(r,m)(T) =n.

Kluczowym pojeciem pozwalajacym wyznaczy¢ trywializacje funkcji f bedzie
pojecie rozwiazania ogolnego. Zalozmy, ze dla uktadu (1.6) zachodzi globalna
jednoznaczno$é rozwigzan. Okreslmy zbiér V' i odwzorowanie ® : V' — R" w

nastepujacy sposob
V=A{(r,n,t) ERxR"xR:(r,n) G, tel(r,n)}
(7, n,t) =~(m,0)@), (r,n,t) € V.

Odwzorowanie ® nazywamy rozwigzaniem ogélnym uktadu réwnarn (1.6).

Rozwigzanie ogolne uktadu (1.6) jest tej samej klasy co wystepujace w nim
odwzorowanie F'. Doktadniej, zachodzi nastepujace twierdzenie (poréwnaj [Ha,
Corollary 4.1] oraz [Sk, Twierdzenie 1.2.10]).
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Twierdzenie 1.3.2. (O klasie rozwiazania ogélnego) Niech F': G — R"
bedzie odwzorowaniem klasy C™, wtedy rozwigzanie ogolne ® : V — R™ uktadu

(1.6) jest odwzorowaniem klasy C™.

Ponizej przedstawimy wykorzystywane w pracy twierdzenie wigzace obrazy

rozwiazan integralnych pochodzacych od pél wektorowych v i av odpowiednio.

Twierdzenie 1.3.3. Niech W C R" bedzie zbiorem otwartym. Niech
v: W — R" bedzie gtadkim polem wektorowym spetniajgcym warunek v(zx) # 0
dla x € W. Niech a : W — R bedzie funkcjg gtadkg. W zbiorze G = R x W

rozwazmy nastepujgce uktady rownan rozniczkowych

(1.8) ' =w(x),

(1.9) ' = a(z)v(x).

Oznaczmy przez o1 : 11 — G,y Iy — G rozwigzania integralne odpowiednio
uktadow (1.8) i (1.9). Zalézmy, zZe rozwigzania 1, ps przechodzq przez punkt
xo € W, doktadniej

(1.10) v1(t1) = @a(te) = x¢ dla pewnych ty € Iy, ty € Is.

Zachodzi wtedy
p2(12) C pr(1).

Dowadd. Okreslmy zbior
I := {t € [2 . g02(t) S @1([1)}

Pokazemy, ze zbiér I jest zbiorem domknietym w [5. Rozwazmy dowolny ciag
€ I,]}LIEO t7 = t2 € I. Z okreslenia zbioru I istnieje ciag ¢} € I; taki, ze
©1(t}) = pa(t?). Przechodzac ewentualnie do podciagow, mozemy zalozy¢, ze
ciag (t1)%°, jest monotoniczny. Poniewaz

lim (t1) = lim @a(2) = pa(t3) = 7 € W

k—o0 k—o0
iv(zo) # 0dlaz € W, to ciag (£},)5°, jest ograniczony i wobec monotonicznosci

ciagu (¢})%,, mamy Jim ti =: t} € R. Z twierdzenia o przedluzaniu rozwiazan
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wynika, ze t} € I,. Zatem, wobec ciaglosci o1, @o, dostajemy o(t3) = 1 (¢3),
co daje t3 € I i koticzy dow6d domknietosci zbioru I w zbiorze Is.

Pokazemy teraz, ze zbior I jest zbiorem otwartym. Wezmy dowolny punkt
to € I. Z okreslenia zbioru [ istnieje ¢; € Iy takie, ze pso(ts) = ¢1(t1). Niech

[ J — I bedzie rozwigzaniem integralnym réwnania

/

2 =alei(2)),

spelniajacym warunek poczatkowy [(t3) = ¢1. OkreSlmy ® : J — W nastepu-
jacym wzorem

O(t) = pr(U(t)) dla t € J.
Wtedy dla t € J zachodzi

(1) = a(ei(U(1))) @1 (1(1)) = ale:(I(1)))v(r(U(t))) = a(@(t))v(R(1))

D(ta) = p1(l(t2)) = p1(t1) = wa(t2).

Zatem P jest rozwiazaniem uktadu (1.9) spelniajacym warunek ®(t2) = @a(t2).
Na mocy twierdzenia 1.3.1 otrzymujemy ®|; = @o|;. W szczegdlnosci dla t € J

zachodzi

pa(t) = (t) = pi(l(t)) C pi(f1),
co dowodzi, ze przedziat J jest otwartym otoczeniem ¢y i J C [. Zatem [
jest zbiorem otwartym. Reasumujac, I jest zbiorem otwartym i domknietym w

zbiorze spojnym Io. Z zatozenia, ze rozwigzania (1, @2 przechodza przez punkt
xo € W, dostajemy I # (). To daje I = I, i koriczy dowdod. H

Bezposrednio z twierdzenia 1.3.3 dostajemy

Witlasno$é 1.3.4. Przy zatozeniach i oznaczeniach jak w twierdzeniu 1.3.3,

jezeli a(x) # 0 dla v € W to

pa(l2) = ¢1(h).

Dowdd. 7 twierdzenia 1.3.3 dostajemy @o(lz) C  ¢1(I;). Rozwazajac
uktady réwnan rozniczkowych 2z’ = w(x) oraz 2/ = a(x)w(z), gdzie

w(r) = ﬁv(az) dla x € W otrzymujemy inkluzje odwrotna. To daje teze. [J
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1.4 Funkcja Lapunowa

Rozwazmy uktad réwnan rozniczkowych postaci (1.7) (tj. 2/ = v(x), x € W).

Powiemy, ze funkcja E € CY(W) jest funkcjq Lapunowa dla ukladu (1.7), jezeli
(1.11) dE(x)(v(z)) = Oy E(x) >0 dla x € W, v(x) # 0.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja Lapunowa po ztozeniu z dowolnym rozwigzaniem

uktadu (1.7) jest niemalejaca.

Uktad réwnan rézniczkowych postaci
(1.12) r' =V, F(z),

gdzie F € C1(W), a g jest tensorem metrycznym na zbiorze W, bedziemy na-
zywacé uktadem gradientowym na W. W tym przypadku funkcja F jest funkcja
Lapunowa dla ukladu (1.12). W pracy [BCF, Theorem 1] autorzy udowodnili

twierdzenie odwrotne do powyzszej obserwacji.

Twierdzenie 1.4.1. Niech M bedzie rozmaitoscig rozniczkowq, niech
v € C°(M,R") i niech E € C'(M) bedzie funkcja Lapunowa dla uktadu réw-
nan rézniczkowych x' = v(x). Istnieje wtedy tensor metryczny g, okreslony na
zhiorze M == {x € M :v(z) # 0} taki, ze

V,E(z) =v(z) dlax € M.
W szczegolnoséi uktad ©' = v(z) jest uktadem gradientowym na M.

Dla pelnosci pracy, przedstawimy wersje powyzszego twierdzenia wraz z

dowodem wykorzystywang w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 1.4.2. Niech W C R" bedzie zbiorem otwartym, niech v &€
C®(W,R™), v(z) # 0 dlax € W i niech E € C°(W) bedzie funkcjg Lapunowa
dla uktadu réwnan rézniczkowych x' = v(x). Istnieje wtedy tensor metryczny

g okreslony na zbiorze W taki, ze
(1.13) V,E(z) =v(z) dla x € W.
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Dowdd. Dla dowolnego pola w € C®(W,R") rozwazmy pola wgy,w; €

C> (W, R™) okreslone wzorami

dE(z)(w(z))

E@wE)
JE(0)(0(0) (), = € W.

dE(z)(v(z))

v(x), wi(x) =

Na mocy (1.11) pola wg,w; sa poprawnie okreslone. Ponadto dla w,u €
C*>*(W,R"™) i dowolnego = € W zachodza réwnosci

w(x) = wo(x) + wy(z),
(w+u)o(x) = wo(x) +ug(x), (w4 u)i(zr)=wi(z)+ ui(z),

dE(z)(w(r)) = dE(z)(w(r)).

Niech g oznacza dowolny tensor metryczny na zbiorze W. Dla dowolnych pol

w,u € C°(W,R") idla z € W okreslamy wartos$¢ tensora metrycznego g jako

(dE(z)(w(2)))(dE(z)(u(z)))
dE(x)(v(z)) '

gz (w(x), u(x)) = ga(wo(x), uo(x)) +

Oczywiscie g,(-,-) jest gltadka forma dwuliniowa i symetryczna. Pokazemy, ze
gz(+, ) jest dodatnio okreslona. Wezmy dolne pole w € C*°(W,R"). Dlaxz € W

mamy

(dE(x)(w(r)))*
dE(z)(v(z))

ga(w(), w(z)) = gu(wo(x), wo(x)) + > 0,

wobec (1.11). Ponadto dla x € W
ge(w(z), w(r)) = 0 & go(wo(z), wo(z)) = 0N (dE(z)(w(x))) = 0 <

wo(z) =0Awi(z) =0 < w(z) =0,

co koriczy dowdd dodatniej okreslonaosci formy g, (-, ). Pozostaje udowodnié
rownosé (1.13). Dla dowolnego pola w € C*°(W,R") i z € W, mamy

g=(v(2), w(2)) = Gu(vo(x), wo(x)) + (dE(x)(w(x)))
=04 9:(VaE(z), w(z)) = 9:(VyE(2), w(z)),

co dowodzi réwnania (1.13) i konczy dowod. O
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1.5 Punkty niewlasciwosci odwzorowania

Niech X, Y beda przestrzeniami topologicznymi.

Odwzorowanie ciagte F' : X — Y bedziemy nazywaé¢ odwzorowaniem wta-

Sciwym, jezeli dla kazdego zbioru zwartego K C Y zbior F7!(K) jest zwarty.

Powiemy, ze odwzorowanie ciaglte F' : X — Y jest wlasciwe w punk-
cie y € Y, jezeli istnieje otoczenie U C Y punktu y takie, ze obciecie
Flp-1y : F7H(U) = U jest odwzorowaniem wlasciwym. W przeciwnym razie
mowimy, ze odwzorowanie F' : X — Y jest niewtasciwe w punkcie y € Y.
Punkty y € Y, w ktorych odwzorowanie F' jest niewtasciwe nazywamy punk-
tami niewtasciwosci odwzorowania F (patrz np. [Je|). Jezeli X C R Y C R™,
to zbior wszystkich punktéow niewlasciwosci odwzorowania F' zawiera w sobie

podzbior
Spi={y € Y|Fw1ocx lim |zx] = 0o A lim F(zy) = y}.
k—oo k—o0

Elementy zbioru Sz bedziemy nazywali punktami niewta$ciwosci odwzorowa-

nia F' w nieskoriczonosci.

Oczywiscie odwzorowanie F' moze posiada¢ punkty niewtasciwosci, ktore
nie sg punktami niewlasciwosci F' w nieskonczonosci. Swiadczy o tym naste-

pujacy prosty przyktad.

Przyklad 1.5.1. Wezmy dowolny punkt xq € R". Rozwazmy odwzorowanie
F :R"\ {29} — R" okreslone wzorem

F(z)==.

Oczywiscie zachodzi Sr = (). Ponadto, punkt zy jest punktem niewltasciwosci
odwzorowania F'. Istotnie dla dowolnego zbioru zwartego K C R” takiego, ze

1o € K zbior F~1(K) nie jest zbiorem zwartym.

1.6 Punkty bifurkacyjne

Niech W C R"™ bedzie zbiorem otwartym.

Moéwimy, ze funkcja f € C*°(W,U), gdzie U C R jest zbiorem otwartym,
jest trywialng wigzkq klasy C* nad U lub krotko trywialng wigzke nad U, gdy
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istnieje punkt y € U taki, ze zbior f~!(y) jest rozmaitoscia klasy C'* i istnieje

odwzorowanie W, : W — f~1(y) takie, ze odwzorowanie
U= (U, f): W3 aze (Ui(2), flz) € fHy) xU

jest dyfeomorfizmem klasy C'*°. Odwzorowanie ¥ nazywamy trywializacjg klasy
C* funkcji f nad U lub trywializacjq funkcji f nad U.

Mowimy, ze punkt y € R jest wartoscig typowqg funkcji f € C°(W), jezeli
istnieje otoczenie U C R punktu y takie, ze funkcja fiy—1¢y : f71(U) = U jest
trywialna wiazka klasy C* nad U. Przyjmujemy, ze kazdy punkt y ¢ W
jest wartoscia typowa funkcji f. Punkt y € R, ktory nie jest wartoscia typowa
funkcji f, nazywamy wartoscig bifurkacyjng funkcji f. Przez B(f) bedziemy

oznaczaé¢ zbior wszystkich wartosci bifurkacyjnych funkcji f.

Uwaga 1.6.1. Bezposrednio z definicji wiazki trywialnej otrzymujemy, ze
wszystkie poziomice wiazki trywialnej f € C°°(W,U) sa topologicznie row-
nowazne! oraz Ky(f) = 0. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, co zilu-

strujemy na ponizszym przyktadzie.

Przyklad 1.6.2. Rozwazmy funkcje analityczng f : R? — R okreslong wzo-
rem
flx,y) = %(sin y(rsiny — 1) + 2y).

Pokazemy, ze B(f) = Z. Istotnie, wezmy dowolna liczbe k € Z i przypusémy,
ze k jest wartodcia typowa funkcji f. Niech U bedzie otoczeniem punktu &
takim, ze f|;—1qy : f7H(U) — U jest wiazky trywialng. Zmniejszajac ewentu-
alnie zbior U mozemy zaltozy¢, ze U = (k—¢e,k+¢), gdzie 0 < ¢ < 1. Okreslmy
zbior W = R x (km — 7, kw + 7). Niech zbior A bedzie suma wszystkich sktado-
wych zbioru f~1(U) zawartych w zbiorze W. Poniewaz W N f~Y(U) # () oraz
fle,kr+m)=k+1, f(x,kr —7m) =k —1dlax € R, to zbiér A jest niepusty.
Z definicji wiazki trywialnej wynika, ze funkcja f|a : A — f(A) jest rowniez

wiazka trywialna. Z drugiej strony, oznaczajac

2t — 2y 1 vy
7_¢Z}a

A= {(z,y) eR*: 2 =
¢ {(z9) x sinQy +siny 7

Doktadniej, dla dowolnych 1,52 € U istnieje homeomorfizm ¢ : f~1(y1) — f~(y2).
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mamy

) = AnA dla t # k
AV UNAURX {ka}) dlat=Fk

Zatem zbiory f|;'(km) i f|;'(t) dla t # krm posiadaja rézna ilosé sktadowych
spojnosci, co przeczy trywialnoscei funkeji f|a4. To daje Z C B(f). Z drugiej
strony, poniewaz f~1(t) = A; dlat € R\ Z, to latwo dowodzimy, ze B(f) C Z.
Reasumujac, zachodzi B(f) = 7Z. Ponadto, wszystkie poziomice funkcji f sa

homeomorficzne z przeliczalng ilo$cia prostych oraz Ko(f) = 0.

Moéwimy, ze funkcja f € C®(W,U), gdzie U C R jest zbiorem otwartym,
jest trywialng wigzkq klasy C*° nad U w nieskonczono$ci lub krotko trywialng
wigzkg nad U w nieskonczonos$ci, gdy istnieje zbior zwarty K C R” taki, ze
funkcja flungx : W\ K — U jest trywialng wiazka klasy C* nad U.

Moéwimy, ze punkt y € R jest wartoscig typowq funkcji f € CP(W) w
nieskoriczonosci, jezeli istnieje otoczenie U C R punktu y takie, ze funkcja
Jifawy  f “HU) — U jest trywialng wigzka klasy C* nad U w nieskoriczono-
Sci. Punkt y € R, ktory nie jest wartoscia typowsa funkcji f w nieskonczonodci,
nazywamy wartosciq bifurkacyjng funkcji f w nieskoriczonosci. Przez Boo(f)
bedziemy oznacza¢ zbior wszystkich wartosci bifurkacyjnych funkcji f w nie-

skoniczonosci.

1.7 Zbiory i odwzorowania algebraiczne oraz se-

mialgebraiczne

Niech K[z, ..., x,] bedzie pier§cieniem wielomianéw n zmiennych o wspotezyn-
nikach z ciala K (K = R lub K = C) i niech B C K|zy, ..., z,,] bedzie dowolnym

niepustym zbiorem wielomianéw. Oznaczmy
V(B) :={z € R" : Vyepf(z) = 0}.

Zbior V- C K™ nazywamy zbiorem algebraicznym, jesli V- =V (B) dla pew-

nego zbioru wielomianow B C K[zy, ..., x,].
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Zbior X C R™ nazywamy zbiorem semialgebraicznym, jesli

s T

X = U ﬂ{x € R™: fix %0},
j=1k=1
gdzie fj € Rlzy,...,x,| oraz %, € {<, =}, dlaj=1,...,s,l=1,...,r;.
Twierdzenie Tarskiego-Seidenberga (patrz [BCR, Theorem 2.2.1]) mowi, ze
rodzina zbioréw semialgebraicznych jest zamknieta ze wzgledu na rzutowania.

Doktadniej, zachodzi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.7.1 (Tarski-Seidenberg). Niech X C R™ bedzie zbiorem
semialgebraicznym i niech w: R" — R™ bedzie rzutowaniem na n pierwszych

wspotrzednych. Wtedy w(X) jest zbiorem semialgebraicznym w R™.

Niech X C R"iY C R™ beda zbiorami semialgebraicznymi. Odwzorowanie
F: X — Y nazywamy odwzorowaniem semialgebraicznym, jesli wykres odwzo-
rowania F' jest zbiorem semialgebraicznym w przestrzeni R"*™. Odwzorowanie

semialgebraiczne f: X — R nazywamy funkcjg semialgebraiczng.

Ponizej przytoczymy dobrze znana wersje lematu o wyborze krzywej (patrz
np. [BCR, Theorem 2.5.5]).

Twierdzenie 1.7.2 (Lemat o wyborze krzywej). Niech X C R" bedzie
zbiorem semialgebraicznym i niech punkt x € R™ bedzie taki, ze x € X. Wtedy
istnieje ciggle odwzorowanie semialgebraiczne (i analityczne) ¢ : [0,1] — R™
takie, ze ©(0) = x i v((0,1]) C X.

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy

Twierdzenie 1.7.3 (Lemat o wyborze krzywej w nieskornczonosci).
Niech X C R"™ x R bedzie zbiorem semialgebraicznym. Zatozmy, ze istnieje
ciqg ((xk,yk)):;l C X taki, ze limy_,o |2x| = 400 @ im0 |y| = yo. Wiedy
istnieje ciggte odwzorowanie semialgebraiczne o = (¢4, py) @ [1,+00) = R"xR
takie, ze p([1,+00)) C X oraz lim i 0, (t) = 400, limy_ o vy () = yo.

Dowdd. Rozwazmy odwzorowanie semialgebraiczne W : R" x R — B(0,1) x R,
gdzie B(0,1) := {2z € R" : |z] < 1}, postaci

U(z,y) = (—

—_ r€eR" yeR.
1+ 7] v) 4
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Odwzorowanie ¥ jest homeomorfizmem semialgebraicznym o odwzorowaniu
odwrotnym ¥~ : B(0,1) x R postaci

Ut (z,y) = ( ,Y) z € B(0,1),y € R.

Zbior U(z) jest zbiorem semialgebraicznym.
Z zatozenia limy,_,, |xx| = +00 wynika, ze po ewentualnym wybraniu pod-
ciagu, istnieje punkt a € S(0,1) := {z € R" : |z| = 1} taki, ze
Tk
im =a
k—oo 1 + |$k|

Zatem zachodzi (a,y) € ¥(X). Na mocy lematu 1.7.2 istnieje ciagte odwzo-
rowanie semialgebraiczne ¢ = (¢4, @,) : [0,1] — R™ x R takie, ze $,(0) = q,
©y(0) = yo 1 ¢((0,1]) C X. Oznaczmy

plt) = (pet), (1)) = U(B(3)) dlat > 1

Oczywiscie ¢ jest ciaglym odwzorowaniem semialgebraicznym takim, ze
¢([1,+00)) C X. Ponadto

e
Jim o (t) = lim -— EXO I
tlbrmoo 0, () = 15% @y (t) = yo,
co daje teze. D

Kompleksyfikacja zbioru semialgebraicznego X C R™ bedziemy nazywaé
najmniejszy zespolony zbioér algebraiczny zawierajacy zbior X. Przez stopien
krzywej semialgebraicznej C' C R™ bedziemy rozumieli stopienn kompleksyfika-
cji krzywej C') to jest ilos¢ punktéw przeciecia z generyczng hiperplaszczyzng.

Przez P"(R) oznaczamy n-wymiarowsa rzeczywista przestrzen rzutowa.
Utozsamiamy punkty (zi,...,z,) € R" z punktami (1 :z; : ... : z,) € P*(R).

W dalszym ciggu pracy bedziemy wykorzystywali ponizsze lematy (patrz
[JK2, Lemma 3.2] oraz [JK2, Lemma 3.3]).

Lemat 1.7.4. Niech C C R" bedzie semialgebraiczng krzywqg stopnia d. Niech
C c P*(R) bedzie domknieciem krzywej C w topologi Zaryskiego w P™(R).
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Zatézmy, ze a € (PY(R)\ R") N C jest punktem w nieskoriczonosci krzywej
C. Oznaczmy przez I sktadowq nierozktadalng kietka C,. Wtedy istnieje liczba
catkowita s < d 1 stata R > 0 taka, ze I' posiada analityczng parametryzacje

postaci

w(ty= > at®, |t >R,

—oco<k<s

gdziet € R a, € R" oraz ), |ax| > 0.

Lemat 1.7.5. Niech x(t) bedzie krzywg w przestrzeni R™ o parametryzacji

postacs

w(t)= Y att, teR

—oco<k<s
gdzie ar, € R", 37, o lax] >0 i s € N. Niech f: R" — R bedzie wielomianem
stopnia d. Potozmy

Et)= Y axtf, teR"

—(d—1)s<k<s

Jezeli limy o f(2(t)) =b € R to zachodzi

lim f(E()) = lim f(x(t)) =b.

1.8 Odwzorowania liniowe

Niech m,n € N. Przypomnijmy, ze symbolem M,,, oznaczamy zbiér wszy-
stkich macierzy o m wierszach i n kolumnach o wspotczynnikach z ciata R.
Dla A € M,,y, przez AT bedziemy oznaczaé¢ transpozycje macierzy A. Przez

I € M, ,, bedziemy oznacza¢ macierz jednostkowa.?

W dalszym ciggu pracy bedziemy utozsamiaé¢ przestrzen R™ z przestrzenia
M, «1, to znaczy, wektory w R” traktujemy jako macierze o n wierszach i 1

kolumnie. Jak tatwo sprawdzié¢, zachodzi wtedy (v, w) = vTw dla v,w € R".

Wtiasno$é 1.8.1. Niech w € R™ bedzie wektorem takim, zZe |w| = 1. Rozwazmy

macierz P € M, y, postaci

P =171 —2wuw’.

Qtj. I = [6i,j]1§i,j§nv gdzie 5i,j = ]., gdy ) :j oraz (51"]' = O, gdy ) 7& _]
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Zachodzq wtedy nastepujgce warunki:
(i) P jest macierzq ortogonalng i symetryczng,

(ii) Pw = —w oraz Pv =2 dla v1lw,
V1 + U9

|1 + v gdzie vi, vy € R™, vy +v3 # 0, |v1] = |vg], to zachodzi

(iii) jezeli w :=
Pv; = —u,.
Dowdd. (i) Macierz P jest symetryczna, gdyz z definicji P mamy
P =17 —2(ww™)’ = I —2wuw” = P.

Macierz P jest ortogonalna. Istotnie, z powyzszej réwnosci mamy

ppT =P'pP=p?

wiec
PPT = PTP = P? = (I — 2ww")(I — 2ww’)
= I — 4ww’ + 4(ww”)(ww?) = I — 4ww” + 4w(w w)w”
= I — 4ww’ + dw(w, w)w’ = I.
ii) Rownos¢ Pw = —w wynika wprost z definicji macierzy P. Istotnie
(i) y j y
Pw =w — 2(www = w — 2w{w, w) = —w.

Zalozmy teraz, ze v Llw (to znaczy (w,v) = 0) dla pewnego v € R™. Wowczas
zachodzi

Pv=v—2w(w'v) =v - 2w(w,v) = v,
co daje druga czesé (ii).

(ili) Ustalmy dowolne wektory vy, vo € R spelniajace zalozenia (iii). Po-

t6zmy
(1.14) v = (v, whw, v = — oY,
(1.15) vy = (vg, w)w, vy = vy — VY.
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Wtedy? v, v¥ € lin{w}, v{ Lw, vy Lw oraz zachodzi
(1.16) v =V For, vy = v¥ + vy
Pokazemy najpierw, ze zachodza réwnosci
(1.17) v =¥, o = —uy.
Istotnie, wobec rownosci (1.14), (1.8), (1.16) mamy

vy’ = (v, w)w (v1,v1 + vo)w

N |U1 +U2|
=+ (o) = (Jenf? + (01, 02w
- |”U1—|—’U2‘ 1 1, U2 - |’U1—|—’U2‘ 2 1, V2
= m<vl +’U2,U2>’w = <’lU,’U2>U) = U;U,

co daje pierwsza rownosé. Z postaci wektora w otrzymujemy
v+ vy = (v +v2) — (VF +0Y) = |1 4 ve|w — (V¥ + vY) € lin{w}.
7 drugiej strony, vi- + vy Lw. Zatem?*

v + vy € lin{fw} Nlin{w}* = {0},

co daje druga nieréwnosé v{ = —vy-.

Uwzgledniajac (1.16), powyzsze rownosci oraz czesé (ii) otrzymujemy
Pv; = Pv¥ 4+ Poi = =¥ +vf = —0¥ — v = —us.
To konczy dowod. O

Wtiasno$é 1.8.2. Niech vy, vy € R"™ przy czym |v1| = |ve| # 0 oraz (vy, v) > 0.
Wowczas:

(1) [or +vaf # 0,
(ii) jezeli okreslimy wektor z € R™ wzorem

_ |01
‘ |v1 + v

(1.18) (v1 + va),

3Przypomnijmy, ze lin{w} = {v € R" : J,crv = aw}.
Ninf{w}t = {v e R": (v,w) = 0}.
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to |z| = |v1| oraz zachodzi wzor

1
(1.19) o1 + 2] = |vg + 2| = \/2|v1| (|v1| + §|v1 —|—U2|> #0

(iii) przyjmujgc wy = %,wz = |Z_T_—U2|, gdzie z jest wektorem okreslo-
U1 z z ()
nym wzorem (1.18) to |wq| = |we| =1 oraz
2
(1.20) \/7_ < (wy,ws) < 1.

Dowdd. (i) Z zatozenia (v1,v9) > 0, dostajemy

‘1}1 + ’U2’2 = |Ul‘2 + 2<U1,U2> + ‘U2|2 > 0,

co daje (i).
(i) Z czeséi (i) dostajemy, ze wektor z jest poprawnie okreslony. Wprost z
definicji wektora z otrzymujemy |z| = |v1]. Z okredlenia wektora z mamy
v v 2
|vl+z\2:‘<1+—| ! )vl+—| 1 9
vy + vy [v1 + s
|v1] > 2 o] o]
() o for 021 Ton 2]
v [? 2
_'_
|’U1 + ?)2|2| 2’
|v1] )2 2 |vi] |vi]
= + 2<1 + ) Vg, U
( |’U1+U2| | 2| |U1—|—U2’ |U1—|—1)2|< 2 1>
v ]

_'_
v v 2
:‘<1+‘—1|>U2+L01‘ = vy + 2|?,

co daje pierwsza czesé (1.19).

U V1 + v
vl—l—z:&[(l%—%)vl—l—w],
1

Poniewaz

wiec korzystajac z roéwnosci
(121) |U1 -+ U2|2 = 2|U1|2 + 2<Ul, U2>,

35



dostajemy

2 2
for 422 = [(1+ plont tal | Jou t vy Yorf?
|01 + 2 03] |01
v+
+ 2(1 + |1\v—|2|) (v1,v2) + |vgﬂ
1
o |? 2 2
:W—le[mm + 2001 + vallor| + [or + v
pa(14 ey )]
|01 ]
(%
- |U1’+—11|}2|2(4\v1|3 + 2|vy + vo|[v1]? + 4]vr |[{(v1, va)
+ 2|U1 +U2|<U1,U2>)
(%
_ mL—ILQP@'“' +fon -+ ) (2l + 2o, 05))

1
= 2||v1| (Jon] + §|Ul + va]) > 0.

To daje druga czes¢ wzoru (1.19) i w konsekwencji (ii).

(iii) Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza oraz réownosci |wy| = |wy| = 1,
otrzymujemy
(1.22) (w1, w2) < [(w, wa)| < |wsfwe] = 1.

Ponadto, z okreslenia wektorow wy, ws, z, wzoru (1.19) w czesci (ii) oraz (1.21),

mamy
1
<w17w2> = m<v1 + 2,z +'U2>
1
- o1 + 2| <<’U1, 2y + (v, v9) + |22 + (z,UQ))
1
1 |U1| 2 9
vy + 2|2 < [v1 + V3 (for”+ (w1, 02)) + fon " + (v, v2)
s (lnllen + val + oy + val?)
= vil|vg + v “|oy + v
vy 4 22 \THITE T P2 g P 2
_ ’UI + UQ‘ < 1 )
IR o + 2|v1 + v
vt 1 2+2(vl,v2> - é
2|v1] 2 |vq ]2 27



gdzie ostatnia nier6wnosé¢ wynika z zalozenia (vi,v9) > 0. To wraz z nierow-

noscia (1.22) daje nieréwnosé (1.20) i konczy dowod. O

Lemat 1.8.3. Niech vy, vy € R™ bedq takimi wektorami, zZe |vi| = |va| # 0 oraz

(v1,v2) > 0. Oznaczmy wektory

U1+ 2 Vg + 2
= Wyi= i ——
|U1+Z| "UQ"’Z‘

oraz macierze
o T o T o
P=1-2ww;, Py:=1-2ww,, Py :=PFP.

Wowczas:
(1) Pay jest macierzq ortogonalng,
(ii) Py jest macierzq dodatnio okreslong’,

(111) P21U1 = V3.

Dowdd. Czesé (i) wynika bezposrednio z czesci (i) wlasnosci 1.8.1.
Udowodnimy czesé (ii) lematu. Oczywiscie

Py =1— 2w2w2 2w1w1 + 4w2w2Tw1w1T

Wezmy dowolny wektor v € R™ \ {0}. Wektor u mozemy zapisa¢ jako u =
u? +ut, gdzie u¥ = aw, +bw, dla pewnych a,b € Riut Lw,, ut Lw,. Wowczas

mamy

()T Pyrut = (u®, ub) — 2(u®, wy) (wo, ut) — 2(u®, wy ) (wy, ut)

+4<uw7w2><w27w1><w17 > 0
Podobnie (ut)? Pyu® = 0. Zatem zachodzi

UTP21U = |UJ_|2 + (Uw)T.PQlUw.

°Przez macierz dodatnio okreslona rozumiemy tutaj macierz A € M,,, (niekoniecznie

symetryczna) spelniajaca warunek

vTAv >0 dlaveR"\ {0}
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Wystarczy zatem udowodnié, ze
(1.23) () Pyu® >0 dla u® # 0.
Zatozmy, ze u® # 0. Wowczas mamy
()T Pypu® = [u®]? — 2(u™, wy) (wa, u™) — 2(u®, w1 ) (wy, u™)
+ 4<uw7 w2> <w27 wl) <w17 uw>
=[u|* — 2{aw; + bwa, wy) (ws, aw; + bws)
— 2(aw; + bwy, wy) (wy, awy + bws)
+ 4{aw + bws, wa) (w2, wi) (w1, aw; + bwy)
=|u"|* — 2(a({wy, wa) + b)* — 2(a + blwy, wy))?
+ 4(a{wy, wa) + b)(wy, we)(a + b{wy, wa))
=a® + 2ab{wy, wy) + b* — 2<a2<w1, wa)? + 2ab(wy, wy) + b2>
— 2(&2 + 2ab{wy, wy) + b*(wy, w2)2>
+ 4<a2 (wy, wo)? + ablwy, wy)?
+ ab({wy, wy) + b {wy, w2)2)
=4ab(wy, wy)? + 2(a® + b?)(wy, wy)? — 2ab{wy, wy) — (a® + b?).

Wobec wlasnosci 1.8.2 czesei (iii) mamy (wy, wq) € (‘/Ti, 1]. Zatem wystarczy
pokaza¢, ze f(x) > 0dlaz € (‘/75, 1], gdzie

f(z) = dabz® + 2(a® + b*)2* — 2abx — (a® + b?).
Zauwazmy, ze
f(z) = 2ab(22* — 1)z + (a* + b*)(22* — 1) = (22° — 1)(a® + b* + 2abx).
Oczywiscie (222 —1) >0 dlax € (\/75, 1]. Ponadto, poniewaz x € (‘/75, 1], to
a® +b* + 2abz > a® + b* — 2|a||b| = (|a| — |b])* =0,

przy czym réwnosé a? + b? + 2abx = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

x = (wy,wy) =1 oraz a = —b. Wtedy w; = ws i
u”’ = awy + bwy = 0,
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co przeczy zalozeniu i daje, ze f(x) > 0 dla x € (‘/75, 1]. Reasumujac, macierz

Py jest dodatnio okreslona.

Na mocy wtasnosci 1.8.1 czesci (iii) mamy
Pyvy = Py(Proy) = Py(—2) = vy,

co daje czesé (iii) i konczy dowdd. O
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Rozdzial 2

Warunki rownowazne trywializacji

funkcji

W tym rozdziale zaprezentujemy warunki rownowazne istnieniu trywializa-
cji funkeji f w otoczeniu poziomicy f~1(y). W tym celu wprowadzimy pojecia
pola transwersalnego do poziomic funkcji, funkcji v-kontrolowalnej, rodziny
[f,y]P oraz funkcji o wlasnoéci wlasciwosci na pewnym zbiorze. W ostatnim
paragrafie tego rozdzialu przedstawimy pewien szczegolny warunek implikuja-

cy istnienie trywializacji funkcji f wykorzystujacy pojecie zbioru Milnora.

2.1 Pola transwersalne do poziomic funkcji

Niech D¢, D, C R" bedg zbiorami otwartymi. Powiemy, ze pole wektorowe
v € C®(D,,R") jest transwersalne do poziomic funkcji f € C=(Dys,R) na
zbiorze otwartym D C Dy N D, jesli spelniony jest warunek

(2.1) av(x)f(l‘) 75 0 dlazeD.

Zbior wszystkich pol wektorowych transwersalnych do poziomic funkcji f €
C>(Dy,R) na zbiorze otwartym D C D; bedziemy oznaczaé¢ przez th (f, D),

to jest
h (f, D) :={ve C®D,,R"): DC D,, Oyu)f(x) #0dlazec D}
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Uwaga 2.1.1. W literaturze wprowadza sie pojecia transwersalnosci odwzoro-
wania do podrozmaitosci oraz transwersalnosci dwoch podrozmaitos$ci w naste-
pujacy sposob. Niech A, B, M beda gtadkimi rozmaito$ciami rézniczkowymi,
przy czym B C M. Moéwimy, ze odwzorowanie gladkie h € C(A, M) jest
transwersalne do podrozmaitosci B, jezeli dla dowolnego © € A takiego, ze
f(z) € B, zachodzi

dh(l‘) (TxA) + Th(m)B = Th(m)M,

gdzie przez dh(x) oznaczyliSmy rézniczke funkeji h w punkcie z, przez T,A
przestrzeni styczna do A w punkcie xz, przez Ty, B przestrzen styczng do B
w punkcie h(z) i przez Ty M przestrzen styczng do M w punkcie h(z). W
szczegOlnoscei, jezeli A C M, to ktadac h = id|4 méwimy, ze podrozmaitosé A

jest transwersalna do podrozmaitosci B, gdy
T.A+T,B=T,M dlaxz € An B.

Zachodzi nastepujacy zwiazek miedzy pojeciem transversalnosci pola do po-
ziomic funkcji a powyzszymi definicjami. Niech D¢, D,, D C R" bedg zbiora-
mi otwartymi takimi, ze D C Dy N D,, niech Vf(z) # 0 dla x € D (lub,
co na jedno wychodzi, dla dowolnego tensora metrycznego g pole wektoro-
we V,f nigdzie nie znika w D). Pole v € C*(D,,R") jest transwersalne do
poziomic funkcji f € C*(Dy,R) na zbiorze D wtedy i tylko wtedy, gdy do-
wolna trajektoria ¢ : I — D pola v jest transwersalna do podrozmaitosci
7 (f(z)) dla z € D (réwnowaznie obraz trajektorii ¢(I) jest transwersalny
do podrozmaitosci f~1(f(z)) dla z € D). Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze dla
z=p(t)e f~1(f(2)),t € I,2 € D, wobec twierdzenia 1.2.1, zachodzi

Top(I) + T f~'(f(2)) =R" = T,.D.

Uwaga 2.1.2. Jezeli Vf(z) #0dlax € D, to Vf et (f, D). W szczegblnosci
zachodzi wtedy M (f, D) # (. Odwrotnie, jezeli M (f, D) # 0 to oczywiscie
Vfilx)#0dlaze DiVfeh(f D).

Oznaczmy
My (f, D) :={veh (f,D): Oyuf(x) >0dlazec D}
Oczywiscie hy (f, D) Ch (f, D).
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Uwaga 2.1.3. Bezposrednio z definicji zbioru thy (f, D) dostajemy, ze ma on
strukture stozka, to znaczy, jezeli vi,vy €My (f, D) oraz a € C*(D,R,) (to

jest a jest funkcja gladka o wartosciach dodatnich na zbiorze D), to avy, vy +
U2 Em-l— (fa D)

Niech Vf(z) # 0 dla z € D. Przez hl (f, D) bedziemy oznaczaé zbior
wszystkich pol wektorowych v : D — R™ postaci

(2.2) v(z) = k(x)R(x)Vf(z),z € D,

gdzie k € C*(D,R;),R € C®(D,M,x,) oraz macierz R(x) jest macierza

ortogonalna, dodatnio okreslona (niekoniecznie symetryczna) dla z € D.

Wtasnosé 2.1.4. L (f, D) =, (f, D).

Dowdd. Inkluzja mL (f, D) Crhy (f, D) jest oczywista. Udowodnimy inkluzje
odwrotna. Niech v €ty (f, D). Przyjmijmy

@l
k(z) = V)] dla z € D.

Wowcezas k € C*(D,R,) oraz
lv(z)] = |k(2)Vf(z)|, (v(x),k(z)Vf(zx))>0dlazeD.

Dla x € D przyjmujac vi(x) = k(x)V f(z),vs(x) = v(x), na mocy lematu
1.8.3 istnieje dodatnio okreslona macierz ortogonalna R(x) = P (z) € My
taka, ze

k(2)R(2)V f(x) = R(x)(k(2)V f(2)) = v(z).

Ponadto, z postaci pola macierzowego R = P (patrz lemat 1.8.3), wynika, ze
R € C*®(D, M, xy). To koriczy dowod. O

Niech Vf(z) # 0 dla & € D. Przez M2 (f, D) bedziemy oznaczaé zbior
wszystkich pol wektorowych v : D — R™ postaci

(2.3) v(z) = R(x)Vf(x),x € D,

gdzie R € C*°(D, M, ) oraz macierz R(z) jest macierza dodatnio okreslona

(niekoniecznie ortogonalna) dla x € D. Zachodzi ponizsza wlasnosc.
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Wlasnosé 2.1.5.
M (f, D) =t (f,D) = (f, D).
Dowad. Stosujac wlasnos$é 2.1.4 dostajemy
e (f, D) =hl (f, D) cii (f, D) chy (£, D).
To daje teze. O]

Niech Vf(z) # 0 dla z € D. Przez ®3 (f, D) bedziemy oznaczaé zbior
wszystkich pol wektorowych v : D — R”™ postaci

(2.4) v(@) = V,f(x), € D,
gdzie g jest tensorem metrycznym na zbiorze D.
Wilasno$é 2.1.6.

(2.5) thy (f, D) =i (f, D).

Dowdd. Inkluzja M3 (f,D) Chy (f, D) jest oczywista. Istotnie, wystarczy

zauwazy¢, ze dla x € D mamy

09, ) f () = 92 (Vo f (x), Vg f () > 0.

Odwrotnie, jezeli v €ty (f, D) to f jest funkcja Lapunowa na zbiorze D dla
uktadu rownan rézniczkowych ' = v(x). Na mocy twierdzenia 1.4.2 istnieje

tensor metryczny ¢ na zbiorze D taki, ze
v(z) =V, f(x) dlax e D,
co daje v €m? (f, D) i koniczy dowod. O

Witiasno$é 2.1.7. Niech v : D — R" bedzie gtadkim polem wektorowym. Jesli
lv(x)| < |Vf(z)| dla x € D, to (Vf+wv)eh, (f,D).

Dowdd. Dla x € D z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy

09 f(ay o) f(2) = (Vf(2) + v(2), Vf(2)) = [V f(@)]* + (v(2), VF(2)) >
> V(@) = [o(@)]|[Vf(z)] > 0.
To koniczy dowdd. O]
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Analogicznie, korzystajac z wtasnosci 2.1.6, pokazujemy

Wtiasno$é 2.1.8. Niech w €ty (f, D). Wowczas istnieje tensor metrycz-
ny g okreslony na zbiorze D taki, ze w = Vyf oraz dla dowolnego pola

v € C™®(D,R") spetniajgcego warunek
gz(v(z),v(2)) < gz(w(z), w(x)) dla v € D
zachodzi (w +v) ety (f, D).
W dalszym ciggu pracy bedziemy konstruowali pola transwersalne do funk-

¢ji f na pewnym zbiorze przez "sklejenie" dwoch poél transwersalnych do f. W

tym celu udowodnimy ponizsza wlasnosc.

Wtiasnosé 2.1.9. Niech D C R" bedzie zbiorem otwartym, K C R™ zbiorem
zwartym oraz v1 €My (f, D\ K), ve €ty (f, D). Istnieje wowczas R > 0 oraz
pole wektorowe v €My (f, D) takie, ze v(x) = vi(z) dla x € D,|z| > R+ 1.

Dowdd. Niech R > 0 bedzie takie, ze zachodzi K C {x € R" : |z| < R}. Z

twierdzenia o rozkladzie jednosci istnieja funkcje A, Ay € C*°(D) takie, ze

(2.6) A(z) 2 0,\(x) > 0dlax e D,

(2.7) AM(x) + Xo(z) =1dlax € D,

(2.8) M(z) =1, A(z)=0dlaz € D,|z| > R+1,
(2.9) M(z) =0, a(x)=1dlaz € D,|z| <R.
Okreslmy pole v € C*°(D) nastepujacym wzorem

(2.10) v(x) == A (2)01(x) + A2(x)va(z) dla x € D,
gdzie

_ vi(z) dlaxe D\ K
0 dare DNK
Z (2.6), (2.10) i zatozen vy, €ty (f, D\ K), vy €y (f, D) otrzymujemy

av(x)f(x) = Al(x)am(z)f(w) + /\Q(x)avz(x)f(x) >0dlaxeD.
Zatem v ey (f, D). Ponadto, z (2.10) mamy
v(z) =v(z) dlaz € D,|z| > R+ 1,

co konczy dowdd. O]
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2.2 Funkcje v-kontrolowalne

Niech f : R®™ — R bedzie dowolna funkcja gtadka i niech D C R". Wezmy
gtadkie pole wektorowe v € C*(D,,, R"), gdzie D, C R™ jest zbiorem otwartym

spatniajacym D C D,. Rozwazmy uktad rownan rézniczkowych
(2.11) ¥ =wv(x),

gdzie prawg strone rownania (2.11) trajktujemy jako okreslong na zbiorze R x
D,. Wezmy dowolny punkt y € R. Dla dowolnego punktu x € D przez ¢, :
I, — D, oznaczamy rozwiazanie integralne uktadu réwnan (2.11) spetniajace

warunek poczatkowy ¢, (0) = z. Okreslmy rowniez zbior
TP = {t € I pu(t) € D Aming (), y} < flpalt)) < max{f(), g}
Rozwazmy rodzine funkcji {Cs}ses
Ci: Gy — R, GoCcR"dlase S
taka, ze
(2.12) DclJaG.
Moéwimy, ze rodzina funkcji {Cs}ses jest rodzina, ktora {f,y}-ogranicza tra-

jektorie uktadu rownan (2.11) na zbiorze D, jezeli dla kazdego punktu z € D
istnieja s € S oraz L, € R takie, ze

(2.13) pu(t) € Gy dlat € J7,

(2.14) Ciles(t)) < Ly dlat € J2,

oraz

(2.15) G jest zbiorem ograniczonym albo  liminf Cy(2') > L.

z' =00, €Gy

Powiemy, ze funkcja f jest funkcjq {v, y}-kontrolowalng nad zbiorem otwar-
tym U C R, jesli v €h (f, f~1(U)) oraz istnieje zbior zwarty K C R™ i rodzina
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funkeji {C;}ses, ktora {f,y}-ogranicza trajektorie uktadu rownan (2.11) na
zbiorze f~HU)\ K.

Powiemy, ze funkcja f jest funkcjg v-kontrolowalng w punkcie y, jesli ist-
nieje otoczenie otwarte U punktu y takie, ze funkcja f jest funkcja {v,y}-

kontrolowalna nad zbiorem U.

Powiemy, ze funkcja f jest funkcjq {v,y}-kontrolowalng w nieskoniczonosci
nad zbiorem otwartym U C R, jesli istnieje zbior zwarty K C R” taki, ze v €
(f, f7Y(U) \ K) oraz istnieje rodzina funkcji {Cj}scs, ktora {f,y}-ogranicza
trajektorie ukladu rownari (2.11) na zbiorze f~1(U) \ K.

Powiemy, ze funkcja f jest funkcjg v-kontrolowalng w nieskoriczonosci w
punkcie y, jesli istnieje otoczenie otwarte U punktu y takie, ze funkcja f jest

funkcja {v, y}-kontrolowalna w nieskonczonosci nad zbiorem U.

Pokazemy, ze jesli funkcja f jest v-kontrolowalna w punkcie y, to trywiali-
zacje funkcji f nad otoczeniem punktu y mozna uzyskaé¢ przez catkowanie pola

v. Doktadniej, udowodnimy ponizszy lemat.

Lemat 2.2.1. Jezeli funkcja f jest funkcjq v-kontrolowalng w punkcie y, to y
jest wartosciq typowq funkcjyi f.

Dowdd. Niech f bedzie funkcja {v,y}-kontrolowalna nad otoczeniem U C R
punktu y. Wtedy v € (f, f~1(U)) oraz istnieje zbior zwarty K C R™ i rodzina
funkcji {Cs}ses, ktora {f,y}-ogranicza trajektorie uktadu réwnan (2.11) na
zbiorze f~1(U)\ K, to jest zachodza warunki (2.13), (2.14), (2.15).

Rozwazmy nastepujacy uklad réwnan rézniczkowych z parametrem p € U

(2.16) = %v(@

o prawej stronie okreslonej w zbiorze R x f~1(U).

Oznaczmy przez @, : V, — R x f~1(U) rozwigzanie ogolne ukladu (2.16),
gdzie
Vi, ={(r,nt) eRx f1(U) xR : t € L,(r,n)},

a 1,(7,n) oznacza dziedzing rozwiazania integralnego t — @,(7,7,t). Na mocy

definicji rozwiazania ogélnego mamy
(2.17) Q,(1,n,7) =n.
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Rozwazmy odwzorowanie
Uy fTHU) D w0 §ppy(0,2,1) € f7H(y).

Pokazemy, ze odwzorowanie W, jest poprawnie okreslone, to znaczy 1 €
I1)(0,z) dla dowolnego z € f~(U). Przypusémy przeciwnie, ze istnieje x €
[71(U) taki, ze 1 ¢ If)(0, ). Prawy koniec § przedziatu I, (0, z) spetnia 0 <
B < 1. Niech ¢, bedzie rozwiagzaniem integralnym ukltadu (2.16) z parametrem

= f(z) spelniajacym warunek poczatkowy ¢,(0) = x. Wowcezas zachodzi

(2.18) o(t) = sy (0,2,t)  dlat e I, (0,),

(2.19) 0. (0) = .
Dla t € I4(;)(0,2) z (2.16) mamy’
(f 002)'() = (D)) (sp=(1))

- J)
Oo(ut)) f (02 (t))

Zatem z réwnania (2.19) otrzymujemy

(Oupu) F)(02(t)) =y — f().

(2.20) fows(t)=(y— flx)t+ f(x), telpm(0,x)

ifop.t)eJdatel0,5), gdzie J jest przedziatem domknietym o koncach
y i f(z). Oznaczmy

K ={(t2)eRx f{(U): t€[0,1],f(a') € J,2’ € K}.

Oczywiscie K’ jest zbiorem zwartym. Na mocy lematu o uciekaniu rozwigzan
integralnych ze zbiorow zwartych, istnieje 7 € (0, 5) takie, ze (¢, ¢.(t)) ¢ K’
dla t € [1,3). Poniewaz dla t € [r, 8) zachodzi f o ¢, (t) € J, to ¢,(t) ¢ K dla
t € [7,8). Oznaczmy

R :=sup{|p. ()] eR: t € [1,5)}.

Mamy R < +4oo. Istotnie, przypusémy przeciwnie, ze istnieje ciag (t;)52; C

[T, 5) taki, ze lim |¢,(t;)| = +00. Na mocy twierdzenia 1.3.3 obrazy rozwiazan
1—00

1 f o ¢, oznacza zlozenie funkcji o, z funkcja f.
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integralnych rownania (2.16) sa zawarte w obrazach trajektorii uktadu rownan
(2.11). Na mocy (2.15) zachodzi

lim Cy(p.(ti)) > L,
1— 00
co przeczy (2.14). Zatem rozwiazanie integralne uktadu réownan (2.16) jest

zawarte w zbiorze zwartym
K'"={(t,2) e Rx f7Y(U): t €[0,1], f(2') € J,|2'| < R},

co jest sprzeczne z lematem o uciekaniu rozwigzan ze zbiorow zwartych.

Podsumowujac, pokazalismy, ze 1 € If,)(0,z) dla dowolnego = € f~(U).
Z rownania (2.20) otrzymujemy f(¥q(z)) = f(p.(1)) =y, co daje poprawnosé
okreslenie odwzorowania V. Podobnie jak powyzej pokazujemy, ze odwzoro-

wanie
O: T y) x U3 (§ 1) = 2,u(1,6,0) € f7H(U)

jest poprawnie okreslone. Latwo sprawdzi¢ (por. np. [Sk]), ze odwzorowanie
U fTHU) 3w (W(2), f(z) € fHy) x U

jest C> dyfeomorfizmem i ¥~! = ©. Zatem f|p-1(y) jest trywialng wiazka
klasy C*°. [

Przedstawimy teraz odpowiednik lematu 2.2.1 w przypadku funkcji -

kontrolowalnej w nieskoriczonosci w punkcie y.

Lemat 2.2.2. Jezeli funkcja f jest funkcjg v-kontrolowalng w nieskornczonosci

w punkcie y, to y jest wartoscig typowq funkcyi f w nieskonczonosci.

Dowdd. Bez straty ogélnosci rozwazan, mozemy zalozyé, ze y = 0. Niech f
bedzie funkcja {v, 0}-kontrolowalna w nieskoriczonosci nad otoczeniem U C R
punktu 0. Istnieje wtedy zbior zwarty K C R™ taki, ze v € (f, D), gdzie
D := f~Y(U)\ K, oraz istnieje rodzina funkcji {C;}scs, ktora {f,0}-ogranicza
trajektorie ukltadu rownan (2.11) na zbiorze D, to jest zachodza warunki (2.13),
(2.14), (2.15).

Rozwazmy nastepujacy uklad réwnan rézniczkowych

(2.21) MIC)



o prawej stronie okreslonej w zbiorze R x D.

Oznaczmy przez ® : V — R x D rozwiazanie ogolne uktadu (2.21), gdzie
Vi={(r,n,t) eRx D xR :tel(r,n},

a I(r,n) oznacza dziedzine rozwiazania integralnego t — ®(7,n,t). Okreslmy

dla kazdego punktu z € D funkcje ¢, wzorem
0. (t) = ®(0,2,t) dlat € I(0,x).
Dla dowolnego = € D oraz t € I(0, z) zachodzi wtedy

(2.22) ()] = L.

Jesli przez length(p,|j04) oznaczymy dilugosé euklidesows krzywej ¢u|p dla
t € 1(0,z),t >0 to z (2.22) mamy

¢
(2.23) length(p.|j,q) = / | (s)|ds = t.
0

Niech U; C R bedzie otoczeniem punktu 0 takim, ze U, Cc U. Niech K; C
R™ bedzie kula domknieta taka, ze K; D K oraz zachodzi

(2.24) F = Fr(K))n f~(0,) C D,

gdzie przez Fr(K;) oznaczyliSmy brzeg zbioru K;. Oczywiscie F' jest zbiorem

zwartym w R"™.

Dla dowolnego otoczenia W C U; punktu 0 potézmy
(2.25)  Ko(W) :={®(0,2,t):x € FNf (W), t € I(0,2)}n fH(W).

Pokazemy, ze istnieje otoczenie Uy C R punktu 0 takie, ze zbior Ko(Us) jest
ograniczony. Istotnie, w przeciwnym razie zbiory Ko((—1/k,1/k)) dla k € N
sa nieograniczone. Zatem istnieje ciag (x)52, C R” taki, ze kh_)rgo f(z) =0,
kh_)rglolxk] = 400 oraz x;, € {®(0,z,t) : v € FN f~Y((=1/k,1/k)),t € 1(0,x)}
dla k € N. Z definicji zbioru Ks((—1/k, 1/k)) i zwartosci zbioru F, wybierajac
ewentualnie podciag, mozemy zalozy¢, ze x, = ®(0,xf t;) gdzie zf € F,
ty € 1(0,z1) dla k € N oraz
(2.26) lim i = 2" € F, ]}Lrgof(wf):f(mF):O

k—00
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dla pewnego punktu " € F. Wéwcezas t;, # 0 dla dostatecznie duzych k € N.
Wybierajac ewentualnie podciag, mozemy zatozyé¢, ze ¢, > 0 dla k£ € N lub
tr < 0 dla k € N. Rozwazymy przypadek gdy ¢, > 0 dla k£ € N. Analogicznie
przeprowadzamy rozumowanie gdy t; < 0 dla k € N.

Na mocy wlasnosci 2.1.6 istnieje tensor metryczny g na zbiorze D taki, ze
v(z) =V, f(x)dlaz e D.

Niech B(x!",r) bedzie kula (w metryce euklidesowej) otwartg o §rodku w punk-

cie 2 € D i promieniu r > 0 taka, ze B(z¥,r) C D oraz zachodzi

gz(v(z),v(z)) o gor (v(xf), v(2"))
p@l 2T 2]

2.27 dla z € B(z" . r).
(2.27) (z,

Oczywiscie M > 0 i kula B(x", r) istnieje.
Ustalmy dowolny punkt z € B(z!,r). Dla dowolnego t € I(0,z), t > 0
takiego, ze ¢.([0,t]) C B(z",r) wobec (2.21) i (2.27) zachodzi

d B o Fee(V(0a(t)), v(pa(t)))
Ef(%pr@)) = gww(t)(vgf(gpm(t))a pr(t)) == |v(g0$(t))|

Zatem dla s € 1(0,), s > 0 takiego, ze ¢.([0, s]) C B(z¥,r), z twierdzenia o

< —M.

wartosci $redniej mamy

F2e0)) = flpals)) = (G Foelt) (=5) > M

dla pewnego t; € [0, s]. W konsekwencji z (2.23) dla s € I(0,x), s > 0 takiego,
ze ([0, s]) C Bz, r) mamy

(228) tensth(pel.) < 27 (F(2(0)) — F(a(s)).

Na mocy (2.26) i warunku klim f(zx) = 0 istnieje indeks N € N taki, ze
— 00

1
(2.29) 2f — 2F| < g oraz —(f(xf) = f(x)) < g dlak > N.

Zauwazmy, ze dla k > N i s € I(0,zf), s > 0 zachodzi
(2.30) p.r(s) € B, r).
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Istotnie, przypu$émy przeciwnie, ze istnieje kg > N i sqg € [ (0,9350), Sg >

0 takie, ze @,r (so) ¢ B(2",r). Poniewaz zy € B(z",r), to istnieje s; €
0

1(0,zf,), s1 > 0 takie, ze

’901:50 (t) —2f| <rdlate0,s)i \soxgo (s1) — 2l =

Zatem z (2.29) otrzymujemy
(2.31)  length(p,r ljos)) = leur (s1) = @ur (0)] =7 — 2" —a | > 5.
0 0 0

Z drugiej strony, z (2.28) i (2.29) dla ¢ € [0, s1) mamy

N3

length(wxfo ll0.41) <

Przechodzac w powyzszej nieréwnosci do granicy przy t — s; dostajemy

Y

N3

length(cpwkpo | [0,51] ) <

co przeczy (2.31) i daje (2.30).
Z (2.30) mamy, ze xx = @, (tx) € B(z",r) dla k > N. To daje sprzecznosé

z warunkiem klim |z| = +00. Reasumujac, istnieje otoczenie Uy C R punktu
—00

0 takie, ze zbior Ks(Us,) jest ograniczony. Oznaczmy K3 = K; U Ky(Us).

Oczywiscie K3 jest zbiorem zwartym oraz K C Kj.

Rozwazmy nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych z parametrem p € Us
(2.32) P =t ()

o prawej stronie okreslonej w zbiorze R x (f~1(Us) \ K3).

Oznaczmy przez @, : V,, = R x (f~}(Us) \ K3) rozwiazanie ogdlne ukladu
(2.32), gdzie

Vi={(r,n,t) e Rx (f 1 (U2) \ K3) x R« t € L,(r,m)},

a I,(t,m) oznacza dziedzing rozwiazania integralnego t — ®,(1,n,t).

Rozwazmy odwzorowanie
Uy fTHU)\ K3 D2 @ppy(0,2,1) € F71(0) \ K.
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Pokazemy, ze odwzorowanie W, jest poprawnie okreslone, to znaczy 1 €
I)(0,z) oraz @,y (0,2,1) € f71(0) \ K3 dla dowolnego x € f~1(Us) \ K.

Zauwazmy najpierw, ze 1 € I;,)(0,2) dla z € f~HUs) \ Ks. Istotnie,
przypusémy przeciwnie, ze istnieje © € f1(Us) \ K3 taki, ze 1 ¢ I;,)(0,z).
Prawy koniec 3 przedziatu I (0,x) spetnia wtedy nieréwnosci 0 < 8 < 1.
Niech v, bedzie rozwiazaniem integralnym ukladu (2.32) z parametrem p =

f(z) speliajacym warunek poczatkowy v,(0) = z. Zatem

(2.33) e (t) = <I>f($)(0, x,t) dlate e 0,x),

(2.34) 7:(0) = .
Dla t € I44)(0,2) z (2.32) mamy

(f o) (t) = (D) f)(1(1))
_ [
Dv(va ) f (72(1))

Zatem z réwnania (2.33) otrzymujemy

Ou(r ) (12(t)) = —f ().

(2.35) fona(t)=—f(@)t+ f(z), € liw(0,7)

ifop.t)e Jdlatel0,5), gdzie J jest przedziatem domknietym o koncach
0i f(x).
Oznaczmy
R = sup{|7.(t)| €R: t € [0,3)}.
Mamy R < +o0. Istotnie, przypusémy przeciwnie, ze istnieje ciag (t;)52, C
[0, ) taki, ze llg})lo |72 (t;)| = +00. Na mocy twierdzenia 1.3.3 obrazy rozwiazan

integralnych rownania (2.21) sa zawarte w obrazach trajektorii uktadu rownan
(2.11). Na mocy (2.15) zachodzi

hm Cs(’h(tz)) > L37

1—00

co przeczy (2.14) i daje R < +oc.

Oznaczmy

Ki:=B(0,R) N f1(J)\ K.
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Oczywiscie K, jest zbiorem zwartym w R” oraz K; C f~1(Us) \ K. Ponadto,
Y2(t) € Ky dla t € Iy;)(0,2). Niech o bedzie dowolnym punktem skupienia
trajektorii ~y, przy t — . Poniewaz v(zq) # 0, to zachodzi

(2.36) lim 7, (t) = zo € Ky.

t—f

Z okreslenia i ciagtosci funkcji 7, otrzymujemy zo € Fr(K3) C Fr(K;) U
Fr(Ky(Us)). Z okreslenia zbioru Ko(Us) mamy Fr(K;) N f~1(Uy) C Ky(Us)
oraz Fr(Ky(Us)) C Ko(Us). Ponadto, xg € f~1(J) C f~1(Us), zatem zy €

Ky (Uy).

Oznaczmy przez 7, : (@, 3) — f~'(Us) \ K rozwiazanie integralne uktadu

rownan (2.32) z parametrem p = f(z), rozwazanego w zbiorze R x (f~1(U) \
K), speliajacego warunek poczatkowy 7,(0) = x. Wowcezas 7, |j0,8) = Vz|[0,3)-
Zatem, wobec (2.36), mamy 7,(3) = xy. Wezmy dowolne liczby a, b takie, ze
0 <a<f <b< . Namocy twierdzenia o zbieznosci rozwiazan dla rownan
rozniczkowych istnieje otoczenie  punktu (8,7¢) C R x (f~1(Us) \ K) takie,
ze dla dowolnego punktu (&, 1) € Q rozwiazanie ®(,(£,n, ) réwnania (2.32)
rozwazanego w R x (f~1(Us) \ K) jest okreslone co najmniej na przedziale [a, 0]
oraz zachodzi

lim 6x ) 7t :656 ,.T,t :_xt dlatGa,b,
et Lr@) (&1 1) = Py (B, 0,1) = Ta(t) [a, b]

W szezegolnosei, z okreslenia zbioru Ky(Us) i twierdzenia 1.3.3, wobec xy €

K, (Us) dostajemy, ze

(2.37) Y (t) = 7,(t) € Kz(Uz) dlat € [a, B).

Z drugiej strony, 7, (t) ¢ K3 dla t € [0, ), co przeczy (2.37).

Podsumowujac, pokazalismy, ze 1 € I4(,)(0,2) dla dowolnego = € f~1(Us)\
K3. 7 réownania (2.35) otrzymujemy f(Vy(z)) = f(p.(1)) = 0, a wiec

Py (0,2,1) € f71(0) \ K3, co daje poprawnosé okreslenia odwzorowania ;.

Podobnie jak powyzej pokazujemy, ze odwzorowanie

O: (f7H0)\ K3) x Uy > (£, 1) = @,(1,€,0) € fH(Uy) \ K3

jest poprawnie okreslone. Latwo sprawdzi¢, ze odwzorowanie
U fTH(U:) \ K3 2 w0 (Ui (), f(2)) € (FH0) \ K3) x Uy
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jest dyfeomorfizmem klasy C™ i zachodzi ¥~! = ©. Zatem funkcja
Fli—rwanies = [7HU2) \ K3 — f71(Us) jest trywialng wiazka klasy C™. O

2.3 Rodzina funkcji [f,y]”. Funkcje o wlasnosci
wlasciwosci
Niech v € C*(D,R") bedzie gltadkim polem wektorowym okreslonym na zbio-

rze otwartym D C R™ i niech A C R™. Okreslmy zbiory M (v, D, A), M (v, D)
w nastepujacy sposob

h (v, D, A) :={f € C°(Dy) : D C Dy, flp\a € C*(D\ A),

Ov)f(z) #0dlax e D\ A},

M (v, D) := (v, D, D).

Niech v € C*(D,R"), f €t (v,D), y € R. Dla x € D oznaczmy przez
¢z : I, — D rozwiazanie integralne uktadu réwnan o’ = wv(z) speiajace

warunek poczatkowy ¢, (0) = x i przyjmijmy
Jo = {t € L : min{f(z),y} < fpa(t)) < max{f(z),y}}.

Przez [f,y]? bedziemy oznaczaé zbior funkcji f* et (v, D, f~1(y)) takich,

ze dla dowolnego = € D funkcja
Jo 3t = f(pa(t)) €R
jest ograniczona. Latwo zauwazamy, ze f € [f,y]D.

Wtlasnosé 2.3.1. Niech v € C*°(D,R"), f et (v, D), y € R.

i) Jezeli f* e (v, D, f~Y(y)) jest funkcjg ograniczong na zbiorze D, to
f* S [f7 y]ll))

it) Niech f* € [f,y)l. Jezeli p € C°(f*(D)) jest funkcjq gladkq na zbiorze
fH(D\f~(y)) taka, ze ¢'(t) # 0 dlat € f(D\f~(y)), to gof* € [f,y] .
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i) Jezeli f* €t (v, D, f~1(y)) oraz istniejq state yi,y; € R takie, ze

(2.38) Vaep\s-1(y (v(2), Vf(2))(v(z), V" (z)) >0
= (f(2) =y)(f*(z) —y1) = 0

oraz

(2.39) Viep\f-1y) (v(2), Vf(2)){v(z), V() <0
= (f(z) —y)(f*(z) —y3) <0,
to f* € [f,y]7.
w) Jezeli f* € (v, D, f~(y)) oraz istnieje stata y* € R taka, ze
Voen\f-1(y) (v(2), V(@) (v(2), V() (f(x) — y)(f*(x) —y") =0,

to f* e [f,yll.

Dowdd. Czesci i) oraz ii) sa oczywiste. Przejdziemy do dowodu czesci iii). Wez-
my dowolny x € D i rozwazmy rozwiazanie integralne ¢, : [, — D ukla-
du 2/ = v(x) spehiajace warunek ¢,(0) = z. Jesli z € f~(y), to zbior J,
jest jednoelementowy i funkcja f* o ¢ jest ograniczona na .J,. Zaldzmy, ze
r € D\ f~Y(y). Pokazemy, ze funkcja f* o ¢ jest ograniczona na przedzia-
le J,. Rozwazymy przypadki ze wzgledu na znaki wyrazen (v(z),V f*(z)),
(v(z), V[(z)) oraz f(x) —y.

a) Niech (v(z),Vf(z)) > 01 f(z) < y. Wowczas J, = {t € I, : f(z) <
flpz(t)) <y}, zatem min(f o ,|;,) = f(z) = f(¢(0)) oraz zachodzi

(2.40) fle(t)) <y dlateIntJ,,

gdzie przez Int J, oznaczylisémy wnetrze przedziatu J,. Poniewaz f € (v, D),
(v(z),Vf(x)) > 01 J, jest zbiorem spdjnym, to funkcja f o ¢,|;, jest rosnaca
oraz J, C [0, 4+00). Rozwazmy przypadki:

al) (v(z), Vf*(z)) > 0. Wtedy (v(¢.(t)), Vf*(p(t))) > 0 dla t € Int J,,
a wiec f* o p,|s, jest funkcja rosnaca. Poniewaz 0 € J, C [0, +00), to
min(f*op,|s) = f*(p.(0)) = f*(x). Ponadto, z (2.38) i (2.40) dostajemy
[ (e(t) < yf dlat € J,. To daje ograniczonosé¢ funkcji f* o ¢, na
przedziale J,.
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a2) (v(x), Vf*(z)) < 0. Wtedy (v(p(t)), Vf*(¢(t))) < 0dlat € IntJ,, a
wiec f* o @.|s, jest funkcja malejaca. Poniewaz 0 € J, C [0,+00), to
max(f*op.|s) = f*(p(0)) = f*(x). Ponadto, z (2.39) i (2.40) dostaje-
my f*(¢.(t)) = y; dla t € J,. To daje ograniczonos¢ funkeji f* o ¢, na
przedziale J,.

b) Niech (v(z),Vf(z)) > 01 f(x) >y. Wowezas J, = {t € I, : y < f(p(t)) <
f(z)}, zatem max(f o p|s,) = f(x) = f(p(0)) oraz zachodzi

(2.41) Flea(t) =y dlat € Int J,.

)
Poniewaz f € (v, D), (v(x), Vf(z)) > 01 J, jest zbiorem sp6jnym, to funkcja
(=

f o @u|s, jest rosnaca oraz J, C (—oo,0]. Rozwazmy przypadki:

bl) (v(x),Vf*(x)) > 0. Wtedy (v(p.(t)), VS *(p(t))) > 0 dla t € Int J,,
a wiec f* o .|, jest funkcja rosnaca. Poniewaz 0 € J, C (—o0,0], to
max(f*op.|s) = f*(p(0)) = f*(x). Ponadto, z (2.38) i (2.41) dostaje-
my f*(¢.(t)) < yi dlat € J,. To daje ograniczonos¢ funkeji f* o ¢, na
przedziale J,.

b2) (v(x),Vf*(z)) < 0. Wtedy (v(p.(t)), V.f*(¢.(t)) < 0 dlat € IntJ,,
a wiec f* o ¢,|;, jest funkcja malejaca. Poniewaz 0 € J, C (—o0,0], to
min(f*op.|s) = f*(¢:(0)) = f*(x). Ponadto, z (2.39) i (2.41) dostajemy

[ (pe(t)) = y3 dlat € J,. To daje ograniczonos¢ funkcji f* o ¢, na
przedziale J,.

¢) Niech (v(x),Vf(z)) < 01 f(x) < y. Wowczas J, = {t € [, : f(z) <
flea(t)) <y}, zatem min(f o @,|;.) = f(z) = f(p(0)) oraz zachodzi
(2.42) flez(t)) <y dlat e Int J,.

Poniewaz f €t (v, D), (v(z), Vf(x)) < 01 J, jest zbiorem spojnym, to funkcja
f o @.|s, jest malejaca oraz J, C (—o0,0]. Rozwazmy przypadki:

cl) (v(x), Vf*(x)) > 0. Wtedy (v(p.(t)), Vf*(p:(t))) > 0 dla ¢t € Int J,,
a wiec f* o p,|s, jest funkcja rosnaca. Poniewaz 0 € J, C (—o0,0], to
max(f*ov.|s) = f*(v:(0)) = f*(z). Ponadto, z (2.39) i (2.42) dostaje-
my f*(p.(t)) = y5 dlat € J,. To daje ograniczonos¢ funkeji f* o ¢, na
przedziale J,.
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c2) (v(x), Vf*(x)) < 0. Wtedy (v(p.(t)), V* (ps(t))) < 0 dlat € Int J,,
a wiec f* o ¢,|;. jest funkcja malejaca. Poniewaz 0 € J, C (—o0,0], to
min(f*op.|s) = f*(p.(0)) = f*(x). Ponadto, z (2.38) i (2.42) dostajemy
[ (p(t)) < yi dlat € J,. To daje ograniczonosé¢ funkcji f* o ¢, na

przedziale J,.

d) Niech (v(z),Vf(z)) <01 f(x) >y. Wowczas J, ={t € I, 1 y < f(p.(t)) <
f(x)}, zatem max(f o p.|s,) = f(x) = f(p(0)) oraz zachodzi

(2.43) fle(t))) =y dlat e Int J,.

Poniewaz f e (v, D), (v(z), V f(x)) < 01 J, jest zbiorem spojnym, to funkcja
f o @.|s, jest malejaca oraz J, C [0, +00). Rozwazmy przypadki:

dl) (v(z),Vf*(z)) > 0. Wtedy (v(p.(t)), Vf*(¢(t))) > 0 dla t € Int J,,
a wiec f* o .|, jest funkcja rosnaca. Poniewaz 0 € J, C [0, +00), to
min(f*op,|s) = f*(p(0)) = f*(x). Ponadto, z (2.39) i (2.43) dostajemy
f(pe(t)) < y3 dlat € J,. To daje ograniczono$é¢ funkeji f* o p, na

przedziale J,.

d2) (v(x), Vf*(x)) < 0. Wtedy (v(p.(t)), VI (:(t))) < 0dlat € IntJ,, a
wiec f* o ¢,|s, jest funkcja malejaca. Poniewaz 0 € J, C [0,+00), to
max(f*ow.|s) = f(v:(0)) = f*(z). Ponadto, z (2.38) i (2.43) dostaje-
my f*(¢.(t)) = yi dlat € J,. To daje ograniczonos¢ funkeji f* o ¢, na
przedziale J,.

Reasumujac, zachodzi f* € [f,y]?, co konczy dowdd czesci iii).
Czes¢ iv) wynika z czedei iii) po przyjeciu yf = y5 = y*. ]
Oczywiscie funkcja f* = f spelnia zalozenia wszystkich podpunktow wta-
snosci 2.3.1.
Zdefiniujemy teraz nowsg rodzine funkcji uzywana w dalszej cze$ci pracy.

Rozwazmy dowolng funkcje h € C1(Dy,), D), C R™. Powiemy, ze funkcja h

ma wlasno$¢ wtasciwosci na zbiorze D C Dy, jezeli* Sy, = 0, tj. zachodzi

2Przypomnijmy, Ze przez Sh|, oznaczali$my zbioér punktéw niewlasciwosci funkceji h|p w

nieskoniczonosci, tj.

Snip = {y € R" : 3@z cp lim Jzp| = +oo A lim h(zy) =y}
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warunek
(2.44) V(@) D kh_{(r)lo |z = +o00 = kh_}rgo |h(zk)| = +o00.

Uwaga 2.3.2. Funkcja h € C'(Dy,), D), C R™ posiadajaca wlasno$é wlasciwo-
$ci na danym zbiorze, nie musi by¢ funkcja wlasciwa (w sensie definicji ze s.
27). Oczywiscie kazda funkcja wlasciwa ma whasnosé wlasciwosci na dowolnym

podzbiorze swojej dziedziny.

Bezposrednio z definicji otrzymujemy:

Wtasnosé 2.3.3. Jesli funkcja h € C*(Dy), Dy, C R™, ma wltasno$é wtasci-
wosct na zbiorze Dy C Dy, to dla dowolnego zbioru Dy C Ey, funkcja h ma

wtasnosé wtasciwosci na zbiorze Ds.

Uwaga 2.3.4. Zbior funkcji posiadajacych wlasno$é wtasciwosci na zbiorze
R™ jest oczywiscie niepusty. Istotnie, wystarczy rozwazy¢ funkcje h € C°(R")
okreslong wzorem h(z) = |z|? dla # € R". Podobnie, korzystajac z wlasnosci
2.3.3, dla dowolnego zbioru D C R" funkcja h ma wlasno$¢ wtasciwosci na
zbiorze D.

W dalszym ciggu pracy, czesto jako funkcje posiadajaca wlasnos¢ wtla-
Sciwosci na zbiorze Dy, := R™\ {0} — R bedziemy wykorzystywaé¢ funkcje
hy € CY(Dy,) okreslong wzorem

hi(z) := In(|z[?) dla = € Dy,.

2.4 Wartosci typowe funkcji f w jezyku zbioréw

Oy(f) 1 Oy(f)

Oznaczmy przez I" zbior wszystkich trojek (v, b, f*), gdziev € C*(D,,,R"), h €
CY(Dy), f* € C°(Dy+) oraz D, Dy, Dy« sa podzbiorami otwartymi w R™.

Niech f € C*®(R"). Przez O,(f) oznaczamy zbiér wszystkich trojek
(v, h, f*) € T, dla ktorych istnieje otoczenie U punktu y oraz zbiér zwarty
K C R" takie, ze zachodza nastepujace warunki:

98



(Oy(f)-) veh (f. f71(U)),
(Oy(f)-ii) h ma wlasno$¢ wlasciwosci na zbiorze f~1(U) \ K,

(Oy(f)-iil) f* e [f, y]o]jil(U)\K i funkcja H : f~1(U) \ (KU f~'(y)) — R okre-

$lona wzorem
Ou(ayh(z)

jest funkcja ograniczong na kazdym rozwiazaniu uktadu rownan

(2.45) H(z) =

(2.46) ' =v(x)
o prawej stronie okreslonej w zbiorze R x f~1(U) \ K.
Przez O,(f) oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*) € I', dla ktorych

istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior zwarty K C R”™ takie, ze zachodza

nastepujace warunki:

(Oy(f)-1) veh (f, f71U)),
(Oy(f)-il) h ma wlasnos¢ wlasciwosci na zbiorze f~H(U) \ K,
(O, (f)-iii) £ € [f.u)h N i funkeja H : f71(U) \ (KU f~1(y)) — R okre-

Slona wzorem (2.45) jest funkcja ograniczona.

Uwaga 2.4.1. W powyzszych definicjach zaréwno funkcja h jak i H nie musza
by¢ okreslone na catym zbiorze f~(U).
Warunek (O, (f)-iii) nalezy rozumie¢ nastepujaco: dla dowolnego z € f~1(U)\
K istnieje stala L, € R taka, ze jezeli ¢, : I, — f~1(U)\ K jest rozwiazaniem
integralnym uktadu rownan (2.46) spelniajacym warunek poczatkowy ¢, (0) =
T, to

[H(pa(t)] < Lo dlat € I\ {t € L : f(ga(t)) =y}

Wprost z definicji otrzymujemy nastepujaca wlasnosé.

Wiasno$é 2.4.2. O,(f) € O,(f).
Niech f € C*°(R") i niech y € R.
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Twierdzenie 2.4.3. Jezeli O,(f) # 0, to punkt y jest wartosciq typowq funkcyji
f. Doktadniej, istnieje wtedy otoczenie U punktu y oraz pole v e (f, f~1(U))
takie, ze trywializacja funkcji f|i— @y« f7HU) — U jest wyznaczona przez

catkowanie pola v.

Dowdd. 7 zalozenia istnieje trojka (v, h, f*) € I' oraz otoczenie U punktu y i
zbiér zwarty K C R™ takie, ze spelnione sa warunki (O, (f)-1),(0,(f)-ii) oraz
(Oy(f)-ii).

Pokazemy, ze funkcja f jest funkcja v-kontrolowalng nad zbiorem U. Zgod-
nie z oznaczeniami z strony 45 przyjmijmy D := f~YU) \ K,S := D.
Dla z € D potézmy G, := D i okreslmy funkcje C, : G, — R wzorem
C, = |h|. Woéwcezas rodzina {C,}.ep spelnia warunek (2.12). Pokazemy, ze
zachodza warunki (2.13), (2.14), (2.15). Ustalmy punkt x € D. Oznaczmy
przez o, : I, — f~H(U)\ K rozwiazanie integralne uktadu rownan (2.46) spel-
niajace warunek poczatkowy ¢, (0) = x. Niech J, := {t € I, : min{f(x),y} <
flea(t)) < max{f(z),y}}. Oczywiscie spelniony jest warunek (2.13). Zbior
fow.(Jy) jest zawarty w przedziale domknietym o koricach f(z) i y.

Pokazemy, Ze spelniony jest warunek (2.14). Z warunku (O,-iii) istnieje
stata L, € R taka, ze

(2.47) [H(pz(D)| < Le dlat € Jo\ {t € Jo - fpa(t) =y}
Na mocy (O,-iii) mamy f* eh (v, f1(U) \ K, f~(y)), wiec funkcja

Je \{t € Jo: f(@a(t) =y} 2 = Duouen S (wu(t)) € R
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nie zmienia znaku. Stad i z (2.47), (2.46) oraz z okreslenia rozwiazania ¢,, dla
te I\ {t € Jy: fpu(t)) = y} dostajemy

Calpa(t)) = |h(@x(t))] < [h(pa(t)) = h(02(0))] + [A(22(0))]

<| [ Goeals)ds] + lilex 0)

= | [ @uccr)als))ds] + [l 0)
(2.48) 0

<mlu%mmmw$mw+w%mﬂ

:Lﬁé@%@fmmmmwmmwm
= Lo|f* (@ (t)) — £*()] + [h(2=(0))].

Z zalozenia f* € [f, y]{j_l(U)\K wynika, ze istnieje stata M, > 0 taka, ze
|f*(pe(t))] < M, dla t € J,. Zatem, dla t € J, z ciaglosei funkeji f* o ¢,

i nier6wnosci (2.48) otrzymujemy

Co(pa(t) < La(Mz + | f*(@)]) + [(02(0))]-
Funkcja C, spelia wiec warunek (2.14) ze staty L, (M, +|f*(x)]) +|h(p2(0))].

Z zalozenia (O,-ii) wynika, ze funkcja C, spelnia réwniez warunek (2.15).
Reasumujac, rodzina funkcji {C, }.cp ogranicza trajektorie uktadu rownan

(2.46), a wiec funkcja f jest funkcja v-kontrolowalng nad zbiorem U. Zatem

funkcja f jest funkcja v-kontrolowalna w punkcie y i mocy lematu 2.2.1 punkt

y jest wartosciag typowa funkcji f. n

Uwaga 2.4.4. Analizujac dowod twierdzenia 2.4.3 mozna zauwazy¢, ze teza
twierdzenia 2.4.3 pozostaje prawdziwa, nawet gdy w definicji zbioru O, (f)
dopuscimy mozliwosé doboru funkcji & i funkeji f* do punktu z € f~1(U)\ K.
Przypomnijmy najpierw, ze jezeli v € C*(D,,R"), to dla dowolnego D C D,

ixg € D przez Jg , 0znaczamy zbior okreslony jako

Toy = At € Ly = 90y (t) € Dymin{ f(20), y} < (00 (1)) < max{f(o),y}},
gdzie ¢, : I,, — D, jest rozwiazaniem integralnym uktadu réownan z/ =
v(x) speliajacym warunek poczatkowy ¢.,(0) = xg. Przez O,(f) bedziemy
oznaczaé zbior wszystkich pol v € C*°(D,, R™), dla ktorych istnieje otoczenie

U punktu y oraz zbiér zwarty K C R” takie, ze zachodza nastepujace warunki:
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(O, (f)-) veh (f, fHU)),

(Ey(f)-ii) dla dowolnego punktu o € f~1(U)\ K istnieje funkcja h € C'(Dy,)

posiadajaca wlasnos¢ witasciwosci na zbiorze T := gpr(Jf(;;(U)\K) oraz
funkcja f* € [f,y]l taka, ze funkcja H : T\ f~'(y) — R okreslona
wzorem

(9v(m)h(l')
(2.49) H(z) := 8

jest funkcja ograniczona.

Analogicznie jak w twierdzeniu 2.4.3 dowodzimy, ze jezeli Ey( f) #0, toy jest
wartoscig typowa funkcji f

Bezposrednio z twierdzenia 2.4.3 i wlasnosci 2.4.2 otrzymujemy odpowied-
nik twierdzenia 2.4.3, gdzie zbiér O, (f) zostal zastapiony zbiorem O, (f).

Twierdzenie 2.4.5. Jezeli O,(f) # 0, to y jest wartoscig typowq funkeji f.
Doktadniej, istnieje wtedy otoczenie U punktu y oraz pole v € (f, f~1(U))
takie, ze trywializacja funkcji fls-1y @ f7H(U) = U jest wyznaczona przez
catkowanie pola v.

Pokazemy, ze warunek O,(f) # 0 jest rownowazny faktowi, ze y jest war-

toscia typowa funkcji f. W tym celu udowodnimy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.4.6. Niech y bedzie wartosciq typowq funkcji f € C®(R™).
Istnieje wtedy otoczenie U punktu y, pole v ey (f, f~1(U)) oraz funkcja h €
C>(f~Y(U)) spetniajgca warunek wtasciwosci na zbiorze f~1(U) taka, ze

Oy(ah(x)

dla x € f~(U). W szczegdlnosci zachodzi wtedy O, (f) # 0.

(2.50) H(z) = 0

Dowdd. 7 definicji wartosci typowej funkeji f istnieje otoczenie U; C R punktu

y i odwzorowanie Wy : f~1(U;) — f~1(y) takie, ze odwzorowanie

U= (U, f): f7H(01) 320 (Va(2), f(z) € [ (y) x Uy
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jest dyfeomorfizmem klasy C'*°. Zmniejszajac ewentualnie zbiér U; mozemy
zatozy¢, ze Uy = (—e + y,e + y). Poniewaz ¥~=! : f~Yy) x U, — f~1(U))
jest dyfeomorfizmem odwrotnym do ¥, to dla punktow (z,t) € f~*(y) x Uy

zachodzi
(U (74T, 1)), F(O7H(T, 1) = U(U(T,1) = (T,1).

Zatem dla punktow (7, t) € f~!(y) x U; mamy

(2.51) fU—Yz,t) =t.
To daje, ze
(2.52) 0 (UH(z,t)) =1dla (z,t) € f ' (y) x Uy.

ot
Okreslmy pole wektorowe v € C°°(f~1(U;), R™) nastepujacym wzorem

0

v(@) = 2 T D] @o=u) s daz € [T,

Pokazemy, ze v €ty (f, f~H(U)). Ustalmy punkt z € f~1(U;) i pol6zmy
(2.53)  @(t) =V (W (2),t+ f(x)) dlat € (—e+y— f(z),e +y— f()).

Z warunku f(z) € Uy = (—¢ + y,e + y) otrzymujemy 0 € (—e +y — f(x),e +
y — f(x)). Ponadto

(2.54) o(0) = U (U (2), f(x) = U (D(a)) = .
(0) = L@ Wy (2). 1+ (@)oo = U (@ 1) o -
v (0) = 1(2), 2o = 5,V (T )l @a=(va@). @) = v(2)-

Zatem, wobec rownania (2.52) mamy

d

O f(2) = 0p(0) f(p(0)) = — F(p(t))]1=0 =

%f(qj_l(\yl(x)’t+ f(x))]i=0 =1
Reasumujac, v €h, (f, f_l(U)).
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Okreslmy funkcje b : f~1(U;) — R nastepujacym wzorem
h(z) := |V (2)]? dla = € f~H(U,).

Oczywiscie h € C*(f~'(Uy)). Okreslmy zbior U := (=5 +y,5 +y). Mamy
U C U,. Pokazemy, ze h ma wlasnogé wlasciwosci na zbiorze f~1(U). Wez-
my dowolny ciag (zx)72, C f~Y(U) taki, ze ]}Lrgo|xk\ = +o00. Przypusémy,
ze kh_)rgo |h(zk)| # +00. Wybierajac ewentualnie podciag, mozemy zalozy¢, ze
kh_)rrolo U, (zx) = To € f~(y). Wybierajac ewentualnie kolejny podciag, moze-
my zalozyé, ze kh_{gO f(z) =9, € U C Uy. Z ciaglosci odwzorowan ¥, i U~
otrzymujemy

0 (F0.50)| = | Jim U (). £ (22)

= lim [ (W (ay))] = lim |zg| = +oo,
co jest niemozliwe. Reasumujac, funkcja h ma wtasno$é¢ wtasciwosci na zbiorze
fHU).

Pokazemy teraz, ze
Opmh(z) =0dlaz e f1(U).
Istotnie, dla punktow (z,t) € f~!(y) x U mamy
U, (U H(7,t) =7
Zatem zachodzi
%Mll(\l!_l(f, P =0dla (7,t) € f(y) x U.

Podobnie jak poprzednio, ustalajac punkt x € f~1(U) i okreslajac krzywa ¢

wzorem (2.53) otrzymujemy

d d

Dui)h(@) = 0pr0)h(0(0)) = —h((B))i=0 = —[¥1 (W7 (F, £))*lezo = 0.

Reasumujac, dla dowolnego z € f~1(U) dostajemy

Ou(a)h(x) _

0.
Do() f(x)

H(x) =
To koniczy dowdd. O]
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Bezposrednio z twierdzenia 2.4.6 i twierdzenia 2.4.5 otrzymujemy nastepu-

jace twierdzenie.

Twierdzenie 2.4.7. Punkt y jest wartosciqg typowq funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy O,(f) # 0.

Korzystajac z twierdzenia 2.4.6, twierdzenia 2.4.3 oraz wlasnosci 2.1.8 do-

stajemy:

Whiosek 2.4.8. Jezeli y jest wartoscig typowq funkcji f, to trywializacje funk-
cji f mozemy uzyskac catkujgc pole wektorowe V,f, gdzie g jest pewnym ten-

sorem metrycznym w otoczeniu poziomicy [~ (y).

Zauwazmy, ze dla ustalonego tensora metrycznego g, nie jest prawda, ze
catkowanie pole wektorowego V, f musi prowadzi¢ do trywializacji wiazki try-

wialnej f nad otoczeniem punktu y. Swiadezy o tym nastepujacy przyktad
Przyklad 2.4.9. Rozwazmy funkcje f : R? — R okreslong wzorem
flz,y) =y dla (z,y) € R*.

Oczywiscie f jest wigzka trywialng nad R. Okreslajac za$ w R? tensor me-

tryczny przez macierz

R
[gi]‘(‘x?y)]lgi,jéZ = [ 11 _:L dla ('T,y> S R2
otrzymujemy wobec wzoru (1.5)
1 2
Viflz,y)=| | dla (z,y) € R*
e

Latwo sprawdzamy, ze trajektorie pola pochodzacego od V,f sa postaci
Yap(t) = (t + a,e™ +b) t,a,b € R i nie prowadza do trywializacji funkcji

f w otoczeniu dowolnej poziomicy.

Wydaje sig, ze dla dowolnej wartosci typowej y funkeji f takiej, ze wtokno
f7(y) jest nieograniczone i dowolnego otoczenia U punktu y istnieje tensor
metryczny g okreslony na zbiorze f~'(U) taki, ze calkowanie pola V,f nie

prowadzi do trywializacji funkcji f.
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Wybor odpowiedniej trojki (v, h, f*) jest kluczowym zagadnieniem podczas
wyznaczania zbioru punktow bifurkacyjnych w oparciu o twierdzenie 2.4.5.
Pokazemy, ze dla dowolnej funkcji semialgebraicznej gtadkiej f : R* — R i
dowolnej wartosci regularnej y € R takiej , ze zbior f~!(y) jest nieograniczony,
istnieje otoczenie U punktu y, pole v e, (f, f~1(U)) i funkcja h: R™\ {0} —
R posiadajaca wlasnosé wlasciwosci na zbiorze f~1(U) takie, ze dla dowolnego
otoczenia U’ C U punktu y i dowolnego zbioru zawartego K DO {0} funkcja

funkcja H = g:—;l jest nieograniczona na zbiorze f~1(U’) \ K.

Przyklad 2.4.10. Niech f : R" — R iy € R bedzie wartoscia regularng funk-
cji semialgebraicznej gladkiej f taka, ze f~!(y) jest zbiorem nieograniczonym.
Zmieniajac uktad wspolrzednych, wobec semialgebraicznosci funkeji f, moze-
my zalozyé, ze istnieje R > 0 takie, ze {(21,0,...,0) € R" : 2; > R} C f~(y).
Wtedy [1,0,...,0] € T, f~!(y) dla z € {(21,0,...,0) € R" : x; > R}. Zatem na
mocy 1.2.1 dla z € {(z,0,...,0) € R" : 1 > R} mamy

of

Niech U bedzie otoczeniem punktu y takim, ze V f(x) # 0 dla z € f~1(U).
Oznaczmy zbior A := {0} x R" ! i rozwazmy pole v; : [~} (U)\ A — R”

okreslone wzorem

0= (Vf(x),[L,0,...,0])

1 x|?
vy (z) =

= Vilx)+
NMICRC AR
Dla z € {(z1,0,...,0) € R" : x; > R} zachodzi

1
(2.55) Qo) f(2) = S

Wobec ciaglosei funkeji 0, f istnieje zbior otwarty Q O {(z1,0,...,0) € R" :

[1,0,...0].

0.

x1 > R} taki, ze vy €thy (f,Q). Sklejajac pole v1|q z polem V f otrzymujemy
pole v e, (f, f~Y(U)) takie, ze dla z € {(z,0,...,0) € R* : 2, > R}
zachodzi wzor (2.55). Potézmy h(z) := In(|z|?) dla x € R™\ {0}. Wtedy dla
z € {(21,0,...,0) € R" : 21 > R} mamy

Oy h(z) = 1.
Ouh

Do f
na zbiorze f~1(U’)\ K, gdzie U’ jest dowolnym otoczeniem punktu y, a K jest

Z powyzszego 1 (2.55) otrzymujemy, ze funkcja H = jest nieograniczona

dowolnym zbiorem zwartym takim, ze 0 € K.
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2.5 Uwagi do twierdzenia 2.4.5

Niech f € C*(R") i y € R. Przyjmijmy zaloZenia i oznaczenia jak w paragra-
fie 2.4.

Uwaga 2.5.1. Zauwazmy, ze jezeli funkcja h € C'(Dj,) ma wlasnosé wtasci-

wosci na zbiorze E, to funkcja h € C(Dj;) postaci
h(z) :=Inh(z) dla z € D5,

ma wlasnos¢ wlasciwosci na zbiorze E'N Dy, gdzie Dy, := {z € Dy, : h(z) > 0}.
Zwiazana z funkcja h funkcja H : (f~4(U) \ (K U f~'(y))) N D; — R jest
postaci

8v(x)h(l') ‘
h<x)av(:c)f* (l‘)

Dodatkowe (w stosunku do wzoru (2.45)) pojawienie sie w mianowniku funkcji

(2.56) H(zx) =

h, posiadajacej wtasnos¢ wlasciwosci na pewnym zbiorze, wptywa korzystnie
na warunek ograniczonosci funkcji H. W szczegblnosci, ograniczonosé funkeji
H postaci (2.45) implikuje ograniczonosé funkeji H postaci (2.56). Zatem, przy
odpowiednich zalozeniach?, w definicjach zbioru O, (f) i zbioru O, (f) warunki
(O, (f)-iii) oraz (O,(f)-iii) mozemy zastapi¢ analogicznymi warunkami z funk-
cja H postaci (2.56) uzyskujac twierdzenia analogiczne do twierdzen 2.4.3 i
2.4.5.

Uwaga 2.5.2. Warto odnotowaé, ze zastosowanie ztozenia h = Inoh jest w

pewnym sensie optymalne. Dokladniej, jezeli w warunkach (O, (f)-iii), (O, (f)-

iii) zamiast funkcji H postaci (2.45) rozwazymy funkcje H, : Dy, — R postaci
Oy (a) ()

h(@)*Oy () [* ()

z wyktadnikiem o > 1, to twierdzenia analogiczne do twierdzen 2.4.3 i 2.4.5

(2.57) H,(x) =

przestaja by¢ prawdziwe. Pokazemy, to w przyktadzie 2.5.3.

Przyktad 2.5.3. Ustalmy dowolne o > 1 i rozwazmy funkcje f, f*, h,v : R —

R okreslone wzorami

[ (z) = f(z):=¢€", h(zx) :=eT=, v(z):=1.

3na przyklad h(z) > 0 dla z € E.
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Oczywiscie v €rhy (f,R) oraz punkt 0 jest wartoscia bifurkacyjna funkcji f. Po-
nadto, funkcja i ma wlasno$é¢ wtasciwosci na zbiorze f~1((—1,1)) = (—o0,0)
oraz zachodzi réwnosé

T

| &,mh(x) | _ el-«a _ 1
h($)aav(m)f(x)

(a—l)e%ef a—1

|Ha ()| =

W szczegolnosci, funkcja H, jest ograniczona na zbiorze f~!'((—1,1)), ale 0

jest wartoscia bifurkacyjna funkcji f.

Uwaga 2.5.4. W przypadku gdy nie zalezy nam, aby funkcja H byla funkcja
wymierng zmiennych 9,h, 0, f*, h, procedure sktadania funkcji h z logarytmem
naturalnym mozemy iterowa¢ dowolng ilosé razy. Otrzymujemy w ten sposob

funkcje H : Dy — R postaci

1 6v(x)h(:1:)
In(h(z)) In(In(h(z)) - - - In(In(. .. In(h(x)) ...) (@)@ f*(z)

(2.58) H(x):=

W pewnych sytuacjach, dla ustalonej funkcji h, rozwazanie warunku
(O, (f)-iii) lub (O,(f)-iii) z funkcja H postaci (2.56) nie pozwala na bezpo-
érednie stwierdzenie, ze O,(f) # 0 lub O,(f) # 0, podczas gdy rozwazanie
warunku (O, (f)-iii) lub (O,(f)-iii) z funkcja H postaci (2.58) prowadzi do
stwierdzenia O, (f) # 0 lub O,(f) # 0. Zilustrujemy ten efekt na przykladach
2.5.512.5.6.

Przyktad 2.5.5. Niech f, f*,v € C*(R), h € C*(R\ {0}) beda postaci
f@):=f(2) =z, v(@) =1 hx) =e".

Funkcja h ma wlasnos¢ whasciwosci na R\ {0}. Ponadto dla = # 0 funkcja

| Do) ()
h(2) Dy f* ()

jest nieograniczona, czyli (v, h, f*) ¢ O,(f) . Z drugiej strony, dla = # 0 funkcja

|: ||

| Do) ()
h(z) In(h(z))Oy(z) f*()

jest oczywiscie ograniczona, czyli O, (f) # 0.

=1
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Przyktad 2.5.6. Niech f* € C®(R?),v € C*®(R?,R?),h € C*(R?) beda

postaci

Flay) =, v(@,y) = [1,v/2 + P + 1n(a? + 52 + 1)),

h(z,y) == 2> +y* + 1.

Funkcja h ma wlasno$é wlasciwosci na R2. Ponadto, funkcja

H(zx,y) Oy P, y) 2x 4 2y\/2% + 42 + Lln(z® + 4> + 1)
xXr = —
T @ )y (3, ) 2 +y?+1

jest nieograniczona. Istotnie, ktadac z = 0,y = ¢ otrzymujemy

2t/(t2+ 1) In(#? + 1
lim H(0,¢) = lim (tF+ Din{t" +1)

t—+o00 t—+o0 t24+1

= +00.

7 drugiej strony, funkcja

8v(m7y)h(x, y)
h(z,y) In(h(z,y))Ou(ay) f* (2, y)

jest ograniczona w otoczeniu nieskoriczonosci. Istotnie, dla (z,y) € {(x,y) €

H(x,y) =

R?: 2% + 9% > e — 1} z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy

\/xz—i—y \/1 (22 + y2 4+ 1) In?*(1 + 22 + y?)

(#? + 3> +1)In(a® +y> + 1)

Reasumujac, funkcja H jest ograniczona w pewnym otoczeniu nieskoriczonosci,
a funkcja H nie jest ograniczona na dowolnym otoczeniu nieskoriczonosci. W

szczegolnosei, dla f = f* oraz punktu 0, nie jest spelniony warunek (Og(f)-

iii) z funkcja H = h%,,hf’ ale speiony jest warunek (Og(f)-iii) z funkcja H =
Ouh

RInhdyf "

W powyzszych uwagach i przykladach analizowalismy, jak mozna modyfi-
kowa¢ funkcje H przez zmiane funkcji h, aby polepszy¢ efektywnosé warunkow
(O, (f)-ii) oraz (O,(f)-iii). Pokazemy teraz, jaki wplyw na te warunki ma
modyfikacja funkcji f* € [f, y]{il(U)\K.

Uwaga 2.5.7. Zauwazmy, ze jezeli f* € [f, y]gil(U)\K oraz

(2.59) f@)=ye @)=y darec fY{U)\K
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dla pewnego punktu y* € R, to na mocy czesci ii) wlasnosei 2.3.1 dla 6 < 1

mamy f; € [f,y)] UK, gdzie

(2.60) fo(w) = (2) =y | dlaz e fH(U)\ K.
Zwiazana z funkcja f; funkcja H : (f~1(U) \ (K U f~*(y))) — R jest postaci

|f*(x) = y*]° Ou(yh(x)

(2.61) H(z) = sgn(f*(x) —y") " Qo) [*(z)

gdzie sgnt oznacza znak liczby t. Jezeli # > 0 to dodatkowe (w stosunku
do wzoru (2.45)) pojawienie si¢ wyrazenia |f*(x) — y*|® wplywa korzystnie
na efektywnosé warunkow (O, (f)-iii) oraz (O, (f)-iii). Zatem, przy zalozeniu
(2.59), warunki (O, (f)-iii) oraz (O,(f)-iii) mozemy zastapi¢ analogicznymi
warunkami z funkcja H postaci (2.61) uzyskujac twierdzenia analogiczne do

twierdzen 2.4.3 1 2.4.5. (por. paragraf 3.6).

Uwaga 2.5.8. Warto odnotowac, ze funkcja f,; z wykladnikiem 6 < 1 jest w
pewnym sensie optymalna. Doktadniej, jezeli w warunkach (O, (f)-iii), (O, (f)-
iii), zamiast funkcji H postaci (2.45), rozwazymy funkcje H? : Dpys — R

postaci

Ou@)h ()

z wykltadnikiem 6 > 1, to twierdzenia analogiczne do twierdzen 2.4.3 i 2.4.5

(2.62) H(x) = [f*(x) -y’

przestaja by¢ prawdziwe. Pokazemy, to w przyktadzie 2.5.9.

Przyktad 2.5.9. Ustalmy dowolne 6 > 1 i rozwazmy funkcje f, f*, h,v : R —

R okreslone wzorami

Oczywiscie v €y (f,R) oraz punkt y = 0 jest wartoscia bifurkacyjna funkcji
f. Ponadto, funkcja h ma wtasnos¢ wlasciwosci na zbiorze R oraz zachodzi
rOwWnos¢ Drmrh(2)
_ v(@)N\T) (9-1)
|HO ()] = (@) |5~ = e

W szcezegolnosei, funkcja H? jest ograniczona na zbiorze f~1((—1,1)) =

(—00,0), ale 0 jest wartoscia bifurkacyjna funkcji f. Zatem, jezeli w warunkach
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(O, (f)-iii), (O,(f)-iii), zamiast funkcji H postaci (2.45) rozwazymy funkcje
HY to twierdzenia analogiczne do twierdzeni 2.4.3 i 2.4.5 przestaja byé praw-

dziwe.

Przeanalizujemy przyktad funkcji wymiernej o wartosci typowej 0, dla kto-
rej rozwazenie trojki (V f, hy, f), gdzie hy(x) = In(|z|?) dla z # 0, nie prowadzi
do pozadanej (w kontekscie twierdzenia 2.4.5) relacji (V f, hy, f) € Oo(f) (por.
paragraf 3.3). Pokazemy, jak w tej sytuacji wystarczy zamieni¢ jeden element
z trojki (Vf, hy, f), aby uzyska¢ nowa trojke (v, h, f*) speliajaca juz relacje
(v, h, f*) € Oo(f).

Przyklad 2.5.10. Niech f : R? — R bedzie funkcjg okreslona wzorem

Y
f(x,y):1+$2 dla z,y € R.

Oczywiscie dla x,y € R mamy
g(x ) = _—2xy g(x ) = 1
oz Y  (1+22)2 Oy R A=)

Pokazemy, ze (Vf, hi,f) ¢ Oo(f). Istotnie, rozwazmy ciag (,,y,) =

(n, 12”2), n € N. Oczywiscie 7}1—{20 |(2pn, Yn)| = +00. Ponadto

1
n—00 n—o00 M,
O (. u I ) (T U
lim |H (2, yo)| = lim |~ 2LEmbn) 1(x)| — i V@), (@ Ya))|

oo =00 O f(anya) f (@) no00 [(@n, Yn) PV f (20, yn) 2
- 52 + 2 o Lm0

n—o0 (n? + (14;:12)2)((1;;2)2 + (1+}12)2) n—oo n3(1 + (n_12 +1)%)5
Reasumujac, (Vf, hy, f) ¢ Oo(f) (innymi stowami funkcja f nie spelnia wa-

runku pre-Malgrange’a w punkcie 0, por. paragraf 3.3 ). W szczegolnosci, na
mocy wlasnosci 3.3.2, funkcja f nie spelnia warunku Malgrange’a w punkcie
0. Pokazemy, w jaki sposob, w oparciu o twierdzenie 2.4.5, mozna wykazaé, ze

punkt 0 jest punktem typowym funkcji f.

Sposdb 1. Pokazemy, ze (Vf, h, f) € Oo(f) dla odpowiednio dobranej
funkcji h. Niech U := (—=1,1), Dy, := R\ {(z,y) € R* : x = 0}. Rozwazmy
funkcje h : Dy, — R okreslong wzorem

1 1
h(z,y) := 5:6'2 +y° + 3 In(2?).
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Kladac K := {(x,y) € R?*: z =0,y € [-1,1]} otrzymujemy f~(U)\ K C D,.
Funkcja i ma wlasno$é wlasciwosci na zbiorze f~1(U)\ K. Istotnie, rozwazmy
dowolny ciag (zn,y,) € f~1(U) \ K,n € N speliajacy Jim. |(Zn, Yn)| = +00.
Dla takiego ciagu zachodzi lim |z,| = +00. Zatem z definicji funkcji h otrzy-
mujemy B

lim h(zy,,y,) = +o0,

n—o0

co dowodzi wlasnosci wlasciwosci h na zbiorze f~'(U) \ K. Pokazemy, ze

funkcja H = gvf ;L jest ograniczona na zbiorze f~'(U) \ K. Istotnie, dla

(@,y) € 1 (U) \ K mamy

an x,y)h(xv y) - <Vh($, y)7 Vf(x, y)>
s x? —2xy 1 B
= (1+x2)2’1+x2))>_0’
co daje H = 0. Zatem (Vf, h, f) € Oo(f) i na mocy twierdzenia 2.4.5 punkt 0
jest wartoscia typowa funkcji f.

Sposéb 2. Pokazemy, ze (v, hy, f) € Og(f) dla odpowiednio dobranego po-
la wektorowego v. Niech U := (—1,1). Oznaczmy przez L zbior zwarty postaci
L:={(0,y) € R*: y € [0,1]}. Okreslmy pole wektorowe v € C=(f~(U)\ L)
wzorem
(1+ 2%)? 0

— (— 2
0 2$2(1+x2) Vi(z,y) = (—2xy,2x7).

v(z,y) =

Na mocy wlasnosci 2.1.5 mamy v ey (f, f~1(U)\ L). Sklejajac pole v z polem
V[ (poréwnaj wlasnosé 2.1.9) dostajemy pole v : R? — R, v e (f, f~1(U))
takie, ze dla odpowiedniej statej R > 0 mamy

(2.63) v(x,y) =v(x,y) dla |(z,y)] > R+ 1, (z,y) € f1(U).

Oznaczmy przez K zbiér zwarty postaci

K = {(z,y) € T0) : |(a,9)] < R+1}.

8h1

Pokazemy, ze funkcja H = G jest ograniczona na zbiorze f~ L(U)\ K. Istotnie,

dla dowolnych punktow (z, y) € R?\ K zachodzi

AN y), @) 2
Oh@) = "ZG o T T@mP
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co daje H = % = 0. Zatem (v, hy, f) € Oo(f) 1 na mocy twierdzenia 2.4.5

punkt 0 jest wartoscia typowa funkcji f.

Sposob 3. Pokazemy, ze (Vf, hi, f*) € Og(f) dla odpowiednio dobranej
funkcji f*. Niech U := (—-1,1) i K = {(z,y) € R* : z € [-1,1], (z,y) €
f~HU)}. Oczywiscie zbior K jest zbiorem zwartym. Rozwazmy funkcje f* €
C>(R?) postaci f*(z,y) = y. Wowczas

(Vf(z,y),Vf(z,y)) = >0dlaz,y€R,

1+ a2
f(z,y) f*(z,y) > 0dlax,yeR,

zatem na mocy czesci iv) w wiasnosci 2.3.1 f* € [f, y]é}l(U). Ponadto

OV f(@yyh1 (2, y) 2y(1 — 22

H(z,y) = f(zyy) _ ( )

C Oviepfr(zy) (22 +y2) (1 + 22) dla (z,y) € f(U) \ K.

Latwo sprawdzamy, ze dla (z,y) € f~1(U) \ K,y # 0 mamy

2
2yl == _ 2]

H(x, =
H@Y = T S 2ay]

1<1.

Dla (z,y) € f~Y(U)\ K,y = 0 mamy H(z,y) = 0. Zatem (V f, hy, f*) € Oo(f)

i na mocy twierdzenia 2.4.5 punkt 0 jest wartoscia typowa funkcji f.

2.6 Wartosci typowe w nieskonczono$ci funkcji
f w jezyku zbiorow 6;0(f) i 02°(f)

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, przez I' bedziemy oznacza¢ zbior
wszystkich trojek (v, h, f*), gdzie v € C*(D,,R™),h € C'(Dy,), f* € C°(Dy-)
oraz D, Dy, D+ sg podzbiorami otwartymi w R".

Niech f € C*°(R") i niech y € R. Przez 5;0( f) oznaczamy zbior wszystkich
trojek (v, h, f*) € T', dla ktorych istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior

zwarty K C R" takie, ze zachodza nastepujace warunki:
(O, (f)) veh (f, fHU)\ K),
(O, (f)-il) h ma wlasnos¢ wlasciwosei na zbiorze f~1(U) \ K,
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Oy (H-iit) £ € [fld Vi funkeja H o f7HU)\ (KU (y) = R
okreslona wzorem

Oo(a)h()

O(a) f* ()

jest funkcja ograniczong na kazdym rozwigzaniu uktadu rownan

(2.64) H(z) :=

(2.65) ' =v(z)
o prawej stronie okreslonej w zbiorze R x f~1(U) \ K.

Przez O;°(f) oznaczamy zbior wszystkich tréjek (v, h, f*) € ', dla ktorych
istnieje otoczenie U punktu y oraz zbiér zwarty K C R”™ takie, ze zachodza

nastepujace warunki

(O (f)-) v eh (f, fTHU)\ K),
(Og°(f)-ii) h ma whasnosé¢ wilasciwosci na zbiorze f~H(U) \ K,

oo\ ey FUUNK . o _
(O (f)-iil) f* € [fiyh i funkcja H : fHU) \ (KU f7'(y)) = R
okreslona wzorem (2.64) jest funkcja ograniczona.

Bezposrednio z definicji zbiorow O;°(f) i 5;0( f) dostajemy nastepujaca

wlasnoscé.

Wilasnosé 2.6.1. O°(f) C O, (f), Oy(f) C OF(f), Oy(f) C O, (f).

Niech f € C*°(R™) i niech y € R. Analogicznie jak twierdzenie 2.4.3, tym
razem korzystajac z lematu 2.2.2 zamiast lematu 2.2.1, dowodzimy ponizszego

twierdzenia.

Twierdzenie 2.6.2. Jezeli 5;0(]“) # 0, to punkt y jest wartoscig typowq
funkcji fw nieskoniczonosci. Doktadniej, istnieje wtedy otoczenie U punktu y
oraz pole v eth (f, f7HU) \ K) takie, ze trywializacja funkcji f|p-1@onx
Y U)\ K — U jest wyznaczona przez catkowanie pola v.

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia oraz wlasnosci 2.6.1 otrzymujemy
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.6.3. Jezeli O°(f) # 0, to punkt y jest wartoscig typowq
funkcji f. Doktadniej, istnieje wtedy otoczenie U punktu y oraz pole v €rh
(f, [7HU) \ K) takie, ze trywializacja funkcji fl— i @ fTHU)\ K — U

jest wyznaczona przez catkowanie pola v.
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2.7 Wartosci typowe funkcji f a zbiér Milnora

W twierdzeniu 2.4.5 podaliémy warunek implikujacy typowos$¢ wtokna y funkceji
f w jezyku zbioru Oy (f). W tym paragrafie podamy inny warunek implikujacy
typowos¢ wtokna funkeji f wykorzystujacy pojecie zbioru Milnora. Powstaje on
przez wyrugowanie z relacji (v, h, f) € Oy(f) pola v oraz zastapienie warunku
ograniczonosci funkcji H na zbiorze f~!'(U)\ K warunkiem ograniczonosci
funkcji |Vh|/|V f| na pewnym podzbiorze zbioru f~}(U) \ K.

Wiasno$é 2.7.1. Niech h, f € CY(D), gdzie D C R" jest zbiorem otwartym.
Nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) istnieje pole wektorowe v €My (f, D) takie, ze funkcja H = %”} jest ograni-
czona w zbiorze D,

b) istnieje pole wektorowe v €y (f, D) takie, ze Ozf = 1 oraz funkcja

H := 0sh jest ograniczona w zbiorze D.

Dowdd. Istotnie, inkluzja b) = a) jest oczywista. Udowodnimy inkluzje a)
= b). Zauwazmy, ze jesli v €ty (f, D), to kladac © = 3% mamy O5f = 1.
Ponadto, dla x € D zachodzi

av(x)h($) _ &U(I)h(fﬂ)

a wiec z ograniczono$ci funkcji H na zbiorze D wynika ograniczonos¢ funkeji

H(z) = = Oywh(x) = H(x),

H na tym zbiorze. To koticzy dowdd. O]

W dalszym ciggu bedziemy zakladac, ze f € C*°(R"™). Przyjmijmy ozna-

czenie®
My (f, D) :={vehy (f,D): Oy f(x) =1dlaz € D}.

Niech fi,fo € CYD) i niech G C D. Zbiorem Milnora odwzorowa-
nia (f1, f2) : G — R? nazywamy zbiér punktéw krytycznych odwzorowania
(f1, f2) : G — R? i oznaczamy przez M(f1, f2, G).

Przejdziemy teraz do gtéwnego twierdzenia tego paragrafu.

4W przeciwienstwie do oznaczen z paragrafu 2.1, liczbe 1 bedziemy teraz zapisywaé w

indeksie dolnym.

1)



Twierdzenie 2.7.2. Niech y € R bedzie wartoscig reqularng funkcji f, Uy C
R otoczeniem punktu y, Ko C R"™ zbiorem zwartym i h € CY(Dy) funkcjq
posiadajgcg wtasnosé wltasciwosci na zbiorze f~H(Uy) \ Ko. Wtedy:

a) jezeli istnieje otoczenie U C Uy punktu y takie, ze zbior M(f, h, f~(U)\ Ko)
jest ograniczony, to y jest wartosciq typowq funkcji f,

b) jezeli zbior M(f, h, f~1(U) \ Ky) jest nieograniczony dla pewnego otoczenia
U C Uy punktu y 1 istnieje zbior zwarty K C R", K D Ky taki, zZe funkcja
IVL|/|V f] jest ograniczona na zbiorze M(f, h, f~1(U))\K), toy jest wartosciq
typowq funkcji f,

c) jezeli dla dowolnego otoczenia U C Uy punktu y zbior M(f, h, f~(U) \ Ky)
jest nieograniczony oraz dla dowolnego zbioru zwartego K C R", K D Ky
funkcja |Vh|/|V f| jest nieograniczona na zbiorze M(f, h, f~1(U) \ K), to dla
dowolnego pola v ety (f, f~H(U)) zachodzi (v, h, f) & O,(f).

Dowdd. Ad. a) Niech U bedzie otoczeniem punktu y takim, ze zbior

M(f, h, f75U) \ Kp) jest ograniczony. Poniewaz y jest wartosciag regular-

ng funkcji f, to, zmniejszajac ewentualnie otoczenie U, mozemy zatozy¢, ze

Vf(z) #0dlaxz e f~(U). Niech M(f, h, f~Y(U)\ Ky) C K, gdzie K C R"

jest zbiorem zwartym. Dla z € f~1(U) \ K przyjmijmy

(Vf(z), Vh(z))
[Vh(z)]?

Woéwczas dla x € f~(U) \ K mamy = ¢ M(f, h, f~1(U) \ Ky), wiec z nier6w-
noéci Cauchy’ego-Schwarza otrzymujemy

_ IVI@)PIVA@) P = (V (), Vh(2))®
[Vh(z)[?

v*(z) ==V f(x) — Vh(z).

(Vf(x),v"(x)) #0.

Pot6zmy

v ()
(Vf(x),v*(x))
Latwo sprawdzamy, ze v € C°(f~Y(U)\ K) idla z € f~}(U) \ K, zachodzi

(2.66) v(x) = dlaze f71(U)\ K.

(2.67) (Vh(z),v(x)) =0, (Vf(x),v(z))=1.

Sklejajac pole v z polem Vf otrzymujemy pole v takie, ze v €rh,
(f, f7H(U)) (patrz wlasnos¢ 2.1.9). Ponadto, zwickszajac ewentualnie zbior K,
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z (2.67) dla x € f~1(U) \ K mamy

Zatem wobec twierdzenia 2.4.5 punkt y jest wartoscia typowa funkeji f.

Ad. b) Niech U bedzie otoczeniem punktu y, K C R"™ zbiorem zwartym
takim, ze K D K, oraz
[Vh(z)]
IV f(z)|

dla pewnej statej C' > 0. Poniewaz y jest wartoscig regularng funkcji f, to,

(2.68) <O dlaxe M(f,h, f(U)\K)

zmniejszajac ewentualnie otoczenie U, mozemy zalozy¢, ze V f(z) # 0 dla
z e f~YU).
Okreslmy funkcje H : f~*(U) \ K x R" — R wzorem

H(z,v) = d,h(x).

Wowezas, dla dowolnego punktu x € M (f, h, f~*(U)\ K) oraz dowolnego pola
v ey (f, f7H(U) \ K), mamy

[Vh(z)]
[V (@)
7Z powyzszego oraz ciaglosci pola Vf/|V f|?> ety (f, f~1(U)\ K), istnieje zbior
otwarty A C R™ taki, ze M(f, h, f~*(U)\ K) C A oraz

Vi)
V()

Podobnie jak w podpunkcie a) pokazujemy, ze istnieje pole wektorowe
veh (f, [FHON(KUM(f, h, f71(U)\ K)) postaci (2.66) takie, ze zachodza
wzory (2.67) dlax € f~Y(U)\ (KUM(f, h, f~1(U)\ K)), co wobec okreslenia
funkeji H daje

(2.69)  [H(z,v(x))] = [{v(2), Vh(@))| = o5 (v(2), VF(2))] < C.

(2.70) |H(z, |2)| <2C dla x € A.

(2.71) H(z,v(z)=0dlaze f7H(U)\ (KUM(f h, fH(U)\ K).

Poniewaz v €y (f, f1(U)\ K) oraz Vf/|V f|> ey (f, f1(U)), to sklejajac’
pole v z polem Vf/|Vf|* uzyskujemy pole v €ty (f, f~1(U)), ktére wobec

Sgdzie uzywamy rozkltadu jedynki dla pokrycia f~1(U)\ Ay, A zbioru f~1(U) \ K, gdzie
Ay C A jest zbiorem domknietym takim, ze (f~1(U) \ K) N M(f,h, f~1(U) \ K) C Int A;.

7



(2.70) i (2.71) spelnia warunek

(2.72) |%| = |H(z,(z))| < 2C dlaz € f7(U)\ K.

Zatem wobec twierdzenia 2.4.5 punkt y jest wartoscia typowa funkeji f.

Ad ¢) Niech U C Uy bedzie dowolnym otoczeniem punktu y i niech
K C R" bedzie dowolnym zbiorem zwartym takim, ze K O K,. Niech
v ey (f, f7YU) \ K). Przyjmujac oznaczenia jak w czesci b), dla = €
M(f, b, f7H(U) \ K) mamy

_ VA=) _ | Vh(z)|

[H(z)| = [Oymh(z)| = |H(z,v(z))] = )| (v(z),Vf(x)) = @)

Stad 1 z zalozenia, ze funkcja |Vh|/|Vf| jest nieograniczona na zbiorze
M(f,h, f~1(U)) \ K) otrzymujemy, ze funkcja H jest nieograniczona na zbio-
rze M(f,h, f~5(U)) \ K). Zatem, z dowolnosci pola v €y (f, f~1(U) \ K)
oraz wlasnosci 2.7.1 otrzymujemy, ze dla dowolnego pola v €, (f, f~1(U))
zachodzi (v, h, f) ¢ O,(f), co daje teze. O

Uwaga 2.7.3. W odroéznieniu od twierdzenia 2.4.5 twierdzenie 2.7.2 jest for-
mutowane z ustalong funkcja h i nie daje warunkéw réwnowaznych typowosci

wlokien funkeji (por. twierdzenie 2.4.7).

Zalozmy, ze funkcja h € C1(Dj;) przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Po-
dobnie jak w paragrafie 2.4 (por. uwage 2.5.1), rozwazajac ztozenie Inoh do-
stajemy, ze M(f,h, f~Y(U)\ K) = M(f,Inoh, f~}(U) \ K) i w twierdzeniu
2.7.2 funkcje |Vh|/|V f| mozna zastapi¢ funkcja |Vh|/(h|V f|). Dokladniej, z

twierdzenia 2.7.2 dostajemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.7.4. Niechy € R bedzie warto$cig reqularng funkcyi f, Uy C R
otoczeniem punktu y, Ko C R™ zbiorem zwartym i h € C*(Dy,) funkcjq posia-
dajacg wlasnosé wlasciwosci na zbiorze f~1(Uy) \ Ko spetniajgcq dodatkowo
nieréwno$é h(x) > 0 dla v € f~1(Uy) \ Ko. Wtedy:

a) jezeli istnieje otoczenie U C Uy punktu y takie, ze zbior M(f, h, f~(U)\ Ky)
jest ograniczony, to y jest wartosciq typowq funkcji f,

b) jezeli zbior M(f, h, f~1(U) \ Ky) jest nieograniczony dla pewnego otoczenia
U C Uy punktu y 1 istnieje zbior zwarty K C R", K D Ky taki, Ze funkcja
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IVL|/(R|V f]) jest ograniczona na zbiorze M(f, h, f~1(U))\ K), to y jest war-
tosciq typowq funkcji f,

¢) jezeli dla dowolnego otoczenia U C Uy punktu y zbior M(f, h, f~H(U) \ Ko)
jest nieograniczony oraz dla dowolnego zbioru zwartego K C R", K D Ky
funkcja |Vh|/(h|V f]) jest nieograniczona na zbiorze M(f, h, f~X(U) \ K), to
dla dowolnego pola v ey (f, f~1(U)) zachodzi (v,1nh, f) & O,(f).

Niech K C R" bedzie zbiorem zwartym, f € C*°(R") iniech h € C'(R"\ K)

bedzie funkcja majaca wlasnosé wlasciwosci na R™ \ K. Oznaczmy
hegy . : . _ . _
SM(f) ={y € R: = cm(pnrmK) kll_{go 2| = +OO,]}1_>I£IO f(xg) =y}

Przy tak przyjetych zatozeniach i oznaczeniach bezposrednio z czesci a) twier-
dzenia 2.7.2 dostajemy nastepujacy znany wniosek szacujacy zbiér punktow
bifurkacyjnych B(f) (por. [Til, Proposition 1.2|).

Whiosek 2.7.5. B(f) C S"(f) U Ko(f).

Uwaga 2.7.6. W przypadku gdy dla dowolnego otoczenia U wartosci re-
gularnej y funkcji f zbior M(f,h, f~1(U)) zawiera krzywa ¢ : [R,+00) —
M(f.h, fH(U)). ¢ € ON([R. +00), BY) taka, ze lim [i(t)] = +o00 oraz

—00

(2.73) Vh(p(t) #0 i (V[(p(s),¢'(s)) #0 dlat>R,

podpunkt b) w twierdzeniu 2.7.2 nie wystepuje, to znaczy nie sa spelnio-
ne zaltozenia podpunktu b). Doktadniej, dla dowolnego otoczenia U punktu
y 1 dowolnego zbioru zwartego K C R™ funkcja |Vh|/|V f| jest na zbiorze
M(f,h, f~1(U) \ K) nieograniczona.

Istotnie, przypusémy przeciwnie, ze istnieje otoczenie U punktu y, zbior
zwarty K C R” i stata C' > 0 takie, ze
[Vh(z)|
IV f(z)]
Mozemy zalozy¢, ze otoczenie U jest zbiorem ograniczonym i V f(x) # 0 dla
r € f~YU). Z definicji zbioru M(f, h, f~1(U) \ K), dla ustalonej krzywej ¢

jak wyzej, mozemy zalozy¢, ze istnieje funkcja ciagla ¢ : [R,4+00) — R taka,

(2.74) <Cdlaze M(fh f1(U)\K).

ze

Vh(e(t)) = c(t)V(p(t)) dlat > R.
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Z ciaglosci funkcji ¢ 1 (2.73) otrzymujemy, ze funkcja c jest stalego znaku.
Rozwazmy przypadek ¢ > 0 (w przypadku ¢ < 0 rozumujemy analogicznie). Z

nieréwnosci (2.74) mamy

_ |Vh(p(t)]
VI ()]

Dla t > R z twierdzenia o wartosci $redniej dla catek mamy

(2.75) c(t) <Cdlat>R

p0) — hol ) = [ hles)ds = [ (Vho(s)). o (5)is

R R

= [N Fels)) (s = cls(6)) [ (T7o(5). ¢ (5))ds

R
= c(s(t))(f(e(t) = f(e(R))),
gdzie s(t) € [R,t]. Przechodzac w powyzszej rownosci do granicy przy t — oo,
wykorzystujac wlasnos¢ wlasciwosci h, tlirn lo(t)] = 4001 (2.75) otrzymujemy
—00

lim | f(o(t))] = +oo,

t—o00

co daje sprzecznosc¢ z ograniczonoscia zbioru U. Zatem funkcja |Vh|/|V f] jest

na zbiorze M (f,h, f~1(U)) \ K) nieograniczona, co nalezalo udowodni¢.

Uwaga 2.7.7. Jezeli przyjmiemy zaltozenia takie, jak w uwadze 2.7.6 i zalo-
zymy dodatkowo, ze h(z) > 0 dla x € f~1(Upy) \ Ko, gdzie Uy jest pewnym
otoczeniem punktu y, a Ky C R" zbiorem zwartym, to dla dowolnego otocze-
nia U punktu y i dowolnego zbioru zwartego K C R" funkcja |Vh|/h(|V f])
jest na zbiorze M(f, h, f~'(U)\ K) nieograniczona. W szczegélnosci zalozenia

podpunktu b) w twierdzeniu 2.7.4 nie sa spelnione.

Istotnie, przypu$émy przeciwnie, ze istnieje otoczenie U C U, punktu y,
zbior zwarty K D K i stala C' > 0 takie, ze

[Vh(z)]
h()[V f ()]

Zmniejszajac ewentualnie otoczenie U, mozemy zaltozy¢, ze U jest zbiorem

(2.76) <CdlaxecM(fh fHU)\K).

ograniczonym. Z definicji zbioru M (f, h, f~1(U)\ K ), zmniejszajac ewentualnie

zbior U, mozemy zalozy¢, ze istnieje funkcja ciagla ¢ : [R, +00) — R taka, ze
Vh(e(t)) = c(t)h(p(t))(Vf(p(t) dlat > R.
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Z ciaglosci funkcji ¢ 1 (2.73) otrzymujemy, ze funkcja c jest stalego znaku.
Rozwazmy przypadek ¢ > 0 (w przypadku ¢ < 0 rozumujemy analogicznie). Z

nieréwnosci (2.76) mamy

VR )
(2.77) W = AoV ey = ¢ Mt R

Dla t > R z twierdzenia o wartosci $redniej dla catek mamy

Inh(p(t)) —Inh(e /—lnh ))ds —L(%,gp’(s))ds

= [N Fels)). (N = cls(6)) [ (T70(5). ¢ (5))ds

R

gdzie s(t) € [R,t]. Przechodzac w powyzszej rownosci do granicy przy t — oo,

wykorzystujac wlasnosé wlasciwosci h, tliglo lo(t)] = 4001 (2.75) otrzymujemy
Jim [f(p(t))] = +oo,

co daje sprzecznos¢ z ograniczonoscia zbioru U. Zatem funkcja |Vh|/h|V f]

jest na zbiorze M (f, h, f~'(U)) \ K) nieograniczona, co nalezato udowodnic.

Uwaga 2.7.8. Podobnie jak w uwadze 2.7.6, jezeli f € C°(R") jest funkcja
semialgebraiczna, a Vh € C'(R™ \ Ky, R") jest odwzorowaniem semialgebra-
icznym, gdzie Ky C R™ jest zbiorem zwartym, to zalozenia podpunktu b) w
twierdzeniu 2.7.2 (analogicznie w twierdzeniu 2.7.4) nie sa spelnione. Istotnie,
ustalmy dowolne otoczenie U wartosci regularnej y funkcji f, zbiér semialge-
braiczny zwarty K C R", K D K iniech M(f, h, f~1(U)\ K) bedzie zbiorem
nieograniczonym. Poniewaz, h ma wlasnos¢ wlasciwosci na f~1(U), to zbior
{x € M(f,h, f71(U)\ K) : Vh(z) # 0} jest nieograniczonym zbiorem semial-
gebraicznym. Na mocy lematu o wyborze krzywej, istnieje krzywa semialge-
braiczna ¢ : [R,+00) = M(f,h, f71(U) \ K),p € C*([R, +0),R") taka, ze
tlggo lp(t)| = +oo oraz Vh(p(t)) # 0dlat > R. Funkcja (fop) : (R,+00) = R
jest funkcja semialgebraiczna. Zatem, zwiekszajac ewentualnie liczbe R, mo-
zemy zatozy¢, ze (f o ) jest stalego znaku lub (f o ¢) = 0. Z definicji zbio-
ru M(f,h, f1(U) \ K) i warunku Vh(p(t)) # 0 dla ¢ > R otrzymujemy
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(fow) #0. Zatem (f o) (t) = (Vf(p(t)),¢'(t)) # 0dlat > R, co zgod-
nie z uwaga 2.7.6 implikuje nieograniczonos¢ funkeji |Vh|/|V f| na zbiorze
M(f,h, f~1(U)) \ K). Wobec semialgebraicznosci zbioru M(f, h, f~(u) \ K)
krzywa ¢ moglismy wybraé¢ tak, aby zachodzita réwnosé lim; . f(¢(t)) = v.
Wtedy, podobnie jak w uwadze 2.7.6, dowodzimy, ze

[Vh(e(t))]

ENFTE0)] R
W szczegblnosei, jezeli zalozymy dodatkowo, ze funkcja h ma wlasnosé
wlagciwosci na R* \ K iy € S*(f), to dla dowolnego, dostatecznie maltego,
otoczenia U punktu y i dowolnego zbioru zwartego K’ O K oraz dowolnej
galezi w nieskoriczonosci® A zbioru M (f, h, f~1(U)), funkcja |Vh|/|V f]| jest
na zbiorze A nieograniczona. Doktadniej zachodzi

L IVhG)
z€A,|x| =00 |Vf($)‘

To oznacza, ze zalozenia czesci b) w twierdzeniu 2.7.2 nie sa spelnione.

Podobnie, jezeli zalozymy dodatkowo, ze h(z) > 0 dla x € f~1(Up) \ Ko,
gdzie Uy jest pewnym otoczeniem punktu y, a Ky C R"™ zbiorem zwartym, to
funkcja |V h|/h|V f] jest na zbiorze M (f, h, f~1(U)\ K’) nieograniczona (por.
uwage 2.7.7).

Ponizej przedstawimy przyktad zastosowania twierdzenia 2.7.2 w celu wy-
znaczenia zbioru wartosci bifurkacyjnych B(f) dla pewnego wielomianu f €
R[z, y]. Wielomian ten znajdowal si¢ w wielu pracach (patrz [TZ, Example 3.4]
oraz [DG, Example 5.2]). Jest on szczegolnie interesujacy, gdyz funkcja f jest
wiazka trywialna, ale trywializacji funkcji f nie da sie uzyska¢ catkujac pole
V[ (patrz [DG, Example 5.2]). Co wiecej, wielomian f nie spelnia warunku
po-regularnosci w punkcie 0 (por. paragraf 3.4). Pokazemy, jak korzystajac z

twierdzenia 2.7.2 udowodnié¢, ze funkcja f jest wiazka trywialna.

Przyktad 2.7.9. Rozwazmy funkcje f € C(R?) postaci

flz,y) = y(2x2y2 — 9zy + 12).

6tj, sktadowa spojnosci zbioru M (f, h, f~1(U)) \ K'.
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Niech A € R. Pokazemy, ze A jest wartoscia typowa funkcji f.
Niech g € C*°(R) bedzie funkcja okreslona wzorem

g(t) == 2t* — 9t + 12.
7 wtasnodci funkcji kwadratowej mamy
(2.78) g(t) > g(9/4) =15/8 > 1 dlat € R.

Niech U := (A = 1,A+1). Dla (z,y) € f~'(U) z (2.78) i okreslenia funkcji f

mamy

1 1

g(wy) (9]l < g(wy)

(2.79) |yl = (If (2, y) = A+ A <14 [Al

Niech h(z,y) = #Qy) dla (z,y) € R% Pokazemy, ze h ma wlasnos¢ wla-
$ciwodci na zbiorze f~1(U). Istotnie, w przeciwnym przypadku istnieje ciag
((ze,uk)) e, C R? taki, ze [f(zp,yx) — Al < 1 dla k € N, (zx, %) — +00
oraz (h(zy, yk))zozl jest ciagiem ograniczonym. Z nieréwnosci (2.79) wynika, ze

|z)| — oo. Zatem mozemy zatozy¢, ze zy, # 0 dla k € N. Poniewaz ciag

1
Ty x3

jest ograniczony i |zx| — oo to ciag (yk)f>, nie jest zbiezny do 0. Zatem,
wybierajac ewentualnie podciag, mozemy zalozy¢, ze istnieje 6 > 0 taka, ze
lyr| > 0 dla k € N. Wtedy klim |zkyx| = +o0 1 zachodzi

—00

lim |f(zg, yr)| = lim |yrg(zryr)| = +oo,
k—o0 k—oo

co przeczy zatozeniu, ze |f(xp,yx) — A| < 1 dla k& € N. Reasumujac, h ma

wlasnoéé wiasciwosci na zbiorze f~1(U).

Pokazemy, ze M (f, h, f~1(U))) = 0. Istotnie, dla (x,y) € M(f, h, f~1(U)))
zachodzi det[V f(x,y), Vh(z,y)] = 0, a wigc

(2.80) —y22? (doy — 9)? = (—9xy + 24)(62%y* — 187y + 12).

Po podstawieniu ¢ := xy, wymnozeniu i redukcji wyrazen w rownaniu (2.80)

otrzymujemy réwnanie réwnowazne postaci

(2.81) 0 = —16t*+126t> — 387> +540 — 288 = —(2t* — 9t +12)(8t* — 27t +24).
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Latwo sprawdzamy, ze rownanie (2.81) nie posiada rozwiazan w zbiorze liczb
rzeczywistych. Reasumujac, M(f,h, f~1(U))) = 0. Stad, na mocy czesci a)

twierdzenia 2.7.2, otrzymujemy, ze A jest wartoscia typowa funkcji f.

Uwaga 2.7.10. Warto zauwazy¢, ze w przyktadzie 2.7.9 uzycie niestandardo-
wej funkcji h bylto konieczne do skutecznego zastosowania twierdzenia 2.7.2.
Pokazemy, ze przyjecie h(z) = 2% + y* prowadzi do podpunktu c) w twier-
dzeniu 2.7.4 (réwnowaznie h(z) = In(z* + y*) prowadzi do podpunktu c) w
twierdzeniu 2.7.2).

Przyjmijmy h(z,y) := 22 + y* dla (z,y) € R% Niech U bedzie dowolnym
otoczeniem punktu 0 i K C R? dowolnym zbiorem zwartym. Latwo sprawdza-

my, ze

(2.82) M(f,h, fTHU)NE) ={(z,y) € [THU)\ K :
z(62%y* — 187y + 12) = y*(4oy — 9)}.

Rozwazmy ciag ((xy, yk))z; okreslony wzorami

k(1+1/k)3(4/k —5) 1+ 1/k
2.83 = — T =923 ....
Z okreslenia ciggu ((azk, yk));o:z mamy
(2.84) lim |zg| = +o0, lim y, =0, lim xpy = 1.
k—o0 k—o0 k—oo

W szczegolnosci (zx, yr,) € R? \ K dla odpowiednio duzych indekséw k € N.
Poniewaz f(x,y) = yg(xy), to z (2.84) mamy

(2.85) lim f(xg,yx) =0,
k—oo

wiec (zg,yx) € f1(U) \ K dla odpowiednio duzych indeksow k € N. Zatem, z
(2.83) oraz (2.82) otrzymujemy (zy,yx) € M(f, h, f~1(U) \ K) dla odpowied-
nio duzych indeksow k € N. W szczegélnosci, zbior M (f, h, f~H(U) \ K) jest
nieograniczony.

Na mocy uwagi 2.7.8 funkcja |Vh|/|V f| jest nieograniczona na zbiorze
M(f,h, f71(U) \ K). Na mocy twierdzenia 2.7.4 dla dowolnego pola v €
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(f, F71(U)) zachodzi (v,Inh, f) ¢ O,(f). Reasumujac, standardowa funkcja h
nie prowadzi w tym przyktadzie do optymalnego oszacowania zbioru punktow
bifurkacyjnych funkcji f. Przykltad ten pokazuje, ze nawet w klasie wielomia-
now rzeczywistych dwoch zmiennych, w celu optymalnego oszacowania zbioru
B(f) w oparciu o twierdzenie 2.7.4, konieczne jest rozwazanie funkcji h roznych

od standardowej normy euklidesowej.
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Rozdzial 3

Znane warunki implikujace

trywializacje

W tym rozdziale podamy dowody pewnych znanych twierdzen zawieraja-
cych warunki implikujace trywializacje funkcji w otoczeniu poziomicy. Przy-
toczone dowody beda polegaly na zastosowaniu twierdzenia 2.4.5 (lub twier-
dzenia 2.7.2 w przypadku warunku p,-regularnosci) dla odpowiednio dobranej

trojki (v, h, f*) zaleznej od danego warunku. Dalej zaktadamy, ze f € C°(R").

3.1 Lemat Ehresmann’a

Rozpoczniemy nasze rozwazania od najprostszego warunku umozliwiajacego

trywializacje funkcji zwanego lematem Ehresmanna (patrz [Eh]).

Twierdzenie 3.1.1. Jezeli istnieje otoczenie U C R punktu y takie, Ze
V(@) # 0 dlaxz € f~YU) oraz zbior f~(U) jest ograniczony, to punkt y
jest wartosciq typowq funkcjyi f.

Dowdd. 7 zalozenia funkcja f spelnia warunek wlasciwosci na zbiorze f~(U).
Przyjmujac (v, h, f*) = (Vf, f, f), zgodnie z oznaczeniami jak przed twierdze-
niem 2.4.3, otrzymujemy

Ouwh(z) _ Ovpaf(x)
Ooia) [*(x)  Ovpa)f (@)
Zatem (Vf, f, f) € O,(f) 1 wobec twierdzenia 2.4.5 otrzymujemy teze. O

H(z) = =1dlaze f(U).
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3.2 Warunek Fedoryuk’a

Powiemy, ze funkcja f spetnia warunek Fedoryuk’a nad zbiorem otwartym U C

R, jezeli istnieja state R, > 0 takie, ze
(F) IVf(2)|>6  daze f(U), 2| >R

Powiemy, ze funkcja f spelnia warunek Fedoryuk’a w punkcie y, jezeli istnieje
otoczenie U C R punktu y takie, ze funkcja f spelia warunek Fedoryuk’a nad
zbiorem U.

Pokazemy, ze przyjecie funkeji h(z) = |x| w twierdzeniu 2.4.5, daje trywia-

lizacje funkcji spetniajacej warunek warunek Fedoryuk’a. Doktadniej zachodzi

Twierdzenie 3.2.1. Niech y bedzie wartoscig reqularng funkcyi f. Jezeli funk-

cja | spetnia warunek Fedoryuk’a w punkcie y, to punkt y jest wartoscig typowq

funkcji f.

Dowdd. 7 definicji warunku Fedoryuk’a w punkcie y istnieje otoczenie U punk-
tu y oraz state R, 0 > 0 takie, ze zachodzi nieréwnosé¢ (F). Zmniejszajac ewen-
tualnie otoczenie U punktu y mozemy zalozy¢, ze V f(x) # 0 dla x € f~1(U).
Przyjmijmy (v, h, f*) = (Vf, h, f), gdzie

h(z)=|z| dlazeR"\ {0}.

Oczywiscie h ma wlasnos¢ wlasciwosci na zbiorze f~1(U). Ponadto, z nieréw-

nosci Cauchy’ego-Schwarza i (F) dla x € f~1(U), |z| > R mamy

() = [(Vf(2), Vi) _ [VAi(x)] _ 1
f*(@) Vi@)PE TV T

Zatem (V[ h, f) € O,(f) i wobec twierdzenia 2.4.5 otrzymujemy teze. O

8’01‘
@) =15

Uwaga 3.2.2. Bez dodatkowych zatozen o funkcji f zbiér punktow, dla kto-
rych nie jest spelmiony warunek Fedoryuk’a, moze by¢ duzy. W pracy [KOS,

Example 2.1] autorzy pokazali, ze dla wielomianu f postaci
f(z,y,2) =+ 2%y + 2'yz
zbiér ten jest rowny calej przestrzeni R.
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3.3 Warunek Malgrange’a oraz warunek pre-

Malgrange’a

Kolejnym czesto wystepujacym w literaturze (patrz np. [DG|, [DT], [KOS],
[Ti1], [Ti2], [JK2|, [JK1]|) warunkiem gwarantujacym typowos¢ wartosci y jest
warunek Malgrange’a. Dla wygody czytelnika przypomnimy definicje tego wa-

runku.

Powiemy, ze funkcja f spetia warunek Malgrange’a nad zbiorem otwartym
U C R, jezeli istnieja state R, > 0 takie, ze

(M) Vi@l =6 dlaze L), |1 > R

Powiemy, ze funkcja f spelnia warunek Malgrange’a w punkcie y, jezeli istnieje
otoczenie U C R punktu y takie, ze funkcja f spelnia warunek Malgrange’a
nad zbiorem U. Punkty y € R, w ktorych funkcja f nie spelnia warunku
Malgrange’a, bedziemy nazywaé¢ asymptotycznymi warto$ciami krytycznymi
funkcji f. Zbior wszystkich asymptotycznych wartosci krytycznych f bedziemy
oznaczaé¢ symbolem K (f).

Przedstawimy ponizej pewna modyfikacje tego warunku (por. wlasnosé
3.3.2) i pokazemy, ze rowniez ona umozliwia trywializacje funkcji.

Powiemy, ze funkcja f spetnia warunek pre-Malgrange’a nad zbiorem otwar-
tym U C R, jezeli V f(x) # 0 dlax € f~1(U) oraz istnieja state R, C' > 0 takie,

VAS]
(pre-M)  [(Vf(@),a)| < CleP V@) dlaze fAU), 2 > R

Powiemy, ze funkcja f spetia warunek pre-Malgrange’a w punkcie y, jezeli
istnieje otoczenie U C R punktu y takie, ze funkcja f spelnia warunek pre-

Malgrange’a nad zbiorem U.

Uwaga 3.3.1. Nieréwnos¢ (pre-M) nie implikuje, Vf(z) # 0 dla =z €
F~YU), |z| > R. Dlatego, w przeciwietistwie do klasycznej nieréwnosci Mal-
grange’a, zaktadamy dodatkowo V f(x) # 0 dla x € f~1(U).

Wtlasno$é 3.3.2. Niech y bedzie wartosciq reqularng funkcji f. Jezeli funk-
cja f spetnia warunek Malgrange’a w punkcie y, to f spetnia warunek pre-

Malgrange’a w punkcie y.
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Dowadd. 7 definicji warunku Malgrange’a w punkcie y istnieje otoczenie U
punktu y oraz stale R,d > 0 takie, Ze spelniona jest nierownos¢ (M). La-
two dowodzimy, ze zmniejszajac ewentualnie otoczenie U punktu y, mozemy
zatozy¢, ze Vf(z) # 0 dla x € f~Y(U). Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza

oraz (M) otrzymujemy
1 _
(Vf(z), o)l < [Vf(@)llel < Sl IV ()] dlaw e [7HU), |2| > R,
co daje warunek pre-Malgrange’a i konczy dowdd. n
Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze spetlianie warunku pre-Malgrange’a

przez funkcje f w punkcie y implikuje trywializacje funkcji f w pewnym oto-

czeniu punktu y.

Twierdzenie 3.3.3. Niech y bedzie wartoscig reqularng funkcyi f. Jezeli funk-

cja f spetnia warunek pre-Malgrange’a w punkcie y, to punkt y jest wartosciq

typowq funkcji f.

Dowaod. 7 definicji warunku pre-Malgrange’a w punkcie y istnieje otoczenie
U punktu y oraz stale R,C > 0 takie, ze Vf(z) # 0 dla z € f~1(U) oraz
zachodzi nieréwnos¢ (pre-M). Przyjmijmy (v, h, f*) = (Vf, hy, f), gdzie

hi(x) = In(|z|*) dla x € R, |z| > 0.
Z nier6wnosci (pre-M) dla x € f~1(U), || > R mamy

() 2V @), )]
@~ P ep <2

Zatem (Vf, hy, f) € Oy(f) 1 wobec twierdzenia 2.4.5 otrzymujemy teze. O

avz
HE@) = 15>

Bezposrednio z wlasnosci 3.3.2 i twierdzenia 3.3.3 otrzymujemy ponizszy

wniosek.

Whniosek 3.3.4. Niech y bedzie wartosciq reqularng funkcji f. Jezeli funkcja

f spetnia warunek Malgrange’a w punkcie y, to punkt y jest wartoscig typowq
funkcji f.

Uwaga 3.3.5. W przeciwienstwie do warunku Fedoryuk’a, jesli f jest funkcja
semialgebraiczna, to zbiér punktéw niespetniajagch warunku Malgrange’a jest
skoriczony (patrz np. [KMP], [KOS|, [JK1]).
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Uwaga 3.3.6. Wprowadzony w tym paragrafie warunek pre-Malgrange’a moz-
na uogoélni¢ w nastepujacy sposob.

Niech a € R". Powiemy, ze funkcja f spelnia warunek a-Malgrange’a nad
zbiorem otwartym U C R, jezeli V f(x) # 0 dla x € f~1(U) oraz istnieja stale
R, C > 0 takie, ze

(a-M) [(Vf(z),2 —a)| < Cle —af'|Vf(2)]"  dlaze f(U), |2 > R

Powiemy, ze funkcja f spelia warunek a-Malgrange’a w punkcie y, jezeli istnie-
je otoczenie U C R punktu y takie, ze funkcja f spelnia warunek a-Malgrange’a

nad zbiorem U.

Zachodzi twierdzenie analogiczne do twierdzenia 3.3.3, gdzie warunek pre-

Malgrange’a w punkcie y zastepujemy warunkiem a-Malgrange’a w punkcie y.

3.4 Warunek p,-regularnosci

Kolejny warunek wystepujacy w wielu pracach (patrz [DT], [NZ], [Til], [Ti2|)
jest znany pod nazwg warunku p,-regularnodci, p-regularnosci lub jako waru-
nek M-tame. Przypomnijmy postaé¢ tego warunku.

Przypomnijmy, ze przez M (f1, fo, D) oznaczamy zbor punktoéw krytycz-
nych odwzorowania (f1, fo) : D — R? (tj. zbior punktéw x € D, dla ktorych
wektory V fi(x) oraz V fy(x) sa liniowo zalezne).

Dla a € R™ okreslmy funkcje p, € C*°(R™) wzorem
pa(x) = |z — al’.

Powiemy, ze punkt y jest wartoscig p,-niereqularng funkcji f € C*(R"), jezeli
istnieje ciag (xx)72, C M(f, pa, R™) taki, ze 1}1_>I£lo 2| = +o00 oraz kll_{ilo flzg) =
y. Rownowaznie, y jest wartoscia p,-nieregularna funkcji f € C*°(R"), jezeli
dla dowolnego otoczenia U punktu y i dowolnego zbioru zwartego K C R"
istnieje punkt z € f~1(U) \ K taki, ze wektory V f(z) oraz x — a sa liniowo
zalezne.

Zbior wszystkich wartosci p,-nieregularnych funkcji f bedziemy oznaczaé
przez S,(f). Zgodnie z oznaczeniem S"(f) ze str. 79 mamy S,(f) = SP=(f).
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Doktadniej, zachodzi
Sa(f) ={y € R: 3(@e)iZy © M(f, pa, R"), lim || = +o00, lim f(z) = y}.

Punkty y € R spelniajace y ¢ S,(f) bedziemy nazywaé¢ wartoSciami p,-
reqularnymi w nieskorczonosci. Méwimy wtedy, ze funkcja f spelnia warunek
pa-reqularnosct w punkcie y.

Bezposrednio z czesci a) twierdzenia 2.7.2 otrzymujemy nastepujace twier-

dzenie.

Twierdzenie 3.4.1. Niech y bedzie wartosciq reqularng funkcji f. Jezeliy jest

wartoScig pg-reqularng funkcji f w nieskonczonosci, to y jest warto$cig typowq

funkcji f.

Jak pokazemy ponizej, w przypadku gtadkich funkcji semialgebraicznych,
warunek p,-regularnosci daje lepsze oszacowanie zbioru B(f) od warunku a-

Malgrange’a. Pewna wersje ponizszej wlasnosci mozna znalezé w pracy [SK].

Wtiasnosé 3.4.2. Niech f € C*(R"™) bedzie funkcjqg semialgebraiczq i niech y
bedzie wartoscig reqularng funkcyi f. Jezeli f spetnia warunek a-Malgrange’a w
punkcie y, to f spetnia warunek py-reqularnosci w punkcie y. W szczegolnosci,
gezeli f spetnia warunek Malgrange’a w punkcie y, to [ spetnia warunek p,-

reqularno$ct w punkcie y.

Dowdd. Przypusémy, ze f nie spelnia warunku p,-regularnosci w punkcie .
Wtedy y € S,(f) i na mocy uwagi 2.7.8 (por. rowniez twierdzenie 2.7.4) dla
dowolnego otoczenia U punktu y i dowolnego zbioru zwartego K C R™ funkcja
IV pal/(palVf]) jest na zbiorze M(f,pq, f~1(U) \ K) nieograniczona. Zatem
istnieje ciag (zx)52, C M(f, pa, f7HU) \ K) taki, ze

(3.1) hm || = 400, hm f(a:k) =y, lim V(i) — +o0.

am k=00 pa (1) |V f (24)]

Ponadto, z okreslenia zbioru M (f, pa, [~HU)\K) dlax € M(f, pa, fH(U)\ K)

mamy

(3.2) [(z —a,V[(z))] = %\(Vpa(i’f% V@) = |z —al[Vf(z)].
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Z (3.1) i (3.2) otrzymujemy

ol — 0, V()
e o — aPIV f ) P

= lim

|1 2n—d
| 2 k—+oo |1 — al?|V f(z)]

1 a
L, Vel

a 5 k—+oco Pa(mkﬂvf(xk)‘

To, wraz z (3.1), dowodzi, ze funkcja f nie spelnia nieréwnosci (a-M) w wa-

runku a-Malgrane’a w punkcie y. ]

Wtlasnosé odwrotna do wlasnosci 3.4.2 nie zachodzi. Ponizej przedstawimy
przyktad wielomianu spetiajacego warunek pp-regularnosci w punkcie 0, ktory
nie spelnia warunku a-Malgrange’a w punkcie 0 dla a € R?. Przyklad ten

rozwazany byl w [DT, Example 2.10| w innym kontekscie.

Przyktad 3.4.3. Okreslmy wielomian f nastepujacym wzorem
flz,y) = y(z*y® + 32y +3), (z,y) € R

Pokazemy, ze 0 ¢ So(f). Przypusémy przeciwnie, ze 0 € Sy(f). Istnieje wtedy
ciag (Tg, Yk)ooy C M(f, pa, R™) taki, ze

(3.3) Jm |(ze, ye)| = +oo oraz lim  f(ak, ye) = 0.
Latwo sprawdzamy, ze
(3.4) Vi@,y) =[y*(2zy +3),3(zy + 1)7], (z,9) € R?
oraz
(3.5)  M(f,pa,R") = {(2,y) € R* : y*(2yx + 3) — 3z(axy + 1)* = 0}.
Okreslmy funkcje g € C*°(R) wzorem
g(t)=t*+3t+3, teR
Oczywiscie f(x,y) = yg(zy) dla (z,y) € R? oraz

(3.6) g(t) > (=) = Z dlat € R,



Z powyzszego oraz (3.3) dostajemy
(3.7) lim y, =0, lim |z = +o0.
k——+o0 k——+o0

Przypusémy, ze ciag (zryr)pe, jest nieograniczony. Wybierajac ewentualnie

podciag mamy limy_, o |Txyr| = +00. Wtedy z (3.5) 1 (3.7) mamy

Y3
0= lim ‘ k
k—+o0 ' TpYgk LYk TrYk

co jest niemozliwe. Reasumujac, ciag (zxyx)5>, jest ograniczony i wybierajac
ewentualnie podcigg mozemy zalozy¢, ze limg . Tryr = c. Zauwazmy, ze

¢ = —1. Istotnie, w przeciwnym razie z (3.5) i (3.7) mieliby$my
0= lim |yp(2 3) — 1)’ = i 1> =
. ]yk( Uk + 3) — 3zp(Trys + 1)° k_l)riloo?)\kac—l— | = +o0,

co jest niemozliwe. Zatem, z (3.5) dla dostatecznie duzych k € N, mamy y; # 0

oraz

0<yl— 3zpyr(Trys + 1)2
2xkyk +3

co jest niemozliwe. Reasumujac, pokazalismy, ze 0 ¢ Sy(f).

<0,

Wezmy teraz dowolny punkt a = (ay,as) € R?. Pokazemy, ze funkcja f nie
spelnia warunku a-Malgrange’a w punkcie 0. Rozwazmy ciag okreslony wzorem
(k, yx) := (k,—1/k) dla k € N. Z (3.4) mamy

 @ew) — o Vi@ w) (k= )53 B
B | 0) —aPIV F o) P et [ a? + (E—aa®)

Reasumujac, f nie spelnia warunku a-Malgrange’a w punkcie 0.

Oznaczmy przez A, zbioér wszystkich funkcji h € C'(Dy,), D), C R™ postaci
(3.8) h(z) := h(pa(z)) dla = € Dy,

gdzie funkcja b € C*((Ry, 00)) spelnia warunek 1 (£) # 0 dla ¢ € (Ry, +00).

Okazuje sie, ze ograniczenie si¢ do funkcji h ze zbioru A,, funkcji f* = f
oraz warunku H = 0 w twierdzeniu 2.4.5 (réownowaznie w twierdzeniu 2.4.3)
prowadzi do wartosci p,-regularnych w nieskoriczono$ci. Doktadniej, zachodzi

ponizsza wlasnosé.
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Wtasnos$é 3.4.4. Niech U bedzie otoczeniem punktu y, v eh (f, f~(U)) oraz
h € A,. Jezeli istnieje zbior zwarty K C R™ taki, ze f~(U)\ K C Dy, oraz

(3.9) H(x)—%—o dlax e f7(U)\ K,

to y jest wartosciq p.-regularng funkcji f w nieskoriczonosci.

Dowdd. Poniewaz K jest zbiorem ograniczonym, wiec na mocy (3.9) istnieje
liczba R > 0 taka, ze dla x € f~'(U), |z — a| > R zachodzi

(3.10) (o = a,0(e)) = 57 ()" Do h(2)
= T pale))  H (@) 1) = 0.

Przypusémy, ze y nie jest wartoscia p,-regularng funkcji f w nieskoriczonosci.
Wtedy istnieje zg € f~1(U),|ro — a| > R taki, ze Vf(xg) = t(zg — a) dla
pewnej stalej ¢t € R. Z zalozenia v €t (f, f~1(U)) oraz réwnania (3.10) mamy

0 7 Ou(ay f(x) = (v(20), V[ (w0)) = (v(w0), t(0 — @) = Uzo — a,v(20)) =0,

co jest niemozliwe. Zatem punkt y jest wartoscia p,-regularng funkcji f w

nieskoniczonosdci. O

Uwaga 3.4.5. Niech v €th (f, f~1(U)). Jezeli istnieje zbior zwarty K C R"

taki, ze
== =0dlaze f'(U)\K,

to dla funkcji b : Dy — R, f7YU)\ K C D klasy C', zamiast warunku

wlasciwosci (2.44) wystarczy zatozy¢ warunek
(3.11) Vseu h=t(s) N f~*(U) jest zbiorem ograniczonym.

Istotnie, okreslmy rodzing funkcji hs := hl,-1(4), gdzie s € S := {s € R: 5 =
f(x),z € f71(U)\ K}. Wowczas v(x) € T,h™*(s) dla x € h™'(s) i rodzina
{hs}ses ogranicza trajektorie uktadu rownan (2.11). Zatem na mocy lematu
2.2.1 dostajemy, ze f|-1y : [~ (U) = U jest trywialng wiazka klasy C'*.
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3.5 Warunek poréwnawczy

W tym paragrafie przedstawimy pewien warunek na trywializacje funkcji poja-
wiajacy sie w pracy J.Rabiera [Ra|. Rabier w swojej pracy formutuje warunek
dla odwzorowan miedzy przestrzeniami Banacha (patrz [Ra, Remark 4.4]). My

przedstawimy wersje tego warunku dla funkcji gtadkich okreslonych w R™.

Powiemy, ze funkcja f spelnia warunek poréwnawczy nad zbiorem otwartym
U C R", jezeli istnieje liczba R > 0 oraz funkcja ciagta i nieujemna A :

(R, +00) — R speliajaca warunki:

(3.12) \Vf(z) = X]|z|) dla |z| > R,z € f1(U),
(3.13) /+oo A(s)ds = +o0.

Powiemy, ze funkcja f spelnia warunek porounawczy w punkcie y € R, jezeli
istnieje otoczenie U punktu y takie, ze f spelnia warunek poréwnawczy nad

zbiorem U.

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.5.1. Niech y bedzie wartoscig reqularng funkcjyi f. Jezeli funk-

cja [ spetnia warunek pordwnawczy w punkcie y, to punkt y jest wartosciq

typowq funkcji f.

Dowdd. Poniewaz y jest wartoscia regularng funkeji f, wiec zmniejszajac ewen-
tualnie zbiér U mozemy zalozy¢, ze Vf € (f, f~1(U)). Oznaczmy zbiér zwar-
ty K := {z € R: |z| < R} i okre§lmy funkcje h: f~1(U) \ K — R nastepuja-
cym wzorem
h(z) = / |)\(s)ds.
R
Oczywiscie h € CY(f~1(U) \ K). Ponadto dla dowolnego ciagu (x;)2, C
f~YU)\ K na mocy (3.13) zachodzi
+oo
lim [z = oo = lim [A(e)| = / A(s)ds = +oo.

1—00 R
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Korzystajac z nieujemnosci funkecji A, warunku (3.12) oraz nieréwnosci

Caughy’ego-Schwartza otrzymujemy dla z € f~1(U) \ K

Ovrwh(a), AJz]) gr2l(, V f(2))] _

Oy f(x) IV f(z)|? -

Reasumujac, (Vf, h, f) € Oy(f). Na mocy twierdzenia 2.4.5 otrzymujemy teze.
O

[H(z)] = |

Uwaga 3.5.2. Zauwazmy, ze

+o0o 1
/ —ds = +o00.
1 S

Zatem, w kryterium poréwnawczym mozemy przyja¢ A(s) = % dlas >1 W

ten sposéb otrzymujemy warunek Malgrange’a.

3.6 Wykladnik Kurdyki-Lojasiewicza. Ulepszo-

ny warunek pre-Malgrange’a

W tym paragrafie podamy pewien warunek umozliwiajacy trywializacje funk-
cji pojawiajacy sie w pracy [DGJ. Jest on pewnym ulepszeniem warunku Mal-
grange’a. Przedstawimy rowniez wersje analogicznego warunku pochodzacego

od warunku pre-Malgrange’a.

Powiemy, ze funkcja f spelia ulepszony warunek pre-Malgrange’a w punk-
cie y jezeli istnieje otoczenie U C R punktu y takie, ze Vf(x) # 0 dla
r € f7YU) oraz istniejg stale R,C > 0 i 6 < 1 takie, ze dla = €
FHON fHy), 2] > R mamy

(3.14) |f(@) =y’ V f(2),2)] < Claf*|V f ()]

Moéwimy wtedy réwniez, ze funkcja f spelnia wulepszony warunek pre-

Malgrange’a w punkcie y z wyktadnikiem 6.

Uwaga 3.6.1. Latwo zauwazamy, ze warunek pre-Malgrange’a w punkcie y
implikuje ulepszony warunek pre-Malgrange’a w punkcie y z wyktadnikiem 6 >
0. Istotnie, zmniejszajac ewentualnie otoczenie U punktu y, mozemy zatozy¢,
7e wyrazenie | f —y|? jest ograniczone, co wraz z nieréwnoscia (pre-M) implikuje

(3.14).
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Twierdzenie 3.6.2. Niech y bedzie wartoscig reqularng funkcyi f. Jezeli funk-
cja f spetnia ulepszony warunek pre-Malgrange’a w punkcie y, to punkt y jest

wartosciqg typowq funkcji f.

Dowdd. 7 definicji ulepszonego warunku pre-Malgrange’a w punkcie y istnieje
otoczenie U punktu y takie, ze Vf(x) # 0 dla x € f~1(U) oraz istnieja stale
R,C > 016 < 1 takie, ze zachodzi (3.14). Wtedy przyjmujac v := V f na mocy
czesci ii) wlasnosei 2.3.1 mamy fp € [f, y]fjil(U)\K, gdzie K = {z : ||z|| < R} i

(3.15) fola) :=f(z) =y dlaz € fT(U) \ K.

Przyjmijmy f* = fp oraz h(xz) = hy(x) = In(|x|?) dla z € R™\ {0}. Z nieréw-
nosci (3.14) dla z € f~4(U) \ f~*(y), |x| > R mamy

o [ (2) ZEv @R <2

Zatem (Vf, hy, fp) € O,(f) 1 wobec twierdzenia 2.4.5 dostajemy teze. [

[H ()] = | | =1/(x) —y/’

We wspomnianej wezesniej pracy [DG| autorzy dowodza ponizszg wlasnosé
(patrz [DG, Proposition 3.1|).

Wilasno$é 3.6.3. Niech f bedzie funkcjqg semialgebraiczng klasy Ct i niech

y € f(R"). Istniejq wtedy state C, R, T > 0 oraz liczba wymierna 0 < 1 taka,
ze dla x € R, |x| > R oraz |f(x) — y| < T zachodzi

(3.16) 2| - [V f(2)] = CO|f () — yI”.

Kres dolny wyktadnikow 6, dla ktorych zachodzi nieréwnosé (3.16) dla pew-
nych R,C,7 > 0 bedziemy, za autorami pracy |[DG|, nazywaé wyktadnikiem
Kurdyki-Lojasiewicza w nieskoriczonoéci dla wartosct y i oznacza¢ 60,. Oczy-

wiscie bez zalozenia, ze y € f(R") moze zachodzi¢ przypadek, gdy 6, = —oc.

Podobnie, jesli zbior f~*(y) jest ograniczony, to moze zachodzi¢ 6, = —occ.

W przypadku gdy istnieje ciag (xx)52, C R™ taki, ze limy o0 |25 = +00
oraz limy_, o f(xx) =y, to warunek 6, < 0 daje, ze funkcja f spelnia warunek
Malgrange’a w punkcie y, a wiec f jest trywialng wiazka w nieskonczonosci w
otoczeniu poziomicy f~!(y) i w szczegolnosci f~!(y) # 0. Zatem z (3.16) mamy

0, = 0 i w konsekwencji 6, = 0.
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Przy zalozeniu, ze y jest asymptotyczna wartoscia funkcji f w nieskon-
czonosci (to jest istnieje ciag (xx)52, C R™ taki, ze limy_, o |2x| = +00 oraz
limy 4+ f(zx) = y) liczba 6, jest wymierna i nieréwnosé (3.16) zachodzi z wy-
ktadnikiem 6, dla pewnych stalych R,C,7 > 0 (por. dowoéd [DG, Proposition
3.1]).

W odréznieniu od pracy [DG], w naszej pracy wiazki trywialne sa funkcjami

gtadkimi, dlatego przyjmujemy naturalne zatozenie, ze f jest funkcja gtadks.

Latwo widac, ze funkcja f spelnia warunek Malgrange’a w punkcie y wtedy
i tylko wtedy, gdy 0, < 0. Zatem, na mocy twierdzenia 3.3.3, jesli 6, < 0, to y
jest wartoscia typowsa funkcji f. Wynik ten mozna istotnie polepszy¢, co zostato
zrobione w [DG, Theorem 3.4 dla funkcji klasy C'. Przedstawimy tutaj nasza

wersje tego twierdzenia wraz z krotkim dowodem opartym na twierdzeniu 3.6.2.

Twierdzenie 3.6.4. Niech y bedzie wartoscig reqularng funkcji semialgebra-

icznej f € C®(R™). Jezeli 0, < 1, to y jest wartoscig typowq funkcji f.

Dowad. Jezeli punkt y nie jest asymptotyczna wartoscig krytyczna w nieskon-
czonosci, to oczywiscie y jest wartoscia typowa funkcji f. Zat6zmy, ze punkt y
jest asymptotyczna wartoscia krytyczng funkeji f w nieskoriczonosci i ustalmy
state C, R, 7 > 0 takie, ze nier6wnos¢ (3.16) jest spelniona z wyktadnikiem 6,
dla z € R",|z| > R oraz | f(z) — y| < 7. Z nier6wnosci Cauchy’eqo-Schwarza i
nierownosci (3.16) dla x € R™, |z| > R, |f(z) — y| < 7 dostajemy

|f(z) —y|®
2|V f ()]

Z zalozenia 6, 1 nier6wnosci (3.17) otrzymujemy, ze funkcja f spelnia ulepszo-

(317) [f(z) =yl KV f(2),2)] < 2"V f (@) < %\wIQ\Vf(:v)IQ-

ny warunek pre-Malgrange’a w punkcie y. Zatem, na mocy twierdzenia 3.6.2,

punkt y jest wartoscig typowa funkcji f. n

Uwaga 3.6.5. W |DG, Example 5.3] autorzy rozwazali funkcje f : R? — R
postaci
flay) =y + 1+ 1+ 2%)y)*

Pokazali oni, ze 6, = 19/22. Zatem [ nie spelia warunku Malgrange’a w
punkcie 0, ale wartos¢ 0 funkcji f, na mocy twierdzenia 3.6.4 (por. rowniez

[DG, Theorem 3.4]), jest wartoscia typowa funkeji f.
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Rozdzial 4
Trywializacja wzdtuz foliacji

W tym rozdziale podamy definicje zbioru OF(f), gdzie G = {G, : s € S}
jest pewng rodzing roztacznych rozmaitosci gtadkich G, € R™. Zbior OF(f)
jest w pewnym sensie zbiorem posrednim miedzy zbiorami O,(f) i O,(f). Po-
dobnie jak w przypadku zbiorow O,(f) i O,(f), warunek Of’( f) # 0 implikuje
trywializacje funkcji f w otoczeniu poziomicy f~!(y). Warunek ten prowadzi
do warunkéw typu Malgrange’a, w ktorych dopuszczamy rézne state d, dla

roznych zbioréw Gi.

4.1 Warunek (G, 7)-pre-Malgrange’a

Niech f € C*°(R"). Niech D C R™ bedzie zbiorem otwartym i G = {Gy :
s € S} bedzie rodzina roztacznych rozmaitosci gtadkich Gy C R"™ indeksowa-

na elementami zbioru S taka, ze D C |J,. o Gs. Wowczas rodzine zbiorow G

ses
bedziemy nazywaé foliacjg na zbiorze D.

Dla z € [,cq
indeks s = s(x) ze zbioru S, dla ktorego zachodzi x € Gs. Przez T,G; C R”

bedziemy oznaczaé¢ przestrzen styczna do rozmaitosci Gy w punkcie x.

G przez s(x) bedziemy oznaczaé jednoznacznie wyznaczony

Powiemy, ze pole v € C*(D,,R"), D, C R" jest zgodne z foliacja G na

zbiorze D, jezeli

(4.1) D c D,
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oraz
(4.2) v(z) € T,Gyp) dlaz € D.

Zbior wszystkich pol transwersalnych do f na zbiorze D i zgodnych z foliacja
G na zbiorze D bedziemy oznacza¢ przez M€ (f, D). Analogicznie oznaczamy
hE (f, D) =t (f, D)NA® (f, D).

Przypomnijmy, ze przez I' oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*),
gdzie v € C*(D,,R"),h € CY(Dy,), f* € C°(Dy+) oraz D,, Dy, D¢+ sa pod-
zbiorami otwartymi w R"™.

Przez O} (f) oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*) € T, dla ktérych
istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior zwarty K C R”™ takie, ze zachodza

nastepujace warunki:

(Oy (f)-4) veh® (. f7HV)),

(OF(f)-ii) h ma whasnos¢ wlasciwosci na zbiorze f~'(U) \ K,
(OF(f)-iid) f* € (£l M i funkeja H ¢ f7HO)\ (KU f7(y) — R,

okreslona wzorem H = g“;i jest funkcja ograniczona na kazdym zbiorze

postaci G, N f~HU) \ (KU f~l(y)) dlas e S.

“HON

Definicja zbioru [f, y]fj K jest podana na s. 54.

Uwaga 4.1.1. Zauwazmy, ze jesli OF(f) # 0, to, w otoczeniu poziomicy
f~Yy), zbiory G, przecinaja poziomice funkcji f w sposoéb transwersalny. To

znaczy istnieje otoczenie U punktu y takie, ze zachodzi warunek
T.f 7 (f(2) + TGy =R" dlaz € f1(U).

Istotnie, w przeciwnym wypadku mamy T,G.) C T,.f7'(f(z)), a wiec dla
dowolnego pola v € C*(f~1(U),R") zgodnego z foliacja G na zbiorze f~1(U)
zachodzi v(z) € T,Gyuy C Tof '(f(x)). W szezegdlnosci Dy f(z) = 0, co
przeczy warunkowi (OF (f)-i).

Glownym narzedziem wykorzystywanym w dalszym ciagu tego rozdziatu

jest nastepujacy wniosek z twierdzenia 2.4.3.
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Whiosek 4.1.2. Jezeli Of(f) # 0, to y jest wartosciq typowq funkcji f.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze z zalozenia (Of(f)—i) dostajemy (4.2), a za-
tem ustalona trajektoria pola v przebiega w zbiorach G, dla pewnego s € S.
Stad warunek OF (f) # 0 implikuje O,(f) # 0 i z twierdzenia 2.4.3 dostajemy
teze. O

Uwaga 4.1.3. Analizujagc dowdd twierdzenia 2.4.3 oraz uwage 2.4.4, tatwo
zauwazy¢, ze wniosek 4.1.2 pozostaje prawdziwy, jesli w warunkach (O%-ii)
oraz (O%-iii) dopuscimy rézne funkcje h, i rézne funkcje fr € [f, y]f;il(U)\K
dla roznych indeksow s € S. Co wiecej, zamiast warunku (O (f)-ii) wystarczy
zalozy¢, ze funkcja h ma wlasnos¢ wlasciwosci na zbiorach Gy N f~1(U) \ K
dla s € S.

Whiosek 4.1.2 pelni role twierdzenia w pewnym sensie po$redniego miedzy
twierdzeniem 2.4.3 oraz 2.4.5. Umozliwia on formutowanie pewnych nowych
warunkow, zaleznych od foliacji G, dajacych trywializacje funkcji f. Zilustru-
jemy to na przyktadzie warunku pre-Malgrange’a.

Niech G bedzie foliacja na zbiorze D i niech 7 : C*(D,R") — C*(D,R").
Powiemy, ze funkcja f spetnia warunek (G, n)-pre-Malgrange’a nad zbiorem
U C R jezeli istnieje zbior zwarty K C R”™ taki, ze:

(1Mg) fTH(U)\ K C D,

(2Mg) n(Vfl-1ank)) €N (f, fHU) \ K),
(BMg) Yees Joso [z, n(V) (@) < Gz (Vf(x),n(Vf)(z)) dlaz €
(fHU)\ K)NG..

Powiemy, ze funkcja f spelia warunek (G, )-pre-Malgrange’a w punkcie y €
R, jezeli istnieje otoczenie U punktu y takie, ze funkcja f spelnia warunek

(G, 7)-pre-Malgrange’a nad U.

Uwaga 4.1.4. Niech f € C*(R") i idceown rr) 0znacza funkcje identycznosci
na zbiorze C*°(R™, R™). Przyjmujac

G ={Go}, S ={0}, Go =R", ™ = idooo(mn rr)

dla dowolnego y € R otrzymujemy warunek (G, 7)-pre-Malgrange’a w punkcie

y € R rownowazny wczesniej wprowadzonemu warunkowi pre-Malgrange’a.
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Z wniosku 4.1.2 otrzymujemy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.1.5. Niech y € R bedzie wartoscig reqularng funkcji f. Je-
zeli funkcja [ spetnia warunek (G, m)-pre-Malgrange w punkcie y, to y jest
wartosciq typowq funkcyi f.

Dowdd. Niech U bedzie otoczeniem punktu y takim, ze funkcja f spelnia waru-
nek (G, 7)-pre-Malgrange’a nad U. Poniewaz y jest wartoscia regularna funkeji
f, to, zmniejszajac ewentualnie otoczenie U, mozemy zalozy¢, ze V f(z) # 0
dla z € f~(U). Z zalozenia (4.1) i wlasnosci 2.1.9 istnieje liczba R > 0 i pole
v e, (f, f1(U)) takie, ze v(x) = m(Vf)(z) dla |z| > R,z € f~1(U). Przyj-
mijmy h(z) = In|z|* dla z # 0 oraz f* = f. Wobec warunku (3Mg) funkcja
H: f7Y(U)\ (BUK) — R, gdzie B := {z € R";|z| < R}, okreslona jako
H = %, jest ograniczona na kazdym zbiorze G, N (f~1(U) \ (BU K)) dla
s € S. Zatem (v, h, f) € OF(f), a wiec OF(f) # 0 i na mocy wiasnosci 4.1.2

punkt y jest wartoscig typowa funkcji f. m

4.2 Warunek pre-Malgrange’a na poziomicach

submersji

W paragrafie tym podamy szczegdlng wersje wynikow z poprzedniego paragra-
fu. Przedstawimy mianowicie pewng naturalna metode konstruowania foliacji
przy uzyciu submersji. Specyfikujemy rowniez odwzorowanie m bedace rzutem
prostopadtym na przestrzenie styczne do odpowiednich rozmaitosci.

Niech M, N beda rozmaitosciami gltadkimi. Powiemy, ze odwzorowanie
g : M — N jest submersjg w punkcie p € M, jezeli rozniczka dg(p) :
T, M — Ty N jest odwzorowaniem surjektywnym. Powiemy, ze odwzorowanie

g: M — N jest submersjq, jezeli g jet submersja w kazdym punkcie p € M.

Ponizsze dobrze znane twierdzenie pozwala na konstruowanie foliacji przy

uzyciu submersji.

Twierdzenie 4.2.1. Jezeli odwzorowanie g : M — N jest submersjq, to dla
dowolnego q € N zbior g~1(q) jest rozmaitosciq gtadkq .
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Niech D, C R™iniech g = (¢1,...,9,) : D, — R" bedzie submersja. Wtedy
wektory Vgi(x),...,Vg,(x) sa liniowo niezalezne dla x € D,. Przyjmijmy

S = g(D,) i rozwazmy nastepujaca rodzine rozmaitosci gtadkich
Go=g '(s)={reD,:gx)=s}, secs&.

W tej sytuacji, foliacje G = {G; : s € S} bedziemy nazywac foliacjg zbioru D,
zadang przez submersje g. Jesli D, = R, to foliacje zbioru D, zadang przez
submersje g bedziemy nazywaé¢ w skrocie foliacjg zadang przez submersje g.

Oczywiscie zachodzi
TGy ={v €eR": (Vgi(x),v) =0dlai=1,...,r}, x € D,.

Przechodzac do konstrukeji odwzorowania 7, wprowadzimy nastepujaca de-
finicje.
Rzutem na foliacje G w zbiorze D C |J, g Gs bedziemy nazywaé gladkie

odwzorowanie 7 : C*°(D,R") — C*°(D,R"™) speliajace warunek

(4.3)  dla dowolnego v € C*°(D,R") pole 7(v) jest zgodne z foliacja G.

Kanonicznym przyktadem rzutu na foliacje G w zbiorze D jest rzut pro-
stopadty na rozmaitosci Gy N D dla s € S. Przedstawimy teraz doktadniejsza
konstrukcje rzutu prostopadlego w przypadku foliacji zbioru D, zadanej przez

submersje g.

Niech G bedzie foliacjg zbioru D, zadana przez submersje g. Ustalmy do-
wolny wektor v € R" i punkt z € D,. Rozwazmy uktad 7 réwnan liniowych o

niewiadomych ag, ..., a, € R postaci

T

(4.4) > ai(Vgi(r), Vgi(x)) = (v, Vg(x))  j=1,..r.

i=1
Z liniowej niezaleznosci wektorow Vg (), ..., Vg.(z) dostajemy, ze wyznacznik

W (z) macierzy uktadu rownan (4.4) spelnia nier6wnoscé
W(z) := det[(Vgi(z), Vg;(@))]i<ij<r # 0,

jako wyznacznik macierzy Grama dla wektorow Vgi(x), ..., Vg,.(z). Zatem, na
mocy wzoréw Cramera, uklad rownan (4.4) ma jednoznacznie okreslone roz-
wigzania aq(z,v), ..., a.(z,v) postaci
Wi(x,v)
W(x)

a;(z,v) = 1=1,..,r,
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gdzie przez W;(x,v) oznaczyliSmy wyznacznik macierzy powstalej z macierzy
[(Vgi(z),Vg;(x))]i<ij<r DPrzez zamiane i-tej kolumny na kolumne postaci
[(v, Vg;(2))]1<j<r- Otrzymane w ten sposob funkcje a; : D, x R® — R sg funk-
cjami gtadkimi. Zauwazmy, ze jako odwzorowanie 7w z poprzedniego rozdziatu
mozemy przyjac

T

(4.5)  7w(v)(z) =v(x) — Zai(:v,v(a:))Vgi(x), x € Dg,v € C*(Dy,R"™).

i=1
W dalszym ciggu tego paragrafu bedziemy zakladaé¢, ze odwzorowanie 7 jest

postaci (4.5). Poniewaz funkcje ay, ..., a, spemiaja (4.4), wiec zachodzi

T

((v)(2), Vg;(2)) = (v(2), Vg;(2)) = Y ailz, 0(2)){Vgi(x), Vg;(x)) = 0,

i=1
dlaj=1,..,r,0 € Dg,v € C®°(Dy,R"). Zatem 7 jest rzutem na foliacje G w
D,.
Zauwazmy, ze dla v € C*°(Dy, R") mamy
(4.6) |7 (v)(@)|* = (7(v) (), v(2)), = € D,

Istotnie, z (4.4) dla = € D,,v € C*°(D,,R") mamy

|7 (v)(z) Z:aZ z,v(x))Vai(x Za] z,v(x))Vg;(x))

Zaz z,v(x))Vyg(x),v 720/] r))Vg;(x))
Zaz x,0(x))Vgi(x), Y aj(x,v(x)) V(@)

j=1

= (7(v) Zay (@, v(x))(v(x), Vgi(x))

T

+ (v(z) = m(v)(x), ) a;(x,0(2))Vg;(x))

j=1

— (n(v) Za] 2, 0(@))(v(x), Vgi(x))

T

+ Y a5, 0(2))(v(2), Vai(x)) = (m(0) (@), v(x)).

j=1
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Przyjmiemy nastepujace oznaczenie

T

Vif(z) =n(Vf)(x)=Vf(z)— Zai(x,Vf(x))Vgi(x) dlaz € D,.

i=1

Dla z € D, wektor V9 f(z) jest gradientem funkcji f|,-1(g(z))-

Uwaga 4.2.2. Jesli funkcja g : D, — R jest submersja to Vg(z) # 0 dla

x € R" oraz zachodzi wzoér

) — 9 g (V@ Ve@) o
a7 V) = Vi) - e B (), w € D,

Przedstawimy  teraz szczegolny przypadek warunku (G, 7)-pre-
Malgrange’a.

Niech D, C R™ i niech g = (¢1,...,9,) : Dy — R” bedzie submersja. Po-
wiemy, ze funkcja f spelnia warunek g-pre-Malgrange’a nad zbiorem otwartym
U C R, jezeli istnieje istnieje zbior zwarty K taki, ze:

(1My) f~Y(U)\ K C Dy,
(2M,) V9f(z) #0dlaz € f(U)\ K,
(3M,) Vees Iuso (@, VIF(2))] < Culz2|VIf(2)2 dla z € f~1(U)\ K NG,

Powiemy, ze funkcja f spelnia warunek g-pre-Malgrange’a w punkcie y € R,
jezeli istnieje otoczenie U punktu y takie, ze funkcja f spelnia warunek g-pre-

Malgrange’a nad U.

Uwaga 4.2.3. Warunki (1M/,) i (2M,) odpowiadaja warunkom (1Mg) i (2Mg)
odpowiednio, a wobec (4.6) warunek (3Mg) przyjmuje postaé (3M,).

Wobec powyzszej uwagi, z twierdzenia 4.1.5, natychmiast dostajemy po-
nizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.4. Niech y bedzie wartoscig reqularng funkcji f € C(R™).
Jezeli funkcja f spetnia warunek g-pre-Malgrange’a w punkcie y, to y jest
wartosciq typowq funkcyi f.

'W odroznieniu od oznaczenia V, f gradientu funkcji przy zadanym tensorze metrycznym
g, submersje g bedziemy umieszcza¢ w indeksie gérnym.
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Uwaga 4.2.5. Zalozmy, ze zbiory Gy = g~ '(s) sa zbiorami zwartymi dla
s € S = g(Dy). Wtedy warunek (2M,) implikuje (3M,) w warunku g-pre-
Malgrange’a nad zbiorem U. Zatem w tej sytuacji mozemy pominaé¢ warunek
(3M,). Ktadac przyktadowo g : R"\ {a} = R, g(z) = |z — a]* dla a € R

otrzymujemy warunek p,-regularnosci.

Podobnie jak na s. 88, mozemy wprowadzi¢ warunek g-Malgrange’a.
Niech D, € R™ i niech g = (¢1,...,9,) : D, — R” bedzie submersja.
Powiemy, ze funkcja f spelia warunek g-Malgrange’a nad zbiorem otwartym

U C R, jezeli istnieje zbior zwarty K taki, ze:
(1My) f~H(U)\ K C Dy,
(2M}) Vses Fs.>0 |VIf(2)||x] > 6, dla x € Y U)\ K NG,.

Powiemy, ze funkcja f spelnia warunek g-Malgrange’a w punkcie y € R,
jezeli istnieje otoczenie U punktu y takie, ze funkcja f spelnia warunek g-
Malgrange’a nad U.

Podobnie jak poprzednio, tatwo dowodzimy, ze jezeli funkcja f speilnia
warunek g-Malgrange’a w punkcie y, to funkcja f spelnia warunek g-pre-
Malgrange’a w punkcie y. Zatem z twierdzenia 4.2.4 dostajemy bezposrednio

ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.6. Niech y bedzie wartoscig reqularng funkcyi f € C(R™).

Jezeli funkcja [ spetnia warunek g-Malgrange’a w punkcie y, to y jest wartosciq

typowq funkcji f.

Uwaga 4.2.7. Niech vq,...,uv, € R" V = lin{vy,...,v,_1}. Jezeli przez
volg(vy, ..., v) oznaczymy k-wymiarowa objetos¢ prostopadtoscianu rozpiete-
go na wektorach v, ..., vy, a przez ﬂ'v(”un) rzut wektora v, na przestrzen V to
zachodzi

(4.8)

Vol (V1 ...y ) = |y (vp)|vol,—1 (V1 ooy V1) = |7y (Vn) (G (V1 ..oy U 1)) 2,

=

gdzie przez G(vy, ..., v,_1) 0znaczyliSmy wyznacznik Grama wektorow vy, ..., vy,.

Niech f € C*(R") bedzie dowolna funkcja gladka, y € R i U otocze-

niem punktu y. Niech K C R" bedzie zbiorem zwartym, a odwzorowanie
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g := (g1, gn_1) € C®(f~1(U) \ K,R"!) bedzie gladka submersja. Oznacz-
my przez Jac(g, f) jakobian odwzorowania (g, f). Wobec (4.8) warunek g-

Malgrange’a mozemy teraz zapisa¢ jako

|Jac(g, f)(@)]|z]
(G(Vgl(a:), . Vgn,l(x)))

Vses Js5.>0 >d,dlaze fTU)\KnNg'(s).

D=

Wprowadzone powyzej warunki daja wicksze mozliwosci badania zbioru

wartosci bifurkacyjnych co pokazemy na ponizszych przyktadach.

Przyklad 4.2.8. Niech p, g € N. Okreglmy funkcje f : C* — C wzorem

fpg(z,y,2) =2 — 3x2p+1y2q + 2x3p+1y3q +yz, x,y,z € C.

L. Paunescu i A. Zacharia zauwazyli (patrz [PZ, Remark 1.2|), ze po nastepu-

jacej zamianie zmiennych
7 =z — 3g?ly2a-l 4 opSp+lyse-l

Y =y,
X:=x+yz,
funkcja f,, upraszcza si¢ do postaci f,,(X,Y,Z) = X. Dokladniej istnieje
automorfizm wielomianowy P = (P, P5, P) : C3 — C? postaci

Py(w,y,2) = z — 3T ly170 4 209020,

Pg(x,y,Z) =Y,
PS(x7ya Z) =x+ yPB(xaya Z)a

taki, ze f,,0 P = P;. Zatem funkcja f,, jest trywialna wiazka klasy C'* i
B(f,,) = 0. Ponadto wyktadnik FLojasiewicza? funkcji f,, w nieskoriczonosci
Loo(fpq) jest rowny —p/q. Zatem dla p > ¢ mamy Loo(f,,) < —1 1 funkcja f,,

nie spetnia warunku Malgrange’a w punkcie 0.

Analogicznie, w przypadku rzeczywistym, dowodzimy, ze dla p > ¢ zachodzi

0= B(fp,q) - KOO(fpyq) = {0}
2Loo(fp.q) :=sup{v € R: 3¢ r>0 |V fpq(@)| = Clz|” dla |z| > R}.
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Pokazemy, jak w tym przypadku prosta submersja ¢ : R*> — R postaci

g(z,y,2) =y, z,y,2 €ER

prowadzi do dokladnego oszacowania zbioru B(f,,). Doktadniej pokazemy, ze
fp.g spelnia warunek g-Malgrange’a nad R, a poniewaz V f(z,y,z) # 0 dla
(z,y,z) € R® to, na mocy twierdzenia 4.2.6, zachodzi B(f,,) = 0.

Istotnie, potézmy U := R, K := (). Mamy Vg(z,y,2) = [0,1,0] # 0 dla
(z,y,2) € R® oraz f~H(U) \ K C Dy = R?, co daje (1M}). Ustalmy teraz
s € S =R. Na mocy wzoru (4.7) dla (x,y,2) € G, = g~*(s) zachodzi

VIf(z,y,z) =[1—32p+ 1)x2py2q +2(3p+ 1)x3py3q, 0,y]
=[1—3(2p + 1)2z*s* + 2(3p + 1)2*5%, 0, s].

W przypadku gdy s # 0, mamy |VIf(z,y,2)| > |s| > 0 dla (z,y,2) € Gs.
Jezeli s = 0, to otrzymujemy |V9f(x,y,2)| = 1 dla (z,y,2) € Gs. Reasu-
mujac, spetniony jest warunek (2M;), a zatem funkcja f,, spelnia warunek

g—Malgrange’a nad R i na mocy twierdzenia 4.2.6, zachodzi B(f,,) = 0.

Przyktad 4.2.9. Rozwazmy funkcje f : R? — R okreslong wzorem

flx,y): x,y € R.

__Y
1+ 22’

Na s. 71 pokazalidmy, ze funkcja f nie spelnia warunku pre-Malgrange’a w

punkcie 0. Rozwazmy submersje g : R?> — R postaci

g(a,y) ===

Pokazemy, ze funkcja f spelnia warunek g-Malgrange’a nad R. Istotnie, dla
(z,y) € R? mamy Vg(z,y) = [1,0]. Ustalmy s € S = R. Na mocy wzoru (4.7)

zachodzi

1 ]|* 1
1422 1482

V9 f(x,y)| = [[0 dla (z,y) € Gy =g~ '(s).

Reasumujac, spetniony jest warunek (2M, ;), a zatem funkcja f spelnia warunek
g—Malgrange’a nad R. Poniewaz V f(z,y) # 0 dla (z,y) € R?, to na mocy
twierdzenia 4.2.6, zachodzi B(f) = 0.
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Jak pokazemy w kolejnym przyktadzie, nieodpowiedni wybor submersji g
moze powodowad, ze funkcja f nie spelnia warunku g-Malgrange’a w punkcie

y, podczas gdy klasyczny warunek Malgrange’a byt spetniony.

Przyklad 4.2.10. Rozwazmy funkcje f : R? — R okreslong wzorem

f(x,y) =y.

Oczywiscie funkcja f spelnia warunek Malgrange’a w dowolnym punkcie ¢t € R.
Oznaczmy g : R? — R

g(z,y) :==e" —y.

Oczywiscie Vg(z,y) = [e%,1] # 0 dla (z,y) € R?, zatem g jest submersja. Na
mocy wzoru (4.7) dla dowolnych (z,y) € R? zachodzi

Vif(r,y) =] a o ]
X = .
Y e2r 17 e2r 41

Wezmy dowolne s € S = R. Wtedy G, = g7 '(s) = {(z,e” — s) € R? : x € R}.
Ponadto

lim f(z,e* —s) = —s,
T—>—00
lm V9 (e — 8)|(z.¢" — 8)| = lim [~ ]||(z.¢" — 5)[ = 0.
T——00 z——o0 - e2T 4 17 g2 +1 ’

Reasumujac, funkcja f nie spelia warunku (g, S)-Malgrange’a w zadnym
punkcie t € R, podczas gdy f spetnia warunek Malgrange’a w dowolnym punk-
ciet € R.
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Rozdzial 5
Metody efektywne

W tym rozdziale przedstawimy metody pozwalajace na wyznaczanie pew-
nych nadzbior6w zbioru punktéw bifurkacyjnych B(f) funkcji wielomianowe;
f. Doktadniej, podamy efektywny algorytm pozwalajacy na wyznaczenie zbio-
row punktow y € R, dla ktorych (v, h, f) ¢ O,(f) przy ustalonych v, h. Poda-
my réwniez algorytm pozwalajacy oszacowaé zbior S*(f) przy pewnych zato-

zeniach narzuconych na funkcje h .

5.1 FLuki wymierne

Przedstawimy teraz definicje i twierdzenia wykorzystywane w dalszym ciggu
pracy. Nazewnictwo i definicje zostaly zapozyczone z pracy autorstwa Z. Je-
lonka i K. Kurdyki [JK2].

Niech Dy, Dy € Ny. Lukiem wymiernym bedziemy nazywaé funkcje x(t)

postaci

(5.1) w(t)= > atf, teR

—Da<k<Dy
gdzie a;, € R™. Luki wymierne postaci (5.1) bedziemy nazywaé¢ tukami wymier-
nymi dwustopnia co najwyzej (D1, Ds). Jesli dodatkowo ay # 0 dla k = D oraz
k = Dy, to méwimy, ze tuk wymierny ma dwustopienn (Dy, Dy). W dalszej cze-
$ci pracy bedziemy utozsamia¢ tuk wymierny x(t) z uktadem wspotczynnikow

ag, k = —Ds, ..., D1 we wzorze (5.1). Utozsamienie to zadaje bijekcje zbioru
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wszystkich tukow wymiernych dwustopnia co najwyzej (D;, Dy) ze zbiorem
Rr(1+D1+D2)

Niech F' = (fi, ..., fm) : R® — R™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym!
oraz deg f; < d. Pot6zmy

Dy = (d+1)"(d" +2)"', Dy=(d—1)D; + 1.

Przez rozmaitosé asymptotycznych tukow wymiernych odwzorowania F' be-
dziemy rozumieé zbiér algebraiczny AV (F) C R™4P1+2) skladajacy sie z tukow
wymiernych x(t) dwustopnia co najwyzej (Dq, Dy) postaci (5.1) takich, ze

(5.2) F(z(t)) = co+ Z cxt® dla pewnych ¢, € R™ k < 0,
k=—1
oraz
(5.3) ZZai’j =1, gdzie ar, = (ag1, ..., arn) € R"™.
k>0 j=1

Przy ustalonym odwzorowaniu F', kazdemu elementowi z(t) € AV (F') mo-
zemy przyporzadkowaé wektor ¢ € R™ zgodnie ze wzorem (5.2). Odwzorowa-

nie to bedziemy oznaczaé przez ¢y : AV (F) — R™.

Dla petnosci pracy, przedstawimy twierdzenie wraz z szkicem dowodu, po-
chodzace z pracy [JK2|. Jest ono zestawieniem [JK2, Theorem 6.7] oraz [JK2,
Proposition 6.12|, gdzie pomineliémy niewykorzystywane zalozenie o generycz-

nej skoriczonosci odwzorowania F'.

Twierdzenie 5.1.1. Niech F' : R* 2 z — (fi(x),..., fm(z)) € R™ bedzie
odwzorowaniem wielomianowym takim, ze deg f; < d dlai =1,...,m. Zatozmy,
ze b € R™ jest punktem niewtasciwosct odwzorowania F'. Istnieje wtedy krzywa
x(t) postaci
z(t) = Z apt® t € R*,
—(d—1)D—1<k<D

gdzie ap, € R", D = (d+ 1)"(d" + 2)"! taka, ze tlgglo F(xz(t)) = b. Ponadto,
mozemy zatozyc, ze

(5.4) Z Zai,j =1, gdzie a = (a1, ..., axn) € R"™.

k>0 j=1

W pracy |[JK2]| zaktadano dodatkowo,ze F' jest odwzorowaniem niewlasciwym, generycz-
nie skoriczonym. My pomijamy te zalozenia.
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Dowdd. Zalozmy najpierw, ze n = m. Niech (x)32; C R™ bedzie ciagiem
takim, ze ]}Lrgo\xk\ = +w,]}LrEO F(x) = b. Z lematu o wyborze krzywej w
nieskoriczonosci (por. 1.7.3) istnieje krzywa semialgebraiczna (t) € R™ taka,
ze limy o0 |(t)| = 400 oraz lim;_,, F'(y(t)) = b. Oznaczmy przez J(t) € P*(R)

obraz krzywej v(t) po zanurzeniu w przestrzen rzutowa P"(R) postaci
Qo R" 3 (z1, ., xn) = (Lizy 1t xy,) € PY(R).

Z zalozenia o semialgebraicznosci krzywej v(t) istnieje granica lim; . J(t) :=

a=(ap:ay :...:a,) € P"(R). Poniewaz lim;_, |7(t)| = 400 to @ € Hy, gdzie
Ho={(zp:...:x,) € P"(R) : 2y = 0}.

Oznaczamy przez Y obraz wykresu odwzorowania F' po zanurzeniu w prze-
strzeni P"(R) x R", a przez X domkniecie zbioru Y w topologi Zaryskiego
przestrzeni P"(R) x R™. Wtedy zbior X jest skltadowa nierozkladalna zbioru

opisanego przez uklad rownan
(5.5) ady; = filxo, ..., ), i=1,..,n,

gdzie dla i = 1,...,n przez f; oznaczyliémy ujednorodnienie? wielomianu f;.
Bez straty ogélnosci rozwazan, mozemy zaltozyé¢, ze a; = 1 i rozwazmy uktad

wspotrzednych w otoczeniu punktu a postaci
Oy R" 5 (xo, 22y o0y Tp) = (o Lixo .t 2y) € PY(R).
Zbior
X' = {(w0, T2, s Ty Y1, o, Yn) € R"XR™ 1 (D1 (0, 22, e, 1), (Y1, s Yn)) € X}
opisany jest przez uktad réwnan postaci
(5.6) pi(To, Ty ooy Ty Y1y ovey Yn) 1= xgiy,; — fi(zo, 1,29, ...,7,) =0, i =1,...,n.

Oczywiscie deg p; = 1+d;. Oznaczajac Y’ := X'\ (®; ' (Hp) x R") otrzymujemy
(@,b) € (P, (Hp) x R")NY”’, gdzie przez Y’ oznaczylismy domkniecie zbioru

Y’ w topologi naturalnej. Wektory Vp; dla i = 1,...,n sa liniowo niezalezne

I x
==, =)

2fi(x0, ., ) = xgifi(xo " dlai=1,...,n.
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na zbiorze Y’, wiec odwzorowanie P = (py,...,p,) : R* — R" jest submersja
na zbiorze Y. Z [JK2, Proposition 6.2] istnieje krzywa algebraiczna C; C R*?
stopnia d, < (d + 1)"(d" + 1)"~! taka, ze (@,b) € C; NY’. Przyjmijmy C :=
O 1 (D1 (7(CY))), gdzie 7 (o, Ta, .o, Ty Y1, s Yn) = (To, T, ..., T). Oczywiscie
deg C < d,. 7Z definicji krzywej C' istnieje sktadowa () krzywej C' taka, ze
lim,ec, 200 F'(x) = b. Na mocy [JK2, Lemma 3.2 i Lemma 3.3] istnieje tuk
wymierny z(t) € R" postaci
T(t) = > apt®, t € R¥,
—(d—1)D—1<k<D
gdzie ay € R", D = (d + 1)"(d" + 2)" ", ch>0 |ax| > 0 taki, ze Jim F(z(t)) =b.

Ponadto, istnieje liczba A € R taka, ze

DD NHany)* =1,

k>0 j=1

gdzie a, = (ag, ..., ak,n). Zatem kladac z(t) = £(At) otrzymujemy poszukiwa-
ng krzywa w tym przypadku.

Przypadek gdy m > n sprowadza sie do powyzszego przez rozwazenie od-

wzorowania o F', gdzie 7 jest generycznym rzutem z przestrzeni R™ na prze-
strzen R™ (por. dowod [JK2, Theorem 4.2]).

Przypadek gdy m < n sprowadza si¢ do powyzszego przez powtoérzenie

n — m razy dowolnej wspotrzednej odwzorowania F'. O

5.2 Wyznaczanie zbioru K%"(f) dla wielomia-

,

now

Niech f € C*(R") i niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy funk-
cje h € CY(R" \ K) posiadajaca wlasnos¢ wlasciwosci na R" \ K oraz pole
wektorowe v € C*°(R"™). Przyjmijmy

X(f) ={z €eR":0,f(x) =0},

K2 (f) ={y € R: Ju)csen ]}ggo |zk| = +oo, ]}gf)lo f(zr) =y}
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Uwaga 5.2.1. Zbior K (f) jest doktadnie zbiorem punktéow niewlasciwosci
funkeji f obcietej do zbioru XV(f). W przypadku gdy pole v spelnia waru-
nek v(z) = 0 & Vf(z) = 0, zbior KY(f) jest zawarty w zbiorze wartosci
nieregularnych funkcji f. W szczegolnosei, jezeli f jest wielomianem i pole v
spetnia wspomniany warunek, to zbior K (f) jest efektywnie wyznaczalny (na
przyklad przy pomocy baz Grébnera jak w |[JK1, Remark 3.1], lub przy pomo-
cy algorytmu Algebraic Sampling [BPR, Algorithm 12.64|). Pola v spelniajace
powyzszy warunek mozemy konstruowac z pola V f podobnie jak pola z rodzin
M, 2, M3 z podrozdziatu 2.1.

Wtiasno$é 5.2.2. Przy powyzszych zalozeniach i oznaczeniach, jesli y € R\

K., to istnieje liczba €, > 0 oraz zbior zwarty K, C R" takie, ze
SUHNFHy —epy+ey) \ K, =0

Dowaod. Przypusémy przeciwnie, ze nie jest spelniona teza wniosku 5.2.2.
Woéwczas istnieje ciag punktow ()52, C R” taki, ze z € X(f) N f~1(y —
e,y +ex) \ K, dla k € N, gdzie

1
ek =1 K, ={zeR":|z| <k}, keN
Wtedy y € K2 (f), co jest sprzeczne z zatozeniem. ]

Pol6zmy?

KZM(f) = {y € R\ K1) : Jegcmn Jim [o] = +00, lim () = v,
lim |H(xy)| = 4+o00}.
k—o00
Wobec whasnosci 5.2.2, zbior K2"H(f) jest poprawnie zdefiniowany. Przez
K%"(f) bedziemy oznaczaé zbior postaci
K3 (f) = K& () UKL(f).

Op(z) P
3Przypomnijmy, ze H(z) = w, dla z € R"\ (K UZX,(f)).

au(ac)f(x)
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Zbior KU f) bedziemy nazywaé zbiorem (v, h)-asymptotycznych wartosci kry-
tycznych funkcji f w nieskonczono$ci. Jest on pewnym uogdlnieniem zbioru

asymptotycznych wartosci krytycznych Koo (f).

Z twierdzenia 2.6.3 dostajemy ponizszy wniosek.

Whiosek 5.2.3. B,(f) € K2"'(f).

Dowdd. Ustalmy punkt y ¢ K%"(f). Pokazemy, ze y jest wartodcia typowa
funkcji f w nieskoriczonosci. Niech liczba ¢, i zbiér K, beda okreslone jak
we wlasnosci 5.2.2. Z zalozenia y ¢ K25 (f) otrzymujemy, ze istnieje liczba
e € (0,g,) 1 zbior zwarty K’ D (K U K,)) takie, ze v €t (f, f'y — e,y +
e) \ K') oraz funkcja H = % jest ograniczona na zbiorze f~l(y — e,y +
)\ K’. Istotnie, w przeciwnym przypadku istnieje ciag (xx)52, C R™ taki, ze
klggo lzg| = —l—oo,kliigo f(zx) = y oraz klggo |H (x1)| = +00, co przeczy temu, ze
y & KI(f).

Z twierdzenia 2.6.3 otrzymujemy, ze y jet wartoscig typowa funkcji f w

nieskoriczonosci, co konczy dowdd. O]

W dalszym ciagu paragrafu bedziemy zaklada¢, ze f jest wielomianem
o wspoétczynnikach rzeczywistych i deg f < d. Zaldézmy ponadto, ze dla x €
R™\ (XY(f) U K) zachodzi

(5.7) H(x) = _ ;

gdzie p,q € Rz, ..., z,] sa wielomianami takimi, ze degp,degq < d — 1. Roz-

wazmy odwzorowanie ¢, j, : R"™? — R® okreslone wzorem

(58) qbv,h(x? 21, ZQ) = (f(x)7 le(ZL’), ZIQ<J;>> 22|x’27 22)7

gdzie © € R™ 21,25 € R. Niech ¢ : AV (¢, ) — R® bedzie odwzorowaniem

okreslonym przez réwnanie (5.2) dla F' = ¢, . Oznaczmy zbior

BV (¢pyp) == {(z, 21, 22)(t) € AV (¢ 1) : co((, 21, 22)(t)) = (y,1,0,1,0)}.

Twierdzenie 5.2.4. Ku'(f) = w(co(BV (o)) UK (f) gdzie przez m: R® —

R oznaczylismy rzut na pierwszq wspotrzedng.
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Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze K3 (f) = n(BV (¢,1)) \ K4 (f). Pokazemy
najpierss 7(BY (6,0) \ KL(f) € KU (f). Niech y € n(BV (6,)) \ KL.(f)
i (z,21,29)(t) € AV (¢y 1) spelnia

(5.9) co((z, 21, 22)(t)) = (y,1,0,1,0).
Zatem, z okreslenia odwzorowania ¢y, mamy

. R0 ¢l

Poniewaz y ¢ K (f), to z wlasnosci 5.2.2 istnieje liczba ¢y > 0 taka, ze dla
t > to zachodzi z(t) € R™\ (XY U K). Na mocy wzorow (5.9) i (5.7) dostajemy

lim |H(z(0)] = | lim 200e0h@) o aOpE?)

t=00 21 (1) Op(a(e)) [ (2(1)) t—00 Zl(t)q(x(t))| = +o0,

co daje y € KYPMH(f) i koriczy dowdd inkluzji m(co(BV (dyn))) \ K2 C
M),

Pokazemy teraz, ze KU (f) C w(co(BV (¢un))) \ K% . Wezmy dowolny
punkt y € K%M (f). Z definicji zbioru K%"H(f) otrzymujemy, ze istnie-
je ciag punktow (zp) C R™ taki, ze ]}Lrgo\xk] = +00, ]}grolo f(zx) = y oraz
kh_)rgo |H (z)| = kh_)rgo Ip(xk)/q(xy)| = +00. Zatem istnieje indeks ko € N taki, ze
dla k > ko mamy p(x;,) # 01 |zg| # 0. Przyjmijmy 2f = 1/p(xy),25 = 1/|x|?
dla k > ky. Wtedy
1 1

=1 1 1 = 1,0,1,0).
ki)lgo(f(xk% 7H(l’k>’ "Ik|2> (y7 ) My )

lim ¢y 5 (T, zf, 212“)
k—o0

Zatem (y,1,0,1,0) jest punktem niewlasciwosci odwzorowania ¢, 5, i na mocy
twierdzenia 5.1.1 otrzymujemy y € 7(BV (¢,.4)) . To daje inkluzje KM (f) C
7(co(BV (¢wn))) \ K2 1 koniczy dowod. O

Algorytm wyznaczania zbioru 7(co(BV (¢u1)))
Niech f € Rz, ..., z,] i deg f < d. Niech K C R™ bedzie zbiorem zwartym,
h € CH(R"\ K) funkcja posiadajaca wlasnosé¢ wlasciwosci na R™\ K i niech v €

h
C>®(R"). Zatézmy, ze dla x € R™\ (X%(f) U K) zachodzi H(x) = ?Lfgg _
v(x)
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, gdzie p,q € Rz, ..., x,] sa wielomianami takimi, ze degp,degq < d — 1.

naczmy dodatkowo

Dy = (d+ 1) (dm+D) L 9yt Dy = (d—1)Dy + 1

i niech d > 3.

W tej sytuacji zbior m(co(BV (¢y,,))) wyznaczamy wykonujac kolejno na-

stepujace punkty.

1. Wyznaczenie ukladu réwnan opisujacego rozmaitosé BV (¢, ):

(a) oznaczamy tuk wymierny

(x, 21, 20)(t) == Z apt®,

—Do<k<Dy
gdzie ay = (ak1, ..., Gk ni2) € R"2 1 dalej przyjmujemy

a-= <a_D2’ () aDl) c R(n+2)(1+D1+D2)7

(b) wyznaczamy wielomiany by.(a) bedace wspotezynnikami rozwiniecia
fla(t) = be(a)t",
k

(c¢) wyznaczamy wielomiany cx(a) bedace wspotezynnikami rozwiniecia

AOp(a() = Y eula)tt,

k

(d) wyznaczamy wielomiany d(a) bedace wspotczynnikami rozwiniecia

a(t)q(x(t) = Y di(a)t,

(e) wyznaczamy wielomiany ey (a) bedace wspotezynnikami rozwiniecia

2Bz = ex(a)t’.

k

Rozwiniecia wystepujace w punktach (a), (b), (c), (d) oraz (e) sa

oczywiscie rozwinieciami skoniczonymi.
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Uktad rownaii opisujacy rozmaitos¢ BV (¢, ) mozemy zapisaé jako:

( Zk>0 Z?:l ai,j —1=0,
bp(a) =0dla k >0,

cp(a) =0dla k >0,
1=
(5.11) (@) %
dr(a) =0dla k >0,
er(a) =0dla k>0,
60(a) —1= 07

| @rnia =0dlak >0

. . . , L, n 2 . .
Poniewaz nieréwnos¢ >, o> . ja;; > 0 wynika z ostatnich
trzech warunkow w uktadzie 5.11, to, w celu wyznaczenia zbioru

. . n ) . . . ,
7(co(BV (¢v,n))), réWnanie » -, _ Zj:fl\cik,j — 1 = 0 mozna pomina¢
i ograniczy¢ sie do rozwazania zbioru BV (¢, 1) (por. koniec dowodu

twierdzenia 5.1.1) opisanego nastepujacym ukladem:

(5.12) dp(a) =0 dla k >0,
ex(a) =0dla k> 0,
epla) —1 =0,

Uz = 0 dla k >0,

\

Jest to skoniczony ukltad réwnan wielomianowych. Oznaczmy przez N
liczbe rownan w powyzszym uktadzie.

N
. Uktad rownan (5.12) zastepujemy réwnaniem R(a) := Y. ri(a) = 0,
gdzie r; dlal =1, ..., N sg wielomianami wystepujacymi pi)zllewej stronie

uktadu (5.12). Mamy BT/(@,JL) = {a € RO+2(1+D1+D2) . B(q) = 0},

. Korzystajac z algorytmu Algebraic Sampling [BPR, Algorithm 12.64],

wyznaczamy skoriczony zbior A C BV(¢,p) przecinajacy wszystkie
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sktadowe spojnosci zbioru BV (¢u.n). Bezposrednio z definicji zbioru
7(co(BV (¢v,n))) mamy

{bo(@) 1@ € A} C m(co(BV (¢u))).

4. Oznaczmy

Bo(a) :== [J(bo(a) — @) dlaa € ROHIA+D1ED2),

acA

Metodami baz Grébnera sprawdzamy, czy by(a) = 0 na zbiorze BV (Du.n)-
Alternatywnie, mozemy uzy¢ algorytmu Algebraic Sampling [BPR, Al-
gorithm 12.64] do rozstrzygniecia, czy zbior

B :={(a,s) € ROFAUD1+D+L (0 (g)s — 1)? + R(a) = 0}

jest pusty. Latwo zauwazy¢, ze B = () < by(a) = 0 na zbiorze E\V(@,h).
5. (a) Jedli by(a) =0 dla a € E‘//(%,h) to zachodzi
{bo(@) : @ € A} = m(co(BV () = m(co( BV (60.0)))

w tym przypadku.
(b) Jesli istnieje a € 5‘7(%}1) takie, ze by(a) # 0, to istnieje sktadowa

spojnosci zbioru BV (¢u.n), na ktorej funkcja by nie jest stata. Z
wlasnosci Darboux, zbior m(co(BV (¢y1))) = m(co(BV (dwr))) jest
nieskoniczony w tym przypadku.

Uwaga 5.2.5. Powyzszy algorytm jest w pewnym sensie uogélnieniem algoryt-
mu wystepujacego w pracy [JK2|. Uogolnienie to polega na mozliwosci uzycia
dowolnej funkcji h oraz pola v spelniajacych zatozenia podane przed algoryt-
mem. Przyjmujac h(z) := In(|z|)? dla x € R"\ {0} oraz v = V f, zbior K%"(f)
pokrywa sie ze zbiorem wartosci spetniajacym warunek pre-Malgrange’a. Jest
on podzbiorem zbioru asymptotycznych wartosci krytycznych (patrz wlasnosé
3.3.2), ktorego dotyczyl algorytm w [JK2|. Nalezy zwroci¢ uwage, ze w stosun-
ku do algorytmu w [JK2|, w celu unikniecia rozwazania funkeji wymiernych,
dodalismy dwie nowe niewiadome z1, 29, ktére powoduja zwiekszenie wymiaru

przestrzeni otaczajacej zbior BV (¢,.p).
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Uwaga 5.2.6. Metoda uzyta w powyzszym algorytmie pozwala w efektywny
sposOb rozstrzygnac, czy dany wielomian b € R|xy,...,x,] znika na zbiorze
algebraicznym V postaci V := {z € R" : ri(z) = ... = ry(z) = 0}, gdzie
1y ..y ' € Rlzq, ..., 2] (por. [BPR, Remark 13.3, Exercise 13.4|). Mianowicie,

biorac wielomian

q(z,y) = (b(x)y — 1) + ¢i(2) + ... + ¢:(x)

i stosujac algorytm Algebraic Sampling [BPR, Algorithm 12.64|, mozemy efek-
tywnie stwierdzi¢, czy zbiér ¢~1(0) jest niepusty. Wielomian b znika na zbiorze
V wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér ¢~1(0) jest pusty, bowiem zbior V' \ 571(0)

jest rzutem zbioru ¢~!(0) na przestrzen R™.

5.3 Szacowanie zbioru S”(f) dla wielomianow

Niech f € R[zy, ..., x,] i niech K’ C R™ bedzie zwartym zbiorem semialgebraicz-
nym oraz niech h € C*°(R" \ K) bedzie funkcja majaca wlasnosé¢ whasciwosci

na R™\ K. Przypomnijmy, ze przez S"(f) oznaczamy zbiér postaci
S*(f) ={y € R": I cm(pnrm\k) Jim |z1| = +o00, Jim f(xx) =y}

Z wniosku 2.7.5 otrzymujemy, ze B(f) C S"(f) U Ko(f). W pracy [DT]
autorzy podali pewna metode szacowania zbioru S"(f) w przypadku, gdy
h(x) = pa(x) = |z — al?. Inspirowani ta praca podamy algorytm pozwalaja-

cy aproksymowaé zbior S"(f) przy innych zalozeniach. Mianowicie bedziemy

zaktadac, ze g—;, v gc—’; sg funkcjami wymiernymi. Oznaczmy
of
I:={ie{l,...,n}: 0.
(i€ {Luwn}s 5 0}

Funkcja h ma wlasnosé wtasciwosei na zbiorze R\ K, wiec % #0idlatel

istnieja wielomiany p;, ¢; € Rlz1, ..., x|, p; # 0, ¢; # 0 takie, ze

of oh

5.13 i— = i—.

(5.13) Pigy = lig,
Poniewaz g—fl, e a‘% sg funkcjami wymiernymi, wiec dla dowolnych i €

I,5€{1,..,n},j # i istnieja wiclomiany m;, ;, 7; ; € R[z1, ..., z,,| takie, ze

5.14 =
( ) Tij 81’1 (9xj afL’j 8@"
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przy czym 1, ; #0dladi € I,5 € {1,...,n},j # i. Przyjmijmy

degp := max{degp; : i € I},

deg q := max{degq; : i € I},

degm :=max{degm, ;i eI, je{l,..,n},j#i}.
Dla ¢ € I oznaczmy
M, ={zeR":m;;(x)=0 dlaje{l, .., n}j#i}.

Zbiory M; sa zbiorami algebraicznymi takimi, ze M(f,h,R™\ K) C U M;.
Bedziemy zaklada¢ dodatkowo, ze dla kazdego ¢ € I wektory Vm, ; (a:l)e,l J €

{1,...,n},j # i s liniowo niezalezne* dla x € M;. Oznaczmy
Dy := (degm)" *(degp + 1), Dy := Dy max{deg f — 1,degp, deg q}.

Dla i € I przez AV; bedziemy rozumie¢ tuki wymierne (z,2) : R\ {0} —
R™ x R dwustopnia co najwyzej (Dy, Ds), postaci

(Z‘(t), Z(t)) = Z a’ktk7

—Dy<k<Dy
takie, ze:
a) > ieo Z;L=1 az; =1, gdzie ay = (ar, -, Ghnr1),
b) f(z(t)) =bo+ > .27, bt*, gdzie by € R dla k <0,
) pi(z(t)z(t) =1+ >, cith, gdzie ¢y € R dla k <0,
d) qi(x(t))z(t) =, 27, dit*, gdzie d, € R dla k < 0.

Zbiory AV; ¢ R(+DA+D1+D2) g yhiorami algebraicznymi dla i € 1. Kazdemu
elementowi (z(t), z(t)) € AV; mozemy przyporzadkowaé¢ punkt by € R zgodnie
z podpunktem b). Odwzorowanie to bedziemy oznaczaé przez by : AV; — R.

Twierdzenie 5.3.1. S"(f)\ Ko(f) C U bo(AV;)

i€l

4W przypadku gdy h = p, zalozenie to jest generycznie spetnione, patrz [DT, Lemma
2.3].
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Dowdd. Niech y € Sh(f)\ Ko(f). Wowezas istnieje ciag (1), C M(f, h, R™\
K) taki, ze ]}LI& |zk| = +OO’1}LH20 f(zx) = y. Poniewaz y ¢ Ky(f), to istnieje
indeks i € {1,...,n} taki, ze dla nieskoriczenie wielu k € N zachodzi® g—i(xk) +
0. Zatem, wybierajac ewentualnie podciag, mozemy zalozyé¢, ze x, € M,; dla
k € N oraz ustalonego indeksu i € I oraz istnieje gataz I'y C R™ kietka M;
w nieskoniczonosci taka, ze z, € I'g dla k € N oraz limger zj»00 f(2) = .
Wowcezas z rownosei (5.13), okreslenia zbioru M; oraz uwagi 2.7.8 wynika, ze
p@l _ @ VA@)

5.15 lim = lim = lim =4 =4+
( ) z€lg,|z|—o00 \ql(x)| z€lp,|z| =00 ‘ g—i(x) ‘ z€lg,|z|—o0 |Vf<l')’

Zatem wielomian p; nie ma zer na kietku I'y. Oznaczmy
My (nt1) (T, 2) = pi()2,
I'n={(z,2) eR"xR:2€ly, mym)(z,2)=1}
Zauwazmy, ze wektory Vm, ;(z),7 = 1,..,n,j # i, Vm, (n41)(2, 2) sa liniowo
niezalezne dla (z, z) € I'y (traktujemy tutaj m, ; jako funkcje zalezne od zmien-

nych x, z). Zatem zbior I'; jest krzywa gladka stopnia co najwyzej Dy. Na mocy
lematu (|[JK2, Lemma 3.2]) kietek I'; posiada parametryzacje postaci

(@(t),2(t) = Y apt*, dlat €R, |t > R,

—oo<k<Dy
gdzie a = (a1, ..., @k (1)) € R 1 limy o [(2(2), 2(2))] = +o00.

Zauwazmy, ze lim;_, |2(t)| = +o0. Istotnie, w przeciwnym razie istniatby
punkt ¢ € R” taki, ze lim;_,, z(t) = ¢. Oznaczmy przez I'y domkniecie zbioru
'} w przestrzeni P"™1(R). Wtedy

(c: 1% 1) = tlgglo(:v(t) :2(t) 1 1) € Ho,
gdzie Hy, = {(z: 2z : w) € P""(R)) : w = 0}, co jest niemozliwe. Reasumujac,

limy o0 |2(t)] = +o00.

Z rownosci lim |z(t)] = +4oo dostajemy, ze zachodzi nier6wnosé
t—00

D1 n . . .

k20 2_j=1 |ax,j| > 0. Ponadto, z okreslenia zbioru I'y mamy

lim py((t))=(t) = 1,

t—o0

>Przez %(xk) rozumiemy i-ta pochodna czastkowa funkcji f w punkcie xy.
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co wobec réwnosci (5.15) i (5.13) daje

Tim gi(o(6)=(t) = Jim pi(a(t))=(t) 22— =

Na mocy [JK2, Lemma 3.2], jezeli przyjmiemy® (Z(t), 2(t)) :== >._ < p, et
to spelione sa warunki b), ¢), d) z definicji AV; przy czym by = y. Przepa-
rametryzowujac ewentualnie krzywa (Z(t), Z2(t)) mozemy zalozy¢, ze speliony

jest warunek a) z definicji AV;. To daje teze. n

Algorytm wyznaczania zbioru |J by(AV;)
iel
Przyjmijmy oznaczenia i zalozenia jak przed twierdzeniem 5.3.1 i ustalmy
indeks ¢ € I. Podamy teraz algorytm pozwalajacy wyznaczy¢ zbior by(AV;)
przy zadanych wspoétczynnikach wielomianéw f, p;, ¢;. Wobec twierdzenia 5.3.1
algorytm ten prowadzi do efektywnego oszacowania zbioru wartosci bifurkacy;j-

nych wielomianu f.

1. Wyznaczenie uktadu réwnan opisujacego rozmaitosé AV;:

(a) oznaczamy tuk wymierny

(), 20) = Y

—Do<k<Dy
gdzie a = (a1, ..., ak,(mt1)) € R*M! 1 dalej przyjmujemy
a = (a_p,,...,ap,) € RDU+D1+D2)
(b) wyznaczamy wielomiany by(a) bedace wspotezynnikami rozwiniecia

fx(t) = bila)t,

(¢) wyznaczamy wielomiany cx(a) bedace wspotczynnikami rozwiniecia

At)pilx(t) = ) ewla)t”,

k

SPrzypomnijmy, ze Dy = D max{deg f — 1,degp, deg q}.
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(d) wyznaczamy wielomiany di(a) bedace wspotczynnikami rozwiniecia

2(O)qi(x(t) =) di(a)t.

Rozwiniecia wystepujace w punktach (a), (b), (c) oraz (d) sa oczy-
wiscie rozwinieciami skoniczonymi.

Uktad réwnan opisujacy rozmaitosé AV; mozemy zapisaé jako:

( Zk>0 22:1 ai,j —-1=0,

bp(a) =0 dla k > 0,

(5.16) cg(a) =0dla k >0,
co(a) —1=0,

dp(a) =0dla k >0,

\

Jest to skoniczony uktad réwnan wielomianowych. Oznaczmy przez N

liczbe rownan w powyzszym uktadzie.
N

. Uklad réwnan (5.16) zastepujemy roéwnaniem R(a) := Y ri(a) = 0,
=1

gdzie rydlal =1, ..., N sa wielomianami wystepujacymi po lewej stronie

uktadu (5.16). Mamy AV; := {a € R*D+D1HD2) - R(g) = 0}.

. Korzystajac z algorytmu Algebraic Sampling [BPR, Algorithm 12.64]
wyznaczamy skoriczony zbior A C AV; przecinajacy wszystkie sktadowe

spojnosci zbioru AV;. Bezposrednio z definicji zbioru by(AV;) mamy

{bo(a) ja € A} C bo(A‘/;)

. Oznaczmy

bo(a) := H(bo(a) —a) dla g € RHDO+D1+D2),

acA

Metodami baz Grobnera sprawdzamy, czy by(a) = 0 na zbiorze AV;.
Alternatywnie, mozemy uzy¢ algorytmu Algebraic Sampling [BPR, Al-
gorithm 12.64] do rozstrzygniecia, czy zbior

B :={(a,s) € ROFVA+D1ED)+L ()5 — 1)2 + R(a) = 0}
jest pusty. Latwo zauwazy¢, ze B = ) < by(a) = 0 na zbiorze AV;.
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d.

(a) Jesli by(a) = 0 dla a € AV; to zachodzi
{bo(a) : @ € A} = bo(AV})

w tym przypadku.

(b) Jedli istnieje a € AV} takie, ze by(a) # 0, to istnieje sktadowa spoj-
nosci zbioru AV; na ktorej funkcja by nie jest stata. Z wlasnosci
Darboux, zbiér AV} jest nieskoniczony w tym przypadku.

Jezeli zbior | bo(AV;) jest skoriczony, to, stosujac powyzszy algorytm
icl

dla wszystkich ¢ € I, z podpunktu 4.(a) dostajemy postaé¢ tego zbioru.

Jezeli zbior | bo(AV;) jest nieskoriczony, to istnieje indeks i € I taki, ze
il

zbior by(AV}) jest nieskoriczony, co rozstrzyga podpunkt 4.(b) powyzszego

algorytmu.
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Wykaz oznaczen

-
<'7'>

lin A
AJ_
T,M
Ck(]\/[, N)
C*(D)
df

O f
Mipxn
V,f
Vf
Sk

zbioér wartosci krytycznych

ciato liczb rzeczywistych

cialo liczb zespolonych

zbioér liczb naturalnych

zbior liczb rzeczywistych dodatnich

zbior liczb rzeczywistych nieujemnych

zbiér liczb rzeczywistych réznych od 0

zbior liczb catkowitych nieujemnych

iloczyn skalarny w R"

norma w R"

standardowy iloczyn skalarny w R”

norma Euklidesowa w R"

podprzestrzen liniowa rozpieta na zbiorze A

dopetnienie liniowe zbioru A

przestrzen styczna do M w punkcie x

zbior odwzorowan f : M — N klasy C*

zbior funkeji f : D — R klasy C*

rozniczka funkcji f

pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku pola wektorowego v
zbiér macierzy o m wierszach i n kolumnach o wspoélczynnikach z R
gradient funkcji f wzgledem tensora metrycznego g

gradient funkcji f wzgledem standardowego tensora metrycznego

Sp={y € Y3y 1ocx Impoo || = 00 Alimy_,oo F'(2) = y}
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11
17
17
17
17
17
17
17
17
18
18
18
18
18
18
18
18
19
19
19
20
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B(f)
Boo(f)
K[z, ..., ]
P*(R)

h (f, D)

h
M (v

f, D)

7D)

Oy(f)
Oy(f)

o0

0, (f)
O0y°(f)

M(f17f2>G)

zbior wartosci bifurkacyjnych

zbior wartosci bifurkacyjnych w nieskonczonosci

pierécieniem wielomianéw n zmiennych o wspoétczynnikach z K
n-wymiarowa rzeczywista przestrzen rzutowa

zbior pol transwersalnych do poziomic funkcji f na zbiorze D
e (f,D) = {v € (f, D) : Dy f(x) > O},

M (v,D) ={f € C*(Dys,R): D C Dy ANv e (f,D)}

zbior Milnora odwzorowania (f1, f2) : G — R?

SM(f) ={y € R: Jup)e (s hprm\k) ]}1_230 |z = +o0, kll_{go flar) =y}

zbioér asymptotycznych wartosci krytycznych
foliacja G = {G5: s € S}
zbior wszystkich pol transwersalnych do f na zbiorze D

mE (faD) :er (faD)ﬂ rhG (faD)

gradient funkcji fly-1(g(a))

rozmaito$¢ asymptotycznych tukéw wymiernych

20(f) ={z €R": 0,f(x) = 0}

K (f)={yeR: @)z khjglo 21| = +o0, khjglo fzr) =y}

zbior (v, h)-asymptotycznych wartosci krytycznych f w nieskoniczonosci
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