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Opinia o rozprawie doktorskiej
mgr Aleksandry Zakrzewskiej pt. “Skoki liczb Milnora
deformacji liniowych osobliwosci krzywych”

Niech fo : (C2,0) = (C,0) bedzie osobliwoécia izolowang tzn. kietkiem
funkeji holomorficznej o izolowanym punkcie krytycznym w poczatku uktadu
wspéhrzednych 0 € C2. Zakladamy, ze [o(0) = 0. Gdy g jest kietkiem funkcji
holomorficznej w otoczeniu 0 € C2?, g(0) =0, to okreéla on deformacje lintowq
fs = fotsg,s € C kielka fo (w tradycyinej terminologii pek lokalny wyznaczony
przez fo i g). Tego typu deformacje pojawiaja si¢ W naturalny sposéb w bada-
niu osobliwodci w nieskoriczonoéci odwzorowar wielomianowych F' : c? - C.
Takie odwzorowanie wyznacza pek krzywych afinicznych F(z,y) + 8= 0, kiory
we wsp6hrzednych rzutowych (X @Y ¢ Z) ma postaé F(X,Y,2Z) + 82" = 0,
gdzie N jest stopniem F. Ustalmy punkt O prostej w nieskoriczonosci Z = 0.
Przechodzac do wspbhrzednych afinicznych (Z,9) o ¢rodku w punkeie Ooo Ot1ZY-
mujemy pek lokalny f(@,9) + 57N = 0. Tego typu peki, a takze ich naturalne
wogolnienie, w ktérym zN zastapione jest przez dowolny wielomian zmiennych
z, y (por. D. T. Lé et C. Weber, Enseign. Math. 1997 i C. Laubel, Proc.
London Math. Soc. 2001) byly przedmiotem intensywnych badan na przetomie
dwudziestego i dwudziestego pierwszego wieku.

Podsumowujac: peki lokalne krzywych analitycznych tworza wazny
obiekt badan niezaleznie od ich roli w teorii deformacji i nadal sa
przedmiotem dobrych prac (por. J. Gwozdziewicz, Inf. Math. Res.
Mat. IMRN 2013).

W teorii osobliwoéci szczegolna role pelni liczba Milnora. Oznaczmy fo(f)
liczbe Milnora kietka f, f(0) =01 zdefiniujmy A(fo,9) = po(fo) = mo(fo + s9)
dla s € C dostatecznie bliskich zeru.! Definicja jest poprawna (nie zalezy od
wyboru ‘malego’ parametru s e C), jest A(fo,9) 2 0.

Przyjmujemy A (fo) = min{A(fo0,9) * 9 kielek holomorficzny, g(0) = 0}
i nazywamy A" (fo) skokiem liczby Milnora kietka fo.

Efektywne obliczenie skoku AU (fo) jest trudnym problemem. Recenzowana
rozprawa dotyczy skokéw liczby Milnora osobliwoéci postaci

(x)  Jolz,y) = Z capr®yP + wyrazy stopnia > 1,

a+p=n

przy czym fnlz,y) = Za+ﬁ=n co,gz"‘y[3 jest forma jednorodng bez czynnikoéw
wielokrotnych.
Gléwnym wynikiem pracy jest nastepujace

Twierdzenie (4.17, str 34) Jezeli fo jest osobliwodciq izolowang typu ()
(semi-jednorodnq, w terminologii Autorki), to

in n—2 dla n=3,
X! (IO)Z{ 1 dla n=2.

W zwiazku z powyzszym Autorka podaje przyktad deformacji liniowej formy

1 Autorka pisze A((fs)) zamiast \(fo,9), co moze prowadzi¢ do nieporozumien



jednorodnej fg' («, y) = a"+y", ktora realizuje skok A (fo). Dla tej deformacji
jest po(fs) = (n— 1)? — (n — 2) (Uwaga 4.15, str. 35).
Innym waznym faktem udowodnionym w rozprawie jest

Wiasnoéé (Wniosek 3.33, str 21) Skok Min( fo) osobliwodci semi-jednorodnej
fo jest niezmiennikiem topologicznym.

Opiniowana rozprawa W duzym stopniu nawigzuje do pracy Alberich i Roé
(Canad. J. Math., 57(1), 2005), w ktérej podstawowym narzedziem sa dia-
gramy Enriquesa opisujace osobliwosci krzywych jako zlozonych z punktow nie-
skoniczenie bliskich. Taki opis struktury osobliwosci krzywych pochodzi od kla-
sykéw geometrii algebraicznej (M. Noethera, Enriquesa). We wspolezesnej wer-
sji zostal przedstawiony przez (Clasasa-Alvero w jego monografii “Singularities of
Plane Curves” i intensywnie stosowany przez jego uczniow.

Poniewaz Doktorantka korzysta z rezultatéw Alberich i Roé pierwsza czesC
pracy (rozdzialy drugi i trzeci) poswigca abstrakcyjnym diagramom Enriquesa
wprowadzonych przez wspomnianych autorow. Ta czeS¢ pracy ma charakter
przygotowawczy. Druga cze$¢ pracy (rozdzialy czwarty i piaty) jest oryginal-
nym przyczynkiem Autorki. W rozdziale czwartym przedstawiony jest wraz
2 dowodem gléwny rezultat, ktéry zacytowatem wyzej. Mimo prostoty wypo-
wiedzi dowéd jest techniczny i dhugi. $wiadcezy on, ze Autorka ma bardzo dobra
znajomo$é teorii osobliwosci krzywych opartej na rozdmuchiwaniach.

Rozdzial piaty rozprawy dotyczy mozliwosci uogdlnienia glownego twierdze-
nia na osobliwodci quasi-jednorodne.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa spelia wymogi ustawowe
stawiane pracom doktorskim i wnioskuje o dopuszczenie mgr Alek-
sandry Zakrzewskiej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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