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Wykaz skrótów, oznaczeń

i symboli

N zbiór liczb naturalnych (z zerem)
N+ zbiór liczb naturalnych dodatnich
Z zbiór liczb całkowitych
R zbiór liczb rzeczywistych
R+ zbiór liczb rzeczywistych dodatnich
Rk k-wymiarowa przestrzeń Euklidesowa (Rk = R ×

...× R)
Ω przestrzeń prób
Σ σ-ciało

(Σt)t∈T filtracja(
ΣX
t

)
t∈T

filtracja generowane przez proces stochastyczny
(X (t))t∈T

P miara probabilistyczna
(X(t))t∈T proces stochastyczny
(L(t))t>0 proces Lévy’ego
(Z(t))t>0 proces podporządkowany(
Z̄(t)

)
t>0

skompensowany proces podporządkowany

(W (t))t>0 proces Wienera(
W̃ (t)

)
t>0

proces Wienera z dryfem
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(N(t))t>0 proces Poissona(
N̄(t)

)
t>0

skompensowany proces Poissona(
Ñ(t)

)
t>0

złożony proces Poissona( ¯̃N(t)
)
t>0

skompensowany złożony proces Poissona

(σ2(t))t>0 proces wariancji chwilowej
(σ2∗(t))t>0 proces wariancji scałkowanej

(σ2
n)n∈N proces wariancji aktualnej

(S(t))t>0 proces ceny aktywa finansowego
(Y (t))t>0 proces logarytmu ceny aktywa finansowego (proces

logarytmicznych cen)
(yn)n∈N proces zwrotów logarytmicznych
D-OU proces Ornsteina-Uhlenbecka o rozkładzie stacjo-

narnym D
OU-D proces Ornsteina-Uhlenbecka o procesie prowadzą-

cym Lévy’ego ukrytym w tle o rozkładzie D dla
zmiennej losowej Z(1)

BDPL proces prowadzący Lévy’ego ukryty w tle
N(µ, σ2) rozkład normalny o średniej µ i wariancji σ2

GIG(ν, δ, γ) uogólniony rozkład Gaussa
IG(δ, γ) rozkład Gaussa
Ga(ν, α) rozkład gamma
PH(δ, γ) dodatni rozkład hiperboliczny
IGa(ν, α) rozkład odwrotny gamma

TS(κ, ν, α) temperowany rozkład stabilny
LN(µ, σ2) rozkład log-normalny

GH(µ, α, β, δ, ν) uogólniony rozkład hiperboliczny
NIG(µ, α, β, δ) rozkład normalny odwrotny Gaussa
VG(µ, σ, ν, θ) rozkład variance gamma



Wstęp

W centrum wielu zagadnień finansów jest zmienność aktywów finansowych. O fun-
damentalnym znaczenie zmienności w teorii finansów świadczy ich rola w klasycznej
teorii portfela zaproponowanej przez Markowitza, modelach wyceny opcji, czy po-
miarze ryzyka metodą wartości zagrożonej (Value at Risk). Zmienność jest obcenie
również przedmiotem handlu na rynkach finanowyc m.in poprzez kontrakty termi-
nowe na zmienność implikowaną oraz kontrakty typu variance swap. Prawdopodob-
nie najlepiej znaczenie zmienności finansach zostało podsumowane przez Andersen
i Bollerslev (1998), którzy stwierdzili krótko: „Zmienność przenika finanse” (”Vola-
tility permeates finance”).

Zmienność na rynkach finansowych rozumiana jest jako miara niepewności co
do zmian cen badanego aktywa. Zmienność nie jest bezpośrednio obserwowana, ale
może być aproksymowana przez różne mierniki, z których najbardziej popularnymi
są odchylenie standardowe i wariancja stóp zwrotu z aktywów. Jednak już wcze-
sne prace Mandelbrot (1963) i Fama (1965) wskazywały, że tak mierzona zmien-
ność nie jest stała w czasie. Również dla Fishera Blacka i Myrona Scholes twórców
modelu wyceny opcji europejskich założenie jednorodnej w czasie zmienności było
nierealistycznym, ale wygodnym założeniem upraszczającym. W artykule Cohen i
in. (1972) pisali: „...istnieje dowód niestacjonarności wariancji. Więcej pracy po-
winno zostać poświęcone, aby przewidywać wariancje na podstawie dostępnej infor-
macji” (”...there is evidence of non-stationarity in the variance. More work must be
done to predict variances using the information available”). Co więcej jak zauważył
Mandelbrot (1963): „większe zmiany mają tendencje do następowania po dużych
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zmianach, a małe zmiany po małych” (”large changes tend to be followed by large
changes (...) and small changes tend to be followed by small changes”). Zjawisko
to jest teraz powszechnie nazywane grupowaniem zmienności. W celu uchwycenia
tego zjawiska zostały sformułowane dwie klasy modeli: uogólnione autoregresyjne
z warunkową heteroskedastycznością (generalized autoregressive conditional hetero-
skedasticity, GARCH) oraz stochastycznej zmienności (stochastic volatility, SV).

Obie te klasy umożlwiają odwierciedlać obserwowane własności finansowych sze-
regów czasowych, ale w sposób odmienny modelują zmienność. W przypadku model
GARCH oraz ich uogólnień, zmienność definiuje się jako wariancję warunkową, którą
wyznacza się jako deterministyczną funkcję poprzednich wariancji warunkowych i
kwadratów poprzednich obserwacji. Natomiast cechą charakterystyczną modeli SV
jest to, że zmienność ceny instrumentu finansowego traktowana jest jako oddzielny
proces stochastyczny, nazywany wariancją chwilową lub natychmiastową (instanta-
neous volatility). Oznacza to, że zmienność ma osobne źródło losowości niż ceny
instrumentu. Dzięki temu modele SV są bardziej elastyczne w zakresie opisu ewo-
lucji zmienności w czasie niż modele GARCH, jednak przy tym są dużo trudniejsze
w estymacji. Modele SV mają również tę przewagę, że stanowią naturalne uogólnie-
nie modelu Blacka-Scholesa, w którym zmienność nie jest stałym parameterem, ale
oddzielnym procesem stochastycznym. Podejście to zostało zapoczątkowane przez
pracę Hull i White (1987). Niemniej powszechnie uważa się, że historia modeli SV
jest dłuższa (Shephard i Andersen, 2009). Po raz pierwszy tego typu modele zostały
przedstawione pracy Clark (1973), w której cena instrumentu jest procesem stocha-
stycznym, w którym czas jest oddzielnym procesem modelującym losowy napływ
informacji.

Literatura dotycząca modeli SV jest bardzo bogata. Do najbardziej znanych
należą modele, w których logarytm procesu wariancji chwilowej jest gaussowskim
procesem Ornsteina-Uhlenbecka i klasa modeli stałej elastyczności wariancji (con-
stant elasticity of variance, CEV), której najbardziej znanym przedstawicielem jest
model Hestona (Heston, 1993). Niegaussowskie modele stochastycznej zmienności
zaproponowane przez Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) są pod wieloma wzglę-
dami wyjątkowe. Nie jest to jeden model, ale raczej cała klasa modeli oparta na
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całkowicie nowym podejściu do opisywania ewolucji zmienności w czasie. Procesem
wariancji chwilowej jest niegaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka, dla którego
stochastyczne równanie różniczkowe ma różniczkę względem niemalejącego procesu
Lévy’ego. Ta nietypowa postać procesu wariancji chwilowej ma wiele istotnych dla
modelowania zmienności właściwości: proces wariancji chwilowej jest dodatni bez
konieczności dodatkowych transformacji, ma ściśle stacjonarny rozkład oraz nieza-
leżną od wyboru rozkładu stacjonarnego funkcję autokorelacji. Ponadto można doko-
nać dyskretyzacji procesu wariancji chwilowej bez konieczności stosowania schemtu
dyskretyzacji Eulera lub Milsteina co pozwala na uniknięciu błędu dysketyzacji. Na
podstawie tak skonstruowanego procesu wariancji chwilowej Barndorff-Nielsen i She-
phard (2001b) pokazali również jak można budować bardziej zaawansowane modele
pozwalające odtwarzać bardziej subtelne własności finansowych szeregów czasowych
między innymi długą pamięć, czy skorelowanie pomiędzy zmiennością a stopami
zwrotu, zwane „efektem dźwigni”. Niegaussowskie modele stochastycznej zmienno-
ści typu Ornsteina-Uhlenbecka zostały z powodzeniem zastosowane w matematyce
finansowej, m.in. do wyceny opcji w stylu europejskim (Nicolato i Venardos, 2003),
opcji azjatyckich (Shi i Yang, 2014), opcji barierowych (Li i Linetsky, 2015), swapów
(Benth i in., 2007; Habtemicael i SenGupta, 2016; Issaka i SenGupta, 2017), wyceny
opcji za pomocą transformacji Essechera (Hubalek i Sgarra, 2009), optymalizacji
portfeli inwestycyjnych (Benth i in., 2003).

Zastosowanie niegaussowskich modeli SV typu Ornsteina-Uhlenbecka ogranicza
problem wspólny wszystkim modelom stochastycznej zmienności – są trudne w es-
tymacji. W modelach SV, w tym także niegausswoskim typu Ornsteina-Uhlenbecka,
zazwyczaj nie można wyznaczyć funkcji wiarygodności w postaci analitycznej, po-
nieważ wymagałoby to policzenia skomplikowanej wielowymiarowej całki. W kon-
sekwencji wnioskowanie w oparciu o metodą największej wiarygodności nie jest
możliwe. Powstała bardzo obszerna literatura na temat estymacji niegaussowskich
modeli stochastycznej zmienności Ornsteina-Uhlenbecka, ale w dużej mierze opiera
się na wnioskowaniu bayesowskim. Zastosowanie metod opartych na próbkowaniu
Monte Carlo łańcuchami Markowa (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) pozwala
na ominięcie problemu wyznaczania wartości funkcji wiarygodności. Tylko nieliczne
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prace podejmują problem estymacji od strony klasycznego wnioskowania (Lind-
berg, 2008; Hubalek i Posedel, 2011; Taufer i in., 2011). Na gruncie klasycznego wnio-
skowania również można zastosować metody estymacji, które opierają się na twier-
dzeniu Bayesa: filtry Kalmana i filtry cząsteczkowe. Już w pierwszej pracy poświę-
conej niegaussowskim modelom stochastycznej zmienności Ornsteina-Uhlenbecka
(Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b) wskazali, że można użyć filtrów Kalmana
i cząsteczkowych do estymacji stanów procesu wariancji aktualnej (dyskretyzacji
procesu wariancji chwilowej). Oba podejścia wiążą się z pewnymi trudnościami. W
przypadku filtru Kalmana należy przedstawić model w postaci liniowej co nie za-
wsze jest możliwe, a estymacja parametrów odbywa się poprzez przyjęcie założenia
o normalności składników losowych co w przypadku niegaussowskich modeli sto-
chastycznej jest założeniem upraszczającym. Filtry cząsteczkowe choć pozwalają na
estymację stanu w przypadku modeli nieliniowych i nigaussowskich nie można za-
stosować bezpośrednio do estymacji parametrów.

Głównym celem rozprawy jest przedstawienie niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka oraz opracowanie i zastosowanie
metod opartych na filtrach Kalmana i filtrach cząsteczkowych do estymacji warian-
cji aktualnej i parametrów tych modeli.

W ramach wymienionego celu głównego rozważane są następujące cele szczegó-
łowe:

• przegląd i omówienie stosowanych niegaussowskich modeli stochastycznej zmien-
ności typu Ornsteina-Uhlenbecka

• propozycja estymacji parametrów niegaussowskich modeli stochastycznej zmien-
ności typu Ornsteina-Uhlenbecka za pomocą metody iterowanej filtracji

• przedstawienie wyników badań empirycznych dotyczących modelowania zmien-
ności szeregów czasowych pochodzących z polskiego rynku finansowego.

Metoda iterowanej filtracji została zainicjowana w Ionides i in. (2006), a jej teo-
retyczne uzasadnienie zostało przedstawione w Ionides i in. (2011). W iterowanej
filtracji estymatory parametrów uzyskuje się wykonując sekwencję filtracji na prze-
strzeni stanów poszerzonej o wektor zmiennych w czasie parametrów, zmniejszając
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z kroku na krok zmienność parametrów, tak aby w rezultacie otrzymać oszacowa-
nie parametru maksymalizujące logarytm funkcji wiarygodności modelu ze stałymi
parametrami. Metoda iterowanej filtracji została wykorzystana w szeregu prac głów-
nie w kontekście modeli ekologicznych i epidemiologicznych (Bhadra i in., 2011; Roy
i in., 2013; Blackwood i in., 2013), ale także do estmacji parametrów w modelu
stochastycznej zmienności ze stochastycznym parametrem mierzącym efekt dźwigni
Bretó (2014). Zastosowanie metody iterowanej filtracji w modelach niegaussowskich
modeli stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka zostało zainicjowane
w pracach Szczepocki (2019a) oraz Szczepocki (2019b). W tej pracy zostanie za-
stosowane do bardziej ogólnych przypadków m.in. złożenia procesów zmienności i
modeli uwzględniających efekt dźwigni.

W oparciu o powyższe cele pracy sformułowano następujące hipotezy badaw-
cze rozprawy. Pierwsza hipoteza postuluje, że niegaussowskie modele stochastycznej
zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka pozwalają na odtworzenie obserwowanych
własności finansowych szeregów czasowych. Hipoteza druga określa, że można do-
brać rozkłady stacjonarne procesów wariancji chwilowej dla szeregów stóp zwrotu
z wybranych instrumentów finansowych pochodzących z polskiego rynku finanso-
wego i rynku walutowego. Hipoteza trzecia zakłada, że metoda iterowanej filtracji
pozwala na skuteczną estymację parametrów dla niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka.

Pracę ujęto w czterech rozdziałach. W pierwszym rozdziale przedstawione zo-
stały definicje i własności rozważanych w pracy procesów stochastycznych, głównie
procesów Lévy’ego i Ornsteina-Uhlenbecka. Przybliżono twierdzenia o reprezenta-
cji procesów Lévy’ego, wykorzystywane w dalszej części podklasy procesów Lévy’ego
oraz podstawowe własności procesów Ornsteina-Uhlenbecka. Rozdział drugi poświę-
cony został modelom stochastycznej zmienności opartym na niegaussowskich pro-
cesach Ornsteina-Uhlenbecka. Omówiono szczegółowo własności podstawowego mo-
delu, a następnie przedstawiono rozszerzenia tego modelu pozwalające na uchwyce-
nie zależności długookresowych w procesie zmienności oraz korelacji pomiędzy pro-
cesem obserwacji i procesem zmienności, co pozwala na modelowanie efektu dźwigni.
W rozdziale trzecim omówiono zagadanie estymacji niegaussowkich modeli stocha-
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stycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka. Punktem wyjścia, a zarazem także
odniesienia są filtry Kalmana i estymacja metodą quasi-największej wiarygodno-
ści. Następnie przedstawione zostanie estymacja procesu zmienności za pomocą fil-
trów cząsteczkowych i estymacja parametrów niegaussowskich modeli stochastycznej
zmienności za pomocą metody iterowanej filtracji. Czwarty rozdział pracy obejmuje
przykłady modelowania zmienności na podstawie szeregów czasowych pochodzących
z polskiego rynku finansowego.

Prace uzupełniają trzy dodatki oznaczone kolejno literami A, B i C. W pierwszym
przedstawiono zastosowane w pracy rozkłady stóp zwrotu. W dodatku B przedsta-
wiono kody w języku programowania R umożliwiające symulację niegaussowskich
modeli stochastycznej zmienności oraz kolejne generacje cząsteczek w filtrze czą-
steczkowym. Dodatek C zawiera metody symulacji procesów logarytmu cen w nie-
gaussowskich modelach stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka.



Rozdział 1
Pojęcia podstawowe

1.1 Uwagi wstępne

W poniższym rozdziale przedstawione zostaną podstawy matematyczne nieguassow-
kich modeli stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka. Pierwszy pod-
rozdział stanowi przegląd podstawowych terminów związanych z procesami stocha-
stycznymi wykorzystywanymi w dalszej części pracy. Drugi podrozdział poświęcony
jest procesom Lévy’ego, które leżą u podstawy rozważanych procesów stochastycz-
nej zmienności. Omówione zostaną twierdzenia o reprezentacji procesów Lévy’ego
oraz najważniejsze przykłady procesów Lévy’ego. W podrozdziale 1.4 omówione zo-
staną dwie ważne podklasy procesów Lévy’ego: procesy podporządkowane i procesy
o rozkładach samorozkładalnych. Procesy podporządkowane, to niemalejące procesy
Lévy’ego, które mogą stanowić model „czasu operacyjnego”, czyli opisywać ewolu-
cję czasu dla pewnego innego procesu stochastycznego. Rozkłady samorozkładalne
będą w dalszej części pracy stanowiły rozkłady stacjonarne rozważanych procesów
wariancji chwilowej. Ostatni podrozdział poświęcony został procesom Ornsteina-
Uhlenbeka.

1.2 Procesy stochastyczne

Dla potrzeb niniejszej pracy będziemy przez (Ω,Σ,P) oznaczać przestrzeń probabi-
listyczną zupełną. Zbiór Ω, to zbiór wszystkich zdarzeń elementarnych zwany także
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przestrzenią prób. Zbiór ten zawiera wszystkie możliwe wyniki obserwacji. Rodzina
podzbiorów Σ zbioru Ω jest σ-ciałem (co oznacza, że do Σ należy zbiór pusty, dopeł-
nienie dowolnego zbioru należące go Σ również należy do zbioru Σ oraz przeliczalna
suma zbiorów należących do Σ również należy do Σ). Elementy tej rodziny nazy-
wać będziemy zdarzeniami. Natomiast P jest miarą probabilistyczna określona na Σ
wyznaczającą prawdopodobieństwo zajścia zdarzeń należących do rodziny Σ. Prze-
strzeń probabilistyczna (Ω,Σ,P) jest zupełna, czyli dla dowolnych B ⊂ A , warunek
P (B) = 0 implikuje P (A) = 0.

Ponadto przestrzeń probabilistyczną będziemy zazwyczaj rozważać z pewną fil-
tracją, czyli niemalejącą rodziną σ−ciał określającą jak zmienia się nasza wiedza o
zajściu zdarzeń z rodziny Σ w czasie.

Definicja 1.1.

Filtracją przestrzeni (Ω,Σ,P) nazywamy rodzinę σ−ciał (Σs)s∈T ⊂ Σ spełniającą
następujący warunek: Σs ⊂ Σt ⊂ Σ dla 0 6 s 6 t,s, t ∈ T.

W przypadku filtracji zbiór indeksów T jest nieujemnym podzbiorem liczb rze-
czywistych R. Może natomiast być dyskretny lub ciągły, ograniczony lub nie, w za-
leżności od kontekstu. W dalszej części pracy będziemy zakładać, że rozważane prze-
strzenie probabilistyczne z filtracją

(
Ω,Σ,P, (Σs)s∈T

)
będą spełniać warunki zwykłe

(usual conditions, por. Schountens (2003, str. 12) oraz Latała (2011, str. 18)):

1) Σ0 zawiera wszystkie zbiory miary 0 rodziny Σ,

2) (Σs)s∈T filtracja jest prawostronnie ciągła, tzn. Σt = ⋂
s<t Σs.

Definicja 1.2.

Niech (Ω,Σ,P) będzie przestrzenią probabilistyczną, (E, E) przestrzenią mierzalną.
Procesem stochastycznym nazywamy rodzinę zmiennych losowych (X (t))t∈T indek-
sowanych parametrem t ∈ T określonych na przestrzeni probabilistycznej (Ω,Σ,P) o
wartościach w zbiorze E.

W dalszej części będziemy zakładać, że zbiór wartości E jest zbiorem liczb rze-
czywistych R. Natomiast za E przyjmować będziemy σ-ciała zbiorów borelowskich
B (R).
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Zauważmy, że proces stochastyczny (X(t))t∈T można również traktować jako od-
wzorowanie dwóch zmiennych X : Ω × T → R. Dla ustalonego t ∈ T funkcja
t 7→ X(·, t) jest zmienną losową. Natomiast przy określeniu zdarzenia elementar-
nego ω ∈ Ω funkcję ω 7→ X(ω, ·) nazywamy trajektorią (lub realizacją) procesu
X.

Zbiór indeksów T interpretuje się jako czas. W przypadku, gdy T jest zbio-
rem przeliczalnym (np. zbiorem liczb naturalnych) to proces stochastyczny nazywa
się procesem z czasem dyskretnym. Dla procesów z czasem dyskretnym będziemy
przyjmować zapis: Xt = X(t). W przypadku, gdy T jest przedziałem zawartym w
zbiorze liczb rzeczywistych R (np. T = [0,+∞)), to proces stochastyczny nazywany
jest procesem z czasem ciągłym. W dalszej części pracy zakładamy, że T = N lub
T = [0,+∞).

Definicja 1.3.

Dwa procesy stochastyczne (X(t))t∈T i (Y (t))t∈T nazywamy:

1) wariantami (modyfikacjami), jeżeli ∀t∈T P (X(t) = Y (t)) = 1,

2) nierozróżnialnymi, jeżeli P (∀t∈TX(t) = Y (t)) = 1.

Warunek nierozróżnialności jest silniejszy niż modyfikacji: jeżeli dwa procesy są
nierozróżnialne to są również modyfikacjami, natomiast implikacja odwrotna nie
jest zawsze prawdziwa (Latała, 2011, str. 14). Szczególną rolę w dalszej części pracy
będą odgrywały modyfikacje procesu mające ciągłe trajektorie1.

Definicja 1.4.

Filtrację
(
ΣX
t

)
t∈T

nazywamy generowaną przez proces stochastyczny (X(t))t∈T jeżeli
dla dowolnego t ∈ T zachodzi warunek ΣX

t = σ (Xs : s 6 t).

Filtrację generowaną przez proces stochastyczny nazywa się również filtracją na-
turalną procesu stochastycznego. Można ją interpretować w następujący sposób:
ΣX
t jest zbiorem informacji dostępnej na podstawie obserwacji procesu (X(t))t∈T do

momentu t ∈ T (Jakubowski i in., 2003, str. 73).

1Twierdzenie o istnieniu takich wariantów można znaleźć w Latała (2011, str. 14).
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Definicja 1.5.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T nazywamy zgodnym z filtracją (Σt)t∈T (lub adaptowa-
nym do filtracji (Σt)t∈T) jeśli zmienna losowa X(t) jest mierzalna względem σ-ciała
Σt dla dowolnego t ∈ T.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T jest zgodny z filtracją (Σt)t∈T wtedy i tylko wtedy,
gdy ΣX

t ⊂ Σt dla t ∈ T (Latała, 2011, str. 17). Oznacza to również, że każdy proces
(X(t))t∈T jest zgodny z filtracją naturalną. Jest to również najmniejsza filtracja, do
której proces jest adoptowany (Jakubowski i in., 2003, str. 73).

Procesy stochastyczne, podobnie jak w przypadku zmiennych losowych, można
także charakteryzować za pomocą momentów, z tą różnicą, że w przypadku zmien-
nych losowych momenty są liczbami rzeczywistymi, a w przypadku procesów sto-
chastycznych funkcjami.

Definicja 1.6.

Wartością oczekiwaną procesu (X(t))t∈T nazywamy funkcję mX przyporządkowującą,
każdemu t ∈ T wartość oczekiwaną zmiennej losowej X(t), czyli funkcję

mX(t) = E (X(t)) , t ∈ T.

Wariancją procesu (X(t))t∈T nazywamy funkcję postaci

vX(t) = Var (X(t)) = E (X(t)−mX(t))2 , t ∈ T.

Funkcją korelacyjną procesu (X(t))t∈T nazywamy funkcję postaci

RX (t1, t2) = E (X(t1)X(t2)) , t1, t2 ∈ T.

Funkcją kowariancji procesu (X(t))t∈T nazywamy funkcję postaci

kX (t1, t2) = E [(X(t1)−mX(t1)) (X(t2)−mX(t2))] , t1, t2 ∈ T.

Dla dowolnych t1, t2 ∈ T, dla funkcji kowariancji zachodzi równość

kX (t1, t2) = RX (t1, t2)−mX(t1)mX(t2).

Wartość oczekiwana i wariancja procesu stochastycznego zależą od jednowymiaro-
wych rozkładów prawdopodobieństwa, natomiast funkcje korelacji i kowariancji za-
leżą od dwuwymiarowych rozkładów prawdopodobieństwa procesu stochastycznego
(X(t))t∈T.



Rozdział 1. Pojęcia podstawowe 13

W dalszej części pracy ważną rolę odgrywać będą procesy stacjonarne. Są to
procesy niezmiennicze względem przesunięć czasu. Wyróżniamy dwa typy stacjo-
narności: ścisłą (węższą) i słabą (szerszą).

Definicja 1.7.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T nazywamy ściśle stacjonarnym (stacjonarnym w węż-
szym sensie), jeżeli dla dowolnego {t1, t2, ..., tn} ⊂ T i dla każdego h takiego że
ti+h ∈ T (i = 1, ..., n) n-wymiarowe rozkłady prawdopodobieństwa wektorów losowych
[X(t1) X(t2) ... X(tn)]T oraz [X(t1+h) X(t2+h) ... X(tn+h)]T są takie same.

Dla ściśle stacjonarnego procesu stochastycznego rozkłady jednowymiarowe mają
identyczną postać dla dowolnego t ∈ T, natomiast rozkłady dwuwymiarowe zależą
tylko od różnicy momentów t2 − t1, gdzie t1, t2 ∈ T. Jeżeli (X(t))t∈T jest procesem
stacjonarnym, to jednowymiarowy rozkład X(t) dla dowolnego t ∈ T nazywany jest
rozkładam stacjonarnym tego procesu.

Definicja 1.8.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T nazywamy słabo stacjonarnym (stacjonarnym w szer-
szym sensie), jeżeli E|X(t)|2 < +∞ dla dowolnego t ∈ T oraz dla dowolnych
t1, t2 ∈ T zachodzą warunki

1) mX(t1) = mX(t2),

2) kX (t1, t2) = kX (t1 − t2, t2 − t2) = kX (t1 − t2, 0).

Procesy stacjonarne w węższym sensie są również procesami stacjonarnymi w
szerszym sensie. Natomiast odwrotna implikacja nie jest prawdziwa .

W przypadku procesów stacjonarnych funkcje kowariancji i korelacji procesu
upraszczają się do funkcji jednej zmiennej:

k̃X (τ) = kX (t1 − t2, 0) R̃X (τ) = RX (t1 − t2, 0) , (1.1)

gdzie τ = t1− t2. Zmienna τ przyjmuje wartości całkowite, gdy proces jest z czasem
dyskretnym lub z rzeczywiste, gdy jest rozważany z czasem ciągłym. Zmienną τ

można utożsamić z opóźnieniem w czasie dwóch zmiennych losowych X(t+ τ) oraz
X(t).
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W przypadku procesów słabo stacjonarnych zamiast funkcji korelacji częściej
korzysta się z jej unormowanej wersji zwanej funkcją autokorelacji lub krótko auto-
korelacją procesu.

Definicja 1.9.

Funkcją autokorelacji procesu słabo stacjonarnego (X(t))t∈T o funkcji korelacyjnej
R̃X (τ) nazywamy funkcję

r (τ) = R̃X (τ)
Var (X(0)) , (1.2)

gdzie τ ∈ Z, gdy T = N lub τ ∈ R, gdy T = [0,+∞).

Ważną koncepcją w analizie procesów stochastycznych jest „pamięć procesu” sto-
chastycznego. Termin „pamięć procesu” odnosi się do związku pomiędzy zmiennymi
(X(t)) i (X(t+ τ)), które oddziela pewien długi okres czasu τ . Wyróżnia się dwa
przypadki: procesy z krótką (short memory, short range dependency) lub z długą
pamięcią (long memory, long range dependency).

Definicja 1.10.

Niech (X(t))t∈T będzie procesem słabo stacjonarnym. Wówczas (X(t))t∈T ma krotką
pamięć, jeżeli

+∞∫
−∞

|r(τ)|dτ < +∞,

w przypadku, gdy T = N lub

+∞∑
τ=−∞

|r(τ)| < +∞,

gdy T = [0,+∞). Natomiast (X(t))t∈T ma długą pamięć, jeżeli

+∞∫
−∞

|r(τ)|dτ = +∞,

w przypadku, gdy T = N lub

+∞∑
τ=−∞

|r(τ)| = +∞,

gdy T = [0,+∞).
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Pojęcie pamięci procesu nie jest jednoznaczne w literaturze2.
Kolejną ważną klasą są procesy Markowa, dla których przyszła wartość zależy

tylko od wartości teraźniejszej, a nie od całej przeszłości procesu. Formalnie określa
to następująca definicja.

Definicja 1.11.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T nazywamy procesem Markowa, jeżeli dla dowolnego
ciągu indeksów t1, t2, ..., tn, tn+1 ∈ T, 0 6 t1 < t2 < ... < tn < tn+1, dowolnych war-
tości x1, x2, ..., xn ∈ R oraz dla dowolnego zbioru borelowskiego B ∈ B (R) zachodzi
warunek

P (X (tn+1) ∈ B|X (tn) = xn, X (tn−1) = xn−1, ..., X (t1) = x1) =

= P (X (tn+1) ∈ B|X (tn) = xn) .

Ważnym pojęciem w teorii procesów Markowa jest prawdopodobieństwo przej-
ścia.

Definicja 1.12.

Prawdopodobieństwem przejścia procesu Markowa (X(t))t∈T ze stanu x w momencie
s do zbioru stanu B ∈ B (R) w chwili t > s nazywamy funkcję przypisującą czwórce
(x, s, B, t) wartość

P (x, s, B, t) =


P (X(t) ∈ B|X(s) = x) dla t > s

1B(x) dla t = s
.

Funkcja 1B(·) jest indykatorem zbioru B, czyli funkcją:

1B(x) =


1 dla x ∈ B

0 dla x 6∈ B
.

Dla ustalonych x, s, t, (t > s) funkcja P (x, s, ·, t) jest rozkładem prawdopodo-
bieństwa. Jeżeli rozkład ten jest absolutnie ciągły względem miary Lebesgue’a na
R, to posiada gęstość, która nazywana jest gęstością przejścia (transition density).

2Praca Kaarakka (2015) zawiera omówienie różnych definicji pamięci procesu stochastycznego.
Definicja 1.10 jest zgodna z m.in. Piontek (2004), Gierej (2008), Kaarakka (2015).
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Prawdopodobieństwo przejścia pozwala na rozróżnienie wśród procesów Mar-
kowa procesów jednorodnych i niejednorodnych.

Definicja 1.13.

Proces Markowa (X(t))t∈T nazywamy jednorodnym (o stacjonarnych przyrostach),
jeżeli dla dowolnych momentów t > s (t, s ∈ T) prawdopodobieństwo przejścia zależy
jedynie od różnicy τ = t− s

P (x, s, B, t) = P (x, 0, B, t− s) = P (x,B, τ) .

Proces Markowa, który nie jest procesem jednorodnym nazywamy niejednorodnym.

Proces Markowa o stacjonarnych przyrostach nie musi być być procesem stacjo-
narnym. Aby tak było musi spełniać dodatkowe warunki, które określa następujące
twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. (Sobczyk, 1996, str. 55) Warunkiem konicznym i dostatecznym,
aby proces Markowa (X(t))t∈T był procesem ściśle stacjonarnym jest, aby

1) proces X był jednorodnym procesem Markowa

2) istniał rozkład niezmienniczy P0 dla całej przestrzeni stanów, tzn. taki rozkład
prawdopodobieństwa P0, dla którego dla dowolnego B ∈ B (R) i dla dowolnego
τ > 0

P0 (B) =
∫
R

P (x,B, τ)P0 (dx) , (1.3)

3) proces niezmienniczy P0 był rozkładem początkowym procesu X.

W modelowaniu finansowych szeregów czasowych ważną rolę pełnią procesy ma-
jące punkty nieciągłości w trajektoriach, potocznie zwane skokami. Do modelowania
ich wykorzystuje się procesy typu càdlàg i càglàg.

Definicja 1.14.

Proces stochastyczny (X(t))t>0 nazywamy prawostronnie ciągłym z lewostronnymi
granicami (right continuous with left limits, w skrócie RCLL, fr. continue à droite,
limite à gauche, w skrócie càdlàg) jeżeli istnieje zbiór Ω0 ∈ Σ, P (Ω0) = 1 taki
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że dla każdego ω ∈ Ω0 trajektoria ω 7→ X (·, ω) jest ciągła prawostronnie oraz ma
skończone granice lewostronne.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T nazywamy lewostronnie ciągłym z prawostron-
nymi granicami (left continuous with right limits, LCRL, fr. continue à gauche,
limite à droit, càglàd) jeżeli istnieje zbiór Ω0 ∈ Σ, P (Ω0) = 1, taki że dla każdego
ω ∈ Ω0 trajektoria ω 7→ X (·, ω) jest ciągła lewostronnie oraz ma skończone granice
prawostronne.

Przestrzenie wszystkich procesów adoptowanych typu càdlàg oraz càglàd będziemy
oznaczać odpowiednio przez D i L.

Rozróżnienie pomiędzy procesami typu RCLL i LCRL ma istotne znaczenie, po-
nieważ zmienna t jest interpretowana jako czas. Zatem granica z lewej strony jest
„przed”, a granica z prawej strony „po” danym zdarzeniu. Jeżeli proces RCLL ma
skok w momencie t0, to skok nie jest możliwy do przewidzenia poprzez obserwacje
procesu do momentu t0 – skok trajektorii jest zdarzeniem nieprzewidywalnym. Nato-
miast, gdyby proces miał trajektorię ciągłą z lewej strony, to obserwując trajektorię
procesu w kierunku t0 mógłby przewidzieć wartość procesu w momencie t0.

Niech proces stochastyczny (X(t))t>0 będzie typu càdlàg. Oznaczmy przez ∆X(t) =
X(t) − X(t−), gdzie X(t−) = lim

s→t−
X(s) to granica lewostronna. Granica jest do-

brze określona z definicji procesu càdlàg. Proces (∆X(t))t>0 nazywany jest procesem
skoków związanym z procesem (X(t))t>0.

W modelowaniu zmienności cen instrumentów finansowych z czasem ciągłym
konieczne jest określenie co jest zmiennością procesu stochastycznego w przedziale
czasu. Jako miarę zmienności przyjmuje się zazwyczaj wariację kwadratową (Doman
i Doman, 2009, str. 155).

Definicja 1.15.

Wariacją kwadratową procesu (X(t))t>0 na przedziale [0, t] względem ciągu podziałów
(Πn)n∈N nazywamy granicę (zbieżność wg prawdopodobieństwa)

plim
n→+∞

[X]Πnt = [X]t , (1.4)

gdzie
[X]Πt =

n∑
k=1

(
Xtk −Xtk−1

)2
,
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(Πn)n∈N jest ciągiem podziałów [0, t] takim, że średnice podziałów zbiegają do zera:
lim

n→+∞
diam (Πn) = 0.

Jeżeli, granica 1.4 istnieje dla dowolnego ciągu podziałów, to można wykazać
(por. Karandikar i Rao (2014)), że wartość tej granicy jest niezależna od wyboru
ciągu podziału. Wówczas granicę tę nazywa się wariacją kwadratową procesu (X(t))t>0

na przedziale [0, t]. Jeżeli wariacja kwadratowa procesu stochastycznego (X(t))t>0

jest określona dla dowolnego t > 0, to może być traktowana również jako proces sto-
chastyczny ([X] (t))t>0. Wystarczy przyjąć, że dla dowolnego t > 0: [X] (t) = [X]t
oraz [X] (0) = 0 (Karandikar i Rao, 2014). Potrzebne jest jednak dodatkowo założe-
nie, aby określić trajektorie procesu, ponieważ granice w definicji 1.15 są wyznaczone
prawie na pewno dla dowolnego t, co nie pozwala określić ich wartości łącznie dla
nieskończonej liczby punktów. Zazwyczaj wybiera się wariant procesu ([X] (t))t>0

prawostronnie ciągły z lewostronnymi granicami (RCLL) (Karandikar i Rao, 2014)
i tak będziemy też przyjmować w dalszej części pracy.

Kolejnymi rozważanymi w tej pracy klasami procesów stochastycznych są mar-
tyngały i semimartynagały.

Definicja 1.16.

Proces X = (X(t))t∈T adaptowany do filtracji (Σt)t∈T. nazywamy:

• martyngałem, jeżeli E [X(t) |Σs ] = X(s) prawie na pewno, dla wszystkich s <
t; s, t ∈ T,

• podmartyngałem, jeżeli E [X(t) |Σs ] > X(s) prawie na pewno, dla wszystkich
s < t; s, t ∈ T,

• nadmartyngałem, jeżeli E [X(t) |Σs ] 6 X(s) prawie na pewno, dla wszystkich
s < t; s, t ∈ T.

Definicje martyngałów, podmartyngałów i nadmartyngałów zakładają, że proces
stochastyczny X = (X(t))t∈T jest rozważany wraz z pewną filtracją Σ = (Σt)t∈T i
miarą probabilistyczną P. Powinno się zatem mówić o (Σ,P)-martyngałach. W ma-
tematyce finansowej zazwyczaj jednak rozważa się proces stochastyczny X z pewną
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filtracją Σ = (Σt)t∈T oraz miarą probabilistyczną P i szuka takiej miary proba-
bilistycznej Q, dla której proces X z filtracją Σ jest martyngałem. Wówczas dla
podkreślenia roli miary Q proces X nazywa się Q-martyngałem, a miarę Q miarą
martyngałową procesu X. Metoda ta jest stosowana w martyngałowej wycenie in-
strumentów pochodnych (Jakubowski i in., 2003, str. 74).

Martyngały są powszechnie wykorzystywane do modelowania zjawisk finanso-
wych. Inwestowanie w instrumenty finansowe w matematyce finansowej rozważa się
jako specyficzne „gry losowe”. Wiąże się, to z interpretacją martyngałów jako mo-
delu „gry sprawiedliwej”. Jeśli przyjmiemy proces (X(t))t∈T jako wyniki pewnej gry,
to martyngały można traktować jako model „gry sprawiedliwej”, gdyż średnia war-
tość procesu w chwili t, gdy znany jest cały przebieg procesu do chwili s (s < t),
jest równy X(t), czyli wyniku w grze do momentu s. Miarę martyngałową Q jest
w literaturze finansowej nazywana prawdopodobieństwem neutralizującym ryzyko
(risk-neutral probability) (Jakubowski i in., 2003, str. 46).

Ważna rolę pełnią również semmimartyngały, ponieważ jest to najszersza klasa
procesów stochastycznych, dla których można zdefiniować całkę stochastyczną (Prot-
ter, 2005, roz. 4). Do ich określenia potrzebne są najpierw pewne definicje pomoc-
nicze.

Definicja 1.17.

Zmienną losową τ : Ω → T⋃ {+∞} nazywamy momentem stopu względem filtracji
(Σt)t∈T jeśli dla dowolnego t ∈ T spełnia następujący warunek {ω ∈ Ω : τ(t) 6 t} ⊂
Σt.

Z momentami stopu związane są procesy stochastyczne zwane procesami zatrzy-
manymi.

Definicja 1.18.

Niech τ : Ω → T⋃ {+∞} będzie momentem stopu względem filtracji (Σt)t∈T. Niech
(X(t))t∈T będzie procesem stochastycznym adoptowanym do filtracji (Σt)t∈T. Wów-
czas proces stochastyczny (Xτ (t))t∈T określony wzorem Xτ (t) = X (min {t, τ}) na-
zywamy procesem zatrzymanym w τ .

Momenty zatrzymania są często wykorzystywane do uogólniania pewnych wła-
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sności procesów stochastycznych na przypadek, w którym żądana własność jest
spełniona jedynie lokalnie. Jeżeli mamy pewną klasę procesów K, to klasa proce-
sów lokalnych Kloc jest taką rodziną procesów, dla których istnieje ciąg momentów
stopu (τn)n∈N rosnący i rozbieżny do +∞ taki, że procesy (Xτ (t))t∈T należą do K
(Jakubowski i in., 2003, str. 88). Jedną z najważniejszych klas lokalnych jest klasa
martyngałów lokalnych.

Definicja 1.19.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T nazywamy martyngałem lokalnym względem filtracji
(Σt)t∈T jeżeli jest adaptowany do filtracji (Σt)t∈T oraz istnieje ciąg momentów stopu
(τn)n∈N rosnący i rozbieżny do +∞ taki, że 1τnXτ (t) jest martyngałem dla dowolnego
n ∈ N.

Każdy martyngał jest lokalnym martyngałem, ponieważ jako ciąg momentów
stopów wystarczy przyjąć (τn)n∈N = (n)n∈N . Natomiast twierdzenie odwrotne nie
jest prawdziwe – można wskazać martyngały lokalne, które nie są martyngałami
(Jakubowski i in., 2003, str. 88).

Definicja 1.20.

Proces stochastyczny (X(t))t∈T adaptowany do filtracji (Σt)t∈T, który można zdekom-
ponować na sumę

X(t) = M(t) + A(t), t ∈ T

gdzie (M(t))t∈T i (A(t))t∈T są odpowiednio: martyngałem lokalnym i procesem ad-
optowanym względem filtracji (Σt)t∈T o lokalnie ograniczonym wahaniu, przy czym
trajektorie procesu (A(t))t∈T są prawostronnie ciągłe z lewostronnymi granicami
(càdlàg), nazywamy semimartyngałem względem filtracji (Σt)t∈T.

Semimartyngały są szczególnie ważne w zagadnieniach analizy stochastycznej.
Po pierwsze, stanowią najszerszą klasę procesów, dla których określona jest całka
stochastyczna Ito. Po drugie, każdy martyngał, podmartyngał i nadmartyngał typu
càdlàg jest również semimartyngałem. Ponadto, wariacja kwadratowa jest określona
dla dowolnego semimartyngału. Odpowiednie twierdzenia można znaleźć w Protter
(2005, roz. 4).



Rozdział 1. Pojęcia podstawowe 21

W dalszej części pracy rozważane będą stochastyczne równania różniczkowe wzglę-
dem procesów Lévy’ego. W tym celu zddefiniowana zostanie całka stochastyczna
względem semimartyngału3. Jest to szeroka klasa procesów stochastycznych obej-
mująca także procesy Lévy’ego4.

Definicja 1.21.

Proces stochastyczny (H(t))t>0 nazywamy prosto przewidywalnym (simply predicta-
ble), jeżeli można go przedstawić w postaci

H(t) = H(0)1{0}(t) +
n∑
i=1

H(i)1(τi,τi+1](t),

gdzie 0 = τ1 6 τ1 6 ... 6 τn < ∞ jest ciągiem momentów zatrzymania i Hi

jest mierzalna względem Στi. Przestrzeń wszystkich procesów prosto przewidywalnych
oznaczymy przez S.

Możemy teraz określić całkę z procesu prosto przewidywalnego względem procesu
càdlàd

IX(H) = H(0)X(0) +
n∑
i=1

H(i) (Xτi+1 −Xτi) ,

gdzie (Xτ )t>0 jest procesem zatrzymanym w τ .
Przekształcenie IX(H) : S → D jest liniowe i nie zależy od wyboru reprezen-

tacji procesu H. Można pokazać, że zbiór S jest gęsty w zbiorze L z topologią
ucp (jednostajnie zbieżnie według prawdopodobieństwa na zbiorach zwartych, uni-
form convergence on compacts in probability) określoną następująco: ciąg procesów
(Hn(t))t>0 , n = 1, 2, ... zbiega w topologii ucp do procesu (H(t))t>0, jeżeli dla dowol-
nego t > 0 sup

06s6t
|Hn(s)−H(s)| zbiega według prawdopodobieństwa do 0. Oznacza,

to że każdy proces typu càglàd może być jednostajnie aproksymowany poprzez ciąg
procesów prosto przewidywalnych.

Zakładając dodatkowo, że proces (X(t))t>0 jest semimartyngałem można poka-
zać, że przekształcenie IX(H) : Sucp → Ducp jest ciągłe.

3Przedstawiony zarys teorii całki stochastycznej oparty jest na pracy Behme (2011). Precyzyjne
opracowanie stochastycznych równań równań różniczkowych w oparciu o semimartyngały zawierają
monografie Cont i Tankov (2004), Protter (2005), Applebaum (2009).

4Twierdzenie 1.4.
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Definicja 1.22.

Dla dowolnego semimartyngału (X(t))t>0 ciągle przekształcenie IX(H) : Lucp →
Ducp będące rozszerzeniem przekształcenia IX(H) : Sucp → Ducp nazywamy całką
stochastyczną.

Dla ustalonego procesu (H(t))t>0 typu càglàd całkę stochastyczną IX(H) bę-
dziemy zapisywać

IX(H) =
∫
HdX. (1.5)

W przypadku,gdy chcemy wyznaczyć wartość procesu IX(H) w pewnym momencie
t > 0 będziemy używać notacji

t∫
0

H(s)dX(s).

1.3 Procesy Lévy’ego

Procesy Lévy’ego stanowią jedną z najważniejszych klas procesów stochastycznych.
Procesy te zostały nazwane od nazwiska wybitnego matematyka francuskiego Paula
Pierre’a Lévy’ego (1886-1971), który pierwszy studiował ich własności w latach trzy-
dziestych XX w. Wiele powszechnie stosowanych procesów stochastycznych jest spe-
cjalnymi przypadkami procesów Lévy’ego, na przykład procesy Wienera, Poissona,
złożony Poissona, α-stabilne. Procesy Lévy’ego są tak wygodnym narzędziem do
modelowania zjawisk zarówno ekonomicznych jak i przyrodniczych, ponieważ ich
trajektorie mogą być interpretowane jako ciągły ruch przerywany skokami warto-
ści (punktami nieciągłości). Szczegółowe informacje o procesach Lévy’ego można
znaleźć w monografiach Janicki i Izydorczyk (2001), Schountens (2003), Cont i Tan-
kov (2004), Kliber (2013).

Definicja 1.23.

Proces stochastyczny (L(t))t>0 nazywamy procesem Lévy’ego, jeżeli

1) P (L(0) = 0) = 1,

2) dla dowolnego skończonego podzbioru zbioru indeksów {t0, t1, t2, ..., tn} takiego,
że 0 6 t1 < t2 < ... < tn zmienne losowe L(t0), L(t1)−L(t0), ..., L(tn)−L(tn−1)
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są niezależne,

3) dla dowolnych 0 6 t1 < t2 rozkłady prawdopodobieństwa L(t2) − L(t1) oraz
L(t2 − t1) są jednakowe,

4) proces stochastyczny (L(t))t>0 jest ciągły według prawdopodobieństwa, tzn. dla
dowolnego ε > 0 i t > 0 zachodzi lim

s→t
P (|L(s)− L(t)| > ε) = 0.

Pierwszy warunek definicji oznacza, że proces Lévy’ego z prawdopodobieństwem
1 ma początkową wartość równą zero. Drugi warunek definicji to niezależność przy-
rostów, co oznacza, że dla dowolnych dwóch przedziałów czasowych [t0, t1] , [t2, t3],
które się nie nakładają (choć mogą mieć wspólny brzeg) przyrosty L(t1) − L(t0)
oraz L(t3)−L(t2) są niezależne. Własność tą można uogólnić na dowolną skończoną
liczbę przedziałów. Trzeci warunek oznacza, że rozkład przyrostu zależy jedynie od
długości przedziału. Przyrosty o tej samej długości mają te same rozkłady (proces
ma stacjonarne przyrosty). Ostatni warunek oznacza, że momenty nieciągłości pro-
cesu Lévy’ego są niedeterministyczne, to znaczy pojawią się w losowych momentach
czasu. Prawdopodobieństwo, że w ustalonym punkcie t pojawi się skok jest równe 0.
Nie oznacza to jednak, że trajektorie procesu Lévy’ego są ciągłe. Dla dowolnego pro-
cesu Lévy’ego (L(t))t>0 można skonstruować wersję procesu z prawostronnie ciągłą
z lewostronnymi granicami, która jest także procesem Lévy’ego (Schountens, 2003).
W dalszej części pracy będziemy zakładać o procesach Lévy’ego że są właśnie tak
dobranymi wariantami.

Zauważmy, że dowolny proces Lévy’ego (L(t))t>0 jest określony poprzez pewien
rozkład jednowymiarowy zmiennej losowej L(t), gdzie t > 0. Istotnie, rozważmy L(t)
i ustalmy liczbę naturalną n > 1. Wówczas

L(t) =
[
L(t)− L

(
t
n− 1
n

)]
+
[
L
(
t
n− 1
n

)
− L

(
t
n− 2
n

)]
+ ...+

[
L
(
t

n

)
− L(0)

]
.

(1.6)
Z niezależności i stacjonarności przyrostów wynika, że rozkład zmiennej losowej L(t)
jest identyczny z rozkładem sumy n zmiennych losowych o tym samym rozkładzie
prawdopodobieństwa. Rozkłady prawdopodobieństwa, które można przedstawić jako
sumę niezależnych zmiennych o takim samym rozkładzie nazywane są nieskończenie
podzielnymi.
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Definicja 1.24.

Rozkład prawdopodobieństwa FX zmiennej losowej X nazywamy nieskończenie po-
dzielnym, jeżeli dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieje n niezależnych zmien-
nych losowych X1, ..., Xn o identycznych rozkładach takich, że X d= X1 + ... + Xn,
gdzie d= oznacza równość według rozkładów.

Przykładem rozkładu nieskończenie podzielnego jest rozkład normalny. Wystar-
czy przyjąć, że zmienne losowe X1, ..., Xn mają rozkład normalny N (µ/n, σ2/n)
wówczas zmienna losowa X d= X1 + ... + Xn ma rozkład normalny N (µ, σ2). Przy-
kładem rozkładu, który nie jest nieskończenie podzielny jest rozkład jednostajny
Cont i Tankov (2004), str. 69.

Ze wzoru 1.6 widać zatem, że dla każdego procesu Lévy’ego rozkład jednowymia-
rowy L(t) dla dowolnego t > 0 jest rozkładem nieskończenie podzielnym. Oznacza
to również, że rozkład zmiennej losowej L(t) dla dowolnego t > 0 można wyznaczyć
ze znajomości rozkładu w dowolnym innym momencie czasu, w szczególności z roz-
kład dla L(1). Zachodzi także związek odwrotny: z każdym rozkładem nieskończenie
podzielnym można związać proces Lévy’ego. Opisuje to następujące twierdzenie.

Twierdzenie 1.2. (Sato, 2014, tw. 1.1) Niech (L(t))t>0 będzie procesem Lévy’ego.
Wówczas dla każdego t > 0 rozkład zmiennej losowej L(t) jest nieskończenie po-
dzielny. Odwrotnie, dla dowolnego rozkładu nieskończenie podzielnego FL istnieje
proces Lévy’ego (L(t))t>0, taki że L(1) ∼ FL.

Z twierdzenia 1.2 wynika ścisłe powiązanie rozkładów nieskończenie podzielnych
i procesów Lévy’ego. W dalszej części pracy pisząc o rozkładzie brzegowym procesu
Lévy’ego (L(t))t>0 będziemy mieli na myśli rozkład prawdopodobieństwa dla L(1).

Omówimy teraz kilka najważniejszych przykładów procesów Lévy’ego. Pierw-
szym i najczęściej wykorzystywanym w modelowaniu zjawisk ekonomicznych jest
proces Wienera.

Definicja 1.25.

Proces Lévy’ego (W (t))t>0, dla którego przyrosty W (t2) − W (t1) (dla dowolnych
0 6 t1 < t2) mają rozkład normalny z wartością oczekiwaną 0 i wariancją równą
σ2 (t2 − t1) nazywamy procesem Wienera z parametrem dyfuzji σ. W przypadku, gdy
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parametr σ jest równy 1, proces Wienera nazywamy standardowym.

W literaturze można się również z innymi określeniami tego procesu: ruch Browna,
proces Gaussa. Z definicji procesu Wienera wynika rozkład procesu dla dowolnego
t > 0: W (t) ∼ N (0, σ2t). Jednowymiarowa funkcja charakterystyczna procesu Wie-
nera dana jest wzorem

ϕt (ζ) = exp
(
−σ2ζt

2

)
.

Proces Wienera ma prawie wszystkie trajektorie ciągłe i dla każdego procesu
Wienera można wybrać modyfikację procesu z ciągłą trajektorią. W dalszej czę-
ści będziemy posługiwać się wariantami procesu Wienera z ciągłymi trajektoriami.
Można również wykazać, że prawie każda trajektoria procesu Wienera ma nieogra-
niczone wahania na dowolnym przedziale oraz prawie wszystkie trajektorie procesu
Wienera są nigdzie nieróżniczkowalne (Jakubowski i Sztencel, 2001, str. 312). Waria-
cja kwadratowa procesu Wienera jest deterministycznie równa [W ] (t) = σ2t (Cont
i Tankov, 2004, str. 270). Proces Wienera rozważany wraz z filtracją generowaną
przez ten proces jest martyngałem (Jakubowski i Sztencel, 2001, str. 313), zatem w
długim okresie proces Wienera nie ma tendencji ani do wzrostu ani do spadku. Na
rysunku 1.1 przedstawiono wykres przykładowej trajektorii standardowego procesu
Wienera.

Kolejnym przykładem procesu Lévy’ego jest proces Wienera z dryfem, zwany
także arytmetycznym ruchem Browna.

Definicja 1.26.

Procesem Wienera z dryfem (z parametrami dryfu µ i dyfuzji σ) nazywamy proces
Lévy’ego

(
W̃ (t)

)
t>0

, dla którego przyrosty W̃ (t2) − W̃ (t1) (dla dowolnych 0 6 t1 <

t2) mają rozkład normalny z wartością oczekiwaną µ(t2 − t1) i wariancją równą
σ2(t2 − t1).

Każdy proces Wienera z dryfem
(
W̃ (t)

)
t>0

można przedstawić w postaci

W̃ (t) = µt+ σ2W (t), t > 0,

gdzie (W (t))t>0 jest standardowym procesem Wienera. Widać zatem, że arytme-
tyczny ruchem Browna ma również trajektorie (prawie wszystkie) ciągłe, ale nieróż-
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Rysunek 1.1: Trajektoria standardowego procesu Wienera.
Źródło: opracowanie własne.

niczkowalne. Przykładami procesu o nieciągłych trajektoriach jest proces Poissona
i złożony proces Poissona.

Definicja 1.27.

Proces Lévy’ego (N(t))t>0, dla którego przyrosty N(t2)−N(t1) (dla dowolnych 0 6

t1 < t2) mają rozkład Poissona z wartością oczekiwaną λ (t2 − t1) nazywamy pro-
cesem Poissona. Parametr λ > 0 jest ustaloną stałą zwaną intensywnością procesu
Poissona.

Proces Poissona w momencie t ma funkcję rozkładu prawdopodobieństwa

p(k) = P (N(t) = k) = e−λ
λk

k! , dla k = 0, 1, 2, ... .

Rozkład ten przyjmuje z dodatnim prawdopodobieństwem wartości naturalne, a tra-
jektorie procesu Poissona są niemalejące i przedziałami stałe. Skoki procesu Poissona
mają wartość 1, a moment pojawienia się kolejnego punktu nieciągłości jest zmienną
losową o rozkładzie wykładniczym z parametrem λ (co oznacza średni czas pomię-
dzy skokami równy 1/λ jednostki czasu). Proces Poissona można zatem zapisać w
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postaci

N(t) =
N(t)∑
i=1

1. (1.7)

Pamiętając, że ∆N(t) = 1 (gdy pojawia się skok) lub ∆N(t) = 0 (w przeciwnym
przypadku), można zauważyć, że

∆N(t) = |∆N(t)| = (∆N(t))2 .

W konsekwencji proces Poissona można zapisać w postaci

N(t) =
t∑

s=1
∆N(t). (1.8)

Choć suma we wzorze przebiega wszystkie liczby rzeczywiste z przedziału od [0, t], to
składa się tylko ze skończonej ilości składników różnych od zera. Ponadto zachodzi
warunek

[N ] (t) =
t∑
i=1

(∆N(t))2 =
t∑
i=1

∆N(t) = N(t).

Zatem, wariacja kwadratowa procesu Poissona (N(t))t>0 jest również procesem sto-
chastycznym tożsamym z procesem (N(t))t>0 (Kliber, 2013, str. 20).

Wartość oczekiwana procesu Poissona (N(t))t>0 z parametrem intensywności λ
jest równa E (N(t)) = λt dla t > 0. Zatem, proces Poissona wraz z filtracją genero-
waną przez ten proces nie jest martyngałem, ponieważ ma tendencję do wzrostu w
czasie. Rozważa się jednak skompensowany proces Poissona dany wzorem

N̄(t) = N(t)− λt,

który wraz z generowaną przez ten proces filtracją jest martyngałem (Cont i Tan-
kov, 2004, str. 65). Na rysunku 1.2 przedstawiono przykładowe trajektorie procesu
Poissona i skompensowanego procesu Poissona. Wybrana wartość parametru inten-
sywności λ = 5, oznacza, że na jednostkę czasu przypada średnio 5 skoków.

Definicja 1.28.

Złożonym procesem Poissona o parametrze intensywności λ nazywamy proces sto-
chastyczny postaci

Ñ(t) =
N(t)∑
n=1

Yn, (1.9)
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gdzie (N(t))t>0 jest procesem Poissona, Y1, Y2, ... są niezależnymi zmiennymi loso-
wymi o takich samych rozkładach (independent and identically distributed, i.i.d.):

Y1, Y2, ... ∼ i.id. FY .

Porównując wzory (1.7) oraz (1.9) łatwo zauważyć, że proces Poissona jest spe-
cjalnym przypadkiem złożonego procesu Poissona, dla którego skoki są determi-
nistycznie równe 1. Wzór (1.8) można analogicznie uogólnić dla złożonego proces
Poissona do postaci

Ñ(t) =
t∑

s=1
∆Ñ(t). (1.10)

Podobnie jak w przypadku wzoru (1.8) suma we wzorze (1.10) choć przebiega wszyst-
kie liczby rzeczywiste s ∈ [0, t], to skład się tylko ze skończonej ilości elementów, dla
których ∆Ñ(t) 6= 0. Skoki te mają rozkład

∆Ñ(t) ∼ FY .

Czas oczekiwania na kolejne skoki złożonego procesu Poissona jest również zmienną
losową o rozkładzie wykładniczym z parametrem λ. Oznacza to, że na jednostkę
czasu średnio przypada λ skoków.

Jeżeli rozkład FY ma skończoną wartość oczekiwaną i wariancję, to można wyzna-
czyć wartość oczekiwaną i wariancję złożonego procesu Poissona (N(t))t>0 i wynoszą
one odpowiednio E

(
Ñ(t)

)
= λtEY1 oraz Var

(
Ñ(t)

)
= λtVarY1. Można wówczas

także wyznaczyć skompensowany złożony proces Poissona

¯̃N(t) = Ñ(t)− tλEY1,

który wraz z filtracją generowaną przez ten proces jest martyngałem.
Na rysunku 1.2 przedstawiono trajektorie złożonego procesu Poissona i skompen-

sowanego złożonego procesu Poissona, dla których rozkład skoków FY jest rozkładem
normalnym standardowym.

Procesy Lévy’ego mają punkty nieciągłości zwane skokami. Nie zawsze jednak
ilość skoków w jednostce czasu jest skończona jak w przypadku procesu Poissona
czy złożonego procesu Poissona, ale zawsze jest co najwyżej przeliczalna. Z ciągłości
według prawdopodobieństwa procesu Lévy’ego (definicja 1.23 [p. 4)]) wynika że
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Rysunek 1.2: Trajektoria procesu Poissona z parametrem intensywności λ = 5 (a) oraz

odpowiadająca temu procesowi trajektoria skompensowanego procesu Poissona (b).
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 1.3: Trajektoria złożonego procesu Poissona z parametrem intensywności

λ = 2 ze skokami o rozkładzie normalnym standardowym (a) oraz odpowiadająca temu

procesowi trajektoria skompensowanego złożonego procesu Poissona (b).
Źródło: opracowanie własne.
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dla ustalonego t > 0 zachodzi warunek ∆L(t) = 0 (prawie na pewno). Oznacza to
jednak tylko, że proces Lévy’ego nie ma ustalonych deterministycznie momentów
nieciągłości. Dla dowolnego t > 0 suma

∑
s6t

∆L(s)

jest dobrze określona (zawiera co najwyżej skończoną ilość elementów), ale może
nie być zbieżna (Iacus, 2011, str. 135). Można określić miarę, która będzie mierzyła
intensywność pojawiania się skoków procesów Lévy’ego.

Definicja 1.29.

Funkcję µ : Ω× B (R)→ R nazywamy miarą losową, jeżeli:

1) dla każdego ω ∈ Ω, µ(ω, ·) jest miarą na (R,B (R)),

2) dla każdego A ∈ B (R) , µ(·, A) jest funkcją mierzalną.

Dla ustalonego t > 0 można określić następującą miarę losową określającą liczącą
liczbę skoków procesu (L(t))t>0 o wielkości A występujących do czasu t:

µL (ω; t, A) = # {0 6 s 6 t : ∆L(ω, s) 6= 0 i ∆L(ω, s) ∈ A} =
∑
s6t

1A (∆L(ω, s)) ,

(1.11)
gdzie funkcja 1A jest indykatorem zbioru A. Na rysunku 1.4 przedstawioną przykła-
dową trajektorię złożonego procesu Poissona oraz odpowiadający mu proces skoków.
Miara losowa dla tego procesu dla zbioru A = [0, 5 , 1] i t = 2 przyjmuje wartość 2.

Miara zadana wzorem (1.11) dla ustalonego t > 0 jest zmienną losową (definicja
1.29 [p. 2]), zatem można wyznaczyć jej wartość oczekiwaną dla t = 1. W ten sposób
powstaje funkcja przypisująca zbiorom A ∈ B (R) pewną nieujemną liczbę rzeczy-
wistą. Funkcję tą nazywamy miarą Lévy’ego. Precyzyjnie określa to następująca
definicja.

Definicja 1.30.

(Cont i Tankov, 2004, str. 88) Miarą Lévy’ego procesu (L(t))t>0 nazywamy miarę
ν określoną na przestrzeni mierzalnej (R,B (R)) następująco

ν (A) = E
(
µL (1, A)

)
= E

∑
s61

1A (∆L(ω, s))
 ,
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Rysunek 1.4: Trajektoria złożonego procesu Poissona z parametrem intensywności

λ = 0, 1 ze skokami o rozkładzie normalnym standardowym (a) oraz odpowiadająca temu

procesowi trajektoria procesu skoków wraz zaznaczonym zbiorem [0, 2]× [0, 5 , 1] (b).
Źródło: opracowanie własne.

przyjmując dodatkowo ν ({0}) = 0.

Miara Lévy’ego określa oczekiwaną liczbę skoków o określonej wielkości A w
przedziale czasowym o długości 1. Miara ta jest σ-skończona, ale nie jest miarą pro-
babilistyczną, ponieważ nie spełnia warunku unormowania (Papapantoleon, 2008).
Spełnia natomiast następujący warunek (Cont i Tankov, 2004, str. 91):∫

R

min
{

1, |x|2
}
ν(dx) < +∞.

Na podstawie własności miary Lévy’ego można rozróżnić dwa rodzaje procesów
Lévy’ego, co przedstawia poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. (Iacus, 2011, tw. 3.18.7) Dla dowolnego procesu Lévy’ego (L(t))t>0

o mierze Lévy’ego ν zachodzi jeden z dwóch warunków:

1) jeżeli ν (R) < +∞, to niemal wszystkie trajektorie procesu Lévy’ego mają skoń-
czoną ilość skoków na każdym przedziale zwartym (proces ma skończoną ak-
tywność (finite activity)),
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2) jeżeli ν (R) = +∞, to niemal wszystkie trajektorie procesu Lévy’ego mają nie-
skończoną ilość skoków na każdym przedziale zwartym (proces ma nieskończoną
aktywność (infinite activity)).

Przykładem procesu Lévy’ego o skończonej aktywności jest proces Poissona.
Oczekiwana wartość pojawienia się skoku o wielkości 1 jest równa parametrowi in-
tensywności λ. Miara Lévy’ego procesu Poissona przyjmuje zatem postać ν (A) =
λ1{1}(A). Przykładami procesów o nieskończonej aktywności są procesy gamma i
odwrotny Gaussa przedstawione w dalszej części rozdziału.

W przypadku, gdy proces Lévy’ego ma nieskończoną aktywność, należy zwrócić
uwagę na małe skoki: suma wszystkich skoków co do wartości bezwzględnej mniej-
szych od dowolnego ε > 0 nie jest zbieżna. W kontekście miary Lévy’ego oznacza
to, że dla dowolnego zbioru otwartego A zawierającego 0, miara Lévy’ego przyjmuje
wartość ν(A) = +∞. Można jednak w takim przypadku „podzielić” miarę Lévy’ego
na dwie części ν = ν1+ν2. Pierwsza część wydziela obszar wokół 0, na przykład prze-
dział (−1, 1), tj. ν1(A) = ν (A ∩ (−1, 1)). Druga część mierzy skoki co do wartości
bezwzględnej równe co najmniej 1: ν2(A) = ν (A ∩ ((−∞, 1] ∪ [1,+∞))). Pierwszy
składnik miary jest granicą ciągu skompensowanych złożonych procesów Poissona,
a drugi składnik określa pewien złożony proces Poissona. Dokładniej określa to na-
stępujące twierdzenie.

Twierdzenie 1.4 (Dekompozycja Lévy’ego-Ito). (Cont i Tankov, 2004, tw. 3.7)
Dowolny proces Lévy’ego (L(t))t>0 można zdekomponować na trzy składniki:

L(t) = L1(t) + L2(t) + L3(t)

gdzie:
L1(t), to proces Wienera z dryfem,
L2(t) jest złożonym procesem Poissona odpowiadającym za skoki o wielkości większej
niż 1,
L3(t) jest martyngałem będącym granicą (prawie na pewno) skompensowanych zło-
żonych procesów Poissona

L3(t) = lim
ε→0+

Lε(t),
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o mierze νε(A) = ν (A ∩ ((−1,−ε) ∪ (ε, 1))) odpowiadających za skoki o wielkości
(−1,−ε) ∪ (ε, 1).

Z dekompozycji Lévy’ego-Ito wynika, że każdy proces Lévy’ego (L(t))t>0 jest
semimartyngałem. Porównując twierdzenie 1.4 z definicją 1.20 widać, że jako mar-
tyngał lokalny M(t) należy przyjąć proces L3(t) + L2(t), a jako A(t) proces L1(t).
Kolejne twierdzenie charakteryzuje dowolny proces Lévy’ego za pomocą funkcji cha-
rakterystycznych.

Twierdzenie 1.5 (Reprezentacja Lévy’ego-Chinczyna). (Iacus, 2011, tw. 3.18.7)
Dla dowolnego procesu Lévy’ego L = (L(t))t>0 jednowymiarowa funkcja charaktery-
styczna tego procesu przyjmuje postać

ϕ (ζ) = exp (tψ (ζ)) = exp
t
µiζ − 1

2σ
2ζ2 +

∫
R

(
eiζx − 1− iζx1|x|<1

)
ν (dx)

 ,
(1.12)

gdzie µ ∈ R, σ > 0, natomiast ν jest σ-skończoną miarą na (R,B (R)) spełniającą∫
R

min
{

1, x2
}
ν (dx) < +∞ oraz ν ({0}) = 0.

Odwrotnie, każda funkcja jednowymiarowa funkcja charakterystyczna postaci (1.12)
wyznacza pewien proces Lévy’ego.

Funkcja ψ (ζ) ze wzoru (1.12) jest nazywana eksponentą charakterystyczną pro-
cesu Lévy’ego (L(t))t>0. Ponadto, zgodnie z twierdzeniem 1.2 L̃ d= L(1) jest zmienną
losową o rozkładzie nieskończenie podzielnym. Funkcja charakterystyczna tej zmien-
nej losowej jest zatem postaci

ϕL̃ (ζ) = exp (ψ (ζ)) .

Z reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna wynika, że każdy proces Lévy’ego może skła-
dać się z trzech komponentów: części liniowej deterministycznej (dryfu), procesu
Wienera z parametrem dyfuzji σ (te dwa składniki łącznie określają proces Wie-
nera z dryfem) oraz części czysto skokowej opisanej przez miarę Lévy’ego ν(dx).
Zatem każdy proces Lévy’ego można scharakteryzować poprzez trójkę Lévy’ego:
(µ, σ, ν(dx)), gdzie µ jest współczynnikiem dryfu, σ odchyleniem standardowym
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procesu Wienera (parametrem dyfuzji), ν(dx) jest miarą Lévy’ego mierzącą inten-
sywność pojawiania się skoków. Z twierdzenia 1.5 wynika także odwrotna zależ-
ność: każda trójka charakterystyczna Lévy’ego (µ, σ, ν(dx)) określa pewien proces
Lévy’ego (L(t))t>0.

Proces Wienera ma w reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna postać (0, 1, 0), proces
Wienera z dryfem (µ, σ, 0), proces Poissona (0, 0, λ δ{1}), gdzie δ{1} jest deltą Diraca
skoncentrowaną w 1. Natomiast dla złożonego procesu Poissona z intensywnością λ
i rozkładem skoków FY trójka charakterystyczna przyjmuje postać (0, 0, λ FY (dx)).

Definicja 1.31.

Jeżeli miara Lévy’ego ν jest absolutnie ciągła względem miary Lebesgue’a, to jej
pochodną Radona–Nikodyma względem miary Lebesgue’a, to jest funkcję

u(x) = ν(dx)
dx

nazywamy gęstością Lévy’ego miary ν.

Kolejne dwa przykłady procesów Lévy’ego które zostaną wykorzystane w dalszej
części pracy mają nieskończoną aktywność i przyrosty odpowiednio o rozkładzie
gamma oraz odwrotnym Gaussa (inverse Gaussian)5.

Definicja 1.32.

Procesem gamma nazywamy proces Lévy’ego (L(t))t>0, taki że dla każdego t > 0
zmienna losowa L(t) ma rozkład gamma Ga(νt, α).

Trójka charakterystyczna procesu gamma przyjmuje postać (Schountens, 2003)[s. 52](
ν

α
(1− exp (−α)) , 0, ν exp (−αx)x−1

1(0,+∞)(x)dx
)

(1.13)

Proces gamma jest czystko skokowy (tzn. bez składnika gaussowskiego), o nie-
skończonej aktywności. Ze wzoru (1.13) wynika, że gęstość Lévy’ego procesu gamma
jest postaci

u(x) = ν

x
e−αx1(0,+∞)(x).

5Wzory na gęstość, funkcje charakterystyczne oraz momenty dla rozkładów gamma, odwrotnego
Gaussa oraz uogólnionego odwrotnego rozkładu Gaussa znajdują się w podrozdziale 2.5.
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Miara Lévy’ego procesu gamma jest skoncentrowana na dodatniej półosi, zatem
skoki procesu gamma są dodatnie. Ponieważ parametr dryfu jest nieujemny, to tra-
jektorie procesu gamma są nieujemne i niemalejące (prawie na pewno).

Parametry: Ga(1/2,1/2) Ga(1,1/2) Ga(3,1/2)
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Rysunek 1.5: Gęstości rozkładu gamma (a), gęstości Lévy’eg procesu gamma (b) oraz

symulacje trajektorii procesu gamma (c) odpowiadające trzem rozkładom gamma

Ga(ν, α).
Źródło: opracowanie własne.
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Definicja 1.33.

Procesem odwrotnym Gaussa nazywamy proces Lévy’ego (L(t))t>0, taki że dla każ-
dego t > 0 zmienna losowa L(t) ma rozkład odwrotny Gaussa IG (δt, γt2).

Proces odwrotny Gaussa ma w reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna następującą
trójkę charakterystyczną(

δ

γ
(2ΦN(γ)), 0, δx

−3/2
√

2π
exp

(
−γ2x

)
1(0,+∞)(x)dx

)
,

gdzie ΦN(·) jest gęstością rozkładu normalnego standardowego. Proces odwrotny
Gaussa podobnie jak proces gamma jest niemalejącym, nieujemnym, czystko skoko-
wym procesem.

Rozkładem, który uogólnia zarówno rozkład gamma jak i odwrotny Gaussa jest
uogólniony odwrotny rozkład Gaussa GIG(ν, δ, γ). Uogólniony odwrotny rozkład
Gaussa jest również rozkładem nieskończenie podzielnym. Można z nim związać
proces Lévy’ego.

Definicja 1.34.

Proces Lévy’ego (L(t))t>0, dla którego przyrosty L(t+s)−L(t) (dla dowolnych t > 0
oraz s > 0 ) mają rozkład o funkcji charakterystycznej (ϕGIG (ζ; ν, δ, γ))s nazywamy
uogólnionym odwrotnym procesem Gaussa.

Uogólniony odwrotny proces Gaussa ma gęstość Lévy’ego postaci (Barndorff-
Nielsen i Shephard, 2001b)

u(x) = 1
x

exp(−γ2x/2)
1

2

+∞∫
0

exp(−1
2δ
−2xz)g(z)dz + max {0, ν}

 , (1.14)

gdzie
g(x) = 2

π2x

(
J2
|γ|(
√
x) +N2

|γ|(
√

2x)
)−1

,

gdzie Jν iNν są funkcjami Besella odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju. Uogól-
niony odwrotny proces Gaussa jest procesem o nieskończonej aktywności.

Uogólniony odwrotny rozkład Gaussa pełni bardzo ważną rolę w modelowaniu
stóp zwrotu jako rozkład miksujący (mixture distribution) w normalnych mieszani-
nach średnio-wariacyjnych (normal mean-variance mixture) dla uogólnionego roz-
kładu hiperbolicznego. Przedstawia to poniższe twierdzenie.
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Parametry: IG(1,1/2) IG(1,1) IG(3,1)
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Rysunek 1.6: Rozkład IG(1,1/2) jako moment dojścia do poziomu δ = 1 procesu

Wienera z dryfem γ = 1/2 (por. podrozdział 2.5) oraz gęstości rozkładu IG (b), gęstości

Lévy’eg procesu IG (b) oraz trajektorie procesu IG (d) odpowiadające trzem rozkładom

odwrotnym Gaussa IG(δ, γ).
Źródło: opracowanie własne.
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Twierdzenie 1.6. (Breymann i Lüthi, 2013) Jeżeli zmienną losową X można za-
pisać w postaci

X = µ+Wε+
√
WZ, (1.15)

gdzie: Z ∼ N(0, 1), W ∼ GIG(ν, δ, γ), to zmienna X ma rozkład uogólniony hiper-
boliczny6. W szczególności, gdy W ∼ IG(δ, γ) to X ma rozkład normalny odwrotny
Gaussa NIG (Normal Inverse Gaussian), a gdy W ∼ Ga(ν, α) to X ma rozkład
VG (Variance Gamma). Ponadto, rozkład warunkowy X|W = w jest rozkładem
normalnym postaci

X |W ∼ N(µ+ wε,w). (1.16)

Uogólnionego rozkład hiperboliczny ma półciężkie (semi-heavy) ogony (Schoun-
tens, 2003, str. 65), w szczególności

fGH (x, α, β, δ, ν) ∼ |x|ν−1 exp ((∓)α + β)x) , x→ ±∞,

gdzie ∼ oznacza proporcjonalność z dokładnością do multiplikatywnej stałej. Wła-
sność ta oraz możliwość uwzględnienia asymetrii rozkładu powoduje bardzo do-
bre dopasowanie do obserwowanych empirycznie stóp zwrotu, m.in. Eberlein i Kel-
ler (1995) oraz Prause (1999) pokazali doskonałe dopasowanie do dziennych loga-
rytmicznych stóp zwrotów zarówno dla pojedynczych spółek jak i portfeli spółek na
podstawie danych pochodzących z wiodących niemieckich spółek. Z twierdzenia 1.6
wynika zatem, że uogólniony odwrotny rozkład Gaussa możne pełnić rolę rozkładu
stacjonarnego dla procesu wariancji pozwalając uzyskać w rezultacie modele o bar-
dzo dobrym dopasowaniu do empirycznie obserwowanych rozkładów stóp zwrotu.
Również rozkłady VG oraz NIG cechują się bardzo dobrym dopasowanie do dzien-
nych logarytmicznych stóp zwrotów i były wielokrotnie stosowane do modelowania
zjawisk finansowych (por. Madan i Seneta (1990); Madan i in. (1998) dla rozkładu
VG oraz Barndorff-Nielsen (1997); Albrecher i Predota (2004) dla NIG).

6Wzory na gęstość, funkcje charakterystyczną oraz momenty dla uogólnionego odwrotnego roz-
kładu hiperbolicznego, NIG oraz VG znajdują się w dodatku A.
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1.4 Podklasy procesów Lévy’ego

Ważną podklasę procesów Lévy’ego stanowią procesy podporządkowane (subordina-
tor, por. Feller (1977, str. 310) oraz Kliber (2013, str. 60)). Są to procesy stosowane
do modelowania czasu dla pewnego innego procesu stochastycznego (tzw. zrandomi-
zowane czasy operacyjne Feller (1977), str. 310). Proces stochastyczny modelujący
ewolucję czasu musi być niemalejący, aby czas nie mógł się „cofać”. Warunek ten
spełniają procesy podporządkowane.

Definicja 1.35.

Procesem podporządkowanym nazywamy proces Lévy’ego (Z(t))t>0 o niemalejących
(prawie na pewno) trajektoriach.

Przykładem procesu podporządkowanego jest proces Poissona, ponieważ proces
ten ma trajektorie przedziałami stałe, które skokowo rosną o jednostkę. Procesem
podporządkowanym może być także złożony proces Poissona, pod warunkiem, że
skoki mają miarę Lévy’ego skoncentrowaną na dodatniej półprostej. Przykładami
procesów podporządkowanych o nieskończonej aktywności są procesy gamma i od-
wrotny Gaussa. Natomiast proces Wienera nie jest procesem podporządkowanym,
ponieważ dla tego procesu prawdopodobieństwo wzrostu w dowolnej jednostce czasu
jest takie same jak spadku i wynosi 1/2. Kolejne twierdzenie opisuje postać funkcji
charakterystycznej dla procesu podporządkowanego.

Twierdzenie 1.7. (Applebaum, 2009, tw. 1.3.15) Jednowymiarowa funkcja cha-
rakterystyczna procesu podporządkowanego (Z(t))t>0 dana jest wzorem

ϕ (ζ) = exp
t
µiζ +

+∞∫
0

(eiζx − 1)ν(dx)
 , (1.17)

gdzie µ > 0. Miara Lévy’ego ν procesu podporządkowanego (Z(t))t>0 spełnia ponadto
warunek

ν ((−∞, 0)) = 0. (1.18)

Odwrotnie, każda funkcja charakterystyczna postaci (1.17) z miarą Lévy’ego spełnia-
jącą warunek (1.18) wyznacza pewien proces podporządkowany (Z(t))t>0.
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Z twierdzenia 1.7 wynika, że procesy podporządkowane nie mają składnika gaus-
sowskiego (w reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna drugi składnik ma wartość 0). Do-
datkowe warunki dla miary Lévy’ego zapewnia nieujemność skoków trajektorii.

Zastosowanie procesów podporządkowanych do modelowania czasu dla pewnego
innego procesu stochastycznego przedstawia następujące twierdzenie.

Twierdzenie 1.8. (Cont i Tankov, 2004, tw. 4.3) Dla dowolnej miary Lévy’ego ν
i dowolnego µ ∈ R istnieje proces Lévy’ego (L(t))t>0 z miarą Lévy’ego ν, taki że dla
dowolnego t > 0

L(t) = µZ(t) +W (Z(t)) , (1.19)

dla pewnego procesu podporządkowanego (Z(t))t>0 oraz niezależnego od tego procesu
porządkowanego procesu Wienera (W (t))t>0 wtedy i tylko wtedy, gdy

1) miara Lévy’ego ν ma gęstość u(x)

2) u(x)e−µx = u(−x)eµx

3) funkcja f(x) = u(
√
x)e−µ

√
x jest ściśle monotoniczna na przedziale (0,+∞).

W matematyce finansowej twierdzenie 1.8 wykorzystuje się do modelowania ewo-
lucji w czasie cen przekształconych przez funkcję logarytmiczną (wówczas przyrosty
są logarytmicznymi stopami zwrotu). W tym przypadku, proces podporządkowany
interpretuje się jako „rynkową skalę czasu” (Kliber, 2013, s. 60). Proces ewolucji
czasu (Z(t))t>0 jest losowy, ponieważ rynek reaguje na napływ informacji raz szyb-
ciej, raz wolniej. Nie można jednak z góry przewidzieć szybkości reakcji rynku. Za-
uważmy ponadto, że specjalnym przypadkiem wzoru (1.19) dla Z(t) = t jest stan-
dardowy model Blacka-Scholesa, w którym cena podlega geometrycznemu ruchowi
Browna, a logarytmiczne stopy zwrotu mają rozkład normalny (Kliber, 2013, s. 60).

Twierdzenie 1.8 jest odpowiednikiem twierdzenia 1.6 dla procesów stochastycz-
nych. Zgodnie z twierdzeniem 1.8, gdy jako procesy czasu operacyjnego wykorzy-
stuje się procesy gamma oraz odwrotny Gaussa, to jako model logarytmu cen postaci
(1.19) otrzymuje się odpowiednio proces VG oraz normalny odwrotny Gaussa NIG.

Kolejną ważną podklasą procesów Lévy’ego są procesy o rozkładach samorozkła-
dalnych (self decomposable).
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Definicja 1.36.

Rozkład jednowymiarowej zmiennej losowej X nazywamy samorozkładalnym jeżeli
dla dowolnego c ∈ (0, 1) istnieje zmienna losowa X(c) niezależna od X, taka że

X
d= cX +X(c). (1.20)

Proces Lévy’ego (L(t))t>0, dla którego rozkład brzegowy L(1) jest rozkładem samo-
rozkładalnym nazywamy procesem samorozkładalnym.

Zgodnie ze wzorem (1.20) zmienna losowa ma rozkład samorozkładalny, jeżeli
da się ją przedstawić w postaci sumy przeskalowanej w dół wersji tej zmiennej oraz
pewnej niezależnej zmiennej rezydualnej. Warunek z definicji 1.36 można równoważ-
nie zapisać w postaci funkcji charakterystycznych. Zmienna losowa X ma rozkład
samorozkładalny dokładnie wtedy, gdy jej funkcję charakterystyczną można dla do-
wolnego c ∈ (0, 1) zapisać w postaci

ϕX(ζ) = ϕX(cζ)ϕc(ζ), (1.21)

gdzie ϕc należy do pewnej rodziny funkcji charakterystycznych {ϕc : c ∈ (0, 1)}.
Każdy rozkład samorozkładalny jest rozkładem nieskończenie podzielnym, ale

nie każdy rozkład nieskończenie podzielny jest samorozkładalny. Opisuje to nastę-
pujące twierdzenie.

Twierdzenie 1.9. (Sato, 1999, wniosek 15.11) Miara Lévy’ego ν procesu samroz-
kłdalnego (L(t))t>0 ma gęstość postaci

u(x) = k(x)
|x|

,

gdzie: k : R → R+ jest funkcją o ograniczonym wahaniu, malejącą na (0,+∞) i
rosnącą na (−∞, 0).

Przykładami rozkładów samorozkładalnych są m.in rozkład normalny, t-Studenta,
gamma, odwrotny Gaussa (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b).

Rozkłady samorozkładalne są interesujące w zastosowaniach ekonomicznych, po-
nieważ są rozkładami granicznymi wystandaryzowanych sum pewnych (niekoniecz-
nie identycznych) niezależnych zmiennych losowych. Niech X1, X2, ... będzie ciągiem
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niezależnych zmiennych losowych. Oznaczmy przez Sn = ∑n
k=1Xk. Załóżmy, że ist-

nieją ciągi: centrujący (cn)n∈N oraz skalujący (bn)n∈N, takie że bnSn + cn zbiega
(według rozkładu) do pewnej zmiennej losowej X. Wówczas zmienna X ma roz-
kład samorozkładalny (Carr i in., 2007). Początkowo rozkłady będące granicą pew-
nych wystandaryzowanych sum badali Lévy (1937) oraz Chinczyn (1938) (za: Carr
i in. (2007)). Ten drugi nazwał tę klasę rozkładów jako klasę L (Carr i in., 2007).
Klasa L jest identyczna z klasą rozkładów samorozkładalnych (twierdzenie wraz z
dowodem przedstawia Sato (1999, twr. 15.3)).

Rozkłady samorozkładalne stanowią istotne uogólnienie centralnego twierdze-
nie granicznego, w którym czynnik skalujący może być różny od 1/

√
n. Jest to

istotne, ponieważ ceny aktywów finansowych interpretuje się zazwyczaj jako zagre-
gowane sumy niezależnych transakcji i uwolnienie od czynnika skalującego 1/

√
n

(prowadzącego do modeli gaussowskich) doprowadza do ogólniejszej klasy modeli
samorozkładalnych (Trabs, 2014). Ma to szczególne zastosowanie w przypadku wy-
kładniczo ważonych średnich ruchomych, często stosowanych w przypadku analizy
finansowych szeregów czasowych (Carr i in., 2007). W rozdziale drugim rozkłady sa-
morozkładalne zostaną wykorzystane jako rozkłady stacjonarne procesów wariancji
chwilowej.

1.5 Proces Ornsteina-Uhlenbecka

Proces Ornsteina-Uhlenbecka został zaproponowany przez dwóch holenderskich fizy-
ków Leonarda Ornsteina (1880-1941) i George’a Uhlenbecka (1900-1988) w pracy do-
tyczącej ruchu cząsteczki w płynie (Uhlenbeck i Ornstein, 1930). Proces Ornsteina-
Uhlenbecka jest procesem łączącym wiele istotnych z punktu widzenia zastosowań
własności: ma stacjonarne przyrosty, jest gaussowski i markowski. Ponadto jest uwa-
żany za ciągły odpowiednik dyskretnego procesu autoregresyjnego rzędu pierwszego
AR(1). Proces Ornsteina-Uhlenbecka znalazł liczne zastosowanie w fizyce (Blom-
berg, 2017), biologii (Beaulieu i in., 2012), oraz ekonomii. W tej ostatniej najbar-
dziej znane jest zastosowanie procesu Ornsteina-Uhlenbecka do modelowania stóp
procentowych (Vasicek, 1977). Ważną rolę proces Ornsteina-Uhlenbecka pełni rów-
nież w modelowaniu zmienności instrumentów finansowych, jako proces modelujący
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zmienność (Stein i Stein, 1991) lub logarytm zmienności (Wiggins, 1987).

Definicja 1.37.

Proces stochastyczny X = (X(t))t>0 nazywany jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka,
jeżeli jest rozwiązaniem następującego stochastycznego równania różniczkowego

dX(t) = λ(µ−X(t))dt+ σdW (t). (1.22)

gdzie µ, θ ∈ R, σ > 0 są parametrami, natomiast W = (W (t))t>0 jest standardowym
procesem Wienera.

Wartość początkowa X0 procesu X jest zmienną losową (możliwie stałą), nieza-
leżną od procesu Wienera W .

Rozwiązanie równania (1.22) jest postaci

X(t) = X(0)e−λt + µ
(
1− e−λt

)
+ σ

t∫
0

e−λ(t−s)dW (s) (1.23)

Warunkowa wartość oczekiwana procesu Ornsteina-Uhlenbecka jest równa t > s

E [X(t)|X(s) = x0] = x0e
−λ(t−s) + µ

(
1− e−λ(t−s)

)
(1.24)

natomiast warunkowa wariancja przyjmuje postać

Var [X(t)|X(s) = x0] =
σ2
(
1− e−2λ(t−s)

)
2λ (1.25)

Parametr µ można interpretować jako długookresową wartość średnią procesu.
Ze wzoru (1.23) wynika, że wraz z czasem (gdy t→ +∞) proces „zapomina” o po-
czątkowej wartości i dąży do µ. Parametr λ mierzy szybkość „zbiegania” do długo-
okresowej średniej (i jednocześnie „zapominania” wartości początkowej). Natomiast
parametr σ odpowiada za zmienność procesu.

Proces Ornsteina-Uhlenbecka jest jednorodnym procesem Markowa. Ma stacjo-
narne i niezależne przyrosty o rozkładzie normalnym z warunkową wartością ocze-
kiwaną daną wzorem (1.24) i warunkową wariancją daną wzorem (1.25). Rozkła-
dem niezmienniczym (spełniającym warunek (2) twierdzenia 1.1) procesu Ornsteina-
Uhlenbecka jest rozkład normalny z wartością oczekiwaną µ i wariancją σ2

2λ (gra-
niczne wartości przy t→ +∞ we wzorach odpowiednio (1.24) i (1.25)). Przyjmując
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jako wartość początkowa procesu Ornsteina-Uhlenbecka X0 zmienną losową o roz-
kładzie niezmienniczym X0 ∼ N(µ, σ2

2λ) otrzymujemy stacjonarny proces Ornsteina-
Uhlenbecka (por. twierdzenie 1.1). Natomiast przyjmując założenie, że prawie na
pewno X(0) = 0, to otrzymujemy proces Ornsteina-Uhlenbecka będący szczegól-
nym przypadkiem procesu Lévy’ego.

Na rysunku 1.7 przedstawiono trzy przykładowe trajektorie procesu Ornsteina-
Uhlenbecka. Widać wyraźnie, że trajektoria powracają do długoterminowej wartości
średniej. Kolorem zielonym zaznaczono trajektorię stacjonarnego procesu Ornsteina-
Uhlenbecka, dla której wartość początkową procesu wylosowano z rozkładu nie-
zmienniczego. Przerywaną linią zaznaczono długookresową wartość średnią procesu.
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Początkowa wartość:
X0 = 3,
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2δ )
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Rysunek 1.7: Trajektorie trzech różnych procesów Ornsteina-Uhlenbecka o tych

samych parametrach µ = 0, λ = 0, 01, σ = 0, 05, ale różnych wartościach początkowych.
Źródło: opracowanie własne.

Zauważmy, że korzystając ze wzoru (1.23) można rozszerzyć na różniczkę wzglę-
dem dowolnego procesu Lévy’ego. Przedstawia to poniższa definicja.

Definicja 1.38.

(Sato, 1999, Definicja 17.2) Procesem Ornsteina-Uhlenbecka względem procesu Lévy’ego
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L = (L(t))t>0 nazywamy proces X = (X(t))t>0 określony następująco

X(t) = X(0)e−λt + µ
(
1− e−λt

)
+

t∫
0

e−λ(t−s)dL(s). (1.26)

Określony przez definicje 1.37 proces Ornsteina-Uhlenbecka jest specjalnym przy-
padkiem definicji 1.38, w którym procesem Lévy’ego jest proces Wienera ze współ-
czynnikiem dyfuzji σ. W dalszej części proces Ornsteina-Uhlenbecka z definicji 1.37
nazywany będzie gaussowskim procesem Ornsteina-Uhlenbecka, a proces zdefinio-
wany przez definicję 1.38 uogólnionym procesem Ornsteina-Uhlenbecka.

Każdy uogólniony proces Ornsteina-Uhlenbecka ma modyfikację będącą proce-
sem z prawostronnie ciągłym z lewostronnymi granicami, będącą również uogólnio-
nym procesem Ornsteina-Uhlenbecka (Sato, 1999, uwaga 17.3).

Uogólniony proces Ornsteina-Uhlenbecka może przyjmować zarówno dodatnie
jak i ujemne wartości. Natomiast w modelowaniu zmienności istotne jest, aby proces
zmienności był nieujemny. Konieczną nieujemność można uzyskać poprzez nieliniową
transformację np. wykładniczą (modele stochastycznej zmienności typu exp-OU) lub
podnoszenie do drugiej potęgi. Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zapropono-
wali odmienne rozwiązanie: użycie dodatnich niegaussowskich procesów Ornsteina-
Uhlenbecka. Pozwala to na uniknięcie nieliniowych przekształceń co znacznie ułatwia
wykorzystanie do wyceny instrumentów pochodnych.

Definicja 1.39.

Dodatnim niegaussowskim procesem Ornsteina-Uhlenbecka nazywamy proces X =
(X(t))t>0 określony następująco

X(t) = X(0)e−λt +
t∫

0

e−λ(t−s)dZ(s), (1.27)

gdzie λ > 0. Wartość początkowa X(0) jest zmienną losową o rozkładzie skoncentro-
wanym na dodatniej półosi, niezależną od procesu podporządkowanego Z = (Z(t))t>0.

Dodatni niegaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka można równoważnie zapisać
w postaci stochastycznego równania różniczkowego

dX(t) = −λX(t)dt+ dZ(t), X(0) > 0.
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Własności dodatniego niegaussowskiego procesem Ornsteina-Uhlenbecka oraz ich
zastosowanie do modelowania zmienności instrumentów finansowych zostaną przed-
stawione w rozdziale 2.



Rozdział 2
Niegaussowskie modele zmienności

stochastycznej typu

Ornsteina-Uhlenbecka

2.1 Uwagi wstępne

Modele stochastycznej zmienności (Stochastic Volatility, SV) są jednym z podstawo-
wych narzędzi stosowanych do uchwycenia zmienności instrumentów finansowych.
Są używane zarówno w matematyce finansowej jak i ekonometrii finansowej. Modele
SV wykorzystuje się głownie do wyceny instrumentów pochodnych i wyznaczania
ekspozycji instrumentów finansowych na ryzyko rynkowe.

Cechą wspólną modeli SV jest to, że zmienność ceny instrumentu finansowego
jest oddzielnym procesem stochastycznym. Oznacza to, że zmienność ma osobne
źródło losowości niż ceny instrumentu. Jest to główna różnica pomiędzy modelami
SV, a klasą modeli autoregresywnej warunkowej heteroskedastyczności (Autoregres-
sive Conditional Heteroscedasticity, ARCH), dla których wariancja błędu losowego w
danym okresie jest funkcją kwadratów wartości cen w okresach poprzednich. Ozna-
cza to,że w modelach ARCH ich uogólnieniach (klasa modeli GARCH) wariancja
procesu ceny instrumentu w okresie t przy danym zbiorze informacji Σt−1 gene-
rowanym przez historię procesu do momentu t − 1 jest funkcją deterministyczną.
Natomiast w przypadku modeli SV oddzielne źródło losowości powoduje, że warian-
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cja procesu ceny instrumentu w okresie t przy danym zbiorze informacji Σt−1 jest
zmienną losową Doman i Doman (2009), str. 176.

Dodatkowe źródło losowości istotnie zwiększa elastyczność modeli SV do opisu
ewolucji zmienności w czasie, ale z drugiej strony bardzo utrudnia estymację pa-
rametrów i wyznaczenie prognoz zmienności. Dlatego modele SV choć historycznie
starsze (za pierwszą prace uznaje się Clark (1973)) i rozwijane w latach osiemdzie-
siątych XX wieku równolegle z modelami ARCH/GARCH, długo pozostawały w
cieniu tych drugich. Dopiero szybki rozwój metod estymacji modeli SV w latach 90.
XX wieku spowodował wzrost zainteresowania modelami stochastycznej zmienno-
ści. Obecnie modele SV stanowią standardowe narzędzie matematyki finansowej i
ekonometrii.

Z punktu widzenia matematyki finasnowej modele SV są ważne, ponieważ umoż-
liwiają przezwyciężyć jedno z istotnych niedociągnięć powszechnie stosowanego przez
praktyków do wyceny opcji europejskich modelu Blacka-Scholesa. Model ten zakłada
stałość parametru zmienności, co jest założeniem nierealistycznym, sprzecznym z ob-
serwowanymi własnościami finansowych szeregów czasowych. Ponadto, powoduje to
obciążenie modelu: wartości teoretyczne wyznaczone w modelu różnią się istotnie
od obserwowanych rzeczywiście. Zgodnie z modelem Blacka-Scholesa zmienność im-
plikowana powinna być wielkością stała, niezależną od terminu wygaśnięcia opcji.
W rzeczywistości obserwuje się natomiast efekt „uśmiechu zmienności”, czyli struk-
tury czasowej zmienności implikowanej (Piontek, 2003). Modele SV stanowią na-
turalne uogólnienie modelu Blacka-Scholesa, w którym zmienność jest oddzielnym
procesem stochastycznym. Podejście to zostało zapoczątkowane przez prace Hull i
White (1987) i weszło do kanonu wyceny instrumentów pochodnych.

W literaturze rozważa się wiele modeli stochastycznej zmienności, ale większość
propozycji jest rozwinięciem dwóch modeli. Pierwszy z nich, jest to model, w któ-
rym logarytm procesu wariancji chwilowej jest gaussowskim procesem Ornsteina-
Uhlenbecka

d ln σ2 (t) = −λ
(
ln σ2 (t)− µ

)
dt+ ςdW (t), (2.1)

gdzie W = (W (t))t>0 jest procesem Wienera. W tym modelu stochastycznej zmien-
ności stochastyczne równanie różniczkowe opisuje dynamikę w czasie logarytmu pro-
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cesu wariancji chwilowej, ponieważ gaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka może
przyjmować wartości ujemne, a zmienność z natury rzeczy musi być nieujemna1.
Równanie (2.1) posiada rozwiązanie (por. wzór (1.23)). Model stochastycznej zmien-
ności określony przez równanie (2.1) ma liczne zalety, m.in jest markowski, gaussow-
ski, ma stacjonarne przyrosty. Ma jednak istotną wadę ograniczającą jego wykorzy-
stanie: nie można wyznaczyć całki stochastycznej z wariancja chwilowej w postaci
analitycznej (bez wprowadzenia błędu dyskretyzacji np. poprzez schemat Eulera,
czy Milsteina2), co utrudnia zastosowanie do wyceny opcji egzotycznych.

Model ten rozważany był w kontekście wyceny opcji eurposjkich przez Wig-
gins (1987), Chesney i Scott (1989), Melino i Turnbull (1990). Zastosowanie dys-
kretyzacji Eulera prowadzi do modelu stochastycznej zmienności z czasem dyskret-
nym rozważanym przez Taylor (1982). Model Taylora zyskał popularność i stał się
przedmiotem licznych prac ekonometrycznych: m.in Harvey i in. (1994) zapropono-
wali estymację metodą quasi największej wiarygodności (Quasi-maximum likelihood
estimate, QMLE) za pomocą filtrów Kalmana, Jacquier i in. (1999) oraz Kim i
in. (1998) podejście bayesowskie z wykorzystaniem algorytmów MCMC (Markov
Chain Monte Carlo). Zaproponowano też liczne modyfikacje modelu Taylora, m.in.
korelacje składników losowych (Jacquier i in., 1999), grube ogony rozkładu warun-
kowego cen (np. t-Studenta) (Jacquier i in., 1999), skokami procesu cen (Eraker i
in., 2003).

Drugim modelem jest model stałej elastyczności wariancji (constant elasticity of
variance, CEV)

dσ2 (t) = −λ
(
σ2 (t)− µ

)
dt+ ς

(
σ2 (t)

)d
dW (t), d > 1/2. (2.2)

Proces CEV znany wcześniej z zastosowania do modelowania cen instrumentów fi-
nansowych (Cox, 1975) został zaproponowany do modelowania stochastycznej zmien-

1Stein i Stein (1991) oraz Schöbel i Zhu (1999) rozważali model stochastycznej zmienności, w
którym wariancja chwilowa jest gaussowskim procesem Ornsteina-Uhlenbecka, argumentując, że
przy odpowiednio dobranych parametrach prawdopodobieństwo przyjęcia wartości ujemnych jest
bardzo małe.

2O wpływie dyskretyzacji na obciążenie estymatorów można znaleźć w Iacus (2009, str. 124-
126)). Obciążenie to utrudnia poprawne oszacowanie cen instrumentów oraz wrażliwości opcji na
zmianę czynników, tzw. greckie współczynniki (Broadie i Kaya, 2006).
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ności przez Meddahi i Renault (1998). Dla dowolnej wartości parametru d nie ist-
nieje rozwiązanie równania (2.2). Nie można także symulować trajektorii procesu
wariancji chwilowej i jej całki stochastycznej bez wprowadzania błędu dyskretyza-
cji. Dwa specjalne przypadki modelu CEV rozważane były już wcześnie jako modele
stochastycznej zmienności: dyfuzyjny model ARCH (ARCH diffusion) zapropono-
wany przez Nelson (1990) (d=1 ) oraz model Hestona (Heston, 1993) (d=1/2 ). Ten
pierwszy może być interpretowany jako graniczny przypadek modeli GARCH, gdy
odstęp pomiędzy kolejnymi obserwacjami dąży do 0. Rozkład stacjonarny procesu
wariancji chwilowej (σ2(t))t>0, to odwrotny gamma (inverse gamma) o (4λ/ς2) + 2
stopniach swobody. Model ten mimo atrakcyjnej interpretacji ma słabe dopasowanie
do danych empirycznych. Wynika to z faktu, że model ten zależy jedynie od trzech
parametrów, które dodatkowo nie mogą być dobierane swobodnie, bo łączy je zależ-
ność określająca stopnie swobody rozkładu (Barndorff-Nielsen i Shephard, 1998).

W przypadku modelu Hestona rozwiązaniem równania (2.2) jest proces pier-
wiastka kwadratowego (square root process), znany z zastosowania do modelowania
krótkoterminowych stóp procentowych jako model CIR od nazwiska autorów Coxa,
Ingersolla i Rossa (Cox i in., 1985). Dla procesu pierwiastka kwadratowego warun-
kowy rozkład σ2 (∆(n+ 1)) |σ2 (∆n) jest niecentralnym rozkładem χ2. W modelu
Hestona proces wariancji chiwlowej może być skorelowany z procesem cen, co umoż-
liwia modelowanie obserwowanego efektu dźwigni, czyli ujemnej korelacji cen in-
strumentów finansowych i ich mierników zmienności. Dokładna (bez wprowadzania
błędu dyskrtyzacji) symulacja procesu pierwiastka kwadrtowego jest trudna i była
przedmiotem licznych prac, m.in. Broadie i Kaya (2006), Zhu (2008), Glasserman
i Kim (2011). Tym niemniej ze względu na możliwość wyceny opcji europejskich
z poziomu funkcji charakterystycznej (np. poprzez zastosowanie szybkiej transfor-
maty Fouriera Carr i Madan (1999)) model Hestona stał się jednym z najbardziej
popularnych modeli stochastycznej zmienności.

W rozdziale tym przedstawione zostaną modele stochastycznej zmienności oparte
na dodatnich niegaussowskich procesach Ornsteina-Uhlenbecka, które w dalszej czę-
ści pracy posłużą do modelowania zmienności dla danych pochodzących z polskiego
rynku finansowego i rynku walutowego. Przedstawiona teoria opiera się głównie na
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trzech artykułach Bandorffa-Nielsena i Shepharda (Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b),
Barndorff-Nielsen i Shephard (2002), Barndorff-Nielsen i Shephard (2003)) w któ-
rych zostały zainicjowane wykorzystanie dodatnich niegaussowskich procesów Ornsteina-
Uhlenbecka do modelowania zmienności cen instrumentów finansowych. Ponadto
przedstawione zostaną zaproponowane w literaturze modyfikacje i uogólnienia oraz
powiązania z estymatorami wariancji zrealizowanej opartymi na danych śróddzien-
nych (intraday).

2.2 Model stochastycznej zmienności Bandorffa-

Nielsena i Shepharda

Modele stochastycznej zmienności oparte na dodatnich niegaussowskich procesach
Ornsteina-Uhlenbecka zostały zaproponowane przez Bandorffa-Nielsena i Shepharda
w artykule Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b), ale częściowe wyniki były publiko-
wane wcześniej (np. w Barndorff-Nielsen i Shephard (1998) oraz Barndorff-Nielsen
i Shephard (1999)). Od nazwiska autorów w dalszej części model będzie oznaczany
w skrócie jako BNS.

Definicja 2.1.

Podstawowym modelem stochastycznej zmienności Bandorffa-Nielsena i Shepharda
(BNS) nazywamy model stochastycznej zmienności określony przez następujące sto-
chastyczne równania różniczkowe

d lnS(t) =
(
µ+ βσ2(t)

)
dt+ σ(t)dW (t), lnS(0) = 0, (2.3)

dσ2(t) = −λσ2(t)dt+ dZ(λt), σ2(0) > 0, (2.4)

gdzie µ, β ∈ R, λ ∈ R+. Proces Wienera W = (W (t))t>0 jest niezależny od procesu
podporządkowanego Z = (Z(λt))t>0

3.

Równanie (2.3) opisuje dynamikę logarytmu procesu cen (S(t))t>0. W dalszej
części pracy będziemy przyjmować zapis Y (t) = lnS(t) dla logarytmu procesu cen

3Rozważane procesy stochastyczne są określone na przestrzeni probabilistycznej (Ω,Σ,P) i ad-
aptowane względem pewnej filtracji (Σt)t∈T.
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i proces (Y (t))t>0 nazywać logarytmicznym procesem cen. Proces ten jest obserwo-
wany w równych odstępach czasu o długości ∆ = tn − tn−1, dla n = 1, ...,. Wówczas
przyrosty logarytmicznego procesu cen to zwroty logarytmiczne z okresu n:

yn =
n∆∫

(n−1)∆

dY (t) = Y (n∆)− Y (n∆) . (2.5)

Pojedynczy okres n o długości ∆ może oznaczać np. godzinę, dzień, tydzień lub
miesiąc.

W równaniu (2.3) parametr µ jest dryfem, a parametr β jest interpretowany
jako premia za ryzyko. Ze względu na rolę jaką proces (Z(λt))t>0 pełni w równaniu
(2.4) nazywany jest prowadzącym procesem Lévy’ego ukrytym w tle (background
driven Lévy’ego proces, BDLP). Jest to proces podporządkowanym zatem zgodnie z
definicją 1.35 jest nieujemny i niemalejący.

Rozwiązanie równania (2.4) dane jest wzorem

σ2(t) = σ2(0)e−λt +
t∫

0

e−λ(t−s)dZ(λs) (2.6)

Proces wariancji chwilowej jest ściśle dodatni i ograniczony z dołu przez deter-
ministyczną funkcję σ2(0)e−λt. Wynika to z faktu, że proces BDLP jest niemale-
jący i σ2(0) > 0. Ujemny znak przed parametrem λ zapewnia, że proces wariancji
chwilowej jest procesem powracającym (mean-reverting) do średniej 0. Dodatniość
nieguassowskiego procesu Ornsteina-Uhlenbecka pozwala na modelowanie wariancji
bezpośrednio, bez uciekania się do nieliniowych transformacji, np. logarytmicznej
(jak w przypadku modelu SV danego wzorem 2.1).

Trajektorie wariancji chwilowej ewoluują w czasie tylko na dwa sposoby: albo
maleją wykładniczo według stopy λ albo pojawia się punt nieciągłości (skok tra-
jektorii do góry). Pierwsza możliwość związana jest z sytuacją, gdy proces BDLP
jest w pewnym okresie stały (dZ(λt) = 0). Wówczas równanie (2.6) sprowadza się
tylko do części deterministycznej, której rozwiązaniem jest funkcja eksponencjalna.
Tym większa wartość parametru λ, tym szybciej proces wariancji chwilowej maleje
pomiędzy skokami. Punkty nieciągłości procesu zmienności chwilowej odpowiadają
punktom nieciągłości procesu (Z(λt))t>0. Zauważmy, że przyjęta postać wariancji
chwilowej jest zgodna z obserwowanymi faktami dotyczącym zjawisk finansowych:
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pojawienie się nowej informacji na ryku powoduje nagły wzrost zmienności, która
potem maleje stopniowo wraz z upływem czasu. Przeskalowanie czasu w procesie
BDLP powoduje uniezależnienie rozkładu brzegowego procesu zmienności chwilowej
od parametru λ i ścisłą stacjonarność procesu wariancji chwilowej. Szczegóły, tej
zależności zostaną opisane w twierdzeniu 2.1. Własności procesu wariancji chwilo-
wej przedstawia rysunek 2.1, gdzie wybrano proces BDLP o skończonej aktywności
(proces ma skończoną ilość skoków w skończonym przedziale czasu).

Twierdzenie 2.1. (Wolfe, 1982) Jeśli D jest rozkładem samorozkładalnym, to ist-
nieje ściśle stacjonarny proces (σ2(t))t>0 i proces Lévy’ego (Z(t))t>0 takie, że dla
każdego t > 0 zmienna losowa σ2(t) ma rozkład D oraz

σ2(t) = σ2(0)e−λt +
t∫

0

e−λ(t−s)dZ(λs),

dla dowolnej λ > 0.
Odwrotnie, jeżeli ściśle stacjonarny proces (σ2(t))t>0 o rozkładzie stacjonarnym

D i proces Lévy’ego (Z(t))t>0 dla dowolnej λ > 0 spełniają stochastyczne równanie
różniczkowe

dσ2(t) = −λσ2(t)dt+ dZ(λt),

to rozkład D jest samorozkładalny.

W konsekwencji proces wariancji chwilowej określony przez równanie (2.4) ma
ściśle stacjonarny rozkład samorozkładalny D, jeśli tylko σ2(0) ma rozkład D. W
dalszej części pracy będziemy zakładać, że σ2(0) ma rozkład D, a proces wariancji
chwilowej jest ściśle stacjonarny. Twierdzenie 2.1 pozwala poprzez użyci dodatnich
niegaussowskich procesów Ornsteina-Uhlenbecka na zastosowanie szerokiej klasy
rozkładów samorozkładalnych do modelowania wariancji chwilowej, m.in. rozkła-
dów gamma, odwrotnego Gaussa, log-normalnego, temperowanego rozkładu stabil-
nego 4. Twierdzenie 2.1 nie jest ograniczone wyłącznie do rozkładów samorozkładal-
nych skoncentrowanych na dodatniej półosi. Dodatniość procesu wariancji chwilowej

4Przegląd rozkładów samorozkładalnych, które mogą pełnić rolę rozkładu stacjonarnego zosta-
nie przedstawiony w podrozdziale 2.5.
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Rysunek 2.1: Trajektoria procesu wariancji chwilowej o rozkładzie brzegowym gamma

z parametrem kształtu ν = 1 oraz parametrem skali 1/α = 1/3 (a) oraz odpowiadający

mu proces Lévy’ego ukryty w tle (BDLP) z parametrem λ = 0, 01 (b).
Źródło: opracowanie własne.

wynika z dodatkowego założenia przyjętego przez Bandorffa-Nielsena i Shepharda:
przyjęcia jako procesu prowadzącego w tle procesu podporządkowanego.

Z twierdzenia 2.1 wynika także możliwość modelowania wariancji chwilowej albo
poprzez wybór rozkładu stacjonarnego D i dobranie odpowiedniego procesu BDLP
albo poprzez wybranie procesu BDLP i dopasowanie odpowiedniego procesu wa-
riancji chwilowej. W pierwszym przypadku dla procesu (σ2(t))t>0 stosuje się notację
D-OU, a w tym drugim OU-D. Rysunek 2.1 przedstawia proces wariancji chwilo-
wej o rozkładzie stacjonarnym gamma, co w skrócie można zapisać jako Ga-OU.
Konstrukcja procesu wariancji chwilowej poprzez określenie procesu BDLP nakłada
pewne ograniczenia na wybór procesu podporządkowanego (Z(t))t>0. Zgodnie ze
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wcześniejszą uwagą proces BDLP musi być procesem podporządkowanym, aby za-
pewnić nieujemność procesu wariancji. Poniższy warunek zapewnia stacjonarność
procesu Ornsteina-Uhlenbecka.

Twierdzenie 2.2. (Wolfe, 1982) Proces (σ2(t))t>0 będący rozwiązaniem równania

dσ2(t) = −λσ2(t)dt+ dZ(λt),

jest procesem stacjonarnym wtedy i tylko wtedy, gdy proces (Z(t))t>0 spełnia warunek

E [ln (1 + |Z(1)|)] < +∞. (2.7)

Sprawdzając, czy dany proces podporządkowany może być BDLP dla pewnego
procesu wariancji chwilowej można także zweryfikować warunek na miarę Lévy’ego
procesu (Z(t))t>0.

Twierdzenie 2.3. (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b) Załóżmy, że (Z(t))t>0 jest
procesem podporządkowanym z miarą Lévy’ego W (dx) oraz gęstością Lévy’ego w(x).
Określmy funkcję u : R+ → R daną wzorem

u(x) =
+∞∫
1

w(τx)dτ. (2.8)

Jeżeli
+∞∫
1

ln xW (dx) < +∞ (2.9)

to równanie

σ2(t) = σ2(0)e−λt +
t∫

0

e−λ(t−s)dZ(λs),

określa stacjonarny proces, dla którego gęstość Lévy’ego jest dana przez funkcję u
zdefiniowaną wzorem (2.8).

Przykładem procesu, który może pełnić rolę BDLP jest proces gamma. Proces
ten jest procesem podporządkowanym oraz spełnia warunek z twierdzenia 2.3. Aby
to pokazać wystarczy skorzystać ze wzoru na gęstość Lévy’ego procesu gamma (por.
wzór (1.13)) oraz prostej nierówności ln x < x (prawdziwej dla x > 0):

+∞∫
1

ln xW (dx) =
+∞∫
1

ν ln x
x

e−αxdx 6
+∞∫
1

νe−αxdx 6
νe−1

α
6
ν

α
< +∞.
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Niegaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka, dla którego procesem BDLP jest
procesem gamma można zapisać jako OU-Ga. Podobnie można wykazać, że roz-
kład odwrotny Gaussa może zarówno pełnić rolę rozkładu stacjonarnego procesu
wariancji chwilowej (IG-OU), ponieważ jest rozkładem samorozkładalnym jak i roz-
kładu zmiennej losowej Z(1) dla procesu BDLP (OU-IG), ponieważ proces odwrotny
Gaussa spełnia twierdzenie 2.3.

Do prześledzenia związków pomiędzy procesem wariancji chwilowej i procesem
BDLP można posłużyć się funkcją generującą kumulanty. Dla dowolnej zmiennej
losowej X funkcją generującą kumulanty nazywamy logarytm naturalny funkcji ge-
nerującej momenty

CX(s) = lnE
(
esX

)
= lnMX(s), dla s ∈ R,

gdzie MX jest funkcją generującej momenty5.
Funkcje generujące kumulanty zmiennych losowych Z(1) i σ2(t) (dla dowolnego

t > 0) łączy następująca zależność (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b):

CZ(1)(s) = s
dCσ2(t)(s)

ds .

W konsekwencji
Cn
Z(1) = nCn

σ2(t), dla t > 0.

w szczególności zachodzą równości

E [Z(1)] = E
[
σ2(t)

]
oraz Var [Z(1)] = 2 Var

[
σ2(t)

]
.

Oznacza to, że wartość oczekiwaną i wariancję rozkładu stacjonarnego procesu
wariancji chwilowej można wyznaczyć z rozkładu procesu BDLP i na odwrót.

5Kumulanty CnX otrzymuje się jako rozwinięcie funkcji generującej kumulanty w szereg Mac-
laurina

CX(s) =
∞∑
n=1

CnX
sn

n! .

Kumulanty można wyznaczyć także bezpośrednio ze wzoru

CnX = dnCX(s)
d sn

∣∣∣∣
s=0

.

Kumulanty są ściśle powiązane z momentami zmiennej losowej X. W szczególności pierwsze dwie
kumulanty odpowiadają wartości oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej X.
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Kolejne powiązania pomiędzy procesem wariancji chwilowej i procesem BDLP
można znaleźć na gruncie gęstości Lévy’ego. Oznaczmy przez w i u gęstości Lévy’ego
(o ile istnieją) odpowiednio dla procesów (Z(t))t>0 i (σ2(t))t>0. Jeżeli dodatkowo
funkcja u jest różniczkowalna, to zachodzi równość

w(x) = −u(x)− xu′(x). (2.10)

Relację pomiędzy gęstościami Lévy’ego można wykorzystać do wyznaczenia pro-
cesu BDPL w przypadku procesu wariancji chwilowej o rozkładzie gamma (Ga-OU).
Gęstość Lévy’ego procesu gamma dana jest wzorem

u(x) = ν

x
e−αx1(0,∞)(x).

Zatem zgodnie ze wzorem (2.10) gęstość Lévy’ego rozkładu procesu BDPL jest równa

w(x) = −u(x)− xu′(x) =

= −ν
x
e−αx1(0,∞)(x)− x

(
− ν

x2 e
−αx1(0,∞)(x)− ν

x
e−αx(−α)1(0,∞)(x)

)
=

= ν αe−αx1(0,∞)(x) = ν g(x),

gdzie g(x) jest gęstością rozkładu wykładniczego z parametrem α. Oznacza to, że
BDLP dla modelu Ga(ν, α)-OU jest złożonym procesem Poissona z parametrem
intensywności ν oraz wykładniczym rozkładem skoków z parametrem α. Po prze-
skalowaniu czasu parametrem λ otrzymujemy

Z(λt) =
N(λt)∑
n=1

Yn, (2.11)

gdzie (N(λt))t>0 jest procesem Poissona o intensywności λ ν, natomiast Y1, Y2, ...

jest ciągiem niezależnych zmiennych o rozkładzie wykładniczym z parametrem α.
Wróćmy do równania (2.3). Proces logarytmiczny cen można zapisać w postaci

Y (t) =
t∫

0

dY (s) = µt+ β

t∫
0

σ2(u)du+
t∫

0

σ2(u)dW (u). (2.12)

Parametr µ jest dryfem, czyli stałą tendencją, która może pojawiać się w loga-
rytmicznym procesie cen. Parametr β, który interpretuje się jako premia za ryzyko,



Rozdział 2. Niegaussowskie modele zmienności stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 58

powoduje asymetrię Y (t) od dryfu µt, który jest symetrycznie skoncentrowany wzglę-
dem µt, gdy β = 0.

Proces stochastyczny (σ2∗(t))t>0 określony jako

σ2∗(t) =
t∫

0

σ2(u)du (2.13)

nazywany jest wariancją scałkowaną (integrated variance).
W przypadku, gdy µ = β = 0, to wariacja kwadratowa (definicja 1.15) logaryt-

micznego procesu cen jest równa wariancji scałkowanej:

[Y ] (t) = σ2∗(t), (2.14)

bez względu na wybór procesu wariancji chwilowej - równość jest prawdziwa dla do-
wolnego modelu stochastycznej zmienności, niekoniecznie typu Ornsteina-Uhlenbecka.
Jako miarę zmienności cen rozważanych z czasem ciągłym wariacja kwadratowa (lub
w niektórych pracach zwrotów cen) została wprowadzonego w pracach Andersena i
in. (1999) i Andersen i in. (2001). Estymatorem wariacji kwadratowej są estymatory
wariancji zrealizowanej. Szerzej zostanie to przedstawione w podrozdziale 2.6.

Ważną własnością w modelu BNS jest możliwość wyznaczenia wariancji scałko-
wanej w postaci jawnego wzoru

σ2∗(t) =
t∫

0

σ2(u)du =
t∫

0

σ2(0)e−λu +
u∫

0

e−λ(u−s)dZ(λs)
 du =

=
t∫

0

(
σ2(0)e−λu

)
du+

t∫
0

e−λu u∫
0

e−λsdZ(λs)
 du =

= 1
λ

(1− e−λt)σ2(0) +
t∫

0

(
1− e−λ(t−s)

)
dZ(λs) =

= 1
λ

(
σ2(0)− σ2(0)e−λt

)
+ 1
λ

Z(λt)−
t∫

0

e−λ(t−s)dZ(λs)
 =

= 1
λ

σ2(0) + Z(λt)− σ2(0)e−λt −
t∫

0

e−λ(t−s)dZ(λs)
 =

= 1
λ

(
Z(λt)− σ2(t) + σ2(0)

)
. (2.15)

Choć procesy BDLP i wariancji chwilowej mają punkty nieciągłości, to ich kom-
binacja liniowa, czyli wariancja scałkowana jest ciągła. W literaturze taka sytuacja
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nazywana jest współ-skokami (co-breaks, por. Hendry i Massmann (2007)). Na ry-
sunku 2.2 przedstawiono przykład trajektorii wariancji scałkowanej odpowiadającej
procesowi wariancji chwilowej przedstawionemu na rysunku 2.1.
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Proces wariancji scałkowanej

Rysunek 2.2: Trajektoria procesu wariancji scałkowanej odpowiadającej procesowi

wariancji chwilowej przedstawionemu na rysunku 2.1.
Źródło: opracowanie własne.

Wariancja scałkowana pełni w modelu BNS rolę „czasu operacyjnego” dla loga-
rytmu procesu cen. Przedstawia to następujące twierdzenie.

Twierdzenie 2.4. (Barndorff-Nielsen i Shephard, 1998) Dla procesu wariancji scał-
kowanej w modelu BNS (definicja 2.1) istnieje proces Wienera

(
Ẁ (t)

)
t>0

na prze-
strzeni probabilistycznej z filtracja

(
Ω,Σ,P, (Σs)s∈T

)
taki że

t∫
0

σ2(t)dW (t) = Ẁ
(
σ2∗(t)

)
(2.16)

Twierdzenie to wynika z twierdzenia Dubins-Schwarza o reprezentacji ciągłego
martyngału lokalnego jako „czasu operacyjnego” dla pewnego procesu Wienera (por.
Rogers i Williams (1996), str. 96). Stosując twierdzenie 2.4 do wzoru (2.12) otrzy-
mujemy

Y (t) =
t∫

0

dY (s) = µt+ βσ2∗(t) + Ẁ
(
σ2∗(t)

)
(2.17)
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Wzór (2.17) ma wiele konsekwencji. Po pierwsze, wariancja scałkowana pełni
w modelu BNS rolę „czasu operacyjnego” dla procesu logarytmu cen. Po drugie,
umożliwia wyznaczenie rozkładu warunkowego i bezwarunkowego powszechnie sto-
sowanych w matematyce finansowej stóp zwrotów. Logarytmiczna stopa zwrotu w
n-tym okresie trwającym ∆ > 0 dana jest wzorem

yn =
n∆∫

(n−1)∆

dY (t) = Y (n∆)− Y (n∆) =

= µ∆ + β

n∆∫
(n−1)∆

σ2(t)dt+
n∆∫

(n−1)∆

σ2(t)dW (t) =

= µ∆ + β
(
σ2∗ (n∆)− σ2∗ (n∆)

)
+
√

(σ2∗ (n∆)− σ2∗ (n∆))U, (2.18)

gdzie U jest zmienną losową o rozkładzie normalnym standaryzowanym. W ostat-
niej równości, we wzorze 2.18, wykorzystano, że proces standardowy Wienera ma
przyrosty o rozkładzie normalnym o zerowej wartości oczekiwanej i odchyleniu stan-
dardowym równym pierwiastku przyrostu czasu.

Przyrosty wariancji scałkowanej w przedziale czasu n długości ∆ postaci

σ2
n = σ2∗ (n∆)− σ2∗ (n∆) (2.19)

Barndorff-Nielsen i Shephard nazwali wariancją aktualną w okresie n. Ze wzorów
(2.15) oraz (2.19) wynika, że wariancja aktualna w okresie nma prostą formę liniowej
kombinacji przyrostów procesu BDPL i procesu wariancji chwilowej

σ2
n = 1

λ

[
Z(λn∆)− Z(λ(n− 1)∆)−

(
σ2(λn∆)− σ2(λ(n− 1)∆)

)]
. (2.20)

Równoważnie wzór (2.20) można zapisać jako

σ2
n = 1

λ

[
(1− e−λ∆)σ2(λ(n− 1)∆) + η2n − η1n

]
, (2.21)

gdzie składowe wektora losowego ηn = [η1n η2n]T wyznacza się ze wzorów:

η1n = e−λ∆
λ∆∫
0

esdZ(s). (2.22)

oraz

η2n =
λ∆∫
0

dZ(s), (2.23)
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Podstawiając (2.19) do wzoru (2.18) otrzymujemy

yn = µ∆ + βσ2
n +

√
σ2
nU.

Rozkład warunkowy logarytmicznych stóp zwrotu yn pod warunkiem wariancji ak-
tualnej σ2

n przyjmuje zatem postać

yn
∣∣∣σ2
n ∼ N

(
µ∆ + βσ2

n, σ
2
n

)
. (2.24)

W rozdziale trzecim równanie (2.24) zostanie zastosowane do zapisania modelu BNS
w reprezentacji przestrzeni stanu, co pozwali na wykorzystanie filtrów Kalmana i
cząsteczkowych do estymacji parametrów w tym modelu. Natomiast wzory (2.20),
(2.22) oraz (2.23) umożliwiają generowanie kolejnych generacji cząsteczek w filtrze
cząsteczkowym.

Bezwarunkowy rozkład logarytmicznych stóp zwrotu nie jest dokładnie znany.
Ze wzoru (2.24) wynika, że yn jest normalną mieszaniną średnio-wariacyjnyną, co
powinno pozwolić uzyskać rozkłady logarytmicznych stóp zwrotu o własnościach ob-
serwowanych empirycznie: asymetrycznych i o grubych ogonach (por. Piontek (2002,
str. 108)). Pewną przesłanką co do rozkładu logarytmicznych stóp zwrotu jest twier-
dzenie 1.6 zastosowane dla wzoru (2.24): gdyby wariancja aktualna σ2

n miałby uogól-
niony odwrotny rozkład Gaussa, to bezwaunkwy rozkład logarytmicznych stóp zrotu
byłby uogólnionym rozkładem hyperbolicznym. Jest to rozkład, który cechuje bar-
dzo dobre dopasowanie do obserwowanych empirycznie logarytmicznych stóp zwrotu.
Natomaist do klasy uogólnionych rozkładów odwrotnych Gaussa należy m.in. roz-
kład gamma i odwrotny Gaussa. Należy jednak zwrócić uwagę, że rozkład σ2

n nie
jest dokładnie znany. Można przypuszczać, że jako dyskretyzacja wariancji chwilo-
wej dla okresu o długości ∆, powinien mieć rozkład zbliżony do rozkładu stacjonr-
nego wariancji chwilowej6. Drugą przesłanką stanowi porównanie wzoru (2.17) z
twierdzeniem 1.8. Procesem podporzadkwanym jest wtedy wariancja scałkowana7.
Barndorff-Nielsen i Shephard (2003) zbadali rozkłady wariancji scałkowanej w za-
leżności od wyboru rozkładu stacjonarnego wariancji chwilowej i wykazali, że w

6Taką tezę, ale bez dowodu stawia Benth (2011). W pracy tej autor jako rozkład σ2
n przyjmują

rozkład stacjonarny procesu wariancji chwilowej.
7Dodatkowy wyraz wolny µ∆ nie wpływa znacząco na tezę twierdzenia 1.8 – powduje jedynie

przesunięcie w prawo rozkładów o µ∆ (Schountens, 2003, str. 67).
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przypadku, gdy rozkładem stacjonarnym jest rozkład gamma lub odwrotny Gaussa,
to choć wariancja scałkowana nie ma wówczas dokładnie takiego samego rozkładu
jak wariancja chwilowa, to ogony rozkładów mają dokładnie tą samą postać. Suge-
ruje to zgodnie z twierdzeniem 2.17, że bezwarunkowy rozkład stóp zwrotu będzie
miał podobne ogony jak rozkład VG lub NIG w przypadku, gdy rozkładem stacjo-
narnym wariancji chwilowej jest odpowiednio rozkład gamma lub odwrotny Gaussa.
Na podstawie powyższych rozważań można przypuszczać, że choć rozkład bezwa-
runkowy stóp zwrotu w modelu BNS nie jest dokładnie znany, to powinien stanowić
dobre przybliżenie obserwowanych empirycznie stóp zwrotu.

Na rysunku 2.3 przedstawiono rozkład empiryczny wariancji aktualnej wyzna-
czony za pomocą estymatora jądrowego8 (kolor czerwony) oraz gęstość rozkładu
gamma (kolor niebieski). Przykład ilustruje dobre dopasowanie rozkładu wariancji
aktualnej do rozkładu teoretycznego wariancji chwilowej uzyskany przy dużej liczbie
obserwacji.

Następnym faktem empirycznym obserwowanym dla logarytmicznych zwrotów
jest zjawisko dążenia ich rozkładów bezwarunkowych do rozkładu normalnego przy
zwiększaniu skali jednostki czasu (por. Kliber (2013, str. 51)). Okazuje się, że model
BNS spełnia tą własność, przy dodatkowym założeniu, że proces wariancji chwilowej
jest ergodyczny9. Wówczas

1
t
σ2∗(t) = 1

t

t∫
0

σ2(u)du −−−−→
t→+∞

ξ.

Zachodzi wówczas następująca zbieżność (według rozkładu):

t−1/2
(
Y (t)− µt− βσ2∗(t)

) d−−−−→
t→+∞

N (0, ξ) . (2.25)

Co oznacza, że bezwarunkowe rozkłady stóp zwrotu wraz ze wzrostem czasu po-
między obserwacjami zbiegają do rozkładu normalnego. Podobną własność udowod-
niono dla modeli klasy ARCH (Diebold, 1988, str. 12-16).

8Zastosowano jądro gaussowskie i parametr wygładzany wyznaczony zgodnie z regułą Silver-
mana (Silverman, 1986).

9Procesem ergodycznym nazywamy proces słabo stacjonarny, dla którego wartości parametrów
statystycznych po zbiorze realizacji (czyli wartość średnia, wariancja i funkcja autokorelacji) są
równe wartościom tych parametrów z jego dowolnej realizacji czasowej Wong (1976, str. 66).
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Rysunek 2.3: Trajektoria procesu wariancji chwilowej o rozkładzie brzegowym gamma

z parametrem kształtu ν = 2, parametrem skali 1/α = 1/10, parametrem λ = 0, 01 (a)

oraz rozkład empiryczny wariancji aktualnej: estymator jądrowy gęstości (kolor

czerwony) oraz gęstość rozkładu gamma (kolor niebieski) z parametrem kształtu ν = 2

oraz parametrem skali 1/α = 1/10 (b).
Źródło: opracowanie własne.

W modelu BNS wartość oczekiwana i wariancja wariancji scałkowanej, aktu-
alnej oraz logarytmicznych stóp zwrotu zależą od parametrów rozkładu wariancji
chwilowej. W celu uzależnienia się od wyboru rozkładu stacjonarnego można przejść
na parametry związane z wartością oczekiwaną, wariancją i autokorelacją procesu
wariancji chwilowej.

Załóżmy, że proces wariancji chwilowej ma wartość oczekiwaną ξ oraz wariancję
ω2. Wówczas istnieje także funkcja autokorelacji procesu wariancji chwilowej r i
przyjmuje postać

r(t) = e−λ|t|. (2.26)

Wartość oczekiwaną i wariancję procesu wariancji scałkowanej można wyznaczyć ze
wzorów

E
(
σ2∗(t)

)
= ξt, Var

(
σ2∗(t)

)
= 2ω2 r∗∗(t), (2.27)
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gdzie

r∗(t) =
t∫

0

r(s)ds, r∗∗(t) =
t∫

0

r(s)ds.

Wówczas
r∗∗(t) = 1

λ2

(
e−λ|t|−1+λt

)
. (2.28)

Zatem
Var

(
σ2∗(t)

)
= 2ω2 1

λ2

(
e−λ|t|−1+λt

)
.

Korzystając ze wzorów (2.27) można wyznaczyć także wartość oczekiwaną i wa-
riancję procesu wariancji aktualnej

E
(
σ2
n

)
= ξ∆, Var

(
σ2
n

)
= 2ω2 r∗∗(∆) = 2ω2

λ2

(
e−λ∆−1+λ∆

)
. (2.29)

oraz kowariancje

cov(σ2
n, σ

2
n+s) = ω2 (r∗∗(s+ ∆)− 2r∗∗(s) + r∗∗(s−∆)) .

Wartość oczekiwana i wariancja wariancji scałkowanej i aktualnej zależą od wartości
parametrów ξ i ω2 oraz parametru persystencji λ, a nie zależą od wyboru rozkładu
stacjonarnego. Podobna zależność przechodzi na logarytm procesu cen oraz logaryt-
miczne stopy zwrotu:

E (Y (t)) = (µ+ β ξ) t,

Var (Y (t)) = t ξ + 2 β2 ω2 r∗∗(t) = t ξ + β2 ω2

λ2

(
e−λ|t| − 1 + λt

)
.

oraz

E (yn) = β∆ξ + µ∆,

Var (yn) = ∆ξ + 2β2ω2 r∗∗(∆) = ∆ξ + 2β2ω2

λ2

(
e−λ|t| − 1 + λt

)
.

Kolejną własnością istotną z punktu widzenia zgodności modelu BNS z obserwo-
wanymi faktami empirycznymi dotyczącymi cen są autokorelacje wariancji aktualnej
oraz kwadratów logarytmicznych stóp zwrotu. W praktyce obserwuje się, że stopy
zwrotu z instrumentów bazowych są nieskorelowane, natomiast kwadraty i wartości
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absolutne stóp zwrotu mają bardzo powoli malejącą autokorelację Kliber (2013, str.
51)). W modelu BNS stopy zwrotu są nieskorelowane:

cor (yn, yn+s) = 0,

dla s = 1, 2, 3, .... Natomiast dla kwadratów stóp zwrotu zachodzi

cor
(
y2
n, y

2
n+s

)
= ce−λ∆(s−1) = ce−λ∆(s−2)e−λ∆ = cor

(
y2
n, y

2
n+(s−1)

)
e−λ∆, (2.30)

dla s = 1, 2, 3, ..., gdzie:

c =

(
1− e−λ∆

)2

6 (e−λ∆ − 1 + λ∆) + 2∆2(ξ/ω)2 > 0.

Podobnie można wyznaczyć funkcję autokorelacji dla wariancji aktualnej

cor
(
σ2
n, σ

2
n+s

)
= de−λ∆(s−1) = de−λ∆(s−2)e−λ∆ = cor

(
σ2
n, σ

2
n+(s−1)

)
e−λ∆, (2.31)

dla s = 1, 2, 3, ..., gdzie

d =

(
1− e−λ∆

)2

2 (e−λ∆ − 1 + λ∆) .

Pomiędzy stałymi c i d ze wzorów (2.30) i (2.31) zachodzi nierówność 1 > d >

c. Funkcje autokorelacji dla wariancji aktualnej i kwadratów logarytmicznych stóp
zwrotu implikują, że σ2

n oraz y2
n mają postać procesu ARMA(1,1), przy czym mają

wspólny parametr autoregresji e−λ∆, który dla typowych wartości parametru (λ ∈
(0, 1)) i długości przedziału (0 < ∆ 6 1) przyjmuje wartość bliską 1. Parametr
średniej ruchomej wyznacza się numerycznie10. Parametr średniej ruchomej co do
wartości bezwzględnej jest większy dla y2

n niż dla σ2
n. W konsekwencji korelogram

dla y2
n znacznie gorzej niż w przypadku σ2

n pokazywałby (zmienność aktualna jest
nieobserwowana, możemy tylko wyznaczyć jej oszacowanie), że proces generujący
dane jest postaci ARMA(1,1). Na rysunku 2.4 zależności pomiędzy składnikami
AR(1) a parametrem średniej ruchomej MA(1) odpowiednio dla σ2

n (a) i y2
n (b). Na

obu wykresach przedstawiono punkt dla ∆ = 1 i λ = 0, 1, co oznacza składnik AR(1)
o wartości w przybliżeniu równym 0, 905. Odpowiada to w przypadku zmienności

10Model ARMA(1,1) ma funkcję korelacji postaci r(s) = αr(s− 1), s > 2 , gdzie α jest parame-
trem składnika autokorelacji, natomiast parametr β odpowiadający średniej ruchomej wyznacza się
numerycznie rozwiązując równanie r(1) = (α+ β)/(1 + β2 + 2αβ) (por. Maddala (2008, str. 588)).
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aktualnej wartości składnika MA(1) równego w przybliżeniu 0, 268, a dla kwadratów
stóp zwrotu −0, 782.

Malejąca wykładniczo funkcja autokorelacji dla kwadratów stóp zwrotu zazwy-
czaj nie jest zgodna z obserwowanymi własnościami finansowych szeregów czaso-
wych. Wielu autorów sugeruje, że funkcja autokorelacji dla kwadratów stóp zwrotu
powinna przyjmować raczej postać funkcji potęgowej o ujemnym wykładniku (por.
Gopikrishnan i in. (2000), Cont (2007), Kliber (2013, str. 52)).
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Rysunek 2.4: Zależność pomiędzy parametrem autoregresyjnym AR(1) a parametrem

średniej ruchomej MA(1) odpowiednio dla σ2
n (a) i y2

n (b), przy czym zaznaczono punkt

dla ∆ = 1 i λ = 0, 1.
Źródło: opracowanie własne.

2.3 Złożenie procesów zmienności

Podstawowy model stochastycznej zmienności BNS mimo wielu własności zgodnych
z obserwowanymi empirycznie szeregami czasowymi, posiada pewne ograniczenia.
Jednym z nich jest struktura typu ARMA(1,1) dla autokorelacji kwadratów loga-
rytmicznych stóp zwrotu opisana wzorem (2.30). Choć taką samą strukturę korelacji
ma powszechnie używany model GARCH(1,1), a także model stochastycznej zmien-
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ności CEV11, to jednak uważa się to za wadę, a nie zaletę. Proces ARMA(1,1) jest
procesem z krótką pamięcią. W szczególności dla funkcji autokorelacji kwadratów
stóp zwrotu w modelu BNS zachodzi

+∞∑
s=−∞

|r(s)| =
+∞∑
s=−∞

ce−λ|∆s| = c
1 + eλ∆

1− eλ∆ < +∞.

Natomiast obserwacje finansowych szeregów czasowych sugerują, że kwadraty stóp
zwrotu mogą charakteryzować się długą pamięcią (por. Kliber (2013, str. 52)).
Autokorelacja kwadratów logarytmicznych stóp zwrotu maleje początkowo szybko,
a potem od pewnego momentu dużo wolniej, zachowując wartości istotnie różne
od zera nawet dla bardzo długich opóźnień. Wyklucza to funkcję autokorelacji w
postaci przeskalowanej funkcji wykładniczej. Lepsze dopasowanie uzyskuje się wy-
korzystując przeskalowane funkcje potęgowe. Są to funkcje autokorelacji odpowiada-
jące procesom o długiej pamięci. Część autorów kwestionuje istnienie długiej pamięci
i występujące anomalie wiążą z niestacjonarnością szeregów czasowych (Mikosch i
Starica, 2000). Inni autorzy wskazują na niedoskonałości procedur testowania dłu-
giej pamięci i uważają istnienie długiej pamięci za kwestię otwartą (Cont, 2005).
Nie zawsze także badania empiryczne potwierdzają istnienie długiej pamięci (Gie-
rej, 2008).

W celu uzyskania bardziej zbliżonej z obserwacjami funkcji autokorelacji dla kwa-
dratów stóp zwrotów (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b) zaproponowali złożenie
(superposition) kilku procesów zmienności w postaci sumy.

Definicja 2.2.

Złożeniem procesów Ornsteina-Uhlenbecka o rozkładzie stacjonarnym D nazywamy
proces wariancji chwilowej (σ2(t))t>0 powstały jako suma

σ2(t) =
P∑
p=1

σ2
p(t) (2.32)

niezależnych dostatnich niegaussowskich procesów Ornsteina-Uhlenbecka o stacjo-
narnych rozkładach należących do jednej rodziny rozkładów samorozkładalnych D

11Model stochastycznej zmienności CEV, ma taką samą postać funkcji autokorelacji dla procesu
wariancji chwilowej co model BNS. Jeżeli w modelu CEV składniki losowe procesu cen instrumentu
finansowego i zmienności są nieskorelowane, to postać autokorelacji kwadratów logarytmicznych
stóp zwrotu jest dokładnie taka sama jak w modelu BNS (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b).
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zamkniętej ze względu na splot i spełniającymi dla p = 1, ..., P stochastyczne równa-
nia różniczkowe

dσ2
p(t) = −λpσ2(t)dt+ dZp(λpt), σ2(0) > 0, (2.33)

gdzie (Z1(λ1t))t>0 , ..., (ZP (λP t))t>0 są niezależnymi procesami podporządkowanymi.

Złożenie procesów Ornsteina-Uhlenbecka o rozkładzie stacjonarnym D można w
skrócie zapisać jako proces D−supOUP . Identyfikacja modelu wymaga, aby przyjąć
dodatkowe założenie dla parametrów λ1, ..., λP np. λ1 < λ2 < ... < λP .

Liniowa postać złożenia (2.32) oraz założenie o niezależności procesów BDLP
powoduje że wariancje scałkowane i aktualne są również sumami

σ2∗(t) =
P∑
p=1

σ2∗
p (t), σ2

n =
P∑
p=1

σ2
p,n.

Przykładami rodzin rozkładów samorozkładalnych zamkniętych ze względu na
splot są gamma i odwrotny Gaussa. Natomiast rodzina uogólnionych rozkładów
odwrotnych Gaussa nie jest zamknięta ze względu na splot poza tymi dwoma szcze-
gólnymi przypadkami. Jeżeli Xp ∼ Ga(νp, α), dla p = 1, ..., n, to suma X

d= X1 +
X2, ..., XP ma rozkład Ga(∑P

p=1 νp, α). Podobnie można pokazać w przypadku roz-
kładu odwrotnego Gaussa: jeżeli Xp ∼ IG(δp, γ), dla p = 1, ..., n, to suma X d= X1 +
X2, ..., XP ma rozkład IG(∑P

p=1 δp, γ). Dodatkowo przyjmując dla rozkładu gamma
ν = ∑P

p=1 νp oraz wp = νp/ν oraz dla rozkładu odwrotnego Gaussa δ = ∑P
p=1 δp oraz

wp = δp/δ otrzymujemy

EXp = wpξ oraz Var(Xp) = wpω
2, (2.34)

gdzie EX = ξ oraz Var(X) = ω2. Pozwala to na skonstruowanie procesu D−supOUP

o rozkładzie stacjonarnym gamma lub odwrotny Gaussa, dla których każda ze skła-
dowych procesów złożenia

(
σ2
p(t)

)
t>0

ma taki sam stosunek wartości oczekiwanej do
wariancji rozkładu stacjonarnego ξp/ω2

p jak suma
(
σ2
p(t)

)
t>0

dana wzorem (2.32):

ξp
ω2
p

= wpξ

wpω2 = ξ

ω2 .

W konsekwencji można otrzymać proces D − supOUP o takim samym o rozkładzie
co D − OU, ale o bogatszej strukturze autokorelacji procesu wariancji chwilowej.
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Funkcja ta przyjmuje dla złożenia (2.32) postać

r(t) =
P∑
p=1

wprp(t) =
P∑
p=1

wpe
−λp|t| (2.35)

gdzie wagi wp, ..., wP są nieujemne i sumują się do 1. W konsekwencji funkcja auto-
korelacji kwadratów stóp zwrotów przyjmuje postać

cor
(
y2
n, y

2
n+s

)
=

P∑
p=1

cpe
−λ∆(s−1), (2.36)

gdzie

cp =
wp/λ

2
p

(
1− e−λp∆

)2

6∑P
p=1wp/λ

2
p (e−λp∆ − 1 + λp∆) + 2∆2(∑P

p=1 ξ)2/(∑p
p=1 ωp)2.

Należy zwrócić uwagę, że kwadraty stóp zwrotu dla proces wariancji chwilowej
supOU mają nadal krótką pamięć, ponieważ ich funkcja autokorelacji jest skończoną
sumą funkcji autokorelacji o skończonych sumach. Natomiast funkcja autokorelacji
dana wzorem (2.36) ma dużo lepsze dopasowanie do empirycznej funkcji auokore-
lacji niż model bez złożenia. Badania empiryczne z wykorzystaniem modelu BNS
wskazują, że z reguły złożenie dwóch procesów zmienności dostarcza odpowied-
nie dopasowanie do danych empirycznych (por. Griffin i Steel (2010) oraz Taufer
i in. (2011)). Procesy te można następująco interpretować: pierwszy o dużej warto-
ści parametru λ odpowiada za duże, ale rzadkie skoki zmienności, natomiast drugi
(o mniejszej wartości parametru λ) za małe, ale częstsze skoki zmienności. Jest
to zgodne z oberwacjami m.in Alizadeh i in. (2002) oraz Lebaron (2001), którzy
zaproponowali użycie modeli stochastycznej zmienności o dwóch składnikach (nie
będących niegaussowskimi procesami Ornsteina-Uhlenbecka): jednym odpowiadają-
cym za długookresową, a drugi za krótkookresową dynamikę zmienności. Podobnie,
na istnienie dwóch czynników w zmienności stóp zwrotu, jednego o bardzo krótkiej,
a drugiego o długiej persystencji wskazali Andersen i in. (2002).

Na rysunku 2.5 przedstawiono wykresy funkcji autokorelacji dla pojedynczej
funkcji wariancji chwilowej oraz dla złożenia dwóch i trzech funkcji zmienności. Dla
uproszczenia przyjęto ∆ = 1 oraz równe wagi.
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Rysunek 2.5: Funkcje autokorelacji dla jednego procesu zmienności o parametrze λ = 1

(kolor czerwony), dwóch procesów o parametrach λ = 1 oraz λ = 0, 1(kolor zielony) i

trzech procesów zmienności o parametrach λ = 1, λ = 0, 1 oraz λ = 0, 01 (kolor

niebieski). Dla uproszczenia zapisu przyjęto ∆ = 1.
Źródło: opracowanie własne.

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) wskazali również, że można uogólnić złoże-
nie skończonej ilości procesów zmienności na przypadek złożenia nieskończonej ilości,
co pozwala uzyskać funkcję autokorelacji procesu wariancji chwilowej z długą pamię-
cią. Zwiększając liczbę składników we wzorze 2.32 można w granicy przy P → +∞
otrzymać proces ciągłego złożenia procesów zmienności, dla którego funkcja auto-
korelacji przyjmuje postać

r(t) = (1 + λ|t|)−2(1−H) , (2.37)

gdzie H ∈ (1
2 , 1) jest parametrem długiej pamięci. Griffin i Steel (2010) zapropono-

wali, aby złożenie procesów zmienności w niegaussowskich modelach stochastycznej
zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka zapisać w postaci

σ2(t) =
∫
σ2
λ(t)dF (λ), (2.38)

gdzie F jest rozkładem prawdopodobieństwa, który Griffin i Steel (2010) nazwali
rozkładem miksującym. Funkcja autokorelacji procesu (σ2(t))t>0 przyjmuje wówczas
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postać
r(t) =

∫
exp (−λ|t|) dF (λ). (2.39)

Wybór rozkładu determinuje postać funkcji autokorelacji. W szczególności rozkład
dyskretny o skończonej liczbie punktów z dodatnim prawdopodobieństwem prowa-
dzi do funkcji autokorelacji postaci 2.35. Natomiast rozkład gamma o parametrze
kształtu α i skali φ prowadzi do funkcji autokorelacji postaci

r(t) =
(

1 + |t|
φ

)−α
, (2.40)

co odpowiada wzorowi (2.37) dla λ = 1/φ oraz H = 1− α
2 .

2.4 Efekt dźwigni

Kolejne rozszerzenie podstawowego modelu stochastycznej zmienności BNS polega
na uwzględnieniu w modelu „efektu dźwigni”, czyli ujemnej korelacji pomiędzy war-
tościami stóp zwrotu i miernikami ich zmienności. Obserwacja szeregów finansowych,
szczególnie giełdowych, wskazuje, że zachowanie inwestorów jest niesymetryczne, to
znaczy inaczej zachowują się w przypadku pojawienia się korzystnej i niekorzystnej
informacji. Okazuje się, że w odpowiedzi na „złe informacje” wzrost zmienności jest
większy niż w przypadku „dobrych informacji”. Większa zmienność w przypadku
niekorzystnej informacji implikuje także większe prawdopodobieństwo wystąpienia
skrajnie ujemnych wartości stóp zwrotu niż skrajnie dodatnich wartości w przypadku
korzystnej informacji.

Efekt dźwigni po raz pierwszy pojawił się w badaniach ekonomicznych za sprawą
pracy Black (1976). Black zauważył, że zmienność rośnie, gdy cena aktywa spada.
Zaproponował następujące wytłumaczenie: spadek cen akcji danej spółki powoduje
identyczny spadek kapitału własnego spółki; jednocześnie rynkowa cena długu pozo-
staje niezmieniona, co powoduje wzrost współczynnika zadłużenia do kapitału wła-
snego (debt-to-equity ratio) tzw. „dźwigni finansowej”. Teoretyczne uzasadnienie „e-
fektu dźwigni” w obrębie twierdzeń Modigiliani-Millera (fundamentalnych twierdzeń
dotyczących finansów przedsiębiorstw) zostało przedstawione w Christie (1982).
Efekt dźwigni został uwzględniony w uogólnieniach modelu GARCH m.in EGARCH
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(Nelson, 1991) i GJR-GARCH (Glosten i in., 1993) oraz w modelach stochastycznej
zmienności opartych o transformację logarytmiczną Ornsteina-Uhlenbecka (Jacquier
i in., 1999), czy modelu Hestona (Heston, 1993).

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zaproponowali uwzględnienie efektu dźwi-
gni w modelu BNS zarówno w modelu bez złożenia jak i ze złożenia procesów wa-
riancji chwilowej.

Definicja 2.3.

Modelem stochastycznej zmienności Bandorffa-Nielsena i Shepharda z efektem dźwi-
gni nazywamy model stochastycznej zmienności, w którym proces logarytmicznych
cen (Y (t))t>0 spełnia następujące równanie

dY (t) =
(
µ+ βσ2(t)

)
dt+ σ(t)dW (t) + ρdZ̄(λt), Y (0) = 0, (2.41)

gdzie
(
Z̄(λt)

)
t>0

jest skompensowanym procesem podporządkowanym postaci

Z̄(λt) = Z(λt)− E (Z(λt)) ,

gdzie µ, β, ρ ∈ R, λ ∈ R+, natomiast proces wariancji chwilowej (σ2(t))t>0 jest
zdefiniowany zgodnie z definicją 2.1 modelu BNS.

Parametr ρ mierzy siłę korelacji pomiędzy stopami stóp zwrotu a ich zmienno-
ścią i zgodnie z teorią powinien przyjmować wartości ujemne. Kolejną konsekwencją
uwzględnienia efektu dźwigni jest nieciągłość trajektorii procesu logarytmów cen.
Za punkty nieciągłości odpowiada wprowadzony we wzorze (2.41) składnik dZ(λt).

Efekt dźwigni wpływa na własności logarytmicznych stóp zwrotu. Warunkowy
rozkład logarytmicznych stóp zwrotu przyjmuje postać

yn ∼ N
(
µ∆ + βσ2

n + ρz̄n, σ
2
n

)
, (2.42)

gdzie

z̄n =
∫ ∆n

∆(n−1)
dZ̄ − λ∆E (Z(1)) = Z(λ∆n)− Z(λ∆(n− 1))− λ∆ξ,

ξ = E (σ2(t)) = E (Z(1)). Ponadto efekt dźwigni przejawia się w skorelowaniu stóp
zwrotu z kwadratami stóp zwrotu i autokorelacji kwadratów stóp zwrotu

cov
(
yn, y

2
n+s

)
= E

(
yny

2
n+s

)
= ρκ2e

−λ∆(s−1), (2.43)

cov
(
y2
n, y

2
n+s

)
=
(
κ2

2λ2 + ρ2µ3

)
e−λ∆(s−1), (2.44)
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gdzie κ2 oraz µ3 są odpowiednio kumulantą drugiego rzędu i momentem trzeciego
rzędu zmiennej losowej Z(1).

Uwzględnienie efektu dźwigni zgodnie ze wzorem (2.41) przejawia się m.in. w
ujemnej zależności pomiędzy zwrotami i kwadratami zwrotów, przy czym kwadraty
stóp zwrotu uważa się za najprostszą miarą zmienności procesu logarytmu cen.

Wykładnicza względem opóźnienia postać zależności (2.43) i (2.44) jest taka
sama jak modelu QARCH (quadratic ARCH ) zaproponowanym przez Sentana (1995).
Ponadto ze względu na występowania we wzorze (2.44) parametru µ3 wynika, że
asymetria prawostronna (lewostronna) procesu BDPL powoduje wzrost (spadek)
autokorelacji kwadratów stóp zwrotu. Zazwyczaj procesy BDPL mają prawostronną
asymetrię (np. procesy BDPL dla procesów wariancji chwilowej Ga-OU oraz IG-
OU).

Efekt dźwigni można także uogólnić na przypadek złożenia p procesów wariancji
chwilowej pozwalając, aby z każdym skompensowanym procesem BDPL związany
był osobny parametr ρj.

Definicja 2.4.

Modelem stochastycznej zmienności Bandorffa-Nielsena i Shepharda ze złożeniem
procesów zmienności i efektem dźwigni nazywamy model stochastycznej zmienności,
w którym proces logarytmu cen (Y (t))t>0 spełnia następujące równanie

dY (t) =
(
µ+ βσ2(t)

)
dt+ σ(t)dW (t) +

P∑
p=1

ρpdZ̄p(λpt)., lnS(0) = 0, (2.45)

gdzie proces wariancji chwilowej (σ2(t))t>0 jest złożeniem procesów wariancji chwi-
lowej (σ2

1(t))t>0 , ..., (σ2
P (t))t>0 zgodnie z definicją 2.2 oraz

(
Z̄p(λpt)

)
t>0

dla p=1,...,P
są skompensowanymi procesami podporządkowanymi postaci

Z̄p(λt) = Zp(λpt)− E (Zp(λpt)) ,

gdzie µ, β, ρ1, ..., ρp ∈ R, λ1, ..., λP ∈ R+.

Model stochastycznej zmienności ze złożeniem procesów zmienności i efektem
dźwigni jest najbardziej ogólnym i najbardziej elastycznym modelem stochastycznej
zmienności z zaproponowanych przez Bandorffa-Nielsena i Shepharda w początkowej
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pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b). Model ten pozwala zarówno skonstru-
ować proces wariancji mający bardziej realistyczną strukturę korelacji i uchwycić
efekt dźwigni. Postać równania (2.45) pozwala przypisać każdemu z skompensowa-
nych procesów BDPL oddzielnego parametru ρp.

2.5 Rozkłady stacjonarne procesu wariancji chwi-

lowej

Niegaussowskie procesy Ornsteina-Uhlenbecka pozwalają na zastosowanie szerokiej
klasy rozkładów samorozkładalnych do modelowania rozkładu stacjonarnego procesu
wariancji chwilowej. Jednak nie wszystkie rozkłady samorozkładalne mogą zostać
użyte jako rozkład stacjonarny procesu wariancji chwilowej, ponieważ klasa ta obej-
muje również rozkłady o nośniku funkcji gęstości obejmującym cały zbiór liczb rze-
czywistych. Z natury zjawiska zmienności wynika, że jej rozkład stacjonarny powi-
nien być nieujemny. Przykładami rozkładów samorozkładalnych, które nie mogą być
użyte są rozkłady normalny oraz normalny odwrotny Gaussa NIG. Poniżej zostannie
przedstawione przegląd rozkładów jakie mogą być użyte jako rozkład stacjonarny
w niegaussowskich modelach stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka.
Niegaussowskie modele stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka można
również tworzyć przez wybór prowadzącego procesu Lévy’ego ukrytego w tle (BDLP)
(por. twierdzenie 2.2). W pracach James i in. (2013) oraz James i in. (2018) roz-
ważany był przypadek, w którym procesem BDLP był proces gamma, a w pracy
Zhang (2011) proces temperowany stabilny.

1. Uogólniony odwrotny rozkład Gaussa GIG

Uogólniony odwrotny rozkład Gaussa GIG(ν, δ, γ) (Generalized Inverse Gaus-
sian) ma funkcję gęstości daną wzorem

fGIG(x) = (γ/δ)ν

2Kν(δγ)x
ν−1 exp

(
−δ

2x−1 + γ2x

2

)
,

gdzie δ > 0, γ > 0, ν ∈ R, Kν(x) jest zmodyfikowaną funkcją Bessela trzeciego
rodzaju.
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Funkcja charakterystyczna uogólnionego odwrotnego rozkładu Gaussa przyjmuje
postać

ϕGIG (ζ; ν, δ, γ) = 1
Kν(δγ)

(
1− 2iζ

γ2

) ν
2

Kν

(
δγ

√
1− 2iζ

γ2

)
.

Specjalnym przypadkami rozkładu uogólnionego odwrotnego Gaussa są rozkład
gamma (GIG(ν, 0,

√
2α) = Ga(ν, α)), rozkład odwrotny Gaussa

(GIG(−1/2, δ, γ) = IG(δ, γ)), dodatni rozkład hiperbolicznyGIG(1, δ, γ) = PH(δ, γ)
oraz odwrotny gamma GIG(−ν,

√
2α, 0) = IGa(ν, α).

Momenty rozkładu GIG(ν, δ, γ) można wyznaczać ze wzoru

E
(
Xk
)

=
(
δ

γ

)k
Kν+k(δγ)
Kν(δγ) , dla k ∈ Z+.

Rozkład GIG został po raz pierwszy użyty przez Good (1953). Blæsild (1978)
podał wzory na momnety i kumulanty rozkładu GIG. Samorozkładalność rozkładu
GIG udowodnił Halgreen (1979). Barndorff-Nielsen (1978) jako pierwszy przedstawił
uogólniony odwrotny rozkład Gaussa jako rozkład miksujący w normalnych miesza-
ninach średnio-wariacyjnych dla uogólnionego rozkładu hiperbolicznego.

Użycie tego rozkładu w niegaussowskich modelach stochastycznej zmienności
ogranicza to, że rozkład ten poza specjalnymi przypadkami (rozkłady odwrotny
Gaussa i gamma) nie jest zamknięty ze względu na splot i nie można procesów supOU
o stacjonarnym rozkładzie uogólnionym odwrotnym Gaussa zgodnie z definicją 2.2.

Uogólniony odwrotny rozkład Gaussa został wykorzystany jako rozkład stacjo-
narny procesu wariancji chwilowej w pracy Gander i Stephens (2007b) w estymacji
za pomocą metod Monte Carlo opartych na łańcuchach Markowa w badaniu do-
tyczącym spółek pochodzących z amerykańskiego rynku finansowego. Ponadto w
pracy Taufer i in. (2011) przedstawiono jak wykorzystać uogólniony odwrotny roz-
kład Gaussa jako rozkład stacjonarny procesu wariancji chwilowej w metodzie em-
pirycznych funkcji charakterystycznych, ale w badaniu empirycznym (kurs indeksu
S&P50012) zastosowano tylko specjalny przypadek: rozkład odwrotny Gaussa.

12S&P500 to indeks giełdowy, w skład którego wchodzi 500 przedsiębiorstw o największej kapi-
talizacji, notowanych na New York Stock Exchange i NASDAQ.
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2. Rozkład gamma

Rozkład gamma Ga(ν, α) ma gęstość daną wzorem

fGa (x; ν, α) = αν

Γ(ν)x
ν−1 exp (−αx)1(0,+∞)(x),

gdzie Γ(·) oznacza funkcję gamma.
Parametr ν jest nazywany parametrem kształtu, natomiast 1/α parametrem

skali. Specjalnymi przypadkami rozkładu gamma są rozkłady wykładniczy (ν = 1),
Erlanga (ν ∈ N) oraz Chi-kwadrat (α = 1/2, ν = k/2, k ∈ N). Rozkład odwrotny
gamma jest specjalnym przypadkiem rozkładu Pearsona III typu.

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X o rozkładzie gamma przyjmuje
postać

ϕGa (ζ; ν, α) =
(

1− iζ

α

)−ν
.

Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowejX o rozkładzie gamma Ga(ν, α)
są równe odpowiednio

EX = ν

α
oraz Var(X) = ν

α2 .

Rozkład gamma jest zamknięty ze względu na sploty: jeżeli Xp ∼ Ga(νp, α), dla
p = 1, ..., n, to suma X d= X1 +X2 + ...+XP ma rozkład Ga(∑P

p=1 νp, α). Może być
wykorzystany do tworzenia procesów supOU zgodnie z definicją 2.2.

Nicolato i Venardos (2003) podali analityczne wzory na wycenę opcji europejskich
w niegaussowskich modelach stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka
z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej gamma. Nicolato i Venar-
dos (2003) przedstawili również wyniki kalibracji modelu do europejskich opcji
kupna dla kursu indeksu S&P500.

Niegaussowskie procesy Ornsteina-Uhlenbecka o rozkładzie stacjonarnym gamma
są jedynymi rozpatrywanymi w literaturze procesami tego typu o skończonej ilości
skoków w jednostce czasu (skończonej aktywności).

Rozkład gamma jest najczęściej wykorzystywanym rozkładem stacjonarnym pro-
cesu wariancji chwilowej w niegaussowskich modelach stochastycznej zmienności
typu Ornsteina-Uhlenbecka. Został użyty w między innymi następujących pracach:
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Roberts i in. (2004), Gander i Stephens (2007b) (jako jeden ze specjalnych przy-
padków rokzładu GIG), Frühwirth-Schnatter i Sögner (2009), Griffin i Steel (2010)
(w modelu z ciągłym złożeniem procesów zmienności) w estymacji za pomocą me-
tod Monte Carlo opartych na łańcuchach Markowa, Hubalek i Posedel (2011) w
estymacji za pomocą funkcji estymujących, Benth i in. (2017) w kalibracji modelu
kontraktów na certyfikatach do emisji dwutlenku węgla (UE ETS) notowanymi na
giełdzie Nord Pool13.

3. Rozkład odwrotny Gaussa

Rozkład odwrotny Gaussa IG(δ, γ) ma gęstość daną wzorem

fIG (x; δ, γ) = δ√
2π

exp (δγ)x−3/2 exp
(
−δ

2x−1 + γ2x

2

)
1(0,+∞)(x).

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X o rozkładzie odwrotnym Gaussa
przyjmuje postać

ϕIG (ζ; δ, γ) = exp
[
−δ

(√
−2iζ + γ2 − γ

)]
.

Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkładzie odwrotnym
Gaussa IG(δ, γ) są równe odpowiednio

EX = δ

γ
oraz Var(X) = δ

γ3 .

Nazwa rozkładu pochodzi od procesu Wienera, zwanego również procesem Gaussa.
Niech

(
W̃ (t)

)
t>0

będzie standardowym procesem Wienera z dryfem γ i parametrem
dyfuzji σ = 1. Wówczas czas osiągnięcia przez ten proces wartości δ > 0 jest zmienną
losową o rozkładzie IG(δ, γ).

Rozkład odwrotny Gaussa jest zamknięty ze względu na sploty: jeżeli Xp ∼
IG(δp, γ), dla p = 1, ..., n, to suma X d= X1+X2+...+XP ma rozkład IG(∑P

p=1 δp, γ).
Może być, podobnie jak rozkład gamma, wykorzystany do tworzenia procesów su-
pOU zgodnie z definicją 2.2.

Nicolato i Venardos (2003) podali analityczne wzory na wycenę opcji europejskich
w niegaussowskich modelach stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka

13Giełda Nord Pool (Nordic Energy Pool) jest zaliczana do najbardziej rozwiniętych giełd energii
elektrycznej na świecie.
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z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej odwrotnym Gaussa oraz
przedstawili wyniki kalibracji modelu do europejskich opcji kupna dla kursu indeksu
S&P500.

Proces odwrotny Gaussa został wykorzystany jako rozkład stacjonarny procesu
wariancji chwilowej w następujących pracach: Gander i Stephens (2007b) w esty-
macji za pomocą metod MCMC w badaniu dotyczącym spółek pochodzących z
amerykańskiego rynku finansowego, Lindberg (2008) w aproksymacji zmienności za
pomocą wielkości obrotu i estymacji metodą najwiekszej wiarygodności w badaniu
dotyczącym stóp zwrotu z akcji spłólki Ericsson B notowanej na sztokholmskiej
giełdzie OMX Stockholmsbörsen, Taufer i in. (2011) do estymacji metodą empirycz-
nych funkcji empirycznych dla modelowania zmienności indeksu S&P500, Benth i
in. (2017) w kalibracji modelu kontraktów na certyfikatach do emisji dwutlenku
węgla (UE ETS) notowanymi na giełdzie Nord Pool.

4. Dodatni rozkład hiperboliczny

Dodatni rozkład hiperboliczny PH(δ, γ) (Positive Hyperbolic) ma funkcję gęstości
daną wzorem

fPH(x) = (γ/δ)
2K1(δγ) exp

(
−δ

2x−1 + γ2x

2

)
,

gdzie δ > 0, γ > 0, K1(x) jest zmodyfikowaną funkcją Bessela trzeciego rodzaju.
Funkcja charakterystyczna dodatniego rozkładu hiperbolicznego PH(δ, γ) przyj-

muje postać

ϕPH (ζ; δ, γ) = 1
K1(δγ)

(
1− 2iζ

γ2

) 1
2

K1

(
δγ

√
1− 2iζ

γ2

)
.

Momenty rozkładu PH(δ, γ) można wyznaczać ze wzoru

E
(
Xk
)

=
(
δ

γ

)k
Kk+1(δγ)
K1(δγ) , dla k ∈ Z+.

Dodatni rozkład hiperboliczny został zastosowany jako rozkład stacjonarny pro-
cesu wariancji chwilowej jedynie w pracy Gander i Stephens (2007b) jako specjalny
przypadek uogólnionego odwrotnego rozkładu Gaussa.
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5. Rozkład odwrotny gamma

Rozkład odwrotny gamma IGa(ν, α) ma funkcję gęstości daną wzorem

fIGa (x; ν, α) = αν

Γ(ν)x
−ν−1 exp

(
−αx−1

)
1(0,+∞)(x),

gdzie Γ(·) oznacza funkcję gamma. Parametr ν jest nazywany parametrem kształtu,
natomiast α parametrem skali.

Funkcja charakterystyczna rozkładu odwrotny gamma IGa(ν, α) przyjmuje po-
stać

ϕIGa (ζ; ν, α) = 2 (−iαζ)ν/2

Γ(ν) K1

(√
−4iαζ

)
.

Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkładzie odwrotnym
gamma IG(δ, γ) są równe odpowiednio

EX = α

ν − 1 , dla ν > 1

oraz
Var(X) = α

(ν − 1)2(ν − 2) , dla ν > 2.

Rozkład odwrotny gamma jest ściśle związany z rozkładem gamma: jeżeli zmienna
losowa X ma rozkład gamma Ga(ν, α), to zmienna losowa 1

X
ma rozkład IGa(ν, α).

Rozkład odwrotny gamma jest rozkładem Pearsona V typu.
Rozkład odwrotny gamma podobnie jak dodatni rozkład hiperboliczny został

wykorzystany jako rozkład stacjonarny procesu wariancji chwilowej jedynie w pracy
Gander i Stephens (2007b).

6. Temperowany rozkład stabilny

Temperowany rozkład stabilny o parametrach 0 < κ < 1, ν, α > 0 ma funkcję
gęstości daną wzorem

fTS (x;κ, ν, α) = eναfY |κ,ν(x) exp
(
−α1/κx/2

)
1(0,+∞)(x),

gdzie

fY |κ,ν(x) = ν−1/κ

2π

+∞∑
j=1

(−1)j−1

j! sin(jκπ)Γ(jκ+ 1)2jκ+1
(

x

ν1/κ

)−kκ−1
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jest gęstością dodatniego κ-stabilnego rozkładu14. Nazwa rozkładu wynika z tego,
że rozkłady te powstają przez „wygaszanie” („temperowanie”) ogonów rozkładu κ-
stabilnego (Kliber, 2013, str. 159). Temperowane rozkłady stabline zaproponował
Tweedie (1984). Hougaard (1986) wykorzystał je w analizie przeżycia.

Specjalnym przypadkiem rozkładu stabilnego jest rozkład odwrotny Gaussa
TS(1/2, γ, 1/δ) = IG(δ, γ), a granicznym przypadkiem przy κ → 0 jest rozkład
gamma.

Funkcja charakterystyczna temperowanego rozkładu stabilnego TS(κ, ν, α) dana
jest wzorem

ϕTS (ζ;κ, ν, α) = exp
[
να− ν

(
α1/κ − 2iζ

)κ]
.

Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o temperowanym rozkładzie
stabilnym TS(κ, ν, α) są równe odpowiednio

EX = 2νκα
κ−1
κ oraz Var(X) = 4νκ(1− κ)α

κ−2
κ .

Temperowany rozkład stabilny jest zamknięty ze względu na sploty: jeżeli Xp ∼
TS(κ, νp, α), dla p = 1, ..., P , to suma X

d= X1 + X2 + ... + XP ma rozkład
TS(κ,∑P

p=1 νp, α). Może zatem być wykorzystany do tworzenia procesów supOU
zgodnie z definicją 2.2.

Temperowany rozkład stabilny został zastosowany jako rozkład stacjonarny pro-
cesu wariancji chwilowej w pracach Gander i Stephens (2007b), Andrieu i in. (2010)
(estymacja za pomocą cząsteczkowych Markowskih Łańcuchów Monte Carlo, Par-
ticle Markov Chain Monte Carlo) oraz Taufer i in. (2011).

7. Rozkład log-normalny

Rozkład log-normalny LN(µ, σ2) ma funkcję gęstości daną wzorem

fLN (x;µ, σ) = 1√
2πσx

exp
(
−(ln x− µ)2

2σ2

)
1(0,+∞)(x),

gdzie µ ∈ R, σ > 0. Jeżeli zmienna losowa X ma rozkład log-normalny LN(µ, σ2), to
zmienna losowa lnX ma rozkład normalny N(µ, σ2).

14W literaturze rozkłady te są nazywane α-stabilnymi. Tu została użyta inna notacja dla ujed-
nolicenia zapisu.
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Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkładzie LN(µ, σ2) są
równe odpowiednio

EX = eµ+σ2/2, Var(X) = (eσ2 − 1)e2µ+σ2
.

Rozkład log-normalny jest rozkładem sanorozkładalnym (dowód przedstawił Bon-
desson (1982)) i nieskończenie podzielnym, ale nie jest znana postać gęstości Lévy’ego
dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka o takim rozkładzie (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2003).

2.6 Wariancja zrealizowana

Jedną z najważniejszych nowości w badaniach nad zmiennością finansowych szere-
gów czasowych ostatnich lat jest wprowadzenie zagadnienia wariancji zrealizowanej.

Główną powodem pojawienia się tej tematyki jest wzrost dostępności danych
wysokiej częstotliwości np. zwrotów obserwowanych co 10, 5, 1 minutę, a nawet
danych transakcyjnych. To naturalnie przekierowało zainteresowanie od modeli z
czasem dyskretnym do modeli z czasem ciągłym, w których można zmieniać często-
tliwość obserwacji szeregów czasowych, a wartości obserwowane według mniejszej
częstotliwości można uzyskać poprzez sumowanie obserwacji według większej czę-
stotliwości. Miarą zmienności powstałą zgodnie z tym podejściem jest wariancja zre-
alizowana. Zastosowanie tego miernika zostało zainicjowane przez prace Andersena
i in. (1999) oraz Andersen i in. (2001) odnoszące się odpowiednio do rynku walu-
towego i rynku papierów wartościowych. Otrzymane wyniki wskazywały, że jest to
dość dobry miernik zmienności. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) zbadali wła-
sności wariancji zrealizowanej przy dość ogólnych założeniach procesu zmienności.
Dalsze badania doprowadziły do powstania kolejnych mierników zmienności takich
jak wariancja dwupotęgowa i wielopotęgowa (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2004),
wariancja dwuskalowa (Zhang i in., 2005), czy wariacja jądrowa (Barndorff-Nielsen
i in., 2008). Mają on na celu wyeliminowanie pojawiających się dla bardzo wysokich
częstotliwości (odstęp pomiędzy kolejnymi obserwacjami poniżej 1 minuty) efektów
„mikrostruktury rynku”. Do najważniejszych efektów mikrostruktury rynku zalicza
się m.in. dyskretność cen i nieregularne odstępy czasu pomiędzy transakcjami, róż-
nice pomiędzy ceną kupna a ceną sprzedaży (spread), niesynchroniczność handlu,
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niedostateczną płynność (por. Tsay (2005), roz. 5). Szeroko przeprowadzone15 przez
Liu i in. (2015) badania porównawcze wskazują, że estymator wariancji zrealizowanej
wyznaczony na podstawie 5-minutowych zwrotów jest jednym z najlepszych mierni-
ków zmienności.

W tym podrozdziale w oparciu o (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2002; Barndorff-
Nielsen i Shephard, 2004) przedstawione zostanie jak te nowoczesne mierniki zmien-
ności instrumentów finansowych można połączyć z modelami stochastycznej zmien-
ności Ornsteina-Uhlenbecka.

Dla modelu bez efektu dźwigni i przy założeniu µ = β = 0 proces wariacji
kwadratowej procesu logarytmicznych cen (Y (t))t>0 jest równy wariancji scałkowanej
(por. wzór (2.14)). Dla ustalonego t > 0 wariację proces procesu logarytmicznych
cen wyznacza się ze wzoru (por. definicję 1.15):

[Y ]t = plim
M→+∞

M∑
j=1

(y∗(tj)− y∗(tj−1))2 (2.46)

dla dowolnego ciągu podziałów (ΠM)+∞
M=1 odcinka [0, t] takiego, że diam (ΠM) =

0. Wzór (2.46) wskazuje, że dobrym oszacowaniem zmienności aktualnej w danym
dniu jest suma kwadratów zwrotów śróddziennych, przy czym wraz ze wzrostem
częstotliwości powinniśmy otrzymywać co raz dokładniejsze oszacowania dziennej
zmienności. Niestety, graniczne własności wariacji kwadratowej (2.46) ograniczają
wspomniane wcześniej efekty mikrostruktury rynku.

Definicja 2.5.

Wariancją zrealizowaną procesu logarytmicznych cen w okresie n nazywamy sumę

{y}n =
M∑
j=1

(
Y

(
(n− 1)∆ + ∆j

M

)
− Y

(
(n− 1)∆ + ∆(j − 1)

M

))2

, (2.47)

gdzie proces logarytmicznych cen instrumentu finansowego (Y (t))t>0 jest obserwo-
wany M-krotnie w ciągu jednego okresu czasu n o długości ∆.

Zazwyczaj jako ∆ przyjmuje się jeden dzień. Wówczas zwroty wyznaczone w
ciągu dnia nazywane są śróddziennymi. Nic jednak nie stoi na przeszkodzie, aby

15Liu i in. (2015) wykorzystali 400 wariantów mierników zmienności na bazie składającej się z
31 aktywów sposórd 5 klas aktywów, dla szeregów czasowych liczących 11 lat.
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przyjąć jako ∆ np. tydzień a jako zwroty obserwowane w trakcie okresu przyjąć
zwroty dzienne.

Przy założeniu braku efektu mikrostruktury rynku wariancja zrealizowana {y}n
jest zgodnym estymatorem σ2

n (przy M → +∞), a przy dodatkowym założeniu, że
w równaniu (2.3) dla procesu logarytmu cen µ = β = 0 jest również estymatorem
nieobciążonym.

Wariancję zrealizowaną można zdekomponować na dwa składniki

{y}n = σ2
n + un, (2.48)

gdzie un nazywane jest błędem wariancji zrealizowanej, dla którego zachodzi waru-
nek E(un|σ2

n) = 0. Wówczas

E ({y}n) = E
(
σ2
n

)
= ∆ξ, Var ({y}n) = Var

(
σ2
n

)
+ Var (un) ,

cov
(
{y}n , {y}n+s

)
= cov

(
σ2
n, σ

2
n+s

)
.

Przyjmując

σ2
j,n = σ2∗

(
(n− 1)∆ + ∆j

M

)
− σ2∗

(
(n− 1)∆ + ∆(j − 1)

M

)
, (2.49)

otrzymujemy

un =
M∑
j=1

σ2
j,n

(
ε2j,n − 1

)
,

gdzie ε2j,n ∼ i.i.dN(0, 1) są niezależne od σ2
j,n. Dla ustalonego n oraz j = 1, ..M

zmienne losowe σ2
j,n, mają ten sam rozkład, którego parametry można wyznaczyć

ze wzorów na parametry rozkładu zmienności aktualnej dla przedziału czasu ∆/M
(por. wzór (2.29)). Pozwala to na wyznaczenie wariancji un za pomocą wartości
oczekiwanej ξ, wariancji ω2 oraz parametru λ procesu wariancji chwilowej zgodnie
ze wzorem

Var (un) = 2M
[
Var

(
σ2

1,n

)
+
(
Eσ2

1,n

)2
]

=

= 2M
[
2ω2λ−2

(
e−λ∆/M − 1 + λ∆M−1

)
+
(
∆M−1

)2
ξ2
]
. (2.50)
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Można wówczas wyznaczyć funkcję autokorelacji wariancji zrealizowanej

cor
(
{y}n , {y}n+s

)
=

cov
(
σ2
n, σ

2
n+s

)
Var (un) + Var (σ2

n) =

=
λ−2

(
1− e−λ∆

)2
e−λ∆(s−1)

2M
[
2ω2λ−2 (e−λ∆/M − 1 + λ∆M−1) + (∆M−1)2 ξ2

]
+ 2ω2λ−2 (e−λ∆ − 1 + λ∆)

(2.51)

Poza wzorem (2.51) na autokorelację nie zostały wykorzystane własności modelu
BNS. Przedstawione właściwości wariancji zrealizowanej są prawdziwe dla dowol-
nego modelu stochastycznej zmienności, dla którego proces wariancji chwilowej jest
stacjonarny, o wartości oczekiwanej ξ, wariancji ω2 i funkcji autokorelacji r, a rów-
nanie (2.3) opisuje dynamikę procesu logarytmu cen. We wzorze (2.51) zastosowano
postać funkcji autokorelacji procesu wariancji chwilowej dla modelu BNS (taką samą
ma model CEV).

Uwzględnienie złożenia procesów zmienności nieznacznie komplikuje wzór na wa-
riancje błędu wariancji zrealizowanej (2.50). Wariancja σ2

1,n przyjmuje postać

Var
(
σ2

1,n

)
= σ2(t) =

J∑
j=1

Var
(
σ2
j,1,n

)
=

= 2ω2
J∑
j=1

wj
2λ2

j

(
e−λj∆M

−1 − 1 + λj∆M−1
)
. (2.52)

Rysunek 2.6 ilustruje jak wpływ częstotliwości M na dokładność oszacowania
wariancji aktualnej za pomocą wariancji zrealizowanej, przy założeniu braku efektu
mikrostruktury rynku. Pojedyncze okresy n można interpretować jako kolejne dni
obserwacji. Wówczas wartości M=1, 24, 48, 288 oznaczają, że wariancja zrealizo-
wana jest liczona na podstawie obserwacji odpowiednio dziennych (czyli równa jest
kwadratowi zwrotu dziennego), godzinnych, półgodzinnych oraz pięciominutowych.
Widać wyraźnie, że wraz ze wzrostem M rośnie dokładność oszacowania wariancji
aktualnej za pomocą wariancji zrealizowanej. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002)
wykazali, że gdy M → +∞, to

Var
(√

Mun
)

= Var
(√

M({y}n − σ
2
n)
)
−→ 2∆2(ξ2 + ω2).

Oznacza to, że wraz ze wzrostem wartości oczekiwanej (parametr ξ) lub warian-
cji (parametr ω2) rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej rośnie także
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asymptotyczny błąd (przeskalowanej przez
√
M) wariancji zrealizowanej.
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Rysunek 2.6: Wariancja aktualna σn (linia czerwona) oraz wariancja zrealizowana {y}n
(symbol +) dla M = 1, 12, 48, 288. Zastosowano proces wariancji chwilowej o rozkładzie

stacjonarnym gamma o wartości oczekiwanej ξ = 0, 2 i wariancji ω2 = 0, 02 oraz

parametrze λ = 0, 01.
Źródło: opracowanie własne na podstawie Barndorff-Nielsen i Shephard (2002).

Przedstawione wyniki wartości oczekiwanej i wariancji błędu wariancji zrealizo-
wanej zostały wyznaczone przy założeniu µ = β = 0. Jednak wpływ tych parame-
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trów nie jest istotny, gdy M → +∞. Przedstawia to poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 2.5. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) Dla modelu stochastycz-
nej zmienności BNS (ze złożeniem procesów zmienności lub bez), dla którego proces
wariancji chwilowej ma lokalnie ograniczone wahania16 oraz dla każdego ∆ i dla
M → +∞ zachodzi

{y}n − σ2
n√

2∑M
j=1

(
σ2
j,n

)2
d−→ N(0, 1) (2.53)

(zbieżność według rozkładu). Co więcej, przy M → +∞ zachodzi zbieżność (prawie
na pewno)

∆−1M
M∑
j=1

(
σ2
j,n

)2 p.n.−→ σ[4]
n , (2.54)

oraz dla M → +∞ zbieżność (według rozkładu)

√
M
{y}n − σ2

n

σ
[4]
n

d−→ N(0, 1), (2.55)

gdzie

σ[4]
n =

n∆∫
(n−1)∆

σ4(s)ds.

Twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego modelu stochastycznej zmienności,
dla którego proces wariancji chwilowej jest stacjonarny, o wartości oczekiwanej ξ,
wariancji ω2 i funkcji autokorelacji r, a równanie (2.3) opisuje dynamikę procesu
logarytmu cen.

Główny wniosek jaki można wyprowadzić z twierdzenia 2.5 jest taki, że asymp-
totyczny (przy M → +∞) rozkład błędu wariancji zrealizowanej (aż do momentów
stopnia drugiego) nie zależy od wartości parametrów µ i β (wzór 2.53). Co oznacza,
że dla danych wysokiej częstotliwości wpływ dryfu i premii za ryzyko na wariancję
zrealizowaną jest niewielki (co najwyżej od momentów stopnia trzeciego) i można te
parametry w wielu przypadkach w analizie pominąć. Twierdzenie implikuje także, że
wariancja błędu wariancji zależy od poziomu zmienności wyrażonej przez aktualną
kwartyczność σ[4]

n (wzór 2.55). Im większa zmienność tym większa wariancja błędu.
16To znaczy z prawdopodobieństwem 1 trajektorie procesu mają ograniczone wahania na każdym

zwartym przedziale [0,+∞).
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Widać to wyraźnie na rysunku (2.6 d): gdy wariancja aktualna maleje do poziomu
0,25, to wartości wariancji zrealizowanej mają niewielką zmienność i są bliskie war-
tości σ2

n. Natomiast, gdy wariancja aktualna rośnie do 0,75, zmienność oszacowań
wariancji zrealizowanej rośnie.

Twierdzenie 2.5 opiera się na nieobserwowalnych wartościach kwartyczności ak-
tualnej (wzór 2.55) lub sumie kwadratów wariancji aktualnej wysokiej częstotliwości
(wzór 2.53). Można jednak posłużyć się także wartościami obserwowalnymi korzy-
stając z następującej granicy (zbieżność prawie na pewno przy M → +∞)

∆−1M

3

M∑
j=1

y4
j,n

p.n.−→ σ[4]
n ,

gdzie y4
j,n to czwarte potęgi logarytmicznych zwrotów wysokiej częstotliwości

Yj,n = Y

(
(n− 1)∆ + ∆j

M

)
− Y

(
(n− 1)∆ + ∆(j − 1)

M

)
.

Można zatem analogicznie do wzoru (2.53) otrzymać granicę (dla M → +∞)

{y}n − σ2
n√

2
3
∑M
j=1 y

4
j,n

d−→ N(0, 1). (2.56)

Badania Monte Carlo przeprowadzone przez Barndorff-Nielsen i Shephard (2001a)
pokazały, że zbieżność we wzorze (2.56) zachodzi dla bardzo dużych M i znacznie
lepiej zachodzi zbieżność na skali logarytmicznej postaci

ln {y}n − ln σ2
n√√√√√2

3

∑M
j=1 y

4
j,n(∑M

j=1 y
2
j,n

)2

d−→ N(0, 1), (2.57)

która dość dobrze aproksymuje graniczny rozkład dla umiarkowanych wartości pa-
rametru M . Prawy segment rysunku 2.7 pokazuje wykresy kwantyl-kwantyl dla
wystandaryzowanego błędu wariancji zrealizowanej (wzór (2.56)) oraz po transfor-
macji na skalę logarytmiczną (zgodnie ze wzorem (2.57)). Widać, że dla M=24, bez
transformacji rozkład błędu wariancji zrealizowanej znacznie odbiega od rozkładu
normalnego, natomiast po transformacji punkty leżą niemal na linii wyznaczającej
idealną zgodność z rozkładem normalnym. Dla M=288 zbieżność błędu do rozkładu
normalnego jest lepsza, ale nadal wyniki dla transformacji logarytmicznej wska-
zują jeszcze lepsze dopasowanie do rozkładu normalnego. Porównując wyniki dla
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M=24 i M=288 widać także znaczny spadek szerokości wstęgi wyznaczonej przez
błąd standardowy przemnożony przez 1,96 (co odpowiadałoby liniom kwantylowym
dla prawdopodobieństwa 0,95 przy założeniu, że doszło do zbieżności do rozkładu
normalnego) wraz ze wzrostem M.
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Rysunek 2.7: Błąd wariancji zrealizowanej oryginalny (a) oraz po transformacji

logarytmicznej (b) dla symulacji przedstawionej na rysunku 2.6. Linie wyznaczają błąd

standardowy przemnożony przez 1,96 (linie kwantylowe dla prawdopodobieństwa 0,95

przy założeniu, że doszło do zbieżności do rozkładu normalnego). Prawy segment (c)

przedstawia wykresy kwantyl-kwantyl dla wystandaryzowanego błędu oryginalnego

(kolor czerwony) i po transformacji logarytmicznej (kolor turkusowy). Górny panel

przedstawia wyniki dla M=24, dolny dla M=288.
Źródło: opracowanie własne na podstawie Barndorff-Nielsen i Shephard (2001a).
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3.1 Uwagi wstępne

Estymacja niegaussowskich modeli stochastycznej zmienności jest trudna i wiele
opracowań zostało poświęcona temu zagadnieniu z wykorzystaniem bardzo różnych
metod. Podstawowa trudność wspólna wszystkim modelom stochastycznej zmien-
ności jest występowanie w modelu zmiennych ukrytych (por. Kim i in. (1998), Pa-
jor (2003)). Załóżmy, że chcemy wyznaczyć funkcję wiarygodności próby losowej dla
podstawowego modelu BNS bez złożenia i efektu dźwigni z rozkładem stacjonarnym
zależnym od dwóch parametrów δ i γ. Wówczas pod warunkiem obserwacji logaryt-
micznych zwrotów y1:N = (y1, y2, ..., yN) i dla wektora parametrów θ = [µ, β, λ, δ, γ]T

funkcja wiarygodności przyjmuje postać

p (θ; y1:N) =
∫
p
(
y1:N |σ2

0:N ;µ, β
)
p
(
σ2

1:N ;λ, δ, γ
)

dσ2
1:N =

=
∫ N∏

n=1
p
(
yn|σ2

n;µ, β
)
p
(
σ2

1:N ;λ, δ, γ
)

dσ2
1:N (3.1)

Nie można jej wyznaczyć analitycznie, nie jest też znana postać funkcji gęstości
p (σ2

1, ..., σ
2
N ;λ, δ, ν) dla żadnego rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilo-
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wej. Uniemożliwia to użycie metody największej wiarygodności w celu wyznaczenia
oszacowań parametrów.

W pierwszej swojej pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) w przykładzie
empirycznym do wyznaczenia oszacowania parametrów użyli nieliniowej metody
najmniejszych kwadratów poprzez porównanie empirycznej funkcji autokowariancji
kwadratów z jej teoretycznym odpowiednikiem (por. wzór (2.36)). Metoda ta po-
zwala jedynie na wyznaczenie parametrów λ1, ..., λP , wag dla złożenia w1, ..., wP oraz
wariancji rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej ω2. Nie można za po-
mocą tej metody wyznaczyć wartości oczekiwanej rozkładu stacjonarnego procesu
wariancji chwilowej, ponieważ parametr ten nie wpływa na wartość postać teore-
tycznej funkcji autokowariancji. Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zasugerowali
użycie innych metod: Monte Carlo opartych na łańcuchach Markowa (Markov Chain
Monte Carlo, w skrócie MCMC), estymacji pośredniej (Gourieroux i in., 1993), funk-
cji estymujących (Sørensen, 2000), filtrów Kalmana i cząsteczkowych.

Następnie powstało szereg prac mających na celu implementacji podejścia bay-
esowskiego, głównie za pomocą metod MCMC: Roberts i in. (2004) oraz Frühwirth-
Schnatter i Sögner (2009) zaproponowali metody estymacji MCMCM w przypadku
rozkładu stacjonarnego gamma, Gander i Stephens (2007a); Gander i Stephens (2007b)
oraz Griffin i Steel (2006) w przypadku temperowanych rozkładów stabilnych i uogól-
nionych rozkładów odwrotnego Gaussa, Griffin i Steel (2010) dla ciągłego złożenia
procesów wariancji chwilowej. Andrieu i in. (2010) zaproponował metodę cząstecz-
kowych markowskich łańcuchów Monte Carlo (Paricle Markov Chain Monte Carlo,
w skrócie PMCMC), wykorzystuje filtry cząsteczkowe w obrębie markowskich łań-
cuchów Monte Carlo do wyznaczenia wartości funkcji akceptacji propozycji nowego
stanu łańcucha Markowa. Jako jeden z przykładów zastosowania swojej metody po-
dał podstawowy model BNS. Metodę PMCM zastosowali również James i in. (2018)
w modelu z czasem operacyjnym będącym niegaussowskim procesem Ornsteina-
Uhlenbecka. Gleim i Pigorsch (2013) użyli metody przybliżonych bayesowkich ob-
liczeń (Approximate Bayesian Computation) z użyciem statystyk dostatecznych do
estymacji parametrów w podstawowym modelu BNS oraz ze złożeniem dwóch pro-
cesów zmienności.
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Dużo mniej prac powstało w oparciu o klasyczne (częstościowe) wnioskowanie
statystyczne: Lindberg (2008) zaproponował, aby jako aproskymację zmienności
użyć wielkości obrotu, co pozwaliło na zastosowanie metody najwiekszej wiarygod-
ności. Przy tym samym założeniu, że obroty mogą przybliżać zmienność Hubalek
i Posedel (2011) zastosowali funkcje estymujące. Taufer i in. (2011) zaproponowali
użycie metody empirycznych funkcji charakterystycznych.

W tej pracy zostaną zastosowane metody estymacji modelu BNS oparte o fil-
try Kalmana i cząsteczkowe. W podrozdziale 3.2 przedstawione zostaną modele
przestrzeni stanów oraz zagadnienie filtracji, które stanowią teoretyczne podstawy
wspólne dla filtrów Kalmana i filtrów cząsteczkowych. W podrozdziale 3.3 omó-
wionwy zostanie filtr Kalmana1, natomiast w podrozdziale 3.4 specyfikacje filtru
Kalmana dla modelu BNS w oparciu o przestrzenie stanów z prac Barndorff-Nielsen i
Shephard (2001b) i Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) oraz przedstawioną w pracy
Szczepocki (2018) przestrzeń stanów dla złożenia procesów zmienności. W podroz-
dziale 3.5 przedstawiona zostanie zarys teorii filtrów cząsteczkowych2 oraz nastepnie
w podrozdziale 3.6 zastosowanie filtru cząsteczkowego do estymacji wariancji aktu-
alnej w modelu BNS. Następnie przedstawiona zostanie metoda iterowanej filtracji
do estymacji parametrów modelu BNS. Zastosowanie metody iterowanej filtracji w
kontekście modelu BNS jest autorską propozycją. Część wyników, dla modelu bez
złożenia procesów zmienności i efektu dźwigni, przy założeniu procesu wariancji
chwilowej o rozkładzie gamma została przedstawiona w pracach Szczepocki (2019a)
(dla logarytmicznycznej stopy zwrotu jako zmiennej pomiaru) i Szczepocki (2019b)
(dla wariancji zrealizowanej jako zmiennej pomiaru).

3.2 Modele przestrzeni stanów

Modele przestrzeni stanu są modelami statystycznymi stosowanym do opisu dyna-
miki zjawisk zarówno w naukach technicznych, przyrodniczych jak i ekonomicznych.
Modele przestrzeni stanu są również nazywane ukrytymi modelami Markowa3 (Hid-

1Przedstawiona teoria opiera się na pracy Hamilton (1994).
2Na podstawie prac Doucet i in. (2001) oraz Brzozowska-Rup i Dawidowicz (2009).
3Por. Brzozowska-Rup i Dawidowicz (2009) oraz monografia Cappé i in. (2009)
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den Markov Model, HMM), częściowo obserwowanymi procesami Markowa4 (Par-
tially Observed Markov Process, POMP). Stosuje się je wtedy, gdy pewną zmienną
nie możemy obserwować bezpośrednio, tylko poprzez inną zmienną będącą funk-
cją szukanej zmiennej. W modelach SV tą nieobserwowaną zmienną jest zmienność
instrumentu finansowego.

Definicja 3.1.

Modelem przestrzeni stanów nazywamy parę procesów stochastycznych (Xn, Yn)n∈N,
gdzie Xn ∈ jest procesem Markowa przyjmującym wartości w przestrzeni Rp, z roz-
kładem początkowym o znanej funkcji gęstości prawdopodobieństwa

X0 ∼ p (x0; θ) (3.2)

oraz znanej funkcji gęstości prawdopodobieństwa

Xn|Xn−1 = xn−1 ∼ p (xn|xn−1; θ) dla n ∈ N+. (3.3)

Proces (Xn)n∈N nie jest bezpośrednio obserwowalny, tylko poprzez proces (Yn)n∈N
przyjmujący wartości w przestrzeni Rs, przy czym proces ten jest warunkowo nie-
zależny względem σ-ciała Σ−n = σ (Xk, Yk; k ∈ {0, 1, ..., n− 1}). Ponadto znane są
funkcję gęstości prawdopodobieństwa

Yn|Xn = xn ∼ p (yn|xn; θ) dla n ∈ N+. (3.4)

Procesy (Xn)n∈N, (Yn)n∈N nazywane są odpowiednio procesem stanu i pomiaru.
Natomiast zmienne losowe Xn i Yn odpowiednio zmiennymi (wektorami) stanu i
pomiaru. O wektorze parametrów θ zakładamy, że θ ∈ Θ ⊂ Rr.

Modele przestrzeni stanu można zapisać również w postaci układu równań (Cappé
i in., 2009, str. 3)

Yn = h (Xn, un; θ) (3.5)

Xn = f (Xn−1, vn; θ) , (3.6)

gdzie (un)n∈N, (vn)n∈N są ciągami niezależnych zmiennych losowych zwanych zabu-
rzeniami lub szumem, natomiast h, f są znanymi funkcjami mierzalnymi. Równanie

4Por. Ionides (2005) oraz Ionides i in. (2011)
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(3.5) nazywane jest równaniem pomiaru lub opisowym, (3.6) równaniem stanu, dy-
namiki lub ewolucji. W zależności od postaci funkcji h i f można modele przestrzeni
stanów podzielić na liniowe i nieliniowe. W pierwszym przypadku, funkcje f i h są
liniowe ze względu na obie zmienne. W przeciwnym przypadku model jest nieliniowy.
Modele przestrzeni stanów można również podzielić na gaussowskie, gdy zaburzenia
mają (wielowymiarowy) rozkład normalny i niegaussowskie (pozostałe przypadki).

Problem estymacji modelu przestrzeni stanu można podzielić na dwa zagadnie-
nia:

• uzyskanie oszacowania procesu ukrytego (Xn)n∈N na podstawie procesu po-
miaru (Yn)n∈N,

• estymacja wektora parametrów θ.

W pierwszym zagadnieniu tradycyjnie przyjmuje się, że wektor parametrów θ jest
znany. Proces stanu jest ukryty, jego wartości nie są znane. Możemy tylko określić
rozkład prawdopodobieństwa dla możliwych wartości tego procesu na podstawie za-
obserwowanych wartości procesu pomiaru. Niepewność co do wartości procesu stanu
w okresie od 0 do n przy obserwacji procesu pomiaru y1, y2, ..., yn opisuje rozkład
prawdopodobieństwa o gęstości p (x0:n|y1:n; θ). Zazwyczaj punktem zainteresowania
jest rozkład brzegowy tego rozkładu o gęstości p (xn|y1:n; θ) zwany także rozkładem
filtracji. Tradycyjnie wyznaczenie tego rozkładu lub jego charakterystyk liczbowych
nazywane jest zagadnieniem filtracji. Ponadto prognozy na m-kroków do przodu
określają gęstości p (xn+m|y1:n; θ), dla m ∈ N+.

Mając do dyspozycji obserwacje procesu pomiaru y1, y2, ..., yn, ..., yN można także
dla każdego n 6 N badać rozkład o gęstości p (xn|y1:N ; θ) . Wyznaczenie tego roz-
kładu lub jego charakterystyk liczbowych nazywane jest wygładzaniem (smoothing).
Jest to bliższe tradycyjnemu podejściu, gdy na podstawie próby (całej trajektorii)
dokonuje się oszacowania procesu stanu.

Kolejną własnością zaczerpniętą z teorii przetwarzania sygnałów jest rekuren-
cyjny charakter wyznaczania kolejnych oszacowań p (x0:n|y1:n; θ) i p (xn|y1:n; θ). Po-
jedynczy krok rekurencji zostanie przedstawiony na przykładzie gęstości filtracji
p (xn|y1:n; θ). Załóżmy, że wyznaczono rozkłady filtracji do okresu n − 1. Najpierw
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na podstawie obserwacji y1, y2, ..., yn−1 dokonuje się predykcji procesu stanu na okres
n za pomocą gęstości rozkładu predykcyjnego postaci

p (xn|y1:n−1; θ) =
∫
p (xn|xn−1; θ) p (xn|y1:n; θ) dxn−1 (3.7)

korzystając z faktu, że znana jest gęstość przejścia p (xn|xn−1; θ). Wraz z pojawie-
niem się nowej obserwacji yn możemy skorygować naszą wiedzę na temat rozkładu
prawdopodobieństwa procesu stanu Xn korzystając ze wzoru Bayesa

p (xn|y1:n; θ) = p (yn, xn, |y1:n−1; θ)
p (yn|y1:n−1; θ) =

= p (yn|xn, y1:n−1; θ) p (xn|y1:n−1; θ)∫
p (yn|xn; θ) p (xn|y1:n−1; θ) dxn

=

= p (yn|xn; θ) p (xn|y1:n−1; θ)∫
p (yn|xn; θ) p (xn|y1:n−1; θ) dxn

, (3.8)

przy czym ostatnia równość p (xn|y1:n−1; θ) = p (yn|xn; θ) zachodzi z warunkowej
niezależności procesu pomiaru. Wzór (3.8) wyznacza gęstość rozkładu filtracji dla
okresu n, co domyka rekurencję. Podobną zależność można wykazać dla gęstości
p (x0:n|y1:n; θ). Należy jednak zwrócić uwagę, że zazwyczaj całkę w mianowniku
wzoru (3.8)

p (yn|y1:n−1; θ) =
∫
p (yn|xn; θ) p (xn|y1:n−1; θ) dxn (3.9)

nie można wyznaczyć w sposób analityczny. Jednym z nielicznych przypadków jest
liniowy model z zaburzeniami gaussowskimi, dla którego gęstości predykcji i filtracji
można wyznaczyć za pomocą filtru Kalmana. Podejście to zostanie szerzej omówione
w podrozdziale 3.3. W pozostałych przypadkach szukane gęstości można przybliżać
poprzez aproksymację całek metodą Monte Carlo. Metoda ta jest znana pod nazwą
filtru cząsteczkowego lub sekwencyjnej metody Monte Carlo. Podejście to zostanie
omówione w podrozdziale 3.5.

Do wygładzania najczęściej stosuje się algorytmy typu „do przodu - do tytułu”
(forward - backward). Pierwsza cześć, „do przodu”, to wyznaczenie gęstości predykcji
p (xn|y1:n−1; θ) i filtracji p (xn|y1:n; θ) dla n = 1, ..., N dla n = 1, ..., N . Następnie
następuje druga cześć, „do tytułu”, która polega na wyznaczeniu iteracyjnie dla
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n = N − 1, ..., 1 gęstości wygładzania za pomocą

p (xn|y1:N ; θ) =
∫
p (xn, xn+1|y1:N ; θ) dxn+1 =

=
∫
p (xn+1|y1:N ; θ) p (xn|xn+1, y1:N ; θ) dxn+1 =

=
∫
p (xn+1|y1:N ; θ) p (xn|xn+1, y1:n; θ) dxn+1 =

= p (xn|y1:n; θ)
∫ p (xn+1|y1:N ; θ) p (xn+1|xn; θ)

p (xn+1|y1:n; θ) dxn+1 (3.10)

Podobnie jak w zagadnieniu filtracji całkę we wzorze (3.10) nie można wyznaczyć
analitycznie dla większości przypadków. Istotnym wyjątkiem od tej reguły jest po-
nownie przypadek liniowego gaussowskiego modelu przestrzeni stanów, dla którego
istnieje analityczna postać wygładzania Kalmana, co zostanie pokazane w podroz-
dziale 3.3. Wygładzanie przy pomocy filtru cząsteczkowego, w którym całkę ze wzoru
(3.10) aproksymuje się metodą Monte Carlo zostanie omówione w podrozdziale 3.5.

3.3 Filtr Kalmana

Filtr Kalmana został zaproponowany w 1960 roku przez Rudolfa Emila Kalmana
(1930-2016) w pracy Kalman (1961). Następnie został rozszerzony na przypadek z
czasem ciągłym w pracy Kalman i Bucy (1961). Algorytmy opierające się na teo-
rii filtru Kalmana znalazły ogromną liczbę zastosowań praktycznych, m.in w sys-
temach nawigacji GPS, układach elektronicznych i energoelektronicznych, przetwa-
rzaniu sygnałów , inżynierii dźwięku i obrazu, rzeczywistości rozszerzonej, systemów
autopilota, układach sterowania napędów elektrycznych (Dróżdż, 2017). Do rozpo-
wszechnienia filtru Kalmana przyczyniło się zastosowanie do estymacji trajektorii
lotów podczas misji Apollo na Księżyc (Grewal i Andrews, 2010).

Filtr Kalmana znalazł także liczne zastosowania w ekonomii: w modelach ze
zmiennymi w czasie parametrami, do estymacji modeli ARMA oraz stochastycz-
nej zmienności. Stosowanie filtru Kalmana w modelach stochastycznej zmienności
upowszechniła praca Harvey i in. (1994). W polskiej literaturze przykłady zastoso-
wania filtru Kalmana można znaleźć w pracach Skrzypek (1986), Dziechciarz (1993),
Grzesiak (1995), Żółtowska (1997), a do estymacji parametrów modeli stochastycz-
nej zmienności w Pajor (2003).
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Filtr Kalmana jest optymalnym rozwiązaniem zagadnienia filtracji w przypadku,
modelu liniowego i gaussowskiego postaci5

Yn = d+HXn + un

Xn = c+ FXn−1 + vn

(3.11)

gdzie:
un ∈ Rp wektor szumu pomiarowego, o którym zakłada się, że ma (wielowymia-
rowy) rozkład normalny o zerowym wektorze wartości oczekiwanej i znanej macierzy
wariancji-kowariancji R,
vn ∈ Rs wektor szumu procesu, o którym zakłada się, że ma (wielowymiarowy) roz-
kład normalny o zerowym wektorze wartości oczekiwanej i znanej macierzy wariancji-
kowariancji Q,
H ∈M (Rp,Rs) macierz filtru,
F ∈M (Rp,Rp) macierz przejścia,
c ∈ Rp wektor wyrazów wolnych równania przejścia,
d ∈ Rs wektor wyrazów wolnych równania pomiaru.

Algorytm filtru Kalmana ma charakter rekurencyjny. Załóżmy, że X̂n−1|n−1 jest
optymalnym estymatorem Xn−1|n−1 względem obserwacji procesu pomiaru do okresu
n−1 włącznie oraz Pn−1|n−1 jest odpowiadającą macierzą kowariancji błędu estyma-
cji. Filtr Kalmana wyznacza rekurencyjnie oszacowania X̂n|n−1 oraz X̂n|n za pomocą
algorytmu składającego się z dwóch faz:

• predykcji (aktualizacji czasowej),

• korekty (aktualizacji pomiarowej).

W pierwszej fazie następuje wyznaczenie prognozy na okres n wektora stanu i ma-
cierzy kowariancji błędu oszacowania w oparciu o obserwacje procesu pomiaru do
okresu n − 1 oraz postać równania stanu. Aktualizacje czasową wektora stanu wy-
konuje się zgodnie ze wzorem

X̂n|n−1 = c+HX̂n|n−1, (3.12)
5W literaturze rozważa się również bardziej ogólną postać uwzględniającą zmienne egzogeniczne

(por. Miszczak (2006, str. 107)).
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gdzie: X̂n|n−1 to oszacowanie a priori (przed pomiarem) wektora stanu w okresie n.
Aktualizacja czasowa wektora kowariancji przyjmuje postać

Pn|n−1 = HPn−1|n−1H
T +Q (3.13)

gdzie: Pn|n−1 to macierz kowariancji a priori wektora reszt oszacowania wektora
stanu w okresie n, to jest macierz

E
[(
Xn − X̂n|n−1

) (
Xn − X̂n|n−1

)T ]
.

W drugiej fazie następują korekta uzyskanych w pierwszej fazie oszacowań przy
użyciu zaobserwowanej wartości yn wektora pomiaru Yn. Siłę tej korekty wyznacza
wzmocnienie Kalmana (Kalman gain) Kn, które przyjmuje postać

Kn = Pn|n−1F
TS−1

k = Pn|n−1F
T
[
FPn|n−1F

T +R
]−1

. (3.14)

Korzystając ze wzmocnie Kalmana uzyskuje się oszacowanie a posteriori wektora
stanu w okresie n

X̂n|n = X̂n|n−1 +Kn

(
yn − d− FX̂n|n−1

)
(3.15)

oraz macierz kowariancji a posteriori wektora reszt oszacowania wektora stanu w
okresie n

Pn|n = (Ip2 −KnF )Pn|n−1, (3.16)

gdzie Ip2 jest macierzą jednostkową stopnia p2. Macierz Pn|n to macierz kowariancji
a posteriori wektora reszt oszacowania wektora stanu w momencie n, czyli macierz
postaci

E
[(
Xn − X̂n|n

) (
Xn − X̂n|n

)T ]
.

Algorytm 1 przedstawia procedurę filtru Kalmana w postaci pseudokodu.
Wzmocnienie Kalmana wyznacza jak mocno należy skorygować wartości teore-

tyczne uzyskane w aktualizacji czasowej. Dobrze to widać w przypadku, gdy wektory
stanu i obserwacji są jednowymiarowe (p = s = 1). Wówczas wzmocnienie Kalmana
można zapisać w postaci

Kn = Pn|n−1F
T
[
FPn|n−1F

T +R
]−1

= F−1 FPn|n−1F
T

FPn|n−1F T +R
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Algorytm 1. Filtr Kalmana

Dane są: macierze H,F,Q,R.
1. Jeżeli proces stanu jest stacjonarny przyjmujemy:
X̂1|0 = 0 oraz P1|0 = E

(
XnX

T
n

)
,

w przeciwnym przypadku X̂1|0 i P1|0 muszą być zadane przez użytkownika.
2. Dla n = 1, ..., N wykonujemy:
(i) X̂n|n−1 = c+HX̂n|n−1,
(ii) Pn|n−1 = HPn−1|n−1H

T +Q,
(iii) Kn = Pn|n−1F

T
[
FPn|n−1F

T +R
]−1

,
(iv) X̂n|n = X̂n|n−1 +Kn

(
yn − d− FX̂n|n−1

)
,

(v) Pn|n = (I −KnF )Pn|n−1 .
Rezultat algorytmu:
X̂n|n, Pn|n oraz X̂n|n−1, Pn|n−1 dla n = 1, ..., N .

Licznik ułamka wyznacza niepewność związaną z modelem (macierz kowariancji
Pn|n−1) przeniesioną do równania pomiaru (poprzez pomnożenie obustronnie przez
macierz F ). Natomiast mianownik to zmienność modelu powiększona o kowariancję
szumu pomiaru R. Czynnik F−1 stojący przed ułamkiem wynika, z tego że stosunek
ma zostać odniesiony do wektora stanu, a nie wektora obserwacji. Tym większa
jest wartość szumu pomiaru R, tym mniejsza jest wartość ułamka i wzmocnienia
Kalmana. Gdy R dąży do +∞ wzmocnienie Kalmana dąży do 0. W granicznym
przypadku, gdyKn = 0, wektor stanu a posteriori X̂n|n jest równy wektorowi a priori
X̂n|n, czyli cała wiedza o stanie Xn pochodzi z predykcji, a pomiary są ignorowane.
Jest to zgodne z intuicją, że przy większej wartości szumu pomiaru powinniśmy mniej
wierzyć pomiarom, a bardziej wartościom teoretycznym wyznaczonym z aktualizacji
czasowej - i na odwrót: gdy maleje szum pomiaru, czyli kowariancja R dąży do
zera wzmocnienie Kalmana dąży do wartości F−1. Oznacza to, że w granicznym
przypadku, gdy R = 0, oszacowanie wektora a posteriori X̂n|n będzie równe yn,
czyli cała wiedza o stanie Xn będzie pochodziła z obserwacji yn.

Do rozpoczęcia algorytmu konieczne jest podanie wartości stanu X̂1|0 oraz ma-
cierzy kowariancji P1|0. Optymalnym rozwiązaniem w przypadku, gdy proces stanu
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jest stacjonarny (gdy wszystkie wartości własne macierzy F leżą wewnątrz koła jed-
nostkowego) jest przyjęcie jako wartości początkowych bezwarunkowych wartości
oczekiwanych i kowariancji postaci

X̂1|0 = 0, (3.17)

P1|0 = E
(
XnX

T
n

)
(3.18)

Wartość bezwarunkowej kowariancji można wyznaczyć ze wzoru:

vec
(
P1|0

)
= [Ip2 − F ⊗ F ]−1 vec(Q),

gdzie ⊗ oznacza iloczyn Kroneckera macierzy, vec operator wektoryzacji macierzy
w wektor kolumnowy. W przeciwnym przypadku, gdy proces stanu nie jest stacjo-
narny proponowane są rożne rozwiązania. Można jako X̂1|0 przyjąć przewidywaną
przez badacza wartość na podstawie wiedzy a priori, natomiast jako P1|0 niepew-
ność badacza co do przyjętej wartości X̂1|0. Inna możliwość to przyjęcie, że wartość
początkowa jest ustalona (ma rozkład zdegenerowany: P1|0 = 0). Wówczas wartość
początkową wyznacza się na podstawie próby metodą największej wiarygodności
(por. Rosenberg (1973) oraz Harvey (1990)). Kolejna możliwość to przyjęcie, że po-
czątkowy wektor stanu jest losowy o rozproszonej gęstości i nie są dostępne żadne
informacje co do wartości początkowej: X̂1|0 = 0, P1|0 = Iκ, gdzie κ → +∞ (w
praktycznych zastosowaniach przyjmuje się dowolnie duże κ, por. De Jong (1991)).

Optymalność filtru Kalmana polega tym, że oszacowanie X̂n|n minimalizuje błąd
średniokwadratowy

E
[(
Xn − X̂

) (
Xn − X̂

)T ]
. (3.19)

pośród wszystkich estymatorów X̂ powstałych na podstawie procesu obserwacji do
okresu n. Każdy inny estymator ma macierz błędu średniokwadratowego, która różni
się od macierzy błędu średniokwadratowego Pn|n filtru Kalmana o macierz dodatnio
zorientowaną.

W przypadku, gdy zaburzenia nie mają rozkładu normalnego, filtr Kalmana prze-
staje być optymalny, ale minimalizuje błąd średniokwadratowy w klasie prognoz
liniowych wyznaczonych na podstawie procesu obserwacji Y1, ..., Yn.

Zaletą filtru Kalmana jest rekurencyjny charakter wyznaczania kolejnych war-
tości X̂n|n−1, gdy pojawiają się kolejne obserwacje procesu pomiaru. Często jednak
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dysponujemy od razu ciągiem obserwacji aż do momentu N . Możemy wówczas wy-
korzystać je oszacowania stanu w dowolnym okresie n leżącym wewnątrz próby. Taki
estymator wektora stanu nazywamy wygładzaniem i oznaczamy symbolem X̂n|N .

W przypadku wygładzania Kalmana w celu otrzymania oszacowań X̂n|N dla
n = 1, ..., N należy najpierw korzystając z filtru Kalmana na podstawie obserwacji
y1, y2, ..., yN wyznaczyć ciągi oszacowań wektora stanu

(
X̂n|n−1

)N
n=1

,
(
X̂n|n

)N
n=1

oraz

kowariancji
(
Pn|n−1

)N
n=1

,
(
Pn|n

)N
n=1

. Następnie wyznacza się wartości wygładzone re-
kurencyjnie w kierunku odwrotnym zgodnie ze wzorem

X̂n|N = X̂n|n + Jn
(
X̂n+1|N − X̂n+1|n

)
, (3.20)

dla n = N − 1, N − 2, ..., 1, gdzie Jn = Pn|nF
TPn+1|n. Podobnie można wyznaczyć

macierze kowariancji

Pn|N = Pn|n + Jn
(
Pn+1|N − Pn+1|n

)
JTn (3.21)

w kierunku odwrotnym n = N−1, N−2, ..., 1. Procedurę postępowania wygładzania
Kalmana w postaci pseudokodu przedstawia algorytm 2.

Przedstawione rozważania zakładały, że H, F, c, d, Q, R są znane. Zazwyczaj
jednak zależą od nieznanych parametrów, które należy oszacować na podstawie da-
nych. Przyjmijmy, że wektor θ ∈ Θ ⊂ Rd zbiera wszystkie parametry, od których
zależą macierze H, F, c, d, Q, R. Korzystając z założenia o normalności zakłóceń
zachodzi

Yn|Xn ∼ N (µ(θ),Σ(θ)) , (3.22)

gdzie:
µ(θ) = [H(θ)]T X̂n|n−1,

Σ(θ) = [H(θ)]T Pn|n−1 [H(θ)],

Można zatem wyznaczyć logarytm funkcji wiarygodności

lnL (θ; y1, ..., yn) =
N∑
n=1

ln f(yn|xn; θ) = −sN2 ln(2π)− 1
2

N∑
n=1

ln |Σ(θ)|

− 1
2

N∑
n=1

[yn − µ(θ)]T [Σ(θ)] [yn − µ(θ)] . (3.23)
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Algorytm 2. Wygładzanie Kalmana

Dane są: macierze H,F,Q,R.
1. Jeżeli proces stanu jest stacjonarny przyjmujemy:
X̂1|0 = 0 oraz P1|0 = E

(
XnX

T
n

)
,

w przeciwnym przypadku X̂1|0 i P1|0 muszą być zadane przez użytkownika.
2. Dla n = 1, ..., N wykonujemy:
(i) X̂n|n−1 = c+HX̂n|n−1,
(ii) Pn|n−1 = HPn−1|n−1H

T +Q,
(iii) Kn = Pn|n−1F

T
[
FPn|n−1F

T +R
]−1

,
(iv) X̂n|n = X̂n|n−1 +Kn

(
yn − d− FX̂n|n−1

)
,

(v) Pn|n = (I −KnF )Pn|n−1 .
3. Dla n = N − 1, ..., 1 wykonujemy:
(i) Jn = Pn|nF

TPn+1|n,
(ii) X̂n|N = X̄n|n + Jn

(
X̂n+1|N − X̂n+1|n

)
,

(iii) Pn|N = Pn|n + Jn
(
Pn+1|N − Pn+1|n

)
JTn

Rezultat algorytmu:
X̂n|N , Pn|N dla n = 1, ..., N dla n = 1, ..., N .

Maksymalizując funkcję logarytmu wiarygodności (3.23) można wyznaczyć estyma-
tor θML metody największej wiarygodności prawdziwej wartości parametru θ0. Przy
spełnieniu odpowiednich warunków (por. Caines (1988, roz. 6)) estymator θ̂ML jest
zgodny i asymptotycznie normalny. Warunki te to: identyfikowalność parametru θ,
θ0 nie może leżeć na brzegu zbioru Θ, wartości własne macierzy F muszą leżeć
wewnątrz koła jednostkowego. Asymptotyczna normalność estymatora największej
wiarygodności dla filtru Kalmana w konkretnych przypadkach modeli stanów wy-
kazali Pagan (1980) oraz Ghosh (1989). Własność ta przyjmuje postać

√
NI1/2

2D,N

(
θ̂ML − θ0

) d−−−−→
N→+∞

N(0, I), (3.24)

gdzie I2D,N jest macierzą informacji Fishera daną wzorem

I2D,N = − 1
N
E
[
N∑
n=1

∂2 ln f(yn|xn; θ)
∂θ∂θT

∣∣∣∣∣
θ=θ0

]
(3.25)
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Zazwyczaj jednak wykorzystuje się własność, że granica przy N → +∞ macierzą
informacji Fishera I2D,N jest taka sama jak granica według prawdopodobieństwa
wyrażenia

Î = − 1
N

N∑
n=1

∂2 ln f(yn|xn; θ)
∂θ∂θT

∣∣∣∣∣
θ=θ̂ML

, (3.26)

które można wyznaczyć analitycznie lub numerycznie.
Istotnym zagadaniem w kontekście niegaussowskich modeli stochastycznej zmien-

ności jest wpływ złamania założenia o gaussowskiej naturze zakłóceń. Kwestię tę
rozważał White (1982). Wykazał, przy pewnych założeniach (m.in. dotyczących re-
gularności funkcji ln f(yn|xn; θ)) tak powstały estymator metody quasi-największej
wiarygodności (quasi-maximum likelihood estimator) θQML jest zgodny i asympto-
tycznie normalny, przy czym

√
N
(
θ̂QML − θ0

) d−−−−→
N→+∞

N
(

0,
[
I2DI−1

0P I2D
]−1

)
, (3.27)

gdzie I2D, to granica według prawdopodobieństwa (3.26) dla prawdziwej wartości
parametru θ0, natomiast I0P , to granica (przy N → +∞) 1/N ∑N

n=1 [sn(θ)] [sn(θ)]T ,
gdzie

sn(θ) = ∂ ln f(yn|xn; θ)
∂θ

∣∣∣∣∣
θ=θ0

.

Warunki podane przez White (1982) są jednak w praktyce trudne do zweryfi-
kowania. W takim przypadku należy badać własności estymatora metodami Monte
Carlo.

3.4 Liniowe modele przestrzeni dla nieguassow-

skich modeli stochastycznej zmienności typu

Ornsteina-Uhlenbecka

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) przedstawili model stochastyczny BNS dany
równaniami (2.3) oraz (2.4) w postaci przestrzeni stanów w przypadku, gdy β = 0.

Model przestrzeni 3.1.

Dla podstawowego modelu stochastycznej zmienności BNS (definicja (2.1)), dla któ-
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rego β = 0 model przestrzeni stanów można zapisać jako
Yn = d+HXn + un

Xn = FXn−1 + vn.
(3.28)

Wektory stanu i pomiaru przyjmują odpowiednio postać

Xn =

 λσ2
n

σ2(∆n)

 , Yn =

 yn

y2
n

 . (3.29)

Wektor c oraz macierze H i F są równe odpowiednio

c =

 µ∆
µ2∆2

 , H =

 0 0
λ−1 0

 , F =

 0 1− e−λ∆

0 e−λ∆

 . (3.30)

Wektor szumu pomiarowego un ma wartość oczekiwaną i macierz wariancji-kowariancji
równe odpowiednio

E (un) =

 0
0

 , R = Var (un) =

 ξ∆ 2µ∆2ξ

2µ∆2ξ 4µ2∆3ξ + 2 (2ω2r∗∗(∆) + ξ2∆2)

 .
(3.31)

Wektor szumu procesu vn przyjmuje postać

vn =

 η2n − η1n

η1n

 . (3.32)

Wektor losowy ηn = [η1n η2n]T ma wartość oczekiwaną i macierz wariancji kowa-
riancji postaci

E (ηn) = ξ

 1− e−λ∆

λ∆

 , Var (ηn) = 2ω2

 1
2

(
1− e2λ∆

)
1− e−λ∆

1− e−λ∆ λ∆

 . (3.33)

Parametry ξ, ω2, to odpowiednio wartość oczekiwana i wariancja rozkładu sta-
cjonarnego procesu wariancji chwilowej, a funkcja r∗∗ jest dana wzorem (2.28) i
zależy od parametru λ i długości okresu pomiędzy obserwacjami ∆. Wartości wła-
sne macierzy F są równe 0 i e−λ∆. Dodatnia wartość parametru λ implikuje, że obie
wartości własne leżą wewnątrz kręgu jednostkowego i można jako początkowe war-
tości przyjąć bezwarunkową wartość oczekiwaną i kowariancję zgodnie ze wzorami
(3.17) i (3.18).
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W prezentowanej w podrorzdziale 3.3 teorii filtrów Kalmana wektory zaburzeń
losowych miały zerową wartość oczekiwaną. Natomiast, w przedstawionej przez
Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) przestrzeni stanów wartość oczekiwana wek-
tora szumu pomiaru nie jest równa wektorowi zerowemu. Można jednak przekształ-
cić równanie stanu do równoważnej postaci spełniającej warunek zerowej wartości
oczekiwanej wektorów losowych. Równanie stanu jest równoważne równaniu

Xn =

 ξ
(
λ∆− 1 + e−λ∆

)
ξ
(
1− e−λ∆

)
+

 0 1− e−λ∆

0 e−λ∆

Xn−1

+

 η2n − η1n − ξ
(
λ∆− 1 + e−λ∆

)
η1n − ξ

(
1− e−λ∆

)
 . (3.34)

Równanie (3.34) zawiera wyraz wolny. Wstawiając w miejsce Xn wektor

X̃n =

 λσ2
n − ξ∆λ

σ2(∆n)− ξ

 = Xn −

 ξ∆λ
ξ

 . (3.35)

otrzymujemy równanie

X̃n =

 0 1− e−λ∆

0 e−λ∆

 X̃n−1 +

 η2n − η1n − ξ
(
λ∆− 1 + e−λ∆

)
η1n − ξ

(
1− e−λ∆

)


= FX̃n−1 + ṽn, (3.36)

bez wyrazu wolnego. Wartość oczekiwana ṽn jest równa wektorowi zerowemu, nato-
miast wariancja przyjmuje postać

Var (ṽn) = Var


 −1 1

1 0

 ηn
 =

= 2ω2

 −1 1
1 0


 1

2

(
1− e2λ∆

)
1− e−λ∆

1− e−λ∆ λ∆


 −1 1

1 0


T

=

= 2ω2

 −3
2 −

1
2e
−2λ∆2e−λ∆ + λ∆ 1− e−λ∆ − 1

2

(
1− e2λ∆

)
1− e−λ∆ − 1

2

(
1− e2λ∆

)
1
2

(
1− e2λ∆

)
 = Q. (3.37)
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Należy wtedy także skorygować równanie pomiaru

Yn =

 µ∆
µ2∆2

+

 0 0
λ−1 0

Xn + un =

=

 µ∆
µ2∆2

+

 0 0
λ−1 0

Xn −

 0
ξ∆

+

 0
ξ∆

un =

=

 µ∆
µ2∆2 + ξ∆

+

 0 0
λ−1 0

 X̃n + un = d+HX̃n + un.

Otrzymujemy zatem następujący model przestrzeni stanów

Yn =

 µ∆

µ2∆2 + ξ∆

+

 0 0

λ−1 0

 X̃n + un,

X̃n =

 0 1− e−λ∆

0 e−λ∆

 X̃n−1 + η̃n,

(3.38)

z zaburzeniami un i ṽn o wartościach oczekiwanych równych wektorowi zerowemu i
macierzami kowariancji R i Q danymi wzorami odpowiednio (3.31) i (3.37). Przed-
stawiona postać przestrzeni stanów jest liniowa, ale nie jest guassowska. Zaburze-
nia nie mają rozkładu normalnego, zatem za pomocą filtru Kalmana otrzymujemy
najlepsze liniowe oszacowania wariancji aktualnej σ2

n w okresie n na podstawie ob-
serwacji logarytmicznych zwrotów yk i ich kwadratów y2

k dla k = 1, ..., n. Nie jest to
jednak estymator minimalizujący błąd średniokwadratowy. Stąd w dalszej części roz-
działu zostanie zaprezentowane podejście z wykorzystaniem filtru cząsteczkowego.
Mając do dyspozycji obserwacje z całej próby można także wykorzystać wygładza-
nie Kalmana, co poprawia dokładność estymacji. Na rysunku (3.1) przedstawiono
przykład estymacji wariancji aktualnej za pomocą filtru oraz wygładzania Kalmana.
Wariancja aktualna została wyznaczona na podstawie procesu wariancji chwilowej
o rozkładzie stacjonarnym gamma o wartości oczekiwanej ξ = 0, 2 oraz odchyleniu
standardowym ω = 0, 1. Pozostałe parametry: λ = 0, 01, µ = β = 0.

Uwzględnienie parametru β różnego od zera jest w przypadku liniowej prze-
strzeni stanów niemożliwe. Zgodnie ze wzorem 2.24 ze strony 61 rozkład warunkowy
logarytmicznych stóp zwrotu przyjmuje postać

yn
∣∣∣σ2
n ∼ N

(
µ∆ + βσ2

n, σ
2
n

)
,
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Rysunek 3.1: Trajektoria wariancji aktualnej σn (linia czarna) oraz jej oszacowania za

pomocą filtru Kalmana (czerwona linia) i wygładzania Kalmana (linia niebieska).
Źródło: opracowanie własne.

co można zapisać
yn = µ∆ + βσ2

n +
√
σ2
nεn,

gdzie εn ∼ N(0, 1). Model jest nieliniowy ze względu na wariancję aktualną σ2
n.

Można by było wykorzystać jedno z uogólnień filtru Kalmana dla przypadku nieli-
niowego: rozszerzonego filtru Kalmana (Extended Kalman Filter, EKF) lub bezślado-
wego filtru Kalmana (Unscented Kalman Filter, UKF), ale w przypadku jednocześnie
nielinowym i niegaussowskim jest to rozwiązanie mniej optymalne niż zastosowanie
filtrów cząsteczkowych (Brzozowska-Rup i Dawidowicz, 2009). Uwzględnienie para-
metru β różnego od zera i włączenie efektu dźwigni do modelu przestrzeni stanów
zostanie przedstawione w specyfikacjach filtru cząsteczkowego w podrozdziale 3.6.

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zasugerowali, że można również zastsować
filtr Kalmana w przypadku złożenia złożenia kilku procesów wariancji chwilowej.
Nie przedstawili jednak odpowidniego modelu przestrzeni stanów. Poniższa postać
przestrzeni stanów została przedstawiona w pracy Szczepocki (2018)6.

6W pracy Szczepocki (2018) zastosowano nieco inną metodę wyznaczania wag w złożeniu pro-
cesów zmienności w oparciu na propozycji Griffin i Steel (2006)
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Model przestrzeni 3.2.

Dla modelu stochastycznej zmienności BNS ze złożeniem procesów zmienności (defi-
nicja (2.2) ze strony 67), dla którego β = 0 model przestrzeni stanów można zapisać
jako 

Yn = d+HXn + un

Xn = FXn−1 + vn.
(3.39)

Wektor pomiaru przyjmuje postać

Yn =

 yn

y2
n


2×1

, (3.40)

natomiast wektor stanu

Xn =



λ1σ
2
1,n − w1ξ∆λ1

σ2
1(∆n)− w1ξ

λ2σ
2
2,n − w2ξ∆λ2

σ2
2(∆n)− w2ξ

...
λ2σ

2
P,n − wP ξ∆λP

σ2
P (∆n)− wP ξ


2P×1

(3.41)

Wektor c oraz macierz H2×2P są równe odpowiednio

c =

 µ∆
µ2∆2 + ξ∆


2×1

, H =

 0 0 0 0 · · · 0 0
λ−1

1 0 λ−1
2 0 · · · λ−1

p 0


2×2P

. (3.42)

Macierz F2P×2P jest blokowo-diagonalna o blokach

F (p) =

 0 1− e−λp∆

0 e−λp∆

 .
dla p = 1, ..., P . Wektor losowy un ma wartość oczekiwaną równą wektorowi zero-
wemu (w R2) i macierz wariancji-kowariancji postaci

R = Var (un) =

 ξ∆ 2µ∆2ξ

2µ∆2ξ 4µ2∆3ξ + 2
(
2ω2∑P

p=1wpr
∗∗
p (∆) + ξ2∆2

)


2×2

. (3.43)
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Wektor losowy vn przyjmuje postać

η
(1)
2n − η

(1)
1n − w1ξ

(
λ1∆− 1 + e−λ1∆

)
η

(1)
1n − w1ξ

(
1− e−λ1∆

)
η

(2)
2n − η

(2)
1n − w2ξ

(
λ2∆− 1 + e−λ2∆

)
η

(2)
1n − w2ξ

(
1− e−λ2∆

)
...

η
(P )
2n − η

(P )
1n − wP ξ

(
λP∆− 1 + e−λP∆

)
η

(P )
1n − wP ξ

(
1− e−λP∆

)


2P×1

,

Wartość oczekiwana wektora vn jest równa wektorowi zerowemu (w R2P ), natomiast
macierz wariancji-kowariancji Q2P×2P jest macierzą blokowo-diagonalną o blokach

2wpω2

 −3
2 −

1
2e
−2λp∆2e−λp∆ + λp∆ 1− e−λp∆ − 1

2

(
1− e2λp∆

)
1− e−λp∆ − 1

2

(
1− e2λp∆

)
1
2

(
1− e2λp∆

)
 .

W efekcie otrzymujemy liniową postać przestrzeni stanu, która umożliwia użycie
filtru Kalmana, ale podobnie jak w przypadku podstawowego modelu BNS zabu-
rzenia nie mają rozkładu gaussowskiego. Zatem oszacowania wariancji aktualnej
nie są optymalne (nie minimalizują błędu średniokwadratowego). Na rysunku (3.2)
przedstawiono przykład zastosowania filtru Kalmana, w przypadku złożenia dwóch
procesów wariancji chwilowej rozkładzie brzegowym gamma (proces Ga-supOU2) o
wartości oczekiwanej ξ = 0, 5 oraz odchyleniu standardowym ω = 0, 3 oraz wagach
w1 = 0, 25 i w2 = 0, 75 i parametrach persystencji równych odpowiednio λ1 = 0, 5,
λ2 = 0, 01. Ponadto przyjęto µ = β = 0. Widać wyraźnie, że zarówno filtr jak i
wygładzanie Kalmana dają dużo lepsze oszacowanie drugiej składowej o większej
wadze w złożeniu.

Filtr Kalmana można wykorzystać również wykorzystany w przypadku, gdy za-
miast logarytmicznych zwrotów obserwowane są wartości wariancji zrealizowanej.
Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) przedstawili model przestrzeni stanów dla mo-
delu stochastycznej zmienności w oparciu o dane wysokiej częstotliwości i esty-
mator wariancji zrealizowanej (por. podrozdział 2.6). Wykorzystali przy tym wła-
sność wariancja aktualnej σ2

n pozwalającą zapisać ją w reprezentacji stanu modelu
ARMA(1,1).
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Rysunek 3.2: Trajektoria wariancji aktualnej σ2
n (a) powstałej ze złożenie dwóch

wariancji aktualnych σ2
1,n (b) i σ2

2,n (c) oraz ich oszacowania za pomocą filtru Kalmana

(czerwona linia) i wygładzania Kalmana (linia niebieska).
Źródło: opracowanie własne.
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Model przestrzeni 3.3.

Dla podstawowego modelu stochastycznej zmienności BNS (definicja (2.1) ze strony
51), dla którego µ = β = 0 model przestrzeni stanów można zapisać jako

Yn = d+HXn + un

Xn = FXn−1 + vn.
(3.44)

Proces stanu i pomiaru przyjmują odpowiednio postać

Xn =

 σ2
n − ξ∆
εn

 , Yn = {yn} . (3.45)

Wektor c jest stałą liczbową c = µ∆, macierze H i F są równe

H =
[

1 0
]
, H =

 φ 1
0 0

 . (3.46)

Wektor szumu pomiarowego un jest jednowymiarową zmienną losową o wartości
oczekiwanej 0 i wariancji (por. wzór (2.50))

Q = 2M
(

2ω2λ−2
(
e−λ∆/M − 1 + λ∆M−1

)
+
(
∆M−1

)2
ξ2
)
. (3.47)

Natomiast wektor szumu procesu vn ma wartość oczekiwaną równą wektorowi zero-
wemu (w R2) i macierz wariancji-kowariancji

R =

 σ2
σ σ2

σϑ

σ2
σϑ σ2

σϑ
2

 (3.48)

Parametry φ, ϑ, σ2
σ odpowiadają składnikowi autoregresyjnemu, średniej ruchomej i

wariancji procesu ARMA(1,1) dla wariancji aktualnej σ2
n, natomiast εn jest skład-

nikiem losowym tego procesu.

Model przestrzeni stanu przyjmuje zatem postać

Yn = ∆ξ +
[

1 0
]
Xn + un

Xn =

 φ 1

0 0

Xn−1 +

 σσ

σσϑ

 ηn, (3.49)
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Zaburzenia nie mają rozkładu normalnego, zatem za pomocą filtru Kalmana
otrzymujemy najlepsze liniowe oszacowania wariancji aktualnej σ2

n (przesunięte o
ξ∆) w okresie n na podstawie estymatora wariancji zrealizowanej obserwowanego
do okresu n. Na rysunku 3.3 przedstawiono przykład wykorzystania modelu prze-
strzeni stanów postaci (3.49) do estymacji wariancji aktualnej przy pomocy filtru i
wygładzania Kalmana. Widać wyraźnie, że wraz ze wzrostem M rośnie dokładność
estymacji. Wariancja aktualna została wyznaczona na podstawie procesu wariancji
chwilowej o rozkładzie stacjonarnym gamma o wartości oczekiwanej ξ = 0, 2 oraz
odchyleniu standardowym ω = 0, 1. Pozostałe parametry: λ = 0, 01, µ = β = 0.

Modele przestrzeni stanów opisane przez twierdzenia 3.1 oraz 3.7 choć różnią się
zarówno równaniami przejścia jak i procesu, to mają pewne elementy wspólne. Po
pierwsze model określony przez twierdzenie 3.7 można także wykorzystać w przy-
padku, gdy zamiast wariancji zrealizowanej obserwowane są zwroty dzienne, pod
warunkiem, że µ = β = 0. Można wówczas przyjąć M = 1, co oznacza, że wariancja
zrealizowana jest równa kwadratom dziennym logarytmicznych stóp zwrotu. Po dru-
gie równania przejścia w modelach przestrzeni stanów opisanych przez twierdzenia
3.1 oraz 3.7 dostarczają identycznego oszacowania a priori σ̂2

n|n−1 wariancji aktualnej
(przy danym oszacowaniu σ̂2

n−1|n−1). Choć drugie składowe wektorów stanów są inne
to i tak nie one biorą udziału w równaniach pomiaru. Zatem równania stanu mogą
być w tych dwóch modelach przestrzeni stanów stosowane zamiennie7. Wynika to
z faktu, że obie reprezentacje korzystają z tej samej informacji o procesie wariancji
chwilowej: wartości oczekiwanej ξ, wariancji ω2 oraz funkcji autokorelacji r.

Również model przestrzeni stanów (3.49) można uogólnić na przypadek złożenia
P procesów zmienności. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) w zarysie przedstawili
jak uwzględnić złożenie procesów zmienności i przedstawili wyniki badania empi-
rycznego dla złożenia dwóch i trzech procesów zmienności.

Model przestrzeni 3.4.

Dla modelu stochastycznej zmienności BNS ze złożeniem procesów zmienności (de-
finicja (2.2) ze strony 67), w którym parametr β = 0 model przestrzeni stanów a

7Zamiana równań stanów pociąga za sobą korektę równań pomiaru.
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procesem pomiaru jest wariancja zrealizowana przyjmuje postać
Yn = d+HXn + un

Xn = FXn−1 + vn.
(3.50)

Proces stanu i pomiaru przyjmują odpowiednio postać

Xn =



σ2
1,n − w1ξ∆

ε1,n

σ2
2,n − w2ξ∆ε2,n

...
σ2
P,n − w2ξ∆εP,n


2P×1

, Yn = {yn} (3.51)

Wektor c jest stałą liczbową c = µ∆, macierze H jest równa

H =
[

1 0 1 0 . . . 1 0
]
, (3.52)

natomiast macierz F2P×2P jest blokowo-diagonalna o blokach

F =

 φp 1
0 0


2×2

. (3.53)

Wektor szumu pomiarowego un jest jednowymiarową zmienną losową o wartości
oczekiwanej 0 i wariancji (por. wzór (2.52))

Q = 2M
= 2ω2

P∑
p=1

wp
2λ2

p

(
e−λp∆M−1 − 1 + λp∆M−1

)
+
(
∆M−1

)2
ξ2

 . (3.54)

Natomiast wektor szumu procesu vn ma wartość oczekiwaną równą wektorowi ze-
rowemu (w R2P ) i macierzy wariancji-kowariancji R2P×2P blokowo-diagonalnej o
blokach

Rp =

 σ2
σ,p σ2

σ,pϑp

σ2
σ,pϑp σ2

σ,pϑ
2
p

 . (3.55)

Dla p = 1, ..., P parametry φp, ϑp, σ
2
σ,p odpowiadają składnikowi autoregresyjnemu,

średniej ruchomej i wariancji procesu ARMA(1,1) dla wariancji aktualnej σ2
p,n, a

εp,n jest składnikiem losowym tego procesu.
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Podobnie jak w przypadku twierdzeń 3.1 i 3.7 można zamiennie stosować rów-
nania przestrzeni stanów z twierdzeń 3.4 oraz 3.2.

Przedstawione modele przestrzeni stanów nie zależą od wyboru rozkładu sta-
cjonarnego procesu wariacji chwilowej, a jedynie od parametrów tego rozkładu:
wartości oczekiwanej i wariancji oraz parametru λ. Jest to zatem podejście semi-
parametryczne (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b).

Liniowe przestrzenie stanów umożliwiają zastosowanie metody quasi-największej
wiarygodności do wyznaczenia estymatorów parametrów. Wartość estymatora można
wyznaczyć maksymalizując numerycznie funkcję quasi-wiarygodności daną wzorem
(3.23). Podejście to zostało zaprezentowane w Barndorff-Nielsen i Shephard (2002)
do modeli przestrzeni stanów 3.7 oraz 3.4 dla szeregu obserwacji wariancji zrealizo-
wanej wyznaczonych na podstawie kursu USD/DM (dolara wyrażonego w markach
niemieckich). W pracy Szczepocki (2018) zastosowano metodę quasi-największej wia-
rygodności na podstawie modelu przestrzeni stanów 3.2 do modelowania zmienności
kursu EUR/PLN (kursu Euro wyrażonego w złotych). W pracy tej do numerycz-
nego maksymalizowania wartości funkcji quasi-wiarygodności zastosowano algorytm
L-BFGS-B (Limited Memory BFGS) zaimplementowany w programie R. Jest to wa-
riant metody quasi-Newtona z pracy Byrd i in. (1995).
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Rysunek 3.3: Trajektoria wariancji aktualnej σn (linia czarna) oraz jej oszacowania za

pomocą filtru Kalmana (czerwona linia) i wygładzania Kalmana (linia niebieska) dla

M = 24, 288. Punktami + oznaczono oszacowania wariancji zrealizowanej.
Źródło: opracowanie własne.
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3.5 Filtry cząsteczkowe

Filtry cząsteczkowe, zwane także sekwencyjnymi metodami Monte Carlo, zostały
opracowane niezależnie przez różnych autorów (Pitt i Shephard, 1999). Jako pierw-
szą wkszuje się pracę Gordon i in. (1993), w której zaproponowano algorytm, który
obecnie nazywa się bootstrapowym filtrem cząsteczkowym, do estymacji niegaussow-
skich modeli przestrzeni stanów. Kitagawa (1996) przedstawil podobny, ale bardziej
ogólny algorytm do modelowania szeregów czasowych. Po raz pierwszy termin filtr
cząsteczkowy został użyty w pracy Del Moral (1996).

Filtry cząsteczkowe aproksymują rekurencyjnie gęstości p (x0:n|y1:n; θ) dla kolej-
nych wartości n = 1, ..., N . Ponadto dostarczają także aproksymacje gęstości filtracji
p (xn|y1:n; θ). Metody te przybliżają rozkłady ciągłe p (x0:n|y1:n; θ) rozkładami dys-
kretnymi wyznaczonymi za pomocą ważonych losowych prób

(
x

(i)
0:n, w

(i)
n

)K
i=1

, zwanych
cząsteczkami. Nie można jednak stosować klasycznej metody Monte Carlo i losować
bezpośrednio z rozkładu p (x0:n|y1:n; θ), ponieważ rozkład ten nie jest znany. Zamiast
z tego stosuje się losowanie z rozkładu ważności (importance sampling) o funkcji gę-
stości (zwanej funkcją ważności) q0:n (x0:n|y1:n; θ), który przybliża nieznany rozkład
p (x0:n|y1:n; θ). Rozkład ważności dobiera się tak, aby był jak najbardziej podobny
aproksymowanemu rozkładowi i jednocześnie była możliwość generowania zmien-
nych losowych z tego rozkładu. Wylosowana w ten sposób próba musi zatem zostać
„przeważona” ze względu na fakt losowanie z niepoprawnego rozkładu. Wagi, zwane
wagami ważności (importance weigths) definiuje się jako iloraz

w(i)
n =

p
(
x

(i)
0:n|y1:n; θ

)
q0:n

(
x

(i)
0:n|y1:n; θ

) , (3.56)

dla i = 1, ..., K. Rozkład ważności w ogólności może zmieniać się wraz czasem (stąd
0 : n w indeksie dolnym). Zazwyczaj w celu przyspieszenia obliczeń funkcję ważności
dekomponuje się na dwie części

q0:n (x0:n|y1:n; θ) = qn (xn|x0:n−1, y1:n; θ) q0:n−1 (x0:n−1|y1:n−1; θ) . (3.57)

Dla każdej cząsteczki
(
x

(i)
0:n

)K
i=1

drugi składnik q0:n−1
(
x

(i)
0:n−1|y1:n−1; θ

)
jest deltą Di-

raca δ
x

(i)
0:n−1

, czyli rozkładem przyjmującym wartość 1 dla wylosowanej w okresie
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n − 1 cząsteczki x(i)
0:n−1 i przyjmujący wartość 0 dla wszystkich innych możliwych

prób x0:n−1. W celu otrzymania dla okresu n nowego zestawu cząsteczek
(
x

(i)
0:n

)K
i=1

losuje się tylko
(
x(i)
n

)K
i=1

z rozkładu o funkcji ważności qn (xn|x0:n−1, y1:n; θ) i dołącza

do otrzymanych do okresu n− 1 cząsteczek
(
x

(i)
0:n−1

)K
i=1

nowe składowe

(
x

(i)
0:n

)K
i=1

=
(
x

(i)
0:n−1, x

(i)
n

)K
i=1

.

Dodatkowo można zdekomponować gęstość

p (x0:n|y1:n; θ) = p (yn|x0:n, y1:n−1; θ) p (x0:n|x0:n, y1:n−1; θ)
p (x0:n|y1:n−1; θ) =

= p (yn|x0:n, y1:n−1; θ) p (xn|x0:n−1, y1:n−1; θ) p (x0:n−1|y1:n−1; θ)
p (yn|y1:n−1; θ) =

= p (yn|xn; θ) p (xn|xn−1; θ) p (x0:n−1|y1:n−1; θ)
p (yn|y1:n−1; θ) (3.58)

Wstawiając (3.57) i (3.58) do (3.56) otrzymujemy

w(i)
n =

p
(
yn|x(i)

n ; θ
)
p
(
x(i)
n |x

(i)
n−1; θ

)
p
(
x

(i)
0:n−1|y1:n−1; θ

)
p (yn|y1:n−1; θ) qn

(
x

(i)
n |x(i)

0:n−1, y1:n; θ
)
q0:n−1

(
x

(i)
0:n−1|y1:n−1; θ

)
∝ w

(i)
n−1

p
(
yn|x(i)

n ; θ
)
p
(
x(i)
n |x

(i)
n−1; θ

)
qn
(
x

(i)
n |x(i)

0:n−1, y1:n; θ
) , (3.59)

dla i = 1, ..., K (symbol ∝ oznacza ”wprost proporcjonalne do”). Pozwala to wy-
znaczyć wagi w okresie n tylko na podstawie wag z poprzedniego okresu n− 1 oraz
iloczynu gęstości p (xn|xn−1; θ) i p (yn|xn; θ) określonych przez dany model prze-
strzeni stanów podzielonych przez funkcję ważności qn (xn|x0:n−1, y1:n; θ). Iloraz ten
nazywany jest współczynnikiem przyrostu wagi i jest niezależny od przeszłych ob-
serwacji zmiennej pomiaru i od trajektorii procesu stanu do okresu n− 2 włącznie.
Do rozpoczęcia rekurencji potrzebna jest losowanie z rozkładu ważności dla n = 0.
Zazwyczaj jest to losowanie ze znanego rozkładu p (x0; θ).

Mając do dyspozycji zbiór cząsteczek
(
x

(i)
0:n, w

(i)
n

)K
i=1

można dokonać aproksymacji
rozkładu p (x0:n|y1:n; θ). Zazwyczaj dokonuje się to przy pomocy znormalizowanych
wag

ŵ(i)
n = w(i)

n∑K
i=1w

(i)
n
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w celu zwiększenia stabilności estymatora. Wówczas

p̂ (x0:n|y1:n; θ) =
K∑
i=1

ŵ(i)
n δx(i)

0:n
(x0:n) ≈ p (x0:n|y1:n; θ) . (3.60)

Ponadto można także uzyskać oszacowanie wartości oczekiwanej dla pewnej funkcji
f (x0:n) zmiennej przestrzeni stanu postaci

K∑
i=1

ŵ(i)
n f

(
x

(i)
0:n

)
≈ E [f (X0:n) |y1:n ] . (3.61)

Przedstawiona procedura wyznaczania oszacowań gęstości p (x0:n|y1:n; θ) dla ko-
lejnych wartości n ∈ N nazywana jest sekwencyjną metodą ważności (sequential im-
portance sampling, SIS) i jest podstawowym wariantem filtru cząsteczkowego. Zapis
w postaci pseudokodu przedstawia algorytm 3.

Algorytm 3. Filtr cząsteczkowy - sekwencyjna metoda ważności (SIS)

1. W okresie n = 0.
Dla i = 1, ..., K:

(a) Losujemy x(i)
0 z rozkładu q0 (x0)

(b) Wyznaczamy wagi w(i)
n = p(x0)

q0(x0)

2. Dla okresów n = 1, ..., N wykonujemy:
(i) Dla i = 1, ..., K:

(a) Losujemy x(i)
n z rozkładu qn (xn|x0:n−1, y1:n; θ)

(b) Wyznaczamy wagi w(i)
n = w

(i)
n−1

p
(
yn|x(i)

n ; θ
)
p
(
x(i)
n |x

(i)
n−1; θ

)
qn
(
x

(i)
n |x(i)

0:n−1, y1:n; θ
)

(ii) Dla i = 1, ..., K:

Normalizujemy wagi: ŵ(i)
n = w(i)

n∑K
i=1w

(i)
n

(iii) Wyznaczamy oszacowania wartości E [f (xn)] ≈ ∑K
i=1 ŵ

(i)
n f

(
x(i)
n

)
Rezultat algorytmu:
Oszacowania wartości E [f (xn)] dla okresów n = 1, ..., N .

Istotną wadą ograniczającą lub wręcz uniemożliwiającą stosowanie filtru czą-
steczkowego SIS w praktyce jest problem degeneracji wag. W praktyce, po kilku
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iteracjach algorytmu SIS niemal wszystkie wagi będą równe 0 poza jedną wagą o
wartości bliskiej 1. Gordon i in. (1993) zaproponowali, aby w algorytmie SIS dodać
jeszcze jeden krok: po wyznaczeniu oszacowań należy dokonać reprókowania (re-
sampling), czyli losowania ze zwracaniem N cząsteczek według prawdopodobieństw
wyznaczonych przez znormalizowane wagi. Ma to na celu powieleniu cząsteczek o
dużych wagach i wyeliminowanie cząsteczek o małych wagach. Po wylosowaniu ze
zwracaniem wagi są zrównane do odwrotności liczby cząsteczek: w(i)

n = 1/K, dla
i = 1, ..., K. Tak powstały algorytm filtru cząsteczkowego jest nazywany sequen-
tial importance resampling (SIR), a w polskiej literaturze klasycznym filtrem czą-
steczkowym (Brzozowska-Rup i Dawidowicz, 2009). Algorytm 4 przedstawia zapis
klasycznego filtru cząsteczkowego w pseudokodzie.

Algorytm 4. Filtr cząsteczkowy - klasyczny algorytm (SIR)

1. W okresie n = 0.
Dla i = 1, ..., K:

(a) Losujemy x(i)
0 z rozkładu q0 (x0)

(b) Wyznaczamy wagi w(i)
n = p(x0)

q0(x0)

2. Dla okresów n = 1, ..., N wykonujemy:
(i) Dla i = 1, ..., K:

(a) Losujemy x(i)
n z rozkładu qn (xn|x0:n−1, y1:n; θ)

(b) Wyznaczamy wagi w(i)
n = w

(i)
n−1

p
(
yn|x(i)

n ; θ
)
p
(
x(i)
n |x

(i)
n−1; θ

)
qn
(
x

(i)
n |x(i)

0:n−1, y1:n; θ
)

(ii) Dla i = 1, ..., K:

Normalizujemy wagi: ŵ(i)
n = w(i)

n∑K
i=1w

(i)
n

(iii) Wyznaczamy oszacowania wartości E [f (xn)] ≈ ∑K
i=1 ŵ

(i)
n f

(
x(i)
n

)
(iv) Losujemy ze zwracaniem K cząsteczek z prawdopodobieństwami

(
ŵ(i)
n

)K
i=1

.
(v) Przyjmujemy w(i)

n = 1/K dla i = 1, ..., K

Rezultat algorytmu:
Oszacowania wartości E [f (xn)] dla okresów n = 1, ..., N .

Stosowanie repróbkowania ma również wady. Przede wszystkim eliminacja czą-
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steczek o najmniejszych wagach i zwielokrotnienie cząsteczek powoduje degenerację
różnorodności próby oraz utratę niezależności cząsteczek. Ponadto zwiększa także
wariancję estymatorów. Dlatego część autorów sugeruje stosowanie repróbkowania
tylko w przypadku, gdy wagi ważności są niezbilansowane. Trzy popularne miary
zbilansowania wag to współczynnik wariacji (coefficient of variation, CV (Kong i
in., 1994)), efektywna liczebność próby (effective sample size, ESS (Liu, 1996)) i en-
tropia Shannona (Shannon Entropy, SE). W przypadku, gdy dla pewnego n miara
zbilansowania wag spadnie poniżej pewnej z góry ustalonej wartości progowej, to
następuje w danej iteracji repróbkowanie. W konsekwencji losowanie ze zwracaniem
odbywa się w losowych iteracjach algorytmu.

Najczęściej jako miarę zbilansowania stosuje się efektywną liczebność próby de-
finiowaną za pomocą wariancji wag ważności

KESS = K

1 + Vecq
(
ŵ

(i)
n

) = K

E
[(
ŵ

(i)
n

)2
]

Współczynnik ten przyjmuje wartości 1 6 KESS 6 K. W przypadku, gdy KESS = K

próba jest doskonale zbilansowana i wszystkie cząsteczki dokładają się do estymatora
(3.60). Nie można go jednak zazwyczaj policzyć analitycznie. Zamiast tego stosuje
się oszacowanie

K̂ESS = 1∑K
i=1 ŵ

(i)
n

, (3.62)

które również przyjmuje wartości 1 6 K̂ESS 6 K. Najczęściej wskazuje się jako
progową wartość połowę liczby cząstek K̃ = K/2.

Współczynnik wariacji CV definiuje się jako

CV =

√√√√ 1
K

K∑
i=1

(
Kŵ

(i)
n − 1

)2
. (3.63)

Miara ta przyjmuje wartości 0 6 CV 6
√
K − 1. Jeśli wszystkie wagi mają iden-

tyczną wartość to miara przyjmuje wartość 0. Jeżeli jedna cząsteczka ma wagę równą
1, natomiast wagi pozostałych cząsteczek są zerowe, to miara przyjmuje wartość
√
K − 1. W porównaniu do pozostałych dwóch miar jako jedyna przyjmuje tym

wierszą wartość im gorsze jest zbilansowanie wag, czyli mierzy niezbilansowanie
wag.
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Entropie Shannona wyznacza się ze wzoru

SE = −
K∑
i=1

ŵ(i)
n log2 ŵ

(i)
n . (3.64)

Minimalna wartość tej miary to 0, w przypadku, gdy cała masa prawdopodobień-
stwa jest skoncentrowana w jednej cząsteczce. Maksymalną wartość jaką przyjmuje
entropia Shannona, to log2K, kiedy wszystkie wagi mają identyczną wartość.

Kolejnym istotnym zagadnieniem jest wybór funkcji ważności qn (xn|x0:n−1, y1:n; θ).
Najprostszym wyborem jest wybranie jako funkcji ważności gęstości przejścia

qn (xn|x0:n−1, y1:n; θ) = p (xn|x0:n−1, y1:n; θ) . (3.65)

Tak dobrana funkcja ważności ze względu na bayesowską interpretację równania
(3.7) jest przez wielu autorów (np. Brzozowska-Rup i Dawidowicz (2009)) nazy-
wana funkcją ważności rozładu a priori. Podejście to zostało wykorzystane w pracy
wprowadzającej filtr cząsteczkowy (Gordon i in., 1993) i jest nazywane filtrem bo-
otstrapowym8 (bootstrap filter). W tym wariancie funkcji ważności wzór na wagi
ważności (3.59) redukuje się do wzoru

w(i)
n = w

(i)
n−1p

(
yn|x(i)

n ; θ
)
. (3.66)

Ponadto przy losowaniu ze zwracaniem w każdej iteracji algorytmu wzór (3.66)
upraszcza się do postaci

w(i)
n = p

(
yn|x(i)

n ; θ
)
,

ponieważ wagi po losowaniu ze zwracaniem dla wszystkich cząsteczek są równe stałej
1/K. Uproszczenie wag ma istotne znaczenie nie tylko ze względu na przyspiesze-
nie obliczeń. Pozwala także na zastosowanie filtru cząsteczkowego w przypadkach,
gdy nie jest znana postać funkcji przejścia, ale można losować zmienne losowe z
rozkładu przejścia. Jak okaże się w dalszej części rozdziału jest to akurat przypa-
dek modeli stochastycznej zmienności skonstruowanych w oparciu o niegaussowskie
procesy Ornsteina-Uhlenbecka. Wadą filtru bootstrapowego jest to, że tak wybrana

8Nazwa pochodzi od wprowadzonej przez Bradleya Efrona metody bootstrap — szacowania roz-
kładu błędów estymacji, za pomocą wielokrotnego losowania ze zwracaniem z próby (por. Domański
i Pruska (2000, roz. 8)).
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funkcja ważności jest niezależna od obserwacji zmiennej pomiaru w danej iteracji
algorytmu yn, co powoduje, że filtr boostrapowy jest bardzo wrażliwy na obserwacje
nietypowe.

W literaturze proponowane są także inne funkcje ważności. W wiekszości przy-
padków są to metody trudne do zaimplentowania w praktycznych zastosowaniach.
Przykładowo Liu i Chen (1995) zaproponowali metodę wybory funkcji ważności
minimalizującą warunkową wariancję wag ważności. Metoda ta jednak wymaga
losowania z rozkładu warunkowego p (xn|xn−1, yn; θ) i obliczenia wartości funkcji
p (yn|xn−1; θ) do wyznaczania wartości wag ważności. Jest możliwe tylko w nie-
licznych przypadkach np. modelu liniowego gaussowskiego (Creal, 2012). Kolejną
alternatywą jest pomocniczy filtr cząteczkowy (auxiliary particle filter, APF) za-
proponowany przez Pitt i Shephard (1999). W metodzie tej następuje odwrócenie
kolejności: najpierw dokonuje się repróbkowanie według wag wyznaczonych według
pewnej zmiennej pomocniczej, a następnie losowanie cząsteczek z repróbkowanych
wartości.

Głównym celem filtrów cząsteczkowych jest wyznaczenie estymatorów stanu zmien-
nej ukrytej oraz rozkładu warunkowego p (xn|y1:n; θ). Wybór estymatora punktowego
zależy od przyjętego kryterium optymalności (funkcji straty, por. Lehmann (1991,
roz. 1)). W przypadku filtru cząsteczkowego jako estymator zmiennej ukrytej przyj-
muje się wartość oczekiwaną rozkładu warunkowego p (xn|y1:n; θ)

x̂n = E (Xn|y1:n) , (3.67)

ponieważ taki wybór jest optymalny ze względu na minimalizację błędu średnio-
kwadratowego (Brzozowska-Rup i Dawidowicz, 2009). Wartość oczekiwaną stanu
ukrytego (wzór (3.67)) można przybliżyć za pomocą estymatora

x̂Kn =
K∑
i=1

ŵ(i)
n x

(i)
n . (3.68)

Wzór (3.67) jest specjalnym przypadkiem bardziej ogólnego zagadnienia wyznacza-
nia oszacowania

f̂(xn) = E (f(Xn)|y1:n) , (3.69)

dla pewnej funkcji f . Pojawia się pytanie o zachowanie się wyznaczonych estyma-
torów, przy liczbie cząsteczek K → +∞. W literaturze można znaleźć bardzo wiele
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dowodów zbieżności przy różnych założeniach dotyczących regularności funkcji f ,
rozkładów ważności, postaci modelu przestrzeni stanów. Historycznie pierwszy do-
wód zbieżności można znaleźć w pracy Del Moral (1996). W pracy Crisan i Do-
ucet (2002) przedstawiono przegląd twierdzeń dotyczących zbieżności filtrów czą-
steczkowych. Przedstawiono m.in. dowód zbieżności średniokwadratowej dla dowol-
nej ograniczonej borelowskiej funkcji f i ograniczonej funkcji gęstości p (yn|xn; θ).

Filtry cząsteczkowe dostarczają także oszacowań funkcji wiarygodności

L (θ|y1:N) = p (y1, ..., yN ; θ) = p (y1; θ)
N∏
n=2

p (yn|yn−1; θ) . (3.70)

Zazwyczaj dla modeli przestrzeni stanu funkcję wiarygodności (3.70) nie można
wyznaczyć analitycznie, ze względu na to, że wyznaczenie gęstości p (yn|y1:n−1; θ)
wymaga policzenia wielowymiarowej całki (por. wzór (3.9)). Filtry cząsteczkowe
umożliwiają oszacowanie p (yn|yn−1; θ) za pomocą

p̂ (y1, ..., yN ; θ) = p̂ (y1; θ)
N∏
n=2

p̂ (yn|yn−1; θ) , (3.71)

gdzie poszczególne oszacowania p̂ (yn|y1:n−1; θ) wyznacza się jako sumę nieunormo-
wanych wag dla danej iteracji algorytmu

p̂ (yn|y1:n−1; θ) = 1
K

K∑
i=1

p
(
x(i)
n |y1:n; θ

)
qn
(
x

(i)
n |y1:n; θ

) = 1
K

K∑
i=1

w(i)
n . (3.72)

W konsekwencji otrzymujemy następujące oszacowanie funkcji wiarygodności

L̂ (θ|y1:N) =
N∏
n=2

(
1
K

K∑
i=1

w(i)
n

)
. (3.73)

Jest to estymator nieobciążony dla dowolnej wartości K i zgodny przy K → +∞
(Kantas i in., 2015). Natomiast estymator logarytmu funkcji wiarygodności postaci

l̂nL (θ|y1:N) =
N∑
n=2

ln p̂ (yn|y1:n−1; θ) =
N∑
n=2

ln
(

1
K

K∑
i=1

w(i)
n

)
(3.74)

jest obciążony, co wynika z nierówności Jensena. Można jednak użyć skorygowanej
(w oparciu o rozwinięcie logarytmu funkcji wiarygodności w szereg Taylora) wersji
estymatora postaci

l̂nL (θ|y1:N) =
N∑
n=2

ln
(

K∑
i=1

w(i)
n

)
+ 1

2
σ̂2

K exp
[
2∑N

n=2 ln
( 1
K

∑K
i=1w

(i)
n

)] , (3.75)
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gdzie

σ̂2 = 1
K

K∑
i=1

(
w(i)
n

)2
−
(

1
K

K∑
i=1

w(i)
n

)2

.

Taką korektę do oszacowania logarytmu funkcji wiarygodności użyto w m.in. Kim i
in. (1998), Chib i in. (2002).

Do wygładzania przy pomocy filtru cząsteczkowego najczęściej stosuje się al-
gorytmy typu „do przodu - do tytułu” (forward - backward). Pierwsza cześć („do
przodu”) to wyznaczenie aproksymacji gęstości filtracji p (xn|y1:n; θ) dla n = 1, ..., N
przy pomocy filtru cząsteczkowego. Następnie następuje druga cześć („do tytułu”),
która polega na wyznaczeniu iteracyjnie dla n = N − 1, ..., 1 aproksymacji gęstości
wygładzania p (xn|y1:N ; θ) (wzór 3.10) za pomocą

p̂ (x0:n|y1:N ; θ) =
K∑
i=1

w
(i)
n|Nδx(i)

n
(x0:n) . (3.76)

Wagi ważności w(i)
n|N wyznacza się ze wzoru

w
(i)
n|N = ŵ(i)

n

 K∑
j=1

w
(j)
n+1|N

p
(
x(j)
n |x

(i)
n−1; θ

)
∑K
k=1 ŵ

(k)
n p

(
x

(j)
n |x(k)

n−1; θ
)
 , (3.77)

gdzie
(
ŵ(i)
n

)K
i=1

są znormalizowanym wagami ważności wyznaczonym dla okresu n

wyznaczone w części „do przodu”. Ponadto iteracje „do tytułu” inicjuje się przyj-
mując w(i)

N |N = ŵ(i)
n , dla i = 1, ..., K.

Zaprezentowana metoda wygładzania filtrem cząsteczkowym wymaga znajomo-
ści gęstości przejścia p (xn|xn−1; θ). Kitagawa (1996) zaproponował alternatywną
metodę wygładzania, dla której gęstość ta nie jest wykorzystywana. Propozycja ta
wykorzystuje własności klasycznej filtracji z losowaniem ważności z rozkładu a priori
(bootstrap). Mając do dyspozycji obserwacje do okresu n+ L otrzymujemy oszaco-
wanie gęstości p (x0:n+L|y1:n+L; θ) za pomocą

p̂ (x0:n|y1:n+L; θ) =
K∑
i=1

ŵ(i)δ
x

(i)
0:n

(x0:n) .

Zatem oszacowaniem rozkładu brzegowego p (xn|y1:n+L; θ) jest

p̂ (xn|y1:n+L; θ) =
K∑
i=1

ŵ(i)δ
x

(i)
0:n

(xn) . (3.78)
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W efekcie zamiast wygładzania typu „nieruchomy przedział” (fixed interval) jak w
przypadku metody „do przodu - do tytułu” otrzymuje wygładzanie typu „nieru-
chome opóźnienie” (fixed lag).

Podejście te ma jednak pewne ograniczenia. Wymaga zapisania, a następnie
wykorzystania cząsteczek opóżnionych o L okresów. Pomiędzy okresem n, a n +
L następuje L-razy repróbkowanie. Powoduje to istotne zmniejszenie różnorodno-
ści trajektorii, co w konsekwencji może powodować słabą aproksymację gęstości
p (xn|y1:n+L; θ). Problem spadku różnorodności pogłębia się wraz ze wzrostem L,
dlatego należy ustalać długość opóźnienia z rozwagą. Kitagawa (2014) sugeruje uży-
cie L równego 20 i odradza użycie L większego niż 50.

3.6 Nieliniowe modele przestrzeni dla nieguassow-

skich modeli stochastycznej zmienności typu

Ornsteina-Uhlenbeckaa

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) w pierwszej swojej pracy poświęconej nie-
gaussowskim procesom Ornsteina-Uhlenbecka zaproponowali użycie filtru cząstecz-
kowego do oszacowania zmienności aktualnej, gdy parametry procesu są znane.
Przedstawili algorytm generowania cząsteczek dla filtru bootstrapowego, w którym
zastosowali model przestrzeni stanów 3.1 upraszczając równanie pomiaru do postaci

yn =
√
σ2
nun,

gdzie un ∼ N(0, 1).
Filtry cząsteczkowe nie wymagają, aby model był liniowy lub gaussowski, zatem

model przestrzeni 3.1 można łatwo uogólnić na przypadek β 6= 0 i uwzględnić efekt
dźwigni.

Model przestrzeni 3.5.

Dla modelu stochastycznej zmienności BNS z efektem dźwigni (definicja 2.3) model
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przestrzeni stanów można zapisać jako
Yn = h(Xn, un)

Xn = FXn−1 + vn.
(3.79)

Wektor stanu przyjmuje postać

Xn =

 λσ2
n

σ2(∆n)

 , (3.80)

natomiast zmienną pomiaru Yn jest logarytmiczna stopy zwrotu yn. Funkcja h(Xn, un)
przyjmuje postać

h(Xn, un) = µ∆ + β

λ

(
λσ2

n

)
+
√

1
λ

(λσ2
n)un + ρz̄n =

= µ∆ + βσ2
n +

√
σ2
nun + ρz̄n, (3.81)

gdzie un ∼ N(0, 1) oraz

z̄n = Z(λn∆)− Z(λ(n− 1)∆)− λ∆ξ = η1n − λ∆ξ.

Macierz F jest równa

F =

 0 1− e−λ∆

0 e−λ∆

 . (3.82)

Wektor szumu procesu przyjmuje postać

vn =

 η2n − η1n

η1n

 . (3.83)

Składowe wektora losowego ηn = [η1n η2n]T wyznacza się ze wzorów (2.22) oraz
(2.23).

Model przestrzeni stanów 3.5 różni się od modelu 3.1 postacią równania pomiaru
zostawiając równanie stanu bez zmian. W odróżnieniu od filtru Kalmana nie trzeba
stosować założenia o normalności zaburzeń procesu. Nie jest natomiast znana postać
funkcji przejścia p (xn|xn−1; θ). Jednak w przypadku stosowania filtru bootstrapo-
wego wystarczy, że można generować próbę losową z gęstości p (xn|xn−1; θ), co w
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przypadku modelu 3.5 jest możliwe. Zastosowanie filtru cząsteczkowego w odróżnie-
niu od filtru Kalmana wymaga określenia rozkładu stacjonarnego procesu wariancji
chwilowej. W zależności od wyboru tego rozkładu różnią się metody generowania
próby losowej z rozkładu p (xn|xn−1; θ). Zagadnienie to zostanie omówione w kolej-
nym podrozdziale.

Gęstość rozkładu warunkowego p (yn|xn; θ) przyjmuje w modelu przestrzeni sta-
nów 3.5 zgodnie ze wzorem (2.42) postać

Yn|Xn = xn ∼ N
(
µ∆ + βσ2

n + ρzn, σ
2
n

)
. (3.84)

Na rysunku 3.4 przedstawiono przykład wykorzystania klasycznego filtra czą-
steczkowego i wygładzania cząsteczkowego do estymacji wariancji aktualnej. Wa-
riancja aktualna została wyznaczona na podstawie procesu wariancji chwilowej o
rozkładzie stacjonarnym gamma o wartości oczekiwanej ξ = 0, 5 oraz odchyleniu
standardowym ω = 0.2 (pozostałe parametry: λ = 0, 01, µ = β = 0).

Również model przestrzeni stanów ze złożeniem 3.2 można uogólnić na przypadek
β 6= 0 oraz z uwzględnieniem efektu dźwigni z oddzielnymi parametrami ρ1, ..., ρP

dla każdego składnika złożenia.

Model przestrzeni 3.6.

Dla modelu stochastycznej zmienności BNS ze złożeniem i efektem dźwigni (definicja
(2.4)) model przestrzeni stanów można zapisać jako

Yn = h(Xn, un)

Xn = FXn−1 + vn.
(3.85)

Wektor stanu przyjmuje postać

Xn =



λ1σ
2
1,n

σ2
1(∆n)
λ2σ

2
2,n

σ2
2(∆n)

...
λ2σ

2
P,n

σ2
P (∆n)


2P×1

(3.86)
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Rysunek 3.4: Trajektoria wariancji aktualnej σn (linia czarna) oraz jej oszacowania za

pomocą filtru cząsteczkowego (czerwona linia) i wygładzania cząsteczkowego (linia

niebieska) dla K = 1000 i L = 20 (a) oraz efektywna liczebność próby ESS (b).
Źródło: opracowanie własne.

natomiast procesem pomiaru Yn są logarytmiczne stopy zwrotu yn. Funkcja h(Xn, un)
przyjmuje postać

h(Xn, un) = µ∆ + β
P∑
p=1

1
λp

(
λpσ

2
p,n

)
+

√√√√ P∑
p=1

1
λp

(
λpσ2

p,n

)
un +

P∑
p=1

ρpz̄p,n =

= µ∆ + β
P∑
p=1

σ2
p,n +

√√√√ P∑
p=1

σ2
p,nun +

P∑
p=1

ρpz̄p,n, (3.87)
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gdzie un ∼ N(0, 1) oraz dla p = 1, ..., P

z̄p,n = Zp(λpn∆)− Zp(λp(n− 1)∆)− wpλp∆ξ = η
(p)
1n − wpλp∆ξ.

Natomiast macierz F2P×2P jest blokowo-diagonalna o blokach

F (j) =

 0 1− e−λp∆

0 e−λp∆

 ,
dla p = 1, ..., P . Wektor szumu procesu przyjmuje postać

η
(1)
2n − η

(1)
1n

η
(1)
1n

η
(2)
2n − η

(2)
1n

η
(2)
1n
...

η
(P )
2n − η

(P )
1n

η
(P )
1n


2P×1

,

Składowe wektora losowego η(p)
n =

[
η

(p)
1n η

(p)
2n

]T
dla p = 1, ..., P wyznacza się ze

wzorów (2.22) oraz (2.23).

Ponownie choć nie jest znana postać przejścia p (xn|xn−1; θ), to można generować
próbę losową z tej gęstości, co umożwliwia zastosowanie filtru bootstrapowego. Gę-
stość rozkładu warunkowego p (yn|xn; θ) w modelu przestrzeni stanów 3.6 przyjmuje
natomiast postać

Yn|Xn = xn ∼ N

µ∆ + β
P∑
j=1

σ2
j,n +

√√√√√ P∑
j=1

σ2
j,n,

P∑
j=1

σ2
j,n

 . (3.88)

Filtr cząsteczkowy można także zastosować w przypadku, gdy zmienną obserwo-
waną jest wariancja zrealizowana.

Model przestrzeni 3.7.

Dla podstawowego modelu stochastycznej zmienności BNS (definicja (2.1)), model
przestrzeni stanów, w którym procesem pomiaru jest wariancja zrealizowana można
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zapisać jako 
Yn = h(Xn, un)

Xn = FXn−1 + vn.
(3.89)

Wektor stanu przyjmuje postać

Xn =

 λσ2
n

σ2(∆n)

 , (3.90)

natomiast procesem pomiaru Yn jest estymator wariancji zrealizowanej {y}n. Funk-
cja h(Xn, un) przyjmuje postać

h(Xn, un) = 1
λ

(
λσ2

n

)
+ un = σ2

n + un, (3.91)

Wektor szumu pomiarowego un jest jednowymiarową zmienną losową o rozkładzie
normalnym z wartością oczekiwaną 0 i wariancją (por. wzór (2.50))

Q = 2M
(

2ω2λ−2
(
e−λ∆/M − 1 + λ∆M−1

)
+
(
∆M−1

)2
ξ2
)
. (3.92)

Macierz F jest równa

F =

 0 1− e−λ∆

0 e−λ∆

 . (3.93)

Wektor szumu procesu przyjmuje postać

vn =

 η2n − η1n

η1n

 . (3.94)

Składowe wektora losowego ηn = [η1n η2n]T wyznacza się ze wzorów (2.22) oraz
(2.23).

Gęstość rozkładu warunkowego p (yn|xn; θ) przyjmuje natomiast postać

Yn|Xn = xn ∼ N
(
σ2
n, un

)
. (3.95)

Należy przy tym pamiętać, że założenie o normalności wynika wyłącznie z rozkładu
asymptotycznego, dla M → +∞, ale jak pokazują wyniki symulacyjne (Barndorff-
Nielsen i Shephard, 2001a)9 już dla umiarkowanych wartości M założenie o nor-
malności błędu wariancji zrealizowanej dość dobrze oddaje prawdziwy rozkład. Na

9Pokazuje to również przykład przedstawiony na rysunku 2.7.
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rysunku 3.5 przestawiono przykład estymacji wariancji aktualnej za pomocą filtru
cząsteczkowego. Wariancja aktualna została wyznaczona na podstawie procesu wa-
riancji chwilowej o rozkładzie stacjonarnym gamma o wartości oczekiwanej ξ = 0, 5
oraz odchyleniu standardowym ω = 0.2 (pozostałe parametry: λ = 0, 01, µ = β = 0).
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Rysunek 3.5: Trajektoria wariancji aktualnej σn (linia czarna) oraz jej oszacowania za

pomocą filtru cząsteczkowego (czerwona linia) i wygładzania cząsteczkowego (linia

niebieska) dla M = 12, 288. Punktami + oznaczono oszacowania wariancji zrealizowanej.
Źródło: opracowanie własne.

Reprezentację przestrzeni stanów 3.7 można uogólnić na przypadek złożenia pro-
cesów zmienności.

Model przestrzeni 3.8.

Dla modelu stochastycznej zmienności ze złożeniem procesów zmienności BNS (de-
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finicja 2.2), model przestrzeni stanów, w którym procesem pomiaru jest wariancja
zrealizowana można zapisać jako

Yn = h(Xn, un)

Xn = FXn−1 + vn.
(3.96)

Wektor stanu przyjmuje postać

Xn =



λ1σ
2
1,n

σ2
1(∆n)
λ2σ

2
2,n

σ2
2(∆n)

...
λ2σ

2
P,n

σ2
P (∆n)


2P×1

. (3.97)

Natomiast zmienną pomiaru Yn jest estymator wariancji zrealizowanej {y}n. Funkcja
h(Xn, un) przyjmuje postać

h(Xn, un) =
P∑
p=1

1
λp

(
λpσ

2
p,n

)
un+ =

=
P∑
p=1

σ2
p,n + un. (3.98)

Wektor szumu pomiarowego un jest jednowymiarową zmienną losową o rozkładzie
normalnym z wartością oczekiwaną 0 i wariancją (por. wzór (2.50))

Q = 2M
= 2ω2

P∑
p=1

wp
2λ2

p

(
e−λp∆M−1 − 1 + λp∆M−1

)
+
(
∆M−1

)2
ξ2

 . (3.99)

Macierz F2P×2P jest blokowo-diagonalna o blokach

F (j) =

 0 1− e−λp∆

0 e−λp∆

 ,
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dla p = 1, ..., P . Wektor szumu procesu przyjmuje postać

η
(1)
2n − η

(1)
1n

η
(1)
1n

η
(2)
2n − η

(2)
1n

η
(2)
1n
...

η
(P )
2n − η

(P )
1n

η
(P )
1n


2P×1

,

Składowe wektora losowego η(p)
n =

[
η

(p)
1n η

(p)
2n

]T
dla p = 1, ..., P wyznacza się ze

wzorów (2.22) oraz (2.23).

3.7 Implementacja filtrów cząsteczkowych

W algorytmach filtrów cząsteczkowych konieczne jest wyznaczanie kolejnych gene-
racji cząsteczek. W modelach przestrzeni stanów dla nieguassowskich modeli stocha-
stycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka wiąże się to generowaniem zmien-
nych losowych o rozkładach wyznaczonych przez dwie całki stochastyczne.

Pierwsza całka stochastyczna związana jest z rekurencją dla procesu wariancji
chwilowej

σ2(∆n) = σ2(∆(n− 1))e−λ∆ + e−λ∆
λ∆∫
0

esdZ(s) = σ2(∆(n− 1))e−λ∆ + η1n. (3.100)

Druga całka stochastyczna wynika z rekurencji dla prowadzącego procesu Lévy’ego
ukrytego w tle

Z(λ∆n) = Z(λ∆(n− 1)) +
λ∆∫
0

dZ(s) = Z(λ∆(n− 1)) + η2n. (3.101)

W poprzednim podrozdziale wektor losowy ηn = [η1n η2n]T stanowił wektor
szumu procesu w przedstawionych modelach przestrzeni stanów. W filtrach cząstecz-
kowych konieczna jest zatem symulacja zmiennych losowych wyznaczonych przez
całki stochastyczne typu

λ∆∫
0

f(s)dZ(s) (3.102)
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dla pewnej ustalonej funkcji f . Pierwsza możliwość to symulacja procesu BDLP a
następnie aproksymacja całki schematem Eulera. Podobne podejście zaprezentowali
Janicki i Izydorczyk (2001) w kontekście całek względem procesów α−stabilnych.
Jest ono trudne ze względu na skokowy charakter procesów BDLP. Druga możli-
wość to wykorzystanie rozwijania całki (3.102) w nieskończony szereg zmiennych
losowych. Metoda ta bazuje na pracach Marcus (1987) oraz Rosinski (1990), a za
sprawą pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zdominowała podejście do sy-
mulacji trajektorii procesów stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka.

Rozwijania całki w nieskończony szereg zmiennych losowych

Wprowadźmy oznaczenie na funkcję gęstości ogona rozkładu (tail mass function)
stacjonarnego procesu wariancji chwilowej

W+(x) =
∞∫
x

w(y)dy. (3.103)

Funkcję W+(x) można wyznaczyć korzystając z gęstości Lévy’ego procesu wariancji
chwilowej zgodnie ze wzorem

W+(x) = xu(x) dla x > 0. (3.104)

Oznaczmy przez W−1 odwrotność funkcji W+, czyli funkcję

W−1(x) = inf
{
y > 0 : W+(y) 6 x

}
Wówczas całkę stochastyczną (3.102) można zapisać w postaci

λ∆∫
0

f(s)dZ(s) =
∞∑
i=1

W−1 (ai/(λ∆)) f (λ∆ri) , (3.105)

dla niezależnych ciągów zmiennych losowych (ai)n∈N oraz (ri)n∈N, gdzie a1 < a2 < ...

jest ciągiem kolejnych zgłoszeń procesu Poissona o intensywności 1, a (ri)n∈N jest
ciągiem niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym na przedziale
[0, 1].

Jedynym znanym przykładem rozkładem stacjonarnym procesu wariancji chwi-
lowej, dla którego szereg nieskończony (3.105) redukuje się do skończonej ilości wy-
razów jest proces Ornsteina-Uhlenbecka o rozkładzie stacjonarnym gamma (proces
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Ga-OU). Na podstawie wzoru (1.13) gęstość Lévy’ego przyjmuje postać

u(x) = α

x
e−βx1(0,+∞)(x)

Zgodnie ze wzorem (3.104) otrzymujemy

W+
Ga(x) = αe−βx (3.106)

oraz
W−1
Ga (x) = max

{
0,− 1

α
ln
(
x

ν

)}
. (3.107)

Wówczas korzystając ze wzoru (3.105) otrzymujemy

λ∆∫
0

f(s)dZ(s) =
∞∑
i=1

W−1
Ga (ai/(λ∆)) f (λ∆ri) =

= − 1
α

∞∑
i=1

1[0,ν] (ai/(λ∆)) ln (ai/(λ∆ν)) f (λ∆ri) =

= 1
α

∞∑
i=1

1[0,1] (ci) ln
(
c−1
i

)
f (λ∆ri) =

= 1
α

N(1)∑
i=1

ci ln
(
c−1
i

)
f (λ∆ri)

gdzie c1 < c2 < ... < cN(1) jest ciągiem kolejnych zgłoszeń procesu Poissona o
intensywności λ∆ν, a N(1) jest liczbą zgłoszeń do czasu 1 w tym ciągu. Zauważmy,
że N(1) jest zmienną losową o rozkładzie Poissona również o intensywności λ∆ν.
Zatem w tym przypadku nieskończona suma (3.105) ma skończoną (ale losową) ilość
składników. W szczególności ciąg może być pusty, to znaczy pierwsze zgłoszenie c1

może być większe od 1. Odpowiada to sytuacji, gdy w przedziale czasu [0, λ∆], proces
BDLP jest stały, różniczka dZ(s) jest równa 0, a proces zmienności maleje zgodnie
z częścią deterministyczną (por. rysunek 2.1). W dodatku B przedstawiono kod w
języku programowania R zwracający wektor ηn = [η1n η2n]T dla procesu Ga-OU.

Przykładami procesów wariancji chwilowej, dla którego szereg (3.105) nie redu-
kuje się do skończonej ilości wyrazów są rodziny uogólnionych rozkładów odwrot-
nych Gaussa i temperowanych stabilnych. Wówczas należy wybrać wartość punktu
odcięcia imax w sumie (3.105), od którego kolejne przyrosty w sumie są dostatecznie
małe.
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W przypadku uogólnionej rodziny rozkładu odwrotnych Gaussa ze wzoru (1.14)
oraz wzoru (3.104) wynika, że

W+
GIG(x) = exp(−γ2x/2)

1
2

+∞∫
0

exp(−1
2δ
−2xz)g(z)dz + max {0, ν}

 , (3.108)

gdzie
g(x) = 2

π2x

(
J2
|γ|(
√
x) +N2

|γ|(
√

2x)
)−1

,

gdzie Jν i Nν są funkcjami Besella odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju. Funk-
cję odwrotną W−1

GIG nie można podać w postaci analitycznej poza specjalnym przy-
padkiem rozkładu gamma (wzór (3.107)). Można jednak wyznaczyć ją numerycznie.
W dodatku B przedstawiono kod w języku programowania R zwracający wektor
ηn = [η1n η2n]T dla procesu GIG-OU. Wybór punktu odcięcia imax zależy od wy-
boru podrodziny rozkładów GIG. Wykonane przez autora pracy obliczenia wskazują,
że wartość imax powinna być nie mniejsza niż 100.

W szczególności dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka o rozkładzie stacjonarnym
odwróconym Gaussa (IG-OU) z parametrami IG(δ, γ) funkcja W+ przyjmuje postać

W+
IG(x) = δx−1/2

√
2π

exp
(
−1

2γ
2x
)
. (3.109)

Ze wzoru (3.108) można również wyznaczyć postać funkcji W+ dla rozkładów
stacjonarnych procesu Ornsteina-Uhlenbeck dodatniego hiperbolicznego i odwrot-
nego gamma.

W przypadku procesu Ornsteina-Uhlenbecka o rozkładzie stacjonarnym pocho-
dzącym z rodziny rozkładów temperowanych stabilnych TS(κ, ν, α) funkcja W+

przyjmuje postać (Barndorff-Neilsen i Shephard, 2001)

W+
TS(x) = νκ2κ

Γ(1− κ)x
−κ exp

(
−α1/κx/2

)
. (3.110)

Następującą postać W−1
TS wyznaczali Gander i Stephens (2007b)

W−1
TS (x) =

(
A

x

)1/B
exp

[
−LW

(
C/B (A/x)1/B

)]
(3.111)

gdzie A = νκ2κ/Γ(1 − κ), B = κ, C = α1/κ/2. Natomiast LW jest funkcją W
Lamberta, to jest funkcją spełniającą warunek LW (x) exp [LW (x)] = x.
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W szczególności dla rozkładu odwrotnego Gaussa, który jest specjalnym przy-
padkiem temperowanego rozkładu stabilnego (dla κ = 1/2) otrzymuje się

W−1
IG (x) = 1

γ2LW

(
δ2γ2

2πx2

)
. (3.112)

W przypadku rozkładu stacjonarnego odwrotnego Gaussa bardziej efektywny jest
bezpośrednie stosowanie wzoru (3.112) niż numerycznie odwracanie funkcji (3.109).

W dodatku B przedstawiono kod w języku programowania R zwracający wek-
tor ηn = [η1n η2n]T . Na rysunku 3.6 przedstawiono symulację trajektorii procesu
IG-OU otrzymaną za pomocą wzoru (3.112). Obliczenia autora wskazują, że dla
rozkładu odwrotnego Gaussa jako punk odcięcia można przyjąć imax = 50.
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Rysunek 3.6: Trajektoria procesu wariancji chwilowej o rozkładzie stacjonarnym

odwrotnym Gaussa z parametrami δ = 1 i γ = 2 (a) oraz odpowiadający mu proces

Lévy’ego ukrytym w tle (BDLP) z parametrem λ = 0, 01 (b).
Źródło: opracowanie własne.

Schematu Eulera



Rozdział 3. Estymacja niegaussowskich modeli zmienności stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 138

Korzystając z funkcji prostych Valdivieso i in. (2009) uwodnili dla dowolnego
procesu podporządkowanego Z = (Z(λt))t>0 zbieżność według rozkładu

bλ∆
~ c∑
j=1

ej~Z(j~) d−−→
~→0

λ∆∫
0

esdZ(s), (3.113)

co uzasadnia użycie schematu Eulera do aproksymowania całki stochastycznej η1n

dla dostatecznie małego ~. Pozostaje jeszcze kwestia wygenerowania trajektorii pro-
cesu BDLP do sumy we wzorze (3.113). Nie jest to zadanie proste, ponieważ pro-
cesy te mogą mieć nieskończoną aktywność. W przypadku TS-OU istnieje moż-
liwość wygenerowania procesu BDLP za pomocą sumy Z = Z(1) + Z(2), gdzie
Z(1) =

(
Z(1)(t)

)
t>0

jest temperowanym stabilnym procesem Z(1)=TS(κ, κν, α), na-
tomiast Z(2) =

(
Z(2)(t)

)
t>0

jest złożonym procesem Poissona postaci

Z(2)(t) =
N(t)∑
j=1

Yj,

gdzie (N(t))t>0 jest procesem Poissona o intensywności κνα, Y1, Y2, ... jest ciągiem
niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie gamma Ga(1− κ, α1/κ/2). Wówczas

bλ∆
~ c∑
j=1

ej~Z(j~) =
bλ∆

~ c∑
j=1

ej~Z(1)(~) +
N(λ∆)∑
n=1

eTjYj, (3.114)

gdzie T1, T2, ... kolejnymi zgłoszeniami złożonego procesu Poissona Z(2). Jednak poza
przypadkiem procesu IG-OU, dla którego można generować zmienne losowe o roz-
kładzie odwrotnym Gaussa (odpowiedni algorytm przedstawił Michael i in. (1976))
trudno jest generować zmienne losowe o rozkładzie temperowanym stabilnym, po-
trzebne do wyznaczenia Z(1)(~).

W przypadu procesów temeperowanych stabilnych odpowiednie rozwiązanie za-
proponowałRosinski (2001): proces (JM(t))[0,T ] postaci

JM(t) = 2
M∑
j=1

min


(

αλTκ

bjΓ(1− κ)

)1/κ

,
ejv

1/κ
j

β1/κ

 eλTuj1(Tuj6t), (3.115)

zbiega prawie na pewno i jednostajnie do procesuJ(t) =
λt∫

0

esdZ(1)(s)


[0,T ]

, (3.116)



Rozdział 3. Estymacja niegaussowskich modeli zmienności stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 139

gdzie (uj)j∈N, (vj)j∈N są ciągami niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie rów-
nomiernym na przedziale [0, 1], (ej)j∈N ciągiem zmiennych losowych o rozkładzie
wykładniczym z parametrem 1, b1 < b2 < ... ciągiem zgłoszeń procesu Poissona o
intensywności 1. W konsekwencji

λ∆∫
0

esdZ(s) ≈ JM(∆) +
N(λ∆)∑
n=1

eTjYj, (3.117)

gdzie M jest dostatecznie duże. W praktyce dla rozkładu odwrotnego Gaussa należy
przyjąć M równe co najmniej 100.

Symulację trajektorii za pomocą schematu Eulera można również wykorzystać
w przypadku procesów OU-D, dla których znany jest proces Lévy’ego ukrytym w
tle (BDLP) np. OU-Ga lub OU-IG.

W dodatku B przedstawiono kod w języku programowania R zwracający wektor
ηn = [η1n η2n]T dla IG-OU i OU-Ga przy pomocy schematu Eulera.

3.8 Iterowana filtracja

Podstawowym ograniczeniem filtrów cząsteczkowych jest to, że są w stanie jedynie
oszacować ukryty proces stanu przy znanych parametrach. Nie są jednak w stanie
oszacować parametrów, od których te procesy zależą. W przypadków filtrów czą-
steczkowych nie można zastosować metod opartych o maksymalizację aproksymacji
funkcji wiarygodności mimo że filtry cząsteczkowe dostarczają zgodne i nieobciążone
oszacowanie funkcji wiarygodności. Problemem jest to, że oszacowanie dostarczane
przez filtry cząsteczkowe nie jest ciągłe względem parametrów. Nieciągłość wynika
z repróbkowania. Niewielka zmiana parametrów może spowodować, że skład czą-
steczek po repróbkowaniu stanie się zupełnie inny niż przed zmianą parametrów.
Pewnym rozwiązaniem może być zaproponowana przez Malik i Pitt (2011) „ciągła
aproksymacja”, ale może być stosowana tylko w przypadku, gdy proces stanu jest
jednowymiarowy.

Alternatywne podejście zaproponowali Liu i West (2001). W klasycznym mo-
delu przestrzeni stanu z ustalonym wektorem parametrów θ, rozszerzyli przestrzeń
stanów tak, że cząsteczki składają się z par

(
x

(i)
0:n, θ

(i)
n

)
i wag w(i)

n , dla i = 1, ..., K.
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Cząsteczki tworzą dyskretny rozkład, który przybliża rozkład wyznaczony przez gę-
stość p (x1:n, θ|y1:n). Indeks n przy wektorze θ nie oznacza jednak, że θ jest zmienna
w czasie, ale że jest to oszacowanie z okresu n. Korzystając z twierdzenia Bayesa
otrzymujemy

p (x1:n, θ|y1:n) ∝ p (yn|x1:n, θ) p (xn, θ|y1:n−1)

∝ p (yn|x1:n, θ) p (xn|θ, y1:n−1) p (θ|y1:n−1) (3.118)

Liu i West wykorzystali następujące oszacowanie p (θ|y1:n−1) poprzez mieszaninę
rozkładów normalnych

p̂ (θ|y1:n−1) = 1
K

K∑
i=1

fN
(
θ

(i)
n|n−1,m

(i)
n−1, h

2Vn−1
)
, (3.119)

gdzie fN (|m,S) jest gęstością wielowymiarowego rozkładu normalnego o wektorze
wartości oczekiwanej m i macierzy wariancji-kowariancji S. Wektory wartości śred-
niej θ(i)

n|n−1 wyznacza się ze wzoru

θ
(i)
n|n−1 = aθ

(i)
n−1 + (1− a)θ̄n−1, (3.120)

gdzie θ̄n−1 = 1/K∑K
i=1 θ

(i)
n|n−1, to średnie oszacowanie parametru θ w okresie n− 1,

a współczynnik zawężania (shrinkage coefficient), h czynnik skalujący wariancję.
Natomiast macierze wariancji kowariancji Vn−1 wyznacza się ze wzoru

Vn−1 = 1
K

K∑
i=1

(
θ

(i)
n|n−1 − θ̄n−1

) (
θ

(i)
n|n−1 − θ̄n−1

)T
. (3.121)

Parametry zawężający a i skalujący h są w filtrze Liu i Westa ściśle powiązane
poprzez czynnik dyskontujący d ∈ (0, 1]: a = (3d − 1)/(2d) oraz h2 = 1 − a2. Liu i
West (2001) sugerowali wybierać d z przedziału pd 0,95 do 0,99.

Filtr Liu i Westa został został zastosowany do estymacji modelu zmienności
stochastycznej Taylora (Zanini i in., 2012) oraz z przełączeniami typu Markowa
(Carvalho i Lopes, 2007).

Rozwinięciem intuicji zaprezentowanych w filtrze Liu i Westa jest metoda esty-
macji zwana iterowaną filtracją zaproponowana przez Ionides i in. (2006). W itero-
wanej filtracji estymator wektora parametrów θ uzyskuje się wykonując sekwencję
filtracji przestrzeni stanów poszerzonej o wektor zmiennych w czasie parametrów,
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zmniejszając z kroku na krok zmienność parametrów, tak aby w rezultacie otrzymać
oszacowanie parametru maksymalizujące logarytm funkcji wiarygodności modelu ze
stałymi parametrami.

Metoda iterowanej filtracji ma dwie generacje oznaczane skrótami IF1 i IF2.
Pierwsza generacja została zainicjowana w Ionides i in. (2006), a jej teoretyczne
uzasadnienie zostało przedstawione w Ionides i in. (2011). Algorytm IF1 w kolej-
nych iteracjach aproksyumuje gradient logarytmu funkcji wiarygodności próby, tak
aby kolejne oszacowania zmierzały w kierunku rosnącej wartości logarytmu funkcji
wiarygodności. Lindström i in. (2012) zaproponował modyfikacje IF1 zwiększającą
szybkość zbieżności algorytmu. Natomiast Doucet i in. (2013) przedstawili własną
wersję algorytmu o podobnej zasadzie jak IF1, którą nazwli iterowanym wygła-
dzaniem. W odróżnieniu od algorytmu IF1 iterowane wygładzanie aproksymuje nie
tylko gradient, ale i hesjan logarytmu funkcji wiarygodności. Metoda ta jest jednak
trudna do implementacji i ma głównie znaczenie teoretyczne, a w mniejszym stop-
niu praktyczne (Nguyen i Ionides, 2017). Drugą generację iterowanej filtracji została
wprowadzona przez prace Ionides i in. (2015) i Nguyen (2016). Choć metoda działa-
nia jest podobna – algorytm IF2 również dokonuje sekwencji filtracji na rozszerzonej
o wektor zmiennych w czasie parametrów przestrzeni stanów, to uzasadnienie teo-
retyczne jest inne: sekwencje filtracji przybliżają odwzorowanie Bayesa, które jest
zbieżne do rozkładu jednopunktowego skupionego w wartości parametru maksyma-
lizującego logarytm funkcji wiarygodności. Przedstawili także na przykładzie silnie
nieliniowego modelu przestrzeni stanów, że IF2 daje znacznie dokładniejsze osza-
cowanie prawdziwej wartości parametru niż IF1. Ponadto Nguyen i Ionides (2017)
zaproponowali modyfikację iterowanego wygładzania, którą oznaczyli skrótem IS2.
Pokazali na dwóch przykładach, że IS2 osiąga porównywalną dokładność oszacowa-
nia parametrów jak IF2.

Metoda iterowanej filtracji została zastosowana w szeregu prac głównie w kontek-
ście modeli ekologicznych i epidemiologicznych: Bhadra i in. (2011), Roy i in. (2013),
Blackwood i in. (2013), ale także do estymacji parametrów w modelu stochastycznej
zmienności ze stochastycznym parametrem mierzącym efekt dźwigni Bretó (2014).
W komentarzu do pracy Andrieu i in. (2010), w którym jako przykład użycia me-
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tody PMCMC podano model BNS, Anindya Bhadra (jeden ze współautorów pracy
Ionides i in. (2011)) zwrócił uwagę, że alternatywnym rozwiązaniem dla estyma-
cji parametrów modelu BNS na gruncie klasycznego wnioskowanie byłoby użycie
metody iterowanej filtracji. W pracy Szczepocki (2019a) przedstawiono zastosowa-
nie algorytmu IF2 do podstawowego modelu BNS, w którym zmienną obserwowaną
są logarytmiczne stopy zwrotu, a Szczepocki (2019b) w oparciu o wariancję zre-
alizowaną. W obu pracach wykorzystano rozkład gamma jako rozkład stacjonarny
procesu wariancji chwilowej.

W pierwszej generacji iterowanej filtracji oryginalny model przestrzeni stanu jest
zastępowany przez niemal identyczny model, w którym stały wektor parametrów
θ ⊂ Rr jest zastąpiony zmiennym w czasie wektorem θn. Gęstości p (x|xn−1; θ),
p (y|xn; θ) i p (x0; θ) zostają zastąpione przez p (x|xn−1; θn), p (y|xn; θn) i p (x0; θn)

Jako proces generującym ewolucje Ionides i in. (2006) przyjęli proces błądzenia
losowego w przestrzeni Rr spełniający następujące warunki:

E [θn|θn−1] = θn−1, E [θ0] = θ,

Var [θn|θn−1] = τ 2Σ, Var [θ0] = τ 2cΣ, (3.122)

gdzie c i τ są pewnymi skalarami, Σ dodatnio zorientowaną macierzą (najczęściej
diagonalną, gdzie poszczególne elementy odpowiadają za zmienność odpowiednich
składowych wektora θn). W przypadku, gdy stała τ przyjmuje wartość 0, model o
zmiennych parametrach redukuje się do modelu o stałych parametrach.

Algorytm IF1 ma na celu znalezienie oszacowania wektora parametru θ przy
τ → 0. Procedurę można w skrócie opisać następująco. Ustala się liczbę iteracji
J , czynnik dyskontujący d i początkowy współczynnik skalujący wariancję c oraz
przyjmuje pewne początkowe oszacowanie θ̂0 wektora parametrów θ. Następnie dla
kolejnych iteracji (j = 1, ..., J) wykonuje się dwa kroki. W pierwszym za pomocą
klasycznego filtru cząsteczkowego typu bootstrap wyznacza się oszacowania θ̂(j)

n =
θ̂n
(
θ(j), τ (j)

)
oraz V (j)

n = Vj
(
θ(j), τ (j)

)
dla n = 1, ...N , przyjmując τ (j) = dj−1, gdzie

θ̂n = θ̂n (θ, τ) = E [θ|y1:n] ,

Vn = Vj (θ, τ) = V [θ|y1:n−1] . (3.123)
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W drugim kroku przyjmujemy:

θ̂(j+1) = θ̂(j) + V
(j)

1

N∑
n=1

(
V (j)
n

)−1 (
θ̂(j)
n − θ̂

(j)
n−1

)
, θ̂

(j)
0 = θ̂(j).

Wówczas wartość θ̂(J+1) jest szukanym estymatorem największej wiarygodności wy-
znaczonym metodą iterowanej filtracji (maximum likelihood via Iterated Filtering).
Zbieżność tak skonstruowanego estymatora przy J → +∞ do estymatora najwięk-
szej wiarygodności przedstawia poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. (Bretó, 2007, str. 22) Przy spełnieniu odpowiednich warunków
regularności zachodzi warunek

lim
τ→0

N∑
n=1

V −1
n

(
θ̂n − θ̂n−1

)
= ∇ ln p (y1:N |θ) , (3.124)

gdzie ∇g jest gradientem funkcji g oraz θ̂0 = θ. Ponadto dla ciągu
(
τ (j)

)∞
j=1

, takiego

że τ (j) → 0 określmy rekurencyjnie ciąg
(
θ̂(j)

)∞
j=1

za pomocą wzoru

θ̂(j+1) = θ̂(j) + V
(j)

1

N∑
n=1

(
V (j)
n

)−1 (
θ̂(j)
n − θ̂

(j)
n−1

)
, (3.125)

gdzie θ̂(j)
n = θ̂n

(
θ(j), τ (j)

)
, V (j)

n = Vj
(
θ(j), τ (j)

)
. Jeżeli istnieje θ̂, takie że |θ̂ −

θ̂(j)
n |/τ (j) → 0, to ∇ ln p

(
y1:N |θ = θ̂

)
= 0.

Twierdzenie 3.1 pokazuje, że dla dostatecznie małego τ (j) procedura iterowanej
filtracji dokonuje rekurencyjnie kolejnych oszacowań θ w kierunku rosnącej wartości
logarytmu funkcji wiarygodności z punktem stałym będącym lokalnym maksimum
logarytmu funkcji wiarygodności. Algorytm 5 przedstawia kolejne korki postępowa-
nie w algorytmie iterowanej filtracji pierwszej generacji (IF1).

Druga generacja iterowanej filtracji opiera się na pomyśle klonowania danych
(data cloning) zaproponowanym przez Lele i in. (2007). Jest to metoda, która wyko-
rzystuje algorytm Monte Carlo opartych na łańcuchach Markowa do wnioskowania
klasycznego (częstościowego). Autorzy tej pracy zauważyli, że często korzysta się
z wnioskowania bayesowskiego wyłącznie z powodów pragmatycznych – klasyczne
wnioskowanie jest trudne, wręcz niemożliwe. Problem ten dotyka szczególnie nieli-
niowe i niegaussowskie modele przestrzeni stanów, gdzie użycie metod MCMC stało
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Algorytm 5. Iterowana filtracja (IF1)

Dane są: liczba iteracji J , czynnik dyskontujący 0 < d < 1, b > 0, początkowa
wartość θ̂(1), macierz kowariancji Σ.
Dla j = 1, ..., J wykonujemy:
1. W okresie n = 0.

(i)Dla i = 1, ..., K:
(a.)Losujemy θ(j,i)

0 z rozkładu N
(
θ̂(j), cdj−1Σ

)
(b.) Losujemy x(i)

0 z rozkładu q0
(
x0; θ(j,i)

0

)
(c.) Przyjmujemy wagi w(i)

n = 1/K
2. Dla okresów n = 1, ..., N wykonujemy:

(i) Dla i = 1, ..., K:
(a.)Losujemy θ(j,i)

n z rozkładu N
(
θ̂(j)
n , dj−1Σ

)
(b.) Losujemy x(i)

n z rozkładu o gęstości p
(
xn|xj

(i)

n−1; θ(j,i)
n

)
(c.) Wyznaczamy wagi w(i)

n = p
(
yn|x(i)

n ; θ(j,i)
n

)
(ii) Normalizujemy wagi: ŵ(i)

n = w(i)
n∑K

k=1w
(k)
n

(iii) Losujemy ze zwracaniem K cząsteczek z prawdopodobieństwami
(
ŵ(i)
n

)K
i=1

.
(iv) Przyjmujemy w(i)

n = 1/K dla i = 1, ..., K
(v) Wyznaczamy średnią wartość θ̄(j)

n = 1/K∑K
i=1 θ

(j,i)
n

(vi) Wyznaczamy macierz kowariancji V (j)
n = 1/K∑K

i=1

(
θ(j,i)
n − θ̄(j)

n

) (
θ(j,i)
n − θ̄(j)

n

)T
3. Przyjmujemy θ̂(j+1) = θ̂(j) + V

(j)
1
∑N
n=1

(
V (j)
n

)−1 (
θ̄(j)
n − θ̄

(j)
n−1

)
Estymator największej wiarygodności wyznaczonym metodą iterowanej
filtracji θ̂MIF = θJ+1

się dominujące. Było także widać w przeglądzie literatury na temat estymacji pa-
rametrów modelu BNS podanym na początku rozdziału, w której większość pozycji
była oparta na algorytmach MCMC.

Wnioskowanie bayesowskie choć atrakcyjne ze względu na możliwość do zastoso-
wania w wielu trudnych problemach wiąże się także z pewnymi problematycznymi
kwestiami. Lele i in. (2007) wskazują na cztery trudności. Po pierwsze, wyniki wnio-
skowania zależą od w dużej mierze subiektywnego wyboru rozkładu a priori. Po dru-
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gie, interpretacja i użycie rozkładów nieinformacyjnych ciągle wzbudza kontrower-
sje10 (Irony i Singpurwalla, 1997). Po trzecie, bayesowskie przedziały wiarygodności
nie mają korzystnej z punktu widzenia nauki interpretacji częstościowej (replikacji
eksperymentu), ale raczej reprezentują przekonania badacza co do wartości para-
metru11 (por. Grzenda (2016, str. 110)). Po czwarte, interpretacja bayesowskich
przedziałów wiarygodności w przypadku nieinformacyjnych rozkładów a priori, ze
względu na kontrowersje związane z interpretacją tych rozkładów i interpretacją
przedziałów wiarygodności jest tym bardziej problematyczna.

Idea metody klonowania danych wynika ze znanego wyniku teoretycznego: wraz
ze wzrostem liczebności próby rozkład a posteriori π (θ|y1:N) zbiega (przy pewnych
założeniach co do regularności) do rozkładu normalnego o wartości oczekiwanej rów-
nej estymatorowi największej wiarygodności i macierzy wariancji-kowariancji rów-
nej odwrotności drugiej pochodnej logarytmu funkcji wiarygodności wyznaczonej w
punkcie wyznaczonym przez estymator największej wiarygodności, bez względu na
wybór rozkładu a priori π (θ) (por. Walker (1969)). W praktycznych rozważaniach
mamy jednak tylko skończoną ilość obserwacji N . Lele i in. (2007) zaproponowali,
aby w takim przypadku replikować (dosłownie klonować) dane tak jakby pochodziły
z k niezależnych eksperymentów, dla których wszystkie skończyły się identycznymi
wynikami y1:N . Funkcja wiarygodności tak powstałej próby powstaje poprzez pod-
niesienie do j-tej potęgi: p (θ, y1:N)j. Wówczas, gdy j rośnie występuje podobny
rezultat jak przy wzroście liczebności próby N : rozkład a posteriori π(j) (θ) zbiega
do oszacowania największej wiarygodności.

W algorytmie iterowanej filtracji IF2 zaczerpnięte jest także z pracy Lele i
in. (2007) pojęcie iterowanego odwzorowania bayesowskiego (iterated Bayes map).
Oznaczmy przez π(1) (θ) rozkład a posteriori parametru θ dowolnego modelu prze-

10Rozkłady nieinformacyjne a priori to rozkłady mające minimalny wpływ na na rozkład a
posteriori (Grzenda, 2016, str. 42).

11Argument ten ma znaczenie w naukach eksperymentalnych. W ekonomii, w której zazwyczaj
nie można powtarzać eksperymentów część autorów uważa to za zaletę podejścia bayesowskiego,
na przykład Grzenda (2015).
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strzeni stanów (definicja 3.1) przed klonowaniem danych. Przyjmuje on postać

π(1) (θ|y1:N) =

{∫
p(y1:N |x1:N ; θ)dx1:N

}
π(θ)∫

p(y1:N |x1:N)π(θ)dx1:Ndθ
. (3.126)

Wstawiając do wzoru (3.126) w miejsce rozkładu a priori π(θ rozkład π(1) (θ) dany
wzorem (3.126) otrzymujemy

π(2) (θ|y1:N) =

{∫
p(y1:N |x1:N ; θ)dx1:N

}2
π(θ)∫ {∫

p(y1:N |x1:N)dx1:N

}2
π(θ)dθ

. (3.127)

Jest to rozkład a posteriori dla podwójnego zestawu danych. Kontynuując induk-
cyjnie postępowanie otrzymujemy rozkład a posteriori π(j) (θ|y1:N) dla zestawu j-
kopii danych. W ten sposób powstaje iterowane odwzorowanie T

(
π(j) (θ|y1:N)

)
=

π(j+1) (θ|y1:N), dla j = 1, 2, ... . Powstaje pytanie czy tak powstałe odwzorowanie ma
punkt stały. Lele i in. (2007) wykazali, że jest tak w istocie i jest to rozkład zdegene-
rowany jednopunktowy w punkcie wyznaczonym przez estymator funkcji największej
wiarygodności. Praktyczny wniosek jest taki, że wyznaczając wielokrotnie rozkład
a posteriori (na przykład poprzez MCMC) to średnia ze średnich wartości tych roz-
kładów zbiega do oszacowania wartości największej wiarygodności (Lele i in., 2007).

Kolejne kroki postępowania w metodzie IF2 dla dowolnego modelu przestrzeni
stanów (definicja 3.1) przedstawia algorytm 6. Tak jak w przypadku pierwszej ge-
neracji iterowanej filtracji wykonywany jest sekwencja J filtracji na rozszerzonej o
wektor parametrów przestrzeni stanów. W przypadku, gdy J = 1 oraz dla dowolnego
n = 0, ..., N rozkład zaburzeń hn (θ;ϕ, τ) jest zdegenerowany do rozkładu jedno-
punktowego skoncentrowanego w punkcie ϕ, to algorytm redukuje się do klasycznego
filtru boostrapowego. Wprowadzone w tym algorytmie zapis XF,j

n,k oraz ΘF,j oznacza
składowe cząsteczki wyznaczone na podstawie filtracji, natomiast XP,j

n,k oraz ΘP,j

predykcji. Losowanie z rozkładu wielomianowego indeksów l1:K cząsteczek jest rów-
noważne losowaniu ze zwracaniem. Można także wykorzystać inne metody reprób-
kowania na przykład losowanie systematyczne. Jako rozkład zaburzeń hn (θ;ϕ, τ)
wybiera się zazwyczaj wielowymiarowy rozkład normalny o wartości oczekiwanej ϕ
i macierzy wariancji-kowariancji τΣ, ale może to być dowolny rozkład, dla którego
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wariancja będzie proporcjonalna do pewnej stałej τ . Łączny rozkład zaburzeń można
zapisać w postaci

h (θ0:N |ϕ; τ) = h0 (θ0|ϕ; τ)
N∏
n=1

hn (θn|θn−1; τ) . (3.128)

Każda iteracja IF2 jest aproksymacją Monte Carlo bayesowskiego odwzorowania

Tτf(θN) =

∫
p (θ0:N ; y1:N)h (θ0:N |ϕ; τ) f(ϕ)dϕdθ0:N−1∫
p (θ0:N ; y1:N)h (θ0:N |ϕ; τ) f(ϕ)dϕdθ0:N

. (3.129)

Funkcja f jest rozkładem początkowego zbioru cząsteczek, natomiast Tτf(θN)
końcowego zbioru cząsteczek dla ostatniego okresu czasu N . Funkcja f jest odpo-
wiednikiem rozkładu a priori z metody klonowania danych. Kolejne iteracje algo-
rytmu IF2 odpowiadają złożeniom odwzorowania Tτf(θN), co natomiast odpowiada
zwielokrotnieniu funkcji wiarygodności w metodzie klonowania danych. Jest jednak
pewna istotna różnica pomiędzy metodą klonowania danych a IF2: odwzorowanie
Tτf(θN) zależy od rozkładu zaburzenia h (θ0:N |ϕ; τ). Ionides i in. (2015) nazwali
algorytm IF2 wnioskowaniem poprzez iterowane zaburzone odwzorowane Bayesa
(inference via iterated, pertubated Bayes map). Ponadto rozkład zaburzeń w algo-
rytmie IF2 podlega malejącemu ciągowi (τj)Jj=1 skalującego wariancję zaburzeń. Nie
pozwala to na skorzystanie zaproponowanego przez Lele i in. (2007) granicznego
twierdzenia dla metody klonowania danych. Zamiast tego Ionides i in. (2015) przed-
stawili warunki, dla których zachodzą:

(A1) dla każdego ustalonego τ > 0, granica lim
m→+∞

Tmτ f = fτ istnieje,

(A2) wraz ze wzrostem K i J algorytm IF2 numerycznie aproksymuje fτ ,

(A3) wraz z malejącą wariancją zaburzeń granica lim
τ→0

fτ zbiega do rozkładu jedno-
punktowego skoncentrowanego w punkcie będącym estymatorem największej
wiarygodności.

W celu przedstawienia odpowiednich twierdzeń z pracy Ionides i in. (2015)
należy przedstawić konieczne założenia. Niech

(
Θ̌j

0:N

)+∞

j=1
będzie łańcuchem Mar-

kowa przyjmujące wartości w ΘN+1, takim że Θ̌1
0:N ma gęstość

∫
h (θ0:N |ϕ; τ) f(ϕ)dϕ

oraz Θ̌j
0:N ma rozkład warunkowy h (θ0:N |ϕN ; τ) pod warunkiem Θ̌j−1

0:N = ϕ0:N dla
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j > 2. Proces
(
Θ̌j

0:N

)+∞

j=1
jest skonstruowany na przestrzeni probabilistycznej Ωθ =

{(θ1
0:N , θ

2
0:N , ...)}, gdzie θj0:N = Θ̌j

0:N(υ) dla υ = (θ1
0:N , θ

2
0:N , ...) ∈ Ωθ. W celu rozważa-

nia przeskalowanych czasowo granic procesu
(
Θ̌j

0:N

)+∞

j=1
przy τ → 0 oznaczmy przez

(Wτ (t))06t61 proces prawostronnie ciągły z lewostronnymi granicami, przedziałami
stały, który dla punktów nieciągłości przyjmuje wartość Wτ (jτ 2) = Θ̌j+1

0:N , gdzie
j = 0, 1, 2, ... .

Ionides i in. (2015) przyjęli następujące założenia.

Algorytm 6. Iterowana filtracja (IF2)

Dane są:
Liczba obserwacji: N , liczba cząsteczek: K, liczba iteracji: J
Zbiór K początkowych oszacowań wektora parametrów θ: {Θ0

k dla k = 1, ..., K}
Rozkład zaburzeń hn (θ;ϕ, τ), dla n = 1, ..., N
Ciąg schładzający: τj, dla j = 1, ..., J

Dla j = 1, ..., J wykonujemy:
1. W okresie n = 0.

(i) Losujemy ΘF,j
0,k z rozkładu h0

(
θ|Θj−1

k ; τj
)

dla i = 1, ..., K
(ii) Losujemy XF,j

0,k z rozkładu p
(
x0; ΘF,j

0,k

)
dla i = 1, ..., K

2. Dla okresów n = 1, ..., N wykonujemy:
(i) Losujemy ΘP,j

n,k z rozkładu hn
(
θ|ΘF,j

n−1,k; τj
)

dla i = 1, ..., K
(ii) Losujemy XP,j

n,k z rozkładu o gęstości p
(
xn|XF,j

n−1,k; ΘP,j
n,k

)
dla i = 1, ..., K

(iii) Wyznaczamy wagi wjn,k = p
(
yn|XP,j

n,k ; ΘP,j
n,k

)
dla i = 1, ..., K

(iv) Normalizujemy wagi: ŵ(i)
n = w(i)

n∑K
k=1w

(k)
n

dla i = 1, ..., K

(v) Losujemy ciąg l1:K z rozkładu wielomianowego z K zdarzeniami
oraz prawdopodobieństwami wyznaczonymi przez znormalizowane wagi.

(vi) Przyjmujemy: ΘF,j
n,k = ΘP,j

n,lk
oraz XF,j

n,k = XP,j
n,lk

dla i = 1, ..., K
3. Przyjmujemy Θj

N,k dla i = 1, ..., K

Wynik algorytmu:
zbiór K końcowych oszacowań wektora parametrów θ:

{
ΘJ
k dla k = 1, ..., K

}
.
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(B1) (Wτ (t))06t61 zbiega słabo τ → 0 do procesu dyfuzyjnego (W (t))06t61 w prze-
strzeni procesów prawostronnie ciągłych z lewostronnymi granicami D z to-
pologią jednostajnej zbieżności. Dla każdego otwartego A ⊂ Θ z dodatnią
miarą Lebesguea i ε > 0, istnieje δ(A, ε) > 0 takie że P (W (t) ∈ A dla każdego
ε 6 t 6 1|W (0)) > δ.

(B2) Dla każdego t0 i τ0 > 0, Wτ (t) ma dodatni rozkład na Θ jednostajnie powyżej
W (0) dla t > t0 i τ < τ0.

(B3) Funkcja p(θ|y1:N) jest ciągła w otoczeniu {θ : p(θ|y1:N) > λ1} dla pewnego
λ1 < sup

ϕ
p(ϕ|y1:N).

(B4) Istniej c > 0 z c−1 > p (yn|xnθ; ) > c dla każdego 1 6 n 6 N i θ ∈ Θ.

(B5) Istnieje stała C1 taka że hn (θ|ϕ; τ) = 0, gdy |θ − ϕ| > C1τ , dla dowolnego τ .

(B6) Istnieje stała C2 taka że sup
16n6N

|θn − θn−1| < C1τ implikuje

|p(θ0:N |y1:N)− p(θN |y1:N)| < C2τ dla każdego τ i dla każdego n.

Ionides i in. (2015) podali również warunki, dla których sześć powyższych za-
łożeń może być spełnionych. Warunki (B1) i (B2) są spełnione, gdy proces zabu-
rzeń hn (θ|ϕ; τ) dla n ∈ 0, ..., N jest gaussowskim błądzeniem losowym we wnętrzu
pewnego prostokątnego obszaru w Rdim(Θ) odbijającym się od brzegu tego zbioru
(reflected Gaussian random walk). Wówczas (W (t))06t61 jest również gaussowskim
błądzeniem losowym. Ponadto, gdy hn (θ|ϕ; τ) dla n ∈ 0, ..., N należy do rodziny roz-
kładów z parametrem skali i położenia z wartością oczekiwaną ϕ z dala od brzegu,
to (W (t))06t61 będzie zachowywał się jak gaussowskie błądzenie losowe we wnę-
trzu Θ. Warunek (B5) może być spełniony przez konstrukcje rozkładu zaburzeń.
Warunki (B3) i (B6) są mało wymagającymi warunkami dla odpowiednio funkcji
wiarygodności próby w przypadku zwykłej i rozszerzonej przestrzeni stanów.

Poniższe twierdzenie szczegółowo opisuje spełnienie warunków (A1) i (A2) dla
algorytmu iterowanej filtracji drugiej generacji (IF2).

Twierdzenie 3.1.

(Ionides i in., 2015) Niech Tτ będzie odwzorowaniem danym wzorem 3.129. Załóżmy,
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że spełnione są założenia (B2) i (B4). Wówczas istnieje unikalny rozkład gęstości fτ
na przestrzeni parametrów Θ, taki że dla każdej gęstości rozkładu f na Θ zachodzi

lim
j→+∞

‖ T jτ f − fτ ‖1= 0, (3.130)

gdzie ‖ f ‖1 jest norma w przestrzeni funkcji całkowalnych L1.
Niech

{
ΘJ
k dla k = 1, ..., K

}
będzie wynikiem algorytmu IF2, dla którego τj = τ >

0. Istnieje stała C > 0 taka że dla każdej funkcji φ : Θ→ R i dla każdego J zachodzi

E
{∣∣∣∣∣ 1
K

K∑
k=1

φ
(
ΘJ
k

)
−
∫

φ(θ)fτ (θ)dθ
∣∣∣∣∣
}
6
C sup

θ
|φ(θ)|
√
K

. (3.131)

Warunki konieczne do spełnienia (A3) formalizuje następujące twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.

(Ionides i in., 2015) Załóżmy, że zachodzą warunki (B1)-(B6). Dla λ2 < sup
θ
`(θ)

zachodzi
lim
τ→0

∫
fτ (θ)1{`(θ)<λ2}(θ)dθ = 0. (3.132)

Metoda iterowanej filtracji, podobnie jak większość metod numerycznych nie
gwarantuje znalezienia globalnego maksimum w przypadku, gdy logarytm funkcji
wiarygodności nie jest funkcją wypukłą. Algorytmy iterowanej filtracji umożliwiają
zlokalizować jedynie lokalne minimum. Twierdzenie 3.1 dla IF1 oraz twierdzenia
3.1 i 3.2 dla IF2 także nie mówią nic o szybkości zbieżności do maksimum funkcji
wiarygodności. Ponadto założenia (B1)-(B6) dla IF2 są trudne do zweryfikowania
w praktycznych zastosowaniach. Powoduje to konieczność weryfikowania otrzyma-
nych wyników w celu upewnienia się, że zbieżność została osiągnięta, a otrzymane
maksimum jest globalne.

Korzystając z algorytmu iterowanej filtracji IF2 należy wybrać szereg ustawień,
które mają wpływ na wyniki algorytmu (porównaj poczatek algorytmu 6). Po pierw-
sze należy wybrać liczbę cząsteczek M oraz liczbę iteracji J . Zazwyczaj jako liczbę
cząsteczek można wybrać wartość podobną do wartości, która pozwala efektywne w
danej przestrzeni stanów dokonywać oszacowań zmiennej stanu za pomocą klasycz-
nego filtru boostrapowego, gdy znane są parametry Ionides (2019). Należy zwrócić
uwagę, że algorytmy iterowanej filtracji wykonują filtrację na rozszerzonej o wektor
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parametrów przestrzeni stanów. Efektywność filtrów cząsteczkowych spada wraz ze
wzrostem wymiaru przestrzeni stanów (Vaswani, 2008). Z drugiej strony dodatkowa
zmienność zmniejsza problem degeneracji różnorodności próby charakterystyczny
dla filtrów cząsteczkowych, ponieważ każda cząsteczka ma wówczas większą szansę
na trafienie na prawdziwą trajektorię danych (Ionides i in., 2015). Nie jest więc jasne
co może w danej sytuacji przeważyć czy spadek efektywności związany ze wzrostem
wymiaru, czy korzyść związana z dodatkowej zmienności. Pewną wskazówką mogą
być wyniki przedstawione w pracy Ionides i in. (2015), w której autorzy porów-
nali efektywną wielkość próby ESS w filtrze cząsteczkowym z i bez dodatkowych
zaburzeń parametrów dla modelu epidemiologicznego rozważanego w tamtej pracy.
Okazało się, że w przypadku, gdy wektor parametrów odpowiadał wartości estyma-
tora największej wiarygodności to wartość ESS spadała średnio o 5% w przypadku
dodatkowych zaburzeń na przestrzeni parametrów. Natomiast, gdy wektor parame-
trów różnił się znacząco od estymatora największej wiarygodności to wartość ESS
rosła średnio o 13% w przypadku dodatkowych zaburzeń na przestrzeni parametrów.
Widać zatem, że dodatkowa zmienność rzeczywiście pozwala znacząco zmniejszyć
degenerację różnorodności próby wtedy, gdy w przeszukiwaniu przestrzeni parame-
trów algorytm iterowanej filtracji jest jeszcze daleko od wartości maksymalizującej
logarytm funkcji wiarygodności, a cząsteczki nie trafiają w regiony prawdziwej tra-
jektorii wyznaczonej przez dane. W przypadku, gdy algorytm zbliża się do wartości
estymatora największej wiarygodności dodatkowa zmienność staje się co raz mniej
potrzebna, a w przypadku osiągnięcia estymatora największej wiarygodności powo-
duje nieznaczny spadek efektywnej liczebności próby. Wraz z kolejnymi iteracjami
maleje jednak wariancja perturbacji kontrolowana przez ciąg schładzający (τj)Jj=1.
Co pozwala wykorzystać zalety zaburzeń w początkowych iteracjach i zminimalizo-
wać negatywny efekt w pobliżu maksimum.

Jako ciąg schładzający (cooling schedule) zmniejszjący wariancję zaburzeń Ioni-
des i in. (2015) proponują stosować albo ciąg geometryczny (τj = τ1q

j, gdzie τ1 > 0,
q ∈ (0, 1)) albo ciąg o postaci funkcji hiperbolicznej (τj = 1/(1 + αj), gdzie α > 1).
W pracy Ionides i in. (2015) w przykładach zastosowano ciągi geometryczne o para-
metrach τ1 = 0, 1 i τ1 = 0, 2 oraz q = 10−1/99. Wartość q została tak dobrana, aby dla
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ostatniej, setnej iteracji otrzymać odpowiednio wartość τ100 = 0, 1 oraz τ100 = 0, 2.
Liczbę iteracji J w algorytmie iterowanej filtracji należy dobierać metodą prób i

błędów obserwując wykresy diagnostyczne (zostaną przedstawione w dalszej części
rozdziału). Na wybór J wpływ ma także dobór ciągu schładzającego. Gdy wartość
ciągu schładzającego (τj)Jj=1 jest bliaska zera dalsze zwiększanie iteracji nie ma sensu,
ponieważ nie spowodują istotnych przesunięć w przestrzeni parametrów. Ionides i
in. (2015) w prezentowanych przykładach przyjmował J = 100 z opisanymi powyżej
ciągami schładzającymi, natomiast Bretó (2014) stosując algorytm IF1 przyjął J =
150.

Jako rozkład zaburzeń stosuje się najczęściej wielowymiarowy rozkład normalny
(Ionides i in., 2015)

hn (θ;ϕ, τj) ∼ N (ϕ, τjVn) . (3.133)

Zazwyczaj macierz Vn jest diagonalna o początkowych wartościach zaburzeń dla
poszczególnych parametrów na głównej przekątnej. Wówczas jako τ1 można przyjąć
1.

Ostatnim ustawieniem algorytmu iterowanje filtracji IF2 jest wybór zbioru K

początkowych oszacowań wektora parametrów θ: {Θ0
k dla k = 1, ..., K}. Zazwyczaj

przyjmuje się K replikacji tej samej ustalonej wartości startowej Ionides (2019).
Podstawowym narzędziem diagnostycznym są wykresy, które dla kolejnych kro-

ków iteracji j = 1, ..., J przedstawiają składowe wektora

Θ̄j = 1
K

K∑
k=1

Θj
N,k. (3.134)

Zbieżność do maksimum globalnego wskazuje sytuacja, gdy trajektorie składowych
wektora Θ̄j dla różnych początkowych wartości zbiegają do jednoznacznie wyzna-
czonych granic. Na rysunku 3.7 (a) przedstawiono wykresy 10 trajektorii algorytmu
IF2 dla podstawowego modelu BNS o losowo wybranych wartościach początkowych.
Widać, że poszczególne składowe wraz ze wzrostem iteracji choć nie zbiegają do
wspólnej granicy, to jednak zbiegają do wyraźnie zaznaczonych obszarów.

W opublikowanej pracy dokotrskiej Bretó (2007) jednego ze współautorów pracy
Ionides i in. (2006) została przedstawiona następująca procedura przeszukiwania
przestrzeni parametrów w poszukiwaniu globalnego maksimum funkcji wiarygodno-
ści:
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Krok 1 Wybieramy S początkowych wartości (na przykład poprzez losowanie każdej
składowej wektora θ z pewnego akceptowalnego przedziału wartości) i wyzna-
czamy metodą iterowanej filtracji S par

(
θ̂s, ˆ̀

s

)
oszacowań wektora parametru

θ i wartości logarytmu funkcji wiarygodności.

Krok 2 Jeśli jest wyraźne maksimum globalne, to znaczy jest wiele par
(
θ̂s, ˆ̀

s

)
takich,

że
(

max
16r6S

ˆ̀
r − ˆ̀

s

)
jest małe oraz ‖ θ̂argmax

16r6S
ˆ̀
r
− θ̂s ‖ jest również małe, należy

wybrać jako oszacowanie wektora parametrów θ średnią z oszacowań bliskich
globalnego maksimum12.

Krok 3 Jeśli maksimum globalne nie jest wyraźne, to znaczy wiele par
(
θ̂s, ˆ̀

s

)
ta-

kich, że
(

max
16r6S

ˆ̀
r − ˆ̀

s

)
jest małe, natomiast ‖ θ̂argmax

16r6S
ˆ̀
r
− θ̂s ‖ jest duże, to

niektóre kombinacje parametrów są słabo identyfikowalne. Prawdopodobnie
należy uwzględnić dodatkowe założenia w celu poprawienia identyfikowalności
modelu i powrócić do kroku 1.

Należy określić jednak co oznacza „małe” w kroku 2 i 3. W przypadku loga-
rytmu funkcji wiarygodności według Bretó (2007) za „małą” można uznać różnice
rzędu jednej jednostki logarytmu funkcji wiarygodności. Trudniej jednak wskazać
co można uznać za „małą” różnicę w przypadku wektora parametrów. Na rysunku
3.7 wszystkie dziesięć oszacowań logarytmu funkcji wiarygodności wyznaczonych na
podstawie wartości parametrów z ostatniej iteracji IF2 różnią się co do wartości
bezwzględnej o mniej niż jedną jednostkę logarytmu funkcji wiarygodności.

W kroku 2 Bretó (2007) preferuje wyznaczyć średnią z oszacowań wektora para-
metru θ bliskich globalnego maksimum zamiast jedną wartość o największej wartości
oszacowania logarytmu największej wiarygodności, ponieważ błąd oszacowania lo-
garytmu największej wiarygodności jest zazwyczaj większy niż różnice pomiędzy
rzeczywistymi wartościami funkcji wiarygodności w pobliżu globalnego ekstremum.
Inne podejście do wyboru oszacowania parametru θ wartości preferuje Ionides (2019)
inny ze współautorów pracy Ionides i in. (2006). Zaleca by dla każdego oszacowa-
nia θ̂s powtórzyć wielokrotnie oszacowanie funkcji wiarygodności za pomocą filtru
cząsteczkowego i wyznaczyć średnie oszacowanie, które następnie zostaje poddane

12Symbol ‖ · ‖ oznacza w tym przypadku dowolną normę w przestrzeni Rdim(θ).
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transformacji logarytmicznej i staje się oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygod-
ności. Jako oszacowanie parametru θ w drugim kroku wybiera się zatem to osza-
cowanie θ̂s, dla którego ˆ̀

s wyznaczone jako logarytm średnich oszacowań funkcji
wiarygodności jest największe13.

W kroku trzecim można również posłużyć się wykresami korelacji pomiędzy po-
szczególnym składowymi θ̂s w próbie złożonej z S oszacowań parametru θ. Silne ko-
relacje pomiędzy składowymi oszacowań wektora parametru modelu są wskazówką,
że parametry modelu są słabo identyfikowalne (Bretó, 2007).

Kolejną możliwością diagnostyki jest tworzenie wykresów jednowymiarowych
cięć funkcji wiarygodności względem poszczególnych składowych wektora θ postaci
`
(
θ̂ + hei

)
w pewnym otoczeniu wektora θ̂, gdzie ei jest wektorem mającym same

zera oprócz i-tej składowej dla której przyjmuje wartość 1. Jeśli poszczególne skła-
dowe θ̂ są maksymami lokalnym wszystkich jednowymiarowych cięć funkcji wiary-
godności, to θ̂ jest również maksimum lokalnym `

(
θ̂
)

jeśli tylko funkcja ` jest ciągle
różniczkowalna w pewnym otoczeniu θ̂. Jednakże w modelach przestrzeni stanów za-
zwyczaj nie dysponujemy postacią analityczną funkcji wiarygodności `, więc cięcia
funkcji wiarygodności należy wyznaczać korzystając z oszacowań funkcji wiarygod-
ności wyznaczonych za pomocą filtru cząsteczkowego, co wiąże się z koniecznością
uwzględnienia błędu Monte Carlo oszacowania logarytmu funkcji wiarygodności. Z
powodu błędu Monte Carlo oszacowania ˆ̀

(
θ̂ + hei

)
nie są ciągłe względem zmien-

nej h i należy poprowadzić dopasowanie lokalnie sklejanymi wielomianami drugiego
stopnia (Ionides, 2005). Na rysunku 3.7 (b) przedstawiono jednowymiarowe cięcia lo-
garytmu funkcji wiarygodności dla podstawowego modelu BNS. Przyjęto wygładza-
nie lokalnie sklejanymi wielomianami drugiego stopnia z parametrem wygładzania
0,5.

Jednowymiarowe ciecia funkcji wiarygodności można także wykorzystać do wy-
znaczenia błędu standardowego oszacowania θ̂. Błąd standardowy i-tej składowej
wyznacza się ze wzoru: SE

(
θ̂i
)

=
[
I−1/2

]
ii
, gdzie I jest macierzą informacyjną Fi-

13Filtry cząsteczkowe dostarczają nieobciążonego oszacowania funkcji wiarygodności, ale osza-
cowanie logarytmu jest obciążone. Dlatego należy uśredniać oszacowania funkcji wiarygodności, a
nie logarytmu funkcji wiarygodności.
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shera, którą można oszacować za pomocą

Îi,j =
N∑
n=2

[
∂

∂θi
ln p

(
yn|y1:n−1, θ̂

)] [ ∂

∂θj
ln p

(
yn|y1:n−1, θ̂

)]T
. (3.135)

Bretó (2007) podał procedurę jak można wyznaczyć numerycznie oszacowanie ma-
cierzy informacyjnej Fishera:

Krok 1 Obliczamy `t,i,j = ln p
(
yn|y1:n−1, θ̂ + hijei

)
dla 1 6 i 6 dim(θ) oraz 1 6 j 6 q,

gdzie ei jest wektorem mającym same zera oprócz i-tej składowej dla której
przyjmuje wartość 1, q dolną liczbą całkowitą dodatnią.

Krok 2 Dla każdego n wyznaczamy regresję liniową `t,i,j względem hij dla każdego i
otrzymując współczynnik regresji ˙̀

t,i z oszacowaniem wariancji współczynnika
V̂ar( ˙̀

t,i).

Krok 3 Wyznaczamy oszacowanie macierzy informacyjnej Fishera Îij =
N∑
n=2

˙̀
t,i

˙̀T
t,j.

W kroku 2 powyższej procedury wyznaczane są numeryczne aproksymacje po-
chodnych cząstkowych względem pewnego otoczenia hij. Jeśli otoczenie hij będzie
za małe błąd Monte Carlo może zdominować wyznaczoną wartość oszacowania po-
chodnej. Błąd oszacowania Îii można przybliżyć poprzez

N∑
n=2

V̂ar( ˙̀
t,i) (Bretó, 2007).

Dlatego jeśli wartość Îii nie jest znacznie większa niż
N∑
n=2

V̂ar( ˙̀
t,i), to należy zwięk-

szyć otoczenie hij poprzez zwiększenie w kroku 1 wartości stałej q.
Błędy standardowe można wykorzystać do wyznaczenia przedziałów ufności w

oparciu o asymptotyczną zbieżność estymatorów metody największej wiarygodności
do rozkładu normalnego. Przykładowo przedział θ̂i ± 1, 96SE

(
θ̂i
)

stanowi przybli-
żenie 95% przedziału ufności dla oszacowania i-tej składowej wektora θ.

Przedziały ufności można także wyznaczać metodą profili funkcji wiarygodności
zaproponowanej przez Barndorff-Nielsen i Cox (1994). Jeśli wektor θ podzieli się na
dwie składowe dζ i dη to dη-wymiarowy profil logarytmu funkcji wiarygodności wek-
tora dη wyznacza się za pomocą `(p)(η) = sup

ζ
`(ζ, η). Przybliżeniem 95% przedziału

ufności dla η jest wówczas przedział
{
η : 2

[
`(p)(η̂ − `(p)(η)

]
< χ2

0,95(dη)
}
, (3.136)
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gdzie χ2
0,95(dη) jest kwantylem rzędu 0, 95 rozkładu chi-kwadrat o dη stopniach swo-

body, η̂ = argmax
η

`(p)(η). Wykonanie takich przedziałów ufności wymaga jednak
znacznie większego nakładu czasu do wykonania obliczeń niż metoda w oparciu o
cięcia logarytmu funkcji wiarygodności.

Zastosowanie metody iterowanej filtracji do estymacji parametrów niegaussow-
skich modeli stochastycznej zmienności wymaga przedstawienia modelu w postaci
przestrzeni stanów oraz opracowania symulacji kolejnych generacji cząsteczek (krok 2
(ii) w algorytmie 6). Zostało to przestawione odpowiednio w podrozdziałach 3.6 oraz
3.7. W odróżnieniu od wyników zaprezentowanych w pracach Szczepocki (2019a)
oraz Szczepocki (2019b) przestrzenie stanów z podrozdziału 3.6 pozwalają na esty-
mację parametrów dla bardzo szerokiej klasy modeli uwzględniającej złożenie pro-
cesów zmienności oraz efekt dźwigni. Ponadto metody symulacji z podrozdziału
3.7 umożliwiają zastosowanie jako rozkładów stacjonarnych uogólnionych rozkła-
dów odwrotnych Gaussa oraz temperowane rozkłady stabilne. Użycie schematu Eu-
lera umożliwia zastosowanie iterowanej filtracji także w przypadkach, gdy proces
Ornsteina-Uhlenbecka jest określony poprzez wybór prowadzącego procesu Lévy’ego
ukrytego w tle. Do obliczeń zastosowano program R, w tym pakiet POMP (King
i in., 2019) stanowiący podstawę obliczeń algorytmu iterowanej filtracji. W tym
celu napisano w języku programowania R oraz częściowo w języku programowania
C skrypty umożliwiające użycie algorytmu iterowanej filtracji dla przedstawionych
modeli przestrzeni stanów oraz generujące kolejne generacje cząsteczek dla przed-
stawionych procesów wariancji chwilowej.
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Rysunek 3.7: Trajektorie oszacowań parametrów λ, α, ν dla dziesięciu 10 realizacji

iterowanej filtracji o rożnych, losowo wybranych punktach startowych, każda po J = 500

iteracji (a) oraz oszacowania jednowymiarowych cięć funkcji wiarygodności względem

parametrów λ, α, ν wyznaczone przez filtr cząsteczkowy (czarne koła) przy użyciu 1000

cząsteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodności lokalnymi wielomianami

drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkcji wiarygodności

otrzymane przy użyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone

trójkąty) (b). Zastosowano podstawowy model BNS o wariancji chwilowej ze

stacjonarnym rozkładem gamma z parametrami α = 12, 5, ν = 6, 25, λ = 0, 01. Przyjęto

µ = β = 0.
Źródło: opracowanie własne.



Rozdział 4
Modelowanie zmienności

finansowych szeregów czasowych

4.1 Uwagi wstępne

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaną przykłady zastosowania omówio-
nych w rozdziale drugim niegaussowskich modeli stochastycznej zmienności typu
Ornsteina-Uhlenbecka do modelowania zmienności dla trzech szeregów czasowych
pochodzących z polskiego rynku finansowego: notowań Warszawskiego Indeksu Gieł-
dowego (WIG), notowań dla indeksu WIG20 – indeksu dwudziestu największych
spółek akcyjnych notowanych na warszawskiej Giełdzie Papierów Wartościowych
oraz kursu USD/PLN (kursu dolara amerykańskiego wyrażonego w złotych).

W przypadku szeregu czasowych indeksu WIG oraz kursu USD/PLN są to dane
dzienne z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017. Dane pochodzą z serwisu
internetowego Stooq.pl (Stooq.pl, 2019). Modelowaniem objęte zostały dzienne (pro-
centowe) logarytmiczne stopy zmian:

yn = 100 ln
(
xn
xn−1

)
, (4.1)

gdzie xn jest ceną instrumentu finansowego (poziomem indeksu, notowaniem kursu
walutowego). Są to stopy zwrotu z hipotetycznych jednodniowych inwestycji w
dany walor finansowy przy kapitalizacji ciągłej i zerowych kosztach transakcji (Pa-
jor, 2003, str. 20). Zdefiniowana w ten sposób logarytmiczna stopa zwrotu jest
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dyskretyzacją procesu logarytmu cen występującego w modelach matematyki finan-
sowej i pozwalają na na obliczenie zwrotu z inwestycji wielodniowych w postaci sumy
dziennych stóp zwrotu.

W przypadku szeregu czasowego indeksu WIG20 wykorzystano dane śróddzienne,
1 minutowe z okresu od 22 lutego 2017 do 21 lutego 2018. Dane pochodzą z ser-
wisu internetowego Santander Biuro Maklerskie (Santander, 2019). W tym wypadku
przedmiotem modelowania będą realizacje estymatora wariancji zrealizowanej wy-
znaczonego na podstawie zwrotów 5-minutowych. Wcześniejsze badania dotyczące
rynku polskiego wskazują, że wartości wariancji zrealizowanej wyznaczone na pod-
stawie zwrotów o częstotliwości od 5 do 10 minut dają najlepszy kompromis po-
między zbieżnością do wariacji kwadratowej procesu logarytmicznych cen wraz ze
wzrostem częstotliwości pobierania obserwacji, a pojawiającą się dla bardzo wysokiej
częstotliwości szumem mikrostruktury rynku (por. Kliber (2013, str. 105), Płucien-
nik (2008)).

W rozdziale zostaną wykorzystane cztery wersje niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka: podstawowy model (definicja 2.1,
oznaczenie: BNS), model ze złożeniem dwóch procesów (definicja 2.2, oznaczenie:
BNS2), model z efektem dźwigni (definicja 2.3, oznaczenie: BNSL) oraz ze złoże-
niem dwóch procesów oraz z efektem dźwigni (definicja 2.4, oznaczenie: BNSL2).
Powyższe modele są zagnieżdżone. Model BNS można traktować jako szczególny
przypadek zarówno modelu BNS2 jak i BNSL, przyjmując przestrzeń parametrów
modelu BNS jako podprzestrzeń bardziej ogólnych przestrzeni parametrów BNS2 i
BNSL. Te dwa modele stanowią natomiast szczególne przypadki modelu BNS2L. W
skrócie zależności na przestrzeniach parametrów można zapisać następująco: BNS
⊂ BNSL ⊂ BNS2L oraz BNS ⊂ BNS2 ⊂ BNS2L.

Spośród możliwych rozkładów samorozkładalnych (por. podrozdział 2.5) jako
rozkłady stacjonanne procesu wariancji chwiolowej wybrane zostały uogólnione od-
wrotne rozkłady Gaussa. W szczególności dwa rozkłady tej klasy są szczególnie
ważna: gamma i odwrotny Gaussa. Po pierwsze, jeżeli wariancja aktualna (dyskrety-
zacja wariancji chwilowej) miałaby rozkład odpowiednio gamma, odwrotny Gaussa,
uogólniony odwrotny Gaussa, to zgodnie z twierdzeniem 1.6 logarytmiczne stopy
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zwrotów miałby bezwarunkowy rozkład VG, NIG oraz uogólniony hiperboliczny.
Wszystkie trzy rozkłady mają bardzo dobre dopasowanie do empirycznie obserwo-
wanych stóp zwrotu. Choć rozkład zmienności aktualnej jest nieznany, to część auto-
rów1 uważa że może być dostatecznie dobrze odwzorowany rozkładem stacjonarnym
procesu wariancji chwilowej. Po drugie, Barndorff-Nielsen i Shephard (2003) ana-
litycznie wykazali, że jeżeli wariancja chwilowa ma rozkład gamma lub odwrotny
Gaussa, to wariancja scałkowana również ma rozkład bardzo zbliżony do odpowied-
nio rozkładu gamma lub odwrotnego Gaussa (por. twierdzenie 1.8 oraz wzór 2.17).
Zależność ta nie jest prawdziwa dla wszystkich rozkładów stacjonarnych, na przy-
kład dla rozkładu log-normalnego wariancja scałkowana nie ma podobnego rozkładu
jak wariancja chwilowa. Własności te pozwalają przed dokonaniem estymacji mo-
delu stochastycznej zmienności wstępnie ocenić, czy zastosowanie procesu warian-
cji chwilowej o danym rozkładzie jest w danym przypadku odpowiednie. Po trze-
cie, dla rozkładów stacjonarnych procesu wariancji chwilowej gamma i odwrotnego
Gaussa zostały wyznaczone wzory na wycenę opcji europejskich w niegaussowskich
modelach stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka2. Ponadto, jedynie
rozkłady odwrotny Gaussa oraz gamma spośród uogólnionych rozkładów Gaussa
są rozkładami zamkniętymi na sploty, co umożliwia konstrukcje złożonego procesu
zmienności.

Do estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności zostanie wykorzy-
stana przedstawiona w podrozdziale 3.8 metoda iterowanej filtracji.

4.2 Charakterystyka danych empirycznych

Pierwszym badanym szeregiem czasowym jest 10001 kolejnych notowań indeksu
Warszawskiego Indeksu Giełdowego (WIG) z okresu od 6 września 2013 do 8 wrze-
śnia 2017. Na podstawie wyznaczono 1000 dziennych zwrotów logarytmicznych. Na
rysunku 4.1 (a) i (b) przedstawiono odpowiednio notowania indeksu WIG i dzienne
zwroty logarytmiczne w badanym okresie. Zauważmy, że logarytmiczne stopy zwrotu
charakteryzują się grupowaniem zmienności: po dużych ruchach ceny występują za-

1Na przykład Benth (2011) oraz Lindberg (2008).
2Wzory te zostały przedstawione w pracy Nicolato i Venardos (2003)
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zwyczaj duże ruchy, a po małych małych.
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Rysunek 4.1: Dzienne notowania indeksu WIG (a) oraz logarytmiczne dzienne stopy

zmian indeksu WIG (b) z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.
Źródło: opracowanie własne.

Na podstawie rysunku 4.2 (a) można zauważyć, że oszacowanie funkcji gęstości
otrzymane za pomocą estymatora jądrowego3 ma kształt bardziej skoncentrowany
wokół wartości średniej niż w przypadku rozkładu normalnego oraz lewostronną asy-
metrię rozkładu empirycznego. Ponadto rysunek 4.2 (b) kwantyl-kwantyl (qqplot)
wskazuje, że ogony rozkładu empirycznego znacznie różnią się od ogonów rozkładu
normalnego. Potwierdzają to podstawowe charakterystyki próbkowe logarytmicz-
nych dziennych stóp zmian indeksu WIG przedstawione w tablicy 4.1. Wartość kur-
tozy wskazuje na leptokurtyczność rozkładu, natomiast skośność na lewostronną
asymetrię rozkładu. Wartości tych dwóch statystyk odbiegają od typowych warto-
ści dla rozkładu normalnego (wynoszących odpowiednio 3 i 0). Leptokurtoza oraz
asymetria spadków i wzrostów (spadki są co do wartości bezwzględnej większe niż
wzrosty) są to typowe własności szeregów notowań akcji i indeksów giełdowych (Kli-
ber, 2013, str. 50). Testy normalności Shapiro-Wilka oraz Jarque - Bera odrzucają

3Zastosowano jądro gaussowskie, parametr wygładzany wyznaczony zgodnie z regułą Silver-
mana (Silverman, 1986).
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hipotezę o normalności rozkładu logarytmicznych stóp zmian indeksu WIG z p-
wartościami testów poniżej 0,001.
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Rysunek 4.2: Rozkład empiryczny dziennych logarytmicznych stóp zmian indeksu WIG

wyznaczony na podstawie estymatora jądrowego oraz dopasowany wykres gęstości

rozkładu normalnego (a) oraz wykres kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych

stóp zmian indeksu WIG (b). Dane z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.
Źródło: opracowanie własne.

Tablica 4.1: Statystyki opisowe dla logarytmicznych dziennych stóp zmian indeksu

WIG z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.

Liczba
obserwacji

Wartość
średnia

Odchylenie
standardowe

Skośność Kurtoza

1000 0,0320 0,9036 -0,5218 6,6328

Minimum
Kwartyl
pierwszy

Mediana
Kwartyl
trzeci

Maksimum

-5,8250 -0,4482 0,0429 0,5418 3,0052
Źródło: opracowanie własne.

Korelogram kwadratów stóp zwrotu przedstawione na rysunku 4.3 (b) pokazuje,
że nawet dla bardzo dużych opóźnień pojawiają się statystycznie istotne wartości
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współczynnika korelacji4. Mniej typowe jest pojawienie się ujemnej korelacji. Rów-
nież autokorelacja stóp zwrotu nie zanika szybko, tak jak wskazują typowe obser-
wacje zwrotów dla finansowych szeregów czasowych.

Tablica 4.2: Statystyki i p-wartości testów normalności dla zwrotów logarytmicznych

indeksu WiG za okres od 6 września 2013 do 8 września 2017.

Test
Wartość statystyki

testowej
P-wartość testu

Shapiro-Wilka 0,9668 0,0000

Jarque-Bera 595,4 0,0000
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.3: Korelogram dla dziennych logarytmicznych stóp zmian indeksu WIG (a)

oraz dla kwadratów dziennych logarytmicznych stóp zmian indeksu WIG (b). Dane z

okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.
Źródło: opracowanie własne.

4Linie przerywane wyznaczają obszary odrzucenia na poziomie istotności 0,05 hipotezy zerowej o
zerowym współczynniku autokorelacji przy danym rzędzie opóźnienia. Linie te zostały wyznaczone
przy założeniu, że szereg czasowy stanowi realizację ścisłego białego szumu (por. (Brockwell i
in., 1991, roz. 7.2) oraz (Kwiatkowski, 2013, str. 199)).
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Drugim badanym szeregiem czasowym jest 1035 kolejnych notowań kursu USD/PLN
z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017. Na ich podstawie wyznaczono
1034 logarytmicznych dziennych stóp zmian (logarytmicznych stóp zwrotu w jed-
nodniowe inwestycje w dolar amerykański). Na rysunku 4.4 (a) i (b) przedstawiono
odpowiednio kurs i dzienne zwroty logarytmiczne w badanym okresie. Podobnie jak
w przypadku kursu WIG widać efekt grupowania zmienności.
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Rysunek 4.4: Dzienne wartości kursu USD/PLN (a) oraz logarytmiczne dzienne stopy

zmian kursu USD/PLN (b) z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.
Źródło: opracowanie własne.

Z rysunku 4.5 (a) wynika, że oszacowanie gęstości rozkładu ma kształt bar-
dziej skoncentrowany wokół wartości średniej niż w przypadku rozkładu normalnego
oraz prawostronną asymetrię wynikającą z wystąpienia pojedynczych bardzo dużych
zwrotów. Wykres kwantyl-kwantyl (rysunek 4.5 (b)) również wskazuje na istotne róż-
nice empirycznego rozkładu od rozkładu normalnego zwłaszcza w prawym ogonie
rozkładu. Podstawowe statystyki wyznaczone dla logarytmicznych dziennych stóp
zmian kursu USD/PLN przedstawione w tablicy 4.3 potwierdzają leptokurtozę i
prawostronną asymetrię rozkładu. W przypadku kursów walutowych brak asymetrii
spadków i wzrostów jest typowy. Testy normalności Shapiro-Wilka oraz Jarque -
Bera podobnie jak w przypadku kursu WIG odrzucają hipotezę o normalności roz-
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kładu logarytmicznych stóp zmian kursu USD/PLN z p-wartościami testów poniżej
0,001.
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Rysunek 4.5: Rozkład empiryczny dziennych logarytmicznych stóp zmian kursu

USD/PLN wyznaczony na podstawie estymatora jądrowego i dopasowany wykres gęstości

rozkładu normalnego (a) oraz wykres kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych

stóp zmian kursu USD/PLN (b). Dane z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.
Źródło: opracowanie własne.

Tablica 4.3: Statystyki opisowe dla logarytmicznych dziennych stóp zmian kursu

USD/PLN. Dane z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.

Liczba
obserwacji

Wartość
średnia

Odchylenie
standardowe

Skośność Kurtoza

1034 0,0080 0,6572 0,5572 7,9791

Minimum
Kwartyl
pierwszy

Mediana
Kwartyl
trzeci

Maksimum

-2,2363 -0,3717 0,0053 0,3848 5,4542
Źródło: opracowanie własne.

Korelogramy stóp i kwadratów stóp zwrotu (rysunek 4.6) również nie są typowe
dla finansowych szeregów czasowych. Po pierwsze w przypadku autokorelacji stóp
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Tablica 4.4: Statystyki i p-wartości testów normalności dla zwrotów logarytmicznych

kursu USD/PLN za okres od 6 września 2013 do 8 września 2017.

Test
Wartość statystyki

testowej
P-wartość testu

Shapiro-Wilka 0,96813 0,0000

Jarque-Bera 1121,8 0,0000
Źródło: opracowanie własne.

zwrotów pojawiają się istotne korelacje dla wysokich rzędów opóźnień. Po drugie
pojawiają się ujemna (chociaż nieistotna statystycznie) korelacja dla kwadratów
stóp zwrotu.
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Rysunek 4.6: Korelogram dla dziennych logarytmicznych stóp zmian kursu USD/PLN

(a) oraz dla kwadratów dziennych logarytmicznych stóp zmian kursu USD/PLN (b).

Dane z okresu od 6 września 2013 do 8 września 2017.
Źródło: opracowanie własne.

Trzeci szereg czasowy to 240018 1-minutowych notowań kursu WIG20 z okresu
od 22 lutego 2017 do 21 lutego 2019. Na tej podstawie wyznaczono 499 oszacowań
estymatora wariancji zrealizowanej na podstawie 5-minutowych zwrotów śróddzien-
nych. Wykorzystanie wariancji zrealizowanej zmniejsza długość szeregu czasowego



Rozdział 4. Modelowanie zmienności finansowych szeregów czasowych 167

blisko 481-razy. Na rysunku 4.7 przedstawiono 5-minutowe notowania kursu WIG20
oraz wyznaczone wartości wariancji zrealizowanej. Na rysunku 4.8 widać jeszcze
wyraźniejszą niż w przypadku danych dziennych koncentrację oszacowania gęstości
rozkładu empirycznego w pobliżu wartości średniej i lewostronną asymetrię. Potwier-
dzają to wyniki statystyk opisowych wyznaczone dla 5-minutowych logarytmicznych
stóp zmian indeksu WIG20 przedstawione w tablicy 4.5 statystki opisowe. Jest to
zgodne z obserwowaną dla większości szeregów czasowych agregacyjną własnością
szeregów czasowych: wraz ze wzrostem jednostki skali czasowej, względem której
obliczane są zwroty, rozkład zwrotów upodabnia się do do rozkładu normalnego
(Kliber, 2013, str. 51).

Tablica 4.5: Statystyki opisowe dla 5-minutowych logarytmicznych stóp zmian indeksu

WIG20.

Liczba
obserwacji

Wartość
średnia

Odchylenie
standardowe

Skośność Kurtoza

48402 0,0000 0,0450 -0,4620 225,6326

Minimum
Kwartyl
pierwszy

Mediana
Kwartyl
trzeci

Maksimum

-2,9413 -0,0178 0,0000 0,0176 1,8524
Źródło: opracowanie własne.



Rozdział 4. Modelowanie zmienności finansowych szeregów czasowych 168

2100

2200

2300

2400

2500

2600

31
−

01
−

20
17

28
−

02
−

20
17

31
−

03
−

20
17

30
−

04
−

20
17

31
−

05
−

20
17

30
−

06
−

20
17

31
−

07
−

20
17

31
−

08
−

20
17

30
−

09
−

20
17

31
−

10
−

20
17

30
−

11
−

20
17

31
−

12
−

20
17

31
−

01
−

20
18

28
−

02
−

20
18

31
−

03
−

20
18

30
−

04
−

20
18

31
−

05
−

20
18

30
−

06
−

20
18

31
−

07
−

20
18

31
−

08
−

20
18

30
−

09
−

20
18

31
−

10
−

20
18

30
−

11
−

20
18

31
−

12
−

20
18

31
−

01
−

20
19

28
−

02
−

20
19

czas

(a)  5−minutowe notowania indeksu WIG20

1

2

3

4

5

31
−

01
−

20
17

28
−

02
−

20
17

31
−

03
−

20
17

30
−

04
−

20
17

31
−

05
−

20
17

30
−

06
−

20
17

31
−

07
−

20
17

31
−

08
−

20
17

30
−

09
−

20
17

31
−

10
−

20
17

30
−

11
−

20
17

31
−

12
−

20
17

31
−

01
−

20
18

28
−

02
−

20
18

31
−

03
−

20
18

30
−

04
−

20
18

31
−

05
−

20
18

30
−

06
−

20
18

31
−

07
−

20
18

31
−

08
−

20
18

30
−

09
−

20
18

31
−

10
−

20
18

30
−

11
−

20
18

31
−

12
−

20
18

31
−

01
−

20
19

28
−

02
−

20
19

(b)  Wariancja zrealizowana (na podstawie zwrotów 5 minutowych)

Rysunek 4.7: 5-minutowe notowania indeksu WIG20 (a) oraz wariancja zrealizowana

indeksu WIG20 (b) z okresu od 22 lutego 2017 do 21 lutego 2019.
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.8: Rozkład empiryczny 5-minutowych logarytmicznych stóp zmian indeksu

WIG20 wyznaczony na podstawie estymatora jądrowego oraz dopasowany wykres

gęstości rozkładu normalnego (a), wykres kwantyl-kwantyl dla 5-minutowych

logarytmicznych stóp zmian indeksu WIG20 (b). Na podstawie danych z okresu od 22

lutego 2017 do 21 lutego 2019.
Źródło: opracowanie własne.
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4.3 Wybór rozkładu stacjonarnego procesu wa-

riancji chwilowej

Jako rodzinę rozkładów procesu wariancji chwilowej zostały wybrane uogólnione
rozkłady odwrotne Gaussa. Na rysunkach 4.9, 4.10 oraz 4.11 przestawiono dopaso-
wanie rozkładów VG, NIG oraz uogólnionego hiperbolicznego do odpowiednio dzien-
nych stóp zwrotów indeksu WIG, kursu USD/PLN oraz WIG20. W tym ostatnim
przypadku wyniki zostały przedstawione dla danych dziennych, ponieważ wariancja
zrealizowana jest oszacowaniem dziennej wariancji aktualnej. Wszystkie trzy roz-
kłady mają bardzo dobre dopasowanie do danych środkowej części rozkładu. Nie
co gorsze dopasowanie można zauważyć w ogonach rozkładu (skala logarytmiczna
o podstawie równej 10). Wykresy kwantyl-kwantyl dla rozkładów uogólnionego roz-
kładu hiperbolicznego VG i NIG są praktycznie nierozróżnialne (rysunki 4.12, 4.13
oraz 4.14 przedstawiają wyniki dla rozkładów VG i NIG). Wszystkie rozkłady poza
pojedynczymi, skrajnie nietypowymi obserwacjami mają dobre dopasowanie do ob-
serwowanych empirycznie logarytmicznych stóp zwrotów.

W tablicy 4.6 przedstawiono wyniki statystyki Kołmogorowa-Smirnowa (por.
Domański (1990, str. 64))

KS = sup
x

∣∣∣F̂ (x)− F (x)
∣∣∣ (4.2)

oraz p-wartości testu Kołmogorowa-Smirnowa dla trzech rozkładów: VG (variance
gamma), NIG (normalny odwrotny Gaussa), HYP (uogólniony hiperboliczny) dla
trzech rozważanych szeregów dziennych logarytmicznych stóp zwrotu. Wynik testów
w żadnym z przypadków nie pozwalają na odrzucenie hipotezy o zgodności z rozkła-
dem teoretycznym. Potwierdza to dobre dopasowanie do obserwowanych empirycznie
rozkładów.

Rozkłady VG i NIG są specjalnymi przypadkami uogólnionego rozkładu hiper-
bolicznego przy spełnieniu pewnych restrykcji na przestrzeni parametrów tego roz-
kładu. Można zatem sprawdzić istotność ograniczeń parametrów za pomocą testu
ilorazu wiarygodności dla modeli zagnieżdżonych (Domański i in., 2014, str. 279).
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Rysunek 4.9: Rozkład empiryczny dziennych logarytmicznych stóp zmian indeksu WIG

oraz dopasowane wykresy gęstości rozkładu VG, NIG, uogólnionego hiperbolicznego na

skali zwykłej (a) oraz logarytmicznej (b).
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.10: Rozkład empiryczny dziennych logarytmicznych stóp zmian kursu

USD/PLN oraz dopasowane wykresy gęstości rozkładu VG, NIG, uogólnionego

hiperbolicznego na skali zwykłej (a) oraz logarytmicznej (b).
Źródło: opracowanie własne.
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Gęstość: Est. jądrowy VG NIG HYP
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Rysunek 4.11: Rozkład empiryczny dziennych logarytmicznych stóp zmian indeksu

WIG20 oraz dopasowane wykresy gęstości rozkładu VG, NIG, uogólnionego

hiperbolicznego na skali zwykłej (a) oraz logarytmicznej (b).
Źródło: opracowanie własne.

Odpowiednia statystyka testu przyjmuje wówczas postać

d = 2
(

sup
θ∈Θ

`(θ)− sup
θ∈Θ0

`(θ)
)
, (4.3)

gdzie `(θ) to logarytm funkcji wiarygodności. Jeżeli próba rzeczywiście pochodzi z
modelu z ograniczeniami Θ0, statystyka d ma asymptotycznie rozkład χ2

k (k stop-
niami swobody), gdzie k to liczba ograniczeń.

W 4.7 przedstawiono statystyki oraz p-wartości testu ilorazu wiarygodności dla
rozkładów VG i NIG jako specjalnych przypadków uogólnionego rozkładu hiperbo-
licznego. W każdym z rozważanych przypadków brak podstaw do odrzucenia hipo-
tez o istotności nałożonych restrykcji. Można zatem ograniczyć rozważania co do
wyboru rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej do dwóch rozkładów:
gamma i odwrotnego Gaussa. Pozwala to na zastosowanie modeli uwzględniających
złożenie procesów zmienności. Choć oba rozkłady należą do rodziny uogólnionych
rozkładów odwrotnych Gaussa, to nieguassowskie procesy Ornsteina-Uhlenbecka o
takich rozkładach stacjonarnych różnią się istotnie. W przypadku procesu o rozkła-
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(b) Wykres kwantyl-kwantyl (NIG)

Rysunek 4.12: Wykresy kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych stóp zmian

indeksu WIG względem rozkładu VG (c) i NIG (d).
Źródło: opracowanie własne.
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(b)   Wykres kwantyl−kwantyl (NIG)

Rysunek 4.13: Wykresy kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych stóp zmian

kursu USD/PLN względem rozkładu VG (a) i NIG (b).
Źródło: opracowanie własne.
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(a)   Wykres kwantyl−kwantyl (VG)
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(b)   Wykres kwantyl−kwantyl (NIG)

Rysunek 4.14: Wykresy kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych stóp zmian

indeksu WIG względem rozkładu VG (c) i NIG (d).
Źródło: opracowanie własne.

dzie stacjonarnym gamma odpowiadający mu proces prowadzący Lévy’ego BDLP
jest procesem o skończonej ilości skoków w jednostce czasu, a w przypadku od-
wrotnego Gaussa proces BDLP ma nieskończenie wiele skoków w jednostce czasu.
Własności te przechodzą na proces wariancji chwilowej.
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Tablica 4.6: Statystyki Kołmogorowa-Smirnowa (w nawiasach p-wartości testu

Kołmogorowa-Smirnowa) dla trzech rozkładów: VG (variance gamma), NIG (normalny

odwrotny Gaussa), HYP (uogólniony hiperboliczny).

Rozkład:
Szereg dziennych zwrotów:

WIG USD/PLN WIG20

VG
0,0150 0,0101 0,0106

(0,9777) (0,9999) (0,9998)

NIG
0,0188 0,0096 0,0125

(0,8683) (0,9999) (0,9975)

HYP
0,0156 0,0094 0,0117

(0,9675) (0,9999) (0,9991)
Źródło: opracowanie własne.

Tablica 4.7: Statystyki testu ilorazu wiarygodności (w nawiasach p-wartości testu) dla

rozkładów VG (variance gamma) oraz NIG jako specjalnych przypadków uogólnionego

rozkładu hiperbolicznego.

Rozkład:
Szereg dziennych zwrotów:

WIG USD/PLN WIG20

VG
0,6803 0,8479 0,3767

(0,5595) (0,3571) (0,5394)

NIG
0,1723 0,3401 0,0793

(0,6123) (0,4095) (0,7782)
Źródło: opracowanie własne.
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4.4 Wyniki estymacji dla indeksu WIG

W podrozdziale przedstawione zostaną wyniki badania zmienności indeksu WIG z
zastosowaniem niegaussowskich modeli stochastycznej zmienności tupu Ornsteina-
Uhlenbecka. Wykorzystano dwa rozkłady stacjonarne procesu wariancji chwilowej
gamma i odwrotny Gaussa dla czterech specyfikacji niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka przedstawionych na początku roz-
działu. Do obliczeń wykorzystano metodę iterowanej filtracji. Dla każdego z ośmiu
modeli zastosowano pięć powtórzeń algorytmu iterowanej filtracji, każda o innym
losowym wektorze wartości początkowych. Wybrano następujące ustawienia algo-
rytmu iterowanej filtracji: J = 200 iteracji, K = 1000 cząsteczek, wielowymiarowy
rozkład normalny z diagonalną macierzą wariancji kowariancji jako rozkład zaburzeń
na przestrzeni parametrów, ciąg geometryczny jako ciąg schładzający o wartości po-
czątkowej ciągu 0,02, a iloraz w ciągu geometrycznym został dobrany tak, aby dla
połowy iteracji otrzymać połowę wartości początkowej.

Do wyboru najlepszego modelu zastosowano kryterium informacyjne Akaikego
(Akaikei, 1973) (Akaike information criterion, AIC)5 postaci

AIC = −2`
(
θ̂
)
− 2q, (4.4)

gdzie q to liczba szacowanych parametrów.
W tablicy 4.8 przedstawiono wyniki uzyskane dla rozkładu gamma, natomiast w

tablicy 4.9 dla rozkładu odwrotnego Gaussa. Jako oszacowanie wartość wektora pa-
rametrów wybrano to spośród pięciu powtórzeń algorytmu, dla którego oszacowanie
wartości logarytmu funkcji wiarygodności było największe. Oszacowanie logarytmu
funkcji wiarygodności zostało wyznaczone na podstawie dziesięciu powtórzeń algo-
rytm filtru cząsteczkowego, jako średnia z oszacowań danych wzorem 3.75, przy czym

5W literaturze przedmiotu rozważane są także inne kryteria informacyjne (por. Doman i Doman
(2009, str. 57)) m.in. Bayesowskie kryterium informacyjne Schwartza (Schwarz, 1978) (Bayesian
Information Criterion, BIC), Kryterium informacyjne Hannan-Quinna (Hannan i Quinn, 1979)
(Hannan–Quinn information criterion, HQC). Wybór kryterium jest kwestią subiektywną. Po-
szczególne kryteria różnią się „karą” za wprowadzenie kolejnych parametrów do modelu. Kryterium
AIC jest jednym z najczęściej stosowanych.
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algorytm był powtarzany dziesięć razy, aby otrzymać oszacowanie błędu standardo-
wego estymatora logarytmu funkcji wiarygodności.

Interpretując wyniki należy jednak mieć na uwadze, że wartości logarytmu funk-
cji wiarygodności wykorzystywane do kryterium informacyjnego oraz do testów są
wyznaczone za pomocą filtrów cząsteczkowych. Wiąże się to z dwoma implikacjami.
Po pierwsze filtry cząsteczkowe dostarczają nieobciążonego i zgodnego oszacowania
funkcji wiarygodności, ale obciążonego oszacowania logarytmu funkcji wiarygodno-
ści. W tej pracy wykorzystano powszechnie stosowaną korektę na redukcję obcią-
żenia (wzór 3.75). Po drugie oszacowania są wyznaczone z pewnym błędem Monte
Carlo, którego oceną jest podana wartość błędu standardowego estymatora loga-
rytmu funkcji wiarygodności.

W tablicach 4.8 i 4.9 jako błędy standardowe oszacowań parametrów podano
wartości wyznaczone za pomocą numerycznego szacowania macierzy informacyjnej
Fishera według procedury opisanej w rozdziale 3. Ta sama metoda wyznaczania
błędów standardowych została zastosowana w pracy Bretó (2014).
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Tablica 4.8: Wyniki estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej

gamma wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodności oraz wartością kryterium informacyjnego AIC. W

nawiasach podano błędy standardowe oszacowań.

Model µ β α ν λ1 λ2 ρ1 ρ2 w1 loglik AIC
BNS 0,089 0,0266 3,8725 3,0007 0,0814

- - - -
-1272,748

2550,496
Ga-OU (0,0154) (0,0256) (0,3363) (0,2544) (0,0285) (0,1539)
BNSL 0,0884 0,0226 4,8746 2,9445 0,1019

-
-2,4016

- -
-1266,538

2537,076
Ga-OU (0,0231) (0,0393) (0,3071) (0,2295) (0,0175) (0,3304) (0,4290)
BNS2 0,09427 0,0246 3,9214 2,2604 0,0382 0,6465

- -
0,00837 -1267,935

2542,87
Ga-OU (0,0252) (0,0363) (0,7169) (0,4147) (0,0184) (0,3974) (0,0568) (0,8382)
BNS2L 0,10443 0,0278 3,6824 2,8341 0,1058 0,2660 -5,0210 -0,0681 0,0841 -1260,374

2529,748
Ga-OU (0,0314) (0,0684) (0,3548) (0,2848) (0,1716) (0,0679) (0,5156) (0,4333) (0,0576) (0,6898)

Źródło: opracowanie własne.
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Tablica 4.9: Wyniki estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej

odwrotnym Gaussa wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodności oraz wartością kryterium informacyjnego AIC.

W nawiasach podano błędy standardowe oszacowań.

Model µ β γ δ λ1 λ2 ρ1 ρ2 w1 loglik AIC
BNS 0,0804 0,0304 1,6178 1,5077 0,0487

- - - -
-1274,815

2554,63
IG-OU (0,0265) (0,0355) (0,2404) (0,1905) (0,0385) (0,6244)
BNSL 0,0718 0,0181 1,6203 1,3766 0,0881

-
-0,0898

- -
-1270,561

2545,122
IG-OU (0,0262) (0,0359) (0,1768) (0,1366) (0,0251) (0,3923) (0,9147)
BNS2 0,1206 0,0109 1,5578 1,1376 0,0188 0,8277

- -
0,0274 -1271,416

2549,832
IG-OU (0,0262) (0,0376) (0,6594) (0,2175) (0,0106) (0,1697) (0,0514) (0,4192)
BNS2L 0,1108 0,0106 1,2334 1,4793 0,1157 0,5475 -0,1232 -0,0568 0,0855 -1266,4

2539,8
IG-OU (0,0212) (0,0897) (0,6125) (0,1733) (0,0264) (0,1362) (0,2373) (0,1849) (0,0506) (0,5431)

Źródło: opracowanie własne.
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Największą wartość kryterium informacyjnego AIC spośród ośmiu rozważanych
modeli uzyskał model z efektem dźwigni oraz złożeniem procesów zmienności dla roz-
kładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej gamma (BNSL2 Ga-OU). Można
zauważyć, że modele o rozkładzie stacjonarnym procesu wariancji gamma mają więk-
sze wartości funkcji wiarygodności od ich odpowiedników z rozkładem stacjonarnym
odwrotnym Gaussa.

We wszystkich oszacowanych modelach parametr dryfu µ przyjmuje wartości
bliskie 0,1, co wskazuje na nieznaczną tendencję do wzrostu kursu WIG w czasie.
Jest to zgodne z otrzymaną dodatnią wartością średniej z logarytmicznych stóp
zmian kursu WIG przedstawionymi w tablicy 4.1. Parametr β (iterpretowany jako
premia za ryzyko) we wszystkich modelach przyjmuje wartość dodatnią, ale bliską
zera. Dodatnia wartość jest zgodna z teorią i dotychczasowymi badaniami empi-
rycznymi opartymi na niegaussowskich modelach stochastycznej zmienności (por.
Taufer i in. (2011)). W modelach ze złożeniem dla obu rozkładów stacjonarnych
można zauważyć, że procesy o mniejszej wartości parametru λ mają znacznie mniej-
szą wagę od procesów z większą wartością parametru λ. Parametry ρ1 i ρ2 zgodnie
z teorią przyjmują wartości ujemne. Uwagę zwraca szczególnie duża (co do wartości
bezwzględnej) wartość parametru ρ1 dla modelu BNSL2 Ga-OU. Jest to zgodne z
wynikami empirycznymi uzyskanymi dla modelu modelu BNSL2 Ga-OU dla indeksu
S&P500 przez Griffin i Steel (2006). Parametry mierzące siłę efektu dźwigni w od-
różnieniu od ich odpowiedników w modelach opartych o dyskretyzację procesów SV,
w których logarytm zmienność chwilowej jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka oraz
modeli należących do klasy CEV nie przyjmuje wartości tylko z przedziału [−1, 1].

W tablicy 4.10 przedstawiono oszacowania wartości oczekiwanej ξ = E (σ2(t))
i odchylenia standardowego ω =

√
V ar (σ2(t)) wariancji chwilowej dla wszystkich

ośmiu modeli. Wartości uzyskano zgodnie ze wzorami odpowiednio ξ = ν/α, ω =
√
ν/α dla rozkładu gamma oraz ξ = δ/γ, ω =

√
δ/γ3 dla rozkładu odwrotnego

Gaussa. Wartości uzyskane dla obu parametrów ξ i ω są większe dla rozkładu od-
wrotnego Gaussa niż dla rozkładu gamma.

Na rysunku 4.15 przedstawiono trajektorie oszacowań uzyskane metodą iterowa-
nej filtracji dla poszczególnych składowych wektora θ = [µ, β, α, ν, λ1, λ2, ρ1, ρ2, w1]T



Rozdział 4. Modelowanie zmienności finansowych szeregów czasowych 181

Tablica 4.10: Wyniki estymacji wartości średniej (parametr ξ) oraz odchylenia

standardowego (parametr ω) rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej dla

ośmiu rozważanych modeli stochastycznej zmienności z podziałem na rozkłady

stacjonarne: gamma (Ga-OU) oraz odwrotnym Gaussa (IG-OU).

Model
Ga-OU

Model
IG-OU

ξ ω ξ ω

BNS
0,7697 0,4572

BNS
0,9321 0,5967

Ga-OU IG-OU

BNSL
0,6041 0,3521

BNSL
0,8496 0,5688

Ga-OU IG-OU

BNS2
0,5764 0,3834

BNS2
0,7302 0,5486

Ga-OU IG-OU

BNS2L
0,7696 0,4572

BNS2L
1,1994 0,8879

Ga-OU IG-OU
Źródło: opracowanie własne.

względem kolejnych iteracji algorytmu dla modelu BNSL2 Ga-OU, dla którego war-
tość kryterium AIC była najmniejsza. Na rysunku 4.16 przedstawiono jednowy-
miarowe ciecia wiarygodności dla tego modelu. Wykresy diagnostyczne 4.15 i 4.16
potwierdzają uzyskanie zbieżności algorytmu iterowanej filtracji dla modelu BNSL2
Ga-OU.

Modele BNS2 oraz BNSL można traktować jako modele z restrykcjami na prze-
strzeni parametrów dla modelu BNS2L. Można zatem rozważać następujące pary
hipotez

H0 : ρ1 = ρ2 = 0

H1 :∼ H0

(4.5)

oraz

H0 : ρ2 = λ2 = w1 = 0

H1 :∼ H0

(4.6)

W parze hipotez (4.5), hipoteza H0 zakłada, że prawdziwe są restrykcje uprasza-
jące model BNS2L do modelu BNS2 , natomiast w przypadku pary hipotez (4.6)
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Rysunek 4.15: Trajektorie oszacowań parametrów względem kolejnych iteracji

algorytmu dla 5 realizacji iterowanej filtracji o rożnych, losowo wybranych punktach

startowych w modelu ze złożeniem dwóch procesów zmienności i efektem dźwigni o

rozkładzie stacjonarnym gamma (BNS2L Ga-OU), każda po J = 200 iteracji.
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.16: Oszacowania jednowymiarowych cięć funkcji wiarygodności względem

parametrów wyznaczone za pomocą filtru cząsteczkowego (czarne koła) przy użyciu 1000

cząsteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodności lokalnymi wielomianami

drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkcji wiarygodności

otrzymane przy użyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone

trójkąty). Model ze złożeniem dwóch procesów zmienności i efektem dźwigni o rozkładzie

stacjonarnym gamma (BNS2L Ga-OU).
Źródło: opracowanie własne.
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do modelu BNSL. Można sprawdzić istotność ograniczeń parametrów za pomocą
testu ilorazu wiarygodności. W obu przypadkach przy złożeniu prawdziwości hipo-
tezy H0 statystyka testowa ma rozkład χ2 o odpowiednio dwóch i trzech stopniach
swobody. W tablicy 4.11 przedstawiono wartości statyk testowych oraz p-wartości
testów dla obu par hipotez i dla obu rozważanych rozkładów stacjonarnych procesu
wariancji chwilowej. Tylko w przypadku rozkładu odwrotnego Gaussa i pary hipotez
(4.6) można mieć wątpliwości, czy odrzucić hipotezę H0. W pozostałych przypad-
kach p-wartości testu wskazują na odrzucenie hipotezy H0 dla typowych poziomów
istotności testów. Wskazuje to, że zarówno złożenie procesów zmienności jak i efekt
dźwigi należy uwzględnić w modelu.

Tablica 4.11: Statystyki testu ilorazu wiarygodności (w nawiasach p-wartości testu)

dla par hipotez zagnieżdżonych.

Para hipotez
Rozkład stacjonarny wariancji chwilowej

Gamma Odwrotny Gaussa

H0 : ρ1 = ρ2 = 0 15,122 9,832

H1 :∼ H0 (0,0005) (0,0073)

H0 : ρ2 = λ2 = w1 = 0 12,328 6,122

H1 :∼ H0 (0,0063) (0,0435)
Źródło: opracowanie własne.

Na rysunku 4.17 przedstawiono oszacowanie wariancji aktualnej otrzymane za
pomocą wygładzania cząsteczkowego (K = 1000 cząsteczek, L = 20) oraz jej dwóch
składowych w porównaniu do wartości kwadratów logarytmicznych stóp zwrotu.
Jako model zmienności wybrano model ze złożeniem dwóch procesów zmienności
i efektem dźwigni o rozkładzie stacjonarnym procesu zmienności gamma (BNS2L
Ga-OU). Jako parametry modelu przyjęto oszacowaniu uzyskane metodą iterowanej
filtracji przedstawione w tablicy 4.8. Zmiany w wahliwości kwadratów logarytmicz-
nych stóp zwrotu są wyraźnie odzwierciedlone w zmianach wariancji aktualnej.
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Rysunek 4.17: Kwadraty dziennych logarytmicznych stóp zmian indeksu WIG (a) oraz

oszacowanie wariancji aktualnej w modelu ze złożeniem dwóch procesów zmienności i

efektem dźwigni o rozkładzie stacjonarnym gamma (BNS2L Ga-OU) otrzymane za

pomocą wygładzania cząsteczkowego (K = 1000 cząsteczek, L = 20) dla wartości

parametrów przedstawionych w tablicy 4.8 (b) wraz ze składowymi wariancji aktualnej

(c) i (d).
Źródło: opracowanie własne.
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4.5 Wyniki estymacji dla kursu USD/PLN

W badaniu zmienności kursu USD/PLN z zastosowaniem niegaussowskich modeli
stochastycznej zmienności tupu Ornsteina-Uhlenbecka ponownie wykorzystano dwa
rozkłady stacjonarne procesu wariancji chwilowej: gamma i odwrotny Gaussa dla
czterech specyfikacje niegaussowskich modeli stochastycznej zmienności typu Ornsteina-
Uhlenbecka przedstawionych na początku rozdziału. Do obliczeń wykorzystano me-
todę iterowanej filtracji z dokładnie takimi samymi ustawieniami algorytmu jak w
przypadku badania dla indeksu WIG.

W tablicy 4.12 przedstawiono wyniki estymacji parametrów dla modeli o roz-
kładzie stacjonarnym procesu wariancji chwilowej gamma, a w tablicy o rozkładzie
odwrotnym Gaussa 4.13. Dla wszystkich modeli parametr dryfu µ przyjmuje war-
tość bliską zera, co jest zgodne z wartością średnią logarytmicznych dziennych zmian
kursu USD/PLN w badanym okresie. Parametr β dla wszystkich modeli przyjmuje
wartość bliską zera. W modelach ze złożeniem procesów zmienności dla obu roz-
kładów stacjonarnych procesy o mniejszej wartości parametru persystencji λ mają
mniejszą wagę od procesów z większą wartością parametru λ. Parametry ρ1 i ρ2

zgodnie z teorią przyjmują wartości ujemne, ale wartości są duże bliższe zera niż w
przypadku badania dla kursu indeksu WIG. Jest to zgodne z wynikami uzyskanymi
dla modeli stochastycznej zmienności z czasem dyskretnym: efekt dźwigni przejawia
się silniej w przypadku modelowania zwrotów z akcji oraz indeksów, a słabiej w
przypadku kursów walutowych (por. Pajor (2003)).

W tablicy 4.14 przedstawiono oszacowania wartości oczekiwanej (parametr ξ) i
odchylenia standardowego (parametr ω) procesu wariancji chwilowej. Oszacowania
wartości oczekiwanej są podobne, natomiast odchylenia standardowego wyższe dla
rozkładu stacjonarnego wariancji chwilowej odwrotnego Gaussa.
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Tablica 4.12: Wyniki estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji

chwilowej gamma wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodności oraz wartością kryterium informacyjnego AIC.

W nawiasach podano błędy standardowe oszacowań.

Model µ β α ν λ1 λ2 ρ1 ρ2 w1 loglik AIC
BNS 0,0322 0,0016 5,7266 2,6392 0,0736

- - - -
-975,853

1956,7062
Ga-OU (0,0185) (0,0484) (0,6065) (0,2422) (0,0194) (0,1344)
BNSL 0,0489 -0,0092 6,4053 2,6603 0,0824

-
-0,5949

- -
-975,633

1957,2662
Ga-OU (0,0184) (0,0484) (0,6738) (0,2359) (0,0208) (0,4904) (0,1903)
BNS2 0,0024 0,0136 5,8442 2,0211 0,0592 0,8571

- -
0,0855 -973,292

1952,5846
Ga-OU (0,0185) (0,0483) (0,2781) (0,0183) (0,0232) (0,1295) (0,0246) (0,4657)
BNS2L 0,0671 0,0096 6,1575 2,0033 0,0553 0,4371 -0,0061 -0,1808 0,0889 -973,104

1952,2008
Ga-OU (0,0222) (0,0617) (0,4667) (0,0848) (0,0184) (0,0183) (0,0828) (0,5828) (0,0219) (0,1951)

Źródło: opracowanie własne.
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Tablica 4.13: Wyniki estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji

chwilowej odwrotnym Gaussa wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodności oraz wartością kryterium

informacyjnego AIC. W nawiasach podano błędy standardowe oszacowań.

Model µ β γ δ λ1 λ2 ρ1 ρ2 w1 loglik AIC
BNS 0,0013 0,0179 1,675 0,7784 0,0907

- - - -
-974,285

1953,574
IG-OU (0,0182) (0,0476) (0,1811) (0,0561) (0,0294) (0,1983)
BNSL 0,0043 -0,0078 1,2663 0,7386 0,0828

-
-0,3093

- -
-974,2725

1954,545
IG-OU (0,0185) (0,0181) (0,2328) (0,0757) (0,0124) (0,3297) (0,1907)
BNS2 0,0086 0,0115 1,7263 0,7856 0,0726 0,4985

- -
0,1739 -970,4859

1947,971
IG-OU (0,0187) (0,0488) (0,0201) (0,3777) (0,0131) (0,3776) (0,0208) (0,1981)
BNS2L 0,0015 0,0288 1,0685 0,6021 0,0265 0,4801 -0,0068 -0,2287 0,1044 -970,4057

1949,811
IG-OU (0,0054) (0,4283) (0,0254) (0,0747) (0,0187) (0,0187) (0,0033) (0,0362) (0,0297) (0,2910)

Źródło: opracowanie własne.
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Tablica 4.14: Wyniki estymacji wartości średniej (parametr ξ) oraz odchylenia

standardowego (parametr ω) rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej dla

ośmiu rozważanych modeli stochastycznej zmienności z podziałem na rozkłady

stacjonarne: gamma (Ga-OU) oraz odwrotnym Gaussa (IG-OU).

Model
Ga-OU

model
IG-OU

ξ ω ξ ω

BNS
0,4609 0,2837

BNS
0,4647 0,407

Ga-OU IG-OU

BNSL
0,4153 0,2546

BNSL
0,5833 0,6031

Ga-OU IG-OU

BNS2
0,3458 0,2433

BNS2
0,4551 0,3908

Ga-OU IG-OU

BNS2L
0,3253 0,2299

BNS2L
0,5635 0,7025

Ga-OU IG-OU
Źródło: opracowanie własne.

Spośród wszystkich rozważanych modeli najmniejszą wartość kryterium AIC
uzyskał model ze złożeniem procesów zmienności z rozkładem stacjonarnym odwrot-
nym Gaussa (BNS2 IG-OU). Modele z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji
chwilowej odwrotnym Gaussa mają nieco większe wartości funkcji wiarygodności
niż z rozkładem gamma. Dla obu rozkładów uwzględnienie efektu dźwigni tylko
nieznacznie zwiększa oszacowanie logarytmu funkcji wiarygodności. Większy wzrost
oszacowania logarytmu funkcji wiarygodności można uzyskać poprzez uwzględnienie
drugiego procesu zmienności.

Na rysunku 4.18 przedstawiono trajektorie oszacowań poszczególnych składo-
wych wektora θ = [µ, β, γ, δ, λ1, λ2, w1]T względem kolejnych iteracji algorytmu
iterowanej filtracji, a na rysunku 4.19 jednowymiarowe ciecia wiarygodności dla mo-
delu BNS2 IG-OU. Wykresy diagnostyczne 4.18 i 4.19 potwierdzają uzyskanie zbież-
ności algorytmu iterowanej filtracji dla modelu BNS2 IG-OU.

W tablicy 4.15 przedstawiono wyniki testów ilorazu wiarygodności dla czterech
par hipotez dla modeli zagnieżdżonych. Oprócz dwóch rozważanych wcześniej (por.
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Rysunek 4.18: Trajektorie oszacowań parametrów dla 5 realizacji iterowanej filtracji o

rożnych, losowo wybranych punktach startowych w modelu ze złożeniem dwóch procesów

zmienności o rozkładzie stacjonarnym odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU), każda po

J = 200 iteracji.
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.19: Oszacowania jednowymiarowych cięć funkcji wiarygodności względem

parametrów wyznaczone za pomocą filtru cząsteczkowego (czarne koła) przy użyciu 1000

cząsteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodności lokalnymi wielomianami

drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkcji wiarygodności

otrzymane przy użyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone

trójkąty). Model ze złożeniem dwóch procesów zmienności o rozkładzie stacjonarnym

odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU).
Źródło: opracowanie własne.



Rozdział 4. Modelowanie zmienności finansowych szeregów czasowych 192

(4.5) wzór oraz (4.6)) podano również wyniki dla par hipotez

H0 : w1 = λ2 = 0

H1 :∼ H0

(4.7)

oraz
H0 : ρ1 = 0

H1 :∼ H0

(4.8)

W parze hipotez (4.7), przy prawdziwości hipotezy H0 restrykcje umożliwiają
uprościć model BNS2 do modelu BNS, natomiast w przypadku pary hipotez (4.8)
model BNS2L do modelu BNSL. Wynik przestawione w tablicy 4.15 potwierdzają
spostrzeżenia, że efekt dźwigni można pominąć zarówno w modelu ze złożeniem
procesów jak i bez dla obu rozkładów stacjonarnych (pary hipotez (4.5) oraz (4.8)).
Natomiast więcej wątpliwości wzbudza uwzględnienie złożenia procesów zmienności.
Dla obu rozkładów stacjonarnych procesu wariancji rozstrzygnięcie, czy należy od-
rzucić hipotezę o prawdziwości restrykcji zależy od wyboru poziomu istotności testu,
przy czym p-wartość jest mniejsza w przypadku rozkładu odwrotnego Gaussa.

Tablica 4.15: Statystyki testu ilorazu wiarygodności (w nawiasach p-wartości testu)

dla par hipotez zagnieżdżonych.

Para hipotez
Rozkład stacjonarny wariancji chwilowej

Gamma Odwrotny Gaussa

H0 : ρ1 = ρ2 = 0 0,384 0,16

H1 :∼ H0 (0,8254) (0,9229)

H0 : ρ2 = λ2 = w1 = 0 5,065 7,734

H1 :∼ H0 (0,1671) (0,5179)

H0 : w1 = λ2 = 0 5,122 7,599

H1 :∼ H0 (0,0772) (0,0224)

H0 : ρ1 = 0 0,441 0,025

H1 :∼ H0 (0,5071) (0,8734)
Źródło: opracowanie własne.

Otrzymane wyniki metodą iterowanej filtracji wskazują, że w przypadku kursu
USD/PLN można zastosować estymację metodą quasi-największej wiarygodności w
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oparciu o filtr Kalmana. Po pierwsze, oszacowanie parametru β są bliskie zera. Po
drugie, testy statystyczne nie odrzucają hipotez zakładających, że parametry ρ1, ρ2

są równe 0. Jest to zgodne z uwagą z pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b), że
w przypadku rynku walutowego przyjęcie założenia, że β = ρ = 0 może być odpo-
wiednie. W tablicy 4.16 przedstawiono wyniki estymacji metodą quasi-największej
wiarygodności w oparciu o filtr Kalmana. W nawiasach podano błędy standardowe
wyznaczone numerycznie na podstawie wzorów asymptotycznych (por. (3.27)). Za-
stosowano modele przestrzeni stanów 3.1 oraz 3.2. Modele przestrzeni stanów dla
filtru Kalmana nie rozróżniają rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej,
ponieważ są oparte jedynie na wartości oczekiwanej, odchyleniu standardowym i
funkcji autokorelacji procesu wariancji chwilowej. Otrzymane wyniki są porówny-
walne do otrzymanych metodą iterowanej filtracji. Oszacowania parametru dryfu,
wartości oczekiwane, odchylenia standardowego oraz wagi są nieco wyższe w przy-
padku metody quasi-największej wiarygodności. Natomiast oszacowania parametrów
λ1 i λ2 są zbliżone.

Na rysunku 4.20 przedstawiono oszacowanie wariancji aktualnej dla modelu
BNS2 IG-OU otrzymane za pomocą wygładzania cząsteczkowego (K = 1000 czą-
steczek, L = 20) oraz jej dwóch składowych w porównaniu do wartości kwadra-
tów logarytmicznych stóp zmian kursu USD/PLN. Jako parametry modelu przy-
jęto oszacowaniu uzyskane metodą iterowanej filtracji przedstawione w tablicy 4.13.
Dla porównania przedstawiono również wyniki wygładzania Kalmana dla modelu ze
złożeniem dwóch procesów zmienności na podstawie oszacowań parametrów przed-
stawionych w tablicy 4.16. Oszacowania wariancji aktualnej wyznaczone za pomocą
filtru Kalmana są wyższe niż wygładzania Kalmana. Może to się wiązać z wyższym
oszacowaniem parametru ξ otrzymanym za pomocą metody quasi-największej wia-
rygodności.
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Rysunek 4.20: Kwadraty dziennych logarytmicznych stóp zmian kursu USD/PLN (a)

oraz oszacowanie wariancji aktualnej (b) wraz ze składowymi (c) i (d) w modelu ze

złożeniem dwóch procesów zmienności o rozkładzie odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU)

otrzymane za pomocą wygładzania cząsteczkowego (K = 1000 cząsteczek, L = 20) oraz

wygładzania Kalmana.
Źródło: opracowanie własne.
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Tablica 4.16: Wyniki estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności

wyznaczone metoda quasi-największej wiarygodności. W nawiasach podano błędy

standardowe oszacowań.

Model µ ξ ω λ1 λ2 w1 loglik

BNS
0,0804 0,6428 0,4994 0,0628

- - -2618,953
(0,0165) (0,0186) (0,0368) (0,0335)

BNS2
0,0853 0,7528 0,3969 0,0795 0,5833 0,4012

-1898,15
(0,0516) (0,0493) (0,0743) (0,0735) (0,1274) (0,0153)

Źródło: opracowanie własne.

4.6 Wyniki estymacji dla indeksu WIG20

Dla indeksu WIG20 zastosowano jako zmienną obserwacji oszacowania wariancji
zrealizowanej. Pozwala to znacznie zmniejszyć liczbę obserwacji w porównaniu do
zastosowania bezpośrednio zwrotów śróddziennych, przy jednoczesnym wykorzysta-
niu informacji w nich zawartych.

Jako model przestrzeni stanów zastosowano reprezentację 3.7 dla modelu sto-
chastycznej zmienności bez złożenia procesów zmienności oraz reprezentację 3.8 dla
modelu ze złożeniem dwóch procesów zmienności. Wybrano dwa rozkłady stacjo-
narne procesu wariancji chwilowej gamma i odwrotny Gaussa. Wykorzystanie wa-
riancji zrealizowanej umożliwia jedynie estymację parametrów rozkładu wariancji
chwilowej oraz parametru persystencji λ, bez możliwości wyznaczenia parametrów
dryfu czy premii za ryzyko. Tablica 4.17 przedstawia wyniki estymacji parametrów
uzyskane dla rozkładu stacjonarnego gamma oraz odwrotnego Gaussa. Porównując
wynika dla obu rozkładów stacjonarnych procesu wariancji chwilowej można zauwa-
żyć zbliżone oszacowania parametrów λ1 i λ2. Większe wartości logarytmu funk-
cji wiarygodności uzyskały model z rozkładem stacjonarnym odwrotnym Gaussa.
Dla tego rozkładu zastosowanie złożenia procesów zmienności daje większy wzrost
wartości logarytmu funkcji wiarygodności niż w przypadku rozkładu gamma. Kry-
terium informacyjnego AIC wskazuje jako najlepszy model ze złożeniem procesów
zmienności i rozkładem stacjonarnym odwrotnym Gaussa. Dla tego modelu stocha-
stycznej zmienności na rysunku 4.21 przedstawiono trajektorie oszacowań poszcze-
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gólnych składowych względem kolejnych iteracji algorytmu iterowanej filtracji, a na
rysunku 4.22 oszacowania jednowymiarowych cięć funkcji wiarygodności. Wszystkie
pięć oszacowań mieszczą się w jednej jednostce logarytmu funkcji wiarygodności.
Przedstawione rysunki potwierdza zbieżność algorytmu.

W tablicy 4.18 zestawiono uzyskane oszacowania wartości oczekiwanej (para-
metr ξ) i odchylenia standardowego (parametr ω) procesu wariancji chwilowej dla
rozpatrywanych modeli. Wartości uzyskane dla rozkładu gamma są bardzo do sie-
bie zbliżone. Natomiast wartości uzyskana dla rozkładu odwrotnego Gaussa dużo
bardziej zależą od uwzględnienia drugiego procesu zmienności. W modelu ze złoże-
niem procesów zmienności pojawia się znaczny spadek oszacowań obu parametrów
w porównaniu do modelu bez złożenia.
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Tablica 4.17: Wyniki estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności z rozkładem stacjonarnym procesu wariancji

chwilowej gamma i odwrotnym Gaussa wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodności oraz wartością kryterium

informacyjnego AIC. W nawiasach podano błędy standardowe oszacowań.

Model λ1 λ2 α ν γ δ w1 loglik AIC
BNS 0,0175

-
5,9617 5,3741

- - -
-595,03

-1196,06
Ga-OU (0,0051) (0,5132) (0,6512 ) (0,2314)
BNS2 0,0135 0,3697 5,6697 5,1783

- -
0,2312 -592,04

-1194,08
Ga-OU (0,0059) (0,1975) (0,4328) (0,5423) (0,0512) (0,2137)

BNS 0,0147
- - -

4,2774 5,0196
-

-594,05
-1194,11

IG-OU (0,0069) (0,6113) (0,6113) (0,2176)
BNS2 0,0124 0,4906

- -
5,4027 4,2381 0,1886 -590,01

-1190,02
IG-OU (0,0066) (0,2066) (0,7189) (0,6035) (0,0442) (0,2145)

Źródło: opracowanie własne.
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Tablica 4.18: Wyniki estymacji wartości średniej (parametr ξ) oraz odchylenia

standardowego (parametr ω) rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej dla

ośmiu rozważanych modeli stochastycznej zmienności z podziałem na rozkłady

stacjonarne: gamma (Ga-OU) oraz odwrotnym Gaussa (IG-OU).

Model
Ga-OU

Model
IG-OU

ξ ω ξ ω

BNS
0,9014 0,3888

BNS
1,1735 0,2532

Ga-OU IG-OU

BNS2
0,9133 0,4013

BNS2
0,7844 0,1639

Ga-OU IG-OU
Źródło: opracowanie własne.

Model BNS można traktować jako model z restrykcjami na przestrzeni para-
metrów dla modelu BNS2. Można zatem ponownie rozważać parę hipotez (4.7).
Statystyki i p-wartości testu ilorazu wiarygodności przedstawia tablica 4.19. W przy-
padku rozkładu odwrotnego Gaussa wyniki testu wskazują na odrzucenie hipotezy
H0 na poziomie istotności 0,05. Natomiast p-wartość testu dla rozkładu gamma jest
na granicy typowego poziomu istotności testu. Wyniki zatem mniej jednoznacznie
wskazują na istotność uwzględnienia złożenia procesów zmienności.

W przypadku, gdy zmienną pomiaru jest wariancja zrealizowana można rów-
nież zastosować filtr Kalmana i estymować parametry metodą quasi-największej
wiarygodności. Odpowiednie modele przestrzeni stanu (3.7 dla modelu bez złoże-
nia procesu oraz 3.4 dla modelu ze złożeniem) oparte są na wartości oczekiwanej,
odchyleniu standardowym procesu i funkcji autokorelacji wariancji chwilowej. Nie
zależą od wyboru rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej. Wyniki esty-
macji przedstawia tablica 4.20. Porównując te wyniki z oszacowaniami uzyskanymi
metodą iterowanej filtracji można zauważyć, że oszacowania wartości oczekiwanej
procesu wariancji chwilowej są większe natomiast odchylenia standardowego mniej-
sze. Największa różnica jest w oszacowaniu wagi pierwszego składnika złożenia. Te
uzyskane metodą quasi-największej wiarygodności jest znacznie większe niż w przy-
padku iterowanej filtracji. Natomiast wyniki estymacji parametrów λ1 oraz λ2 są
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zbliżone.
Na rysunku 4.23 przedstawiono oszacowania wariancji aktualnej otrzymane za

pomocą wygładzania cząsteczkowego (dla K=1000 cząsteczek, L = 20) oraz wy-
gładzania Kalmana. Przyjęto oszacowania uzyskane odpowiednio algorytmem ite-
rowanej filtracji (dla modelu BNS2 IG-OU) oraz metodą quasi-największej wiary-
godności. Oszacowania wariancji aktualnej mimo różnic w przyjętych wartościach
parametrów oraz różnych metod estymacji są bardzo zbliżone. Natomiast oszaco-
wania poszczególnych składowych różnią się istotnie. Wpływa na to głównie duża
różnica w oszacowaniach wagi pierwszej składowej.

Tablica 4.19: Statystyki testu ilorazu wiarygodności (w nawiasach p-wartości testu)

dla pary hipotez zagnieżdżonych.

Para hipotez
Rozkład stacjonarny wariancji chwilowej

Gamma Odwrotny Gaussa

H0 : w1 = λ2 = 0 5,9801 8,0866

H1 :∼ H0 (0,0502) (0,0175)
Źródło: opracowanie własne.

Tablica 4.20: Wyniki estymacji parametrów modeli stochastycznej zmienności

wyznaczone metoda quasi-największej wiarygodności. W nawiasach podano błędy

standardowe oszacowań.

Model ξ ω λ1 λ2 w1 loglik

BNS
1,3714 0,146 0,0864

- - -1309,477
(0,2791) (0,0741) (0,0035)

BNS2
1,1142 0,1327 0,0821 0,5128 0,3314

-1289,12
(0,3419) (0,1098) (0,0308) (0,2279) (0,1241)

Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.21: Trajektorie oszacowań parametrów dla 5 realizacji iterowanej filtracji o

rożnych, losowo wybranych punktach startowych w modelu ze złożeniem dwóch procesów

zmienności o rozkładzie stacjonarnym odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU), każda po

J = 200 iteracji.
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.22: Oszacowania jednowymiarowych cięć funkcji wiarygodności względem

parametrów wyznaczone za pomocą filtru cząsteczkowego (czarne koła) przy użyciu 1000

cząsteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodności lokalnymi wielomianami

drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkcji wiarygodności

otrzymane przy użyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone

trójkąty). Model ze złożeniem dwóch procesów zmienności o rozkładzie stacjonarnym

odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU).
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4.23: Wariancja zrealizowana (a) oraz oszacowanie wariancji aktualnej (b)

wraz ze składowymi (c) i (d) w model u ze złożeniem dwóch procesów zmienności

o rozkładzie odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU) otrzymane za pomocą wygładzania

cząsteczkowego (K = 1000 cząsteczek, L = 20) oraz wygładzania Kalmana.
Źródło: opracowanie własne.



Zakończenie

Głównym celem niniejszej pracy było przedstawienie niegaussowskich modeli sto-
chastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka oraz opracowanie i zastosowanie
metod opartych na filtrach Kalmana i filtrach cząsteczkowych do estymacji warian-
cji aktualnej i parametrów tych modeli. W ramach wymienionego celu głównego
rozważane były trzy cele cząstkowe.

W rozdziale drugim zrealiozwano pierwszy cel czastkowy rozprawy – omówione
zostały niegaussowskie modele stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka.
Przedstawiono szczegółowo własności podstawowego modelu zaproponowanego przez
Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b), a następnie rozszerzenia tego modelu pozwa-
lające na uchwycenie zależności długookresowych w procesie zmienności oraz kore-
lacji pomiędzy procesem logarytmicznych cen i procesem zmienności, co pozwala na
modelowanie efektu dźwigni. Zaprezentowano także powiązania modelu z estymato-
rami wariancji zrealizowanej.

Rozdział trzeci podejmuje drugi cel cząstkowy – zagadanie estymacji zmien-
ności i parametrów modeli niegaussowkich modeli stochastycznej zmienności typu
Ornsteina-Uhlenbecka za pomocą filtru Kalmana i filtrów cząsteczkowych. Przedsta-
wiono liniowe modele przestrzeni stanów, które pozwalają wykorzystać filtr Kalmana
do estymacji wariancji aktualnej oraz zastosować metodę quasi-największej wiary-
godności do estymacji parametrów zarówno w przypadku, gdy zmienną pomiaru są
zwroty logarytmiczne jak i wariancja zrealizowana. Ograniczeniem stosowania filtrów
Kalmana jest brak możliwości przedstawienia niegaussowskich modeli stochastycz-
nej zmienności w postaci liniowej przestrzeni stanów w przypadku, gdy parametr
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β jest różny od 0. Ponadto estymacja metodą quasi-największej wiarygodności wy-
maga przyjęcia upraszczającego, ale nieprawdziwego założenia o normalnym rozkła-
dzie zaburzeń. W takim przypadku estymatory pozostają zgodne, ale ich własności
w małych próbach nie są znane. Następnie omówione zostały filtry cząsteczkowe
jako narzędzie estymacji w przypadku nieliniowych niegaussowkich modeli prze-
strzeni stanów. Przedstawiono odpowiednie modele przestrzeni stanów pozwalające
na estymację wariancji aktualnej w ogólnej postaci modelu stochastycznej zmien-
ności zawierającym złożenie procesów zmienności i uwzględniającym efekt dźwigni.
Zastosowanie filtrów cząsteczkowych wymaga opracowania metod symulacji kolej-
nych generacji cząsteczek. W kolejnym podrozdziale szczegółowo przeanalizowano
to zagadnienie dla rożnych rozkładów stacjonarnych procesu Ornsteina-Uhlenbecka.
Rozważaniom teoretycznym towarzyszyło opracowanie w języku programowania R
odpowiednich skryptów. Autorską propozycją jest wykorzystanie do estymacji para-
metrów metody iterowanej filtracji, która pozwala na wykorzystanie filtrów cząstecz-
kowych do estymacji parametrów. Zaprezentowano teoretyczne podstawy iterowanej
filtracji oraz metody diagnostyczne pozwalające zweryfikować, czy udało się osiągnąć
zbieżność algorytmu do wartości estymatora metody największej wiarygodności.

Przedstawione nieliniowe niegaussowskie modele przestrzeni stanów dla modelów
ze złożeniem procesów zmienności i uwzględniające efekt dźwigni wraz z przedsta-
wionymi metodami symulacji kolejnych generacji cząsteczek dla różnych rozkładów
stacjonarnych procesów wariancji chwilowej w połączeniu z algorytmem iterowanej
filtracji pozwalają na estymację parametrów modeli w przypadkach, które do tej pory
były niedostępne w klasycznym wnioskowaniu. Jest to także istotne rozszerzenie
propozycji przedstawionych w pracach Szczepocki (2019a) oraz Szczepocki (2019b),
w których zastosowano iterowaną filtrację jedynie w przypadku procesu wariancji
chwilowej o rozkładzie stacjonarnym gamma bez złożenia procesów zmienności i
uwzględnienia efektu dźwigni.

Trzeciemu celowi cząstkowemu poświęcony został czwarty rozdział rozprawy.
Przedstawiono wyniki estymacji zmienności i parametrów niegaussowskich modeli
stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka dla trzech szeregów czaso-
wych pochodzących z polskiego rynku finansowego: notowań Warszawskiego Indeksu
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Giełdowego (WIG), indeksu dwudziestu największych spółek akcyjnych notowanych
na warszawskiej Giełdzie Papierów Wartościowych (WIG20) oraz kursu USD/PLN.
Należy zwrócić uwagę, że są to jedne z pierwszych prac dotyczące zastosowania
niegaussowskich modeli stochastycznej zmienności do analizy finansowych szeregów
pochodzących z polskiego rynku finansowego. Wcześniej w pracy Szczepocki (2018)
przedstawiono wyniki estymacji metodą quasi-największej wiarygodności dla kursu
EUR/PLN (kursu Euro wyrażonego w złotych).

W przypadku szeregów czasowych indeksu WIG i kursu dolara w analizie wyko-
rzystano dane dzienne, natomiast w przypadku indeksu WIG20 dane śróddzienne.
Punktem wyjścia była statystyczna analiza szeregów czasowych, która pozwoliła
wybrać dwa rozkłady jako potencjalne rozkłady stacjonarne procesu wariancji chwi-
lowej: gamma i odwrotny Gaussa. W dwóch przypadkach: kursu WIG kryterium
informacyjne Akaike AIC wskazało, że nieco lepiej odzwierciedlają dane modele sto-
chastycznej zmienności o rozkładzie stacjonarnym gamma, a w przypadku – kursu
USD/PLN oraz indeksu WIG20 o rozkładzie odwrotnym Gaussa. Na podstawie
kryterium informacyjne Akaike AIC oraz testów statystycznych okazało się, że naj-
lepszym modelem w przypadku kursu indeksu WIG jest model ze złożeniem dwóch
procesów zmienności oraz uwzględniający efekt dźwigni o rozkładzie stacjonarnym
gamma (BNS2L Ga-OU). Natomiast w przypadku kursu USD/PLN oraz WIG20 mo-
dele ze złożeniem dwóch procesów zmienności o rozkładzie stacjonarnym odwrotnym
Gaussa.

Przeprowadzonych w pracy rozważania teoretycznych i wyniki badań empirycz-
nych pozwalają na pozytywną weryfikację wszystkich trzech hipotez. Niegaussowkie
modele stochastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka pozwalają dobrze od-
zwierciedlać obserwowane własności szeregów czasowych: grupowanie zmienności,
brak autokorelacji stóp zwrotu i powoli malejąca korelacja kwadratów stóp zwrotu,
efekt dźwigni oraz bezwarunkowe rozkłady stóp zwrotu zbliżone do obserwowanych
empirycznie. Dla przedstawionych szeregów czasowych pochodzących z polskiego
rynku finansowego udało się dobrać rozkłady wariancji chwilowej. Przedstawione
wyniki badań empirycznych w szczególności wykresy diagnostyczne wskazują, że
udało osiągnąć się osiągnąć zbieżność algorytmu do wartości estymatora metody
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największej wiarygodności.
Celem dalszych prac jest porównanie jakości oszacowań zmienności otrzymanych

za pomocą niegaussowskich modeli stochastycznych z modelami GARCH i innymi
modelami SV. W literaturze przedmiotu można znaleźć bardzo wiele specyfikacji
modeli GARCH i modeli SV. W celu porównania wyników należałoby przeprowa-
dzić bardzo rozbudowane badanie porównawcze. Ponadto musiałoby uwzględnić kon-
tekst zagadnienia (prognoza zmienności, szacowanie ryzyka, wycena instrumentów
pochodnych itp.). Realizacja tak rozbudowanego przedsięwzięcia jest celem przy-
szłych badań autora.

Celem dalszych badań są również wielowymiarowe modele stochastycznej zmien-
ności. Pigorsch i Stelzer (2009) zaproponowali uogólnienie rozważanych w tej pracy
nieujemnych procesów Ornsteina-Uhlenbecka do wielowymiarowych dodatnio okre-
ślonych (positive semidefinite) procesów Ornsteina-Uhlenbecka. Barndorff-Nielsen i
Stelzer (2013) rozszerzyli wielowymiarowe dodatnio określone procesy Ornsteina-
Uhlenbecka na przypadek złożenia skończonej ilości takich procesów. Modele te
ciągle mają jednak głównie znaczenie teoretyczne. Mało jest jest prac dotyczących
estymacji. W jednej z nielicznych, Raknerud i Skare (2010) zaproponowali użycia wy-
korzystywanych w tej pracy filtrów Kalmana i estymację metodą quasi-największej
wiarygodności.

Przedmiotem dalszych prac może być również zastosowanie iterowanej filtra-
cji estymacji parametrów innych modeli stochastycznej m.in. Hestona, czy mo-
deli, w którym logarytm procesu zmienności jest gaussowskim procesem Ornsteina-
Uhlenbecka.



Dodatek A
Rozkłady bezwarunkowe

logarytmicznych stóp zwrotu

W niniejszej pracy wykorzystano następujące rozkłady do modelowania bezwarun-
kowych rozkładów stóp zwrotu: uogólniony rozkład hiperboliczny oraz dwa jego spe-
cjalne przypadki: rozkład normalny odwrotny Gaussa NIG (Normal Inverse Gaus-
sian) oraz VG (Variance Gamma)1.

1. Uogólniony rozkład hiperboliczny

Uogólniony rozkład hiperboliczny z parametrami µ ∈ R, α ∈ R, β ∈ R, δ ∈ R,
ν ∈ R ma gęstość daną wzorem

fGH (x, µ, α, β, δ, ν) = a (x, α, β, δ, ν)
(
δ2 + (x− µ)2

)(ν−1/2)/2

×Kν−1/2

(
α
√
δ2 + (x− µ)2

)
exp (β(x− µ)) ,

a (x, α, β, δ, ν) = (α2 − β2)ν/2
√

2παν−1/2δνKν

(
δ
√
α2 − β2

)
gdzie Kν jest zmodyfikowaną funkcją Bessela trzeciego rodzaju oraz:

δ > 0, |β| < α jeśli ν > 0
1W literaturze przedmiotu rozważa się także inne rozkłady logarytmicznych stóp zwrotu, m.in:

α−stabilne (Mandelbrot, 1963), Meixner (Schoutens i Teugels, 2001), CGMY (Carr i in., 2002),
uogólnione rozkład wartości ekstremalnych (Generalized extreme value distribution) (Makhwiting
i in., 2014).



Dodatek A. Rozkłady bezwarunkowe logarytmicznych stóp zwrotu 208

δ > 0, |β| < α jeśli ν = 0

δ > 0, |β| 6 α jeśli ν < 0.

Parametr µ jest parametrem położenia, β asymetrii, a δ skali.
Specjalnymi przypadkami uogólnionego rozkładu hiperbolicznego są rozkłady

normalny odwrotny Gaussa NIG: GH (µ, α, β, δ,−1/2) = NIG (µ, α, β, δ) oraz VG
(dla ν = σ2/ν, α =

√
2/ν + (θ2/σ4), β = θ/σ2 i δ → 0).

Uogólniony rozkład hiperboliczny jest rozkładem będącym normalną mieszaniną
średnio-wariacyjną, dla którego rozkładem miksującym jest uogólniony rozkład od-
wrotny Gaussa (por. twierdzenie 1.6).

Funkcja charakterystyczna uogólnionego rozkładu hiperbolicznego przyjmuje po-
stać

ϕGH (ζ;µ, α, β, δ, ν) = eµiζ
(

α2 − β2

α2 − (β + iζ)2

)ν/2 Kν

(√
δ (α2 − (β + iζ)2)

)
Kν

(
δ
√
α2 − β2

)
Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o uogólnionym rozkładzie

hiperbolicznym są równe odpowiednio

EX = µ+ βδ

α2 − β2
Kν+1(δ

√
α2 − β2)

Kν(δ
√
α2 − β2)

oraz

Var(X) = δ2
(

Kν+1(δ
√
α2 − β2)

δ
√
α2 − β2Kν(δ

√
α2 − β2)

+ β2

α2 − β2

(
Kν+2(δ

√
α2 − β2)

Kν(δ
√
α2 − β2)

−
K2
ν+1(δ

√
α2 − β2)

K2
ν (δ
√
α2 − β2)

))
.

Uogólniony rozkład hiperboliczny jest rozkładem nieskończenie podzielnym. Można
z nim związać następujący proces Lévy’ego.

Definicja A.1.

Proces Lévy’ego (L(t))t>0, dla którego przyrosty L(t+s)−L(t) (dla dowolnych t > 0
oraz s > 0 ) mają rozkład o funkcji charakterystycznej (ϕGH (ζ; δ, α, β))s nazywamy
uogólnionym procesem hiperbolicznym.
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2. Rozkład normalny odwrotny Gaussa NIG

Rozkład normalny odwrotny Gaussa z parametrami µ ∈ R, α > 0, −α < β < α,
δ > 0 ma gęstość daną wzorem

fNIG (x;µ, α, β, δ) = αδ

π
exp

(
δ
√
α2 − β2 + β(x− µ)

) K1(α
√
δ2 + (x− µ)2)√

δ2 + (x− µ)2
.

Parametr µ jest parametrem położenia, β asymetrii, δ skali, a α „ciężkości” ogonów
rozkładu. Rozkład NIG jest mieszaniną średnio-wariacyjną, dla którego rozkładem
miksującym jest rozkład odwrotny Gaussa (por. twierdzenie 1.6). Jako pierwszy
dowód przedstawił Barndorff-Nielsen (1978).

Funkcja charakterystyczna rozkładu NIG(µ, α, β, δ) przyjmuje postać

ϕNIG (ζ;µ, α, β, δ) = exp
(
µiζ − δ

(√
α2 − (β + iζ)2 −

√
α2 − β2

))
.

Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkładzie NIG(µ, α, β, δ)
są równe odpowiednio

EX = µ+ δβ√
α2 − β2 oraz Var(X) = α2δ

(α2 − β2)3/2 .

Jako specjalny przypadek uogólnionego rozkładu hiperbolicznego jest również
rozkładem nieskończenie podzielnym i można związać z nim proces Lévy’ego.

Definicja A.2.

Proces Lévy’ego (L(t))t>0, dla którego przyrosty L(t+s)−L(t) (dla dowolnych t > 0
oraz s > 0 ) mają rozkład NIG(µ, α, β, sδ) nazywamy procesem normalnym odwrot-
nym Gaussa NIG.

Zgodnie z twierdzeniem 1.8 proces NIG można przedstawić jako proces Wienera
ze „zmianą czasu”, w którym procesem podporządkowanym jest proces odwrotny
Gaussa.

3. Rozkład VG

Rozkład VG z parametrami µ ∈ R, σ > 0, ν > 0, θ ∈ R ma gęstość daną wzorem

fV G (x;µ, σ, ν, θ) = 1
σ
√
πΓ(ν/2)e

θ(x−µ)
σ2

(
|x− µ|

2
√
θ2 + σ2

) ν−1
2

K ν−1
2

(√
θ2 + σ2

σ2 |x− µ|
)
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Rozkład VG jest mieszaniną średnio-wariacyjną, dla którego rozkładem miksu-
jącym jest rozkład gamma (por. twierdzenie 1.6).

Funkcja charakterystyczna rozkładu VG(µ, σ, ν, θ) przyjmuje postać

ϕV G (ζ;µ, σ, ν, θ) = eµiζ
(

1− iζθν + 1
2σ

2νζ2
)−1/ν

.

Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkładzie VG(µ, σ, ν, θ)
są równe odpowiednio

EX = µ+ θ oraz Var(X) = σ2 + νθ2.

Podobnie jak rozkład NIG, rozkład VG jako specjalny przypadek uogólnionego
rozkładu hiperbolicznego jest rozkładem nieskończenie podzielnym i można związać
z nim proces Lévy’ego.

Definicja A.3.

Proces Lévy’ego (L(t))t>0, dla którego przyrosty L(t+s)−L(t) (dla dowolnych t > 0
oraz s > 0 ) mają rozkład VG(µ, σ

√
s, ν/s, sθ) nazywamy procesem VG.

Proces VG można przedstawić jako proces Wienera ze „zmianą czasu”, w którym
procesem podporządkowanym jest proces gamma (por. twierdzenie 1.8).



Dodatek B
Symulacja niegaussowskich

procesów Ornsteina-Uhlenbecka

Kod w języku programowania R zwracający wektor ηn = [η1n η2n]T dla procesu
Ga-OU:

eta.vec<-function(lambda,alpha,ni,Delta){

ci=0

licznik=0

eta1=0

eta2=0

while(ci<1){

licznik=licznik+1

ci<-ci+rexp(1, rate = lambda*Delta*ni)

ri=runif(1)

if(ci>1) break

eta1=eta1+log(1/ci)*exp(lambda*Delta*ri)

eta2=eta2+log(1/ci)

}

if(licznik==1){

eta1=0

eta2=0

} else{

eta1=1/alpha*exp(-lambda*Delta)*eta1

eta2=1/alpha*eta2
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}

return(c(eta1,eta2))

}

Kod w języku programowania R zwracający wektor ηn = [η1n η2n]T dla procesu
GIG-OU:

eta.vec<-function(J,lambda,Delta,delta,gamma,nu){

g<-function(x,gamma){

2/(x*piˆ2)/(besselJ(sqrt(x), nu=abs(gamma))ˆ2+

besselY(sqrt(x), nu=abs(gamma))ˆ2)

}

integrant<-function(zeta,z,gamma,nu){

exp(-z*zeta/(2*deltaˆ2))*g(zeta,gamma)

}

inverse<-function(z,gamma,nu,alpha){

(1/2*(integrate(integrant,0,Inf,z,gamma,nu)$value)+max(0,nu))*exp(-gammaˆ2*z/2)

}

xx<-c(seq(0.0000001,.01,length.out = 100),seq(.01,1,length.out = 10))

dt = data.table(xx, val=xx)

dt=dt[order(-xx)]

setkey(dt, xx)

eta<-c(0,0)

ri=runif(J)

ai=rexp(J)

ai=cumsum(ai)

temp=0

for(j in 1:J){

temp=xx[length(xx)+1-dt[J(ai[j]/lambda/Delta), roll = "nearest", which = TRUE]]

eta[1]=eta[1]+temp*exp(lambda*Delta*ri[j])

eta[2]=eta[2]+temp

}

return(c(eta[1]*exp(-lambda*Delta),eta[2]))
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}

Kod w języku programowania R zwracający wektor ηn = [η1n η2n]T dla procesu
TS-OU:

eta.vec<-function(J,lambda,Delta, kappa,nu,alpha){

eta<-c(0,0)

ri=runif(J)

ai=rexp(J)

ai=cumsum(ai)

W<-function(x){

A=nu*kappa*2ˆkappa/gamma(1-kappa)

B=kappa

C=(alphaˆ(1/kappa))/2

(A/x)ˆ(1/B)*exp(-lambertW(C/B*(A/x)ˆ(1/B)))

}

temp=0

for(j in 1:J){

temp= W((ai[j]/(lambda*Delta)))

eta[1]=eta[1]+temp*exp(lambda*Delta*ri[j])

eta[2]=eta[2]+temp

}

return(c(eta[1]*exp(-lambda*Delta),eta[2]))

}

Kod w języku programowania R zwracający wektor ηn = [η1n η2n]T dla procesu
IG-OU:

eta.vec<-function(J,lambda,Delta,delta,gamma){

eta<-c(0,0)

ri=runif(J)

ai=rexp(J)

ai=cumsum(ai)

for(j in 1:J){
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temp=1/(gammaˆ2)*lambertW(deltaˆ2*gammaˆ2/(2*pi*(ai[j]/(lambda*Delta))))

eta[1]=eta[1]+temp*exp(lambda*Delta*ri[j])

eta[2]=eta[2]+temp

}

return(c(eta[1]*exp(-lambda*Delta),eta[2]))

}

Na rysunku (3.6) przedstawiono symulację trajektorii procesu IG-OU za pomocą
powyższego kodu dla J=100.

Kod w języku programowania R zwracający wektor ηn = [η1n η2n]T dla procesu
OU-Ga:

eta.vec<-function(hbar,lambda,Delta,nu,alpha){

eta<-c(0,0)

partition=seq(0,Delta,by = hbar)

J=length(partition)

temp=0

for(j in 1:J){

temp=rgamma(1,shape=hbar*nu,rate=alpha)

eta[1]=eta[1]+temp*exp(lambda*Delta*partition[j])

eta[2]=eta[2]+temp

}

return(c(eta[1]*exp(-lambda*Delta),eta[2]))

}



Dodatek C
Symulacja procesu

logarytmicznych cen

Symulacja procesu logarytmicznych cen w niegaussowskich modelach sto-

chastycznej zmienności typu Ornsteina-Uhlenbecka

Na podstawie symulacji procesu wariancji chwilowej wraz z procesem BDLP
dla momentów czasu t = ∆n, dla n = 0, 1, 2... można dokonać symulacji procesu
logarytmu cen. W szczególności dla modelu BNS z efektem dźwigni postaci

dY =
(
µ+ βσ2(t)

)
dt+ σ(t)dW (t) + ρdZ̄(λt) Y (0) = 0,

dσ2(t) = −λσ2(t)dt+ dZ(λt), σ2(0) > 0.

można otrzymać symulację procesu logarytmu cen za pomocą dyskretyzacji

Y (∆n) = Y (∆(n− 1)) +
(
µ+ βσ2(∆n)

)
∆ +

√
σ2(∆n)∆Yn+

+ρ (Z(λ∆n)− Z(λ∆(n− 1))− λ∆ξ) Y (0) = 0, (C.1)

gdzie ξ jest wartością oczekiwaną rozkładu stacjonarnego procesu wariancji chwilo-
wej, Yn ∼ N(0, 1) dla t = ∆n, dla n = 0, 1, 2... . Na rysunku (C.1) przedstawiono
symulację procesów logarytmów cen z efektem dźwigni na podstawie procesu wa-
riancji z rozkładem stacjonarnym gamma.
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Rysunek C.1: Symulacja trajektorii procesu logarytmu cen (a) oraz odpowiadające tej
trajektorii stopy zwrotu (b), kwadraty stóp zwrotu (c), proces wariancji aktualnej (d).
Wykorzystano proces wariancji chwilowej o rozkładzie stacjonarnym gamma o wartości

oczekiwanej ξ = 0, 5 i wariancji ω = 0, 2. Pozostałe parametry
µ = 0, β = 0, 05, ρ = −0, 1.

Źródło: opracowanie własne.
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