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Rozprawa doktorska ,,Metoda numeryczna dla g-optymalnej aproksymacji zahamowania
wzrostu guza nowotworowego przy zastosowaniu leczenia GM-CSF”, napisana przez panig
mgr Anite Krawezyk pod kierunkiem prof. Andrzeja Nowakowskiego, dotyczy numerycznego
rozwigzywania ukladu rownan, ktory zostal przedstawiony w artykule Duana Chena 1 in.
(zespol pracujaey pod kierunkiem prof. Avnera Friedmana) do opisu wzrostu guza nowotwo-
rowego oraz zbadania wplywu leczenia na rozmiar guza. Glownym celem rozprawy bylo za-
proponowanie algorytmu numerycznego shuzacego do rozwigzania tego skomplikowanego
nieliniowego ukladu rownan rozniczkowych czastkowych ze swobodnym brzegiem. Posta-
wiona zostala teza, ze — na podstawie wybranych rownan — mozliwe jest wyznaczenie &-opty-
malnego dawkowania leku, co powoduje zahamowanie wzrostu nowotworu (oczywiscie
w kontekscie badanego ukladu rownan). Istotny element rozprawy stanowi metoda sprawdza-
nia e-optymalnosci za pomocy sformulowanego i udowodnionego twierdzenia weryfikacyj-
nego, dzieki czemu mamy gwarancje, Ze wyznaczone rozwigzanie spelnia warunki &-opty-
malnosci. Cel pracy zostal osiggniety, a postawiona hipoteza pozytywnie zweryfikowana.

ul. Banacha 2, 02-097 Warszawa
tel.: 22 55 44 567
e-mail. urszula@mimuw.edu.pl



Rozprawa sklada si¢ ze wstgpu, sze$ciu zasadniczych rozdziatow, podsumowania oraz za-
tacznikéw z kodami numerycznymi i bibliografii. Bibliografia nie jest moze imponujgca (za-
wiera 44 pozycje), ale odzwierciedla wystarczajagco omawiane zagadnienia i zostala odpo-
wiednio wykorzystana w rozprawie.

We wstepie Autorka nakreslita pokrotce badane zagadnienie, postawila tezg i sformutowa-
la szczegbtowe cele rozprawy, jak rowniez omowita jej strukturg.

Rozdzial 2 po§wigcony zostal oméwieniu metod numerycznych stuzacych do rozwigzywa-
nia réwnan rézniczkowych czastkowych, rowniez w kontekscie zagadnienia analizowanego
w rozprawie. Wskazano zalety i wady poszczeg6lnych metod, przy czym bezposrednie zasto-
sowanie tych metod do rozwigzania ukladu opisujacego wzrost guza nowotworowego okazalo
sie niemozliwe. Pojawila si¢ zatem konieczno$¢ zaproponowania wlasnego algorytmu wraz
z twierdzeniem weryfikacyjnym potwierdzajacym poprawno$¢ obliczen.

W rozdziale 3 Autorka w zwigzly sposdb omowila biologiczne sktadniki oraz procesy sta-
nowigce podstaw¢ modelu matematycznego wzrostu guza nowotworowego.

W rozdziale 4 opisany zostal model zaprezentowany w artykule Duana Chena i in. Autor-
ka sformutowata jego posta¢ wariacyjna, co jest konieczne ze wzglgdu na zastosowany do ob-
liczen pakiet numeryczny FreeFem++. Wklad wlasny stanowi w tym rozdziale zaproponowa-
nie rownania wektorowego na wektor predkoséci. Ta cz¢$¢ pracy budzi moje najwigksze za-
strzezenia, ktore dokladniej omawiam ponizej, w uwagach krytycznych. Poniewaz jednak nie
stanowi to merytorycznie najistotniejszej cz¢$ci rozprawy, wige nie zmienia mojej ostatecznej
opinii. Na koniec sformulowane zostalo zagadnienie optymalizacyjne badane w rozprawie.

Rozdzial 5 dotyczy twierdzenia weryfikacyjnego, jego sformutowania, jak réwniez udo-
wodnienia. Zaproponowany zostal odpowiedni algorytm weryfikacyjny. Ta czg$¢ rozprawy
ma zasadnicze znaczenie dla poprawno$ci uzyskanych wynikéw numerycznych.

W rozdziale 6 Autorka opisata metode obliczeniows. W szczego6lnosci oméwita podstawy
srodowiska FreeFem++, implementacje metody elementu skonczonego, wyjasnita sposob roz-
wigzania probleméw zwigzanych z ograniczeniami $rodowiska FreeFem++ (mig¢dzy innymi
brak mozliwosci bezposredniego wpisania funkcji nieliniowych) oraz metod¢ budowania
brzegu w kolejnych krokach. Nastgpnie sformutowata konkretne réwnania rozwigzywane
w kolejnych krokach obliczeniowych. W tym opisie watpliwosci budzi posta¢ warunku po-
czatkowego — szczegdly w uwagach krytycznych ponizej.

W rozdziale 7 przedstawione zostaty wyniki obliczen numerycznych. W szczegolnosci po-
dane zostaly typy sterowan, wrod ktérych poszukiwano rozwigzania problemu optymalizacji.



Graficznie zobrazowano obszar guza dla czasu koncowego (¢ = 20) bez podawania leku oraz
z e-optymalnym dawkowaniem leku. Symulowano rowniez niedobor czynnika HIF-la (mo-
dyfikacja parametru 0,). Okazalo si¢, Ze najlepszy rezultat terapeutyczny mozna uzyska¢ sto-
sujac e-optymalne leczenie uzupetione o niedobor HIF-1a, a wyniki te zgadzaja si¢ z obli-
czeniami dla wersji symetrycznej (Chen i in.) oraz z wynikami badan laboratoryjnych. Symu-
lowano réwniez niedobér czynnika HIF-2a (modyfikacja parametru 0.), co wedtug badan la-
boratoryjnych powinno wplywaé stymulujaco na wzrost guza mimo leczenia. Jednak symula-
cje w tej kwestii nie zgadzajg si¢ z wynikami laboratoryjnymi. W symulacjach g-optymalne
dawkowanie leku wstrzymuje rozwéj guza mimo niedoboru HIF-2a. Z kolei wysoki poziom
HIF-2a wraz z leczeniem powinien dodatkowo wplynaé na zahamowanie wzrostu guza, ale
w symulacjach jest to widoczne dopiero w ostatnim kroku czasowym. Précz wykresow obra-
zujacych zmiany rozmiaru guza zaprezentowano histogramy poréwnujgce $rednie st¢Zenia
VEGFR-1 oraz VEGF w réznych przypadkach.

Rozdzial 8 stanowi krotkie podsumowanie rozprawy i uzyskanych wynikow.

Podsumowujac — tematyka rozprawy jest cickawa, Autorka zaprezentowata oryginalne wy-
niki, ktore (po dalszych badaniach nad modelem i zweryfikowaniem jego poprawnosci) mo-
glyby znalez¢ praktyczne zastosowanie. Postawione cele zostaly osiggnigte.

Uwagi krytyczne:

+ Najwazniejszy blad merytoryczny pojawia si¢ przy wyprowadzeniu wzoru na wektor
predkosci v, czyli w przejéciu od wzoru (37) do wzoru (38). Autorka napisala, ze ko-
rzysta z tozsamosci: dywergencja gradientu réwna si¢ laplasjanowi. Niestety, nie jest
to poprawne przejécie, gdyz we wzorze (37) nie opisujemy gradientu funkeji, tylko
dzialanie operatora gradientu na wektor (interpretowane jak iloczyn skalarny). Dodat-
kowo, przejscie od wzoru (36) do wzoru (37) jest wykonane w sposob bardzo formal-
ny i — moim zdaniem — niewielkie sg szanse, by ta operacja odzwierciedlala rzeczywi-
sty proces. Réwnie dobrze mozna bylo wziag¢ funkcje pierwotne w odwrotnym ukta-
dzie, czy przesungé cigzar na jedng ze zmiennych, nie wspominajgc, ze na trzeciej
wspolrzednej pojawia si¢ 0 (tu intencja jest dla mnie jasna — w obliczeniach nume-
rycznych wykorzystano 2 z 3 zmiennych, zatem to, co si¢ pojawilo na trzeciej wspot-
rzgdnej, nie ma znaczenia). Niezbyt jasne jest tu takze oznaczenie funkcji pierwotnych
Pry i Prq oraz wspotrzednych r1, 2, r3. Zastosowanie oznaczenia » zwykle sugeruje
wspolrzedne sferyczne, tu za§ mamy wspolrzedne kartezjanskie. Z kolei funkcje pier-
wotne zwykle zapisujemy za pomoca odpowiedniej catki i wtedy nie budzi to watpli-
wosci.



Po przemy$leniu tego wyprowadzenia przyznajg, Ze rozumiem intencje, natomiast nie
moge si¢ z godzié¢ z wyprowadzonym wzorem. Gdybym miata sama p6j$¢ ta drogg, to raczej
zdecydowatabym si¢ na potozenie na obu wspoirzednych podobnej wartosci — potowy funkcji
pierwotnej calej kinetyki wzglgdem poszczegélnych zmiennych. Wtedy przykladajgc gradient
dostaliby$my oczywiécie wyjsciowa kinetyke, natomiast nie bytoby watpliwosci, Ze brak sy-
metrii we wzro$cie nowotworu bierze si¢ z takiego a nie innego sposobu zdefiniowana wekto-
ra v. Wiem jednak, ze prof. Avner Friedman widzial to wyprowadzenie na konferencji i zaak-
ceptowat takie podejécie, co zmnigjsza nieco moje watpliwosci. Szkoda, ze Autorka nie napi-
sala w rozprawie, ze zaprezentowane podejécie zyskalo aprobatg szefa zespotu, ktéry opubli-
kowal model, na ktérym opiera si¢ praca.

Kolejny problem wigze si¢ z warunkiem poczgtkowym dla wektora v i w konsekwen-
cji ze sposobem przesuwania brzegu zbioru w kolejnych krokach czasowych. Z zada-
nego warunku poczatkowego v1(1,r) = v2(1,r) = v3(1,r) = a > 0 (gdzie a to stala do-
datnia, str. 38 rozprawy) wynika, ze calo$¢ obszaru przesuwamy w jednym kierunku.
Dopiero na str. 72 pojawia si¢ stwierdzenie: ,,Dopuszczamy zaréwno dodatnie jak
i ujemne wartosci funkcji v1 oraz v2. Dodatnie wartosci sktadowych wektoréw defor-
macji oznaczajg oddalanie si¢ od $rodka uktadu wspotrzednych (Srodka guza), z kolei
warto$ci ujemne odzwierciedlajg przesuwanie si¢ brzegu guza do wewnatrz czyli opi-
sujg jego kurczenie si¢. Co wigcej, kolejne sktadowe wektora deformacji sg od siebie
niezalezne (wynikaja tylko z funkcji v1 oraz v2) w zwigzku z czym mogg one przybie-
ra¢ przeciwne znaki.” To do§¢ enigmatyczne wyjasnienie pozwala przypuszczaé, ze
wektor v nie jest bezpo$rednio aplikowany do poszczegdlnych punktow brzegu, ale
jego dziatanie jest podobne jak w przypadku symetrycznym, co faktycznie ma miejsce
w obliczeniach numerycznych. Szkoda, ze nie zostalo to dokfadnie wyja$nione w roz-
prawie.

Kolejna watpliwo$¢ wigze sig przedzialem czasowym, na ktérym rozwigzywany jest
badany uktad réwnan. Typowo taki przedziat czasowy to [0,7], gdzie T jest wybranym
czasem koncowym (tu 7= 20). W rozprawie pojawia si¢ przedzial [1,7] i niestety nie
zostalo wyjasnione, dlaczego wiasnie taki. Co wigcej, w czgsci dotyczacej twierdzenia
weryfikacyjnego Autorka stwierdza, ze w oryginalnym artykule dotyczacym tej teorii
wystepuje przedzial [0,7], wige dla konsekwencji w tej czgsci ona réwniez przyj¢la
taki przedzial. Pojawia si¢ zatem pytanie, co sig stanie, jesli przyjmiemy rzeczywisty
przedziat [1,7] wybrany w rozprawie?

Nastepna merytoryczna watpliwo$é wigze si¢ wyborem postaci sterowan (str. 75-76).
Dlaczego wybrano wiaénie takie sterowania? Jaka jest rola funkcji cosinus w dwoch
ostatnich sterowaniach?



* Drobne uwagi redakcyjne:

- Na str. 9 znajdujemy zdanie: ,,Przyblizenie robwnania rézniczkowego przez réwnowazne
rownanie roznicowe”. Pojawia si¢ pytanie, co oznacza ,,rownowazne rownanie réznicowe”?

- Na str. 13 Autorka napisala ,,zastosowane uproszczenie nie pogorszylo rezultatow”. Nie jest
to poprawne stwierdzenie, gdyz nie zastosowano zadnego uproszczenia, a rOwnowazny zapis
rownania wyzszego rzedu za pomocg uktadu rownan nizszego rzgdu.

- W ekologii nie uzywamy okreslenia ,,no§no$¢” (str. 21), tylko pojemnos¢, ale w kontekscie
rozwoju nowotworu to poj¢cie nie ma zastosowania. W literaturze zwigzanej z tymi zagadnie-
niami funkcjonuje nazwa ,,maksymalna wielko$¢ nowotworu/populacji komérek nowotworo-

wych”.

- Na str. 24 Autorka objaénia powdd wprowadzenia parametréow 0, 0,. Co prawda w literatu-
rze biomedycznej czgsto si¢ taki zabieg stosuje, bo takie wspotczynniki s zwykle funkcjami
czasu (np. odzwierciedlajg podawanie jakiego$ leku), ale w modelu matematycznym sg to sta-
le, wigc nie wida¢ powodu, dla ktérego te parametry si¢ pojawiaja, skoro mozna zmodyfiko-
waé wielko$¢ wspotczynnikow Ag, As.

- Nie wiadomo, co to jest T w gornej granicy catki we wzorze (24).

- Na str. 28 pojawia si¢ okre$lenie ,,W rownaniach zastosowano wiele parametrow”. Parame-
trow si¢ raczej nie ,,stosuje”, tylko wystgpuja w rownaniach.

- Na str. 38 pojawia si¢ przestrzen Sobolewa. Nalezatoby wyjasni¢, jaka to przestrzen.

- Na str. 40 mamy ,,Z kolei réwnania (39)-(41) zapisujemy jako” — to, co widzimy pod
spodem, to nie jest zapis tych rownan, tylko oznaczenia pomocnicze.

- W kilku miejscach pojawia si¢ zta numeracja rownan: na str. 40 mamy ,,warunki poczgtko-
we (4.2) i brzegowe (4.2)”, ,,Wezmy (5.2)” na str. 47.

- Na str. 43 Autorka pisze ,,0znaczmy trajektorie dualne”, ale nie wiadomo, czego te trajekto-
rie dotycza, bo aby byly jakie$ trajektorie, musimy mie¢ zagadnienie (w tym przypadku dual-
ne).

- Na str. 46 we wzorze (60) pojawia si¢ tajemniczy napis Dy, ktory nigdzie indziej nie wyste-

puje.



- W opisie skladni jezyka FreeFem++ na str. 53 Autorka rozroéznia ,,funkcje matematyczne”
i ,,funkcje trygonometryczne”. Czy funkcje trygonometryczne nie sg funkcjami matematycz-

nymi?

- Na str. 62 Autorka stwierdza ,,formutujemy 4 réwnania”, ale na kolejnych stronach nie poja-
wiajg si¢ rownania, tylko operatory — wzory (69), bez numeru, (70), (71), podobnie (76)
i (77). Brakuje w tych wzorach znaku rownosci.

W tekécie wystapito troche bledow jezykowych. Czg§¢ z nich zwigzana jest z anglicy-
zmami, jak ,,optymalna kontrola” zamiast sterowanie (str. 14), ,,funkcja spectrum” za-
miast funkcja widma (str. 14), ,,naczyniowo-$rodblonkowy czynnik wzrostu” zamiast
czynnik wzrostu §rodblonka naczyn (str. 16), ,,system immunologiczny” zamiast ukfad
odpornoéciowy, ,przyjmujg form¢” zamiast postaé (str. 41), ,projekcja zbioru” za-
miast rzut (str. 42), ,,od$wiezanie warto$ci” zamiast aktualizacja (str. 57, 58), ,,wolny
brzeg” zamiast swobodny (str. 58, 68). Pojawily si¢ tez takie sformutowania jak ,,ilora-
zy rozniczkowe” zamiast roznicowe (str. 7), ,jeszcze wigksze zmniejszenie” (str. 18),
,poprzez jej zwigkszenie wplywa ona na przyspieszenie wzrostu” (str. 19), ,,nastgpuja
wartoéci” zamiast nastgpujgce (str. 31), ,ilo$¢ komorek”, ,ilo§¢ odcinkow”, ,,ilos¢
punktow” zamiast liczba (str. 43, 55, 72), ,,pozostale rownania... skladajg si¢ z funk-
cji” (str. 59) — réwnania nie skladajg si¢ z funkcji, tylko je zawierajg, ,,stabilizacja
rownan” zamiast rozwigzan (str. 80). Znajdziemy tez bl¢dy interpunkcyjne: brak prze-
cinka przed: ,ktéry” (str. 9, 12, 57), ,taki jak” (str. 12), ,to”, ,taki” (str. 73), ,.gdy”
(str. 77). Z kolei w polgczeniach typu ,jako ze” nie stawiamy przed Ze przecinka
(str. 23). Zauwazy¢ tez nalezy, ze nie ma powodu po polsku pisa¢ nazwy ,Iteracyjna
Metoda Wariacyjna” wielkimi literami, jak réowniez zapewne lepiej byloby nie
odmienia¢ nazwy pakietu FreeFem++, skoro mamy znaki ++ na koncu nazwy, ale jesli
juz odmieniamy, to nie powinno w tej odmianie by¢ apostrofu.

Mimo powyzszych uwag krytycznych uwazam, Ze praca spelnia ustawowe i zwyczajowe
wymogi stawiane rozprawom doktorskim i wnioskuj¢ o dopuszczenie rozprawy doktorskiej
pani mgr Anity Krawczyk do publicznej obrony.

dr hab. Urszula Fory$§



