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Recenzja pracy doktorskiej Pani magister Anny Szlachcinskiej
"Wykladnik Lojasiewicza zbioréw i odwzorowan semialgebraicznych-"

Praca doktorska Pani magister Anny Szlachcinskiej po§wigcona jest wyklad-
nikom wystepujacym w nieréwnoéciach typu Lojasiewicza. Przypomnijmy, ze dla
pary cigglych funkcji semialgebraicznych f(z), g(z) o wartodciach rzeczywistych
okres§lonych na domknietym zbiorze semialgebraicznym X < R", speiajacych
warunek 0 € ¢~ '(0) ¢ f~'(0) # X, istnieja stale dodatnie o i C' takie, ze na
pewnym otoczeniu punktu 0 € X zachodzi nier6wnosc:

l9(x)| 2 C|f(2)|*,

(przy zachowaniu konwencji 0° := 0). Kres dolny Lo(f, g) wykladnikéw w powyzszej
nier6wnoéci nazywany jest wykladnikiem Lojasiewicza pary f(z), g(x) na zbiorze X
w punkcie 0. Nalezy podkreéli¢, ze mimo swego prostego sformulowania, nieréwnoécé
Lojasiewicza odgrywa fundamentalng role w rozwigzaniu problemu dzielenia dys-
trybucji przez funkcje analityczne, postawionego w latach 50 poprzedniego wieku
i rozwigzanego (czgSciowo) przez L. Schwartza, L. Hormandera i (catkowicie) przez
S. Lojasiewicza. Z powodu swych licznych zastosowari, rézne generalizacje nieréw-
nosci Lojasiewicza (np. separacja regularna) staly si¢ obiektem intensywnych badan
(zajmowali sie nimi m.in. J.J. Risler, B. Teissier, J. Kollar, A. Gabrielov czy B. Shiff-
man - by wymieni¢ kilka znanych postaci).

Praca sklada sie ze wstepu, pieciu rozdzialéw i bibliografii. Dla wygody czytel-
nika autorka wyposazyta ja takze w krétki skorowidz i wykaz oznaczen.

Rozdziatl 1 zawiera podstawowe definicje i twierdzenia. Autorka omawia tu dosé
krétko pojecie zbioru i odwzorowania semialgebraicznego, wymiaru, stopnia, a takze
przypomina twierdzenie Tarskiego-Seidenberga i lemat o wyborze krzywej. Ta czeéé
rozprawy jest zredagowana starannie i stanowi istotng pomoc przy lekturze nastep-
nych rozdzialéw pracy, bo przedstawione w niej fakty i pojecia sa czgsto uzywane
w pracy. Niejakim mankamentem tego rozdzialu jest brak omdwienia pewnych
faktéw z monografii Bochnaka, Costy, Roy ”Real Algebraic Geometry” i rezultatéw z
pracy H. Whitneya o stozkach stycznych, ktére autorka stosuje w czwartym rozdziale
pracy. Przedstawienie tych wynikéw byloby wygodne dla czytelnika.

W Rozdziale 2 pracy autorka dowodzi, ze wykladnik Lojasiewicza w punkcie
odwzorowania analitycznego rzeczywistego nadokre§lonego F : R" — R™ (czyli



takiego, ze m > n), o izolowanym zerze jest réwny wykladnikowi zlozenia (L o
F), gdzie L jest generycznym odwzorowaniem liniowym R™ — RFin<k<m
(patrz Tw. 2.1.1). W Podrozdziale 2.2 autorka rozprawy wykazuje takze podobny
wynik dla wykladnika Lojasiewicza w nieskoriczonodci rzeczywistych odwzorowan
wielomianowych (Tw. 2.2.1). Wyniki przedstawione w tym rozdziale powstaly we
wspolpracy z promotorem i zostaly juz opublikowane (Bull. Sci. Math. 61 (2013)).
Dowody Twierdzen 2.1.1, 2.2.1, ktérych autorem jest mgr Szlachcinska, uzywaja
standardowych narzedzi, ale wymagaja pewnej pomystowoéci i dowodza, ze autorka
dobrze rozumie podstawowe wlasnoéci obiektéw, ktére bada.

Rozdzial 3 zawiera nietrywialne wyniki dotyczace separacji regularnej zbioréw
semialgebraicznych. Przypomnijmy, ze kazdy domknigty zbiér semialgebraiczny
X C R™ mozna przedstawi¢ jako sume¢ mnogosciowa

X=X1U...UXk

gdzie X;, dlai = 1,...,k, jest semialgebraicznym zbiorem bazowym danym 7; nie-
réwnoéciami wielomianowymi i /; réwnaniami wielomianowymi. Oznaczmy przez
t(X1,...,Xx) (odpowiednio €(Xj,..., X)) najwigksza liczbg nier6wnodci wyste-
pujacych w opisach zbioréw bazowych z powyzszego rozkiadu (odpowiednio naj-
wiekszy stopieri wielomianu wystepujacego w opisie zbioréw bazowych z powyzszego
rozktadu). Wéréd parametréw charakteryzujacych zlozonoéé zbioru X definiuje sig
r(X) (odpowiednio #(X)) jako minimum zbioru liczb t(Xy,..., X) (odpowiednio
minimum zbioru liczb €(Xj, ..., Xi)) po wszystkich rozkladach X na zbiory bazowe.
W Rozdziale 3 recenzowanej pracy (patrz Tw. 3.1.1) autorka dowodzi, ze dla wy-
kladnika Lojasiewicza separacji regularnej Lo(X,Y") zbioréw domknigtych semialge-
braicznych X,Y C R" w punkcie 0 € X NY zachodzi nieréwnosé

Lo(X,Y) < d(6d - 3)+!

gdzie d := max(k(X), k(Y)) oraz r := r(X) 4+ r(Y). Innymi stowy mgr Szlachciiska
dowodzi, ze dla pewnej dodatniej stalej C' > 0 i punktéw & z pewnego otoczenia U
punktu 0 zachodzi nieréwnosé

dist(z, X) + dist(z, Y) > C - dist(z, X N Y4043

)n+r—l

W Tw. 3.1.1 mgr Szlachciriska podaje takze silniejsze oszacowania odlegloéci od pun-
ktu 0. W dalszej czedci Rozdzialu 3 zostaje udowodniona globalna nieréwnos$é
Lojasiewicza dla zbioréw semialgebraicznych (Tw. 3.2.2) i wynikajace z niej osza-
cowania dla odwzorowari semialgebraicznych (Wniosek 3.2.3) i wielomianowych
(Wniosek 3.2.4). Wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaly juz opublikowane
(Discrete Comput. Geometry 55 (2016)) i znalazly interesujace zastosowania w teorii
optymalizacji (patrz artykut K. Kurdyka, S. Spodzieja w SIAM J. Optim. 25 (2015)).
Trzeba nadmienié, ze wyniki z Rozdzialu 3 rozprawy powstaly we wspdlpracy z pro-
motorem rozprawy i prof. K. Kurdyka. Sa to wyniki bardzo ciekawe, a wklad
autorki w ich uzyskanie jest istotny.



W Rozdziale 4 mgr Szlachciniska dowodzi oszacowania wyktadnika Lojasiewicza
Lo(f,g) pary funkeji semialgebraicznych f(z), g(z) na kuli jednostkowej Q C R".
Pierwsza cze¢s¢ dowodu polega na rozktadzie zbioru 2 na podrozmaitoéci rézniczkowe,
nad ktérymi wykres funkeji f(z), (odpowiednio g(x)) ma dogodny opis algebraiczny
(rozklad specjalny skojarzony z funkcja f(z), odpowiednio g(z)- patrz §. 4.1). Naste-
pnie autorka wykorzystuje lemat o wyborze krzywej, aby znalezé krzywa w zbiorze
[' miniméw funkcji g(z) na poziomnicach funkcji f(z). Tym samym wystarczy
dowies$¢ oszacowania wykladnika Lojasiewicza dla punktéw na wybranej krzywej.
Przy pomocy mnoznikéw Lagrange’a i twierdzenia Chevalley’a mgr Szlachcinska
dowodzi istnienia niezerowego wielomianu Ry, takiego ze Ri(f,g) = 0 dla wszyst-
kich punktéow z przecigciu k-tego zbioru z rozkladu specjalnego z wybrana krzywa
w zbiorze I'. Stopien wielomianu Ry zalezy od stopni wielomianéw zadajacych k-ty
zbior z rozkladu specjalnego i wielomiandéw zadajacych opisy algebraiczne wykreséw
restrykeji rozpatrywanych funkcji f(z), g(z). Pozwala to na wykazanie nieréwnosci
(patrz Tw. 4.2.1)

cO(f7 g) S d4n+1 )

gdzie d jest maksimum stopni wielomianéw wystepujacych w opisach zbioréw z
rozktadu specjalnego i stopni wielomianéw zadajacych opisy algebraiczne wykresow
restrykeji rozpatrywanych funkeji f(x), g(x).

Dowdéd Twierdzenia 4.2.1 uwazam za ciekawy. Sadze, ze przedstawione w nim
idee moga zosta¢ wykorzystane w szerszym kontekscie. Pokazuje on bieglo§¢ Pani
Szlachcinskiej w stosowaniu standardowych technik badania wyktadnika Lojasiewicza.
Ta czes¢ rozprawy pokazuje takze pomystowosé autorki i jej umiejetno$é zrecznej
redukcji ogélnej sytuacji do przypadku, w ktérym mozna zastosowaé klasyczne
narzedzia analizy, geometrii semianalitycznej i subanalitycznej. Zastosowane w
dowodzie Twierdzenia 4.2.1 szacowanie wyktadnika Ly(f, g) jest efektywne, ale tech-
nika ograniczania stopnia wielomianu Ry przy pomocy stopnia zbioru rozwigzan
ukladu duzej liczby réwnan daje czasami malo optymalng warto$§é majoranty wy-
kladnika Lojasiewicza.

W ostatniej czesci Rozdzialu 4 autorka dokladnie omawia cztery przyklady par
funkeji semialgebraicznych f(x), g(x) na kuli jednostkowej. Przedstawione przyklady
pozwalaja lepiej zrozumie¢ zalety i wady uzyskanego przez autorke wyniku.

Rozdzial 5 to zastosowanie Twierdzenia 4.2.1 i konstrukeji przekatniowej do
badania wykladnika separacji regularnej uktadu zbioréw semialgebraicznych.

Podsumowujac, tematyka pracy doktorskiej Pani magister Anny Szlachciniskiej
jest obecnie obiektem intensywnych badan. W pracy zostaly zaprezentowane ory-
ginalne wyniki stanowiace istotny wkilad w aktualny poziom wiedzy. Rozprawa
jest zredagowana do$¢ starannie. Nieliczne liter6wki nie umniejszaja jej wartoéci,
cho¢ pewne drobne przejezyczenia utrudniaja lekture rozdzialu czwartego. Au-
torka wykazala si¢ znajomog$cia aktualnej literatury i bieglym opanowaniem pewnych
klasycznych technik analizy, geometrii semianalitycznej i subanalitycznej. Moim
zdaniem praca spelnia wymogi dotyczace rozprawy doktorskiej zawarte w



Ustawie o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i
tytule w zakresie sztuki z dnia 14 marca 2013. Wnioskuje¢ o dopuszczenie
Pani magister Anny Szlachcinskiej do dalszych etapéw przewodu dok-
torskiego.
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