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Bayesowska teorig podejmowania deczji mozna okresli¢ jako potlaczenie
teorii gier i teorii prawdopodobienstwa. Zalozmy, ze calo$¢ naszych obser-
wacji to ustalenie punktu z w przestrzeni X wynikéw pomiaréw. Wiemy
wstepnie, ze punkt z podlega rozkladowi losowemu p; z prawdopodobien-
stwem 7; dla i € IN, oczywiscie Y m; = 1. Nalezy opisa¢, zalezng jedynie od
z, ruletke dajaca wynik j € IN z prawdopodobieristwem M (x), oczywiscie
> jen M;(z) = 1. Prawdopodobienstwo, ze j bedzie réwne i powinno by
najwiegksze. Nalezy wiec maksymalizowaé¢ prawdopodobienstwo detekeji

P= Zij i /3£ M;(z)pi(z)dx.

Wynik j dany przez ruletke interpretujemy jako decyzje, ze nieznanym wstep-
nie rozkladem jest p;. Naturalnym uogélnieniem problemu detekeji jest pro-
blem minimalizacji $redniej straty. Jezeli w opisanej sytuacji podejmujemy
decyzje j, to ponosimy strate L(i,j). Nalezy zminimalizowa¢ wielko$é

re= Zi i /H Z,- L(i, j)M;(z)pi(x)dx.

W powszechnie akceptowanej aksjomatyce mechaniki kwantowej rozktad
pi na X zastepuje stan, czyli dodatni, normalny, unormowany funkcjonatl,
pi na ustalonej algebrze von Neumanna 9. Zalezna od z rultke zastepuje po-
miar, rozumiany jako uklad nieujemnych operatorow M; € M, spekniajacy
> M; = 1. Poszukujemy pomiaru, ktéry maksymalizuje prawdopodobien-
stwo detekcji

P(m, M) = Zi mipi(Mi)

a ogoblniej, minimalizuje $rednig strate
r(r, M) = Zi m; Zj L(i, §)pi(M;).
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Wyniki przedstawione w opiniowanej rozprawie obejmujg znaczny obszar
wspomnianej kwantowej analizy bayesowskiej. Temat wymusza ogélny cha-
rakter badari. Wymagaja one wyspecjalizowania si¢ w nieelementarnej teorii
algebr operatorowych. Obszar pytan, ktéry nalezy atakowaé jest stosunkowo
waski, podyktowany interpretacjami statystycznymi. Badania majg troche
charakter fizyki matematycznej. Autor musial przesledzi¢ réznorodng lite-
rature. Jest tam kilka zaskakujacych pomystéw, lecz takze przeliczenia bez
pelnego aksjomatycznego umocowania. Wiele wynikéw w rozprawie to uogol-
nienia spostrzezen dotyczacych skonczenie wymiarowe] przestrzeni Hilberta,
innym razem autor podaje nowe dowody lub dowody prosciej zapisane. Praca
jest duza objetosciowo (ok. 40 stron dowodéw). Jej ocena wymaga przesle-
dzenia nowych elementéow.

Ostatecznie wszystkie 6 rozdzialow uznaj¢ za cenne, a w szeczélnie twor-
czy 1 wartoéciowy jest rozdzial 8. Przelomowy we wezeéniejszej literaturze byt
opis pomiaru maksymalizujacego prawdopodobienstwo detekeji w przypadku
stanéw czystych (Bielavkin, 1975 r.). W twierdzeniu 8.1 autor podaje analo-
giczny wynik w nieskoniczonym wymiarze. Podany jest ogélny wzér opisujacy
optymalny pomiar M (zalozenia wymagajg oczywistej poprawki dotyczacej
stanow p;). Wzér na M jest nieefektywny, M pojawia sie jako rozwigzanie
pewnego réwnania. Mozna jednak rozwingé teori¢ oszacowan prawdopodo-
bienstwa detekeji. Ostateczny wynik, twierdzenie 8.3 i wniosek 8.4 sg ele-
ganckie i zaskajujace. Najwiekszym osiggnieciem w tym rozdziale jest opis
asymptotyki skierowanego zbioru uktadéw stanéw 97 = ( P’, 9), ...). Au-
tor bada kiedy zalezne od v prawdopodobienstwo detekeji P(m, %) zbiega
do 1, dla indeksu v, przebiegajacego zbior skierowany. Wskazany jest jedynie
warunek dostateczny

lim ) - [l457 = ;1= 0.
J

Ostatecznym wynikiem sg twierdzenia 8.10 i wniosek 8.11. Podaja one asymp-
totyke prawdopodobieristwa detekeji dla ,duzych” 1. Metody sprowadzaja sig
do geometrii przestrzeni Hilberta i stabej zawartoéci kuli w przestrzeni Hil-
berta. Dowody sg dtugie, nietrywialne, zrecznie rozbite na lematy.

Rozdzial 3. omawia istnienie pomiaru minimalizujacego $rednig strate.
Podany jest udoskonalony dowéd znanego twierdzenia 3.1. Méwi ono, ze po-
miar optymalny istniej, jezeli tylko funkcja straty L(i,j) spelnia zalozenia
uniemozliwiajace straty nieskoriczenie ujemne. Elegancja dowodu jest uzy-
skana przez badanie ciagéw stanéw poprzez uzycie przeliczalnej sumy iden-
tycznych kopii algebry von Neumanna 9. Pigknym dopelnieniem teorii do-
strzezonym przez Doktoranta jest twierdzenie 3.5.
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Moéwi ono, ze choé¢ istniejg by¢ moze liczne optymalne pomiary (M, j €
IN), to bardzo uzyteczny funkcjonal Lagrange’a

o= M;d mlLlii)p;

jest tylko jeden. Elegancka jest koncéwka dowodu. Jezeli funkcjonal ¢; — ¢
jest dodatni i znika na dotatnim operatorze M; to funkcjonat M;(p; — 1)
znika na kazdym opertorze (wystarczyly elementarne przeksztalcenie i nie-
rownosé Swcharza).

Rozdzialy 4.1 6. warto oméwié tacznie. Minimalizacja §redniej straty spro-

wadza si¢ naturalnie do minimalizacji sumy . ¢5(M;) dla pewnych nie-
ujemnych funkcjonaléw ¢f. Dalsza strategie wskazujg twierdzenia 4.2 oraz 4.4.
Nieujemnos¢ funkcjonaléw ¢f pozwala sprawnie udowodni¢, Ze optymalny
pomiar (M, j € IN) sktada si¢ ze wzajemnie ortogonalnych projekcji.
Jest on jednoznacznie wyznaczony w ramach odpowiednio obcietej algebry.
Autor ogranicza si¢ do sytuacji, gdy no$niki funkcjonaléw sa wzajemnie or-
togonalne (warunek 6.1), ale dow6d wymaga ciekawych pomystow réwniez
przy tym zalozeniu. W koncéwce dowodu twierdzenia 6.3 identycznosé pro-
jekeji My = Njp w dwoch optymalnych pomiarach (M, j € N), (N, j € N)
uzyskuje si¢ z algebraicznych wlasnosci operatora %(M jo +Njo). Ladny jest
lemat 5.5 wiazacy wiernos¢ sumy funkcjonaléw z wiernosciag rodziny sklad-
nikow.

W rozdziale 5., za cenne, samodzielne osiagniecie Doktoranta uwazam
zbadanie pomiaréw optymalnych dla ukladéw 2-stanowych (M; ; j = 1,2).
Twierdzenie 5.1 stanie si¢ trwalym elementem teorii. Punkt 5.2 jest juz tyl-
ko interpretacja statystyki klasycznej jako szczegolnego przypadku statystyki
kwantowe;j.

Rozdzial 7. o nieréwnosciach dla $redniej straty i prawdopodobienstwa de-
tekcji jest obszerny i wymagal duzego nakladu pracy. Uzyskane przez autora
uogoélnienia w punkcie 7.2 to jednak do$¢ formalne zastosowania zaczerp-
nietych z literatury wlasnosci relatywnej entropii Arakiego i wlasnosci ope-
ratorowej monotonicznoéci. Nienaturalna jest kolejnosé twierdzen 7.9 i 7.10
(twierdzenie 7.10 méwi, ze zapis uzyty w twierdzeniu 7.9 ma sens). Punkt 7.1
podaje szacowanie dolne $redniej straty, wzorowane na pomysle Qiu z 2008
r. Przy braku komentarza i przykladéw rola szacowania jest niejasna. Poste-
pem byloby dopiero poradzenie sobie z nieskoriczong iloscig stanéw. Bardziej
wartosciowy wydaje si¢ punkt 7.3. Uogoélnione jest tam szacowanie Holewy-
Curlandera. Jest to gorne szacowanie prawdopodobienstwa detekcji poprzez
norme¢ pewnego wektora zbudowanego ze stanéw i ich poczatkowych prawdo-
podobienistw. Doktorant w pelni opisal, kiedy zachodzi rowno$¢ (twierdzenie
7.17). Rozumowanie jest dtugie. Ciekawy jest dowod lematu 7.15 z uzyciem
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przemnozenia tensorowego algebry 9 przezB(K) dla zbadania ciggu funk-
cjonaléw, a dokladniej gestosci funkcjonalow.

Przejde do uwag krytycznych i nasuwajacych si¢ pytan. Wstepne rozdzia-
ly w tego typu pracy powinny byé bardziej dopracowane. Autor pominat
wyjas$nienia bardziej skomplikowanych poje¢ (jak pléskoriczonosé algebry i
stanu, silna niezalezno$¢, relatywna entropia stanéw). Mam wiele sugestii,
zauwazytem pomylki, pechowe jest sformulowanie i poczatek dowodu twier-
dzenia 8.1. Mimo to redakcje tak obszernej pracy nalezy uznac¢ za staranng.

Pytania i sugestie:

L

10.

1

12.
13.
14.

W definicji 2.3 i paru innych miejscach warto wyjasni¢ konwencje dzia-
tania operatora na stan.

Jak rozumieé¢ poélskonczonosé sladu (poczatek strony 3)? W ktérym
miejscu dowodu jest ona uzyta?

Kiedy operator jest mierzalny (koniec strony 3)?

Czym réznig si¢ warunki (i) twierdzenie 3.1 oraz (ii) twierdzenie 3.37

. W warunkach (i), (i), (iii) tw. 3.4 nalezy lepiej opisa¢ kwantyfikacje

M oraz ¢. Podobna uwaga dotyczy twierdzen 4.2 i 4.4.

Warto wyjaénié¢ réwnowaznoéé stabej i o-stabej cigglosci (strona 11,
wiersz 7-8).

Jak uzasadnié réwnosé (strona 22, wiersz 4)?

W skomplikowanych rachunkach warto pisaé¢ (7 ® tr) zamaiast 7 ® tr
(strona 33, wiersz 1 od dotu i strona 34).

Jak wyjaénié réwno$é i zawieranie operatoréw (strona 34, wiersz 71 8)7

Nalezy uzupelni¢ zalozenia twierdzenia 8.1. Teza nie zachodzi dla v, =

- 1
“'=¢n$7r1="""'7rn_';-

Dlaczego z lematu 6.5 wynika odwaracalnosé @ (strona 40, wiersz 2 od
dotu)?

Jak rozumieé zlozenic Az T (strona 41, wiersz 3 od dotu)?
Jak rozumieé¢ zbieznos¢ {w(z)} (strona 43, wiersz 17 od dotu)?

Jak uzasadnié réwnoéé (strona 44, wiersz 13)7? Jak wybrana jest sie¢
{7} (strona 44, wiersz 13 od dotu)?
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Drobne pomytiki:

strona, wiersz:

1, 17

3, 11 od dotu
4, 2 od dotu
8,5

12, 2

16, 5

29, 19

30, 17

36, 3 od dotu

36, 2 od dotu
38, 1

40, 8 od dotu
40, 6 od dotu
41, 12

45, 7 od dotu
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Konkluzje:

Opiniowana rozprawa dowodzi duzych zdolnoéci Doktoranta. Jest wy-
nikiem paru lat pracy i wyspecjalizowania si¢ w waznej tematyce statystyki
oraz uczciwego opanowania metod analizy funkcjonalnej. Uzyskany postep
w kwantowe] analizie bayesowskiej zinteresuje wielu specjalistéw i jest juz
czeéciowo opublikowany. Jest to bardzo dobra rozprawa doktorska, wnosze o
dopuszczenie mgr. Rafata Wieczorka do dalszych etapéw przewodu doktor-
skiego.
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