POMIAR OPTYMALNY W KWANTOWEJ
TEORII DECYZJI STATYSTYCZNYCH

Rafat Wieczorek

Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Lodzki
ul. S. Banacha 22, 90-238 t.6dz, Polska

Rozprawa doktorska

Czerwiec 2017

Promotor:
prof. dr hab. Andrzej f.uczak






Spis tresci

1 Wstep

2 Wiadomosci podstawowe i oznaczenia
3 Istnienie pomiaru optymalnego

4 Twierdzenia pomocnicze

5 Pomiar optymalny w konkretnych przyktadach
5.1 Dladwoch stanow . . . . . . ..o
5.2 Dla stanéw komutujacych . . . . . .. ...

6 Jednoznaczno$¢ pomiaru optymalnego

7 Oszacowania
7.1 Oszacowanie typu Qiu . . . . . . . . ... ... ...
7.2 Oszacowanie entropijne . . . . . . . . . .. ... ...
7.3 Nieréwnosci Holewy—-Curlandera . . . . . . ... .. ... ...

8 Wazony pomiar Bielawkina i jego asymptotyka

15

18
18
19

21

25
25
26
33

40






1 Wstep

Uogodlnienie klasycznej teorii decyzji statystycznych na kwantowa powstato
na potrzeby rozwijania systeméw komunikacyjnych opartych na urzadzeniach
opisywanych jezykiem mechaniki kwantowej np. laserach itp. Pierwsze prace z
tej dziedziny pojawity sie w latach 70—tych XX wieku. Od tego czasu powstaly
dziesiatki prac z tej tematyki. Przez ostatnie lata nadal czesto publikowane
sg prace z tej dziedziny, spowodowane jest to m. in. Scistym zwigzkiem z
informatyka kwantows.

Rozdzialy 1 i 2 maja charakter wstepny. Rozdzial 3 poswiecony jest ist-
nieniu pomiaru optymalnego dla ryzyka bayesowskiego. Przedstawimy w nim
twierdzenia pochodzace od Ozawy [19] i Holewy [11] oraz warunki Holewy na
optymalnosé pomiaru [11].

W rozdziale 4 umieszczone sa przeformutowane warunki Holewy na opty-
malno$¢ pomiaru z ktérych bede korzystat w dalszej czesci pracy.

W kolejnym rozdziale 5 podajemy posta¢ pomiaru optymalnego w konkret-
nych przyktadach oraz warto$¢ minimalnego ryzyka bayesowskiego.

Rozdzial 6 mowi o pewnych warunkach na zmodyfikowany funkcjonat ry-
zyka ryzyka, ktére pociggaja jednoznacznos¢ pomiaru optymalnego dla ry-
zyka bayesowskiego. Wnioskiem z udowodnionych twierdzen jest uogolnienie
na przypadek dowolnej algebry von Neumanna twierdzenia o jednoznacznosci
pomiaru optymalnego dla prawdopodobienstwa detekcji udowodnionego przez
Kennedy’ego [14, 15] w przypadku pelnej algebry operatoréw w skonczenie
wymiarowe]j przestrzeni Hilebrta.

W rozdziale 7 przedstawimy oszacowania na minimalne ryzyko bayesowskie.
Uogoélnimy na przypadek dowolnej algebry von Neumanna i dowolnej funkcji
straty oszacowania udowodnione przez Qiu [23], Jeong Lee, Yang [13] w przy-
padku petnej algebry operatoréow w skonczenie wymiarowej przestrzeni Hile-
brta. Pokazmy, takze gorna nieréwno$é Holewy-Curlandera [29] w przypadku
algebry von Neumanna z normalnym, pétskonczonym, wiernym sladem.

Ostatni rozdzial 8 méwi o wazonym pomiarze Bielawkina oraz o asymptoty-
ce minimalnego prawdopodobienstwa btedu dla stanow czystych przy dazeniu
ich do stanéw wzajemnie ortogonalnych. W przypadku skonczonej liczby sta-
now twierdzenie to pochodzi od Holewy [10], pokazemy jego uogdlnienie na
przypadek przeliczalnej liczby stanow.



2 Wiadomosci podstawowe i
oznaczenia

W pracy przyjeto nastepujace oznaczenia:

‘H— jest przestrzenig Hilberta,

M — jest algebrg von Neumanna z jedynka oznaczong 1,

9" — jest zbiorem operatoréw hermitowskich z algebry 90,

ONT — jest zbiorem operatoréw dodatnich z algebry 90,

M, — jest predualem algebry N tzn. przestrzenia wszystkich normalnych
funkcjonaléw liniowych na algebrze 901,

M — jest zbiorem funkcjonatéw hermitowskich z przestrzeni 9.,

O — jest jest zbiorem funkcjonaléw dodatnich z przestrzeni 9.,

B(H)— jest algebra wszystkich ograniczonych operatoréw na H,

tr— jest §ladem kanonicznym na B(H),

D(A)— jest dziedzina operatora liniowego A w H,

R(A)— jest zakresem operatora liniowego A w H,

s(¢)— jest noénikiem funkcjonatu ¢ € MM,

|A|— jest modutem operatora liniowego A w H,

|| - [[co— jest norma operatorowa w algebrze 9.

Na poczatek przytoczymy podstawowe definicje i twierdzenia potrzebne w

pracy.

Definicja 2.1. Funkcjonal p € M} nazywamy stanem, jezeli ma norme réw-
ng jeden.

Definicja 2.2. Niech {py : 0 € O} bedzie rodzing dodatnich funkcjonatow
liniowych na algebrze von Neumanna M. Rodzine te nazywamy wierng, jezeli
dla kazdego niezerowego A € IMT istnieje Oy € O, takie ze pg,(A) > 0.

Szczegdlnym przypadkiem powyzszej definicji jest rodzina sktadajaca sie
z jednego funkcjonatu p. Wtedy dodatni funkcjonal liniowy p nazywamy po
prostu wiernym.

Przypomnijmy pojecie no$nika funkcjonatu normalnego.

Definicja 2.3. Niech w € M. Wtedy istniejg nagmniejsze projekcje e i f w
M, takie zZe w = we 1 w = fw. Projekcje te nazywamy odpowiednio prawym
i lewym nosnikiem funkcjonatu w i oznaczamy s,(w), s;(w). Jezeli funkcjonal
jest hermitowski, to s,.(w) = s;(w) i mowimy wtedy o nosniku funkcjonatu w.
Oznaczamy go przez s(w).



Twierdzenie 2.4 (Rozktad Jordana). Dla dowolnego funkcjonatu ¢ € 9!
istniejq jednoznacznie wyznaczone funkcjonaly o, o_ € M}, takie ze

p=wr—o, el =llell +lle-II

Niech 97t bedzie algebra von Neumanna z normalnym, potskonczonym, wier-
nym $ladem 7. Algebra operatorow mierzalnych m nazywamy topologiczna
*-algebre gesto okreslonych, domknigtych operatoréw przytaczonych do 9N z
dzialaniami silnego dodawania -+ i silnego mnozenia -, tzn.

A+B=4+B, A-B=AB, A BeMm,

gdzie A+ B i AB sg domknieciami sumy operatoréw i zlozenia operatoréw
okreslonych na naturalnych dziedzinach danych przez cze$é¢ wspolng dziedzin
A i B oraz zakres B i dziedzine A (w dalszym ciagu dla uproszczenia zapisu
bedziemy pisaé A + B zamiast A + B i AB zamiast A - B). Niezmiennicza
ze wzgledu na przesuniecia topoogia miarowa jest zdefiniowana przez baze
otoczen 0, {N(g,0) : £,0 > 0}, dana przez

N(g,8) = {A € M : istnieje projekcja P w 9N, taka ze
AP eM, ||AP||w<e i 7(1—P)<d}.

Zatem dla operatoréw A,, A € 9M, cigg (A,) zbiega do = wedlug miary jezeli
dla dowolnych €,6 > 0 istnieje ng, takie ze dla dowolnego n > ng istnieje
projekcja P € 9, taka ze

7(1 — P) <9, (A, — A)P € I, i I(An — A)P|| < &.

Przydatna jest nastepujaca “techniczna” postac zbieznosci wedtug miary udo-
wodniona w pracy [32, Proposition 2.7]. Niech

A, — Al = /0°° NE,(d\)

bedzie rozkladem spektralnym opeartora |A, — A| z miara spektralng FE,,
warto$ci miary spektralnej naleza do 9t poniewaz A, — A oraz |A, — A| sa
operatorami przytaczonymi do M. Wtedy A, — A wedlug miary wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnego £ > 0

T(Ey([e,00))) — 0.
Dla dowolnego w € 9, istnieje operator mierzalny w, taki ze
w(A) =7(Aw) = T(wA), AeM.

Przestrzen takich operatoréw oznaczana jest przez L'(OM,7), powyzsza od-
powiednio$é jest wzajemnie jednoznaczna i izometryczna, norme na L' (90, 7)
oznaczamy || - ||; i definiujemy nastepujaco

1Al = 7(Al), A€ L'(Mm,7).



Przestrzen operatoréw mierzalnych A, takich ze 7(|AP) < oo, p > 1 jest
przestrzenia Banacha LP(9, 7) z norma

[Allp = 7([A[")7.

Co wiecej, funkcjonatom hermitowskim z 91, odpowiadaja operatory samo-
sprzezone z L1 (9, 7) a funkcjonatlom dodatnim z 9, — operatory dodatnie
z LY(OM, 7). Dla funkcjonatu w € M, odpowiadajacy mu operator z L' (9, 7)
oznaczamy przez w i nazywamy macierzg gestosci funkcjonatu w, zatem

w(A) =7(Aw) = T(WA), AeM.

W szczegdlnosci
T(@w) = w(1),
zatem dla macierzy gestosci stanu mamy réwnosé 7(w) = 1.
Dla dowolnego A € LP(9M, 7) mamy rozktad spektralny
AP = /O NP E(d)).

Zatem dla dowolnego £ > 0 otrzymujemy

AP > /;O N E(d)) >/OospE(d>\) — & B([e, 00)).

3
W konsekwencji otrzymujemy nierownos¢ Czebyszewa

(4r) _ 1Al

ep ep

7(E([e,00))) < -

Korzystajac z “technicznej” postaci zbieznosci wedtug miary dostajemy

Lemat 2.5. JeZeli cigg operatorow (A,) z LP(IN, T) jest zbieiny w normie
|- |l to jest zbiezny wedtug miary.

W dalszych rozwazaniach stosowac bedziemy czesto notacje Diraca, zgodnie
z ktora wektory € € H oznaczane sg symbolem “ket” [£), a ograniczone liniowe
funkcjonaly na H, dane zgodnie z twierdzeniem Riesza przez wektory n € H—
symbolem “bra” (n|. Najczesciej bedziemy uzywaé symbolu |£)(n|. Jest to
oznaczenie operatora liniowego, ktory na wektor ¢ € ‘H dziata nastepujaco

(1€) ()¢ = (MIC)E.

Tak wiec |£)(n| jest ograniczonym operatorem liniowym rzedu 1, ktéry wek-
tory z H odwzorowuje w przestrzen rozpieta przez wektor £&. W szczegolnosci,
dla wektora £ o normie jeden [£)(¢| jest rzutem na podprzestrzen rozpieta
przez &.

Dana jest przeliczalna liczba standéw pq, po, ... na algebrze von Neuman-
na 9N, ktére moga wystepowaé¢ z prawdopodobienstwami a priori my, 7o, . . ..



Chcemy wyznaczy¢ rzeczywisty stan ukltadu w pewien optymalny sposéb. W
tym celu przygotowujemy pomiar (zwany takze strategia) M, przez ktéry ro-
zumiemy cigg dodatnich operatoréw (My, My, ...) z M, taki ze

e¢)
> M; =1,
j=1

gdzie szereg zbiezny jest w stabej topologii operatorowej (réwnowaznie w moc-
nej) na M. Pomiar M = (M, Ms,...), taki ze wszystkie operatory M; sa
projekcjami nazywamy pomiarem prostym.

Jezeli otrzymamy wynik M;, to wybieramy stan p;. Prawdopodobienstwo
tego, ze prawdziwym stanem jest p;, kiedy pomiar dal wynik M;, wynosi
pi(M;). Zatem p;(M;) jest prawdopdobienstwem prawidlowego wskazania sta-
nu p;. Jezeli wybraliSmy stan p;, podczas gdy prawdziwym stanem jest p;, to
ptacimy kare w wysokosci L(i, 7). Funkcja N x N — R nazywana jest funkcjq
straty.

Zatézmy, ze uktad jest w stanie p;. Wtedy podejmujac decyzje zgodnie
ze strategia M, poniesiemy strate L(i,j) z prawdopodobiefistwem p;(M;), a
zatem wartos¢ oczekiwana naszej straty wynosi

Ry (i) =

i Z]pz )

Funkcja Ry : N — R nazywa sie funkcjqg ryzyka strategic Ml. Wartosé ocze-
kiwang zmiennej losowej Ry nazywa sie ryzykiem bayesowskim strategii M
przy rozkladzie a priori m = (my,m,...) i oznacza r(M, 7). Zachodzi zatem
rownos¢

r(M, ) = ERM—ZW,RM ZZ L(i, 7)pi(M;).

=1

Naszym zadaniem jest znalez¢ pomiar minimalizujacy ryzyko bayesowskie.
Zastanéwmy sie teraz, jak dla danej strategii M i danego prawdopodo-
biefistwa a priori m = (my, 72, ...) znalezé prawdopodobienstwo tego, ze pra-
widlowo odgadniemy stan uktadu. Oznaczmy to prawdopodobienstwo przez
Pp(M). Zgodnie ze wzorem na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy

o
- Z Wipi(Mz
i=1
W dalszym ciagu prawdopodobienstwo Pp(M) bedziemy nazywaé prawdop-
dobienstwem detekcji. Oznaczmy przez P (M) prawdopodobienstwo btednego

odgadniecia uktadu przy danej strategii Ml i danym prawdopodobienstwie a
priori m = (7, 72, .. .). Oczywiscie wtedy

Po(M) = 1 — Pp(M) = 1 — i ripi (M)



W dalszym ciagu prawdopodobienstwo Pg(M) bedziemy nazywaé prawdop-
dobienstwem bledu.
Rozwazmy konkretng funkcje straty postaci

L(i,5) =1— 6.

Wtedy mamy
oo 0
:ZZ 1_ ij pz —1—Z7szz IP>E(I\\/H)

Zatem prawdopdobienstwo btedu jest szczegdlnym przypadkiem ryzyka bay-
esowskiego dla powyzszej funkcji straty.



3 Istnienie pomiaru optymalnego

Na poczatku przedstawimy dwa twierdzenia o istnieniu pomiaru optymalnego.
Pierwsze pochodzi z pracy [19, Theorem 8]. Komentarz do tego twierdzenia
mozna znalezé w pracy [16].

Twierdzenie 3.1. Niech w1, o, ... bedzie dowolnym prawdopodobienstwem a
priort, a L funkcjq straty spetniajgcq warunki:

(1) istniejq liczby a; > 0, takie Ze |L(i,j)| < a; i Y72, mia; < 0o,

(it) dla kaZdego i istnieje lim; .o L(i,j) = b; oraz dla pewnego jo mamy
L(i, jo) < b; dla wszystkich i =1,2,....

Wtedy istnieje pomiar optymalny.
Na koniec rozdziatu podamy dowdd tego twierdzenia.

Whniosek 3.2. Dia dowolnego prawdopodobienstwa a priori i, ms, . .. istnieje
pomiar minimalizujgcy prawdopodobienstwo bledu.

Dowdd. W Twierdzeniu 3.1 wystarczy przyjac¢ a; = 1, co gwarantuje spetnie-
nie warunku (i). Poniewaz

j—00 j—00
to warunek (ii) tez jest spelniony. ]

Kolejne twierdzenie pochodzi z pracy [9]. My przedstawimy jego wersje z
pracy [16, Theorem 2], gdzie mozna znalez¢ takze jego dowdd.

Twierdzenie 3.3. Niech w1, mo, ... bedzie dowolnym prawdopodobienstwem a
priori oraz L funkcjq straty spetniajgcqg warunki:

(1) dla kazdego i istnieje lim; . L(i,j) = oo,

(11) istniejq liczby ¢;, i = 1,2,... takie Ze dla kazdego j = 1,2,... zachodzi
¢ < L(i,7) © 202, milei] < oo.

Wtedy istnieje pomiar optymalny.



Oznaczmy przez ¢; funkcjonat ryzyka tzn.

Zm (i,9)pisj = 1,2,.

Oczywiscie szereg >7°, m;L(i, j)p; nie musi by¢ zbiezny. Jezeli zalozymy ist-
nienie ciagu (a;) takiego, ze |L(i,7)| < aj, 1,7 = 1,2,...1 X2, ma; < 00, to
@, 7 = 1,2,... bedzie funkcjonatem normalnym. Ryzyko bayesowskie moze-
my zapisa¢ wtedy w postaci

ZZM i, j)pi(M ii L(i, j)pi(M;).

i=1j5=1 Jj=1
Mamy zatem
o0
=2 pi(M.
j=1
Nastepne twierdzenie pochodzi z pracy [9, IT Theorem 2.2].
Twierdzenie 3.4. Zafoimy, ze p; sq funkcjonalami normalnymi oraz, Ze
istnieje funkcjonal normalny 1, taki ze v < j,j =1,2,.... Wtedy

inf Z pi(M;) = max{p(1) : p € ML, o <5 =1,2,...}. (3.1)

Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) Istnieje pomiar M = (]\71, Mo, .. ) minimalizujgcy lewq strone (3.1) oraz
© € M, maksymalizuje prawg strone (3.1).

(it) ¢ < pj oraz (p — <p])M =0dlaj=1,2,.
(i) o < j dlaj=1,2,... oraz 332, Mjp; = >3 cijj = .

Niech M = (]\71, Mo, .. ) bedzie pomiarem optymalnym. Funkcjonat

(o.9)
Z J‘PJ
nazywamy funkcjonatem Lagrange’a.
Kolejne twierdzenie jest moim wtasnym wynikiem.
Twierdzenie 3.5. Funkcjonal Lagrange’a jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowdd. Okreslmy zbior

N = {¢ € ML : ¥ < p; dla dowolnego j}



oraz rozwazmy maksymalizacje 1(1) na zbiorze .. Pokazemy, ze dla dowol-
nego funkcjonatu Lagrange’a osiggane jest maksimum. Dla dowolnego funk-
cjonatu Lagrange’a postaci

=2 Mg
j
oraz dla ¥ € 91, mamy
U (M;) < @;(Mj)
dla dowolnego j. Sumujac po j dostajemy

Y(1) =D (M) < 3o @i (M;) = o(1).

W konsekwencji wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego v € N, osiagajacego
maksimum tzn. takiego, ze (1) = (1), mamy ¢ = ¢. Dla takich ¢ dostaje-
my
0= (1) = ¥(1) = > _(M;(p; =) (1) = >_(0; = ¥)(M;),
j j
poniewaz ¢; — 1 > 0, to
(pj — ¥)(M;) = 0.

Z nierownosci Schwarza mamy
M5 = $)(A)] = (95 — $)(AM;)| = [(o; — ) (M} A7) 01}
[0 — ) (A"MGAN)]? [(105 — ) (M)

dla dowolnego A € M. Zatem M;(¢; —1) = 0 co daje M;p; = Mj1p. Sumujac
po j dostajemy

D=

=0

P =2 Myp; =2 My =1.
J J
[

Niech 9t; = 9N i niech M bedzie sumg prostg algebr von Neumanna 9015,
M => *m;.
J

Wtedy 9N jest algebra von Neumanna dziatajaca na przestrzeni Hilberta

H=@QMH,, gdzde H;=MH.
J

Kazdy operator T € O jest ciggiem T = (T;), gdzie T; € 9M; = M i
sup ||T}|| < oo, dlatego kazdy pomiar (M;) moze by¢ rozwazany jako element
J

M, aby to podkreslié mozna pisa¢ M = (M;). Niech

R={T=(T;) € M:0<T; <1 dla dowolnego j, S T; < 1}.
J



Wtedy R jest podzbiorem czgsci dodatniej kuli jednostkowej M, i R jest o—
stabo zwarty. Istotnie, poniewaz 91, jest o — stabo zwarty wystarczy pokazac,
ze R jest stabo domkniety co wynika z faktu, ze dla dowolnej sieci {Tja} w
R i dowolnego skoriczonego zbioru J indekséw j mamy Yjes T3 < 1, wige to
samo zachodzi dla granicy sieci. Zbiér wszystkich pomiaréw to

= {T = (T;) € M:0< T; <1 dla dowolnego j, Y Tj =1}
J
i nie jest on o—stabo zwarty (patrz przyktad ponizej). Sie¢ T® = (T%) ele-
mentéw z R zbiega o— stabo do elementu T' = (T;) € R wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiega stabo na zbiorze wektorow z H, ktére maja tylko ~skonczona licz-

be niezerowych elementéw, poniewaz te wektory sa geste w H i sie¢ T jest
ograniczona w normie. W konsekwencji jest to rownowazne stabej zbieznosci

T7—Tj dla kazdej liczby indeksow j i znowu z ograniczonosci w normie wszyst-
(6%
kich T7* jest to rownowazne o—stabej zbieznosci T7*-T; w 9 dla skonczonej

o
liczby indekséw j. Zatem o—staba zbiezno$¢ w R jest rownowazna o—stabej

zbieznosci po wspotrzednych.

Przyktad N N
Rozwazmy cigg T" = (Tj”) elementow z R, postaci

)0 sdy n#j
’ 1 gdy n=j

Cigg T zbiega 0 — stabo po wspétrzednych do elementu T = (0), zatem zbie-
ga tez do T = (0) w o— stabej topologii. Element T nie nalezy do Ry, co
pokazuje, ze zbior SRy nie jest o— stabo domkniety czyli nie jest tez o— stabo
zwarty.

Potrzebne nam bedg dwa proste lematy.

Lemat 3.6. Niech (r;) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych zbieznym do 0. Wte-
dy odwzorowanie

RoT — S rTjeM, gdue T =(T) (3.2)
J

jest stabo (rownowaznie o—stabo) ciggle.

Dowdéd. Najpierw zauwazmy, ze szereg po prawej stronie w (3.2) zbiega w
normie. Wezmy dowolny € > 0 i niech jp bedzie, takie ze —e < r; < ¢ dla
J > jo. Dla kazdego n > m > jp mamy

n n

—el < —¢ Z T,< Y, rTj<e > Tj<el,

j=m+1 j=m+1 j=m+1

10



co oznacza, ze dla kazdego n > m > jo mamy

n

> Ty

j=m+1

<€,

zatem cigg (3§, 7xT)) spetnia warunek Cauchy’ego w normie. —r < r; <7
dla pewnego r, zatem dla dowolnego T' € R

o¢] o0 o0
<Y T LY L <Y T <
j=1 j=1 j=1

co oznacza, ze obraz naszego odwzorowania jest ograniczony w normie. Ponie-
waz dziedzina tez jest ograniczona w normie to staba ciggltosé jest réwnowazna
o—stabej ciggtosci.

Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego ¢ > 0 i kaz-
dego € € H znajdziemy § > 01,7 € H, takie ze

‘<5| (f:T - iTJ) 5> <e
j=1 j=1

(E(T=T)n)| <3,
gdmef“—CT)j”—(TﬂﬁDh6:>01£€7iwyhmzmyﬁbmmw2e
dla j > jo i potézmy ¢ = 5,

gdy

5:{w& dla j=1,2,..., 7 ﬁ:{g dla j=1,2,...,7
0, dla >0 ’ 0, dla >0
Wtedy dla o
(T =T)m) <0
mamy
00 00 Jo
|<5| (Z BUEDY ro;) £> <o (€T - T)) €|+
j=1 j=1 j=1
> b (m-m) e <[@F-F) i+ X il (-1 <
Jj=jo+1 Jj=jo+1
S+ > (ETy6)] + [(eTie)]) <
41€17 ;505
8 s T T € 9
MH E(éWﬁH+KﬂJQD 4MWNH|+MH)
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Lemat 3.7. Niech M bcgdzze dowolnym podzbiorem M i niech 95,7 =1,2,...
bedqg odwzorowaniami z N w M takimi, Ze obrazy g](m) sq wspolnie ograniczo-

ne w normie. Jezeli g; sq stabo ciggle to odwzorowanie g : 9t — IM okreslone
jako N N
g(T) = (g;(T))), gdzie T =(Ty)

jest stabo ciggte. Dodatkowo, jesli N jest ograniczone w normie to g jest
o—stabo ciggle.

Dowéd. Niech {T*} = (T3} C M bedzie siecig stabo zbiezng do pewnego
T € 9. Poniewaz zbidr g(‘ﬁ) jest ograniczony w normie, to do pokazania
stabej zbieznosci ¢(T) — ¢(T') wystarczy pokazaé

(& 9(T*)i) — (& 9(T)il)
dla wszystkich &, 1] z pewnego gestego podzbioru H. W tym celu wezmy zbior
tych wektorow z ‘H ktore majg tylko skonczong liczbe niezerowych elementow.
Jezeli € = (&) i = (n;) sa takimi wektorami, ze dla pewnego m mamy
§ =mn; =0dla j >m, to

<€ q( Ta i gjagj Ta 77j - f:l €J>gj > = <§>Q(T)77>7
j=1 j=

poniewaz staba ciggltos¢ g; daje

(& 9 (T )ns) — (&5 9;(Ti)my)

dla dowolnego j. o—stabg ciggto$¢ uzasadnia sie tak samo jak w Lemacie
3.6. O

Teraz przejdziemy do dowodu Twierdzenia 3.1.

Dowdd Twierdzenia 3.1. Mamy |b;| < |a;|, wiec szereg >; m;b; jest absolutnie
zbiezny. W konsekwencji szereg >; m;b;p; jest zbiezny w normie do pewnego
normalnego funkcjonatu p na M. Zapiszmy ryzyko Bayesowskie w postaci

ZZ% i, 7)pi(M;) =
ZZ% ipi(M ZZWZ L(i, j)lpi(M;) =
Zm iPi) ZM ZZ% (i, 3)lpi(M;) =
—;;Fi[bi— i, 7)]pi(M;),
zatem minimalizacja ryzyka bayesowskiego jest rownowazna maksymalizacji

funkcji N
ZZ% (&, )]pi(M;), M = (Mj).
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Rozwazmy te funkcje na zbiorze R,

= S Emlh -~ LD, T = (1) € R
Mozemy zatozy¢, ze a; > 0, poniewaz dla 7, takich ze a; = 0 mamy
milbi — L(i, )] pi(T}) = 0
dla wszystkich j. Wtedy

f(T) = Z?Tiaipi (Z bz_f(z’j)T]) )

(3

Dla dowolnie ustalonego i rozwazmy funkcje g; : R — M okreslong jako

a;

QZ(T) = Z

J

T;.

Poniewaz

Q;

— 0 przy Jj — oo,

to z Lematu 3.6 dostajemy, ze funkcje g; sa o—stabo cigglte. Mamy

Q;
zatem
<oy <y i e oy <o,
- a; -
J J v J

co pokazuje, ze obrazy gz(i)‘i) sa wspoélnie ograniczone w normie przez 2. W
konsekwencji z Lematu 3.7 wynika, ze funkcja g zdefiniowana jako

o(T) = (9:(T)) = (z b‘L”)T)

j @i

jest o—stabo ciagta. Niech p bedzie funkcjonatem na M zdefiniowanym jako

N =Y maipi(T;), T=(T;)ecM.

Poniewaz szereg >; m;a;p; jest zbiezny w normie, to p jest normalnym dodat-
nim funkcjonatem na M (funkcjonal normalny na M mozna przedstawié w
postaci @ = (1, @2, ...) gdzie p; € M, i szereg 3°; ; jest zbiezny w normie;
wtedy @(T) = ¥, ¢i(T})). Zatem mamy nastepujaca reprezentacje funkeji f

13



czyli f jest o—stabo ciagta jako zlozenie o—stabo ciagtych funkcji. Poniewaz
R jest o—stabo zwarty, to f osigga maksimum na fR. Niech to maksimum
bedzie osiagane w punkcie Ty = (Tj(o)). Pokazemy, ze jest ono osiagane takze
dla pewnego pomiaru. Pot6zmy

T=1-YT1"
J
oraz

" TO 4T, dla j=jo
J— 70 4 .
57, dla g # jo

Wtedy M = (M;) jest pomiarem i mamy

=X ml — L =X Xml L(i, )T}, )+

Zm L(i, jo)lpi(T) = f(Tp) + Zﬂi[bz' — L(i, jo)lpi(T) = f(To),

co oznacza, ze [ osiaga maksimum na pomiarze M. Il
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4 Twierdzenia pomocnicze

Zatézmy, ze funkcje straty spelniajg zalozenia Twierdzenia 3.1. Zauwazmy, ze
warunek (i) pociaga zbieznoé¢ bezwzgledng szeregu 3224 3252 mi L(i, j) pi( M)
dla dowolnego pomiaru. Istotnie,

ZZWAL i, 7)|ps (M. ZZ mia;pi (M Zmaz

=1 5=

Zatem ryzyko bayesowskie mozna zapisa¢ w postaci

=

L(i, 7)pi(M Z%

uMg

gdzie p; = X2, mL(4, j)pi. Szereg Y2, miL(4, j) jest bezwzglednie zbiezny,
co pociaga zbiezno$¢ w normie szeregu funkcjonatéw S°°°, m; L(i, j)p;, zatem
fukcjonaly ¢; sa normalne.

Wezmy dowolny ciag ¢ = (¢;), taki ze L(i,j) < ¢; dla dowolnych i, j oraz
o2y mic; < 0o. Okreslmy funkcjonal

ZZWZ (4, 9)) pi(M;).
i=1j5=1
Szereg 33721 3252 mi(c; — L(4,7))pi(M;) jest bezwzglednie zbiezny dla dowol-
nego pomiaru. Istotnie,
[cclNe ¢} oo 0 o
> 2 milei = L(i, j)lpi(M chz > > Tl ) pi(Mj).
i=17=1 i=1j=1

Zatem funkcje r. mozna zapisa¢ w postaci
o0
=ZZ L(i, )) Z%
]: :

gdzie ¢ = 3272 mi(c; — L(4, 7)) pi- Szereg 3232 mi(c;— L(i, j)) jest bezwzglednie
zbiezny, co pocigga zbieznos¢ w normie szeregu funkcjonatow

i (4, 7)) pi,

zatem fukcjonaly ¢¢ sa normalne.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze problem minimalizacji ryzyka bayesow-
skiego r z funkcjonatami ryzyka ¢; mozna sprowadzi¢ do maksymalizacji funk-
cji re z dodatnimi funkcjonatami ¢f.
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Twierdzenie 4.1. Zachodzg réwnosci

re(M, ) = imci — (M, )

izl

mlvlﬂnr (M, ) chz maxrc(M ).

Twierdzenie 4.2. Zachodzi rownosé
maxngj = min{y(1) : 90697(*,% 0, =1,2,...}. (4.1)

Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) Pomiar M = (]\71,]\72,...) maksymalizuje lewq strone (4.1) oraz ¢ €
M. minimalizuje prawg strone (4.1).

(i) ¢ < ¢ oraz (¢ — gpj)M =0dlaj=1,2,.
(1) 5 < dlaj=1,2,... oraz 332, Mjgpj >3 gpj
Dowdd. 7 Twierdzenia 3.4(3.1) otrzymujemy

r(M, ) = max{¢(1 Zm i, i)pig =1,2,...}.

Oznaczmy przez ¢ funkcjonat >, mic;p; — ¢. Powyzsza réwnosé przyjmuje
postac
M, ) = cim — min{p(1) : ¢ < p,j =1,2,...}.
i

W konsekwencji
TC(M77T> = mln{gp(ﬂ) : (105 <p =12 }

Warunek (i) réwnowazny jest temu, ze pomiar M minimalizuje lews strone
(3.1) oraz 3=; mic;p; — ¢ maksymalizuje prawa strone (3.1).
Warunek (ii) réwnowazny jest warunkowi

S micipi— e <@ oraz (p—@)M;=0 dla j=1,2,.

Warunek (iii) rownowazny jest warunkowi

chipi—go<g0j dla j:1,2,...

oraz Y _ Mjgoj = 2@#% = Zﬂ'icz'pi - ¥
j= J

J=1

Zatem korzystajac z Twierdzenia 3.4 warunki (i), (ii), (iii) sa réwnowazne.

]
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W dalszym ciggu tej pracy czesto bedziemy korzysta¢ z powyzszych twier-
dzen dla prawdopodobienstwa detekcji i ciggu ¢; = 1. Mamy wtedy

c __

QOJ 7Tj pj'
Otrzymujemy zatem nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 4.3.

Pp(M) =1-Pg(M)
mNiﬂnIP’E(I\\/[[) =1- mN%XPD(I\\/JI).

Twierdzenie 4.4. Zachodzi réwnosé
max Pp(M) = min{p(1) : ¢ € M mip; <,j=1,2,...}.  (42)
Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) Pomiar M = (Ml,Mg, . ) maksymalizuje lewq strone (4.2) oraz ¢ €
M, minimalizuje prawg strone (4.2).

(it) mip; < ¢ oraz (p —mwipj)M; =0 dla j=1,2,....

(ii) Tjp; < @ dlaj=1,2,... oraz Y72 m;Mjp; = 3252, wip; M; = .
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5 Pomiar optymalny w
konkretnych przyktadach

5.1 Dla dwdch stanéw

Dla dwoch stanéw czystych pr = |¢1) (1], p2 = |th2) (1s] z dowolnymi prawdo-
podobienstwami a priori 71, mo Wwz6r na minimalne prawdopodobienstwo btedu
mozemy znalez¢ w [8, IV (2.34)], ma on postac

min P (M) = ; (1= V1= amm(rloa)?).

Dla dwoéch dowolnych stanéw pq, po w skoniczenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta z dowolnymi prawdopodobienstwami a priori 7,79 wzOr na mini-
malne prawdopodobienstwo btedu ma postac

: 1 R R
mN}HnIP’E(M) =3 (1 — tr|mp1 — mop2l),

a pomiarem optymalnym jest strategia My = s((mw1p1 —mop2)+), Mo = 1 — M.
Rezultat ten mozemy znalezé w wielu pracach np. [3], [12, Example 2.2.3], w
zadnej pracy nie spotkalem dowodu tego wyniku.

Przedstawimy uogoélnienie powyzszych wynikéw na przypadek ryzyka bay-
esowskiego z dowolng funkcjg straty w dowolnej algebrze von Neumanna wraz
z dowodami.

Niech 1 = m L(1,1)p1 + maL(2,1)pa, 2 = m1 L(1,2)p1 + m2L(2,2) p2. Wte-
dy (M, m) = @1(M) + p2(Mz) = (1 — w2)(M1) + p2(1). W dalszym ciagu
bedziemy minimalizowa¢ funkcjonat r, czyli bedziemy szuka¢ minimum funk-
cjonatu (M), gdzie v = @1 — @9. Zgodnie z rozkladem Jordana mamy

U=y — -,y Y > 0. Zatem

min (M) = min(¢y — - )(M1) > minepy (M) — maxp_ (M) > —¢_(1) =
—¢-(s(¢-)),

gdzie s(f) oznacza nosnik funkcjonatu f. Z drugiej strony miny(M;) <
Y(s(y-)) = —_(s(y-)), zatem min(M;) = —p_(1). W konsekwenc;ji

minr(M, 7) = p3(1) — (01 — 2)—(1) = @2(1) — (92 — )+ (1) (5.1)

oraz pomiar

M = (s((¢1 —p2)-), L — s((p1 — p2)-)) = (5((p2 = ¥1)+), 1 — s((2 — ¢1)+))
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jest pomiarem optymalnym. Analogicznie mozna otrzymaé wzor

min (M, m) = @1(1) = (p2 = 1) (1) = @1(1) = (1 —w2)4 (1) (5.2)

oraz optymalno$¢ pomiaru

M = (1 — s((p2 — 1)), 8((2 — 1)) =
(1 —s((¢1 = w2)1),8((01 — v2)1))-

Ze wzoréw (5.1), (5.2) otrzymujemy

min (M, m) = 3 (1(1) + 2(1) = i = 2l (1)) (5.3

Nastepne twierdzenie jest moim wlasnym rezultatem.

Twierdzenie 5.1. Pomiar optymalny jest wyznaczony jednoznacznie wtedy 1
tylko wtedy, gdy s(¢p1 — p2) = 1.

Dowdéd. ”=-:" 7 powyzszych rozwazan pomiar optymalny jest postaci M =
(s((p1—p2)-)), s((p1—p2)+)))- Zatem s(p1—p2) = 5((1—p2)-)) +s((¢1 —
p2)4)) = 1.

"<=" Poniewaz s(¢1 — p2) = s((¢1 = ¢2)-)) + s((e1 — ¢2)4)) = 1, wige
M = (s((¢1 — ¢2)-)), 5((9p1 — ¥2)4))) jest pomiarem optymalnym. Zatézmy,
ze M = (A, 1 — A),A # s((p1 — ¢2)_)) jest takze pomiarem optymalnym.

Wiedy (p1 —@2)1+(A) =0, (p1 —2)-(1 — A) = 0, zatem A = 5((p1 — ¢2)-)),
sprzecznosé. O

5.2 Dla stanéw komutujacych

Niech 91 bedzie potskonczong algebra von Neumanna na osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H z normalnym, potskonczonym, wiernym sladem 7 oraz
©1, 92, - .., n funkcjonatami ryzyka na 9. Oznaczmy przez o1, Pa2,..., 0,
macierze gestosci z Ly (9N) funkcjonalow 1, ¢o, ..., @,. Zaltézmy, ze

@h@?;"’v@ﬂ S m oraz @Z@] = @j@l
Rozwazmy alegbre von Neumanna M generowang przez operatory
@17@27 BRI 79571-

Oczywiscie jest ona algebra abelowa. Z Twierdzenia [25, Proposition 1.21]
algebra m jest generowana przez jeden operator samosprzezony, oznaczmy go
przez A. Zatem istniejg ograniczone funkcje borelowskie f1, fo, ..., f,, takie
ze ¢; = fi(A) dla dowolnego 1.

Twierdzenie 5.2. Minimalne ryzyko bayesowskie wynosi

T(min{ f1, fo, ..., fu}(A4)).
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Dowdd. Zdefiniujmy zbiory
St ={z eR: filz) = min{fi(2), f2(x),. .., ful2)}},

S, = {z € R: fi(z) = min{ fi(2), fo@), . . Ful@)}}\ L_Jl Sii=23 ...

Dla dowolnego ¢+ = 1,2, ..., n zachodzi oczywista nier6wnos¢
n
Z szS

7 powyzszej nieréwnosci dla dowolnego ¢ = 1,2, ..., n dostajemy

@ Z lelS

M.

Oczywiscie M = (1g,(A), 1g,(A),...,1g,(A)) jest pomiarem. Zatem z Twier-
dzenia 3.4 (iii)=(i) M jest pomiarem optymalnym oraz minimalne ryzyko

bayesowskie wynosi 7(>7; fils,(A)). Poniewaz zachodzi réwnos¢

n
Z fZI]-SZ = min{f17 f27 R 7fn}7
i=1
to otrzymujemy wzor na minimalne ryzyko bayesowskie

T(min{ f1, fo, ..., fu}(A)).

]

Idea dowodu powyzszego twierdzenia zostala zaczerpnieta z [11, Proposition

11.2.2].
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6 Jednoznacznos$¢ pomiaru
optymalnego

W dalszym ciggu bedziemy rozwazaé tylko funkcje straty spetliajace zato-
zenia powyzszego Twierdzenia 3.1. Niech ¢ = (¢;) bedzie dowolnym ciagiem,
takim ze L(i,7) < ¢; dla dowolnych 4, j oraz >.2°, mic; < oo. Zaktadamy, ze
¢ sa niezerowe poniewaz zerowe funkcjonaly nie maja wplywu na wartosc
re. Oznaczmy przez s(y) noénik normalnego funkcjonatu hermitowskiego ¢,
przez P projekcje V72, s(go?) oraz przez PNP algebre von Neumanna postaci
{PAP|py : A € M}. Dowolny funkcjonat ¢ na 9t mozna obciaé¢ do alge-
bry POP w nastepujacy sposéb: p(A) := o(PAP) = p(AP),A € POMP.
Wtedy oczywiscie p(M) = @5(PMP) = ¢$(PMP|py), M € M. Stad mamy
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.1. Jezeli pomiar Ml = (M, My, . ..) jest optymalny dla funk-

cjonatu r. na algebrze M, to pomiar M = (PMyP|py, PMyP|py, . ..) jest
optymalny dla funkcjonalu r. na algebrze PIRP oraz ro(M, ) = r.(M, 7).

W dalszym ciggu bedziemy rozwaza¢ maksymalizacje r. na algebrze PONP.
Wszystkie funkcjonaty beda okreslone na PONRP. Ustalmy pewien indeks jy €
N. Zatozmy, ze

s(¢f,) AV s(ef) = 0.
J#jo
Powyzszy warunek mozna tez zapisa¢ nastepujaco

&io & Lin{&; : §5 € R(s(#5)), 7 € N\ {jo}}
dla dowolnego &j, € R(s(#5,))-

Lemat 6.2. Jezeli Ml = (M, Ms, ...) jest pomiarem optymalnym, to

Mjos(gpgo) 7é 0
Dowéd. Zatézmy, ze Mj,s(¢5,) = 0. Niech Q = V4, s(¢§). Zdefiniujmy nowy
pomiar M = (QM1Q,QMQ, . .., 1-Q+QM;,Q, ...). Zréwnosci ¢§(M;,) = 0
mamy
re(M, ) = 95, (1 = Q) + &5, (QM;,Q) + 3 ¢5(QM;Q) =
J#Jo
905'0(]1 - Q) + @§O(QMJ'0Q) + TC(M7 7T)'

Z powyzszego i z optymalnosci pomiaru M otrzymujemy ¢ (1 — Q) = 0. Z
wilasnosci nosnika s(¢§ ) mamy s(¢5 ) PH C QPH, sprzecznosc. O
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Twierdzenie 6.3. Jezeli pomiar Ml = (My, My, .. .) jest optymalny, to wynik
M;, jest jednoznacznie wyznaczong niezerowq projekcjq.

Dowdd. 7 Twierdzenia 4.2(ii) mamy
> @iMiMj, = o5, (M), — M}).
J#Jjo
Zatem dla dowolnego A € 91 zachodzi
> 5(Mj, MjAQ) = &5, (M, — Mj ) As(¢5,)),
J#Jo
gdzie @ = Vj4j, s(¥5). Prawe nosniki funkcjonatéw po lewej i prawej stronie
rownosci sg rowne i zawarte w projekcjach @, s (90]0) co jest mozliwe tylko gdy
obydwa funkcjonaty sa zerowe. Stad o5 (Mj, — M3 ) = 0, co daje M3 s(¢5,) =
Mjys(¢5,)- Stad i z Lematu 6.5 istnieje wektor 5 € M, taki ze Mj,s(¥5 )¢
jest wektorem Wlasnym operatora M;, odpow1ada3@cym wartosci Wlasnej 1.
Zdefiniujmy cigg M = (M, M, .. .), gdzie M M; dla j # Jo oraz M]0 jest
niezerowg projekcja na przestrzen R(M jos(gpjo)). Oczywiscie MJO e PORP.

7 nieréwnosci M, < M;, mamy gpjo(MjO) < @5, (Mj,). Z drugiej strony, z
komutowania operatoréw Mjo i M;, mamy

90§0<M]0) = Lp.(]:o(szoMJOS(Spjo)> = spjo(MJOMJOMJOS<g0§O)> < gp]o(MQ (80]())) =
9050(M]'0>'
Powyzsze nieréwnosci daja rownosé gogo(Mjo) = 5, (Mj,) zatem re(M,m) =
re(M, 7). ) A
Pokazemy, ze 32724 M; = 1. Oznaczmy T'= 1 — 322, M;. Niech i = 1,2, ...
bedzie dowolnie wybranym indeksem i N = (N1, Ny, ...), gdzie N; = Mj dla
j # 1 oraz N; = M; +T. Wtedy

[e.e]

re(N,7) <r (Mﬂ' @Zgoj +g02M+T Z M;) < ¢i(T) = 0.
JFi J=1

Z dowolnosci ¢ mamy, ze ¢$(7T) = 0 dla dowolnego z' Co daje s(p5)T's(¥5) =0

dla dowolnego i, czyli T'= 0 na PH. Zatem 72 =1, a stad Mjo = Mj,.

Zalozmy, ze I\\/JI (My, Ms,...) i N = (Ny, Ng, . ) sg réznymi pomiarami
takimi, ze Mj, # Nj,. Z powyzszego Mj, i Nj, sa projekcjami. Oczywiscie
%M + %N jest takze pomiarem optymalnym oraz %Mjo + %Njo jest projekcja.
Wtedy

1 1 1 I
§Mj0 + §Nj0 = <2Mj0 + 2Nj0> <~
2Mj0 + 2Nj0 = Mjo + Mjono + N M + Njo =
(Mjo - Njo)2 =0 MJO = NJm
co jest sprzeczne z zatozeniem. W konsekwencji Mj, jest wyznaczone jedno-
znacznie. ]
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Zal6zmy, ze dla dowolnego ¢ = 1,2, ... zachodzi

s(e) AV s(ef) =0 (6.1)

Twierdzenie 6.4. Istnieje jednoznacznie wyznaczony pomiar maksymalizu-
jacy funkcjonal r., ponadto jest to pomiar prosty o niezerowych wynikach.

Dowdéd. Niech Ml = (My, Ma, ...) bedzie pomiarem optymalnym. Z Twierdze-
nia 6.3 kazdy wynik M, jest jednoznacznie wyznaczong niezerowa projekcja.

Projekcje M; sa wzajemnie ortogonalne poniewaz M; + My + ... = 1. Za-
tem M = (Mj, Ms,...) jest jednoznacznie wyznaczonym pomiarem prostym
z niezerowymi wynikami. ]

Nie zakladajmy teraz zadnego warunku na nosniki funkcjonatow ¢f.
Lemat 6.5. Funkcjonat Lagrange’a jest dodatnim funkcjonatem wiernym.

Dowdd. Niech ¢ bedzie funkcjonalem Lagrange’a. Z Twierdzenia 4.2 wiemy,
ze p 2 ¢f, co daje dodatnios¢ . Zatozmy, ze funkcjonal Lagrange’a ¢ nie
jest wierny tzn. istnieje operator A > 0, A # 0, taki ze p(A) = 0. Wtedy
znowu zgodnie z Twierdzeniem 4.2, 0 = p(A) > p5(A) dla dowolnego j. Stad
©5(A) = 0 dla dowolnego j. Poniewaz {}} jest wierng rodzina funkcjonatow
dodatnich, to A = 0. Co daje sprzecznos¢. Czyli ¢ jest wierny. ]

Zatozmy, ze M = B(H). Nastepne twierdzenie pokazuje relacje pomiedzy
zakresami wynikéw pomiaru optymalnego a zakresami funkcjonatow ¢f.

Twierdzenie 6.6. Niech Ml = (M, My, ...) bedzie pomiarem maksymalizu-
jacym funkcjonat r.. Wtedy

dim R(M;) < dim R($5)
dla dowolnego 7 =1,2,....

Dowéd. Niech ¢ bedzie funkcjonalem Lagrange’a. Z Twierdzenia 4.2(ii) mamy

(6 —¢5)M; =0 (6.2)
dla dowolnego j = 1,2,.... Z Lematu 6.5 operator ¢ jest odwracalny. Zatem
z (6.2) dostajemy

M; = ¢~ g5 My,
co daje, dim R(M;) < dim R(¢5). O

Rozwazmy dalej przypadek petnej algebry. Przyjmijmy za funkcje straty
L(i, j) = 1 — 0;j oraz za ciag c ciag ¢; = 1. Wtedy ¢§ = m;p;, a funkcjonat r,
to prawdopodobienstwo detekcji. Kazdy stan p; ma postac

mzim@@«
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Zalozmy, ze wektory {ff } rozpinaja cala przestrzen Hilberta H. Warunek
(6.1) w tym przypadku mozna zapisaé jako

¢ ¢ Lin{&m :m # j}.

Nazwijmy ten warunek mocng liniowa niezaleznoscia stanoéw py, po, . ... Twier-
dzenie 6.4 mozna wtedy zapisa¢ w postaci:

Twierdzenie 6.7. Niech stany p1, p2, - . . bedg mocno liniowo niezalezne. Wte-
dy istnieje jednoznacznie wyznaczony pomiar maksymalizujgcy prawdopodo-
bienstwo detekcji, ponadto jest to pomiar prosty o niezerowych wynikach.

Powyzsze twierdzenie jest glownym wynikiem pracy [31, Theorem 3]; do-
ktadniej, w cytowanej pracy warunek mocnej liniowej niezaleznosci stanow
jest mocniejszy & & Lin{&™ : m # j An # i}. Dla skonczenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta twierdzenie to udowodnita Eldar w pracy [6, Theorem
1]. Analogiczne twierdzenie dla stanéw czystych w nieskoriczenie wymiarowe;
przestrzeni Hilberta udowodnit Luczak w pracy [16, Theorem 5], a w skon-
czenie wymiarowej przestrzeni Hilberta Kennedy w pracach [14, 15].
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7 Oszacowania

7.1 Oszacowanie typu Qiu

Nieréwnosé Qiu jest gtéwnym wynikiem pracy [23, Theorem 1], podana jest
ona we Wniosku 7.1. W cytowanej pracy jest ona udowodniona dla 9t =
B(C?). W nastepnym twierdzeniu uogélnimy ja na przypadek minimalizacji
ryzyka bayesowskiego z dowolna funkcja straty oraz dowolnej algebry 9t. Do-
wod bedzie przeprowadzony inna metoda niz w pracy [23].

Dana jest skoniczona liczba standow pi, pa, ..., p,. Niech ¢ = (¢;) bedzie
dowolnym ciaggiem, takim ze L(i,7) < ¢; dla dowolnych ¢, j.

Z |’ ) 7 ‘(1)
] < ? J

<i<j<n

n 1 n
minr(M, 7) > Y me; — = (Z @ (1) —
M i=1 2 i=1

Dowdd. Zachodza réwnosci

n . n n—1 1 .
(M, ) = g 3 E ) = g 355 ()| =

i=1 i=1j=1

1
max

ax —— 3 (@f(Mi) + (M)

1<i<j<n
Wezmy dowolny pomiar Ml = (My, Ms, ..., M,). Wtedy zachodzi nieréwnosé
o5 (M) + (M) < @f (M;) + 5(1 — M),

stad

Pi(M) +@5(M)) < | max (05 (N1) + @5(Na)] |
gdzie N = (Ny, Ns) jest dowolnym pomiarem. Z powyzszej nieréwnosci i do-
wolnosci pomiaru M otrzymujemy nieréwnosé

1 (& C
max—— Y (M) + (M) <
n—=1i<i<i<n
! max (gpg(Nl) + SOC'(NQ)) :
n— 1 Ten N=(NiNz) M !
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Mamy dalej

1
n—1

> max  (@5(N) + @5(N2)) =

1<i<j<n N=(V1,V2)

S (i‘m—Nn]gnN (%(N1)+¢j(Nz)))

n—1 1<i<j<n \k=1 =(N1,N2)

Tak samo jak wzor (5.3) otrzymujemy wzor

min_ (M) + @ (V2)) = = (@i(1) + @5(1) — i — 3](1).

N=(N1,No) 2
stad
oy (s i (i) + 5(Na))
TpCp —  1Min i ; =
n_11<i<j<n k=1 w N=(N1,N2) P LA
1
1 > muek — 5 (i) + (1) = i = 931(1)) ) =
n—=1y<<i<n \k=1
1
VA @i (1) + @5(1) + i — @;[(1)) =
2(n—1) 1<%<n( J R )
1(a 1
g [P+ — > lei—eil() ).
i=1 n—1i<<i<n
L]
Whniosek 7.2.
PoM) <= (14 —— 3 |mpi— 05| (1)
ml\?fx D( ) ) 5 + n_1 e TP — T30 (
Dowdéd. W Twierdzeniu 7.1 wystarczy przyja¢ ¢ = (1,1,...,1). ]

7.2 Oszacowanie entropijne

W pracy [13] autorzy wykorzystuja entropie stanu do oszacowania prawdopo-
dobienstwa detekcji. Dla pelnej algebry, skonczenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta i skonczonej liczby stanéw otrzymuja nieréwnosé (7.9). Uogdlnimy
ten rezultat na przypadek ryzyka bayesowskiego korzystajac z idei dowodu
[5, Lemma 2]. Otrzymamy takze warunki na zachodzenie réwnosci w naszej
nieréwnosci. Bedziemy korzysta¢ z dwoch definicji entropii: Arakiegi i Segala.
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Za pomocg entropii Arakiego

Przy kolejnych oszacowaniach potrzebne nam bedg pewne wiadomosci o entro-
pii funkcjonatéw dodatnich, ktére zamiescimy bez dowodéw. Oznaczmy przez
S(¢p, 1) relatywna entropie Arakiego dla dodatnich normalnych funcjonatéw
¢ 11 na algebrze von Neumanna 9 (patrz [1, 2]) tzn.

(6.0) = —(®[log Ayp®) jezeli s(¢) > s(¢)
’ 400 w przeciwnym przypadku ’

gdzie ® jest wektorem z naturalnego dodatniego stozka odpowiadajacym funk-
cjonalowi ¢, Ay4 to relatywny operator modularny funkcjonatow 1 i ¢ oraz
s(1), s(¢) to nosniki funkcjonatéw 1, ¢. Araki w pracach [1, 2] entropie re-
latywna oznacza przez S(i, ¢), ale w nowszych ksiazkach [21], [18] uzywane
jest oznaczenie S(¢, 1), my tez bedziemy takiego uzywac.

Twierdzenie 7.3. 1. S(¢,v) przyjmuje warto$é skonczong lub +oc.
2. (Nieréwnosé Kleina) Jezeli ¢(1) = (1) > 0, to S(p,v) >0

3. Dla A\, Ay > 0 zachodzi rownosc
S(Mg, Aatp) = MS(9,9) — Mo(1)(log A2 — log Ay).

4. Niech 1)y 119 bedg dodatnimi normalnymi funkcjonatami na algebrze DN.
Jezeli 1y = g, to S(p, 1) < S(¢,12).

Podpunkt 1, to [2, Lemma 3.2], podpunkty 2-4 znajdziemy w [2, Theorem
3.6].

Twierdzenie 7.4 (Tozsamos$é¢ Donalda). Niech 1) i ¢1, ¢o, .. ., ¢n bedg dodat-
nimi normalnymi funkcjonatami. Wtedy zachodzi rowno$é

S(6,0)+ - S(61,6) = 3. 561, ),

gdzie ¢ =5, .

To twierdzenie mozna znalezé w [21, Proposition 5.22].
Niech ¢ = (¢;) bedzie dowolnym ciagiem, takim ze L(i, j) < ¢; dla dowolnych
1, 7. Dla skonczonej liczby stanéw zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.5. Zachodzi oszacowanie

mMiInr(M,W chz _ 9a (XL Sl ““log“‘), (7.1)

gdzie ¢ =30 @, ac = > mi(c; — L(i, j)).
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Dowdd. Niech ¢’ bedzie funkcjonatem Lagrange’a. Z tozsamosci Donalda (Twier-
dzenie 7.4) mamy

S(e,¢") + is(%wc) = XnZS(wf,so’)- (7.2)

i=1 1=1

Poniewaz ¢’ > ¢¢ to z Twierdzenia 7.3.4 mamy

S(ef,¢") < S(pf, ¢f) = 0. (7.3)

Zatem stosujac nierownos¢ (7.3) do réwnsci (7.2) dostajemy

n

S ¢') + 22945, 9°) <0, (7.4)
i=1
co daje nam

S5, %) < =S(p°, ). (7.5)

=1

7 Twierdzenia 7.3.3 mamy

¢ TN ) e ¢
- c 1 — Uc — - .

S(e%.¢) =S [0S d ) —as (255 ) - 00
ac(log ' (1) — log ac). (7.7)

Z nieréwnoéci Kleina (Twierdzenie 7.3.2) mamy S (ﬁ:, @,ﬁ)) > 0 co razem z
(7.5)1 (7.6, 7.7) daje nam

n
> S(#5,¢°) < ac(log ¢'(1) — logac)
=1
Po przeksztatceniach otrzymujemy nieréwnosé
1 = C C /
— [ 2 8(¢,¢°) —aclogac | <log¢'(1).
¢ \i=1

Co daje nam

1 n
log mNiﬂnrc(M,w) > — (Z S(¢5, ¢°) — aclog ac) :

¢ \i=1
Ostatecznie
ml\/lﬂn’]" M ’]T ZW’LCZ — 2ac Z:L:l S((pf,(pc)—ac logac)'
[]
Whniosek 7.6.
max Pp(M) > 22 S(men i mies) — 932 mis (o35, mips)—H(x)
M
gdzie H(m) = — X1 m; log m; jest entropig Shannona ciggu ™ = (w1, T, ..., Tp).
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Za pomocg entropii Segala

Zatézmy teraz, ze M jest algebrag von Neumanna z normalnym, skonczonym,
wiernym, unormowanym sladem 7. Niech p bedzie normalnym funkcjonatem
na algebrze M. Oznaczmy przez p jego macierz gestosci wzgledem §sladu 7
nalezaca do L'(9M, 7). W nastepnym oszacowaniu bedziemy wykorzystywaé
entropie Segala. Przypomnijmy jej definicje.

Definicja 7.7 (Entropia Segala). Entropie Segala dodatniego mormalnego
funkcjonatu p na algebrze M oznaczamy przez H(p) i definiujemy jako

H(p) = 7(plog ).

Uwaga

W przypadku pelnej algebry entropie von Neumanna definiuje sie jako
—tr(plog p) i jest ona dodatnia. W naszym przypadku aby entropia Segala
byta dodatnia definiujemy ja bez minusa.

Wiecej informacji o entropii Segala mozna znalezé w [22]. Beda nam po-
trzebne pewne wiadomosci zwigzane z entropig Segala.

Twierdzenie 7.8 (Nieréwnosé Kleina). Niech A,B € M, A, B > 0,7(A) =
7(B) = 1 oraz supp A < supp B, gdzie supp A, supp B to nosniki operatorow
A, B. Wtedy
7(Alog B) > 17(Alog B).
T

W przypadku M = B(C?) réwnosé 7(Alog A) = 7(Alog B) zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy A = B.

Nier6wnosé Kleina mozna znalezé w [30, Theorem 1], a twierdzenie o réw-

nosci w [18, Theorem 2.1.2 (i)].
Twierdzenie 7.9. Niech A, B € M oraz 0 < A < B. Wtedy
T7(Alog B — Alog A) > 0.

Rowno$é w powyziszej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy AB =

BA = A2
Powyzsze twierdzenie mozna znalezé w [22, Proposition 1].

Twierdzenie 7.10. Niech A, B € M oraz 0 < A < B. Wtedy Alog B € 9.
Dowaéd. 7 relacji 0 < A < B mamy
0 < (log B)A(log B) < (log B)B(log B) = B(log B)?,
zatem (log B)A(log B) jest ograniczony i nalezy do 9. Ponadto
(log B)A(log B) = (A% log B)*(A% log B),

stad Az log B jest ograniczony i nalezy do 9t czyli A log B tez jest ograniczony
i nalezy do 9. [
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W dalszym ciggu bedziemy rozwazaé tylko funkcje straty spetniajace zato-
zenia powyzszego Twierdzenia 3.1. Niech ¢ = (¢;) bedzie dowolnym ciagiem,
takim ze L(i,j) < ¢; dla dowolnych i, j oraz >.3°; mc; < 0.

Twierdzenie 7.11. Zaloimy, Ze szereq > mi(c; — L(3, 7)) pil|oo jest zbieziny
i przyjmigmy oznaczenie a. = >;; mi(c; — L(i, j)). Zachodzi oszacowanie

mMiIn r(M,m) <> mie; — 9ae (2 H(eh)) =H (5 (7)), (7.8)

Dowdd. Zauwazmy, ze zbieznod¢ szeregu Y;; mi(c; — L(4, j))||pillo implikuje
g?){, @5, ... € M, > ¢F € M oraz zbieznod¢ szeregu >;; mi(c; — L(4, j)). Niech
¢' bedzie funkcjonatem Lagrange’a. Z Twierdzenia 4.2(iii)

= YoM

gdzie Ml = (M;) jest pomiarem optymalnym. Szereg >=;; m;(c; — L(%, j))|| fill s
jest zbiezny stad szereg >°; @ZM spetnia warunek Cauchy’ego w normie || - || .
Poniewaz ¢fM; € M to ¢ € M. Zauwazmy, ze a. = T(X;¢5) 1 operator
oS log @' jest ograniczony poniweaz ¢’ > ¢f (Twierdzenie 7.10). Operator
(3 %) log ¢’ jest granica punktowa ciagu operatoréw (X1, ¢¢)log @', wiec
jest ograniczony. Z drugiej strony (7.9)

(7 log ¢') > 7(4f log ).
Zatem mamy zbieznos$¢ szeregdw >; 7(¢5 log @) 1
S r(@(log ¢ — log &) > 0.
Rozwazmy dwa przypadki.
Szereg >, T(pS(log @ — log ¢f)) jest rozbiezny

> (3 (log @' — log #%)) = ox.
1
Wtedy >; 7(¢§log @f) = —oo i nieréwnosé¢ (7.8) jest prawdziwa poniewaz
przyjmuje postac
liInr (M, ) chl

Szereg >°; T(@¢(log @' —log %)) jest zblezny, zatem Y; 7(¢5(log @' — log ¢f))
jest zbiezny. Korzystajac z powyzszych rezultatow, otrzymujemy oszacowanie

1
log nﬁxrc(M,w) > log7(p) — — > 7(g5(log ¢' —log ¢f)) =
a

c g

ENTNERE TN

+— Z (5 log &5).
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Z nieréwnoéci Kleina (Twierdzenie 7.8) mamy

. (A€ . (A (A€ »
- (Zm 10g2m> S, <Zzs02 log i ) |
dc 7(¢)

Qe Qe
ZZ 907, 1 ZZ 901

Qc

stad

>
log max re(M, ) (

) +— Z 7($7 log &7).
Ostatecznie otrzymujemy nieréwnoscé

T(X:ai,c¢i 1ogz )+acz (@5 log %)

ac

liInr (M, ) Z TiCi —

]

Whniosek 7.12. Zalézmy, Ze szereg >.:2, mi||pilloe jest zbieiny. Witedy dla
prawdopodobienstwa detekcyi zachodzi nieréwnosc

max PD(M) > 2221 i log ”i_H(Zzl Wipi)"‘ZZl ﬂ'iH(pi)‘ (79)
M

Dowdéd. W Twierdzeniu 7.13 rozwazmy konkretna funkcje straty postaci L(i, j) =

1—9;;and ¢ = (1,1,...). Wtedy mamy r.(M,n) = >; mip;(M;). Jest to praw-
dopodobienstwo detekcji. Z nieréwnosci (7.8) otrzymujemy

max Pp(M) > 92 H(mipi)—H (Y, mipi)
M
Mamy

Z H(mipi) =Y m(mipilogmip;) = [miT(pilog p;) + m; log mi].

i i
Zachodzi nier6wnos¢ 7(p; log p;) > 0. Z drugiej strony z nieréwnosci logx <

r — 1 otrzymujemy

. ) [[6illoc . .
r(pilogpi) = [ Mog Ar(Ei(dN) < log il < [Ipillnc — 1

Zatem 0 < m;7(p;log pi) < mil|pilloo — i Z zatozenia szereg > (7| pilloc — i)
jest zbieZny, st@d szereg >_; m;T(p; log p;) jest takze zbiezny. W konsekwencji
mamy

> [mit(pilog pi) + milogm;) = Zﬂﬂ'(pi log p;) + Zm log ;

1

oraz

> H(mip;) Zmpz +> mH(p;) + Y mlogm — H (Zﬂ'z’pi) -
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Zalozmy, ze 9 = B(C?). Kazdy operator goz ma rozklad spektralny ¢f =
>INl (v J|. Okreslmy zbior E = {v! : j = ydyi = 1,2,...,n}.
Zalozmy, ze Lin E = C? i E # AU B gdzie A, B 7& @ oraz VyeAVypen v J_ w,
innymi stowy, F nie da si¢ podzieli¢ na sume zbioréw wzajemnie ortogonal-
nych.

Twierdzenie 7.13. W nierdwnosci (7.8) zachodzi réwnosé wtedy i tylko wte-
dy, gdy @5 = abP;,v = 1,2,...,n gdzie a jest pewng liczbg dodatniq, P; jest
projekcjq oraz 32 Pp = 1.

Dowad. " =": Zatézmy, ze zachodzi réwnosé w nieréwnosci (7.8), wtedy
> 7(¢i(log ¢’ —log ¥f)) = 0.
i
Zatem z (7.9) mamy
§'o5 = gi’ = (¢5)”.

Poniewaz ¢/¢f = @¢¢’, to wszystkie wektory wlasne ze zbioru F sa wektorami
wlasnymi operatora ¢'. Z zalozenia o zbiorze E wynika, ze operator ¢’ posiada
tylko jedng wart$¢é wtasng. Oznaczmy ja przez a. Z Lematu 6.5 Operator ¢/
jest odwracalny, zatem jest réwny al. Z réwnosci ¢¢" = (¢¢)? otrzymujemy,
ze ap§ = (§5)?, wiec wszystkie wartosci whasne operatora ¢ sa réwne a. Stad

©; = aP; dla pewnej projekcji  P;.

Musi takze zachodzi¢ réwnos¢ w nieréwnosci Kleina (Twierdzenie 7.8)

¢ ¢ ¢ 5
- (EM log Em) _ <Zm log 7. ) |
Qe Qe o T(P)

zatem = ,)gb’ = 1 -3 45 To daje warunek ¥; P, = = e,
" & Niech M (Ml, My, ..., M,), M; = a—cPZ-. Mamy

YoM=Y P—aﬂ aP; = %,

zatem z Twieedzenia 3.4 (iii) M jest pomiarem optymalnym i max re(M,m) =

7(al) = a. Z drugiej strony

) o[ 5) - ) -

Z (P;log(aP;)) Z P))loga = loga,

stad max 7.(M, ) = e (X H(#)—H (5 (X, #)) O
M

Dla prawdopodobienstwa detekcji otrzymujemy wniosek.
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Whniosek 7.14. W nierdwnosci (7.9) zachodzi réuwnosé wtedy i tylko wtedy,
gdy pi = m%PZ-,z' = 1,2,...,n gdzie m; = 7(F;), P; jest projekcjq, >; P =
ml,m = 3;m; oraz m; = "t

Dowdéd. 7 Twierdzenia 7.13 mamy, ze m;p; = aP; dla pewnego a > 0 i projekcji
P;. Zatem m; = am; i a = % W konsekwencji m; = " oraz 3, P, =m1. [

7.3 Nieréwnosci Holewy—Curlandera

Kolejna nieréwnos$¢ (7.13) w przypadku B(H) dla skonczenie wymiarowej
przestrzeni Hilebrta i skonczonej liczby stanow zostata udowodniona po raz
pierwszy w pelnej ogélnosci w pracy [29, Theorem 9]. Udowodnimy ja inng
metoda przy ogolniejszych zalozeniach, nasza metoda pozwoli takze na uzy-
skanie warunku na zachodzenie réwnosci.

Zatézmy, ze M jest algebra z normalnym, poétskonczonym, wiernym sladem
7. Niech p bedzie normalnym funkcjonatem na algebrze 9. Oznaczmy przez p
jego macierz gestosci wzgledem $ladu 7 nalezaca do L(90, 7). Dalej bedziemy
zajmowacl sie maksymalizacja prawdopodobienstwa detekcji.

Nl

W dalszych rozwazaniach wazng role bedzie odgrywat operator ( %, w2 /3?) .
Pokazemy, ze jego $lad jest skonczony.

Lemat 7.15. Szereg
>0
i=1

jest zbiezny wedtug miary a operator
1
w §
(Z w?ﬁ?)
i=1

Dowdéd. Rozwazmy algebre M & B(K), gdzie K jest osrodkowa przestrzenia
Hilberta z baza ortonormalng (&;). Niech e;; = [&;)(§;]. Oczywiscie m;p; ® ;1 €
LY, 7) ® LY(B(K), tr). Poniewaz zachodzi relacja

nalezy do przestrzeni L'(OM, 7).

L'Om, 7) ® LY(B(K), tr) = 9, & B(K). 2 (M @ B(K)). =
LM ® B(K), T ® tr),

gdzie réwnos¢ (A) mamy z [25, IV Definition 5.1(1)], to takze m;p; ® e;1 €
L' @ B(K), T ® tr). Mamy dalej

* “ 1 R
1T ® ein| = ((Wiﬁz' ® ei1) (Wipz' ®ei1))? =mipi @ e
czyli

|mipi @ einl|r = || [mips @ el |1 = ||mips @ enn]|1 = 7 @ tr (mips @ e1) = ;.
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Stad Y20, ||mipi®ei | = 52 m = 1. Zatem szereg Y50 m;p; ®e;1 jest zbiezny
w normie || - ||; oraz operator

o0
=) mipi @ e
i=1
nalezy do przestrzeni L'(9 @ B(K), 7®tr). Zbiezno$é w normie ||-||; implikuje

zbiezno$¢ wedtug miary wiec szereg 72, m;p; ® e;1 jest takze zbiezny wediug
miary. Mamy

i=1 j=1

r'r = (Z Tipi @ €1¢> (Z Tip; @ €j1) =

n m
A, A, (z-:f”)" ® eu) (Z mifg @ ejl) >

=1

zatem szereg Y00, w2p? jest zbiezny wedtug miary.
Wiemy, ze 7 ® tr(|z|) < co. Z drugiej strony

Jim lim 373 (mipi @ ex) (mip; ® ejn) = Y 7w i @ ean,
; i=1
o0 o0
rotr(lz)) =T@tr | | D76 ® e =7r@tr| | 7p;
i=1 i=1

i=1j=1
® 611) =
1
00 2
: ((z it ) |
=1

W konsekwencji 7 <(Zfﬁl Wfﬁ?y) < 0. N

NI
D=

1
7 Lematu 7.15 wiemy, ze $lad operatora (Z;’il W?ﬁ?) * jest skoriczony. W na-
stepnym twierdzeniu pokazemy, ze przy pewnych zalozeniach jest on mniejszy
badz réwny jeden.

Lemat 7.16. Zalozmy, ze M jest algebrg z normalnym, skonczonym, unor-
mowanym, wiernym $ladem T, dana jest nieskonczona liczba stanow, takich
ze p; € M. Wiedy zachodzi nieréuwnosé

T ((i W?ﬁ?) ) < L

Dowdéd. Dla dowolnego € > 01 S,, = X", 7257 mamy

T <<Sn + 51)5) =7 ((Sn + 5]1)_i (Sp +¢e1) (S, + 51)—1) _

S ((Sat eyt (w22 + S1) Sy +em) ) =

1
(w?ﬁ? + 51)2) .
n

[l

(NI

Sr ((w?ﬁf + ;1)2 (Sp +c1)”
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7, operatorowej monotonicznosci funkeji pierwiastek mamy
£ \2 1
~ 2 1
(wfp? + nll) < (Sp+el)?.

Nastepnie z [24, Corollary 10.12] mamy

[SIE

_1 o €\~
(Su+e1) 7 < (m2f+ 1) 7
co daje nier6wnos¢
1
2

1 1
. £ \2 1 ) € ) € \2
(w§p§+nﬂ>2 (Sp +e1) 2 (w§p§+nﬂ> < (w§p§+n1)2.

Korzystajac z powyzszych nierownosci otrzymujemy

& 0 E_\Z _1 £ \2
Sor((mpt+21) (Suten)F (2 +o1)7 | <
i=1 n n

W konsekwencji

F(Serent) <337 ((w?ﬁ? ' ;ﬂ)%) | 710)

i=1
Poniewaz
Sp+el — S, wnormie ||| przy &—0
5
oraz mp;+—1 — 7mp? wnormie ||l przy e —0

n

to
1
(Sn +5]1)% — Si wnormie ||-|lec przy —0
2,2 | € 2 A :
oraz <7Ti p; + nﬂ) — m;p; wnormie | -|lcc przy e — 0.

Zatem przechodzac z ¢ — 0 w nieréwnosci (7.10) otrzymujemy nier6wnosé
1 n
T (Sﬁ) <> T (7.11)
i=1
7 Lematu 7.15 wiemy, ze Y0, n2p7 — Y00, m2p? wedlug miary. Zatem z
1 1

20, Theorem 2.1] (Z?zl W?ﬁ?)i — (Z;ﬁl wfﬁ?y wedtug miary. Dodatkowo
z monotonicznodci funkeji pierwiastek dla operatoréw nieograniczonych [24,
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ne sg wiec zatozenia twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej |7, Theorem
3.5(i1)]. Przechodzac z n — oo w nieréwnosci (7.11) otrzymujemy nieréwnosé

T ((iﬂ?ﬁ?)) <1 (7.12)

]

1 1
Proposition 10.14] mamy nieréwno$é (Z?ZI 71'%[3%)2 < (Z;ﬁl Wf,@l?Q Spelnio-

NI

1
We Wniosku 8.4 pokazemy, ze nieréwnos$¢ 7 ((Zioil Wfﬁ,?y) < 1 zacho-

dzi takze w przypadku 9% = B(H) oraz nieskonczonej liczby mocno liniowo
niezaleznych stanow czystych.

Do nastepnego twierdzenia beda nam potrzebne pewne zatozenia. Rozwaz-
my trzy przypadki:

(i) dana jest skonczona liczba stanéw,

(ii) 90 jest algebra z normalnym, skoniczonym, unormowanym, wiernym $la-
dem 7 oraz dana jest nieskoriczona liczba standw,

(iii) dana jest nieskonczona liczba standw, takich ze p; € 9 oraz

>_millpilloo < oo
i

Twierdzenie 7.17. Zalézimy, ze spelniony jest warunek (i) lub (ii) lub (iii).
Zachodzi wtedy oszacowanie

NI

max Pp (M) < ((Zﬁ@?)). (7.13)

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p; majq ortogonalne nosnikz.

Dowdd. Niech ¢ bedzie funkcjonatem Lagrange’a oraz M pomiarem optymal-
nym. Z Twierdzenia 4.4(ii) mamy réwnoscé

(¢ — mipi) M; = 0.

Z nierownosci Schwarza otrzymujemy

(2 — mps) ME)(A)|
[(p — mipr) (M;))2 (9 — mipi) (A* A)]

1
dla dowolnego A € M. Zatem (¢ — m;ip;)M? = 0. A stad
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Zatem ) )
OM? = mip; M7,

co daje
PpM;p = 7 pi Mifs.

Sumujac obie strony nieréwnosci po ¢ dostajemy
P° = mipiMip,
i

gdzie w przypadku:
(i) nie ma probleméw ze zbieznoscia poniewaz suma jest skonczona,

(i) szereg jest zbiezny wedtug miary. Istotnie, mamy > ; M; /' 1 w normie

|- oo czyli
n n n
L= (1) = lim 7(30 M) = Jim 3" 7(M) = lim 3 Ml
i=1 i=1 i=1
wiec szereg Y1 M; jest zbiezny w normie || - ||1. W szczegdlnosci

> M; /1 wedlug miary,
i=1

czyli ¢ (X0, M;) ¢ — $? wedtug miary,
(iii) szereg jest zbiezny w normie || - ||oo. Istotnie, z Twierdzenia 4.4(iii)
@ =Y mipM;.
i
Poniewaz 3; m;||pi Moo < 35 il pillco < 00 to ¢ € M. Poniewaz ¢ jest
operatorem ograniczonym to ¢ (X7, M;) ¢ — ¢? w normie || - ||oo.

Zatem X
3
¢ = (Z W?ﬁiMi,ai) : (7.14)

Z monotonicznosci funkcji pierwiastek dla operatoréw nieograniczonych [24,
Proposition 10.14] otrzymujemy

< (Z wfﬁf) : (7.15)

Nl
NI

¢ = (Z W?ﬁiMiﬁi)
7

gdzie z Lematu 7.15 operator po prawej stronie nierownosci jest z przestrzeni
LY (9N, 7). Z powyzszego i Twierdzenia 4.4(4.2) dostajemy nieréwnosé

D=

M

max Pp(M) < 7 (Z Wfﬁf)
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Zatozmy, ze zachodzi rownosc, wtedy

T(p) = mN%XPD(M) =T ((Z Wfﬁ?) ) .

A stad

7 (7.14) i (7.15)

1 1
2 2
(Z wfﬁ?) = (Z_ w?mMmi) .
2 2

ZT" Zﬂ' pi M p;.

Zatem

Stad
Zﬂ' pi(1 — M;)p; = 0,

co daje p;(1—M;)p; = 0. Czyli p;(1—M,;)s(p;) = 0, gdzie s(p;) to nosnik stanu
pi. Przyktadajac do ostatniej rownosci slad dostajemy 7(p;(1 — M;)) = 0 a
stad p;(M;) = 1. Zatem max Pp(M) = 1, co jest mozliwe jedynie, gdy p; maja
ortogonalne nosniki.

Zalozmy, ze p; maja ortogonalne nosniki. Wtedy oczywiscie max Pp(M) =1

oraz T ((ZZ W?ﬁ?);> =T <Zi (Wfﬁ?f) =73, mpi) = 1. u

W przypadku B(H) dla skoficzenie wymiarowej przestrzeni Hilebrta i skon-
czonej liczby stan6w mamy dodatkowo kolejng nieréwnosé (7.16). Zostata ona
udowodniona po raz pierwszy w pelnej ogdlnosci w pracy [29, Theorem 10].
Inny dowdéd mozna znalezé w pracy [28, Theorem 15]. Zamieszczamy klarow-
niejszg wersje dowodu nierownosci opartg na cytowanej pracy.

. (mﬁ%)
=1

gdzie M@V = (A~2m2p2A~2), A = S w2p2.

Twierdzenie 7.18.
2

| <eomeem, 10

D=

Dowdd. 7 nieréwnosci Schwarza wynika nieréwnosé p(A) < [p(AA*)]z dla
dowolnego stanu p i dowolnego elementu A z algebry. Korzystajac z tej nie-
rownosci mamy

1 - 941 ” - o 103
trAz = S tr(nZpiAT2) = mipi(A mpl Zm( 27??,0? 2)> .

=1 i=1 =1
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7 nieréwnosci Jensena dla funkcji pierwiatek mamy
1
3

S (pi(a i h)) < (z m-,oxA—%wfﬁ%A—%)) = yPp(MeW).
i=1 i=1

]

Dla B(H), skonczenie wymiarowe]j przestrzeni Hilebrta i skonczonej liczby
stanow z Twierdzen 7.17 i 7.18 dostajemy wniosek.

Whniosek 7.19.

(tr (z W?ﬁ?)
=1

2

) < Pp(MO") < mﬁXPD(M) < tr ((Z wfﬁf) ) _
i=1

NI
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8 Wazony pomiar Bielawkina i
jego asymptotyka

Zal6zmy teraz, ze M = B(H) oraz, ze stany p1, pa, ... sa czyste czyli

pi = [s) (il

gdzie ; € H, ||| =1 dlai=1,2,.... W dalszym ciggu bedziemy zajmowac
sie maksymalizacja prawdopodobienstwa detekcji i minimalizacjg prawdopo-
dobienstwa btedu. Zatézmy takze, ze

Lin{t; :i=1,2,.. }=H.

Zatozenie to jest naturalne, bo mozna sie ograniczy¢ do przestrzeni rozpiete]
na wektorach ;. Nastepne twierdzenie jest uogélnieniem [4, Theorem 5] na
wymiar nieskonczony.

Twierdzenie 8.1. Niech M bedzie pomiarem optymalnym dla prawdopodo-
bienstwa detekcji. Wtedy M; = |&)(&| dla pewnych & € H oraz

M; = A" 2oy (W] A2,
gdzie N = Y w;|y) (W] i w; = 72 (] &)

Dowdd. 7 Twierdzenia 6.6 wyniki pomiaru optymalnego M sa postaci M; =
&) (&| dla pewnych & € H. Niech ¢ bedzie funkcjonatem Lagrange’a. Wtedy
z Twierdzenia 4.4(ii) mamy

(¢ —mipi) = 0.
Zatem
@i = (Yil&) i
Co daje nam
pIE) (Eild = 1 (Wl€a)]|wi) (il (8.1)
Z warunku Y; [£)(&;| = 1 dostajemy

¢* = Zﬁ|<¢i|€i>||¢z’><¢z‘|-

Z Lematu 6.5 wiemy, ze operator ¢ jest dodatni i odwracalny, zatem

N[

b = (zwﬂwi\@w»wio
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Korzystajac z (8.1), dostajemy
) (&l = ¢ wils) (il ™,

gdzie w; = 77| (&) L

Zatézmy, ze stany pi, p2, ... sa mocno liniowo niezalezne.

Definicja 8.2. Wazonym pierwiastkowym pomiarem Bielawkina (w skrécie
pomiarem Bielawkina) nazywamy pomiar M postaci

M; = Ai%wi|¢i><¢i|/\i%7
gdzie N = Y, wil) (Wi], w; > 0 oraz ¥ w; < 0.

Niech A, w; beda takie jak w powyzszej definicji i ¥; bedzie niezerowym
wektorem, takim ze v¢; L 1; dla dowolnych j # ¢. Operator A jest ograni-
czony, dodatni i odwracalny. Mamy Av; = w;(1;|1;)1;, zatem 1; € D(A’%).

Oczywiscie tez R(A) = H. Zauwazmy, ze

(A2 A7) = (A1) = (Wil ) = 0,

1
wj{51;)
zatem M jest pomiarem prostym.

Prawdopodobienstwo detekeji dla pomiaru Bielawkina M = (|&;)(&;]) wy-

Pp(([€:) (&) = 2o ml(wiléi) .

W dalszej czesci chcemy poda¢ pewne przyblizenia dla tego prawdopodobien-
stwa. Zdefiniujmy operator T' na bazie (&;) wzorem
T

VWi

i rozszerzmy go na calg przestrzen Lin{; : i = 1,2,...}. T moze by¢ nieogra-
niczony, ale zachodzi

TE =

&

ASTE = — N2 = .

VWi

Niech A = Y, m|¢)(&i]. Szereg ten jest zbiezny w normach || - |loo 1 || - |1,
bo |||wi) (&illle = 11 |||0i)(&illl1 < 1, zatem A jest §ladowy. Z drugiej strony
AT C A, stad AzT takze jest sladowy.

Twierdzenie 8.3. Niech m = inf; |(¢;|&)|. Zachodzi nastepujgce oszacowanie

(AR )" < Bo((16)(&1) < (1 + m)tAdT —m < Al
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2 ¢

Dowdd. Korzysatjac z nieréwnosci ° < (1 +m)z —m dla z € [m, 1], mamy

Po((6HED) = X w6 < X ml(1 +m)lide)] - m] =
(1 +m) <W i) —m=<1+m>;<m|j;_i&>—m:

> <A§§i|T£i> —m = (1+m)trA:T — m.

7

Z drugiej strony z nieréwnosci Schwarza dostajemy

2

Po((I6)6D) = X mltuile)* = (ZWF) (z<m<wi|@>|>2)>

(Z\/?’L\/W_l|<¢z|£z>|> = (Zﬂz|<¢z|€z>|) = (trA%T)Q.

Potozmy
i niech

I

Definiujemy wektor

= <1

& = mA\" 2
Dla dowolnego operatora unitarnego U, (U EZ) jest baza ortonormalng. Podob-
nie jak w dowodzie Twierdzenia 8.3 dostajemy oszacowanie

(Z <[~\—§§-|U§-> )2 <Pp (([U&)(U&]))

Wiemy, ze

< ;KTX‘%@U@ -

max Pp (M) = %:Wz‘|<1/%|m>|2

dla pewnej bazy ortonormalnej (7;). Poniewaz kazda baz¢ mozemy otrzymac
z bazy (Sz) przez operator unitarny, to mamy

mN%XIP’D(M) = mgxzi:m|(¢i|U§i>|2 = m[?XIP’D ((’U§> <U§~’Z

).

Zatem

(Alve)

(A1&Iwe)|.

2
< <
) max Pp(M

max (Z

i

42



Korzystajac z faktu, ze dla dowolnego operatora sladowego W i dowolnej bazy
ortonormalnej (&;) mamy

max 3 [(WE|UE)| = tr|W], (8.2)

U—unitarny p
otrzymujemy

Whniosek 8.4.

~1 2 1
(trA?) < mN%XIP’D(M) <trAz < 1.

Dowdd. Wystarczy pokazaé¢ nieréwnosé trAz < 1. Mamy
1 Flx > ~
trA? = 3 (A2G[&) = > mi(hiléi) < L.
]

7 powyzszego dowodu widac¢ takze, ze rOwnosé trAz = 1 zachodzi tylko
wtedy gdy ¢; = & a to jest mozliwe tylko dla wektoréw 1; wzajemnie orto-
gonalnych.

Zaloézmy, ze {wim} jest siecig standéw czystych taka, ze dla dowolnie usta-
lonego v stany wim,i =1,2,... 83 mocno liniowo niezalezne i

Lin{fy” :i=1,2,..}=H

oraz stany {1/11(7)} zbiegajg do pewnej bazy ortonormalnej. Mozna przypusz-
czaé, ze wtedy prawdopodobienstwo detekcji zbiega do 1, zatem prawdopo-
dobienstwo btedu zbiegaloby do 0 i interesujace jest badanie asymptotyki
dla tego prawdopodoienstwa. Problem ten byt rozwazany w pracach [10], [27]
dla wymiaru skonczonego. Sytuacja jest bardziej skomplikowana w nieskon-
czonym wymiarze, co pokazuje nastepny przyktad. Z Twierdzenia 8.3 mamy
oszacowanie

12
(trAé) < mlvaﬂng)(M),
dla stanow (1[)-(7)). Przyjmujemy takze oznaczenie ]P’g) (M) =1 — Pg) (M).

[

gdzie A, = ¥ 77 i Pg) (M) jest prawdopodobienstwem detekcji

Niech (wzh)) zbiegaja do bazy ortonormalnej (1;). W skonczonym wymiarze
mamy

A, — ZW?WO(%L

stad
NS — Zm|¢i><¢i|,

zatem

tI‘[N\% — tl"ZT('Z|¢1><’(/)Z| = 1.
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Zajmijmy sie teraz Wymlarem nleskonczonym Skonstruujemy rodzine pomia-

réw Bielawkina (M, ) (|§ >< ]) takich, ze
lin P (M) = 1.
Niech w; > 01 Y; w; < co. Zdefiniujmy
Ay =2 w; ¢(v)> <¢¢m
A= ;wz|¢z><¢z|

)

oraz 1
= Vihs )

Zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 8.5.
lim Po((167) (&) = 1.

Dowdd. 7 zatozenia zbl-m?@bi mamy
limA, = A w normie.
gl

Zatem

—
=

hm A3 =A? w normie.

Wektory fim maja norme jeden, wezmy podsie¢ {7’} taka, ze &;

dowolnego 7 € 'H mamy

(nlAzel” — A% 5z>

[

Az — Az

Y

DO

-0,

T ‘<A%77|5¢(7) - Ez’> N

@@wuﬁgmm

co pokazuje, ze

7, drugiej strony
1

\/_ v

5( v) _ ,7[)2(7)_;% W normie,
v

co daje

—AYE

=

W szcezegblnoscei & jest jedyng granicy sieci {@(7)} i wzér (8.4) daje

o SN

vt
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W konsekwencji
1= (i) = (¥il&),
zatem
& = i
Dodatkowo

(1P = 1= (w1 - (wilee) = (0 = wile) + (wiled - &),

zbieznos¢ w normie ¢§”szi razem ze stabg zbeznoscia 57;(7) — & daje nam
gl

liﬁgn <1/)Z(7)|§i(7)> =1 dla dowolnego i.

Wezmy dowolny € > 0 i wybierzmy m, takie ze

Z’/TZ' >1—c.
i=1
Otrzymujemy
™) 2
lim P ((J¢” =X (W) >
ZM <¢i7 |€i7 >‘ —’2772‘ >1—e,
i=1 Ti=1
co daje teze. ]
Whniosek 8.6.

: (7) _
hgnmNaHJXPD (M) = 1.

SGE

W dalszej czesci bedziemy rozwaza¢ pomiary Bielawkina (

(o) =1

Powyzszy warunek jest rownowazny warunkowi

i ()|

Przy nastepnych rozwazaniach bedziemy jednak potrzebowaé silniejszego za-
lozenia, naturalne bytoby zatozenie spetnienia powyzszego warunku jednostaj-
nie wzgledem 7, jednakze nie udato sie w tym przypadku uzyskaé¢ pozadanego
rezultatu. Zalézmy zatem, ze

takie ze

hmIP’D((|£ Zm

S llwf” =) = o.
J
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Niech 9" bedzie wektorem jednostkowym, takim ze 9" L zbjm, j # 1. Niech

(e (e

) bedzie pomiarem Bielawkina, takim ze

M _ ] DAz ()
§ w; Ay 2

Ay =2 ) @)

gdzie

Lemat 8.7. Zachodzi nieréwno$é <¢Z~(V)|§,§7)> > '<1ZZ(7)|1/11(7)>

Dowdéd. Niech A € B(H) bedzie operatorem dodatnim i odwracalnym. Wtedy

2
(Y| A7) > |<<§||jﬁ?> £ €M, € R(A). (8.5)
Istotnie, niech ¥ = A( wtedy
D2 2
(€lag) (wla'y) = | ate| |t > Ketwl®
Mamy
)
MM\ ) /oD A=3,,(00) ’ R
<¢i7 &7 > = \w;' <1/)i7 Ay ey > > <1Z§7)|A%@E(W)> >
Vi ’<‘Z§w|w§w>‘2 _ ’<¢<v>|¢<v>>
(18,5
gdzie pierwsza nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci (8.5) dla A = Aé,w =
e =90, -

Lemat 8.8. Cligg {inf ‘<wi(7)|§i(w>‘} zbiega do 1.

Dowéd. Chcemy pokazaé¢ inf ‘<¢§7)|§§7)>‘ — 1, wiec pokazemy, ze
)

jednostajnie wzgledem 7. Z Lematu 8.7 wystarczy pokazac, ze

(301607~

— 1 jednostajnie

1 jednostajnie wzgledem ¢. Najpierw pokazemy ‘<1ZZ(7)|wl>

wzgledem ¢. Wynika to z ponizszego

‘<1§§”|¢¢> S ; ‘<@”\¢j> 2 _q_ ; @Z@)’% B ¢§w>>’2 S
J#i j#i
1—2’%—%@)”2.

J
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7, réwnosci

(D) = (D) + (O - wi)
(7)

mamy, ze ’<w |§i(7)>’ — 1 jednostajnie wzgledem 1. O

2

Twierdzenie 8.9. Niech

T
T’ygi(w — f(’?’)

wz(’y) ¢

Witedy
Po((167)E)) ~ 1= (r A3T,)? ~ 2(1 — tr A3T).

Dowaod. Polézmy
m., = inf [ (17 [¢)].

Z Twierdzenia (8.3) mamy
b ) (D7) ;
(6rAdT ) < Po((eNHEMD) < (14 my)trAS Ty — s,

stad

1 1 2
(14ma) (1=t A3 ) > 1-Po((167) €7 ) = Po((Ig7)eM]) > 1-(teAdT; )

1 2
Dzielac powyzsze nieréwnosci przez 1 — <trA§Ty) , otrzymujemy nieréwnosci

Ltmy _ T4m,  _ Pe((l&7)E™)

X 1 X < 2 < 1
2 3 1
1+ trAST, 1— <trA%T7>

Z Lematu 8.8 mamy m.,, — 1. [

Kolejne twierdzenie i wniosek sa gtéwnymi rezultatami pracy [10] w przy-
padku skonczonej liczby stanow.

Twierdzenie 8.10. Niech
& =Y )@,

Witedy

min P (M) ~ 1~ (trA3)?2 ~ 2(1 - tr A).
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Dowéd. Niech (
dy

Z_(7)> <§(7)

max P IP’ Z e

) bedzie optymalnym pomiarem Bielawkina. Wte-
()

m,, = nf (" 1€7)]:

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 8.3 dostajemy

Potozmy

max PR (M) < (1+m,) ¥ ml () €7)] = m,.
Potozmy

&) = mhy . (8.6)
Poniewaz (£

G (EZ@)) sa bazami ortonormalnymi, to istnieja operatory uni-
tarne U, takie ze

52(7) — U,y gZ(’Y)
W konsekwencji mamy

Sl |—zm (W |U,E0) = 2l

Z | ?Y ‘U’Yg > trA?Y?

1 ~1
(—AEVIU,EY) =

gdzie ostatnia nier6wnos$¢ wynika z (8.2). Zatem otrzymujemy

max PR (M) < (1+ms) X ml (V1) = my < (14 m)tehs —m,

co daje
1
mR}InIP’g)(I\\/JI) > (14 m,)(1—trA3).
7 Wniosku 8.4 dostajemy tak jak w dowodzie T'wierdzenia 8.9
; H))(W) M
14+ m, < 1+mj < 11n E~(1 )
2 1+trAZ  1— (trA2)?

/

/
=

VAN

—

Z Lematu 8.8 mamy m.,, — 1. ]

Whniosek 8.11. Niech (|§ )( )|) bedzie pomiarem Bielawkina takim jak w
(8.6). Wtedy

Po((|€7)(E) ~ min Py (M).
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(v) _ 2
i =T, mamy

Ay =Y w7 = w2y @] = A,

Dowdéd. Przyjmujac w Twierdzeniu 8.9 w

oraz

~ T ~ ~
.6 = w0 &V =¢",
1

tzn. T, = 1. W konsekwencji, Twierdzenia 8.9 i 8.10 daja

Pe((E)EP)) ~ 1 - (tr A3)? ~ min P (M)
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