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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgr Anny Kimaczynskiej pt. “The differential operators in the bundle
of symmetric tensors on Riemannian manifolds.”

Autorka recenzowanej rozprawy podjela si¢ zadania polegajacego na zbadaniu
wlasnosci wybranych operatoréw rézniczkowych na wigzkach tensoréw symetrycznych n-
wymiarowej rozmaitoéci Riemanna. Gradient i dywergencja sa naturalnymi przyktadami
takich operatoréw. Ich definicje na wigzkach tensoréw symetrycznych sg analogiczne do
definicji podanych przez Rummlera w 1989 roku dla form rézniczkowych. Ponadto, istotnym
w przedstawionych rozwazaniach jest operator rozniczkowy, zdefiniowany jako symetryzacja
koneksji Leviego-Civity, nazywany pochodna symetryczng. Majac do dyspozycji pochodna
symetryczng i operator do niej dualny, mozna przez analogi¢ do klasycznej sytuacji
zdefiniowa¢ operator typu Laplace’a A°, dzialajagcy na wigzkach tensoréw symetrycznych.
Taki operator rozwazal Sampson juz w 1973 roku. Gléwnym obiektem badan jest jednak
operator drugiego rzedu postaci div grad , czyli ztozenie operatoréw gradientu i dywergencji.
Na uwage zastuguje fakt, ze podobnie jak w przypadku form rézniczkowych, roznica
operatordéw - div grad oraz A® jest operatorem rz¢du zero (tensorem) zalezacym od krzywizny.
Oznacza to, ze rowniez na wigzkach tensoréw symetrycznych mozna formutowa¢ twierdzenia
typu Weitzenbdcka. Gtéwne wyniki pracy opisane sa w Rozdziale 4. Dla operatora div grad,
ktory jest silnie eliptyczny, p. Kimaczynska rozwaza naturalny uktad warunkéw brzegowych
skonstruowany wg wzorca zaproponowanego przez Bransona i Pierzchalskiego w preprincie
pt. Natural boundary conditions for gradients z 2008 roku. Problem tzw. naturalnych
warunkow brzegowych oméwiony jest krotko na stronach 345 i 346 w pracy Kozlowskiego i
Pierzchalskiego [KP] opublikowanej w 2008 r. z odsytaczem do preprintu cytowanego w poz.
[8]. Autorka rozprawy dowodzi m.in., ze operator div grad z kazdym naturalnym warunkiem
brzegowym jest samosprze¢zony i eliptyczny.

Cele i zadania jakie postawila przed sobg doktorantka sg jasno sprecyzowane.
Wigkszo$¢ dowodéw polega na wykonaniu odpowiednich obliczen.

W Rozdziale 1, p. Kimaczynska przypomina definicje i podstawowe wlasnosci
przestrzeni k-tensorow symetrycznych S¥ oraz podaje definicje iloczynu symetrycznego w
czterech wariantach. Mysle, ze w rozprawie powinna znalezé si¢ chociaz krotka lista
wlasnosci iloczynu symetrycznego, przynajmniej tych, ktére wykorzystywane sg natychmiast
po Definicji 1.4 w kolejnych faktach (Proposition 1.2 i 1.3) . W tym rozdziale zdefiniowany
jest wazny dla dalszych konstrukcji operator a:S*-S¥'®V (Def. 1.6), podane s3 jego
wlasnos$ci oraz twierdzenie o postaci operatora sprz¢zonego a”. Rozdzial koncza definicje
operatoréw $ladu oznaczanych odpowiednio #r oraz ,,tr z falkg ™.



W Rozdziale 2 doktorantka definiuje interesujace ja operatory rézniczkowe na
wigzkach tensoréw symetrycznych nad n-wymiarowa rozmaito$ciag Riemanna. Pochodna
symetryczna & : C*(S*) — C*(S*"!) okreslona Jest jako odpowiednia symetryzacja koneksji
na C*(S%) indukowanej przez koneksje Leviego-Civity. W tej czgéci rozprawy znajdujemy
definicje operatorow  grad: C*($*) — C*(S$'® 1), grad =a & - d’a, oraz div: C*(S'®T)
— C°(SY), div = tr & — & tr . Autorka dowodzi calego szeregu wlasnosci tych operatorow,
podaje wzory rachunkowe ulatwiajace ich obliczanie oraz formuty opisujace zachodzace
pomigdzy nimi zwigzki . W tym rozdziale brakuje mi precyzyjnej definicji div X.
Dywergencja pola pojawia si¢ we wzorze w Proposition 2.16.

W Rozdziale 3 znajdujemy kolejne fakty oraz definicje, przygotowujace do sformulowania
i dowodu twierdzenia typu Weitzenbscka na wigzkach tensoréw symetrycznych (Theorem
3.1).  Zlozenie operatoréw grad i div jest operatorem drugiego rzedu, div grad: C*(S") —
(5. 2 drugiej strony mozna za Sampsonem rozpatrywa¢ operator Laplace’a na wigzkach
tensoréw symetrycznych 4°: C*(S%) — C*(s%), 4°=d*"d* - d* &*" . Twierdzenie 3.1 mowi, ze
réznica operatorow: Laplace’a i —div grad jest operatorem rzedu zero zalezacym od
krzywizny.

Punktem wyjscia w Rozdziale 4 jest zalozenie, ze zorientowana rozmaitosé
riemannowska M jest zwarta z niepustym brzegiem. Autorka rozprawy konstruuje
wspomniany wyzej uktad warunkéw brzegowych dla operatora typu div grad . Przypomne, ze
mozliwos¢ konstruowania kompletnej listy naturalnych z geometrycznego punktu widzenia
warunk6éw brzegowych dla O(n)-gradientéw w/g pewnych ogdlnych zasad zauwazyli Branson
i Pierzchalski w preprincie z 2008 roku. W wigzce k-tensoréw symetrycznych mamy 25*!
takich warunkéw brzegowych. Zatem ich liczba rosnie wraz ze wzrostem k, co istotnie
odréznia wigzki tensoréw symetrycznych od klasycznych form rézniczkowych, dla ktérych
niezaleznie od k istniejg cztery naturalne warunki brzegowe. Fakt ten réwniez pochodzi ze
wspomnianego preprintu Bransona i Pierzchalskiego. Po wprowadzeniu wygodnych
oznaczefi, zgodnych z odpowiednimi naturalnymi rozkladami rozwazanych wigzek, p.
Kimaczynska formutuje i dowodzi Proposition 4.2 o samosprzgzonosci operatora div grad z
dowolnym zaproponowanym wczesniej warunkiem brzegowym. Nast¢pnie uzasadnia, ze
otrzymane warunki brzegowe sg eliptycznymi warunkami brzegowymi w sensie Gilkeya i
Smitha [GS], a swoje wnioski formuluje w postaci Twierdzenia 4.2 . Dowody gléwnych
rezultatbw nie sg technicznie trudne, jednakze wymagaja dobrej znajomosci metod
stosowanych w tego typu zagadnieniach, jak rowniez pewnej bieglosci rachunkowe;.

Oprécz podstawowych twierdzen omoéwionych wyzej, doktorantka podaje kilka
faktéw nieco mniejszej rangi, $wiadczacych jednak o jej wnikliwosci badawczej. Mam tu na
mysli Twierdzenie 3.1 (identyczny wzér dla form rozniczkowych znajdujemy w pracy [HR]
str. 547) oraz Twierdzenie 4.6 punkt c).

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim. Zredagowana w sposob przejrzysty, co
niewatpliwie ulatwia czytanie i zrozumienie intencji autorki. Podzial na rozdzialy jest trafnie
dostosowany do przyjetego sposobu prezentacji wynikow. W zasadzie nie mam zastrzezen do
pracy. W trakcie jej czytania nie skupialem sie na wyszukiwaniu ewentualnych literowek,
bledéw interpunkcyjnych czy gramatycznych.

Nie czuj¢ si¢ ekspertem na tyle, by orzeka¢, czy problematyka, ktérej dotyczy
rozprawa jest w gléwnym nurcie wspélczesnej geometrii rozniczkowej, czy tez nie. Wydaje
mi si¢ jednak, ze fakt zastapienia form rozniczkowych formami symetrycznymi powoduje
nieco mniejsze zainteresowanie ta problematyka.

Z drugiej strony, rozwazane w pracy zagadnienia sg efektem naturalnej ciekawosci
badacza i z pewnoscig pojawily jako konsekwencja wezesniejszych zainteresowan promotora
rozprawy. Dodatkowa motywacj¢ do tego typu badan stanowi fakt, ze otrzymane wyniki dajg
si¢ tatwo porownywac¢ z klasycznymi rezultatami.



Reasumujac stwierdzam, ze cele badawcze zakreslone przez autorke w Introduction
zostaly w pracy zrealizowane. Bibliografia przedmiotu jest wyczerpujaca. Brakuje jedynie
odnosnika do preprintu Bransona i Pierzchalskiego. Autorka przedstawita konkretne wyniki
W sposoOb przejrzysty i ciekawy. Uzyskane rezultaty poszerzajg nasza wiedz¢ o operatorach
rozniczkowych z naturalnymi warunkami brzegowymi na wiazkach tensoréw symetrycznych
i tym samym uzupelniaja wcze$niejsze badania prowadzone m. in. przez promotora A.
Pierzchalskiego.

Uwazam, ze recenzowana rozprawa doktorska pani mgr Anny Kimaczynskiej spetnia
wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane pracom doktorskim, wige - zgodnie z
obowigzujgcg procedurg - wnosze o jej dopuszczenie do publicznej obrony.
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