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ANALIZA DANYCH PANELOWYCH
Z WYKORZYSTANIEM GLEBI REGRESYJNEJ

Streszczenie. W artykule proponuje si¢ odporne podejscie do estymacji parametréw liniowe-
go modelu mieszanego dwoch zmiennych wykorzystujace koncepcje glebi regresyjnej. Wybrane
wlasnos$ci proponowanego podejscia poréwnuje si¢ z wlasno$ciami powszechnie wykorzystywa-
nego uogolnionego estymatora najmniejszych kwadratow.

Stowa kluczowe: Glebia regresyjna, Dane panelowe, Liniowy model mieszany.

I. WPROWADZENIE

W powszechnie wykorzystywanym w praktyce modelu liniowym pierwsze-
go stopnia na ogot zaktada sig, Zze obserwacje sa pobierane z tej samej populacji,
sq niezalezne i o takim samym rozktadzie (losowos¢ pojawia si¢ na poziomie
btedu pomiaru). W przypadku analizy regresji prowadzonej z wykorzystaniem
modeli mieszanych stosuje si¢ mniej restrykcyjne zatozenia. Mianowicie dane
moga tworzy¢ skupiska. Zaktadamy, ze obserwacje pomigedzy skupiskami sa
niezalezne jednak, nie musza by¢ niezalezne wewnatrz skupisk. Modele, w kto-
rych rozwaza si¢ jedynie ustalone poziomy zmiennych objasniajacych nazywane
sq modelami z ustalonymi poziomami, modele, w ktérych rozwaza si¢ jedynie
losowe poziomy zmiennych objasniajacych nazywa si¢ modelami z poziomami
losowymi'. W zastosowaniach ekonomicznych modele mieszane posiadaja
wigksze mozliwos$ci, poniewaz na og6l zjawiska ekonomiczne odznaczaja si¢
jednoczesnie ustalonymi jak i losowymi efektami (niewyjasniona wariancja,
rozne zrodla wariancji). Modele mieszane sa szczegolnie odpowiednie w przy-
padku modelowania uktadow ekonomicznych wykazujacych niejednorodnosc
odpowiedzi na sygnat reprezentowany przez zmienne objasniajace.

Przypomnijmy, ze tzw. klasyczny model prostej regresji dwoch zmiennych
jest postaci:

* Dr, Katedra Statystyki, Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie.

' W kontekécie analizy danych panelowych wyréznia si¢ w literaturze ekonometrycznej
(patrz Greene 2005) m. in. modele z ustalonymi poziomami (dopuszcza si¢ specyficzne dla skupi-
ska state), modele z charakterystycznymi dla skupiska efektami losowymi (dodatkowe zrodto
niepewnosci) nieskorelowanymi z regresorami, modele z losowymi parametrami, modele w kto-
rych oczekiwana warto$¢ parametru zalezy od skupiska. Prezentowany w niniejszej pracy estyma-
tor nawiazuje do ostatniego przypadku.
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y. =a+ B, +¢,k=1.. K, (1)

gdzie €, sa niezaleznymi zmiennymi o identycznym rozkladzie o przecigtnej

zero 1 takiej samej wariancji a2.

W przypadku modelu mieszanego na obserwacje patrzymy z punktu widze-
nia:

Yy = By + 61%‘ oy +ogzy gy,

ustavlone losowe blad

gdzie:
1 —oznacza 1% te skupisko,
n,; — liczba obserwacji w 7 — tym skupisku,
3, — wyraz wolny usredniony dla catej populacji
3, —nachylenie usrednione dla catej populacji
o, — efekt losowy dotyczacy wyrazu wolnego w ¢ tym skupisku
QT = efekt losowy dotyczacy nachylenia w ¢ tym skupisku

€5 — niezalezne blgdy o takim samym rozktadzie i o tej samej wariancji a2,

Na ogét przyjmuje sie, ze 5ij~N(0703)’ a0i~N(m0i,03),

ay; ~ N(my,;,07) sa wzajemnie niezalezne.
W najprostszym przypadku liniowego modelu mieszanego zakladamy, ze

losowe sa jedynie wyrazy wolne. Przy tych samych oznaczeniach model przyj-
muje wowczas postac:

y7] - /30 + /81«7/‘7;]' + % + 57:4 , 7 = 1,_._,N’ ] = 17“.77712" (3)
—_— —
ustalone losowe blad

Modele mieszane wydaja si¢ by¢ uzyteczne np. w badaniach zwiazkéw po-
miedzy zmiennymi w uj¢ciu gmin z uwzglednieniem podzialu na wojewodztwa,
w badaniu dochodéw i1 wydatkéw konsumpcyjnych z uwzglednieniem grupy
dochodowej itd. Modele mieszane mozna stosowaé¢ w przypadku danych pane-
lowych to znaczy wowczas, gdy dane dotycza poszczegdlnych jednostek prze-
krojowych w dluzszym czasie (wigcej niz jednym okresie). Zauwazmy, ze zaleta
danych panelowych jest mozliwos¢ ztagodzenia zalozen, ktore domyslnie sa
przyjmowane w analizie danych przekrojowych
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Modele definiowane rownaniami 2 i 3 sa przypadkami szczegdlnym linio-
wego modelu mieszanego zaproponowanego przez Laird’a i Ware’a w 1982
roku:

Y, =xB+Zb, +¢ ,i=1..N, 4)

gdzie:

y, —jest n, X 1 wektorem zmiennej objasnianej w 4 tym skupisku (7, od-
powiedzi jednostek z 4 tego skupiska)

X, —jest n, X m macierza ustalonych efektéw w ¢ tym skupisku.

P — jest usrednionym dla wszystkich skupisk wektorem parametréw zwia-
zanych z ustalonymi efektami (z zaleznoscia deterministyczna pomiedzy zmien-
nymi),

Z. —jest n, X k macierza eksperymentu efektow losowych w 4 tym skupi-

sku (macierz ztozona z zer i jedynek wskazujaca, ktore ze wspotczynnikdw przy
zmiennych objasniajacych traktujemy jako losowe).

g, — n, X1 wektor btedow dla ¢ tego skupiska, wektor o niezaleznych

sktadowych, kazda o przecigtnej zero i wariancji .

b, — jest kx1 wektorem parametréw zwiazanych z efektami losowymi
w 4 tym skupisku, wektor o zerowej przecig¢tnej i macierzy kowariancji
D. = ¢°D.

Zaktadamy, ze macierz Z X;XZ. jest nieosobliwa oraz, ze an‘ > m dla
zapewnienia identyfikowalnosci modelu (6) wzgledem P. Dla zapewnienia
identyfikowalnos$ci modelu (4) wzgledem oiD, zakladamy, ze przynajmniej

N

jedna macierz Z!Z, jest dodatnio okreslona oraz, ze Z(m —k)>0.
i=1
Model 4 szacuje si¢ najczesciej metoda najwigkszej wiarygodnosci przy za-
lozeniu, ze €, ~ N (0,0217&‘), b. ~ N(0,0°D). Przy takich zatozeniach model

i

4 mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci brzegowej

¥, ~ N(XB,o*(, +2DZ)).i=1..N. 5)
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Okazuje sie, ze ustalajac macierz D, logarytm wiarygodnosci dla modelu
4 maksymalizowany jest przez uogélniony estymator najmniejszych kwadratow:

N

ZXE(HZZDZE)‘%

1=1

N

ZXZ(I + ZiDZE)_lyi

1=1

. (6)

Bunk =

Zauwazmy, ze w specjalnym przypadku, gdy D = 0, estymator (6) spro-
wadza si¢ do zwyklego estymatora najmniejszych kwadratow

B :(ZXZXJ_I(ZX%’Z) (7)

Model definiowany réwnaniem (4) moze pojawic si¢ przyktadowo w nastg-
pujacej sytuacji. Rozwazamy grupe N przedsiebiorstw nalezacych do réznych
sektoréow gospodarki. W przypadku kazdego sektora badamy jak si¢ ma zysk
przypadajacy na pracownika wzgledem ptacy pracownika, jego stazu pracy,
swiadczen socjalnych, efektywnosci pracy. Przypusémy, Zze interesuje nas ptacy
od pozostalych zmiennych zalezno$¢ przyrostu naturalnego od pozostatych
zmiennych. Kluczowym dla stosowalno$ci modelu 4 w przedstawionej sytuacji
jest zalozenie, ze struktura zaleznosci nie zmienia si¢ od sektora do sektora co
oznacza, ze wektor nachylen (3 jest ustalonym wektorem.

Model z losowymi wyrazami wolnymi wydaje si¢ bardziej realistyczny niz
model klasyczny, gdyz dopuszcza charakterystyczny dla kazdego z sektorow
oddzielnie, poziom ptacy.

Uogolniony Estymator NK podobnie jak zwykly estymator NK jest skrajnie
nieodporny na jednostki odstajace, punkt zalamania wektora parametréw wynosi
0%.

Eksperymenty symulacyjne prowadzone przez autora z wykorzystaniem pa-
kietu §rodowiska R {lmm} wskazujq na niska efektywnos¢ estymatora UNK
w przypadkach, gdy wariancja efektéw losowych jest istotnie wieksza od wariancji
btedu oraz gdy wariancja efektéw losowych lub wariancja btedu sa nieznane.

II. PROPOZYCJA ODPORNEGO ESTYMATORA
WYKORZYSTUJACEGO KONCEPCJE GLEBI REGRESYJNEJ

Brak odpornosci typowych estymatoréw parametrow liniowego modelu
mieszanego sktaniaja autora do przedstawienia propozycji odpornego estymatora
parametréw takiego modelu wykorzystujacego koncepcje glebi regresyjnej Ro-
usseeuw 1 Hubert (1998).
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Zaznaczmy, ze znane sa w literaturze alternatywne propozycje odpornych
estymatorow oraz testow odnoszacych si¢ do parametrow liniowego modelu
mieszanego. Przyklad stanowia prace Huggins i Staudte (1994) badz Welsh
i Richardson (1997) (wazona funkcja wiarygodnosci, problemy z odstawaniem
co do zmiennych objasniajacych, ztozono$¢é obliczeniowa), S — estymatory
o wysokim punkcie zatamania proponowane przez Copt i Victoria — Feser
(2005) (rozszerzyli definicje wielowymiarowych S- estymatoréw na przypadek
liniowych modeli mieszanych), MM- estymator zaproponowany przez Copt
i Hertier (2006). Ostatnie dwie propozycje zakladaja wielowymiarowa normal-
no$¢ rozpatrywanych uktadow. Zatozenie to czgsto nie jest spetnione w przy-
padku uktadéw ekonomicznych.

Powszechnie znany jest fakt, ze metoda najmniejszych kwadratéw jest roz-
szerzeniem na zagadnienie regresji sredniej arytmetycznej. Rozszerzenie media-
ny Tukey’a na zagadnienie regresji zostalo zaproponowane przez Roussecuw
i Hubert (1998). Rozwazmy zbiér danych Z' o p—1 zmiennych objasniajacych
X, = ($i71,...,mi7p71) i zmiennej objasnianej y, dla i = 1,...,n. W zagadnie-

niu regresji szukamy dopasowania postaci y = b, + bz, + ... + bp_lxp_l dla

pewnego b = (bo,...,bp_l) € R?, gdzie by,...,b, | to parametry nachylenia,
b, to wyraz wolny. Glgbia regresyjna Rousseeuw i Hubert mozliwego dopa-

sowania b wskazuje jak dobrze rownanie regresji wyznaczone przez b pasuje
do danych. Autorzy definiuja glebie regresyjna mozliwego dopasowania

b € R? wzgledem proby (x,,y;) jako

r.(b
GR(b,Z") = 1/n min i(b) < 0,x,A" = 0t, (8)
=1 x 27
gdzie & € R”, r(b) oznacza i — ta reszte regresji.

Estymator maksymalnej glebi regresyjnej definiujemy jako

MAXGR(b,Z") = argmax GR(b,Z") 9)
b

Estymator maksymalnej glebi regresyjnej Rousseeuw i Hubert odznacza si¢
punktem zatamania bliskim 30%, dobra szybkoscia zbieznos$ci oraz efektywno-
$cig. O modelu generujacym dane zakladamy jedynie, Ze warunkowa mediana
odpowiedzi jest liniowa wzglgdem zmiennych objasniajacych. Estymator ten
radzi sobie z heteroskedastycznoscia, autokorelacja i skosnoscia btedu.
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PROPOZYCJA: Przypusémy, ze dysponujemy proba obserwacji par
zmiennych objasnianej i objasniajacej w podziale na skupiska jak w modelu

definiowanym przez (3) Oznaczmy przez ZZ”?’ zbior par obserwacji ¥ 1 z W ¢ tym
skupisku tzn.

. t .
Z; = ((%17xﬂ)t(%zaxﬂ)t---(ymi>$¢ni)t) ci=1.,N,

oraz oznaczmy przez 7, wszystkie obserwacje tzn. 7 = Zf’l U...u Z;'\’;V .
Niech 6@ = DR(b,Z}") = (I;io,gil) oznacza estymator maksymalnej glebi

regresyjnej wyrazu wolnego 1 nachylenia w i-tym skupisku. Niech

b = DR(b,Z?”) = (50,51) oznacza estymator maksymalnej glebi regresyjnej

wyrazu wolnego i nachylenia dla wszystkich rozpatrywanych obserwacji. Uzy-
skamy oszacowania prostego liniowego modelu mieszanego jako:

1D R pl nachylenie dla wszystkich rozpatrywanych skupisk,
OD R—p0 - wyraz wolny dla wszystkich rozpatrywanych skupisk,
mé)iR = b&R — bOD R _ efekt losowy w i-tym skupisku dotyczacy wyrazu
wolnego
mllzR = bg r_ le R _ efekt losowy w i-tym skupisku dotyczacy nachyle-

nia.

U podtoza powyzszej propozycji lezy prosty pomyst. Obliczamy mianowicie
oszacowanie maksymalnej glebi regresyjnej dla wszystkich obserwacji trakto-
wanych tacznie i oddzielnie dla kazdego ze skupisk. Na bazie réznic pomiedzy
tymi oszacowaniami obliczamy parametry liniowego modelu mieszanego.

III. WYBRANE WELASNOSCI PROPONOWANEGO ESTYMATORA

W celu zbadania statystycznych wlasnosci proponowanego estymatora gene-
rowano 1000 préb ztozonych z 60 obserwacji z punktu widzenia modelu

Yy =2+b+10x;+¢,,1=1,2,3; j=1..,20, (10)

gdzie ¢, ~ N(0,10); b ~ N(2,3), b, ~ N(5,3), by ~ N(0,2).
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W celu oceny obcigzenia i efektywnosci proponowanego estymatora mak-
symalnej glebi w poréwnaniu z uogdlnionym estymatorem NK — dla kazdej
z 1000 préb oszacowano parametry modelu obiema metodami.

Tabela 1. Wyniki symulacyjnego badania nieobcigzonosci oraz rozrzutu oszacowan UNK
parametrow liniowego modelu mieszanego

Ocena

UNK [J) o Q, a, a;
Przecigtna 9.99 2.3 1.86 3.13 1.02
Wariancja 0.0008 1.85 0.99 2.31 1.97

Zrédlo: Obliczenia wiasne.

Tabela 2. Wyniki symulacyjnego badania nieobcigzonosci oraz rozrzutu oszacowan RDEPTH
parametrow liniowego modelu mieszanego

Ocena
RDEPTH b a “ % %
Przecigtna 9.99 3.51 4.16 7.81 2.37
Wariancja 0.001 4.24 13.01 19.35 18.9

Zrodto: Obliczenia whasne

W tabelach 1 i 2 podsumowano wyniki symulacji w zakresie nieobcigzono-
$ci 1 rozrzutu estymatorow UNK i maksymalnej giebi regresyjnej (RDEPTH).
Z tabel wynika, ze zaréwno estymator UNK jak i RDEPTH sa nieobciazonymi
estymatorami nachylenia o poréwnywalnym rozrzucie. Z tabel wynika takze, ze
estymator RDEPTH odznacza si¢ mniejszym obcigzeniem przy szacowaniu
efektéw losowych anizeli estymator UNK.

IV. PRZYKLAD

Rozwazmy zbiér danych zlozony z 69 powiatdw wojewddztw lubelskiego
(24), to6dzkiego (23) i malopolskiego (22) badanych ze wzgledu na stopg bezro-
bocia rejestrowanego i powierzchni¢ mieszkania na 1 mieszkanca (w m®) w roku
2005 (dane GUS).

Na rys. 1 przedstawiono oszacowane modele regresji dla rozpatrywanych
zmiennych dla powiatow w kazdym wojewddztwie traktowanych oddzielnie,
zauwazmy réznice co do natury zwiazku w wojewddztwie matopolskim oraz
lubelskim i tédzkim. Na rys. 2 przedstawiono oszacowany model regresji dla
rozpatrywanych zmiennych dla powiatow w trzech wojewddztwach traktowa-
nych tacznie.
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Rys. 1. Powierzchnia mieszkania vs. stopa
bezrobocia — dane dotyczace powiatdw trzech
wojewodztw traktowanych oddzielnie.

Rys. 2. Powierzchnia mieszkania vs. stopa
bezrobocia — dane dotyczace powiatéw trzech
wojewodztw traktowanych tacznie
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Rys. 3. Powierzchnia mieszkania vs. stopa
bezrobocia — dane dotyczace powiatow
w trzech wojewddztwach — estymator maksy-
malnej glebi parametrow modelu
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Rys. 4. Powierzchnia mieszkania vs. stopa
bezrobocia — dane dotyczace powiatow
w trzech wojewddztwach — estymator UNK
parametréw modelu
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bezrobocia — dane dotyczace powiatow bezrobocia — dane dotyczace powiatow
w trzech wojewodztwach — niezalezne estyma- ~ w trzech wojewddztwach — niezalezne estyma-
tory NK parametréw modelu tory maks. glebi parametréw modelu

Na rys. 3 przedstawiono oszacowany liniowy model mieszany z losowym
wyrazem wolnym proponowang metoda maksymalnej glgbi regresyjnej. Na rys.
4 przedstawiono oszacowany liniowy model mieszany z losowym wyrazem
wolnym metoda UNK. Natomiast na rys. 5 przedstawiono cztery niezalezne
modele liniowe ( dla kazdego wojewddztwa i wszystkich danych traktowanych
lacznie) szacowane metoda NK. Latwo zauwazyé, ze proponowany estymator
prowadzi do trafniejszej prezentacji zjawiska niz estymator UNK poniewaz wy-
raza tendencj¢ specyficzna dla dwoch (wigkszosci obserwacji) wojewddztw
(tédzkiego i lubelskiego). Na rys. 5 i 6 widzimy natomiast cztery niezalezne
modele liniowe wykonane metoda NK (rys. 5) i metoda glebi regresyjnej (rys.
6). Metoda glebi regresyjnej wykazuje przewagg takze i w takim przypadku
lepiej uwzgledniajac tendencje przewazajacej czgsci obserwacji.

V. PODSUMOWANIE

Zaleta danych panelowych jest mozliwosé weryfikacji oraz ztagodzenia za-
tozen, ktore domyslnie sa przyjmowane w analizie danych przekrojowych.

Przy stosunkowo tagodnych zalozeniach dotyczacych mediany warunkowe-
go bledu punkty zatamania estymatora maksymalnej gtebi w kazdym ze skupisk

wynosza niezaleznie BP > e gdzie d oznacza liczbe zmiennych objasnia-
+

jacych.
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Estymator maksymalnej glebi regresyjnej dobrze radzi sobie ze skos$nymi
oraz heteroskedastycznymi rozktadami biedu i efektow losowych.

Wyniki symulacji wskazujg na nieobciazonos¢ i zadowalajaca ,,efektyw-
nos$¢” estymatora maksymalnej glebi regresyjnej w poréwnaniu z uogdlnionym
estymatorem NK oraz niezaleznymi ocenami parametréw w skupiskach za po-
mocg zwyklego estymatora NK.
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Daniel Kosiorowski
REGRESSION DEPTH BASED ANALYSIS OF PANEL DATA
Abstract
In this paper a robust approach to the linear mixed model parameters estimation is proposed.
The approach appeals to the regression depth concept. Selected statistical features of the proposi-

tion in a comparison to a generalized least squares estimator are investigated using Monte Carlo
approach.



