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PROBLEMY O PTYMALIZAC31 
W WARUNKACH WIELORAKOŚCI CELÓW

1. Uwagi wstępne

W praktycznym rozwiązywaniu wielu zagadnień zwłaszcza eko­
nomicznych, mamy do czynienia z ocen® danego problemu z wielu 
punktów widzenia. W takim przypadku decyzję działanie należy 
podjąć na podstawia wielu często rozbieżnych wskaźników jako­
ści, zwanych równieZ kryterium Jakości, funkcję kryterium, 
funkcję wyboru lub funkcję calu. Olatago mówimy o wielorakoóci 
celów. Cela t© dla podejmującego decyzję mogę mieć jednakowa 
znaczenie lub też róZna preferencjo, co umożliwia uporządko­
wanie ich wodług skali ważności. W tego typu hierarchicznej 
strukturze celów należy podjęć decyzję dotyczęcę jednoczesnej 
optymalizacji wszystkich celów na danym zbiorze dopuszczalnym. 
Okazuje się, że rozwięzenie optymalne w sensie matematycznym 
nie istnieje, możne natomiast znaleźć rozwięzęnie kompromiso­
we, suboptymalne.

Artykuł szkicowo omawia rolę celów w poszczególnych forma­
cjach ekonomicznych oraz niektóre zagadnienia ustalania hie­
rarchicznej atruktury ęelów. Następnie przedstawiona sę zależ­
ności między programowaniem matematycznym a rodzajem selów, po 
czym dochodzi się do optymalizacji kryterium wektorowego i opty-
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walizflcji hierarchicznego układu wskaźników Jakości. Prezentacji 
togo ostatniego problemu dokonano na podstawie raotody kolejnych 
ustępstw.

W konkluzji proponują się, aby do optymalizacji stochastycz­
nych ayetsmów wielocalowych wykorzystać metody ekaperymentowania 
symulacyjnego.

2. Kształtowanie się caldw działelnoścl gospodarczej 
w ujęciu historycznym

Procedura określania celów, czyli projektowania systemu war­
tości, Jeat kluczowym etapem w proceoach podejmowanie decyzji, 

Metody ustalania celów działalności gospodarczej doskonaliły 
się na przestrzeni wielu stuleci.

w gospodarce naturalnej badicami wyznaczającymi celo działa­
nia były konkretna potrzeby. Rozmaitość potrzeb powodowała wy­
stępowanie wielorakoścl celów, środki stosowane do ich realiza­
cji kształtowały się na podstawie zbiorowego doświadczenia, na 
zasadzie prób i błędów. Ustalone w ten sposób cele oraz środki 
działalności gospodarczej były przekazywane z pokolenia n® po­
kolenia w tradycjach i zwyczajach. Stęd tez gospodarowanie mia­
ło charakter zwyczajowo-tradycyjny.

Rozwój produkcji towarowej oraz wymiany towarowo-pieniężnej 
spowodował, iż nsstępiło zerwanie bezpośredniego zwlęzku między 
działalnością gospodarczy a zaspokajaniem potrzeb. Wówczas, Jak 
pisze O. Lenga* "działalność gospodarcze ludzi rozpada się na 
dwa odrębne rodzaje działalnościj działalność za robkowę oraz 
działalność w gospodarstwie domowym*. Calem tej pierwszej Jest 
uzyskanie dochodu pieniężnego przeznaczonego na zakup dóbr zuży­
tych do zaspokojenia potrzeb w gospodarstwie-domowym. Cele w go­
spoda i'stwie domowym sę nadal wielorakie, wyznaczone przez róż­
norodno śc potrzeb. Na tom lent w działalności gospodarczej wy- 
atipuje tylko J o d o n  cel - jest nim uzyskanie dochodu pieniężne­
go. tt ten sposób powstaje nowy układ colów polegajęcy na wyło­
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nieniu się celu generalnego, którego urzeczywistnienie j«st 
runkiem realizacji wszystkich innych celów. Jednocześnie tworzy 
• 1 9  epacyficzna struktura celów, w której cel generelny 
3ię środkiem realizacji pozostałych celów. Ineczej mówięc, na­
stępuj® "integracjo środków przez wspólny cel" . Integracje tego 
typu występuje w przadsiębiorstwach kapitalistycznych. 2 drugiej 
strony w warunkach prywatnej własności środków produkcji nie 
może wystąpić integracja celów poszczególnych przedsiębiorstw 
w jeden col nadrzędny, wspólny dla całej działalności gospo­
darczej społeczeństwa. Charakterystyczną cechę gospodarowania 
kapitalistycznego Jest występowanie wielu niezależnych od sicbio 
oraz równoległych celów poszczególnych przedsiębiorstw.

Powstanie gospodarki socjalistycznej i wynikająca stgd ko­
nieczność planowania przyczyniły się do zintegrowania celów 
wezystkich przedsiębiorstw przez cel wspólny, ustanowiony w p «- 
nie centralnym. Dlatego mówimy o hierarchicznej strukturze celów, 
w której środki służęce do realizacji celu nadrzędnego lpierw­
szego rzędu) #9 celami drugiego rzędu. Schodzęc hierarchicz­
nie w dół. dojdziemy do poszczególnych stanowisk roboczych rea­
lizujących cele n-tego rzędu, a środkiem do ich urzeczywistnie­
nia sq operacjo technologiczne.

3. Hierarchiczna struktura celów

Powstaje problem ustalenia hierarchicznej struktury celów. 
Możliwe o® tutaj dwa podejścia* pierwsze polega na uporządko­
w a n i u  poszczególnych alternatywnych funkcji celu według ich 
ważności, drugie zwięzane jest z przypisaniem dla donych funk­
cji celu określonych wartości liczbowych, czyli współczynników 
wagowych.

W pierwszym - podchodząc od strony matomatycznej - korzysta 
się z teorii relacji i porzędków. 3ak wiadomo, nia można wpro­
wadzać dowolnego uporządkowania poszczególnych funkcji celu nie­
zależnie od istniejącego systemu społeczno-gospodarczego, w sys­
temie socjalistycznym, w dużej Bierze scentralizowanym, obowlozu-
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Jąęa zakazy ograniczają w praktycs subatytucyjnoóć celów. Teorię 
porządków, która obejmuje porządki ograniczające substytucję, 
T. Kasprzak w swojej rozprawie habilitacyjnej3 nazywa paeudopo- 
rządkami.

Najważniejszymi z tej klasy a« porządki laksykograflczne. 
Nazwa tego uporządkowania pochodzi od sposobu ustswienla słów 
w słownikach. Litery alfabetu danego Języka traktuje się Jako 
kryteria wyboru* natomiast zasób słów Jsst zbiorem alternatyw. 
Na przykład słowo "aster- występuj® Jako pierwsze w stosunku 
do słowa "barak" tylko dlatego. że litera a występuje w alfabe­
cie przed b, mimo ii pozostałe litery słowa "aster- •« kryteria­
mi niższego rzędu, aniżeli odpowiadające im litery słowa -barak*. 
Inaczej mówiąc, liczy aię wynik uzyskany na podstawie pierwszego 
napotkanego kryterium, a nie na podstawie dalszych kryteriów. To- 
teZ przedsiębiorstwo rozliczano z wykonania zadań planowych - w 
przypadku ich osiągnięcia -Jest wyżej oceniane od przedaiębior- 
które wprawdzie w minimalnym stopniu tych zadań nie osiągnie a* 
le za to uzyska o wiele lepsze wyniki we wszystkich pozostałych 
wskaźnikach. _

Stosując porządek leksykograficzny można uszeregować m ce­
lów w ten sposób, że

Z j - f Z j  - i  Z j  -H  . . .  - i  Z m

gdzie oznacza, i* cel bezpośrednio poprzedzs Zj, a
więc cel *tol wyżej w hlerorohll niż z^.

Nie eą Jeszcze określone przesłanki ani metody, na podstawie 
których dokonuje się szeregowania celów.

Orugle podejście związane z ustalaniem wag dla poszczegól­
nych celów opiera aię przede wszystkim na wykorzystaniu metod 
psychometrycznych. Istota tych metod polega na wyborze kryte­
riów oceny poszczególnych alternatyw, a następnie ha przyporzą­
dkowaniu wepółczynników wegowych dla tych kryteriów. Sedną z 
tego t^pu metod Jest metoda aytitacjl konfliktowych4 , w której po-

3 T. K a s  p r z a k* Funkcje kryterium opisane na upo­
rządkowanych polach preferencji, Warezewe 1968.

4 H. H a b a k u k. Kwantyfikacja hierarchii celów w proce* 
sio podejmowania decyzji kierowniczych, -Ekonomikę 1 Organizacja 
Pracy* 1971, nr 7.



azczwgóln© alternatywy podawana 09 rospondentora w postaci kon­
fliktowej. W wyniku otrzymuje oię szorog hierarchicznych celów 
z ,  z , , z . Metodę tę można uzupełnić metodę preferencyj­
nego porównania colów, która pozwala na przypisania współczyn­
ników wagowych do poszczególnych celów.

Hierarchiczni? strukturę calów woźna przedstawić w postaci 
grafu G (Z, S), w którym wierzchołki z oznaczaję cole. a łuki a 
środki do ich osiągnięcia. Coł naczelny z ^  (rya. l) Jest celem 
pierwszego rzędu (pierwszego ezczebla), a środki ołużęce do Jago 
realizacji sę calami drugiego i niższych rzędów. Tak więc każ­
dy z celów pośrednich stanowi środek do ceięgnlęęi* calu wyżaze- 
go rzędu.

cel 1 rzędu

cele 1J rzędu

cele HI rzędu 

cele IV rzędu

cele V rzędu

Rya. X. Hierarchiczna struktura calów i środków 
* . j-ty cal i-tego rzęduj i « 1, ... , ni j - l, .... «t

a9h - środek przeznaczony do realizacji calu gh powstały w wy- 
niku realizacji celw 1J } g<lł h a i, .... «

Podmiot goapodarujęcy np. na szczeblu czwartym podejmuje 
decyzję wykonania zadania gospodarczego. Zadania to polega no 
osiągnięciu dwóch calów1 z4i i zA?, będęcych planem dyrektywnym. 
Zrealizowania tych calów i»st warunkiem wykonania zadart przez 
wyżeze szczebla w hierarchii, a więc realizacji celów pośrednich 
*31 * *21 ora* °®iu nadrzędnego Dany po da lot dysponuje
środkami wynlkoJ«cy»l z wykonania celów z51. Zgj. *53» Do zrea­



lizowania celu zĄX potrzebno e<> środki w ilości Sg*. a wykonani®
celu Z42 wymaga środków 9^ .  3g| i 8 5 3. Cel z5JL jeat śroc!kimr>
dla jednoczesnego osiągnięcia trzech celów wyższego rzędu» z^.

41 42z . i z- Należy dokonać takiego rozdziału środków ®5 1 i « 52 41 AZ
pomiędzy oba celo. aby zostały zrealizowane ich optymalne warto­
ści. Cele te dla podejmującego decyzję mogą mieć Jednakową waż­
ność lub taż z pewnych względów J®den c®l Jaet preferowany weto- 
eunku do drugiego, W t»n spoaób na danym ozczablu zarządzania 
również może powstać sytuacja, kiedy będzi® Istniał hierarchi­
czny układ celów.

Poszukiwanie optymalnego rozwiązania w hierarchicznej stru­
kturze celów omówiono w p. 5.

4. Rodzaje celów a optymalizacja

Charakter celu wpływa no całokształt proceau podejmowania 
decyzji łączni® ze stosowanymi w tym procesie metodami.

Należy więc określić, czy ma: to być cel jakośolowy, czy ilo­
ściowy, C®1 Jakościowy to toki, który w wyniku wyboru sposobu 
działania albo zostania osiągnięty, albo ni®* Tutaj nia ma ża­
dnych możliwości pośrednich. Natomlaat cal ilościowy można o- 
sięgnąć w różnym stopniu, a stopień tan daJ® ®lą zmierzyć, W 
przypadku stwierdzenia, że jest to cel ilościowy, podaj® ai« je­
go wymiary 1 wartości.‘ Należy dążyć do przedstawienia zarówno 
celów. Jak 1 środków w jednakowych Jednostkach miary, tzn., żaby 
były on® współnl®rn® między sobą. Tą jednolitą Jednostką miary 
najczęściej ®taj* aią koezt wyrażony w pieniądzu. Wt®dy wartoś­
ci* celu j*st oczywiści® okr®ślons liczbowo ilość j®dnoet®k pi®- 
niążnych. Stąd taż dochodzi sią do problamu kwantyflkacji c®lów 
i środków.

W wielu przypadkach w proceai® podejmowania docyzjl ni® 0- 
kreśla sią wartości c®lu, ale zastępuj® ®ią ją żądani®* osią­
gnięcia możliwi® najlepszaj wartości przy danych warunkach dzia­
łania, a wiąc przy Istniejących środkach. Wob®c **90 mamy do 
czynicnla z problematyką optymalizacji i metodami programowani* 
matematycznego.



W tym momencie należy zwrócić uwag? na pewną własność pro­
gramowanie matematycznego mającą związek z ustalaniem celów. 
Mianowicie w przypadku programowania nieliniowego rozwiązanie 
jego zadania nie ulegnie zmianie dla jednakowego typu przekształ­
ceń monofonicznych 'funkcji celu. Daną funkcję celu u « f(x^)
i ■ 1 , .... n można zastąpić funkcją v » F(u), bądącą prze­
kształceniem funkcji u. taką. Ze funkcja v rośnie wraz ze wzro­
stem funkcji u i maleje, gdy funkcja u też maleje. Wówczas fun­
kcja u i v będą miały wartości ekstremalne w tych samych punk­
tach. W tym przypadku Istotne jeat Jedynie to, aby został za­
chowany ten sam porządek liczb wyrażających stopień realizacji 
celu, czyli żeby dokonane przekształcenie było monofoniczne, nie 
jest natomiast istotna wartość funkcji celu.

Jeżeli stopnie realizacji celu tworzą zbiór uporządkowany,to 
mamy do czynienia z wielkościami. Jednoznaczne przyporządkowa­
nie wielkościom określonych liczb czyni ja ilościami. Dopiero 
wielkości będące ilościami są mierzalna. Mierzalność stopnia 
realizacji celu jeat konieczna w przypadku programowania linio­
wego, bowiem jedyna dopuszczalna przekształcania funkcji calu 
polegają na zmianie skali pomiaru i punktu odniesienia. Wynika 
stąd, iż dla programów liniowych stopie* realizacji celu muai 
być ilością, a nie tylko wielkością. Jak w przypadku programo­
wania nieliniowego. Problam mierzalności rozpatruje -O. Lange .

S. Optymalizacja wlelocelowa

Działalność gospodarcza wymaga często rozwiązania problemu 
podejmowania decyzji w warunkach występowania wielu celów jedna­
kowo ważnych. Pojawia się dążenie do podjęcia takiej decyzji, a- 
by każdy z celów osiągnął jednocześnie swoje optimum.

Dochodzi się więc do zagadnień związanych z wielorakością 
celów. Termin ten stosuje się w przypadku, gdy mamy różne cale, 
do których mierżenia stosowane a« różne kryteria, czyli różne 
punkty widzenia, z jakich dokonuje się wyboru między tymi cela-

5 O. L a n g e .  op. citj t e n ż e .  Optymalne decyzje. 
Zasady programowania. Warszawa 1967.



rai. Optymalizacjo wielocelowa oznacza, iż mamy do czynienia z 
colami rozbieżnymi 1 częściowo rozbieżnymi6. Cele sę rozbieżne, 
jeżeli zwiększenie etopnia realizacji jednych celów prowadzi do 
więcej niż proporcjonalnego zmniejszenia realizacji innych celów. 
Realizacja celów częściowo rozbieżnych opiera eię na przydzielo­
nych środkach, które w pewnej części 09 wspólne dla obu celów 
razem, o w pozostałej - indywidualne dla każdego celu z osobna, 
Optymalizacja wielooelowa jest niemożliwa w przypadku celów 
sprzecznych, gdy realizacja Jednego z nich uniemożliwia realiza­
cję drugiego celu.

Ogólnie rzecz biorąc należy - w miarę możliwości - kierować 
eię zasadę, aby nie poszukiwać rozwięzeń celów konfliktowych, 
lecz łagodzić konflikty między nini.

Problem podejmowania optymalnych lub raczej quaei-optymal* 
nych decyzji w przypadku wielu celów działania więżę eię ze 
stosowaniem programowania matematycznego.

5.1. Optymalizacja wektorowego kryterium jakości

Zadanie programowania matematycznego przadetawia aię w apo- 
aób neetępujęcyi .

Należy znaleźć optymalną wartość funkcji z(X) określonej na
zbiorze wypukłym Sc£n przy warunkach, że X •  ( z j .  *2 ................xn} 4
xsScEn.

Wprowadźmy oznaczenia i
1) z (x) i z (X) * eę skalarnymi funkcjami odpowiednio Jed­

nej i. n zmiennych, gdzie X » { x1# x2 , ... , xn]i
2) Z (x) i Z (X) m eę wektorowymi funkcjami odpowiednio 

jednej i n zmiennych.
Niech Z t £n ---- E* oznacza przyporządkowanie punktom

X m {x^ x2 , ..., xn i e 6n punktów Z C X) e E*. Wartości funk­
cji Z (X) eę wektorami Z(X) ■ [z^ (X) , zB(X) j.

Oeżell m >1, to o takiej funkcji mówimy, że jreSt ona wekto­
rowa. Funkcje Z (X) zwana Jeat też - zwłaszcza w literaturze

6 L s B i l i ń s k i ,  Optymalne decyzje w przypadku wim- 
łorakości calów, "Ekonomista* 1969, nr 3.



I
radzieckiej7 * wektorowym kryterium Jakości lub wskaźnikiem Ja­
kości.

Problem optymalizacji wektorowej przedstawi® się następuj*- 
cos >.

Dany Jeot układ, którego strukturę określa wektorn wymiarowy

l v

Knj, X*scEn . Ocen* działania Jeet i-wymle*
zm ( ) °  1  * 

Trzeba
(X).

l i *  2 1 n J r
rowa funkcja wektorowa Z(X) » |zj (X) , Zg (X),
której składnikami aą funkcje rzeczywista zmiennej X.
określić punkt X° e S , w którym jednocześnie funkcje zŁ
z (X), .... C*) oslęgaję swojo wartości optymalne.

Naloty zauważyć, Ze o ile w matematyce istnieje pojęcie fun­
kcji wektorowej, o tyle nie jeat ściśle zdefiniowane pojęcie o- 
ptlmum wektorowego. Problem maksymalizacji wektorowej rozpatry­
wany Jest w pracy S. Karlina8 . Znalezienie "punktu efektywnego", 
będęcego rozwiązaniem maksymalizacji wektorowej, określano Jest 
Jako równoważne znalezienie 
punktu siodłowego w programo­
waniu nieliniowym,*

Trudności, jakie napoty­
ka optymalizacja wieloosio­
wa , zobrazowano na rys.
2 13.

Sytuacja, kiedy wszyst­
kie trzy funkcje celu osią­
gaj* swoje optimum minimum 
w punkcie x° 6 S CrY*» 2). 
zdarza się niezmiernie rzad­
ko. W praktyce niemal zaw­
sze występuje sytuacja, kie­
dy zmniejszenia wartości Jed­
nej lub kilku funkcji powo­
duje zwiększeni® wartości in-

Rys. 2. Punkt optymalny x 
trzech funkcji celo

dla

Mietody
Zada-

Tbllisi
7 R. G *  b a  e o w. P. M. K 1 r 1 ł ł o w a, 

optimizacyi. Mińsk 1975; M. E. S a l u k w a d z. 
czi wiektornoj optimizacyi w timorii uprawlenija,
1975.

8 S. K a r 1 1 n, Mathematlcal Methode and Theory in Camas, 
Programming and Economicst London-Ptfria 1959.



ii
z.(x)

nych funkcji celu, a punkt 
x° w tym przypadku nie ist­
nieje (rys. 3).

S
v

z j M

i2 M

itfyl

X

Tak więc zadania Jedno­
czesnej optymalizacji wielu 
niewspółmiernych funkcji calu 
nie można rozwiązać Jedno­
znacznie z Matematycznego 
punktu widzenia, ponieważ w 
danym momencie można opty­
malizować realizację tylko 
jednego celu.

Rya.s. Brak jednoczesnego optimum 
dla trzech funkcji calu

Stęd też nasuwa aię py­
tania dotyczęce rozumienia 
pojęcia optymalizacji nie-

wepółmiernych wielorakich funkcji calu lub optymalizacji fun­
kcji wektorowych,, a także czy w zagadnieniu tym w ogóle wolno 
używać przymiotnika "optymalny''. Na pewno bardziej właściwe 
będzie przyjęcle terminu "auboptymalny” na określenie atanu. w 
którym optymsllzaoja pewnych celóp doprowadza do zmniejazenla 
stopnia realizacji przynajmniej niektórych z pozostałych. Zaga­
dnienie to można rozwiązać Jedynie w sposób kompromisowy.

Historycznie pierwsze próbę rozwiązania problemu podejmowa­
nia efektywnych decyzji dla rozbieżnych celów działania podjęł 
F. Y. Edgeworth9 . W literaturze ekonomicznej znany Jeat "pro­
stokąt Edgewortha", w którym autor w sposób geometryczny rozpa­
truje efektywne wykorzystanie dwóch środków dla realizacji dwóch 
celów. Idee Edgewortha uogólnił V. Pareto. atęd też przyjęł aię 
termin "optimum Pareto*' na określania rozwięzaó auboptymalnych. 
Mianowicie rozwiązaniem korzystnym ze względu na przyjęta kry­
terium - np. maksymalizacja funkcji oelu z (x ) - jest każde roz­
wiązanie x° w zbiorze rozwięzaó dopuszczalnych S majęce tę włas­
ność, że Jeżeli dla dowolnego punktu (lub wektora) xe.S oraz 
x° f- x jest możliwa konlunkcja warunków:

L.. B i l i ó o k i ,  op. cit.



(*) > Zj, (x°) 

Zz  ^ z 2

to możliwa jest ona tylko Jako układ równości, Mówięc inaczej, 
można poprawiać (optymalizować) pewne funkcje celu do ^momentu, 
aż inno funkcje celu nie z»cznę się pogarszać. O. Lange nazywa 
tego typu rozwięzaniB programami sprawnymi. Są to sytuacje, 
których nie można nadal zwiększać Jednego wskaźnika jakości bez 
zmniejszenia przynajmniej jednego z pozostałych.

Rozwiązania kompromisowe - w praktycznym ich stosowaniu 
związano oę z wykonywaniem dzlałart algebraicznych na funkcjach 
celu. Toteż w rzeczywistości nie optymalizuje się funkcji wek­
t o r o w e j  , a Jedynie dokonuje się optymalizacji no poszczególnych 
funkcjach skalarnych. Funkcje te łączy się na zasadach aprio­
rycznych, przy czym nia wiadomo, czy tokle łączenio jest dobr«, 
ponieważ nie Istnieje obiektywne kryterium weryfikujące i uza- 
sadnlajęce, który ze sposobów połęczenia jest lepszy i dlaczego.

Dedna z metod suboptymalizacji11 polega na wyznaczeniu taklo- 
go rozwiązania, przy którym odchylenie względne Jednej funkcji 
celu z <X) od jej wartości ekstremalnej Zj° 0 jest równe 
Odchyleniu względnemu zg (x) od z2° * O i jednocześnie dla 
obu funkcji celu osięga ono na zbiorze rozwięzart dopuszczalnych
S swoję wartość najmniejszą. ,

Występuje więc warunek

który w sposób dość radykalny zawęża zbiór S. Na zbiorze tym po­
szukuje alę minimum funkcji z, gdzie

10 o. L a  n g a, Optymalna decyzja.
11 X. F, p o ł u n i n, Kurs matlsmaticzaskogo program- 

nirowanija, Mińsk X973.

Z2 °  - z 2  (x)

z, o'2



lub z « z2 ”  Z2

12W metodzie przedstawionej przez .S* Trojanowskiego , również 
poszukuje alę minimum nadrzędnej funkcji celu, ale jóst ni* suma 
odchyleń względnych wartości poszczególnych .funkcji calu od wiel­
kości optymalnych, czyli •

M, - z, (x)

i-i
y ~ ’ zi Cx) ~ Nj 
l-k+l Ni

gdzie *
dla 1 • l, 2, .... MM ■ mex z. (x)

*  X€S 1

N4 ■ min z. (x) dla 1 * k ♦ 1 . .»•» m.
1 X€S X

Inne metoda13 polega na znalezieniu dla poszczególnych fun­
kcji celu Jak najmniejszych strat względem ich wartości optymal­
nych. Rozwiązaniami kompromisowymi (euboptymalnymi) będę te. któ­
re na zbiorze 8 zminimalizuję najgorsza, a więc maksymalne odchy­
lania poszczególnych funkcji celu od arwoich wartości optymalnych, 
tyczna (nadrzędna) funkcja kryterium ma wówczas poataó

x •  min
X«S

!

®ax 
4

z ° - z i *1 Cx)
dla 1 ,* 1 # 2. «... m

Przeględy niektórych metod optymalizacji wielokryteriowej w 
programowaniu liniowym były podawana w Innych pracach .

S. T r o J  a n o w a  kl. Wielokryteriowe optymalizacja 
w sensie.Pareto niewspółmiernych funkcji celu, "Przeględ Staty­
styczny" 1975. nr 3.

13 X, N y k o w e k i, Wlelokryt«rlowe -model* liniowe, *E- 
konomiota” 1970, nr 4.

14 M. in. M . M e l a n i u k ,  Optymalizacja programu pro­
dukcji i plonowonio kroczące w warunkach automatyzacji w przemy­
śle maszynowy*, Łódź 1974 (praca magletarska ).



5.2. Optymalizacja hierarchicznego układu funkcji celów

Rozpatrywana w poprzednio punkcie optymalizacja wlelocelowa 
dotyczyła przypadku, kiedy poezczególne cala miały dla podejmują­
cego decyzję Jednakowę ważność.

W praktyce gospodarczej wieloezczeblowa atruktura zarządzania 
powoduje występowanie hierarchicznego układu celów. Niejednakowa 
preferencje określonych celów umożliwiają szeregowanie ich według 
ważności oraz przedstawienie w porządku hierarchicznym (zob. 
pkt 3).

Na podstawie porzędku preferencyjnego określonych celów wpro­
wadza aię uporządkowanie skalarnych funkcji celui

zx (X), z2 (X), ..., zm (X) oraz X *  j*** x2 * •*** xnj

Mówimy, że zbiór funkcji celów zŁ (X), i ■  i, 2 ................hi jeet
zbiorem uporządkowanym*^*, Jeżeli iatnleję podzbiory rozwięzah do­
puszczalnych takie, że

S1 C  So' 32 C S1..... Sm-lC  Sm-2 ,''Z>

Niech na tych podzbiorach skalarne funkcje celu z^ (X), i -
» i, 2, .... ® osiągnę swoje wartości optymalne (np. maksimum), 
tj.

zt ( x(i)) ■ oax z1 (X) dla i ■ i, 2, .... m (S)

Warunki (l)-(3) określają zadanie optymalizacji hierarchi­
cznej struktury funkcji celów. Punktem optymalnym Jest punkt 
X° - X(" ).

W praktyce zagadnienJe optymalizacji wielu celów o struk­
turze hierarchicznej można rozwlęzać na podstawie metody kolej­
nych ustępstw16. Polega one na uszeregowaniu pcezczególnych 
funkcji celu w porzędku hierarchicznym, po czym ustala się do­
puszczalne odchylenia funkcji celów od ich wartości optymalnych.

15 M. E. S a l u k f t a d z e ,  op. cit.
16 I .  F .  P p ł u n i n ,  op. cit.



Kolejna ustępstwa dokonywano sę «* wyniku wprowadzania uzyska­
nych wartości funkcji optymalizowanych (wraz z ich dopuszczalnymi 
odchyleniami) do zbioru ograniczeń dla optymalizacji za wzglę­
du na neetępnę w hierarchii funkcję oelu.

Metodę kolejnych ustępetw iluetruje rya. 4.

Rys. 4. Ilustracja metody kolejnych ustępstw

ZałóZmy. Ze dane eę trzy funkcje celu uszeregowane wadług 
ważności oraz dopuszczalne odęhylenie od wertości optymalnych i

Zj — ~max, odchylenie • d^* 
z2 — •? min, odchylenie • d2%, 
z3 — *- mex, odchylenie • d ^ .

Deżeli dopuezczelne zmniejszenie funkcji z^ wynosi d ^ ,  wów­
czas postuluje się spełnienie «ierówności# z^ (X) > (1 - d ^  z 1 . 
Obszar rozwięzań SQ zmniejszy się do wielkości (rys. 4).
VI przypadku maksymalizacji drugiej funkcji celu Zj, warunak 
z2 (X) ( ( 1 + d2 ) z2° utworzy zbiór rozwięzart dopuszczalnych S2 -



Ma tym obszarze funkcja celu osiągnie wartość maksymalną w punk­
cie Punkt ten będzie stanowił rozwiązanie dla całego za­
dania. Z rys. 3 wynika, te bez względu na przyjęte odchylenie 
dj punkt x będzie wyznaczał obszar dopuszczalny i tylko 
w tym punkcie osiągnięte wartości następnych funkcji celu (joże-
11 takie będę) przyjwte 8lę Jeko rozwiązanie optymalne. W pra­
ktycznym rozwiązywaniu wielu problewów fakt ten noże ograniczać 
stosowanie metody kolejnych untftp^tw, toteż w miarę możliwości 
postuluje się, aby kolejne obszary rozwiązań dopuszczalnych były 
zbiorami wlelopunktowymi.

6
t>, Optymalizacje dynamicznych systemów wlelocelowych

—  chafakterystykach’ losowych ~

W poprzednich rozdziałach przedstawiono optymalizację wielo- 
celową dla systemów statycznych 1 deterministycznych,

W praktyce mamy do czynienie przede wszystkim z systemami 
działającymi w czasie określonym pewnym rozkładem prawdopodo­
bieństwa. Typowym przykładem są tutaj systemy masowej obsługi. 
Charakteryzują się one dynamiką działania. wielocelowościę i praw­
dopodobieństwem osiągania etanów wyróżnionych.

Załóżmy, że pewien system masowej obsługi składa alę z okre­
ślonej ilości stanowisk obsługujących klientów. Dany Jest przy 
tym rozkład czasów przybyć klientów oraz rozkład czasów obsługi 
przez poszczególne stanowiska. Optymalizacja takiego systemu 
związana Jest z realizacją dwóch celówt minimalizacji ilości 
atanowlek obsługi 1 minimalizacji czasów oczekiwań klientów na 
obsługę.

Inny wariant, również dwucelowy, może polegać na maksymali­
zacji Ilości obsłużonych klientów 1 minimalizacji czasów obsługi 
przez poszczególne stanowiska. W tym wariancie ograniczeniem bę­
dzie nle-Jak poprzednio-rozkład czasów obsługi, ale ilość »ta- 
nowisk obsługi.

Występujące w obydwu wariantach cele są. jak widać, różnokie- 
runkowe. Podjęcie najlepszej decyzji w tym przypadku nie jest 
więc proste, ponieważ system teki z Jadnej strony charakteryzuje 
się wielocelowościąi a z drugiej strony występujące tam parame­



try dane sę z pewnym prawdopodobieństwem ich pojawienia tlę (nie 
zawsze etablicowanym) orez »ą funkcjo czaau. Nie me, jak do­
tychczas, analitycznych metod badania i rozwiązywania wlelocelo- 
wych, stochastycznych systemów dynamicznych. Efektywnej analizy 
takich systemów nożna dokonać jedynie przy wykorzyetenlu metod 
ekeperymentelnych. Stosowanie eymulacjl komputerowej dla różnych 
kombinacji danych wejściowych umożliwię określenie ich wpływu ne 
zechowenle się systemu w zadanym okresie jego pracy oraz ne 
keztełtowanle eię stopnia osięgania poezczególnych rozbieżnych 
celów dzielenie.

Marek Melanluk

PROBLEMS OF OPTIMIZATION 
ZN CONOITIONS OF MULTIPLICITY OF OBJECTIYES

The ertlcle diecussee problems connected with optlmlzetion of 
multi-objective ayetems.

The author enalyzee formetlon of economic activlty objectives 
ln partlcular economic formetione and aome problems connected 
with determlnatlon of hlererchicel etruoture of objectlvee« There 
wers deflned relatlonshlps between type of objectives end mathe- 
matlcal programmlng and formuleted tne veotor optlmlzetion pro* 
blem. The author presented, moreover, some attempts et eolutlon 
of multlobjectlve optimizationt

* compromise eolutlon in Pereto optimum eenee;
* olnlmlzation of relatlve devletlone of objectlve functlone 

from extreoe valuea;
* ninimlzetion of the sum of relative devietione of perticu- 

lar functlone from thalr optima1 valueai
* mlnlmlzation of maxlmum devlatlons of objective functlone 

from opllmal valuee*
The enalysls was next focueeed on optlmlzetion of hlererchloal 

structure of objectlves end the wey eolving thls problem by meene 
of succeeelve conceselons method,

In the finał part of the artlcle, the euthor proposee utili- 
zatlon of simuletlon experlmsntlng methods for optlmlzetion of 
etocheetlc multl-objectlve systsme.


