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1. WPROWADZENIE

Celem artykutu jest wyznaczenie stop podatkowych maksymalizujacych
oczekiwang uzyteczno$¢ gospodarstw domowych w warunkach niepewnosci
stawki ptac. Funkcjonowanie gospodarstwa domowego w takich warunkach
oznacza, ze gospodarstwo domowe jest losowo przypisane albo do wyzszej, albo
do nizszej stawki ptac. Na podstawie przyjetych zatozen zweryfikowano
zatozenie, czy w warunkach niepewnosci dotyczacej ksztattowania sie plac
panstwo powinno utrzymywac jedng stope podatkowa, czy tez ré6znicowac stopy
podatkowe w zaleznosci od poziomu dochodu gospodarstwa domowego.

2. ZALOZENIA MODELU

Stopy podatkowe maksymalizujgce oczekiwang uzyteczno$¢ gospodarstw
domowych wyznaczone zostaly przy przyjeciu nastepujacych zatozen:

1. Gospodarstwo domowe funkcjonuje w warunkach niepewnosci -
z prawdopodobienstwem w otrzymuje stawke ptac W, a z prawdopodobien-
stwem ~otrzymuje stawke ptac w2].

2. Gospodarstwo domowe uzyskuje dochody wytgcznie z pracy.

3. Gospodarka skfada sie z *jednakowych gospodarstw domowych.

* Dr, Instytut Ekonomii, Uniwersytet £ 6dzki.
** Praca naukowa finansowana ze $rodkéw budzetowych na nauke w latach 2005-2007 jako

projekt badawczy 1 H02C 020 28.

1 Podobne zatozenie przedstawione jest m. in. w pracy G. Hansena i R. Wrighta, The Labor

Market in Real Business Cycle Theory, ,,Quarterly Review” 1992, vol. 16, No 2, Federal Reserve
Bank of Minneapolis, gdzie poszczeg6lne podmioty sa losowo przypisane do zatrudnienia lub
bezrobocia.



4. Uzyteczno$¢ oczekiwana gospodarstwa domowego (EU) jest funkcje
uzytecznosci von Neumanna-Morgenstema, czyli:

EU =7i\U\ + n2U2, T, +n2=1, (])

gdzie:

[//-uzytecznos$é gospodarstwa domowego przy stawce ptac w/,

U2- uzyteczno$¢ gospodarstwa domowego przy stawce ptac x2

5. Dla kazdej stawki ptac funkcja uzytecznosci gospodarstwa domowegc
jest zlogarytmizowana funkcjg uzytecznosci Cobba-Douglasa o statych efektach
skali, czyli:

i/, =/InC, ~1—)In/f,, re(0,l), 2
U2=yInC2+(\-y)\nR2, ye(0,D, (3)

gdzie:
C, -konsumpcja gospodarstwa domowego przy stawce ptac wh
?, - czas wolny gospodarstwa domowego przy stawce ptac w/,
C2 -konsumpcja gospodarstwa domowego przy stawce ptac w2,
R2 - czas wolny gospodarstwa domowego przy stawce ptac w2
6. Panstwo naktada podatki w takiej wysokosci, aby otrzyma¢ wartos¢
oczekiwang wptywow z podatkdw réwng T.
7. Podatki naktadane sg wytacznie na dochody z pracy.
8. Gospodarstwo domowe jest podmiotem ptacacym podatki (np. w kazdym
gospodarstwie domowym wystepuje wspdlne opodatkowanie matzonkéw).
9. Krancowe stopy podatkowe sg rdwne przecietnym stopom podatkowym.
10. Panstwo moze réznicowaé przecietne stopy podatkowe w zaleznosci od
wysoko$ci stawki plac uzyskiwanej przez gospodarstwo domowe. Zatem
panstwo okresla stope podatkowa t, dla stawki ptac w/, a stope podatkowa t2dla
stawki ptac w2 Kazda ze stop podatkowych nalezy do przedziatu (0, 1).
11. Panstwo wybiera takie stopy podatkowe tt i t2 aby maksymalizowaé
uzyteczno$¢ gospodarstw domowych.

3. WYPROWADZENIE STOP PODATKOWYCH
MAKSYMALIZUJACYCH UZYTECZNOSC

Oznaczajac jako R catkowity zas6b wolnego czasu posiadany przez gospo-
darstwo domowe i przyjmujac, ze LI oznacza liczbe przepracowanych godzin
w gospodarstwie domowym, gdy stawka ptac wynosi W, natomiast L2 oznacza
liczbe przepracowanych godzin w gospodarstwie domowym, gdy stawka ptac
wynosi waotrzymuje sie:



C,=w,(I-/)(n-n,)=w.(l-r)A, 4)
C2=w2(\-t2)(R-R2) =w2(1-t2)L2. (5)
Maksymalizujgc wartos¢ oczekiwang funkcji uzytecznosci, okreslong row-

naniami (1), (2) i (3), przy wystepowaniu ograniczen budzetowych okre$lonych
réwnaniami (4) i (5), otrzymuje sie:

C. =yRw\(\-\), (6)
Rx={\-y)R, ()
C2=yRw2(1-12), (8)
A2=(\-y)R. 9)

Na podstawie powyzszych réwnan wyznaczy¢ mozna rowniez zatrudnienie
maksymalizujace oczekiwang uzytecznos¢ gospodarstwa domowego:

LI=R-RI=yR, (10)
L2=R-R2=yR. (11)

Normalizujac czas wolny do jednosci, czyli przyjmujac, ze:
R=1, (12)

otrzymuje sie nastepujace wielkosci dla stawki ptac W:

O,=1-r. (13)
U=y, (14)
C,=",(1-0- (15)

Natomiast dla stawki ptac w2otrzymuje sie:
m2=1-r, (16)
b=r, (17)

c2=ywl(\-t]). (18)



Zatem, jezeli funkcja uzyteczno$ci gospodarstwa domowego jest funkcja
opisang réwnaniami (1)—3) oraz gospodarstwo domowe nie ma dochodéw
pozaptacowych?2 to stawka ptacy netto (w(l-/)) wptywa co prawda na wyso-
kos¢ konsumpcji gospodarstwa domowego, ale nie wptywa na ksztattowanie sie
podazy pracy i czasu wolnego. Oznacza to, ze krzywa podazy pracy jest piono-
wa. Zatem ksztattowanie sie zatrudnienia w tym przypadku nie jest uzaleznione
od wysoko$¢ stawki ptacy brutto (w). Rdwniez wysokosci stopy podatkowej (/)
w tym przypadku nie wptywaja na ksztattowanie sie zatrudnienia3,

Brak wptywu obnizenia ptacy netto na podaz pracy oznacza, ze wzrost po-
dazy pracy wynikajacy z efektu dochodowego jest taki sam jak spadek podazy
pracy wynikajgcy z efektu substytucyjnego. Efekt dochodowy jest wiec
w analizowanym przypadku na tyle silny, Ze neutralizuje wptyw efektu substy-
tucyjnego. Efekt dochodowy zmiany stawki ptac jest relatywnie wysoki
w poréwnaniu z efektem substytucyjnym w przypadku, gdy:

* w gospodarstwie domowym pracuje tylko jedna osoba oraz w przypadku
podstawowego zywiciela, czyli najwiecej zarabiajgcej osoby w gospodarstwie
domowym4,

» analizowana jest trwata zmiana stawki ptac, a zatem nie wystepuje mie-
dzyokresowa substytucja czasu wolnego5.

Podstawiajac do rownan (2)-(3) wyznaczong wielko$¢ konsumpcji oraz wy-
znaczong, niezalezna od stawki ptac, wartos¢ podazy pracy wyznaczy¢é mozna
poziom uzytecznosci w przypadku stawki ptac wy.

[/,=yInjiw, - 7)1+ @-y)In(l-y), (19)
oraz w przypadku stawki ptac w2:

U2y In[w2(L- )]+ (- y)In(l- /). (20)

2Jezeli zatozy sie, ze doch6d pozaptacowy wystepuje, to przy funkcji uzytecznoséci Cobba-
-Douglasa wzrost stawki ptac wptywa na wzrost zatrudnienia.

3Wigkszo$¢ badan empirycznych wskazuje jednak, ze zwiekszenie opodatkowania pracy
oddziatuje na zatrudnienie. Na negatywna zalezno$¢ miedzy poziomem opodatkowania a wyso-
koS$cig zatrudnienia wskazujg m. in.: C. A. Pissarides, Are Employment Tax Cuts the Answer to
Europe'a Unemployment Problem, Centre for Economic Performance, London 1996; F. Deveri,
G. Tabellini, Unemployment, Growth and Taxation in Industrial Countries, maszynopis powie-
lany, 1997; S. Nickell, Unemployment and Labor Market Rigidities: Europe versus North
America, ,Journal of Economic Perspectives” 1997, No U oraz B. Heitger, The Impact of
Taxation on Unemployment in OECD Countries, ,,Cato Journal” 2002, vol. 22, No 2.

4 Por. P. van den Noord, Ch. Heady, Tax Design, Economic Efficiency and Growth, [w:] The
impact ofFiscal Policy, Banca d’ltalia, Rome 2002.

5 Por. m. in. B. Snowdon, H. Vane, P. Wynarczyk, Wspotczesne nurty teorii makroekonomii,
PWN, Warszawa 1998.



Uzyteczno$¢ oczekiwana wynosi zatem:

EU =n\{yInlyw,(1-7,)]+ @- y) In(l - y)} + n2{y\n[yw2(1 - 2)]+(1 - y) In(l - y)},
(21)

czyli:
EU =~YIn[AvI(T-r D]+ A2¥Mn[Aw2(1-/2)]+ (I-r)In(I-/). (22)
Przeksztatcajac dalej powyzsze rownanie otrzymuje sie:

EU =nx[\ny +\nwx+ In(l-/,)] + *2*[In7 + Inw2+ In(I —2)] + In(l —y)11,
(23)

czyli:

EU =yji\ Inwi +yaxin(l- /) +ynrinw2+yk2In0 ~h)+1°yr +m0 ~Y)'~I'm

(24)
Przyjmujac oznaczenie:
blyr + U -y)'-y=A, (25)
réwnanie (24) mozna zapisa¢ w postaci:
EU =y\nx\nwx+ a11n(1-/) + n21nH2+nrin(1-i2)]+ A . (26)

Panstwo wybiera takie stopy podatkowe t/ i t2, aby maksymalizowaé uzy-
tecznos¢ oczekiwang okreslong rownaniem (26).

Aby uzyska¢ wptywy z podatkéw T, panstwo musi od kazdego gospodar-
stwa S$ciggna¢ podatek o wartosci oczekiwanej réwnej T/N. By oczekiwane
wptywy podatkowe uzyskane od kazdego gospodarstwa domowego wynosity
TIN, stopy podatkowe t/ i t2musza spetnia¢ warunek:

T
jtxow,Z, + Ttaw2l2 =— | (27)

czyli:
« ..1-L -~-aat (28)
N KaWL> N2W2R2

Wstawiajgc do powyzszego rownania okreslony réwnaniem (14) wzér na
liczbe przepracowanych godzin w gospodarstwie domowym, gdy stawka ptac



wynosi W, oraz okre$lony réwnaniem (17) wzor na liczbe przepracowanych
godzin w gospodarstwie domowym, gdy stawka ptac wynosi w2, otrzymuje sie:

1 K\
h - (29)
N n2wzy k2w2
Wstawiajac ograniczenie okre$lone powyzszym rownaniem do réwnania (26)
okreslajacego uzytecznos$¢ oczekiwang gospodarstwa domowego, otrzymuje sie:

EU =y InW + T, In(l —j) bT2Inw2 + Jr2In(l » ! +A. (30)
N n2wzy K22

Funkcja uzyteczno$ci oczekiwanej okreslona rownaniem (30) osigga mak-
simum dla takiej stopy podatkowej t\, dla ktorej spetnione sg warunki:

dEU

0, 31
it (31)
82EU
<0. (32)
dt,2

Na podstawie warunku koniecznego maksymalizacji (okre$lonego réwna-
niem (31) otrzymuje sie:

1
5, (-1)-f- nr2 ( =0, (33)
1_/, <.T-. 1 +,*"U TZ\w,
N 712W2y W2
czyli:
33.
i n2w2 1 (34)
= 1 = n.
v g, Y 1-u

T ol
N n2wzy n2wz2
Przeksztatcajgc powyzsze réwnanie, otrzymuje sie:

1 xw, W,

1-
N n2wzy 1n2w2 w2

(35)



czyli:

-1
w2 N T2W2 x
(36)
1}
k2w2 w2
A zatem:
(37)

Powyzsze réwnanie okresla stope podatkowag maksymalizujacg uzytecznosé
w przypadku, gdy spetniony jest rowniez warunek dostateczny maksymalizacji
okreslony wzorem (32), czyli gdy zachodzi nierdwnos¢:

Poniewaz z zatozenia y,nx s 2>0, zatem warunek dostateczny maksymali-
zacji jest spetniony. Oznacza to, ze stopa podatkowa okreslona réwnaniem (37)
jest stopag podatkowa, dla ktdrej oczekiwana uzyteczno$¢ gospodarstwa domo-
wego jest najwyzsza.

Podstawiajagc réwnanie (37) do réwnania (28), wyznaczy¢ mozna réwniez
stope podatkowag t2, otrzymujac:

Okreslajac / jako przecietng stopg podatkowg w gospodarce, czyli:
T

dla wyznaczonych wczesniej wartosci L{ L2 i otrzymuje sie:
T



Zatem:

T

— =ty{mwx+Jt2w2). (42)
Wstawiajgc powyzsze réwnanie do réwnania (37), otrzymuje sie:

h= 0-—)+t W2)— . 43
)y n2w) (43)

Wykonujac analogiczne podstawienie dla stopy podatkowej t2 okreslonej
réwnaniem (39), uzyskuje sie:

t2 :H-'(l_WZ) +ty{Kxwx + kZWZ)VW2 : (44)

Dokonujac dalszych przeksztatcen rownania (43), otrzyma¢ mozna wzér na
stope podatkowag tt postaci:

I, =>r2(1 2%y + ) YTy (45)
w, |

W

Aby wyznaczy¢, jak stopa podatkowa t\ r6zni sie od przecietnej stopy podat-
kowej w gospodarce, powyzsze réwnanie nalezy przeksztatci¢ do postaci:

t=t+ro(l—e)  pataply- (46)
w, w,

otrzymujgc w rezultacie:

=/+n2——(1-0+ (47)

Wykonujagc analogiczne przeksztatcenia dla stopy podatkowej t2, otrzymuje
sie wzér na stope podatkowg t2postaci:

t2=t +nx——"-(l-r). (48)



Oznaczajgc wjako Srednig stawke ptac w gospodarce, czyli przyjmujac ze:

(49)
L\ + 72L2

i podstawiajgc do powyzszego réwnania wyznaczone wczes$niej wielkosci
Z, i L2, otrzymuje sie:

(50)
L +*1r
Rownanie to uprosci¢ mozna do postaci:
W= TTW + mw2. (51)

Rownanie okreslajgce wysokos¢ stopy podatkowej t\ mozna zatem zapisaé
W nastepujacej postaci:

('_o, (52)
W,

rzymujac w rezultacie wzor na stope podatkowa t\ postaci:

cr J=,+270-0. (53)
. W,
JRT

Wykonujac analogiczne przeksztatcenia dla stopy podatkowej t2, otrzy-
muje sie:

Ui+ A"1-0. (54)
W,

Z rownania (53) oraz réwnania (54) wynika, ze r6znica miedzy natozong na
gospodarstwo domowe stopg podatkowa a $rednig stopg podatkowg w gospodar-
ce powinna by¢ uzalezniona od procentowego odchylenia dochodu danego
gospodarstwa domowego od $redniego dochodu gospodarstw domowych.

Przy przyjetych zatozeniach okazuje sie zatem, ze jezeli gospodarstwo domo-
we funkcjonuje w warunkach niepewnosci (z prawdopodobienstwem wj otrzymuje
stawke ptac w,, a z prawdopodobienstwem ;r2otrzymuje stawke ptac w2, to w celu
maksymalizacji uzytecznosci gospodarstw domowych panstwo powinno ustali¢



wyzszg stope podatkowg w przypadku wyzszych dochodéw gospodarstwa
domowego (wyzszej stawki ptac) i nizszg stope podatkowa w przypadku nizszych
dochodbéw gospodarstwa domowego (nizszej stawki ptac)é.

4. PODSUMOWANIE

W artykule wyznaczone zostaly stopy podatkowe maksymalizujace oczeki-
wang uzyteczno$¢ gospodarstw domowych w warunkach niepewnosci dotycza-
cej stawki ptac. Przy przyjetych zatozeniach stwierdzono, ze w warunkach
niepewnos$ci dotyczacej stawki ptac panstwo powinno roznicowaé stopy
podatkowe w zaleznosci od poziomu dochodu gospodarstwa domowego. W celu
maksymalizacji uzytecznos$ci gospodarstw domowych panstwo powinno ustali¢
wyzszg stope podatkowag w przypadku wyzszych dochodéw gospodarstwa
domowego i nizszg stope podatkowa w przypadku nizszych dochodow gospo-
darstwa domowego.

Zatem w analizowanym modelu paistwo winno stosowac progresywny sys-
tem podatkowy w celu maksymalizacji uzytecznosci gospodarstw domowych
funkcjonujgcych w warunkach niepewnosci dotyczacej stawki ptac. Przy
przyjetych zatozeniach ustalono, ze réznica miedzy natozong na gospodarstwo
domowe stopa podatkowg a $rednig stopg podatkowg w gospodarce powinna byé
uzalezniona od procentowego odchylenia dochodu danego gospodarstwa
domowego od $redniego dochodu gospodarstw domowych w gospodarce.

Piotr Krajewski

TAX RATES MAXIMISING THE UTILITY OF HOUSEHOLD
UNDER WAGE RATE UNCERTAINTY

(Summary)

Tax rates maximising the households’ utility under wage rate uncertainty are analyzed in the
article. It is assumed in the article that each household with probability K\ obtains wage rate and
with probability w obtains wage rate w2. It is also assumed that households obtain income only
from wages. The aim of the article is to derive tax rates the government should put on wages to
maximise households’ utility. It is shown that the tax rate should be higher in case of higher wage
rate. It means that under wage rate uncertainty the government should implement progressive tax
system to maximise households’ utility.

6 W analizowanym przypadku podaz pracy jest taka sama dla obydwu stawek ptac i nie wy:
stepujg dochody pozaptacowe, a zatem dochody gospodarstwa domowego sg proporcjonalne do
stawki ptac.



