materiaty
metodyczne

Ryszard J. Pawlak
Zofia Walczak



IX

Geometria w praktyce

Opracowanie

Maciej Czarnecki






ROzDzIAL 1

Konstrukcje geometryczne

1.1.
Podstawy konstrukcji

Stwierdzenie 1. Okrag o(O,r) z prosta I
e nie ma punktéw wspdlnych, gdy d(O,1) > r,
e ma dokladnie jeden punkt wspélny, gdy d(O,l) = r,

e ma dokladnie dwa punkty wspdlne, gdy d(O,1) < r.

Stwierdzenie 2. Niech dane beda okregi 0o(O1,71) i 0(O2,72) oraz niech
d = |0102] > 0. Woéwczas okregi te
e nie maja punktéw wspdlnych, gdy d < |ry — ro| lub d > r1 + 79,
e maja dokladnie jeden punkt wspdlny, gdy d = |r1 —ra| lub d = 1 +7r9,
e maja dokladnie dwa punkty wspdlne, gdy |r1 — ro| < d < r1 + ro.
Ponadto, jezeli O1 = Os, to okregi sg roztaczne, gdy r1 # ra, a pokrywaja
sie, gdy r1 = ro.

Definicja 1. Konstrukcjg za pomocq cyrkla 4 linijki nazywamy procedu-
re bedaca ciagiem skonczonym zlozonym z operacji nastepujacych dwdoch

typow:
e kreslenie prostej przez dwa rézne punkty,
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e kreslenie okregu o srodku w danym punkcie i promieniu réwnym da-

nemu odcinkowi.

Uwaga 1. Wykonalnosé konstrukeji za pomocg cyrkla i linijki jest uzalez-
niona od rozwigzalnosci tzw. grupy Galois zwiazanej z tg konstrukcja. Znane

przyktady konstrukcji niewykonalnych za pomoca cyrkla i linijki to:
1. Kwadratura kola — wyznaczenie boku kwadratu, ktérego pole rowna
sie polu danego kota.

2. Podwojenie szeScianu — wyznaczenie krawedzi sze$cianu, ktérego ob-

jetosé jest dwa razy wieksza od objetosci danego szescianu.
3. Trysekcja kgta — podziat danego kata na trzy katy parami przystajace.

Stwierdzenie 3 (Konstrukcje pierwotne). Za pomoca cyrkla i linijki mozna

przeprowadzi¢ konstrukcje nastepujacych obiektéw:
e Odcinek potozony na danej prostej, o danym poczatku i rowny danemu
odcinkowi.
e Suma i réznica danych odcinkéw potozona na danej proste;j.

e Okrag o danym $rodku i promieniu réwnym promieniowi danego okre-
gu.
e Kat ptaski (takze skierowany) o danym ramieniu i mierze réwnej mie-

rze danego kata ptaskiego.

Stwierdzenie 4 (Konstrukcje podstawowe). Za pomoca cyrkla i linijki
mozna przeprowadzi¢ konstrukcje nastepujacych obiektow:
1. Symetralna danego odcinka.
2. Dwusieczna danego kata ptlaskiego.
3. Prosta prostopadia do danej prostej i przechodzaca przez dany punkt.
4. Prosta rownolegta do danej prostej i przechodzaca przez dany punkt.

5. Prosta réwnolegla do danej prostej i odlegta od niej o dtugosé danego

odcinka.
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Odcinek réwny n—tej czesci danego odcinka, n € N.

Odcinek czwarty proporcjonalny do danych trzech odcinkéw (czyli od-

cinek o dlugoéci x = %b, gdzie a, b, ¢ sa dtugo$ciami danych odcinkéw).

Prosta styczna do danego okregu poprowadzona przez dany punkt

lezacy na zewnatrz tego okregu.

Obraz danego punktu w rzucie réwnolegtym na dana prosta w kierun-

ku innej danej prostej (nieréwnoleglej do pierwszej prostej).

Obraz danego punktu w przesunieciu réwnoleglym o dany wektor.
Obraz danego punktu w symetrii osiowej wzgledem danej proste;j.
Obraz danego punktu w symetrii $rodkowej wzgledem danego punktu.

Obraz danego punktu w obrocie dookota innego danego punktu, przy

czym kat obrotu jest rowny danemu skierowanemu katowi ptaskiemu.

Obraz danego punktu w jednokladnosci o skali réwnej stosunkowi
dwoch odcinkéw opatrzonemu znakiem lub o skali bedacej liczba wy-

mierng.

Uwaga 2. Konstrukcje podstawowe mozna przeprowadzi¢ przy dowolnych

danych spelniajacych (dosé¢ oczywiste) zalozenia do tych konstrukeji. Nalezy

pamietad, ze konstrukcja prostej rownoleglej odleglej o dana odlegtoéé (nr 5)

daje dwie proste.

1.2.

Zadania konstrukcyjne

Rozwiazanie kazdego zadania konstrukcyjnego sktada sie z nastepujacych

czterech czedci:

1. Analiza — poswiecona przetlumaczeniu zawartych w zadaniu wita-

snosci na jezyk prostych i okregéw.

II. Opis konstrukcji — zawierajacy etapy wykonania konstrukcji.
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ITII. Dowdd poprawnosci — potwierdzajacy, ze otrzymany na drodze

konstrukcji obiekt(y) spelnia(ja) warunki zadania.

1V. Dyskusja — oceniajaca etapy konstrukcji pod katem ich wykonal-

nodci i liczby otrzymanych rozwigzan w zaleznosci od danych.

Analiza wymaga czesto wnikniecia wglab zagadnienia geometrycznego
i skorzystania z r6znych wtasnosci, ktérych opis w jezyku prostych i okregow
nie musi by¢ tatwy. W opisie konstrukcji staramy sie stosowaé konstrukcje
podstawowe, co sprzyja jego przejrzystosci. Starannie przeprowadzona ana-
liza do$¢ czesto pozwala na tatwe udowodnienie poprawnosci konstrukcji.
Dyskusja jest integralna czescig zadania, rézne rozwiazania nalezy porow-
na¢ w celu wykrycia tych przystajacych, a szczegdlna uwage zwrdci¢ moz-
liwoéé¢ wykonania kolejnych etapow przy uzyciu obiektéw skonstruowanych
na poprzednich etapach konstrukcji.

Cwiczenia 1-5 zamieszczone ponizej pochodza ze zbioru [3].

Cwiczenie 1. Zbudowaé tréjkat dysponujac danymi jak w kolejnych ce-

chach przystawania tréjkatéw.

Cwiczenie 2. Zbudowaé okrag opisany na danym tréjkacie i wpisany w da-

ny trojkat.

Cwiczenie 3. Zbudowadé prosta styczna jednoczesnie do dwoch danych

okregéw. Rozpoczaé od przypadku okregéw zewnetrznie stycznych.

Cwiczenie 4. Zbudowaé okrag styczny do ramion danego kata plaskiego

i przechodzacy przez dany punkt wewnatrz tego kata.

Cwiczenie 5. Zbudowaé tréjkat prostokatny majac dang jego przeciwpro-

stokatna i jedna z przyprostokatnych.

Przykltad 1. Dla danego okregu o(O, ), danej prostej [ i danego odcinka
o dtugosci R zbudowaé okrag o promieniu R styczny zewnetrznie do okregu
0(O,r) i styczny do prostej [.

I. Analiza. Jezeli o(S, R) jest szukanym okregiem, to |OS| = r + R z warun-

ku zewnetrznej stycznosci okregéw oraz d(S,l) = R z warunku stycznosci
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prostej do okregu. Innymi stowy, S € o(O,r + R) oraz S € k, gdzie k ||
id(k,l) = R. Ostatecznie S € 0o(O,r + R) N k.

II. Opis konstrukcji

1. Suma odcinkéw r oraz R;
2. o(O,r + R);

3. k||, d(k,1) = R;

4. S €0(O,r+ R)Nk;

5. o(S, R).

ITI. Dowdéd poprawnosci. W tym przypadku stanowi bezposrednie odwroce-
nie analizy.

IV. Dyskusja. Punkty 1, 2, 5 sa wykonalne jednoznacznie z dostarczonych
przez ewentualne wezesniejsze etapy danych. W punkcie 3 otrzymujemy dwie
proste k1, k2. Kazda z nich przecina o(O, r+ R) odpowiednio w dwéch punk-
tach o ile d(O, k) < r + R, w jednym, gdy d(O, k) = r + R lub nie przecina
tego okregu, gdy d(O, k) > r + R.

Jezeli oznaczymy e = d(O, 1), a przez ki te prosta réwnolegla do [ i od-
legla od niej o R, ktéra jest nie dalsza od O, otrzymamy d(O, k1) = |e — R|,
d(O, k2) = e + R. Zatem o(O,r + R) przecina ks w 2, 1, 0 punktach odpo-
wiednio, gdy e < r, e = r, e > r. Z kolei prosta k; przecina o(O,r + R)
w 2, 1, 0 punktach odpowiednio, gdy e <r+ 2R, e =7+ 2R, e > r + 2R.
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Ostatecznie mamy 4 rozwigzania dla e < r, 3 rozwiazania dla e = 7,

2dlar <e<r+2R,1dlae=r+2R oraz brak rozwiazan, gdy e > r+2R.

Przyktad 2. Zbudowaé trojkat majac dany jego jeden bok a, wysokosé

h opuszczona na ten bok i sSrodkowa m tego boku.

Wskazéwka. Zatdézmy, ze punkty B i C sg koncami odcinka o dtugosci a.
Wtedy wysoko$é h jest opuszczona z wierzchotka A, a érodkowa m laczy
punkt A ze érodkiem D odcinka BC. Stad A € o(D,m) oraz A € k, gdzie
k jest prostg rownolegta do prostej BC' i odlegta od niej o h. Ze wzgledu na
potozenie punktu D na prostej BC rozwiazanie istnieje wtedy i tylko wtedy,

gdy h < m.

Zadanie 1. Zbudowaé czworokat majac dane jego kolejne boki a, b, ¢, d
i wiedzac, ze przekatna wychodzaca z kata utworzonego przez boki a oraz d

jest dwusieczna tego kata.

Zadanie 2. Zbudowa¢ okrag o danym promieniu r styczny do danej prostej

[ i przechodzacy przez dany punkt A.

Zadanie 3. Zbudowaé tréjkat majac dane jego katy i odlegtoéé pomiedzy

srodkiem okregu opisanego i wpisanego w ten trojkat.

Zadanie 4. Zbudowaé trojkat majac dany jego bok a, lezacy naprzeciw

niego kat a oraz wysokos¢ h poprowadzong z wierzchotka innego kata.



ROZDZIAL 2

Wielo$ciany

2.1.
Wielokaty

Definicja 1. Odcinkiem o kohcach A i B, gdzie A # B, nazywamy zbidr
AB ={aA+bB; a,b>0,a+b=1}

Definicja 2. Trgjkgtem o wierzchotkach A,B,C', gdzie gdzie punkty A, B, C
sg niewspoétliniowe, nazywamy zbiér
ANABC ={aA+bB+cC ; a,b,c>0,a+b+c=1}
:{A—l-bA—B)-l-cA—C>' i b,e>0,b+c< 1}

Definicja 3. Polem trdjkgta AN ABC rozpietego na wektorach v = ABiw =

—_—
AC nazywamy liczbe

A(BABC) = §\Jact Glo.w) = | ‘ (w,0)  {v,w) ‘

(w,v) (w,w)

Definicja 4. Roéwnoleglobokiem o wierzchotku A rozpietym przez nierdw-

nolegte wektory v i w, nazywamy zbior
P(A;v,w) ={A+sv+tw; s, te€l0,1]}

Definicja 5. Wielokgtem nazywamy zbior, ktéry jest sumg mnogosciowa
tréjkatow takich, ze kazde dwa z nich majg wspélny bok albo wspdlny wierz-

chotek albo sa roztaczne.
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Mowimy, ze wielokat jest wypukly, jezeli dowolne dwa jego punkty taczy

odcinek zawarty w tym wielokacie.

Definicja 6. Wierzcholkiem wielokgta nazywamy punkt, ktory w kazdej
triangulacji jest wierzchotkiem czworoscianu tej triangulacji.
Bok wielokgta to odcinek taczacy jego wierzchotki, ktéry w kazdej triangu-

lacji zawiera bok pewnego trojkata triangulacji.

Cwiczenie 1. Pokazaé, 7e réwnoleglobok jest wielokatem. Opisa¢ dwa tréj-

katy stanowiace jego triangulacje.

Stwierdzenie 1.

AP(A;0,0)) = /et G(v, w) = ‘(v,w (v, w) ‘

(w,v) (w,w)

Definicja 7. Wielokat nazywamy n—kgtem foremnym (lub, gdy liczba bo-
kéw jest znana, wielokgtem foremnym), jezeli wszystkie jego boki maja réw-

ng dlugosdé, a wszystkie katy wewnetrzne te sama miare.

Stwierdzenie 2. Dla dowolnego a > 0 i dowolnej liczby naturalnej n > 3
istnieje (z dokladnoscia do izometrii) dokladnie jeden n—kat foremny o boku

dtugosci a.

Przyktad 1. Wierzchotkami pewnego n—kata foremnego sa zespolone pier-
wiastki n—tego stopnia z 1, czyli liczby

2k 2mk
wkzcosi—l—isini, k=0,1,...,n—1.
n n

W zapisie rzeczywistym sa to punkty na okregu jednostkowym o wspdlrzed-

nych

27k 2rk
Ak:(cosﬂ,sinﬂ>, k=0,1,...,n—1.
n n
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AP
av:

|

Zadanie 1. Dla n—kata foremnego o boku dtugosci a wyznaczy¢:
1. Miare kata wewnetrznego.
2. Promien okregu opisanego na tym wielokacie.

3. Promien okregu wpisanego w ten wielokat.

Otrzymane wyniki poréwnaé z wzorami okreélajacymi te wielkosci w trdj-

kacie réwnobocznym, kwadracie i szeSciokacie foremnym.

2.2.
Triangulacje wielo$cianéw

Definicja 8. Czworoscianem o wierzchotkach A,B,C,D, gdzie gdzie punkty
A, B,C, D sa niewspolplaszczyznowe, nazywamy zbiér
ANABCD ={aA+bB+cC+dD ; a,b,c,d>0,a+b+c+d=1}
—{A+bAB + cAC +dAD ; b,c,d > 0,b+c+d <1}

Definicja 9. Objetoscig czworoscianu AABCD rozpietego na wektorach

— — —
u=AB,v=AC i w = AD nazywamy liczbe

)
V(ZABCD):é\/detG(u,v,w):% W) (0,0) (0w
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Whniosek 1.
— 1
V(AABCD):gALAAchd@LABC)

Zadanie 2. Positkujac sie dowodem twierdzenia o srodkowych w tréjkacie
udowodnié, ze odcinki taczace wierzchotki czworoscianu ze srodkami cigzko-
Sci przeciwleglych im Scian przecinaja sie w jednym punkcie, ktory dzieli te

odcinki w stosunku 3 : 1 liczac od wierzchotka do éciany.

Definicja 10. Wielo$cianem nazywamy zbior, ktéry jest sumg mnogoscio-
wa czworoécianow takich, ze kazde dwa z nich maja wspoélna Sciane albo
wspolng krawedz albo wspélny wierzchotek albo sa roztaczne.

Moéwimy, ze wieloscian jest wypukly, jezeli dowolne dwa jego punkty

taczy odcinek zawarty w tym wieloscianie.

Cwiczenie 2. Okresli¢ ciane, wierzcholek i bok wieloécianu.

Definicja 11. Charakterystykq Eulera wieloscianu P nazywamy liczbe
X(P)=F-E+V,

gdzie F oznacza liczbe $cian, F — liczbe krawedzi, a V' — liczbe wierzchotkow

wielo$cianu P.
Twierdzenie 1. Charakterystyka Eulera wieloscianu wypuklego wynosi 2.

Definicja 12. Dla danego tréjkata A i danego wektora u nieréwnolegle-
go do plaszczyzny tego trojkata pryzmg (lub graniastostupem tréjkgtnym)

o podstawach A i A + u, nazywamy zbiér

QAauw = |J (A+ru)y={P+ru; PeA, rel0,1]}
0<r<1
Zadanie 3. Poda¢ wszystkie wierzchotki pryzmy, znalezé jej triangulacje

zlozona z trzech czworoscianéw i opisaé¢ wektory rozpinajace te czworoscia-

ny.
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Stwierdzenie 3. Jezeli trojkat A jest rozpiety na wektorach v i w

(uyuy (u,v) (u,w)

V(A1) = 3 fdet Gl v,w) = 5 || ) (0,0) (v,w)

(w,u) (w,v) (w,w)

Definicja 13. Réwnolegloscianem o wierzchotku A rozpietym przez nierdw-

nolegte do jednej ptaszczyzny wektory u,v,w, nazywamy zbior
P(A;u,v,w) = {A+ru+sv+tw; r,ste(0,1]}

Zadanie 4. Poda¢ wszystkie wierzcholki réwnolegloscianu, znalezé jego
triangulacje ztozona z szeSciu czworoScianéw i opisa¢ wektory rozpinajace
te czworoéciany.

Wskazowka: Przedstawié najpierw rownolegtoscian jako sume dwoch pryzm.

Stwierdzenie 4.

{u, u) {u, w)
V (P(A;u,v,w)) = /det G(u, v, w) = (v,u) (v,v) (v,w)

Uwaga 1. 1. Dlav = (v1,v2), w = (wy,ws)
2
v v
det G(v,w) = b
w1 W9

2. Dla u = (u1,u2,u3), v = (v1,v2,v3), w = (w1, w2, Ww3)

2
Uy U2 U3

det G(u,v,w) = | v; vy w3

wp w2 w3

Definicja 14. Dla danego wielokata wypuktego II i punktu P nie lezace-
go w plaszczyznie tego wielokata ostrostupem o podstawie II i wierzchotku

(centralnym) P nazywamy otoczke wypukla wielokata IT i punktu P

conv(Il, P) ={aA+bP; AcTIl, a,b>0, a+b=1}
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Definicja 15. Dla danego wielokata wypuktego II i wektora u nieréwnole-
glego do plaszczyzny tego wielokata graniastostupem o podstawach II oraz

IT + u nazywamy pryzme nad tym wielokgtem

QMLu)= |J M+ru)={A+ru; A€, re0,1]}

0<r<1

Zadanie 5. Stosujac triangulacje podstawy uzasadnié¢ znane wzory na ob-

jetos$¢ graniastostupa i ostrostupa.

2.3.

Wielosciany foremne

Definicja 16. Wieloscianem foremnym nazywamy wielo$cian wypukty, kto-
rego wszystkie Sciany sa przystajacymi wielokatami foremnymi i kazdy wierz-

chotek tego wieloécianu nalezy do tej samej liczby $cian.

Twierdzenie 2. 7 dokladnoscig do podobienstwa istnieje dokladnie pieé

wielo$ciandw foremnych:

1. Czworo$cian, oSmioscian i dwudziestoScian o Scianach bedgcych troj-

kqgtami rownobocznymi.
2. Szescian o Scianach bedgcych kwadratams.

3. Dwunastoscian o Scianach bedgcych pieciokgtami foremnymi.

Przyklad 2. Wielosciany foremne maja nastepujace liczby Scian, krawedzi

i wierzchotkdw:
Czworoscian foremny: FF =4, F =6,V = 4.
Oémioscian foremny: F' =8, F =12, V = 6.
Dwudziestoécian foremny: F' = 20, £ =30, V = 12.
Szedcian F'=6, E =12, V =8.

Dwunastoscian foremny: F' =12, F = 30, V = 20.
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Przyktad 3. Wielosciany foremne mozna okredli¢ podajac wierzchotki w tréj-

wymiarowym prostokatnym uktadzie wspoélrzednych:

Czworoscian foremny: (1,0,0), (—%,@,O), (—%,—@,O), (0,0,v/2).

Os$mio$cian foremny: (£1,0,0), (0,+1,0), (0,0, £1).

Dwudziestoscian foremny: (0,+1, £¢), (£1,0,+¢p), (£1,£p,0),

(p= 7\/52“ i tym samym % = —\/52_1)

Szescian: (+1,£1,+1).

Dwunastoscian foremny: (+1, %1, 1), (0, %1, £¢), (£,0, £¢),
(ié,:l:(p, 0), (¢ = @ i tym samym % = @)

Otrzymujemy wtedy jeden z mozliwych (z dokladnoscia do podobienstwa)

modeli tych wielocianéw — niekoniecznie o krawedzi dlugosci 1.






ROzDzIAL 3
Geo(Gebra i dowody przez

eksperyment

3.1.

Konstrukcje geometryczne w GeoGebrze

GeoGebra jest powszechnie dostepnym programem wspomagajacym naucza-
nie i uczenie si¢ matematyki oraz znajdujacym zastosowania w pokrewnych
dziedzinach. Cecha najbardziej przydatng w dydaktyce geometrii jest moz-
liwos¢ szybkiego i tatwego rysowania podstawowych figur geometrycznych
wyrazonych réwnaniami stopnia 11 2, a takze opis tych zaleznosci w wybra-
nym uktadzie wspotrzednych. Tym samym tradycyjny podzial na metody
syntetyczne i analityczne w geometrii ulega zatarciu z korzyscia dla zrozu-
mienia istoty pojec.

Wersja instalacyjna pakietu GeoGebra dostepna jest na stronie geogebra.
org. Programu mozna réwniez uzywaé poprzez dysk Google.

Podstawowe funkcje GeoGebry pozwalaja na rysowanie prostych i okre-
géw oraz znajdowanie ich punktéw przecigcia, program moze byé wiec uzy-
wany do ilustrowania i zapisywania etapéw konstrukeji. Dyskusja liczby roz-
wigzan oraz ich zaleznosci jest takze mozliwa przez tatwe powielanie dziatan
przy innych warunkach poczatkowych.

Wiele podstawowych konstrukeji jest zaimplementowanych w GeoGe-
brze, pozostate mozna tatwo opracowac¢ samodzielnie. Korzystne jest dwuto-

rowe wprowadzanie danych i przeprowadzanie operacji, a uzycie zapisu sym-
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bolicznego — zamiast postugiwania si¢ urzadzeniem wskazujacym — utrwala
nawyk i przekonanie o mozliwosci zaprogramowania dzialan takze w obsza-
rze graficznym.

GeoGebra moze przetwarzaé¢ dane w trzech podstawowych formach: gra-
ficznej (Widok grafiki), analitycznej (Widok algebry) i obliczeniowej (Widok
arkusza); umozliwia takze rejestrowanie etapéw postepowania graficznego
(Protokét konstrukeji). Wymiana danych pomiedzy tymi oknami jest dyna-

miczna co pozwala na szybkie zmiany warunkéw poczatkowych.

Cwiczenie 1. W oparciu o narzedzia podstawowe przeprowadzi¢ w progra-

mie GeoGebra konstrukcje symetralnej odcinka.

Cwiczenie 2. W oparciu o narzedzia podstawowe przeprowadzi¢ w progra-

mie GeoGebra konstrukcje dwusiecznej kata.

Cwiczenie 3. Przeprowadzi¢ w programie GeoGebra konstrukcje odcinka

czwartego proporcjonalnego.

Cwiczenie 4. Przeprowadzi¢ w programie GeoGebra konstrukcje okregu
opisanego na tréjkacie w przypadku trojkata ostrokatnego, prostokatnego

i rozwartokatnego.

3.2.

Dowody przez eksperyment

Dowody eksperymentalne sa pierwszym krokiem w poznaniu glebszych za-
leznosci miarowych. Wprowadzajac w GeoGebrze — a dokladniej w widoku
arkusza — miary odcinkéw, katéw, pola wielokatow itp. jako zmienne, mo-
zemy po zapisaniu zaleznosci symbolicznych sprawdzaé¢ réwnosé wielkosci
zlozonych w zaleznosci od wielu réznych uktadéw warunkéw poczatkowych

poprzez tatwa manipulacje graficzna.

Cwiczenie 5. Postugujac siec GeoGebrg udowodni¢ eksperymentalnie wzér
a+b+c
Gotre,

Herona na pole tréjkata P = /p(p — a)(p — b)(p — ¢), gdzie p =
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Cwiczenie 6. Poslugujac sic GeoGebrg udowodni¢ eksperymentalnie wzér

na pole trdojkata uzywajacy promienia okregu opisanego P = ‘i—%.

Przyktadami mocnych i ogélnych twierdzen, ktérych dowdéd mozna tatwo
przyblizyé eksperymentalnie uzywajac narzedzi informatycznych sg znane
twierdzenia z geometrii rzutowej: twierdzenie Menelausa i twierdzenie Cevy
uzalezniajace odpowiednio wspotliniowo$é punktéw i przecinanie sie pro-
stych w jednym punkcie za pomoca wektorowej (lub odlegloéciowej) pro-
porcji potozenia pewnych punktéw na prostych.

Niech dane beda trzy niewspéltiniowe punkty A, B, C. Wybierzmy punk-
ty D, E, F nalezace odpowiednio do prostych AB, BC, C' A i rbézne od wierz-
chotkéw tréjkata AABC poprzez wskazanie takich liczb k,I,m € R\ {0},

ze

— —_— — —_— — —
AD=kDB, BE=IEC, CF =mZFA.

Twierdzenie 1 (Cevy). Przy powyzszych oznaczeniach warunek klm = 1
jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy proste AE, BF, CD przecinajg sie

w dokladnie jednym punkcie lub sqg parami réwnolegle.

Twierdzenie 2 (Menelausa). Przy powyzszych oznaczeniach warunek klm =

—1 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy punkty D, E, F sq¢ wspotliniowe.

Z twierdzenia Cevy wynika ze $rodkowe (odpowiednio dwusieczne katéw
wewnetrznych) przecinaja sie w jednym punkcie. Dotyczy to takze prostych
zawierajacych wysokosci trojkata; nie musi jednak dotyczy¢ samych wyso-

koéci, gdy tréjkat jest rozwartokatny.
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Cwiczenie 7. Udowodni¢ eksperymentalnie twierdzenie Menelausa i twier-

dzenie Cevy.

Definicja 1. Inwersjg wzgledem okregu o $rodku S i promieniu r» > 0 na-
zywamy przeksztatcenie przypisujace dowolnemu punktowi X # S z plasz-
czyzny punkt X' taki, ze [SX| |SX'| = r2.

Inwersja (zwana czasem potegqg punktu wzgledem okregu) jest najprost-
szym przykladem przeksztalcenia zachowujacego wszystkie katy, ale nie za-

chowujacego odleglosci. Inwersja przeksztalca proste na proste lub okregi.

Cwiczenie 8. Znalez¢ obraz tréjkata w inwersji przeksztalcajac jego wierz-
chotki i po jednym punkcie wewnetrznym kazdego boku i nastepnie prowa-
dzac okregi przez obrazy trzech punktéw danego odcinka.

Szczegdlnie ciekawe sa przypadki, gdy $rodek okregu inwersji jest blisko
bokéw tréjkata.

Definicja 2. 1. Dla ustalonych punktéw F} i Fy i ustalonego a > |F} Fy|
elipsq o ogniskach Fy i F5 oraz osi wielkiej 2a nazywamy zbior wszyst-
kich takich punktéw X, dla ktérych | X Fy| + | X Fs| = 2a.

2. Dla ustalonych punktéw Fj i Fy i ustalonego a < |F1F|0 hiperbolg
o ogniskach F i F5 oraz osi rzeczywistej 2a nazywamy zbidér wszystkich
takich punktéw X, dla ktérych || X Fi| — | X Fa|| = 2a.

3. Dla ustalonego punktu F' i ustalonej prostej k parabolg o ognisku F'
oraz kierownicy k nazywamy zbiér wszystkich punktéow réwno odle-

gltych od punktu F'i prostej k.

Cwiczenie 9. Sprawdzi¢ eksperymentalnie wlasnosci ogniskowe elipsy, hi-

perboli i paraboli.

Cwiczenie 10. Sprawdzi¢ eksperymentalnie wlasnosci zwierciadla parabo-
licznego: wszystkie promienie réwnolegte do osi paraboli skupia w ognisku,
a wszystkie promienie z ogniska odbijaja sie¢ od zwierciadla tworzac wiazke

rownolegla.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania w GeoGebrze

10.

11.

12.

. Skonstruowaé proste styczne do dwdch okregéw zewnetrznie stycz-

nych.

Skonstruowaé styczne zewnetrzne do dwoch okregéw, z ktorych kazdy

lezy na zewnatrz drugiego.

Skonstruowaé styczne wewnetrzne do dwéch okregéw, z ktorych kazdy

lezy na zewnatrz drugiego.

. Skonstruowad tréjkat prostokatny majac dane dowolne dwa jego boki.

Skonstruowaé trojkat majac dany jego bok, wysokosé opuszczona na

ten bok i srodkowsg tego boku.

Skonstruowaé cigciwe danej dtugoéci w danym okregu, réwnolegla do

danej proste;j.

Skonstruowaé¢ czworokat majac dane dtugosci czterech jego kolejnych
bokéw i1 wiedzac, ze jego przekatna jest dwusieczna kata utworzonego

przez pierwsze dwa boki.

Skonstruowaé okrag wpisany w dany trojkat i okrag dopisany do da-

nego tréjkata po stronie danego boku.

Udowodnié eksperymentalnie, ze dwa tréjkaty o odpowiednio réwnych
dtugoéciach bokéw mozna przeksztalci¢ na siebie przez zlozenie co

najwyzej trzech symetrii osiowych.

Udowodnié eksperymentalnie wzér na pole réwnolegtoboku (dla obu
wysokosci).
Udowodnié¢ eksperymentalnie wzér na pole tréjkata uzywajacy pro-

mienia okregu wpisanego w ten trojkat.

Udowodnié¢ eksperymentalnie wzér na pole trojkata uzywajacy pro-

mienia okregu dopisanego do tego tréjkata.
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13. Udowodni¢ eksperymentalnie twierdzenie o dwusiecznej kata zewnetrz-
nego w tréjkacie.

14. Udowodnié¢ eksperymentalnie warunek opisania okregu na czworoka-
cie.

15. Udowodnié eksperymentalnie warunek wpisania okregu w czworokat.

16. Udowodni¢ eksperymentalnie twierdzenie o srodkowych w tréjkacie.



ROZDZIAL 4

Stownictwo angielskie w geometrii

Angielski jezyk matematyczny ze wzgledu na swoja czasownikowo zoriento-
wang strukture jest dos¢ prosty i pozwala na tatwe i precyzyjne wyrazanie
treéci matematycznych nawet bez gruntownej znajomosci gramatyki. R6zni
go to zdecydowanie od jezyka polskiego, gdzie wielo§é¢ konstrukcji rzeczow-
nikowych wrecz wymusza ozdobny i opisowy styl wypowiedzi tak ustnej jak
i pisemne;j.

Szczegdlnie przydatna jest umiejetnosé poprawnego czytania tekstu, for-
mutowanie my$li po angielsku w nauczaniu uczniéw postugujacych sie jezy-
kiem polskim nie jest konieczne. Bezplatne zasoby internetowe, z ktérych
korzysta¢ moga uczniowie i nauczyciele w kwestiach szczegdéltowych czesto
ograniczaja do zrodel angielskojezycznych. Pokonanie, niskiej w istocie, ba-
riery jezykowej pozwala na ich efektywne uzywanie.

Jednym z bardzo ciekawych Zrodet jest strona herricks.org zawierajace
rézne materiaty dydaktyczne, w szczegélnosci obszerny, a jednocze$nie dosé
elementarny podrecznik geometrii AMSCO Geometry Book dostepny pod
adresem http://www.herricks.org/highschool.cfm?subpage=11368.

Ponizej zamieszczamy tabele najpopularniejszego stownictwa geometrycz-
nego, ktére — obok zupelie elementarnej znajomosci jezyka angielskiego —
pozwalaja zrozumieé¢ wickszodé tekstu powyzszej ksiazki, ktéra jest zreszta

bogato ilustrowanal.

! Terminy angielskie z innych dziedzin matematyki mozna znalezé na przyktad w [4]
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Stowniczek geometryczny angielsko—polski

Mathematical text

Tekst matematyczny

definition | definicja
theorem | twierdzenie
proposition | stwierdzenie
lemma | lemat
corollary | wniosek
remark | uwaga
proof | dowdd
example | przyktad
exercise | ¢wiczenie
problem | zadanie
Sets | Zbiory
set | zbidr
subset | podzbidr
empty set | zbiér pusty
union | suma mnogosciowa
intersection | cze$¢ wspdlna
complement | dopelnienie

Cartesian product

iloczyn kartezjanski

belong | nalezeé
include | zawierac
consist of | sktadaé sie z
Linear set | Zbiory liniowe
point | punkt
(straight) line | prosta
plane | plaszczyzna

(3—dimensional) space

przestrzen trojwymiarowa
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ray | pélprosta
segment | odcinek
midpoint | érodek odcinka
Measures | Miary
length | dlugosé
area | pole
volume | objetosé
distance | odleglosé
Vectors | Wektory
vector | wektor
length | dtugosé
direction | kierunek
orientation | zwrot

inner product

iloczyn skalarny

vector product

iloczyn wektorowy

Angles | Katy
angle | kat
acute | ostry
right | prosty
obtuse | rozwarty
supplementary | przylegty
vertical | wierzchotkowy
corresponding | odpowiadajacy
alternate | naprzemianlegty
Polygons | Wielokaty

vertex / vertices

wierzcholek / wierzchotki

side

bok

circumference

obwdd

regular polygon

wielokat foremny
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interior angle

kat wewnetrzny

exterior angle

kat zewnetrzny

diagonal | przekatna
triangle | tréjkat
qudrilateral | czworokat
pentagon | pieciokat
hexagon | szesciokat
heptagon | siedmiokat
octagon | oSmiokat

circumscribed circle

okrag opisany

inscribed circle

okrag wpisany

Traingles | Tréjkaty
equilateral | réwnoboczny
isosceles | réwnoramienny
perpendicular bisector | symetralna
(angle) bisector | dwusieczna
median | srodkowa
height | wysoko$¢ (odcinek)
altitude | wysokosé (dlugosé)

law of cosines

twierdzenie cosinuséw

law of sines

twierdzenie sinuséw

Pythagorean theorem

twierdzenie Pitagorasa

SSS triangle congruence / similarity

I cecha przystawania / podobienstwa

tréjkatow
SAS triangle congruence / similarity | II cecha przystawania / podobiehstwa
trojkatéw
ASA triangle congruence | III cecha przystawania / podobienstwa
/ AA triangle similarity | tréjkatéw
Quadrilaterals | Czworokaty

adjacent side

bok przylegly
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opposite side

bok przeciwlegty

square | kwadrat
rectangle | prostokat
rhombus | romb
parallelogram | réwnoleglobok
trapezium (trapezoid) | trapez
kite | deltoid
Circles | Okregi
circle | okrag
circle / disc | kolo
diameter | Srednica
chord | cieciwa

central angle

kat srodkowy

inscribed angle

kat wpisany

tangent

styczna

secant

sieczna

internally tangent

wewnetrznie styczny

externally tangent

zewnetrznie styczny

Polyhedrons | Wielosciany
tetrahedron | czworoscian
szeScian | cube
prostopadloscian | cuboid
parallelepiped | réwnolegloscian
prism | graniastostup
pyramid | ostrostup
regular polyhedron | wielo$cian foremny
octahedron | oémioscian
dodecahedron | dwunasto$cian

icosahedron

dwudziestoscian
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Rotational solids

Bryly obrotowe

ball | kula
sphere | sfera
cylinder | walec
cone | stozek
Transformations | Przeksztalcenia
isometry | izometria
similarity | podobienstwo
identity | tozsamos¢
symmetry | symetria

reflection in

symetria wzgledem

central symmetry

symetria srodkowa

axis symmetry

symetria osiowa

glide reflection

symetria z poslizgiem

rotation

obroét

translation

przesuniecie réwnolegle

homothety / dilation

jednoktadnosé
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