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Wstep

Jeden z celéw ogdlnych ksztalcenia na III etapie edukacyjnym zapisanych
w podstawie programowej brzmi nastepujaco: ,,Uczen interpretuje i tworzy
teksty o charakterze matematycznym, uzywa jezyka matematycznego do
opisu rozumowania i uzyskanych wynikéw”. Wobec tego nauczyciele uczacy
w gimnazjach zobowigzani sa pracowacé z tekstem matematycznym ze swoimi
uczniami.

Umiejetnos¢ zwyklego czytania ksztatcona jest w pierwszych latach edu-
kacji szkolnej. W toku tego procesu uczen wypracowuje wtasne techniki do-
tyczace lektury tekstow. Okazuje sie, ze zazwyczaj nawyki te nie znajduja
zastosowania w odniesieniu do tekstow o charakterze matematycznym. Tekst
matematyczny wymaga od czytelnika duzo wiekszego wysitku w czasie lek-
tury. W przypadku tekstow o charakterze niematematycznym jednokrotne
pobiezne przeczytanie pozwala na wyodrebnienie, zrozumienie i zapamieta-
nie czesci informacji, podczas gdy przeczytany w ten sam sposob tekst mate-
matyczny zazwyczaj pozostaje kompletnie niezrozumialy. Rola nauczyciela
jest wskazanie uczniom na czym polega specyfika tekstéw matematycznych
i w jaki spos6b nalezy postepowaé, aby efektywnie z nich korzystaé¢. Nalezy

wiec uswiadamiaé¢ uczniom, ze:

1. Czytanie tekstu matematycznego zawsze wymaga uzycia kartki i otow-
ka;

2. W tekscie matematycznym pominigtych jest wiele szczegotow — trzeba

je samodzielnie uzupelnic;

3. Oprécz koncentracji na rozumieniu poszczegdlnych zdan tekstu, trzeba

zwracaé¢ uwage na zwigzki logiczne miedzy jego fragmentami.
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Istnieje wiele form organizowania pracy uczniow z tekstem matematycz-
nym. W tym opracowaniu przedstawione zostana trzy metody wspomaga-
jace ksztalcenie umiejetnosci czytania takich tekstow:

1. Praca w oparciu o plan sterujacy,

2. Praca z tekstem do uzupelniania,

3. Korekta bledéw w tekscie matematycznym.



ROzDzIAL 1

Praca w oparciu o plan sterujacy

Praca w oparciu o plan sterujgcy rozwija umiejetnosé praktycznego korzy-
stania z tekstu matematycznego (tzn. rozwiazywania probleméw z wyko-
rzystaniem wiadomosci teoretycznych i przyktadéw dostepnych w postaci
tekstu pisanego). Nauczyciel przygotowuje tekst matematyczny zawieraja-
cy definicje i fakty matematyczne niezbedne do rozwigzania jakiego$ pro-
blemu. Nastepnie formuluje ten problem oraz opracowuje plan jego roz-
wiazania z wykorzystaniem przygotowanych materialéw (tzw. plan steru-
jacy). Oprécz wskazdéwek dotyczacych rozwiazania postawionego problemu,
plan sterujacy moze pobudzaé¢ uczniéw do dodatkowych refleksji zwigza-
nych z czytanym tekstem, dzieki czemu ksztalcona jest takze umiejetnosé
stawiania pytan dotyczacych poruszanych zagadnien oraz szukania na nie

odpowiedzi.

1.1.
Materialy do planu sterujacego

Przypomnijmy sobie definicje liczby pierwszej i liczby zlozone;j.

Definicja. Liczbe naturalna wieksza od 1, ktéra ma doktadnie dwa dziel-

niki, liczbe 1 i sama siebie, nazywamy liczbg pierwszg.
Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Definicja. Liczbe naturalna wiekszg od 1, ktora nie jest liczbg pierwsza

nazywamy liczbg zloZong.
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Wiemy takze, ze kazda liczbe naturalna wigkszg od 1 mozna jedno-
znacznie roztozyé na czynniki pierwsze, tzn. zapisa¢ w postaci iloczynu liczb

pierwszych.

Przyklad rozktadu liczby na czynniki pierwsze

248 | 2
Pierwszy iloraz 124 | 2
Drugi iloraz 62 | 2 248=2-2-2-31
Trzeci iloraz 31 31
Czwarty iloraz 1

Komentarz. Po lewej stronie kreski piszemy dang liczbe, a po prawej naj-
mniejszg liczbe pierwsza, ktora jest dzielnikiem tej liczby. Wykonujemy dzie-
lenie, a iloraz zapisujemy pod dang liczbg. OtrzymaliSmy pierwszy iloraz.
7 pierwszym ilorazem postepujemy tak samo i otrzymujemy drugi iloraz.
Postepujemy tak dotad az ostatni iloraz bedzie rowny 1. Liczby po prawej

stronie kreski sg rozktadem danej liczby na czynniki pierwsze.

Definicja. Najwigkszym wspélnym dzielnikiem (NWD) dwéch liczb natu-

ralnych nazywamy najwieksza liczbe, ktéra jest dzielnikiem obu tych liczb.
Przyktad obliczania NWD dwéch liczb naturalnych

1. Rozkladamy obie liczby na czynniki pierwsze.
2. Wybieramy czynniki wspélne w obu rozktadach i mnozymy je.

3. Otrzymany iloczyn to najwiekszy wspélny dzielnik tych liczb.

Obliczymy teraz NWD liczb 528 i 300 ([6], [7]).

528 | 2
300 | 2

264 | 2
150 | 2

132 | 2
75 |3

66 | 2 NWD(528,300) =2-2-3 = 12
25 |5

33 |3
5 |5

11 |11
1

1
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Plan sterujacy

Polecenie

Korzystajac z zalaczonych materiatéw oblicz najwiekszy wspolny dzielnik
liczb 840 i 4500.

Wiskazowki

10.

11.

. Odszukaj w tekscie definicje najwiekszego wspolnego dzielnika dwdch

liczb naturalnych.

Wyjasnij pojecie dzielnika liczby naturalnej.

Wypisz wszystkie dzielniki liczby 30. Ktory z nich jest najwiekszy?
Wypisz wszystkie dzielniki liczby 20. Ktory z nich jest najwiekszy?
Wypisz wszystkie wspolne dzielniki liczb 30 i 20. Ktéry z nich jest
najwiekszy?

Jak myslisz, czy dla duzych liczb (np. takich jak w poleceniu) tatwo
jest znalez¢ najwiekszy wspélny dzielnik ta metoda?

Odszukaj w tekscie inny sposob obliczania najwiekszego wspoélnego
dzielnika dwoch liczb naturalnych.

Wypisz i wyjasnij wszystkie pojecia matematyczne, ktére wystepuja
w tym fragmencie tekstu. Jesli ich nie znasz lub nie pamigtasz, odszu-

kaj je w zalaczonych materiatach.

Przeanalizuj zamieszczony w materiatach przyktad obliczania NWD
liczb 528 i 300.

Wzorujac sie na tym przyktadzie wypisz czynnosci, jakie musisz wy-
konaé¢, aby obliczy¢ NWD liczb podanych w poleceniu. Wykonaj te
czynnosci.

Sformutuj odpowiedz koncowa do polecenia.
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Zadanie domowe dla chetnych

Odszukaj w internecie algorytm Euklidesa obliczania NWD dwoch liczb

naturalnych i zastosuj go do liczb podanych w poleceniu.



ROZDZIAL 2

Praca z tekstem do uzupelnienia

Kolejna metoda to praca z tekstem do uzupeiniania. Nauczyciel przygo-
towuje tekst, w ktérym pewne elementy sa ,wykropkowane”. Miejsca te
wymagaja dokladniejszego rozpisania lub uzasadnienia, powotania si¢ na
twierdzenie itp. Tekst taki mozna przygotowaé¢ w oparciu o fragment pod-
recznika umiejetnie dobierajac miejsca, ktére uczen musi uzupekié. Taka
forma pracy ksztaltuje umiejetnosé i nawyk szukania zwiazkéw logicznych
miedzy poszczegdlnymi zdaniami i czeSciami tekstu. Luki w tekscie powin-
ny by¢ tak dobrane, aby ich wypelnienie bylo mozliwe dzieki dostrzezeniu
zalezno$ci miedzy analizowanym zdaniem, a fragmentami bezposrednio go
poprzedzajacymi lub bezposrednio po nim nastepujacymi. W ten sposdb
uczen oswaja si¢ z faktem, ze tekst matematyczny wymaga zupelnie innych
technik czytania. Przyzwyczaja sie, ze pewne fragmenty tekstu wymagaja
dodatkowych uzupetnien oraz dostrzega potrzebe stosowania kartki i otow-
ka. Z czasem mozna wycofaé sie ze stosowania ,wykropkowan” tak, aby
uczen zdobyl umiejetnos¢ samodzielnego dostrzegania miejsc, ktore wyma-

gaja bardziej doglebnej analizy i dokladniejszego wyjadnienia.
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2.1.
Przyktad tekstu do uzupelnienia

Polecenie

Uzupemij luki w tekscie zamieszczonym ponizej. Podczas analizy tekstu

wykonuj odpowiednie rysunkil.

Zalézmy, ze punkty A i B maja wspolrzedne A = (1,4), B = (5, 1). Oblicz-
my odlegloéé miedzy tymi punktami. Oznaczmy litera C' punkt o wspotrzed-
nych (1,...) bedacy wierzcholkiem tréjkata prostokatnego ABC, w ktérym
AB jest przeciwprostokatna. Wtedy

Na mocy twierdzenia .............cccvveiinn...

IAB| = JACP 4+ [BCO = . oo
Rozwazmy teraz punkty A i B, gdzie A = (a1,a2), B = (b1, by) oraz a; # by
iag # bo.

Niech punkt C' ma wspélrzedne (..., be). Wtedy trojkat ABC jest trojkatem
prostokatnym i odcinki AC 1 BC 88 JEZO . ..ovveireie e
Zatem odlegto$¢ punktow ... i... jest dlugoscia przeciwprostokatnej, ktéra

obliczamy stosujac twierdzenie ................... Mamy wiec:
ABP>=.................. = |by — ag|* + |by — a1 %

Ostatecznie otrzymujemy:

AB| = \/lbs — asf? + b1 —a1]? = /(... 24 (e )2.

!Tekst zostal opracowany na podstawie [3]
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2.2.
Przyklady uczestnikéw szkolenia

Przyktad 1.
Polecenie
Uzupetnij luki w tekscie?.

Wiedzac, ze Srednia arytmetyczna pewnej liczby i liczby o 7 wigkszej od
niej wynosi 20, wyznaczymy te liczbe, uktadajac i rozwiazujac odpowiednie
réwnanie.

Oznaczmy przez x szukang liczbe. Wowczas liczba od niej o 7 wieksza
bedzie postaci ....... ...l

Suma tych dwoch liczb wynosi¢ bedzie:

Rozwiagzujac réwnanie, bedziemy starali sie zapisywaé coraz prostsze

rownania réwnowazne danemu. Taka metode rozwiazywania réwnan nazy-

Wéwecezas:

2Tekst zostal opracowany na podstawie [1]
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Redukujac wyrazy podobne, po lewej stronie rownania, otrzymujemy:

Odejmujac od obu stron rownania liczbe ..., anastepnie ..................

obie strony otrzymanego réwnania przez 2, otrzymujemy kolejno:

=332

Przyktad 2.
Polecenie

Uzupetnij luki w tekscie. Podczas analizy tekstu wykonuj odpowiednie ry-

sunki?.

Narysuj dowolny trojkat ABC. Zaznacz jako D $rodek boku AC' i popro-
wadz przez ten punkt prosta réwnolegta do boku AB przecinajaca bok BC

w punkcie E. Oblicz stosunek %g\l oraz 7\%%'

Dane: |[AD|= ........... JAB|[ oo

Szukane: ......... ... i

W tréjkatach ABC i CDE kat przy wierzchotku C' jest katem wspdlnym

oraz

gdyz sa to katy odpowiadajace. Stad AABC ~ .................
(cecha ..., ..., ...).
7 podobienstwa tréjkatéw wynika, ze:

AC| _|BC| _|...|
iDC| ~ [...| ~ |DE|

3Tekst zostal opracowany na podstawie [2]
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Poniewaz |AD| = ... , tak wiec |AC|=2|...|, stad | |AC‘ =2

Zatem % =...,cooznacza,zepunkt Fjest ......... ... ... L.
odcinka BC.

Takze % = ..., tak wiec odcinek DF laczacy $érodki bokoéw tréjkata
................. jest .................TAZY ................. od pod-
stawy AB.

Odpowiedz: Stosunek 153 = % =

Whniosek: Odcinek taczacy .................... .. dwdch bokéw tréjkata
jest .. do trzeciego boku tego trdojkata i rowny jego

Przyktad 3.
Polecenie

Na podstawie podanych oznaczen uzupelnij tresé¢ zadania i zapisz odpowied-

nie réwnanie:
hiacynty: x

zonkile: x+10
tulipany: 3(x + 10)

razem: 100
Rozwiagzanie. Na rabatce rosna hiacynty, zonkile i tulipany. Najmniej jest

............................. . Zonkili jest 0 ..., wiecej niz
hiacyntéw, a tulipanéw jest ................. niz zonkili. Razem jest 100

kwiatow.

Odpowiedz: Réwnanie......................oo....

Przyktlad 4.
Polecenie

Na podstawie tresci zadania uzupelnij oznaczenia i zapisz odpowiednie row-

nania:
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Pani Brygida hoduje psy, koty i rybki, razem 12 zwierzat. Rybek ma 3 razy
wiecej niz kotdéw, a pséw ma o 2 wiecej niz kotéw. Ile psoéw, ile kotow i ile

rybek hoduje pani Brygida?

liczba kotow: k

liczba pSOW: ...
liczba rybek: ... ...
TAZEIN e

FOWNANIC:

liczba psow: P

liczba kotow: ... ...
liczba rybek: ... ...
TAZEIL: e e

FOWNANIC: ottt

liczba rybek: r

liczba kotow: ... ..
liczba pSOW: ...
TAZEIL: et

TOWNANIC: vttt



ROZDZIAL 3

Korekta bledéw w rozumowaniu

matematycznym

Trzecia metoda pracy wspierajaca ksztatcenie umiejetnosci czytania tekstu
matematycznego to korekta bledow w rozumowaniu matematycznym. Na-
uczyciel przygotowuje tekst, w ktérym znajduja sie liczne bledy w rozumo-
waniu. Moze to by¢ np. rozwiazanie jakiego$ problemu lub dowé6d twierdze-
nia. Zadaniem ucznia jest znalezienie i poprawienie btedow. Taki rodzaj pra-
cy z tekstem rozwija umiejetnos¢é dogtebnej analizy kazdego sformutowania,
ktére zamieszczone jest w teksScie matematycznym oraz ksztaltuje zdolnoéé
dostrzegania zwiazkéw logicznych. Ponadto wspomaga rozwdj umiejetnosci
redagowania tekstu matematycznego, gdyz uczen poprawiajac btedy musi

samodzielnie zapisa¢ wlasciwe rozumowanie.

Przygotowujac tekst do korekty btedéw nauczyciel powinien zadbaé o to,
zeby znalazty sie w nim btedy réznej natury: rachunkowe, logiczne, meryto-
ryczne a takze np. bledy w odpowiedzi do zadania lub pominiecie fragmentu
rozwiazania. Uczniowie powinni zosta¢ poinformowani, ze ich zadaniem nie
jest napisanie nowego rozwigzania ,,po swojemu”. Musza zachowaé¢ ogdlna
strategie rozwiazania i sposob rozumowania poprawiajac tylko te fragmenty,

ktore sa btedne.
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3.1.
Przyktad tekstu do korekty bledow

Polecenie

Zmajdz i popraw bledy w przedstawionym rozwiazaniu zadania. Podczas

analizy tekstu wykonuj odpowiednie rysunki.

Zadanie. Dany jest punkt A o wspélrzednych (6,6). Punkt B jest punktem
symetrycznym do punktu A wzgledem osi Ox. Punkt C' ma odcieta o 5
wigksza niz punkt B, za$ rzedng taka sama jak punkt B. Oblicz obwdd
i pole tréjkata ABC.

Rozwigzanie

Poniewaz punkt B jest symetryczny do punktu A wzgledem osi Oz, wiec
jego wspélrzedne wynosza (—6,6). Zgodnie z trescia zadania mamy C =
(=6,6 +5) = (—6,11). Aby obliczy¢ obwdd tréjkata ABC musimy znaé
dtugosci wszystkich jego bokéw. Zauwazmy, ze bok AB jest réwnolegty do
osi Ox. Stad i z faktu, ze punkty A i B leza po przeciwnych stronach osi Oy
wnioskujemy, ze dlugo$é boku AB jest réwna sumie odleglosci tych punktow
od osi Oy. Odleglosé punktu A od osi Oy jest réwna rzednej tego punktu,
czyli wynosi 6. Podobnie, odlegto$¢ punktu B od osi Oy jest réwna rzednej
tego punktu, wiec wynosi 6. Zatem |AB| = 646 = 12. Obliczymy teraz dtu-
gos¢ boku BC|, ktéry jest rownolegty do osi Oy. Diugoéé boku BC jest réwna
sumie odlegltosci tych punktéw B i C od osi Ox. Odlegtoéé¢ punktu B od osi
Oz jest rowna rzednej tego punktu, czyli wynosi —6. Podobnie, odleglosé
punktu C' od osi Oy jest réwna rzednej tego punktu, wiec wynosi 11. Zatem
|BC| = —6 4+ 11 = 5. Tréjkat ABC jest tréjkatem prostokatnym. Bok AC
jest przyprostokatna tego tréjkata. Obliczymy jego dlugo$é stosujac twier-
dzenie Pitagorasa: |AC| = /[ABJ? + [AC]? = /(12)2 + (5)2 = v/169 = 13.
Zmamy juz dlugosci wszystkich bokow tréjkata ABC, wiec mozemy obliczyé
jego obwdd: |AB| + |BC| + |AC| =12+ 5+ 13 = 30.

Odpowiedz: Obwdd tréjkata ABC wynosi 13.
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Przykladowa korekta bledéw w powyzszym rozwigzaniu

Poniewaz punkt B jest symetryczny do punktu A wzgledem osi Ox, wiec
jego wspdlrzedne wynosza (6, —6). Zgodnie z trescia zadania mamy

C =(6+5,-6)=(11,—6). Aby obliczy¢ obwdd tréjkata ABC musimy znaé
dhugosci wszystkich jego bokéw. Zauwazmy, ze bok AB jest réwnolegly
do osi Qy. Stad i z faktu, ze punkty A i B leza po przeciwnych stro-
nach osi Ox wnioskujemy, ze dlugo$¢ boku AB jest réwna sumie odleglo-
ci tych punktéow od osi Oz. Odleglosé punktu A od osi Oz jest réwna
wartosci bezwzglednej rzednej tego punktu, czyli wynosi 6. Podobnie, od-
legtos¢ punktu B od osi Oz jest rowna wartosci bezwzglednej rzednej tego
punktu, wiec wynosi 6. Zatem |AB| = 6 + 6 = 12. Obliczymy teraz dtu-
goé¢ boku BC, ktéry jest rownoleglty do osi Ox. Punkty B i C leza po tej
od osi Oy,
Oy jest rowna wartosci bezwzglednej odcigtej tego punktu, czyli wynosi 6.
MWMMA& Bmgebebekl%%fewwm

a nastepnie od wiekszej z otrzymanych liczb odja¢ mniejsza.

BC| =11 —6 = 5. Trojkat ABC jest tréjkatem prostokatnym. Bok AC jest

przeciwprostokatna tego trdjkata. Obliczymy jego diugosé stosujac twier-
dzenie Pitagorasa: |AC| =  [|AB[? +|BC|* = \/(12)% + (5)? = V169 = 13.
Znamy juz dlugosci wszystkich bokéw tréjkata ABC, wiec mozemy obliczy¢
jego obwdd: |AB| + ]BC| + |AC| = 12 4+ 5 4+ 13 = 30. Pole trojkata ABC

Odpowiedz: Obwdd tréjkata ABC wynosi 30 i jego pole rowniez wynosi 30.
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