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KANONICZNA ODPOWIEDNIOSC
MODUELOW ROZNICZKOWYCH
1 WIAZEK WEKTOROWYCH

W pracy udowodnione 54 twierdzenia o kanonicznej réwnowaznosci pro-
duktéw rézniczkowych i wigzek wektorowych w przestrzeniach rézniczko-

wych.*

1. WSTFP

Pojecie przestrzeni roézniczkowej jak i modudu rozniczkowego po-
chodzi od R. Sikorskiego. Definicje tych poja¢ podat R. S i-
korsk:.i w swoich wykdtadach z geometrii rézniczkowej 1 opubli-
kowat w roku 1967 w pracy [3]- Przestrzen roézniczkowa jest uogol-
nieniem rozmaitosci roézniczkowej i1 jest blisko zwigzana z pojeciem
prerozmaitosci roézniczkowej w sensie Postnikowa. Niezaleznie od
R. Sikorskiego definicja przestrzeni roézniczkowej podat Mac
Lane >[2] -

Teoria wigzek pojawita sie w latach 1935-1940. Pierwsze ogolne
pojecie dotyczace wigzek podat Whitney. Jego prace, prace Hopfa i
innych pokazaty przydatnos¢ tej teorii do rozwigzywania topolo-
gicznych probleméw w przestrzeni rézniczkowej. W roku 1951 po raz
pierwszy usystematyzowang teorie wigzek w kategorii przestrzeni

topologicznych podat N. Steenrod [6]1- Szczegbétowe opra-
cowanie teorii wigzek wektorowych znajduje sie w monografili H u-
semollera [1] opublikowanej w roku 1966.

Celem niniejszego artykutu jest ustalenie kanonicznej odpo-
wiedniosci miedzy modudami roézniczkowymi a wigzkami wektorowymi
rozwazanymi w pracy [7]-



I1. TERMINY 1 OZNACZENIA

Niech C bedzie niepustym zbiorem funkcji rzeczywistych okre-
Slonych na zbiorze M. Oznacza¢ bedziemy za R. Sikorskim przez tc
najstabszg topologig na M przy ktorej ciggte sa wszystkie fFfunkcje
a nalezgce do C.

Méwimy, ze zbidér funkc.ji C jest strukturg roézniczkowg na M
jesli:

<*) Zbidér C jest zamkniety ze wzgledu na lokalizacje, to zna-
czy C = CM, gdzie CM oznacza zbidér wszystkich funkcji a : M +R

takich, ze dla dowolnego punktu p e M istnieje zbidor A otwarty w
topologii xc, zawierajacy punkt p oraz istnieje funkcja ae C
taka, ze “Ja = al"

(**) Zbior C jest zamkniety ze wzgledu na superpozycje z fun-

kcjami gtadkimi, to znaczy spedniony jest warunek:
jezeli u e oraz ql, ..., P e C to vw(@Plr ..., <h)e C,
gdzie e jest zbiorem wszystkich gtadkich funkcji rzeczywistych

na przestrzeni euklidesowej En.

Definicja I. Przestrzeniag roézniczkowg M nazywamy pare (M, SMM))
gdzie &r(M) jJest strukturg rozniczkowg.

Niech M 1 N beda przestrzeniami roézniczkowymi. Mowimy, ze od-
wzorowanie f : M #@aN jest gtadkie jezeli a« fs f (M) dla dowol-
nej funkcji ae7(N).

Definicja 2. Niech M bedzie przestrzenia rézniczkowg oraz niech
f : M ®N. Zbior f*-1CIM)) wszystkich funkcji a : N < R takich,
ze aofe (M), jest strukturg rozniczkowg na N (zob. [8]}; na-
zywamy Ja strukturg koindukowang przez odwzorowanie f z przestrze-
ni roézniczkowej M. W pracy [8] dowodzi sie, ze jest to maksymal-
na struktura rozniczkowa D na N przy ktérej odwzorowanie:

f:M TAM)) - (N, D) @
jest gladkie.

Definicja 3. Niech G = (G, ST(G)) bedzie przestrzenig roznicz-
kowg oraz niech (G, © ) bedzie grupga. Dla dowolnych g~, g2e G
réowniez g™~ o g2 e G, zatem mozemy rozpatrywa¢ odwzorowanie:

((, g2) @ g™ © g2) : G x G =G 2)
oraz odwzorowanie

(] g 1) : G #aG.
Jezeli odwzorowania () 1 (3) sa gtadkie tzn.



((gl, g2) >m ©9g2) : Gx G™*G
oraz

(@ invg"l) : G =G
to zbidr G wraz ze strukturg rozniczkowg T (G) 1 strukturag grupy
nazywa sig uogélniong grupa Liego.

Definicja 4. Niech G bedzie uogdélniong grupg Liego a F prze-
strzenig rézniczkowg. MOwimy, ze G jest grupg przeksztakcen prze-
strzeni F dziatajgca gtadko na F za pomoca n jezeli:

n : GxF =*F, ()
n(e, y) =y gdzie e jest jednosciag grupy G, o)
n@10 g2, y) = n(gx» n(g2, y)) dla gi# g2 e g, ye f. ®

Oczywiste jest, ze dla dowolnego ustalonego elementu g odwzoro-
wanie

& Ern@@- y)) - f =7
jest dyfeomorfizmem.

Méwimy, ze grupa G dziata efektywnie na F, jezeli z rownosci

y) = Y zachodzacej dla dowolnego ye f wynika ze g- e. Woéwczas
grupa G jest izomorficzna z pewng grupa dyfeomorfizmédw przestrzeni
F na siebie. Dalej zamiast )(g, y) pisac¢ bedziemy g = vy.

Definicja 5. Wigzka nazywa sie ukdad

ii= B M, ib, F, G, = , (((J 1ie D)
sktadajacy sie z:

1) przestrzeni roézniczkowej B zwanej przestrzeniag wiazki,

2) przestrzeni rozniczkowej M zwanej przestrzenig bazowa,

3) rzutowania r : B &M,

4 whokna F,

5 uogoélnionej grupy Liego G dziatajagcej efektywnie na F za
pomocg dziatania - ,

6) pokrycia otwartego przestrzeni M(Vi; i e 1) oraz

7) rodziny dyfeomorfizméw (@~ 1 € 1) spedniajacej warunki:

@ W V., MV IXF- (-1 ), 7® , )
1 1 Vi « 1 (Vi)
® ir@h(p, y) =p dla pg \r, ye F
(©) jezeli odwzorowanie :F @aB |, okreslone jest
3,P » - 1[(P)]
wzorem
dfp (v) =dp. y) ' (7)
to dla dowolnych elementéw i, j e I oraz dowolnego p g n V.

dyfeomorfizm



titp " fip “F*F
jest elementem grupy G (Jedynym, gdyz grupa dziata efektywnie),
(d) Dla dowolnych elementéw i, je |l oraz p e n Vj odwzorowa-

nie okreslone wzorem
fi.xe™ mxlip « »p
jest gtadkie, tzn.

Fi,J - <«vi " vj< 7<M>. nVj>4 G-

Z definicji funkcji N wynika natychmiast, ze dla dowolnych
i, J, kel oraz pe n r
cpk ,§j(p) © (@Ejti<P> = @

Ktadac 1 = j = k otrzymujemy, ze (~(p) Jest jJednoscia grupy.-

Ktadgac we wzorze 8 i1 = k mamy

"Lk = &k, JCP)H)_1-
Definicja 6. Niech i ibl bedg wigzkami z jednakowym wkdknem
F 1 grupa G, to znaczy
@G, M, F, G, « , (¢i; i e 1)) oraz
«"= (B\ W, M*, F, G, = , (¢r ; i" e 17)).
Przez odwzorowanie widkniste

h @ «-*e«”

rozumie¢ bedziemy gtadkie odwzorowanie h : B » B" spedniajace na-
stepujace warunki:
(i) istnieje odwzorowanie h : M » M takie, ze

M oh=hou

(i) h, , B , *= % B° , , gdzie p" = h(p)
mi{ed) H D ™ 1P B

(iii) jezeli pe n h-1~"2] to odwzorowanie JF*j() okreslone

Za pomocg wzoru

cpkjip) =y - nitup) (p<ty,pTy)))-©

gdzie h, = h, , , Jest elementem grupy G, oraz
P I"_1{p>)

Ki - n h"1(vJ) 0.



tatwo wida¢, ze funkcje qij spedniaja warunki:

Kji@ ©® Vji@P> - ?ki<P> ©)

PIkP) ® <Pkj<P> , AJ(P)-

Udowodnimy dwa lematy:
Lemat 1. Jezeli dane sa wigzki

B= @B, ««. M, F, G, =, @i; i e 1)) i
=@, w, M, F, 6, =, (@ 1 e 1)), gtadkie odwzorowa-
nie h - M » M oraz rodzina funkcji @Fkj< i6D takich, ze

G, - ;m , » G 1 spedniajagcych (@ to istnieje do-
V. nh & €

k+adnie jedno odwzorowanie wkékniste h : ii » fi".
Dowodd. Niech b bedzie dowolnym punktem nalezgcym do B.

Jesli w) = p e n nhil [VVknVwoéwczas mamy:
kP, ikj@E) < @pd)) = k), ® © H+() -

- iPj7 (D)) = I (h(p), ®) ° ~ip))
oraz
gk (h(p), OGkjP) = iifjp*13* = pi(H(P), wWkh(P))O ki) -
e Nip(b)> = fith(P), <P <P) < "Nip(b>).

Mozemy wiec okresli¢ poprawnie odwzorowanie h przestrzeni B w
przestrzeni B_ k#adac

h(p) = cik(h(p), <Ki(®) = 9j7p (b)). 109

Z definicji odwzorowania h wynika, ze h : B *B" oraz

h|T1[{p}] ~ BTTH[{P}] ~ B ~ _1[4P3] "~
Oczywista jest tozsamosc

w"(h(@®)) = h(rd) ).

Dla b e wl[{p}Hl zgodnie z (iii) i (10) mamy:

~kihtP) (hp«pjp(¥))) = <té6,P) k().

jE) = PH<PIpGYD) = "kj@E) " y-



Stad i1 definicji odwzorowania h wynika teza.
Lemat 2. Niech beda dane wiazki
@B, v, M, F, G, = , (f); 1 e 1)) oraz
3= B, ir, M, F, G, = , ((At 1 e I)), odwzorowanie wkok-
niste h : 43 # 43" takie, ze odpowiadajace mu odwzorowanie h : M o
= M* jest dyfeomorfizmem. Istnieje wéwczas odwzorowanie h

:B" -mB takie, ze h 1 : 43* 43 .
Dowodd. tatwo wida¢, ze odwzorowanie h t 43 o 43" okreslone
wzorem (10) jest jednojednoznaczne. Dla p® e V*'k n h[Vj] potozmy:

9jk<p ) =y = "1 p(hpl( ®k,P ¢
gdzie p-h~Ip*), hp = h|=1[{p}]-
Zgodnie z (iii) mamy:

Vik(p™) = Ckj(p))_1 -

Stad, ze G jest uogdlniong grupa Liego oraz stad, ze ;

s % *V_ *G wynika, ze
knvj

~“jk - "y-jJ nV'k - G-
Wéwczas h-1 : B® » B okreslone jest wzorem

h 1" = AO71¢ ), IjfctPr) * Gk

Z definicji odwzorowania h 1 wynika, ze:

h A, 1[v'kn hLvjl] : B TT-1[V'k n hfv.]] " Bii‘1[h_itv[t] nVj]

Zatem h-1 jest odwzorowaniem wdoknistym wigzki 43w 4.

Jezeli dane sa dwie wigzki 81 43, i1 jezeli istnieje odwzoro-
wanie whokniste h : 483w 43" oraz odwzorowanie whdékniste h 1 : 43 o
* 43, to wiazki 43 i1 43 nazywaja sie izomorficzne.

Z lematu 2 wynika:

Uwaga 1. Jezeli dane sa wiazki

B3~ B, u, M, F, G, = , (i; 1 s 1) i

43" - (BT, M, F, G, = , ((@\; 16 1)) oraz istnieje odwzo-
rowanie whokniste h : 43 » 43" to wigzki te sag izomorficzne. tatwo



zauwazyC¢, ze odwzorowanie id : B B jest w tym znaczeniu odwzo-
rowaniem wkéknistym wigzki 41e oraz, ze jezeli h : *® oraz

h2 : ~ N2 to h2o hl -~ @an2”

Definicja 6. Zdefiniujemy teraz pojecie C-modutu roézniczkowego
i przestrzeni roézniczkowej modudu rézniczkowego. Niech M =M, ?2Q\D)
bedzie przestrzenig roézniczkowg. Strukture roézniczkowg TfM) ozna-
cza¢ dalej bedziemy literg C. Oznaczmy przez W odwzorowanie okre-
Slone na M, ktore kazdemu punktowi p e M przyporzadkowywa¢ be-
dziemy element pewnej przestrzeni liniowej <t>(p) Odwzorowania tego
typu nazywac¢ bedziemy <I>-polami liniowymi. Zbiér &~ wszystkich
<X>-p6l liniowych ze zwykkymi dziataniami dodawania

VvV+W @ =VE) +WEp) dla peM 1 V, WeV
oraz mnozenia

(M =W @ =a(P) =Wp) dla peM i aecC
jest C-modutem, czyli V = (°$ + ,=) jest C-modutem. Dla dowolnego
zbioru AcM symbol oznacza zbior wszystkich gtadkich ~Ja *“

poél V o tej whasnosci, ze dla kazdego punktu peA istnieje takie
otoczenie Ber—C i takie <t>-pole We W, ze WlA ne - VII.A D B
Dowodzi sie (zob. [6]), ze 8fA jest CA-modutem.

Jezeli ™= to méwimy, ze zbidr W jest zamkniety ze wzgle-

du na lokalizacje. Mowimy, ze skonczony ciag

Wi ... Wm (¢))
jest bazag wektorowg pewnego C-modudu <4>-p6l liniowych, jesli
(e) dla kazdego punktu p e M ciag WNp) ... Wm(p) Jest baza li-

niowg przestrzeni <Kp).
*) W:l Wﬁ,| jest C-bazg C-modutu

R Sikorski udowodnit [6], ze jezeli C-modut eV”
<J>-pol liniowych na M ma baze wektorowg, to jest =zamkniety ze
wzgledu na lokalizacje tzn.

== a3
W dalszym ciggu rozwazac¢ bedziemy jedynie te C-moduty <£&-pol li-
niowych, ktére sg zamkniete ze wzgledu na lokalizacje tzn. zacho-
dzi (13) oraz majg lokalnie w kazdym punkcie baze wektorowg z#o-
zong z m pol, tzn. kazdy punkt p e M ma takie otoczenie A e tc,
ze istnieje baza wektorowa wi eem wm na A modudu &. Modudy o po-
wyzszych wkasnosciach nazywajg sie modutami rézniczkowymi, natu-
ralna liczba m ich wymiarem, a ich elementy W gtadkimi <t>-polami.



Definicja 7. Niech v bedzie pewnym n wymiarowym modudem réz-
niczkowym <t>-p6l liniowych na przestrzeni roézniczkowej W, O).

Niech Q oznacza zbidér wszystkich par (@, w) gdzie pe M i
we<X(E to znaczy Q * U tP>x <=(p)- Przez rzut przestrzeni
p*M

g na H rozumie¢ bedziemy odwzorowanie u :Q M zdefiniowane
wzorem

«(p, W) =p dla (P, W) e £.

Jesli Vi jJest podzbiorem otwartym przestrzeni M oraz

“?" Win 3est baza wektorowa modudfu V na to wzoér
wrp, @ = (P, gk =« Wik()) dla P6 Vtiqg= (@l ... qn) € En
as
definiuje pewne odwzorowanie WM : X En = Q. Odwzorowania po-

staci (14) nazywaja sie podstawowymi .

Niech f oznacza zbidr wszystkich rzeczywistych funkcji a :Q *
w E takich, ze dla dowolnego odwzorowania podstawowego (9) su-
perpozycja a o jest funkcja gtadka na produkcie ~ x  En,
Cy xen), to znaczy a o Wre Cy™ X en.

W pracy [6] udowodniono, ze zbidér jest strukturg réznicz-
kowg. Przestrzen roézniczkowa (Q, 1) nazywa sie przestrzeniag roéz-
niczkowg modudu roézniczkowego Q.
tatwo wida¢, ze odwzorowanie # jest gltadkie, tzn.

r: Q 7)- M, O.

Odwzorowanie W, [zob. 7] jest dyfeomorfizmem przestrzeni  roéz-

niczkowej (Vi x En, Cy x 4 n na przestrzen rozniczkowg (ttj Vil .

111. ODPOWIEDNIOSO KANONICZNA MIEDZY MODULAMI ROZNICZKOWYMI
A ZWIAZKAMI WEKTOROWYMI

Ponizej udowodniono cztery twierdzenia ustalajgce kanonicznag
odpowiednios¢ miedzy modutami rézniczkowymi a zwiazkami wektoro-
wymi .

Przez wigzka wektorowa rozumiemy wigzke, ktorej wkdéknem jJest
przestrzen rozniczkowa En = (En,en) a grupa strukturalng jest
pedna grupa liniowa GL(n) sktadajaca sie ze wszystkich liniowych

automorfizmow przestrzeni Rn. Niech dana bedzie wigzka wektorowa



B= B, t, M En, GI(N), =, @i; ie 1)) as)
Udowodnimy nastepujace:

Twierdzenia 1. Dla danej wiazki wektorowej 3 postaci as5)

istnieje n wymiarowy moduk rézniczkowy
W, +, =), (M3p +irl[{p}D, iel) 16)

gdzie = (W~ ... win)dla ic I.

Dowodd. Oznaczmy T+1[{p}] = <e()-

Dla dowolnego p e okreslmy oraz <" w nastepujacy
sposob:

bx +i b2 = cfipf ("i¢(bi) + (pN(b2)) an

dla bj, b2 e < ()

t - -njini .
dla b e <)
oraz t e E

gdzie (@ okreslona jest wzorem (7).

Jezeli p e n Vj, wowczas:

bl + j b2 =®p(~(bl) + 7 < b2)> =
= @r&iEIp@NOD) Jidipa i)y =
= CPjpicPjitp) < *jjlb”™ + cpj.ip) = »jc(b2)) =
= cpjp(pJiP) = ("p(bi) +<FIJ(b2))) =

" = Fp«Pj>ip@ > 1) + <PlIb2>>>> =

- <Pip~lJ<bl) + = bl + i b2
oraz

“edb= tipC - cp-IM) = pC = <pjI«Hp«p-1(b)))) =
= ipjpft = <PjJi*P> < <Pr<b> = <PFHpi<fji(P) = <t - <kljb))) =
= PpiPij«piptt = g>Ip(b))>) = <Ap(t «*jic(bj) =t = . b

Mozna wiec przyjac¢ definicje:



bl + b2 ™ bl +i b2
teb=te_b

gdy b, b”, b2 e <>(p) oraz te E.

W ten sposob otrzymalismy przestrzehn liniowg

<PE = (w1[{pH, + , =) @)

izomorficzng z przestrzenig En.

Uwaga 2. Jezeli uktad yl ... yn stanowi bazg wektorowa prze-

strzeni En to ukdad eee ANip~n* stanowi baza wektorowa
przestrzeni <X>()-
Niech di" oznacza zbiér wszystkich gtadkich odwzorowan w prze-
strzeni roézniczkowej M w przestrzen roézniczkowa B spekniajgcych
warunek n o W = i dM to znaczy

W = {W, W :Me&BanoW=1idV).
Mamy wiec

atW@®@)) =p dla p e M
Zatem dla kazdego p e M W(p) e <X>(p)-
Jezeli dla dowolnych i W2 e O oraz dowolnej funkcji a e C o-

kreslimy dziatania dodawania
y + W2) (p) = wi() + W2(p)
i mnozenia
@-=-=w @ =a(p)™ Wp
to W = W, + , =) jest C-modulem.

Niech
yh = («J..... >, h -1, 2, n (€2)
oraz dla dowolnego p e V». Niech bedzie odwzorowaniem okre-

Slonym wzorem

wih®) = <Pi(p, Yh) dla h =1, 2, n (23)
gdzie N spednia warunki (@), (b)), (©, @).
Z definicji odwzorowania W~ h wynika, ze My B oraz, ze

wih(@) s <I>({@E). Z definicji tego odwzorowania oraz uwagi 2 wyni-

ka, ze uktad W~fp), Win(p) stanowi baze wektorowg prze-
strzeni <X>()-
Niech W e Th Dla dowolnego p « istniejg ah() e E takie,

ze



W) = ah() < Wih(@).

Czyli
W(p) = ah() < (Ffiplyh) = <Pip@h(@) < yh) =
=q®, ah(@E) = yh)

wiec
PILW(P)) = (P, ah (@) = yh).

Zatem

ah() <= yh = pr2(cpTl W(p)).-
Oznaczmy

zn) = zk dla (zl1 ... zn)eEn.

Mamy wowczas
rk(pr2 ~1W®)) =rk@E -yh)=ak@®; k=1, 2, ..., n.
Zachodzi zatem tozsamosc

ak = rk o pr2 o (p*1 o W]v

ak jako superpozycje funkcji gtadkich jest gtadka 1 n* e Cv

Mamy wobec tego

Wlv = ah < Wih gdzie ah e Cy~. (€2))
Stad, ze uktad WNIp), ..., win(P> stanowi baza liniowg prze-
strzeni <I>(p) wynika, ze ukfad W~ _.. win stanowi bazg wekto-
rowg modudu na Wykazemy teraz, ze zbidér G jest zamkniety ze

wzgleiu na lokalizacje tzn. OF =
Poniewaz oczywista jest inkluzja V c 1) wykazemy, ze W c /.
Niech pole W1 e Zatem dla dowolnego punktu p e M istnie-

je zbidér Ap e tc oraz <t>-pole We W takie, ze pe Apiw”" =

= WJA . Stad w szczegolnosci -nfWp)) = itw(p)) = p- Poniewaz
U A =M oraz W.k :Ma <B wiec W. - M ®B. Zatem W. e W .
peM P 11Ap Ap 1 1 -~

Wykazalismy wiec, ze modut GV jest modudem rézniczkowym.W dal-
szych rozwazaniach modut roézniczkowy W postaci (16) skonstruowa-
ny dla wigzki wektorowej 53 oznacza¢ bedziemy symbolem mod

Niech *ly bedzie pewnym n wymiarowym modutem rézniczkowym
<X>-p6l liniowych na przestrzeni rézniczkowej M = (M, C), gdzie <%
jest funkcjg przyporzadkowujaca kazdemu punktowi p e M pewng n wy-
miarowg przestrzen liniowg <t>(p)-



Udowodnimy nastepujace:

Twierdzenie 2. Dla danego n wymiarowego modudu roézniczkowego W
uktad

mm = (@Q, & M, En, GI(n) , = , (Wi? ie 1)) (25)
gdzie: Q jest przestrzenig rozniczkowg modudu rézniczkowego u :Q
M zdefiniowane wzorem it(p, w) = p dlape M, w e (),

W~; 1 e 1) jest rodzing odwzorowan podstawowych, jest wigzka
wektorowg.

Dowod. Niech <A= (Vi- 1 € 1) bedzie pokryciem otwartym
przestrzeni (M, tc) takim, ze kazdy punkt pe M ma otoczenie

V. e of na ktorym istnieje baza wektorowa , ---» WAN modudu*Wy

Niech w. bedzie odwzorowaniem podstawowym modudu okreslonym

wzorem W~ p, ) = (p, gk Wik()) dla pe Wy, q-@1,. - gn)e En,
k=1, ..., n, tzn.

W, = (v.,Cv )x (En,tn)j (@@1[vil, ). (26)
1 1 Vi * 1 it Llvi]

gdzie

f={a; a :pLeJM {} x <) » E a i/e\I (@ao Wie C\’/’i xen))
oraz

T-1[V.] = U {p>X @)-

pS Vi

Oczywiscie dla dowolnego p e i ge En zachodzi zwigzek

irfWp, o) = p.
Niech Wip oznacza funkcje okreslong wzorem Wip(@ = W, Q9)
dla pe V*, q e En.

Okreslimy teraz rodzine funkcji i, Jje |l w nastepujacy spo-
sob:
dla dowolnych i, j £ 1

@tj@E =g =wir(Wjp(@) dla pe V. nV., qe En. @n
Udowodnimy, ze @~ :: (W™ nV., Cv nv ) ®GI(n). Pot6zmy z =
= ®ijP) =9, z= (21, ..., zn), q = (GX, ... qn).

Mamy wobec tego
Tip@ = "ip@®-
Czyli (p, zh Wih@®)) = (, gqh Wjh(p)), gdzie Wn ... Win oraz

Wji ... Wjn sa odpowiednio bazami wektorowymi modudow™ y Wy



Zatem

zh wih<p) = gh wjh() 28

oraz istniejg funkcje 97 he Cy n v takie, ze

Wjh = ~ij,h *Wir~ h=1"2" n- *29*
Wobec tego dla dowolnego punktu p e fi V.. otrzymujemy roéwnosé
Zh Wih@) = gh <Pij+h®) wir®)
wigc
Z*s*™ Pij.h@
czyli
z= (GGh *¥#H,h(P>..... gh <Pij,h(p))-
Zatem
Cpijfp) = &Pij,h<P>» r, h n]

dla pe VL n V..

Poniewaz

<Pij,h ! (vi "vi" \ nVj>* <I"EDI>

a(iPij - (. nWy CVi nv ) - GI(n). (30)

Z definicji funkcji CFj wynika, ze dla dowolnych i, j, kel oraz

peVinVj nVk

KI®) © Cpji(P) = PjcifP)-

Wykazalismy wigc, ze kazdemu n-wymiarowemu modudowi roéznicz-
kowemu mozna przypisa¢ pewng wiazka wektorowg, Kktorej widéknem
jest przestrzen En.

Niech @/ i W bada n-wymiarowymi modudami rézniczkowymi na
przestrzeni roézniczkowej M i M* odpowiednio, to znaczy

W= ccv + . = >, M. ¥ 9 p h <i>(p)), («*, i 6 1)) GO

oW,= W," + , 7)), w*, M* 3 p" H <"(P")), W= 1"e r )

Na mocy twierdzenia 2 istnieja odpowiednio wigzki wektorowe 38 (W
i B(V) takie, ze



tom = (@, ", M, En, GI(n), = , (Wi? i e 1)) 32
oraz

&C»") = (Q°, w*i M , En, GI(n), WE-» i"e 17)
Udowodnimy nastepujace:

Twierdzenie 3. Dla dowolnych modud#déw roézniczkowychv i w- jezeli
MW =33"%*n, to V = V"

Dowod. Zat6zmy, ze moduty V i1 V spedniajg roéwnosc

JBW) = JB(W™)
Woéwczas

Q.- T )= (O\ ) G3
i

M, O = (M7, C7) It = tt" (34)

Na mocy réwnosci (33) i1 (34) oraz twierdzenia (patrz R. Sikorski
[73) wynika, ze pole W e TJ1" wtedy i tylko wtedy gdy funkcja p~*
t—>p, W(p)) gtadko odwzorowuje przestrzen rozniczkowg M* w prze-
strzen rozniczkowg Q" lub, co jest temu rownowazne, W e &\ Czyli
W
Z réwnosci
<P>P) = <"() dla pe M
wynika, ze dla dowolnych W» i W2e W oraz dowolnego p e M
Wx + W2) (0 = Wi +p W2() = Wx(P) W2 (P
Wx +* W2) ()
gdzie + 1 +" oznacza dodawanie w modudach @& i1 &' ", a + i+

P P
oznacza dodawanie w przestrzeniach liniowych <t>() 1 <t’(p), od-

powiednio. Podobnie, dla dowolnej a e C i1 dowolnego We W mamy:
@-=W) @ =aPE) P WP =a@E) P Wp) = @ <" @.
Zatem W, +, = ) = (@, +7, <)

Z rownosci WA = W~ dla 1 e I wynikaja oczywiscie rownosci WA =
=w: dla 1e i. zatem V= 0"
Wykazalismy wiec, ze przyporzadkowanie W) jest roéznowarto-
Sciowe.

Niech dana bedzie wigzka wektorowa & postaci (15) oraz modud
rézniczkowy mod 3® dla niej skonstruowany, to znaczy:

mod 3= (W, +, ), M sp Ti_1[{p}]. Wi i1 e D)
gdzie

W= W; W :M®BioW= iduJ-

wi = <wil "% win> dla ie 1



oraz dla h =1, 2, ..., n, Viah okreslone jest wzorem (23). Udo-
wodnimy teraz nastepujace:

Twierdzenie 4. Dla danej wiagzki wektorowej 43 = @G, n, M, En,
GI(n), =, (; ie 1)) wigzka *<mod&) = @, n*, M, En, GI(n),
e, (Wi; 1 e I)) Jest z nig izomorficzna.

Dowod. Niech W' oznacza dalej modut rézniczkowy skonstru-
owany dla wigzki wektorowej ® , to znaczy V = mod j8, oraz niech
(Q 3) gdzie F = F (Q) bedzie przestrzenia rézniczkowg modudu AK
Na mocy twierdzenia 3 modudowi @< mozna jednoznacznie przyporzad-
kowa¢ wigzke & (V).

Niech h bedzie odwzorowaniem okreslonym w nastepujacy sposob

h(b) = (b)), b) dla b e B. (36)

Dla dowolnego b e B punkt p = u(b) nalezy do M. Wiec be
e wl11{p}|- Wobec tego h(b) = (p, b) e p x n-1[{p}], ale t=1[ip}]=
= <k(p), zatem h(b) e Q. Funkcja h jest oczywiscie roéwnowar-
tosciowa.

Niech q bedzie dowolnym punktem nalezacym do £. Wobec tego
q = (p, b), gdzie b e () oraz p s M. Poniewaz <%@) = ir~:L[{pH
wiec g = (r(), b) = h(b). Wykazalismy, ze funkcja h odwzorowuje
jednojednoznacznie zbiér B na zbior g. Dalej udowodnimy, ze

hl odwzorowuje jednojednoznacznie zbiér w1”.] na zbior
[yi

n'" 1[vi] dla dowolnego i e I.

Niech b bedzie dowolnym punktem nalezgacym do Wobec
tego -n(®) = p e V*. Poniewaz n (h@®)) = n"(n(b), b) = n(b) oraz
wt"th@®))e Vi# wiec h(b) e

Niech q bedzie dowolnym punktem nalezgcym do " [v\J . Stad,

ze h jest odwzorowaniem zbioru B na zbidor £ wynika, ze istnieje
w zbiorze B taki punkt b, ze q = h(b). Poniewaz u®w"th@®)) e

oraz " (h@®)) = ir(b), wiec b e &t 1[v] , co dowodzi, ze

hf _Ir - - A~ATAvi]-

IIn_A [Vij na [vil

Dla dowolnego b e B istnieje i1 e I, y e En, dyfeomorfizm qi ta-

kie, ze ww() = p6 vi oraz b = cp™p, y), gdzie o. speknia wa-

runki (@), (®), (), (). Zatem dla dowolnego b e uw" [V] mamy :
h() = @@®), @ n®), ¥)). @n

Czyli



h(p) =((ir(), a .- oh™).

gdzie: q>l., ﬁ okreéloneltjgz)st wzorem (7) oraz y., y,r,] okre-
Sslone sg wzorem (22) 1 stanowig baza wektorowg przestrzeni E
Na mocy twierdzenia 1 istniejg gtadkie ~jy. ' pola okreslone
wzorem (23) takie, ze ukdtad Wi;l(p) ... Win(p) stanowi bazg wekto-
rowg przestrzeni <I>(p) = i _1[{p}] oraz uktad ... WAn stanowi

bazg wektorowg modudu TJ na VA,

Wobec tego mamy

h(@) = (Mb), ah wih{T®) ) (€3]
lub inaczej

h() = Wi (w®), y), (€5))
gdzie WA okreslone jest wzorem (14).
Zatem

h() = Wi (@Er1(b)). (40)
Dla dowolnego i e | przemienny jest diagram

BT,-1[Vi]

QW--

(62 ]

(Vi X En, Cv X en)

gdzie Cv = 7(M)V , En = -F(En).

Zauwazmy, ze rodzina (Wlvi])* g T stanowi otwarte pokrycie

przestrzeni B, a rodzina u g J Jest otwartym pokryciem

przestrzeni Q, oraz dla dowolnego zbioru w-1[VtJ e ( t [Vi]>1 e J =
Mamy wigc dyfeomorfizm

A 1iVi] " Birl[vi] VirTipvil’

Zatem h jest dyfeomorfizmem przestrzeni B na przestrzen Q.

Niech hp badzie dyfeomorfizmem odwzorowujgcym wkdkno nad pun-
ktem pe Vi w wigzce 3B na wkdékno nad punktem w wigzce B mod TFi,
to znaczy

h =ht
P ‘w1 [{p>]



czyli

hp =Wipo t PIE- (42)
Dla ustalonego p e vi n V. rozpatrzmy odwzorowanie h”~tp) okre-

Slone wzorem:
® O *wArChpCa@pM)). “43)

Dla dowolnego y e En mamy:

hrtp) ) = wr(Wip("iJC ip()))) - <21 @Ip(y)),

wiec
hizci O) = € ic< FpPO)-
czyli
h£j(p) ) = <pijtp) = y- “4)

Stad, ze Vij (P) -y e En wynika, ze h~fp) odwzorowuje whok-
no En w siebie. Dalej stad, ze  : My n Gl<n) wynika, ze

h%i : MWi n Vi GI(n). Oczywisty jest réwniez warunek

hkj@) = hdtd(p)O0 h~tp) dla p e n Vk o Vy.

Zatem h ustala izomorfizm wigzek £ 1 mod &.
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Bronistawa Walczak
THE CANONICAL EQUIVALENT OF DIFFERENTIAL MODULES

AND VECTOR BUNDLES

In the paper, some theorems on the canonical equivalent

modules and vector bundles are proved.
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