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NIEDEFINICYJNE WPROWADZANIE POJEC MATEMATYCZNYCH
NA ZAJECIACH DLA CUDZOZIEMCOW

W pracy tej nie bede zajmowala si¢ problemem natury obiektéw definiowa-
nych w matematyce, gdyz takic lub inne rozwigzanie tego zagadnienia nie
bedzie mialo, najprawdopodobniej, nigdy wplywu na praktyke matematycz-
na'. Nie bede tez zajmowala si¢ stosowanymi i uznawanymi w matematyce
metodami definiowania takich obiektéw. Przy wspélczesnych teoriomnogos-
ciach koncepcjach matematyki wydaje si¢ stosownym zauwazyé, ze jezeli
zalozymy, iz zbi6r (klasg) utozsamia si¢ z wlasnoécia, ktora te klase wyznacza,
to terminy matematyczne s3 predykatami jedno- lub wieloargumentowymi?.
Predykaty jednoargumentowe to wlasnie owe wlasnosci wyznaczajace zbiory
jak np. wlasnod¢ bycia liczba naturalng w zdaniu: 5 jest liczba naturalng.
Predykat ten wyznacza zbidr wszystkich liczb naturalnych N. Przykladem
predykatu dwuargumentowego jest relacja bycia wigkszym od, czyli wlasno$é
bycia wigkszym od, co zapisuje si¢ x > y.

Wobec powyzszego, termin zbiér liczb nataralnych i termin liczba naturalna
2 sq podobnej natury jak termin Zélty, bo kazdy z nich wyznacza pewna klase
przedmiotéw (mniejsza o ich ontologiczny byt)®. Elementy tych klas maja
wlasnosci badz to bycia liczba naturalna, badz bycia zbiorem dwuelemen-
towym, badz bycia z6ttym. Roznica jest jedna — zbiory pierwszego i drugiego
rodzaju sg dokladnie wyznaczone przez odpowiadajace im predykaty, czego

' R. Carnap, Filozofia jako analiza jezyka nauki, Warszawa 1965, s. 53-55.

? J.Lyons, Semantyka, t. |, Warszawa 1984, s. 149-151. Wér6d terminéw, ktére skiadajq sie
na zdanie, autor wyréznia nazwy i predykaty. Nazwy sg to terminy odnoszace si¢ do indywidudw,
czyli w tradycyjnej logice tzw. nazwy indywidualne. Predykatow uzyw si¢ w zdaniach do
przypisania cechy indywiduum okreslonego przez t¢ nazwe. Predykatami sa nie tylko czasowniki
ro$nie, maleje i przymiotniki typu gesty, przeliczalny czy tez wiekszy niz (predykat dwuargumen-
towy), ale réwniez tzw. nazwy ogdlne takie, jak czlowiek. Termin ten nie okresla Zadnego
konkretnego indywiduum a jedynie istotna cechg pewnego zbioru indywiduéw, tu: ceche
czlowieczenstwa.

3 Tamze.
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nie mozna powiedzie¢ o predykacie #zélty (pomijam znaczenie naukowe
pojecia). Terminy matematyczne maja zawsze ostry zakres.

W teoriach matematycznych takie predykaty wprowadzane sg przez
definicje réwnosciowe w postaci jawnej lub tez w postaci uwiklanej. W kazdej
teorii istnieja zawsze pojecia, ktorych nie definiuje si¢ albo tylko czgsciowo
zaweza ich zakres poprzez podanie pewnych postulatéw, ktore muszg byc
spelnione przez te pojecia. Jezeli teoria jest zaksjomatyzowana, to jest to uklad
aksjomatow*. W klasycznej geometrii euklidesowe) takimi pojeciami sg punkt,
prosta, plaszczyzna, a w teorii mnogosci — element, zbidr, relacja €. Nad
sposobami wprowadzania m. in. takich poje¢ na zajeciach z matematyki
prowadzonych dla cudzoziemcow cheialabym si¢ blizej zastanowic. Interesuja
mnie szczegblnie poczatkowe zajecia, kiedy to sytuacja faktyczna jest, w przy-
blizeniu, nastg¢pujaca:

Matematyka wprowadzana jest do rozkladu zaje¢ prawie jednoczesnie
z jezykiem polskim, wigc poslugiwanie si¢ opisem w tym jezyku jest prawie
niemozliwe. Do dyspozycji mamy niewiele poza konstrukcjg najprostszego
zdania podmiotowo-orzecznikowego typu a jest b (a, b — zmienne nazwowe)
i jego negacji bez kwantyfikacji, czasownikami by¢, mie¢, nazywaé si¢ i to nie
we wszystkich osobach czasu terazniejszego, liczebnikami od 1 do 100 i niezbyt
dokladna umiejetnoscia odpowiedzi przez stuchaczy na postawione im pytania
typu : Czy to jest A?, lle A ma B?, Jak to si¢ nazywa? Sytuacja ta poprawia si¢
z tygodnia na tydzien, ale nie na tyle, aby mozna bylo po polsku formulowac
definicje termindw matematycznych. Sformulowania te ze wzgledu na wymogi
precyzji w matematyce i nieadekwatnos¢ jezykow sztucznych i jezykow
naturalnych bywaja czgsto trudne nawet dla absolwenta polskiego liceum,
Wezmy na przyklad funktor implikacji oraz odpowiadajace mu zdanie
o schemacie p=>¢ (p, ¢ — zmienne zdaniowe). Zaklada si¢, ze jest to schemat
zdania warunkowego, ktore czytamy Jezeli P, to Q. (P, Q - zdania w sensie
logicznym). Okazuje sig, ze spojnik Jezeli..., to.. ma wiele znaczen w jezyku
polskim:

1) nieprawda, ze P i nie Q,

2) nie jest mozliwe, ze P i nie Q,

3) ze zdania P wynika zdanie Q,

4) to, 7ze P jest przyczyna, ze Q°.

Taka sytuacja jest przyczyna dyskusji na temat implikacji i jej odpowied-
nika w jezyku naturalnym, ktora trwa prawie tak dlugo jak europejska mysl

+ Szerzej na ten temat pisza m. in. K. Ajdukiewicz, The Axiomatic Systems From the
Metodological Point of View, ,Studia Logica™ 1960, t. 9, s. 150-219 i L. Borkowski, Logika
formalna, Warszawa 1970, s. 332-341.

5 Znaczenie podaje za L. Borkowskim, Uwagi o okresie warunkowym oraz implikacji
materialnej i Scislej, [w:] Rozprawy logiczne. Ksiega pamiqtkowa ku czci profesora Kazimierza
Ajdukiewicza, Warszawa 1964, s. 11-22. ;
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filozoficzna®. Przyklady mozna by mnozy¢, ale wspomne jeszeze tylko
o nawiasach, ktére w jezyku mowionym sa zupelnie nieczytelne i zdanie
o schemacie pA(q v r) brzmi po polsku tak samo, jak zdanie o schemacie
(pAg)vr a znaczenie ma zupelnie rozne’.

Znajomos¢ logiki formalnej wsrod naszych shuchaczy jest najezedciej
niezadowalajaca albo wrecz zadna, co w sposob istotny utrudnia nam
okreslenie terminéw matematycznych w sposéb posredni® przy pomocy innych
terminéw wezesnie) juz wprowadzonych. W stosunku do poje¢ pierwotnych,
o ktérych juz wspomniatam wezesniej, definiowanie (interpretowanie) posred-
nie jest niemozliwe ze wzgledu na naturg tych terminéw, wobec tego pozostaje
do dyspozycji tylko interpretowanie bezposrednie, czyli tzw. definicja deiktycz-
na.

Korzystanie ze stownikow tez nie zawsze jest mozliwe, gdyz albo takich
stownikow w ogoéle nie ma, albo sa to slowniki popularne, nie podajace
wszystkich znaczen, a szczegoélnie znaczen matematycznych danego terminu.

Mysle, ze argumenty te sa dostateczne, aby dostrzec problem, z ktérym
musi sobie poradzi¢ wykladowca matematyki na zajeciach dla cudzoziemcow.
Dodam jeszcze, ze skomplikowane pojecia abstrakcyjne musza pojawic¢ si¢ od
pierwszych godzin tego rodzaju zajec i stuchacz nie moze nie rozumieé¢ takich
terminéw jak punkt, prosta, kwadrat, réwnoleglobok, koniunkcja, alternatywa
czy wreszcie implikacja, ktora jest jednym z podstawowych poje¢ matematycz-
nych, a zdanie warunkowe, w pewnym sensic odpowiadajgce implikacji,
wprowadzane jest na zajeciach z polskiego duzo pdzniej.

Celem nauczania matematyki w Studium Jezyka Polskiego dla Cudzoziem-
cOw nie jest jednak i nie moze by¢ nauczanie tego przedmiotu od podstaw.
Zakladamy, ze nasi stuchacze znaja matematyke na poziomie naszej szkoly
$redniej, a jezeli nawet nie, to na pewno majg prawidlowe intuicje zwiazane
7z najbardziej elementarnymi terminami matematycznymi. Z drugiej strony,
w pierwszej fazie nauczania matematyki mniej powinno nam zaleze¢ na
dokladnym formulowaniu definicji w jezyku polskim, a bardziej na tym, aby

5 Por. np. I. M, Bochenski, Ancient Formal Logic, Amsterdam 1968, s. 77-102.

7 Warto zauwazy¢, ze jezyk naturalny pelni w matematyce rol¢ ,,pomocniczg” w stosunku do
zapiséw formalnych. Inaczej méwiac, jedynie wazny jest zapis formalny, a przy pomocy jezyka
naturalnego mozemy tylko pewne zaleznoéci formalne uczyni¢ blizszymi intuicyjnie dla odbiorcy.
Praktyka pokazuje, Ze najlepsze rezultaty dydaktyczne uzyskujemy, gdy mamy do dyspozycji obie
formy zapisu, ktore nawzajem si¢ uzupelniaja. Szczegdlnic wazne jest to dla osob uczacych sig
jezyka obcego, kiedy to zapis formalny ulatwia opis jezykowy definicji. Stad wniosek, ze
uzupelnienie podstawowych wiadomosci z logiki formalnej i teorii mnogosci jest spraws pierwszej
rangi dla naszych stuchaczy i wszelkimi sposobami powinni$my im w tym dopomdc. Nie jest to
zadanie latwe na tym poziomie znajomosci jezyka, ale nie jest tez niewykonalne.

8 O definiowaniu i interpretowaniu posrednim i bezposrednim pisze M. Przelecki,
Interpretacja systemow aksjomatycznych. ,Studia Filozoficzne” 1960, nr 6, s. 89-105.
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nasi stuchacze rozumieli pojecia” i potrafii poprawnie postugiwaé sig nimi
- wigkszos¢ shuchaczy to przyszli studenci wyzszych szkél technicznych,
kandydact na teoretyczne studia matematyczne naleza do wyjatkéw. Nie
znaczy to wcale, ze nalezy zrezygnowac¢ z poprawnych definicji terminéw
matematycznych i w trakcie nauczania, np. w drugim semestrze lub przy
powtorzeniu, mozna z powodzeniem wroci¢ do omawianych wezesniej zagad-
nieri i stownych lub tez slowno-formalnych opiséw. Najczesciej beda to
definicje interesujgcych nas terminéw wprowadzonych wezesniej deiktycznie.
Mozna tez polecic przytaczanie takich definicji jako samodzielne lub przy
niewielkiej ingerencji ze strony uczacego ¢wiczenie dla shuchaczy Studium. Jesli
W ten sposob powstana definicje rézne tresciowo, ale oznaczajace to samo, to
nie nalezy si¢ tym martwi¢, bo po pierwsze — nie naucza si¢ matematyki na
poziomie szkoly sredniej az tak bardzo systematycznie, a po drugie — takie
¢wiczenie da wigcej korzysei shuchaczowi niz bezmysine wyuczenie si¢ poda-
nych weczesniej do zapamigtania gotowych regul. Korzysci te beda tak
w dziedzinic jezyka polskiego, jak i matematyki. Obowiazkiem uczacego jest
wybranie odpowiedniego momentu do takich ¢wiczen. Bedzie to mozliwe
wowcezas, kiedy stuchacze beda mieé dostateczne przygotowanic z jezyka
polskiego, klasycznej logiki i matematyki.

W tradycji logicznej znane jest pojecie tzw. definicji deiktycznej albo inaczej
ostensywnej (od fac. ostendo - pokazuj¢). Wedtug rozpowszechnionego pojecia
definicja ta polega na wypowiadaniu zdania typu To jest N z jednoczesnym
wskazaniem pewnego desygnatu nazwy N; stowo to jest nazwa okazjonalng,
ktora zmienia si¢ w nazwe¢ indywiduowg. jesli zrobimy odpowiedni gest
wskazujgcy desygnat tej nazwy. Wszedzie robi si¢ zastrzezenie, ze desygnatem
wskazywanym musi by¢ termin spostrzezeniowy, czyli taki konkretny przed-
miot, ktory moze by¢ bodZzcem dla naszych zmystéow. 1 tak przedmiotem
przyporzagdkowanym konkretnej nazwie indywiduowej jako jej desygnat jest
wlasnic pewien przedmiot materialny, natomiast w przypadku predykatu,
a tylko one nas interesujg, jest to przedmiot abstrakcyjny — klasa lub relacja.
Desygnatéw predykatu pokaza¢ nie mozna. Nie mozna pokaza¢ punktu,
prostej, plaszczyzny, liczby 2, a tylko przedmioty bedace ich modelami
matematycznymi. Modelem punktu jest kropka narysowana na papierze,
modelem prostej — linia, a modelem liczby 2 zbiér dwuelementowy.

Zdaje sobie sprawe z problemow logicznych wynikajacych z deiktycznego

? Na temat donioslosci i pierwotnosci rozumienia jezyka obcego w stosunku do uzywania go
patrz B. Krak owian, O nauczaniu rozumienia mowy obcojezycznej, Warszawa 1985. W zupeno-
sci zgadzam si¢ z ogdlnymi tezami proponowanymi przez autora, choé pewnych szczegélowych
rozwigzan nie mozemy stosowac¢ w ksztalceniu cudzoziemedw ze wzgledu na odmienng sytuacje
w stosunku do tej, ktérg zaklada autor — bilingwizm, My prawie zawsze dysponujemy jednym
jezykiem.

.
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sposobu definiowania, na co zwraca uwage m. in. M. Przelecki'®. Zgadzam sig,
ze taka definicja jest nieadekwatna i wieloznaczna. Stad wniosek, ze ta metoda
nie nadaje si¢ do definiowania terminéw matematycznych w sensie definicji
rownosciowych lub chociazby jednoznacznych co do spelniania pewnych
postulatow, ktora to jednoznaczno$¢ matematykom wystarcza. Metoda ta
znajduje szerokie zastosowanie w nauczaniu jgzykoéw obceych, gdzie traktuje si¢
problem definiowania nieco mnicj rygorystycznie, niz czynig to logicy i mate-
matycy. Wydaje si¢, ze¢ mozna z powodzeniem stosowaé ja w nauczaniu
cudzoziemcow przy wprowadzaniu tych polskich terminéw matematycznych,
ktore sa terminami pierwotnymi danej teorii lub tez znany jest ich sens
w pierwszym jezyku stuchaczy takich kurséw, a nie znany jest tylko sam
termin. Nie chodzi tu jednak o budowanie definicji tych terminéw, a tylko
o wywolanie poprawnego skojarzenia z terminami matematycznymi w pierw-
szym jezyku.
Zalézmy za Kotarbiniska'', ze ogélna zasada definicji deiktycznej polega
na wielokrotnym wypowiadaniu zdania typu To jest N albo inaczej X jest N (X
zastgpuje nazwe to, a wigc jest zmienng nazwowa; schemat X jest N zmienia si¢
w zdanie w sensie logicznym przy odpowiednim gescie wskazujacym) lub jego
negacji. Wobec tego po takim zabiegu ,,definicyjnym™ mamy do dyspozycji
dwa uklady zdan:
X, jest N
(1) X, jest N

X, jest N
X, nie jest N
(2) X,,, nie jest N

X, +m mic jest N,

gdzie X, (i=1, 2,..,n+m) sa nazwami indywiduowymi. Wyrazenie jest
nalezaloby rozumie¢ jako €'%, poniewaz X, jest nazwa indywiduowa o de-
sygnatach konkretnych, a N nazwa ogélng o desygnatach abstrakcyjnych, czyli
pewnej klasie tych desygnatéw konkretnych. Rola odbiorcy takiej ,,definicji”
polega na wyabstrahowaniu z przedmiotow X, X,,...X, pewnej cechy
wspdlnej tym przedmiotom, w czym pomagaja przykiady negatywne typu (2).
Jezeli abstrakcja odbywa si¢ zgodnie z zyczeniem nadawcy definicji, to ta

10 M. Przetecki, O definiowaniu terminéw spostrzezeniowych, [w:] Rozprawy logiczne..., s.
155-182.

' J. Kotarbinska, Tak zwana definicja deiktyczna, [W:] Logiczna teoria nauki, red. T.
Pawlowski, Warszawa 1966, s. 57-98.

12 przetecki, O definiowaniu..., s. 160,
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wyabstrahowana cecha okresla zbiér N. Procedura taka nie zawsze zadowala
logikéw i budzi wsrod nich wiele watpliwosci, bo taki sposéb wprowadzania
poje¢ nie spetnia wymogow definicji, a co najwyzej spelnia wymogi definicji
czgstkowych. Stosuje si¢ ja od dawna i z powodzeniem na poczatkowych
lekcjach jezykow obeych do przekladania termindw na znany juz jezyk bez
uzywania slownikow'? i wydaje si¢, co potwierdza praktyka, ze mozna by
stosowac ja tez przy wprowadzaniu niezbyt skomplikowanych poje¢ matema-
tycznych, czyli przy uczeniu jezyka matematyki. Oczywiscie, nie mozna tego
robi¢ w oderwaniu od samej matematyki, czyli twierdzen, ktére na nig si¢
skladaja. Jednakze dobor przykladéw (modeli) X, X,,....X,..... X, ,, Nie moze
by¢ przypadkowy, chociazby zdania (1) i (2) byly zdaniami prawdziwymi.
Dobér ten musi by¢ taki, aby odbiorca naszej ,,definicji” wybral t¢ cechg
modeli, o ktéora nam chodz (skutecznos$¢ definicji) i aby zrobil to przy
mozliwie najmniejszej liczbie m i n, czyli najszybciej (ekonomicznosé defini-
cji)'4.

Pokaz¢ i przedyskutuje zastosowanie metody deiktycznej do wprowadzenia
pojecia rownolegloboku. Pojecie to jest bardzo proste, ale sadzg, ze typowe dla
stosowania takiej wilasnie metody.

Zacznijmy od prawdziwych podstawieri funkcji zdaniowych typu (1), czyli
przykladow pozytywnych. Funkcje te zmieniaja si¢ w zdania, ktére beda
warunkami wystarczajacymi tej operacji. Wskazywane przyklady modeli
powinny by¢ réznorodne w tym sensie, ze zmienia¢ nalezy cechy modeli, ktore
sa nieistotne dla naszego celu. W przypadku réwnolegloboku najkorzystniej
bytoby pokazac figury:

A1 A2 A3

mowigc jednocze$nie:

13 Jako przyklady moga stuzy¢ interesujace podreczniki do nauki jezyka francuskiego dla
cudzoziemcow, np. A. Rebullet, J. L. Malandain, ). Verdol, Métode orange, Paris 1978;
czy tez G. Mauger, M, Bréziere, Le frangais et la vie, Paris 1971 i inne.

14 por. Kotarbifiska, op. cit., s. 83-84; jak réwniez T. Ko tarbinski, Traktat o dobrej
robocie, £6dz 1957.
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(3) To jest réwnoleglobok,

a rozumiejac: Figura A4, jest réwnoleglobokiem, gdzie i = 1, 2, 3'5.

W przykladach tych zmieniaja si¢ dlugosci bokéw, stosunki migdzy tymi
dlugosdciami oraz katy. Nie zmieniajg si¢ takie wlasnosci, jak: plaskos¢ figury,
zamknigto$é lamanej okreslajacej te figure, wypuklosé, czworokatnos$é, réwno-
leglo$¢ bokow przeciwleglych wzgledem siebie. Rozumowanie przebiega wed-
tug regul indukcji eliminacyjnej Milla 1 kanonu jedynej zgodnosci wraz ze
wszystkimi jego logicznymi mankamentami'®. Pokazywanie kwadratu nie jest
uzasadnione (chociaz dopuszczalne), poniewaz nie otrzymujemy zadnej nowej
zmiany, ktéra nie bylaby zawarta w przykladach poprzednich. Kwadrat to
w pewnym sensie iloczyn 4, i A4, a dokladniej — iloczyn zbioru wszystkich
romboéw i wszystkich prostokatow.

Na podstawie ukladu zdan (3) nietrudno, jak sadze¢, domyslié sig, ze chodzi
,,c0 najmniej”’ o réwnoleglobok, ale réwnie dobrze moze to by¢ dowolny
czworokat, figura plaska, wielokat wypukly itp. Ogoélnie moéwiac, nawet
najlepiej dobrany zespol przykladéw pozytywnych typu (1) okresla réwnie
dobrze pojecie zamierzone przez nadawce takiej definicji, jak i kazde pojecie
nadrzedne zakresowo do poprzedniego. Wobec tego nalezy wskazaé przyklady
negatywne, czyli przyklady takich modeli, ktore bylyby prawdziwym pod-
stawieniem postulatéw typu (2). Nie trzeba uzasadniaé, ze dobieranie przy-
kladow negatywnych w sposob dowolny, byleby tylko spelnialy postulaty typu
(2), eliminuje wprawdzie pewna klas¢ niechcianych przez nas predykatow, ale
eliminacja taka moglaby rozciaga¢ si¢ w nieskonczonos¢ z dosé¢ mizernym
rezultatem. Dobér ten musi by¢, jak juz wspomniatam, ekonomiczny. Ekono-
miczne jest dobieranie wzorcowych przykladéw negatywnych sposrod modeli
klas wyznaczonych przez przyklady pozytywne, a wigc sposrod predykatow
nadrzednych zakresowo w stosunku do definiowanego. Predykaty te powinny
by¢ jak najbardziej zblizone do predykatu definiowanego. Dla terminu
réownoleglobok proponuj¢ jako wzorcowe modele negatywne wskazanie figur:

7 RN

B4

z jednoczesnym wypowiedzeniem zdan: B, nie jest rownoleglobokiem i B,
nie jest rownoleglobokiem. Jedyna rdéznica migdzy réwnoleglobokiem i trape-

'S Istnieja pewne nawyki szkolne rysowania figur geometrycznych: gdy rysujemy réwnole-
globok, nie dodajac o nim zadnych dodatkowych informacji, dbamy o to aby ani boki, ani katy
narysowanego réwnolegloboku nie byly réwne i stuchacz moze si¢ domysli¢ znaczenia stowa
réwnoleglobok juz po pierwszym przykladzie. Zwréémy jednak uwage na elementarnos¢ pojecia.

16 Por. m. in. K. Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna, Warszawa 1974, s. 165-169.
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zem B, jest nierownoleglos¢ drugiej pary przeciwleglych bokéw, a migdzy
rownoleglobokiem i szesciokatem foremnym B, - inna liczba bokéw. I tu
przychodzi na mysl indukcja eliminacyjna Milla i kanon jedynej roznicy'”.

‘W ten sposéb eliminuje si¢ poprzez jedna operacje wicle predykatow
jednoczesnie — wszystkie nadrzedne zakresowo w stosunku do pojecia trapez
(podrzgdne do pojecia nie-trapez) i wszystkie nadrzgdne w stosunku do pojgcia
sze$ciokat foremny (podrzedne w stosunku do pojecia nie-(szeSciokat foremny).
Wydaje sig, Zze sa to bardzo ekonomiczne warunki konieczne, ale nie sa one
dostateczne (odwrotnie niz przy przykladach pozytywnych), nawet gdy
warunkéw takich wskazemy dowolnie duzo.

Koniunkcja przedstawionych wyzej warunkéw koniecznych i warunkow
dostatecznych tworzy definicj¢ deiktyczng terminu réwnoleglobok.

Nie mozna poda¢, w tym wypadku tez nie mam do tego pretensji,
sztywnych regul na definiowanie deiktyczne poszczegdlnych terminow. Wybie-
ranie modeli wzorcowych — ich jakos$¢ i ich ilos¢ zalezy od tego, do kogo
kierowana jest taka definicja, w jakim stopniu odbiorca definicji zna od-
powiednie pojecie w swoim pierwszym jezyku, w jakim stopniu zna modele
tego pojecia i jaka jest jego zdolno$¢ abstrahowania. Inaczej mowige,
deiktyczne wprowadzanie poje¢ wymaga aktywnosci nie tylko ze strony
nadawcy, ale réwniez odbiorcy.

Logicy zgodnie uwazajg, ze taka metoda moze prowadzi¢ do definicji
adekwatnych jedynie w przypadku, gdy odbiorca takiej definicji deiktycznej
dysponuje jakimi$ dodatkowymi wiadomosciami dotyczacymi obiektow defi-
niowanych'®. Wiadomosci te moga by¢ podane w sposob jawny lub tez
przyjmowane przez definiujgcego w sposob domysiny. Mozna zakladac, ze
nasi studenci znaja w mniejszym lub wigkszym stopniu definiowane przez nas
pojecia albo co najmniej modele tych poje¢. Tego wolno nam si¢ domyslaé
jako definiujagcym.

Definiowanie deiktyczne sprowadza si¢ do podania pewnego ukladu
postulatow (w naszym przypadku byl to uklad postulatéw typu (1) i (2)), ktéry
musi by¢ spelniony przez obiekt definiowany. Przy pomocy postulatow
definiuje si¢ pojecia matematyczne w teoriach sformalizowanych. Wprowadze-
nie pojec¢ przez postulaty stosuje si¢ tez w nauczaniu jezykow obeych. Ale tak
jak w pierwszym przypadku postulaty te maja z gory narzucone do speienia
pewne warunki formalne, tak w drugim takich warunkéw trudno si¢ doszukacé.
Moze jedynie warunek niesprzecznosci jest uznawany w obu przypadkach.
Wobec tego takie kontekstowe przekladanie poje¢ z jednego jezyka na drugi
najczescie) wymyka si¢ logicznej analizie, cho¢ nie ma watpliwosci, ze jest
stosowane z calkiem dobrymi rezultatami.

'7 Tamze, s. 155-165.
'8 Kotarbinska, op. cit., s. 94-95; Przelecki, O definiowaniu..., s. 172-175.



Niedefinicyjne wprowadzenie poje¢ matematycznych 71

Poprawnosci rozumienia poje¢ wprowadzonych metoda deiktyczng nie
sposob sprawdzi¢ bezposrednio. Mozemy to zrobic tylko metodg bezposérednia
poprzez sprawdzenie poprawnosci uzywania tych poje¢ w okreslonych kontek-
stach i umiejetnosci odpowiedzi na dostosowane do prezentowanego przez
shuchacza poziomu jezykowego pytania typu zamknigtego'®. W obu wypad-
kach rezultat sprawdzenia bedzie mial tylko charakter hipotezy?°, czyli takiego
zdania, ktérego prawdziwos$é sprawdza si¢ poprzez sprawdzanie prawdziwosci
zdan, ktore zei wynikajg. Dobor takich pytari powinien takze czynié¢ zadosé
zasadom skutecznodci i ekonomicznosci. Nieckonomiczne byloby pytanie
studenta Czy to jest réwnoleglobok? z jednoczesnym wskazaniem np. na kwiat
stojacy w oknie sali wykladowe;j.

Wzory ¢wiczen, ktore sprawdzaja umiejgtnos¢ uzywania poje¢ w konteks-
tach slownych, bez wymagania przy tym definiowania samego pojecia, mozna
znalez¢ w wielu podrecznikach do nauki jezykow obeych, a szczegolnie jesli sa
to podreczniki pisane dla cudzoziemcow, a wige z koniecznosei jednojezycz-
ne*!, W naszych podrecznikach, ktorymi postugujemy si¢ zaczynajac prace
z cudzoziemcami, tylko kilka takich ¢wiczen znajduje si¢ w ksigzce W.
Kwapiriskiego i J. Wesolowskiego®?, O wiele czgsciej proponuje si¢ spraw-
dzanie rozumienia pojec przy pomocy pytan. Najprostszymi pytaniami przyda-
tnymi do naszych celow sa pytania rozstrzygnigcia®?, czyli pytania typu Czy p?
(p — zmienna zdaniowa), na ktére odpowiadamy wedlug schematu p albo ~p,
czy tez krotko - Tak albo Nie. Jako przykiad moga postuzy¢ pytania Czy
kazdy’* réwnoleglobok jest prostokgtem?, Czy zbiér N jest zbiorem skori-
czonym?, Czy to jest réwnoleglobok? ze wskazaniem na odpowiedni model
figury geometrycznej, np. trapezu. Pytania tego typu sa poprawnie postawione
(poza pytaniami o blgdnym zalozeniu, ale takie tez czasami stosujemy
w praktyce pedagogicznej, np.: Czy pochodna funkcji y=x w punkcie x=0
jest dodatnia?) z punktu widzenia logiki, ale niewskazane byloby ograniczenie
si¢ tylko do pytan rozstrzygnigcia, poniewaz odpowiadajacy nie mialby
mozliwosci do wykazania si¢ prawie zadnym samodzielnym formulowa-

' Pytania dzieli na otwarte i zamknigte T. Pawltowski, Pojecia i metody wspolezesnej
humanistyki, Wroctaw 1977, s. 155.

20 Zgodnie z rozumieniem hipotezy przez Ajdukiewicza, op. cit., s. 131-133.

2! Ciekawe ¢wiczenia sprawdzajace mozna znalezé w podreczniku jezyka francuskiego dla
cudzoziemcow: M. Verdelhan-Bourdage i inni, Sans frontiere, Paris 1983, rowniez
Krakowian, op. cit., s. 162-184, podaje wzory ¢wiczen sprawdzajacych rozumienie jezyka,
przede wszystkim, mowionego.

22 W. Kwapinskiil. Wesolowski, Matematyka, cz. 1, £odz 1983, s. 50, 84, 93, 97.

23 Dokladniej o pytaniach rozstrzygnigcia i dopetnienia pisze Ajdukiewicz, op. cit., s. 88;
jak réwniez T. K ubin sk i, Przeglad niektorych zagadnien logiki pytan, ,,Studia Logika” 1966, nr
18, s. 109-113.

2* Gdy stuchacze nie znaja jeszcze stowa kwantyfikujacego kazdy mozna je opuscié liczac na
to, ze zapytany domysli si¢ tu kwantyfikatora.
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niem odpowiedzi w jezyku polskim. OdpowiedZ jest juz zawarta w pytaniu
i caly wysilek jezykowy odpowiadajacego polega na, ewentualnej, negacji
zdania, a to mozna zrobi¢ bardzo prosto wstawiajac przed zdaniem wyrazenie
nieprawda, Ze... albo jeszcze prosciej — odpowiadajac Nie.

Ciekawsze dla nauczania jezyka sa pytania dopelnienia i odpowiedzi na
takie pytania. Sg to pytania, ktore maja réwniez z gory okreslony schemat
odpowiedzi, ale nie tak prosty jak pytania rozstrzygnig¢cia. Pytania te zaczynajq
si¢ zwykle od partykuly pytajnej*® Ktéry...2, Kto...2, Co...2, lle...2, itp. Gdy na
przyklad pytamy lle przekatnych ma réwnoleglobok? to odpowiedZ miesci si¢
w schemacie: Rownoleglobok ma &k przekatnych.

Pytania rozstrzygnigcia i pytania dopelnienia mozna znalezé¢ w stosowa-
nych przez nas podrecznikach matematycznych. Znajduja si¢ tam rownicz
pytania innego rodzaju, ktére (najprawdopodobniej) wymagaja od studenta
odpowiedzi bedacej opisowa definicja wprowadzonych predykatow. Nie sadzg,
aby student w pierwszych tygodniach nauki polskiego potrafil w tym jezyku
1 z wymagang w matematyce precyzja odpowiedzie¢ na pytanie: Co to jest
obwdd kola?. Wystarczy, jesli zrozumie on polecenie: Prosze obliczy¢ obwod
kola o promieniu r. Nie podlega dyskusji wadliwos¢ logiczna takich pytan jak:
Jakie $ciany ma szeécian?, Jakie sa nawiasy? czy Jakg liczby jest 2342%°,
z odpowiedziami na nie mialaby klopoty takze autorka niniejszej pracy.
Pomijajac widoczng wieloznacznosé cytowanych pytan, sadze, ze stawiajac je
na poczatkowych zajeciach z matematyki niczego si¢ nie osiaga, a tylko uczy
stuchaczy pewnych wadliwych schematéw. Nie jestem tez pewna, czy umiejet-
nos¢ nazywania nawiasow jest niezbedna przyszlemu studentowi polskich
uczelni.

Metoda deiktyczna, albo ogolniej kontekstowa, nie jest jedyna metoda
niededukcyjna, ktdra mozemy stosowa¢ nauczajac cudzoziemcow matematyki
i jej jezyka. Metoda, o ktdrej warto powiedzieé¢ chocby kilkanascie zdan jest
analogia®’, majaca w matematyce szczegolne zastosowanie.

W teoriach matematycznych spotykamy wiele zbiorow lub nawet calych
systemow podobnych strukturalnie, czyli inaczej — ten sam system (jezyk,
algebra) zaksomatyzowany moze mie¢ rézne interpretacje’® (modele). Nie-

25 Tak w tradycji logicznej nazywaja si¢ wyrazenia: czy, kto, co, gdzie itp. zawarte w pytaniu.
Por. Mala encyklopedia logiki, Warszawa 1970, hasto Pytanie i Partykula pytajna.

26 Wszystkie pytania wybralam z ksiazki J. Jerzewskiego, Wstep do matematyki, L.odz
1983, s. 17, 32, 35. Nie chcg przez to negowaé wiclu waloréw dydaktycznych tej ksiazki.

27 Analogie rozumiem tak, jak I. Dambska, Kilka uwag o rozumowaniach na podstawie
analogii, [w:] Rozprawy logiczne..., s. 31. Inne pojmowanie wnioskowania przez analogie mozna
znalezé np. w Malej encyklopedii logiki, s. 347.

28 Interpretacja teorii, albo inaczej modelem semantycznym teorii nazywa si¢ uklad przed-
miotow (indywiduow, predykatéw), kitore przyporzadkowane sg wyrazeniom danej teorii i spel-
niaja aksjomaty tej teorii. Inaczej mowiac, jest to uklad przedmiotow prawdziwie opisywanych
przez t¢ teorig.
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smiertelnym, ale i doskonalym przykladem niech bgdzie algebra Boole’a jako
pewna struktura logiczna bedaca zbiorem niepustym o wyréznionych elemen-
tach 0 i 1 i okreslonych aksjomatycznie operacjach +, —, *. Algebra ta ma
wiele roznych interpretacji jak klasyczny rachunek zdan (wyréznione sa
wartosci logiczne prawdy i falszu, a operacje to alternatywa, koniunkcja
i negacja), rachunek zbiorow bez relacji & (wyr6zniony zbiér pusty i uniwersal-
ny, a operacje to suma logiczna, iloczyn i dopelnienie zbioru), teoria sieci
elektrycznych. Te wszystkie interpretacje sa wzgledem siebie izomorficzne,
czyli jedno-jednoznaczne. Jezeli tak, to relacje wprowadzone w jednym zbiorze
mozna ,,przenies¢” do drugiego bez zadnych dodatkowych informacji a tylko
nazywajac je inaczej. I tak to, co w rachunku zdan nazywa si¢ koniunkcja,
w rachunku zbioréw - iloczynem. Relacje te w jednej i w drugiej interpretacji
algebry Boole’a maja dokladnie te same wlasnosci. Wobec tego to wszystko, co
mowi si¢ o koniunkcji zdan mozna powiedzie¢ o iloczynie zbioréw. Przy
zachodzacym izomorfizmie wnioskowanie jest tu niezawodne, czyli zawsze
z prawdziwosci racji wynika prawdziwo$¢ nastepstwa. W naszej praktyce
pedagogicznej zaliczytabym jednak ten rodzaj wprowadzania poje¢ matematy-
cznych do niededukceyjnych. Po to, aby niezawodnie ,,przenosi¢” relacje i ich
wlasnosci z jednej interpretacji do drugiej, musimy zna¢ strukture rozwazanych
interpretacji i zdawac sobie sprawg z ich izomorficznego podobieristwa. Na
poziomie przygotowania cudzoziemcow do wyzszych studiow w Polsce, i to
najczesciej studidw politechnicznych, nie pokazuje si¢ (ani to jest mozliwe)
dokladnych struktur danych teorii, a tym bardziej, nie dowodzi si¢ wymagane-
go izomorfizmu.

Obie opisane przeze mnie metody wprowadzania poje¢ matematycznych
moga by¢ 1 s3 z powodzeniem stosowane na zajeciach dla cudzoziemcéw,
a tylko, by¢ moze, nauczajacy nie zawsze zdaja sobie sprawe z teoretycznego
rodowodu tych metod. Terminy matematyczne sa specjalnie podatne na tego
rodzaju zabiegi, chociazby dlatego, ze nie zada si¢ od nich jednoznacznosci
semantycznej, a tylko syntaktycznej. Analogi¢ mozemy stosowaé¢ w matematy-
ce ze wzgledu na izomorfizm réznych interpretacji danej struktury. Takich
teorii izomorficznych poza matematyka i logika formalng nie ma.

Latwo zauwazy¢, ze metoda deiktyczna jest metoda dos¢ elementarng.
Wprowadzanie poje¢ per analogiam wymaga od shuchacza wigkszego zaawan-
sowania tak w matematyce, jak w logice formalnej.

Przedstawione propozycje mozna nazwaé za V. V. Quinem*? |z punktu
widzenia logiki”, a wigc staralam si¢ zastosowaé pewne osiggnigcia logiki
(szeroko rozumianej) w metodyce nauczania cudzoziemcow jezyka matematy-
ki. Nie s3 to ani jedyne metody, ani jedyny punkt widzenia. Ostatnio duzo
moéwi si¢ o metodzie stowotworczej i mdj przyklad z réwnoleglobokiem

29 Tytul znanej ksiazki V. V. Quine’a, From a logical point of view.
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doskonale nadaje si¢ do stosowania takiej metody. W kazdym razie zadnej
z tych metod nie mozna stosowa¢ mechanicznie (jesli w ogole takie metody
w dydaktyce istnieja), a wybor jednej z nich lub stosowanie kilku jednoczesnie,
nawet do jednego pojecia, zalezy od wielu pozaformalnych czynnikéw?*®, Mam
nadziej¢, ze poczynione tu uwagi mogg mie¢ zastosowanie nie tylko do
matematyki i jej jezyka, ale i innych przedmiotow z grupy matematycz-
no-fizycznych.

Koncepeje tu przedstawiong charakteryzuja w najogolniejszym wymiarze
dwa zalozenia: 1) nalezy odstgpi¢ od skomplikowanych definicji stownych
termindéw matematycznych w czasie, gdy mozliwosci jezykowe shuchaczy na to
nie pozwalaja, 2) wigcej czasu poswiecié na uzupelnienie wiadomoscei z logiki
formalnej, ktéra moze by¢ pomostem do porozumienia si¢ migdzy wykladowca
i studentem oraz pomagac w ¢wiczeniach jezykowych. Zmuszanie studenta do
budowania skomplikowanych jezykowo definicji stownych po kilku czy nawet
kilkunastu tygodniach nauki jezyka nie jest niczym uzasadnione, a uprasz-
czanie, jesli odbywa si¢ kosztemn tresci, absolutnie niedopuszczalne. Z drugiej
strony, matematyk nie moze zajmowaé si¢ na zajeciach tylko tym, co zdofa
dokladnie opisa¢ po polsku, bo dla wielu naszych stuchaczy pobyt w Studium
jest szansa na uzupelnienie, czgsto bardzo niepelnej, wiedzy matematyczne;j.
Nie znaczy to absolutnie, ze definicje ostensywne moga by¢ definicjami
ostatecznymi (z wyjatkiem pojeé pierwotnych teorii, gdzie na poziomie naszego
nauczania definicje takie zastgpuja uklad aksjomatdw) i nie musimy wprowa-
dza¢ poprawnych definicji, gdy tylko jest to mozliwe. Nie sadz¢ jednak, aby na
uczelniach o profilu zawodowym wymagano bezblednego wypowiadania po
polsku skomplikowanych definicji matematycznych, jesli student taka definicje
rozumie, tzn. potrafi pojecie poprawnie stosowac, i nie ma klopotéw z jej
formalnym zapisem.

39 Tak np. Kwapinski, op, cit., s. 112 podaje definicje funkcji zdaniowej jako wyrazenia
zawierajacego zmienne, Rozumiem problemy jezykowe wystepujace w tym okresie nauczania, tzn.
nie pozwalajace na precyzyjna i poprawng definicje, ale moze lepiej byloby poda¢ przyklady: (1)
X jest liczba naturalna, (2) pAq=-rvs, (3) pvq=>, z komentarzem: wyrazenia (1) i (2) sa funkcjami
zdaniowymi, wyrazenie (3) nie jest funkcja zdaniowa oraz pokazac podstawicnia w miejsce
zmiennych x, p, t, s, q odpowiednich stalych.




