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ZASTOSOWANIE MODELU GRAWITACJI DO WYZNACZENIA 

POWIĄZAŃ PRZESTRZENNYCH ŁODZI Z ZAPLECZEM

W artykule prezentuje się dwa sposoby rozwiązania mo-
delu grawitacji dla dwóch układów terytorialnych: dla by-
łego województwa łódzkiego i teoretycznej strefy wpływu 
Łodzi. Przeprowadza się weryfikację statystyczną wyni-
ków oraz porównuje rozwiązania modelowe ze stanem rzeczy-
wistym.

1. Wstęp

Model grawitacji, jak i pokrewny jemu model potencjału, jest 

znany i stosowany w naukach społeczno-ekonomicznych. Szczególnie 

szeroko zostały rozwinięte nad nim badania w krajach zachodnich 

[2, 7, 0, 10]. W Polsce studia teoretyczne poświęcone modelowi 

grawitacji i potencjału przedstawili sprawozdawczo Z. Chojnicki

[3] i P. Korcelli [9], zaś w analizie empirycznej metody grawi-

tacyjne stosowali m. in. R. Domański [6], A. Wróbel [12], J. Dęb-

ski [5].

Konkretyzacji modelu, czyli pojęciowego i technicznego roz-

wiązania mierników masy oraz odległości, a także parametrów struk-

turalnych funkcji, można dokonać dwoma sposobami. Pierwszy polega 

na obliczeniu parametrów funkcji poprzez estymację na podstawie
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równania regresji i służy do ustalenia pewnych zależności rządzą-

cych zachowaniem zjawisk, natomiast drugi na przyjęciu a priori 

wykładników zmiennych oraz obliczeniu wyraju G pozwala na optyma-

lizację ciążeń grawitacyjnych.
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W niniejszym opracowaniu, które stanowi fragment obszerniej-

szego studium [1] poświęconego powiązaniom przestrzennym Łodzi 

z zapleczem, postanowiono przedstawić obydwa sposoby rozwiązania 

modelu grawitacji na przykładzie dostav/ surowca do przemysłu 

mięsnego Łodzi oraz przeprowadzić ich ocenę z punktu statystycz-

nego i stanu rzeczywistego (rys. 1-4.).
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Dostawy do Łodzi 

t ~ ~ Ido 100kg |l00ha  użytków rolnych

— — I 100 - 200

t~ ' j  200 -  300 

3 0 0 -  400 

Ц Ш Ц  powyżej 400

do 25kg /lOOha użytków rolnych 

2 5 - 5 0  

5 0 - 7 5  

75 -  100 

powyżej 100
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Rys. 3. Powiązania rzeczywiste Łodzi z zapleczem
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2. Model

Dla przedstawienia relacji przestrzennych między Łodzią a za-

pleczem przyjęto model ciążenia o następującej postaci:

gdzie: - wielkość dostaw surowca mięsnego z jednostki "j" 

do "i",

Pi - wielkość spożycia mięsa w "i",

Pj - wielkość towarowej produkcji zwierzęcej w "j", 

d̂ .. - odległość między "j'! a "i", 

abc - parametry strukturalne funkcji,

G - wyraz wolny, 

j — 1,2, 3, ...,n, 

i =1.

Przedstawiona formuła matematyczna stanowi odzwierciedlenie 

ogólnego modelu J. Tinbergena [11]. Autor posługiwał się nim w 

badaniach wzajemnych obrotów handlowych 18 uprzemysłowionych 

krajów kapitalistycznych, stosując wzór:

•b, c, d - parametry strukturalne modelu.

Konkretyzacji modelu dokonano wg dawnych povdatów dla dwóch 

układów.terytorialnych:

(1)

Xrs = a • (Yr)b - CYs)c • (Drs)d, (2 )

gdzie: X - eskport kraju "r" do kraju "s",

Yr - produkt globalny brutto (GNP) kraju "r" (ekspor-

tującego) ,

Ys - GNP kraju "s" (importującego),
Г s
D - odległość komunikacyjna między głównymi portami

morskimi kraju "r" i "s", 

a - wyraz wolny,



2) dla obszaru wpływu Łodzi wyznaczonego na podstawie wzoru 

P. D. Conversea (2), założeń teorii W. Christallera dotyczącej 

ośrodka centralnego typu "Landeshauptstadt" (3) oraz przesłanek 

wynikających z analizy empirycznej. Taki obszar przyjęto nazy-

wać II układem przestrzennym (terytorialnym), który swoim za-

sięgiem objął byłe województwo łódzkie oraz dawne powiaty: kali-

ski, kolski, turecki, włocławski, białobrzeski, konecki, opo-

czyński, przy8uski, gostyniński, grójecki, płocki, sochaczewski i 

grodziski.

2. 1. Wariant I konkretyzacji modelu

Ten sposób, jak zaznaczono, polega na sprowadzeniu modelu 

ciążenia (1) do postaci równania regresji liniowej przez obu-

stronne logarytmowanie oraz na oszacowaniu, czyli estymacji pa-

rametrów funkcji. Istnieje kilka metod estymacji parametrów, jak 

np. metoda maksimum wiarygodności, metoda minimalnej wariancji, 

metoda najmniejszych kwadratów. W niniejszej pracy zastosowano 

klasyczną metodę najmniejszych kwadratów, ponieważ posiada ona 

ważną zaletę formalną w przypadku regresji liniowej, gdyż wyzna-

czone tą metodą parametry są zgodne, nieobciążone i najefektyw-

niejsze.

Po zlogarytmowaniu, model ciążenia (1) przybrał następującą 

postać:

lg Y ^  = lg G + a lgPĵ  + b lgPj - с lg d ^  +  ̂. (3)

Oszacowane modele powiązań, określone przez dostawy poszcze-

gólnych rodzajów zwierząt, przedstawiają się następująco:

1) dla I układu przestrzennego

lg ý (zwierzęta ogółem) =

= 0,9544 + 0,1154 lg Pj - 0,2282 lg d^,

czyli

p0,1154

У = 1' 9004 ž ,225? ; 
dij



czyli

lg ý (trzoda) =

= 0,7205 + 0,3374 lg Pj - 0,3084 lg d^,

pO,3374 

ý = 1 ,5254 -Ł-
.0,3084
id

lg ý (bydło) =

= 0,1046 + 0,9548 lg Pj - 0,0603 lg d^,

czyli

p0,9548 

» ■ 1-1277* 5 ! W í
aIj

lg ý (cielęta) = 0  + 1 lg Р-j - 0 lg d^;

lg ý (owce) = 0 + 1  lg Pj - 0 lg dAj;

2) dla II układu przestrzennego

lg ý (zwierzęta ogółem) =

- - 0,0016 + (-0,0045) lg PA + 1,1081 lg Р3 - 0,4577 lg d1;),

czyli

p-0,0045 p1,1081

f  =  ° . ° ° 9 9  - ± ----------, 0 , 5 4 7 7  

ij

lg ý (trzoda) = 1,4713 + 1,0861 lg Pj - 1,3899 lg d^,

czyli

p1,0861

ý = 29,60 -3-----;

d1,3899



Rys.
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Dostawy do Łodzi 

do I0q/100ha użytków rolnych

10 - 15

1 5 - 20

Dostawy do Łodzi 

do 2,0 t/l00ha użytków rolnych

f— ^  2.1 -  2.5

2 .6 -3 ,0  

powyżej 3,0

Dostawy do Łodzi 

do 4,2 t /  100ha użytków rolnych

4 . 2 -  4,4 

4 , 4 -  4,6 

4,6 -  4,8 

powyżej 4.Й

TRZODA

BYDŁO



lg ý (bydła) = 0,1800 + 1,2248 lg - 0,6236 lg di;),

czyli

p1,2248

У  =  1 »1 5 U  Í , 6 2 5 S  ’ 

id

czyli

lg ý (owce) = - 0,1168 + 0,9466 lg,P.j - (-0,0703) lg d^,

p0,9466 

^ = °.7642 -^0>0753. 

id

CIELETA OWCE

_____ Dostawy do Łodzi

F-~- "] do 10q(lOQha uż rol.

t = l  1.0 -  2.0

2.0 -  3,0

powyżej 3,0

Dostawy do todzi 

p L̂ do10kq]l00hQ uż.rol

t = l  Ю - 20 

2 0 - 5 0  

IpUiVyzej 50

Rys. 6. Powiązania teoretyczne Łodzi z zapleczem wg I sposobu
konkretyzacji modelu
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Dostawy do todzi 

rrddo1,5t/K)0ha oz rolnych

I 1.6 - 2D

I 2’1 -  *5

I  26 - 3.0

I powyżej 3,0
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Dostawy do rodzi 

г  do 2.5q|l00ha uż rolnych

2.6-5.0 

5.1 - 7.5

7.6-10.0 

powyżej 10,0

Dostawy do todzi 

11 - J do 5q/l00ha uż. rolnych

b^d 5-w

|==yj pcwyzej 20
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Dostawy do Lodzi

do 10 k g /100 ha użytków rolnych

Rys. 8. Powiązania teoretyczne Łodzi z zapleczem wg I sposobu
konkretyzacji modelu

2. 2. II wariant konkretyzacji modelu

Wzór 1, przy założeniu, że a = b = с = 1, wyraża możliwość 

powiązań jednostki i-tej z każdą j-tą. Obliczenia wymaga para-

metr gG, który pozwoli na wyrażenie powiązań w wartościach 

względnych lub bezwzględnych każdej jednostki j-tej z i-tą.

Przy obliczaniu G skorzystano ze wzoru na potencjał

oraz z założenia, że 7 ± = 100$.

Parametr G przyjął wartość ^  w modelu określającym powiąza-

nia w wartościach względnych oraz ^  w modelu przedstawiającym



LiJ
100 

4

pi рз 

du  '

(4)

zaś w wartościach bezwzględnych wzór:

чз
(5)

Ponieważ P^ w niniejszych rozważaniach występuje jako sta-

ła, dla uproszczenia obliczeń można ją pominąć, a model powiązań 

Łodzi z zapleczem przyjmie następującą postać:

lub

100
&

(6 )

13

fi3 = T i  *
(7)

Ai3

W obliczeniu teoretycznych dostaw żywca do Łodzi z obydwu u- 

kładów terytorialnych skorzystano ze wzoru (7). W pierwszym u- 

kładzie przestrzennym, czyli w byłym województwie łódzkim, za P̂  

przyjęto produkcję towarową zwierząt określoną dostawami surowca 

do Łodzi i do innych województw, zaś w drugim układzie teryto-

rialnym za Pj przyjęto produkcję globalną zwierząt rzeźnych.

Wartości liczbowe g G przedstawia następujące zestawienie:

zwierzęta

ogółem

trzoda

I układ terytorialny

G =
1______

1,56500'

rrraiW

II układ terytorialny 

*

1

0,00370

bydło
G ' = 57525ÖÖ ’

1

0,00098 ’
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Dostawy do Lodzi 

do 5q|l00ha użytków rolnych

5 - 1 0

1 0 -15

1 5 - 2 0

powyżej 20

TRZODA

Dostawy do Lodzi 

do 5000kg|l00ha użytków rolnych

5000-7000

7000-9000

pcwyzej 9000

BYDLO

powyżej 6

Dostawy do Łodzi 

d o 4 t / l 00 ha  użytków rolnych



-  1__ 1
owce G = 0,00052’ 0,01220’

Teoretyczne wartości dostaw surowca rzeźnego w t przedeta- 

wiają rys. 9, 10, 11, 12.

Dostawy do Łodzi 

]do200kg/l00ha uż.rol

i— — I 200 -  300 

300 -  400 

Ľ  I powyżej 400

Dostawy do Łodzi 

I-------- |do10kq/l00ha uzrol

(r-^ 10 - 20 

2 0 - 5 0

i i  powyżej 50
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__Dostawy do todzi

[. ~-ľ J do 1,5t|l00ha uż roln
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Oostowy do Łodzi 

do 1 ,0q |l00ha  użytków rolnych 

1.0 -  2.0

2 . 0 -  3.0

3,0 -  4,0 

powyżej <>.0

Dostawy do Łodzi 

l' ~ 1 do ЮкдМОО ho użytków rolnych 

10 -  20 

2 0 - 5 0  

powyżej 50
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3. Ogólna analiza wyników

Weryfikacji modelu, czyli ustalenia w jakim stosunku przest-

rzennym pozostają wartości wyznaczone na podstawie wzoru teore-

tycznego do wartości obserwowanych, dokonano w ten sposób, że 

najpierw statystycznie sprawdzono sam wzór, a następnie uzyskane 

wyniki konfrontowano z rzeczywistością (rys. 1-4).

3. 1. Weryfikacja statystyczna

W celu określenia stopnia rozbieżności między danymi fakty-

cznymi a teoretycznymi obliczono współczynniki: zbieżności, de-

terminacji i korelacji wielorakiej.

Układ przestrzenny I

Z przeprowadzonych obliczeń wg wzoru (3), wynika, że przyję-

te zmienne zostały dobrane prawidłowo. Świadczą o tym wysokie 

współczynniki korelacji wielorakiej. W dostawach bydła, cieląt i 

owiec obserwuje się wręcz korelację doskonałą (powyżej 90$), je-

dynie w przypadku trzody współczynnik korelacji kształtuje się 

niżej i wynosi 0,69. Współczynniki determinacji pomnożone przez 

100 oznaczają, że zmienne niezależne, za które przyjęto wielkość 

spożycia mięsa w Łodzi, wielkość towarowej produkcji zwierzęcej 

oraz odległość, wyjaśniają zmienność powiązań przestrzennych w 

dostawach trzody w 48$, bydła w 91$, owiec i cieląt prawie w 

100$. '

Przeprowadzone obliczenia wg drugiego wariantu konkretyzacji 

funkcji — wzór (7) — pozwalają określić zależność między przyję-

tymi zmiennymi w przypadku trzech rodzajów zwierząt, tj. bydła, 

cieląt i owiec. W dostawach trzody i zwierząt ogółem nie można 

obliczyć współczynnika korelacji wielorakiej na podstawie współ-

czynnika zbieżności dla całego układu terytorialnego I (byłego 

woj. łódzkiego), gdyż

É  <*1 ‘ V "  > t  <*!-#!>•
1=1 i=1

W czterech byłych powiatach leżących w południowo-zachodniej



części regionu łódzkiego, tj. pajęczańskim, sieradzkim, wieluń-

skim i wieruszowskim, wielkości różnic między danymi rzeczywis-

tymi (y) a danymi teoretycznymi (ý) są tak wysokie, iż stano-

wią ponad 90$

co oznacza, że wartości ý liczone wg wzoru (7) są wielkościami 

zawyżonymi na tym obszarze, a wartości ý w pobliskich powiatach 

Łodzi posiadają wartości zaniżone. Należy jednak podkreślić, że 

na obszarze regionu łódzkiego, z wyjątkiem jego zwartej części po-

łudniowo-zachodniej współczynnik korelacji dla zwierząt ogółem 

wynosi 0,75, a dla trzody 0,74.

Porównując obydwa warianty konkretyzacji modelu grawitacji,w 

świetle weryfikacji statystycznej lepsze wyniki otrzymano dla I 

układu terytorialnego stosując konkretyzację modelu poprzez spro-

wadzenie go do równania regresji i estymacji parametrów struktu-

ralnych .

Podobnie jak w I układzie terytorialnym, również w obszarze 

teoretycznego wpływu Łodzi, zaznaczają się różnice -w wartościach 

współczynników weryfikacji statystycznej między pierwszym - wzór

(3) a drugim - ,wzór (7) sposobem konkretyzacji funkcji. Współ-

czynniki korelacji dla obu wariantów rozwiązania modelu w dosta-

wach zwierząt ogółem i owiec są prawie identyczne. Dla trzody i 

bydła występują znaczne rozbieżności między tymi współczynnika-

mi. Po odrzuceniu wartości ekstremalnych, obliczonych wg wzoru

(7), przybierają wielkości zbliżone do wynikających z obliczeń w 

oparciu o wzór (3). I tak, po wyeliminowaniu z obszaru teoretycz-

nej strefy wpływów Łodzi dostaw trźoay do łódzkich zakładów 

przemysłu mięsnego z byłego pow. tureckiego, współczynnik kore-

lacji wzrasta trzykrotnie z wartości 0,17 do 0,49, a po opusz-

czeniu wielkości dostaw bydła z pow. łęczyckiego współczynnik 

maleje dwukrotnie i przyjmuje wartość 0,26. Rozważania te wska-

zują decydujący wpływ wartości ekstremalnych na wielkość bada-

nych współczynników zależności.

n

i=1

Układ przestrzenny II



3. 2. Weryfikacja modelu *

poprzez konfrontację ze stanem rzeczywistym

Odchylenia między powiązaniami faktycznymi (rys. 1-4) a osza-

cowanymi (rye. 5-12) ukazują rys. 13-18. Przedstawiono je w pro-

centach przy założeniu, że dane teoretyczne równają się 100. Po-

wiaty, w których odchylenia mieszczą się w przedziale od -5 do 

+5 przyjęto nazywać obszarami względnej równowagi, a o odchyle-

niach powyżej 5$ - obszarami nadwyżek dostaw. Rejony charaktery-

zujące się wartościami poniżej -5$ przyjęto nazywać obszarami 

niedoborów dostaw. Wyższe wartości danych teoretycznych nad rze-

czywistymi (odchylenia ujemne) świadczą o istnieniu możliwości 

wzrostu powiązań przestrzennych Łodzi z określonymi jednostkami 

zaplecza.

W dostawach trzody i bydła obszar niedoborów dostaw obejmuje 

południową i południowo-zachodnią część regionu łódzkiego oraz 

byłe powiaty do niego przylegające. Potwierdzają to obie wersje 

modelowe w obydwu układach terytorialnych. W dostawach owiec je-

dynie wg pierwszego sposobu konkretyzacji modelu - w oparciu o 

wzór (3) dla drugiego układu przestrzennego zachodzi możliwość 

wzrostu dostaw owiec z byłego powiatu brzezińskiego, łódzkiego, 

sieradzkiego, wieluńskiego i skierniewickiego. W dostawach cie-

ląt obszary niedoborów dostaw występują w niektórych powiatach 

byłego.woj. łódzkiego i byłych powiatach ościennych (rys. 14, 18)

Wykazane nadwyżki i niedobory dostaw wyrażają stan względny, 

który polega na tym, iż z faktu nadwyżki w danym powiecie lub ze 

stanu równowagi nie wynika jeszcze, że powiązania przestrzenne 

osiągnęły już swoje optimum. Mechanizm powodujący powstanie ta-

kiego obrazu nadwyżek i niedoborów jest dość złożony, a ponadto 

już samo przyjęte równanie zakłada odchylenia między rzeczywis-

tymi a teoretycznymi powiązaniami.

Weryfikując model poprzez konfrontację z rzeczywistością z 

punktu widzenia optymalizacji strefy żywicielskiej Łodzi oraz 

jej jak najlepszego zaopatrzenia na poziomie rzeczywistym stwier-

dza się, że zastosowany model ciążenia w postaci liniowego rów-

nania regresji - wzór (3) jest modelem opisowym. Nie daje więc 

odpowiedzi na pytanie, czy powiązania (dostawy) wyznaczone na 

jego podstawie są optymalne. Wysoka jego użyteczność polega na 

określeniu zależności między przyjętymi zmiennymi. Dostawy teo-
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Nadwyżki i niedobory 

dostaw, powiązanie teoretyczne y»100%

powyżej + 25% 

+ 5 + 25%

poniżej - 2 5 %
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retyczne poszczególnych rodzajów surowca, obliczone wg wzoru (3), 

stanowią wartości niższe od rzeczywistych. Z regionu łódzkiego 

faktyczne dostawy do Łodzi zwierząt ogółem wynosiły 72 tys. t, 

zaś dostav/y teoretyczne zwier2ąt ogółem wynoszą dla byłego woj. 

łódzkiego 57 tys. t, a dla drugiego układu terytorialnego 49 tys. 

t.

Z punktu widzenia optymalizacji strefy żywicielskiej Łodzi 

zdecydowanie lepsze wyniki daje drugi sposób konkretyzacji mode-

lu - wzór (7). I tak, teoretyczne, globalne dostawy surowca mię-

snego z obszaru byłego woj. łódzkiego wynoszą 85 tys. t i były-

by w stanie pokryó zapotrzebowanie Łodzi w 90$, zaś z obszaru te-

oretycznej strefy wpływów wynoszą 95 tys. t i realizują zapo-

trzebowanie na mięso prawie w 100$. Przyjęcie drugiego układu 

terytorialnego, jako optymalnej strefy żywicielskiej Łodzi oraz 

powiązań teoretycznych wynikających ze wzoru (7), pozwoliłoby 

zrezygnować z niekorzystnych tak pod względem »ekonomicznym, jak 

i organizacyjnym dostaw surowca z odległych obszarów.

4. Ocena modelu

Oceniając model grawitacji stwierdza się, że w aspekcie we-

ryfikacji statystycznej lepsze wyniki daje pierwszy wariant kon-

kretyzacji polegający na sprowadzeniu modelu poprzez obustronne 

logarytmowanie do równania regresji liniowej i oszacowaniu para- 

métrów odpowiednią metodą estymacji. Wyniki drugiej wersji kon-

kretyzacji dają korzystniejsze efekty z punktu widzenia optyma-

lizacji powiązań przestrzennych z zapleczem na poziomie faktycz-

nego zaopatrzenia.

Uzyskane wyniki są uzależnione od wartości statystycznej sa-

mego modelu i od poprawności przyjętych założeń, na jakich zo-

stał oparty. Jeśli się przyjmie, że oba warunki zostały spełnio-

ne, wówczas otrzymane wyniki świadczą o istnieniu wyraźnej za-

leżności między przyjętymi zmiennymi niezależnymi a wielkością 

powiązań. Biorąc pod uwagę fakt,' że w badaniu uwzględniono tyl-

ko trzy lub dwie zmienne niezależne: wielkość produkcji zwierzę-

cej, odległość oraz wielkość spożycia mięsa (które Wykazują du-

żą złożoność), uzyskana zależność pontf.ędzy powiązaniami określo-



nymi wielkościami dostaw surowca do przemysłu mięsnego a tymi 

zmiennymi, należy uznać za stosunkowo wysokie. Zastosowany mo-

del jest modelem statycznym. Ewentualne zdynamizowanie go pozwo-

liłoby przedstawić zmiany w czasie badanej zależności. Wydaje się 

ponadto, że pełniejszy/obraz wpływu poszczególnych czynników na 

kształtowanie się powiązań otrzymano by stosując postać modelu 

rozszerzoną o wagi przy oraz , w których uwzględniono by

dodatkowe czynniki nie ujęte w niniejszym badaniu.

Reasumując, należy stwierdzić, że pierwszy wariant konkrety-

zacji modelu grawitacji, sprowadzający go do modelu regresji, 

przyjmuje wszystkie cechy tego ostatniego. Wydaje się, że drugi 

sposób konkretyzacji modelu ciążenia sprowadzający go do posta-

ci:

Р,Р?
Y. л (wielkości -Д-А
J bezwzględne) ij

gdzie: O = *Д 
vi

lub

gdzie: G = Ш -  
vi

- pi pj

' V

mpże stanowić jeden z prostych sposobów optymalizacji związków 

przestrzennych w zjawiskach społeczno-gospodarczych.
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Janina Bemacka-Baranowa

APPLICATION OP GRAVITATION MODEL 

IN DETERMINING SPATIAL LINKS BETWEEN LÓDŹ 

AND ITS RAW MATERIAL SOURCES

Spatial links between Łódź and its raw material sources were 
analyzed on the example of raw material supplies to meat proces-
sing plants. For her analysis the author employed the gravitat-



ion model

Pf P1?
Y - (l x o 

id " díj

solving it in two ways. The first one consisted in reducing the 
gravitation formula to the regression model, and the other one 
in accepting a priori the index of the power and estimating co-
efficient G by applying the potential model.

Estimations were thus made for two territorial systems of 
the former administrative province of Łódź and the theoretical 
zone of Łódź influence estimated on the basis of Converse’s 
formula and premises provided by an empirical analysis.

Deviations between theoretical and real ties allowed to de-
termine areas' of surpluses, equilibrium, and shortages in sup-
plies.

Comparative analysis of both employed ways of solving the ac-
cepted function revealed that the second way of model solution 
yields better results from the point of view of optimization of 
the food-provision zone of Łódź. The functions of such zone in 
the light of the performed analysis are carried out best by. the 
second spatial system, according to the second way of the model 
solution.


