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ANALIZA DYNAMICZNA PORTFELI AKCJI

Streszczenie. W artykule podejmujemy probe analizy poréwnawczej portleli akcji
notowanych na GPW w Warszawie, zbudowanych za pomocg modeli Markowitza
i Sharpe’a. Przedmiotem zainteresowania sg dynamiczne krétkookresowe prognozy
portfeli o minimalnym ryzyku, oparte na szeregach statystycznych o zmiennej liczebnosci.
Zastosowane podejécie dynamiczne pozwala na wyznaczanie zmiennych w czasie parametrow
macierzy wariancji-kowariancji stop zwrotu w modelu Markowitza i parametrow beta
w modelu Sharpe’a. Zrealizowane przecigtne stopy zwrotu portfeli dynamicznych porow-
nujemy ze stopa zwrotu indeksu WIG20. Na podstawie uzyskanych wynikéw empirycznych
wnioskujemy, ze zastosowanie dynamicznej struktury udzialéw akcji w portfelach zbudo-
wanych na podstawie szeregéw statystycznych z okresu nie przekraczajacego miesigca
pozwala na osiggnigcie wyzszej w stosunku do indeksu WIG20 przecigtnej stopy zwrotu
z portleli.

Slowa kluczowe: optymalizacja portfela akcji, model Markowitza, model Sharpe’a,
prognozowanie dynamiczne, stabilno§¢ parametrow.

1. WPROWADZENIE

Teoria wyboru portfela od czasu jej opublikowania przez H. Markowitza

w 1952 r. zyskala duza popularnoéé i powstalo wiele modyfikacji podejscia
klasycznego. Zastosowanie tej teorii pozwala na optymalna alokacj¢ kapitatu
migdzy alternatywne papiery wartosciowe przy wykorzystaniu zaawansowanych
metod statystyki i ekonometrii. Metody ekonometryczne zyskuja coraz
wigksze znaczenie w analizie portfelowej, szczegélnie w tych jej obszarach,
w ktorych zachodzi potrzeba wyjaéniania i prognozowania zjawisk gos-
podarczych. Modele ekonometryczne sa szczego6lnie czgsto stosowane w wy-
cenie papierow wartosciowych i analizie ich ryzyka. Natomiast wyniki
badah nad wycena i ryzykiem papieréw warto§ciowych oraz instrumentow
finansowych stanowia zasadnicze ogniwo analizy portfelowej. Stad tez
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umiejetno$¢ wyznaczenia prognoz na podstawie historii zjawisk gospodarczych
moze przyczynia¢ si¢ do skuteczniejszej dywersyfikacji w optymalnym
wyborze portfela i do osiagania ponadprzecigtnych rezultatow inwestycyjnych.

Na temat analizy papierow wartosciowych i teorii wyboru portfela istnieje
bogata literatura. Wér6d wielu interesujacych pozycji literatury o charakterze
monograficznym nalezy wymieni¢ prace: Elton, Gruber (1998); Haugen (1996);
Jajuga, Jajuga (1999); Jajuga (red.) (2000); Weron, Weron (1998).

W niniejszym artykule prezentujemy przyklad zastosowania dwoch teorii
wyboru portfela — klasycznej teorii Markowitza i teorii Sharpe’a. Przedmiotem
zainteresowania bedzie analiza porobwnawcza obu metod w krétkim horyzoncie
inwestycyjnym przy zastosowaniu modeli o zmiennych w czasie parametrach
dla akcji notowanych na GPW w Warszawie. W dalszej czgéci artykut jest
podzielony na trzy paragrafy. W pierwszym przedstawiamy metodologi¢
proponowanego podejscia, w drugim analiz¢ wynikéw empirycznych alter-
natywnych portfeli akcji o zmiennej strukturze, natomiast w trzecim wnioski
koncowe.

2. ALTERNATYWNE MODELE PORTFELI AKCJI

W artykule wykorzystaliSmy klasyczny model Markowitza (1952) i model
Sharpe’a (1964), stanowiacy uproszczenie podejécia klasycznego. Model
klasyczny Markowitza, okre§lony w postaci zadania programowania nieli-
niowego (NLP), mozna zapisa¢ w notacji macierzowej w nastgpujacy sposob’:

min [ (x) = x"Vx, (1)
przy warunkach: e
PP 2
xTi=1, 3)
x>0, @)
gdzie:
x" =[x, x, ... x;] - wektor udzialéw k papieréw wartosciowych w portfelu;
11 V12 ... Ui
y=|"2t Y22 .. V2| _ gumetrvezna macierz wariancji-kowariancji
Uyi U2 ... U

stop zwrotu papierow wartoSciowych;

! Bedziemy rozpatrywaé przypadki bez mozliwosci dokonania tzw. ,krotkiej sprzedazy”
na rynku akcji.
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— wektor §rednich stop zwrotu k papieréow wartosciowych,
Py
P# - iadana stopa zwrotu portfela papierow wartoSciowych oraz i to

wektor jedynkowy stopnia k.
Model Sharpe’a, wyrazony réwniez w postaci zadania NLP, ma na-

stgpujaca postac:

min g(x) = o} x"Bx + x"Ex (5)
przy warunkach:
x"a+ P xTp> P4 (6)
xTi=1 (7
x>0 ®)
gdzie:
[, B
o= a’ ip= ﬁz — wektory wspblczynnikéw linii regresji (charak-
o B

L k
terystycznych) dla k papierébw wartosciowych;
ﬁ% .51»82 ﬂlﬂk

2
B= ﬂ‘p : 'Bz ﬂ’,ﬂ, — symetryczna macierz zbudowana ze wspol-
5 BB o B
czynnikow f dla k papierow wartosciowych;
(62, 0
E = — diagonalna macierz estymator6w wariancji reszt e,
0 a2

zZ posmiegé}nych k rownan charakterystycznych papieréw wartosciowych,
a ponadto P,, oznacza $rednig stopg zwrotu indeksu gieldowego, natomiast
o}, wariancj¢ stopy zwrotu tego indeksu.

Parametry regresji « i f dla k papierow wartoSciowych szacuje si¢ na
podstawie rownania Sharpe’a o postaci (por. np. Elton, Gruber 1998):

P“=a‘+ﬂ‘Pu|+eu, dla i= l, 2 sany k, L= l, 2, weey T (9)
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gdzie P, oznacza stopy zwrotu papieru warto§ciowego i, Py to stopy
zwrotu indeksu gieldowego, natomiast e, to gaussowskie zaklocenia rownania.

W réownaniu (9) zaklada si¢, ze zaklocenia e, i e; z poszczegélnych
rownan nie sa skorelowane, tj. E(ee;) =0 dla i#j. Oznacza to, ze jedyna
przyczyna wspolnych zmian stop zwrotu papieréw wartosciowych jest ich
reakcja na zmiany rynkowej stopy zwrotu (indeksu gieldowego). Stad tez
macierz E wariancji reszt e, jest macierza diagonalna. Model jednowskaz-
nikowy ma wowczas nastgpujace cechy:

i’l = +ﬂl?ll (10)
of = Bloy + a3, (11)
gy = ﬂ(ﬂ)agl (12)

Zauwazmy, ze w wyrazeniu (11) calkowite ryzyko papieru warto§ciowego
stanowi sumg¢ ryzyka systematycznego zwigzanego z parametrem f; i ryzykiem
indeksu gieldowego a3, oraz ryzyka niesystematycznego zwigzanego z para-
metrem & 2. Wida¢ ponadto, ze kowariancja papieréw wartosciowych (12)
zalezy wylacznie od ryzyka systematycznego. Jest to konsekwencja metody
szacowania parametrow regresji liniowej, tj. metody najmniejszych kwadratow,
i wynikajacego z niej zalozenia o nieskorelowaniu zaklocen réwnania ze
zmiennymi objaSniajacymi oraz zalozenia E(ee) =0 o nieskorelowaniu
skladnikow losowych z poszczegblnych rownan o postaci (9).

W badaniu dokonaliSmy por6éwnania obu zaprezentowanych metod
wyznaczania optymalnego portfela papieréw wartosciowych stosujac podejscie
dynamiczne. Podejécie to polegalo na tym, ze pod uwage wzigliSmy proby
statystyczne o roznej liczebnodci, na podstawie ktorych wyznaczyliSmy
dynamiczne prognozy udzialow papierow wartosciowych w portfelach.
Analizie poddalismy portfele uzyskane na podstawie nastgpujacych ruchomych
préb statystycznych: 10 sesji (10S), 14 sesji (14S), 1 miesigc (1M), 2 miesiace
(2M), 3 miesigce (3M), 6 miesiecy (6M) i 12 miesigcy (12M). Badaniu
podlegaly stopy zwrotu (typu close-to-close) pigciu waloréw — Elektrim SA
(ELE), KGHM SA (KGHM), PKN Orlen SA (PKN), PeKaO SA (PKO),
Telekomunikacja Polska S.A. (TPSA) - wchodzacych w sklad indcksu
WIG20 oraz stopy zwrotu indeksu WIG20. Wybrane spolki, w analizowanym
okresie, charakteryzowaly si¢ wysokim udzialem w portfelu indeksu WIG20
oraz byly glownymi reprezentantami réznych branz. Ponadto wybrane
spotki wykazywaly si¢ wysoka plynnoécia, dzigki temu caltkowicie eliminowano
ryzyko przypadkowego ksztaltowania si¢ kursu zamknigcia. W badaniu
wykorzystano dzienne stopy zwrotu w okresie od 3.04.2000 r. do 2.05.2001 r.,
co dalo lacznie probe 268 obserwacji. Ostatnich 20 obserwacji, za okres od
2.04. do 2.05.2001 r., stanowilo okres empirycznej weryfikacji prognoz ex post.
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Dla tego okresu wyznaczyli§my zrealizowane dzienne stopy zwrotu alternatyw-
nych portfeli skonstruowanych réznymi metodami na podstawie prob statysty-
cznych o zmiennej liczebnosci, przy czym obserwacje nalezace do okresu
prognozowanego byly rowniez brane pod uwage przy wyznaczaniu optymal-
nych portfeli. Graficzny schemat podejécia przedstawiamy na rysunku 1.

okres empirycznej weryfikacji prognoz (s = 20)

prognoz
préby 108, 145, 1M, 2M, 3M, 6M, 12M ::,‘:’
prognoza
strukug
proby 108, 148, IM, 2M, 3M, 6M, 12M MM_”
""" gy prognoza
struktury
proby 108, 145, IM, 2M, IM, 6M, 12M portfela
ty ty+ 1 ty+5—1 T T+1T+2 T+s-1T+s

Rys. 1. Metoda wyznaczania prognoz struktury portfeli akcji
Zrédlo: opracowanie wilasne

Dokonali$my tez uproszczenia podej$¢ klasycznych, ktére polegalo na
wylaczeniu z analizy warunku (2) i (6) osiagni¢cia zadanej stopy zwrotu,
aby w ten sposob poszukiwaé portfeli o minimalnej wariancji stop zwrotu
(ryzyku). Podstawa decyzji inwestycyjnej byla optymalna struktura portfela
o minimalnym ryzyku, chociaz skala tego ryzyka nie stanowila przedmiotu
zainteresowania i nie miala wplywu na decyzj¢. Uzyskane w tej procedurze
udzialy poszczegblnych akcji w portfelu w okresie T stanowily prognozy
udziatbw na okres T+ 1 dla okresu empirycznej weryfikacji prognoz.
Pozwolilo to na wyznaczenie zrealizowanych w okresie T+ 1 stop zwrotu
portfeli. Mielismy wowczas:

£1'+1 =Xr (1 3)
Ppriy = %111 Pryy (14)
P,
Ly ; "
gdzie P=| “fto wektor empirycznych stép zwrotu k akcji.
P,
Zatem przy konstruowaniu portfeli za pomocg modelu Markowitza

braliémy pod uwage macierz wariancji-kowariancji ¥ o zmiennych w czasie
parametrach oszacowanych na podstawie poszczegélnych ruchomych prob
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przedstawia rysunek Z.2, zamieszczony w zalaczniku. Czgste zmiany udzia-
tow akcji w portfelach moga z jednej strony komplikowaé proces in-
westycyjny, z drugiej za§ umozliwiaja uzyskanie $redniej stopy zwrotu,
wyraznie przewyzszajacej $rednig stope zwrotu indeksu WIG20. W dlugich
okresach proby zmiany udzialéw poszczegblnych waloréw w portfelach
s nieznaczne.

W tabeli 3 przedstawiamy dane dotyczace relacji geometrycznych stop
zwrotu poszczegblnych portfeli wzgledem stopy zwrotu indeksu WIG20, tj.
zaleznos¢ P,/ P .

Tabela 3. Relacja stop zwrotu portfeli akcji i stopy zwrotu indeksu WIG20

Zakpes p‘:’x‘;‘zﬂ’r?f“m Model Markowitza Model Sharpe’a
108 1,012 1,086
148 1,552 1,452
M 1,271 1,398
M 0,591 0,599
M 0,767 0,682
6M 0,351 0,352
12M 0,450 0,427

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Widaé wyraznie, ze w przypadku zakresu proby 10S, 14S i 1M zreali-
zowane stopy zwrotu portfeli przewyzszaja stope zwrotu indeksu WIG20.
Pod tym wzgledem najskuteczniejsze okazaly si¢ dynamiczne portfele zbu-
dowane metoda Markowitza na podstawie ruchomych podpréb dla okresu
14 sesji gicldowych. Nieco stabsze wyniki osiagni¢to dla modelu Sharpe’a.
Jak si¢ okazuje, pozostale zakresy proby, tj. 2M, 3M, 6M i 12M, skutkowaly
nizsza, na tle indeksu WIG20, stopa zwrotu portfeli.

Kolejnym czynnikiem, jaki poddali§my analizie, jest skutecznoéé prognoz.
Zbadali$émy, w jakiej czesci prognozy stop zwrotu portfeli byly , lepsze” od
stop zwrotu indeksu, tj. w ilu przypadkach stopy zwrotu portfela byly
wyzsze od stop zwrotu indeksu WIG20. Zestawienie prezentujemy w tabeli 4.

Udzialy portfeli, ktorych stopy zwrotu ksztaltuja si¢ korzystniej od stop
zwrotu indeksu WIG20, zachowuja si¢ analogicznie jak S§rednie stopy
zwrotu z okresu prognozy (por. tabele 2 i 3). Mozna wyciagna¢ wniosek, iZ
skuteczno$é prognozy ma Scisly zwigzek ze $rednia stopa zwrotu uzyskana
w calym okresie weryfikacji prognoz, gdyz to wlasnie skuteczno$¢ prognoz
determinuje uzyskana érednia stope zwrotu. Im wigksza jest skutecznosc,
tym wigcej portfeli dla okresu prognozy jest ,lepszych” od indeksu WIG20,
co sprawia, iz uzyskana §rednia stopa zwrotu portfeli rowniez przewyzsza
érednig stop¢ zwrotu indeksu WIG20.
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Rys. Z.2. Struktura portfeli w kolejnych okresach prognozy — model Markowitza i Sharpe’a
Zrodlo: opracowanie wiasne
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Tabela 4. Odsetek portfeli , lepszych” od indeksu WIG20 przy roznych zakresach proby (w %)

m'“’p:r’::‘iu";;“w““ Model Markowitza Model Sharpe'a
10 55 50
145 65 65
IM 50 55
M 40 40
™M 50 45
6M 40 40
12M 40 40

Zrédlo: opracowanie wiasne.

4. WNIOSKI KONCOWE

Zaprezentowana metoda prognozowania, oparta na powszechnie znancj
analizie portfelowej, pozwala wyznaczy¢ portfele, ktore charakteryzuja si¢
wigkszg $rednia stopa zwrotu w okresic prognozy niz $rednia stopa zwrotu
indeksu pelnigcego funkcje wskaznika sytuacji rynkowej. Wiarygodno$c
zastosowanej metody budowy portfeli podkresla fakt uzyskania poréw-
nywalnych wynikéw, zaréwno przy zastosowaniu modelu Markowitza, jak
i modelu Sharpe’a. Celem przeprowadzonego badania bylo wskazanie na
mozliwosci wykorzystania modeli optymalizacyjnych i metod ekonometrycz-
nych w dynamicznej analizie efektywnych portfeli akcji o zmiennych para-
metrach. Z przeprowadzonych badan wynika, ze dlugos¢ okresu proby
stanowiacej podstawg szacowania parametréow modeli, przynoszaca $rednig
stope zwrotu portfeli przewyzszajaca stopg zwrotu indeksu gicldowego,
obejmuje okresy o stosunkowo krotkim horyzoncie, tj. okresy do 1 miesigca.
Nalezy mie¢ jednak na uwadze mozliwos¢ ograniczonego zastosowania
przedstawionej metody ze wzgledu na to, ze generowanc w ten sposob
portfele charakteryzuja si¢ duza zmiennoscia udzialow, co przy restrukturyzaciji
portfeli moze prowadzié do wysokich kosztéw transakcyjnych. Metoda ta
moglaby znalezé zastosowanie wérdd inwestoréw instytucjonalnych, ktérzy
wszelkie wydatki zwigzane z zawieraniem transakcji zaliczaja do kosztow
prowadzonej dzialalno$ci. Mozna jednak zaobserwowaé stabilizowanie si¢
udzialéow poszezegdlnych skladnikow portfeli w przypadku nieznacznego
wzrostu dlugosci okresu proby, co pozwala sadzi¢, ze mozliwe jest ograniczanie
zakresu korekt struktury portfeli i jednoczesne osigganie ponadprzecigtnych
wynikow inwestycyjnych.
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Piotr Wdowinski, Daniel Wrzesinski

A DYNAMIC ANALYSIS OF ASSET PORTFOLIO
Summary

In the paper we give a comparative analysis of stocks portfolios constructed according to
Markowitz and Sharpe theories. We propose a dynamic short-term approach to building
minimum variance portfolios under variable number of time series observations. The proposed
dynamic approach allows for calculating time-varying parameters of variance-covariance matrix
of returns in Markowitz model and beta parameters in Sharpe model. We compare empirical
returns of dynamic portfolios with returns on index WIG20. The results show that introducing
dynamic shares of assets in portfolios built with time series within a period not exceeding
a month allows for outperforming returns on the index WIG20.



