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WYKORZYSTANIE FUNKCJI HOLDERA
W MODELOWANIU CEN SPOLEK NA WGPW

Streszczenie. W artykule rozwaza si¢ problem zmiennosci wariancji badanych szeregow
czasowych, obserwowanych na rynkach finansowych. W tym celu rozpatruje si¢ standardowy
ruch Browna oraz przeprowadza si¢ jego symulacje. Poréwnujac standardowy ruch
Browna z rzeczywistymi notowaniami, oceniona si¢ jego przydatnoéé jako narzedzia opisu
Zmiennofci cen akcji. Nastgpnie zostaje wprowadzony ulamkowy ruch Browna wraz
z symulacjami dla réznych wartosci wykladnika Hursta. Ultamkowy ruch Browna zostaje
uznany za lokalne narzgdzie opisu zmiennodci instrumentéw finansowych. W celu
Przeprowadzenia globalnego opisu zmiennoéci cen akcji, proponuje si¢ wykorzystanie
multivlamkowego ruchu Browna. Dodatkowo zostaje tez opisane pojecie funkcji Holdera
oraz podana metoda jej symulacji. Celem artykulu jest ukazanie nowego podejécia
W stosunku do proceséw notowari cen akcji, poprzez propozycje nowego pojecia ,.em-
pirycznego zbioru informacji przetwarzanych”. W ten sposéb model multiutamkowego
fuchu Browna zostal podzielony na dwa podprocesy. Pierwszy podproces, jakim jest
»empiryczny zbiér informacji przetwarzanych”, stanowilby zbior informacji dostgpnych
dla inwestora. Drugi podproces, jakim jest funkcja Héldera, ukazywalby mozliwe
zachowania, psychik¢ ludzkq na rynkach finansowych. Na zakoriczenie zostaly prze-
Prowadzone empiryczne scenariusze, ktore potwierdzaja mozliwo§¢, jak i sens rozbicia
modelu cen na dwa podprocesy.

Slowa kluczowe: zmienno§¢ wariancji w finansowych szeregach czasowych, wykladnik
Hursta, funkcja Héldera, multivtamkowy ruch Browna, empiryczny zbiér informacji
Przetwarzanych.

1. WPROWADZENIE

W artykule zostal rozpatrzony problem zmienno$ci wariancji w finan-

Sowych szeregach czasowych. Wykorzystano pojecie wykladnika Hursta,
4 nastepnie pojecie funkcji Héldera do oceny stabilno$ci wariancji na

PW. Na podstawie badan stwierdzono brak stabilnosci wariancji, co

Umozliwito wprowadzenie multiulamkowego ruchu Browna, jako modelu
\-—
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opisu cen na rynkach finansowych. Celem artykulu jest zaproponowanie
nowego podejscia w stosunku do proceséw notowan cen akcji, poprzez
wprowadzenie nowego pojecia ,,empirycznego zbioru informacji przetwarza-
nych”. Model multiutamkowego ruchu Browna podzielono na dwa pod-
procesy. Pierwszy podproces, jakim jest ,.empiryczny zbibr informacji
przetwarzanych”, stanowilby zbi6r informacji dostepnych dla inwestora.
Drugi podproces, jakim jest funkcja Héldera, ukazywalby mozliwe zachowania,
psychik¢ ludzka na rynkach finansowych. Dopiero sprzgzenie tych dwoch
podprocesow ukazywaloby w pelni zlozonosé i niezwykloéé na rynkach
finansowych, w tym na WGPW. Na koniec przeprowadzono empiryczne
scenariusze, ktore potwierdzaja mozliwosé, jak i sens rozbicia modelu cen
na dwa podprocesy.

2. STANDARDOWY RUCH BROWNA JAKO HIPOTETYCZNE NOTOWANIA

Standardowy ruch Browna zostal po raz pierwszy uzyty do progno-
zowania zmian instrumentéw finansowych przez Louisa Bacheliera. W pra-
cy doktorskiej pt.. Teoria spekulacji, powstalej w 1900 r. wysunal on
tezg, ze ceny na rynkach finansowych opisuje jeden z proceséw stocha-
stycznych zwany standardowym ruchem Browna lub inaczej procesem
bladzenia losowego. Wykorzystujac standardowy ruch Browna do pro-
gnozy, Bachelier stwierdzil, ze warto$¢ oczekiwana zmiany cen jest rowna
zeru. Oznaczaloby to, ze najlepsza prognoza kolejnej ceny bylaby po-
przednia cena. Standardowy ruch Browna jest szeroko omoéwiony w li-
teraturze (Jajuga 1997, Martyn 1996; Mastalerz-Kodzis 2001; Weron,
Weron 1999).
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[:Notowanla spolki Wolczanka —— Standardowy ruch Brown—a]

Rys. 1. Porownanie rzeczywistych notowan spotki Wolczanka w zadanym przedziale
czasu (29.10.1991-12.07.1994) ze standardowym ruchem Browna



Wykorzystanie funkcji Holdera 65

Zmiennos¢ jest liczona za pomoca wariancji, ktéra odrebnie liczy si¢
dla pierwszych 12 obserwacji, a nastgpnie dla kolejnych 160 obserwacji.
Biorac pod uwage zmienno$¢ obydwu proceséw przedstawionych na rysunku 1,
Mozna stwierdzié, ze dla pierwszych dwustu obserwacji zmiennoé¢ notowan
Spotki Wolczanka jest znacznie nizsza, niz stala zmiennoéé standardowego
fuchu Browna. Dla kolejnych obserwacji sytuacja diametralnie ulega zmianie.
Zmiennoéé notowaé spolki Wolczanka nagle mocno wzrasta i znacznie
Przewyisza stala zmiennoéé ruchu Browna. Oznaczaloby to, ze standardowy
fuch Browna nie jest najlepszym narzedziem do opisu zmiennosci cen akcji.

W) = {dw(s) (1)

_Naleiy zwrocic uwage na konstrukeje standardowego ruchu Browna
Opisanego wzorem (1), gdzie dW(s) jest zmienna losowa o rozkladzie

N(o, Ja). Przyrost dW(s) jest nazywany przyrostem po standardowym
Tuchu Browna. Poszczegdlne wartosci procesu stanowig sume niezaleznych
Zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie. Kolejna warto$¢ procesu
Jest tworzona poprzez dodanie do poprzedniej sumy zmiennych przemnozonych
Przez odpowiadajace im wagi nowej zmiennej losowej, takze przemnozonej
Przez odpowiadajaca jej wage. Jezeli potraktujemy zmienna losowa jako
Pewny informacje, to sum¢ zmiennych mogliby$my uznaé jako zbiér infor-
Macji. Kolejna warto$é procesu bylaby wowczas tworzona poprzez dodanie
Nowej informacji do wcze$niejszego zbioru informacji. Kolejne wartosci
Procesu sa wynikiem zsumowania wszystkich dotychczasowych przyrostow

S), przemnozonych przez odpowiadajace im wagi. Wszystkie wagi sa
!‘6Wne jeden. Oznacza to, ze zmienne losowe nie ulegaja zmianie, czyli
‘“fommcje nie sa znicksztalcane oraz informacje sa od siebie niezalezne.
,WSZYStkie wagi sa sobie réwne. Oznacza to, ze znaczenie wszystkich
nformacji jest jednakowe podczas tworzenia standardowego ruchu Browna.

3. UOGOLNIENIE STANDARDOWEGO RUCHU BROWNA

Opisujac zmiennoéé cen akcji procesem standardowego ruchu Browna,
Zak_’adamy, ze przyrosty cen akcji sa zmiennymi losowymi niezaleznymi
ot J'ednakowym rozkladzie normalnym. Jednak w latach czterdziestych
: Pig¢dziesigtych H. E. Hurst, badajac poziom wody w rzece Nil, odkryl,
ze. Przyrosty poziomu wody sa ze soba skorelowane na przestrzeni nawet
Wielu |at, Oznaczaloby to, ze zmiany poziomu wody nie s zmiennymi
losowym; niezaleznymi o jednakowym rozkladzie, jak poczatkowo zakladal
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Hurst. Okazalo si¢ tez, ze zaleznosci dotycza o wiele dluzszych przedzialéw
czasu, niz ma to miejsce przy zaleznoSciach krétkoterminowych. Hurst
wysunal tez¢ o istnieniu dtugookresowej pamigci danych i stworzyl narze¢dzie
jej pomiaru, zwane wykladnikiem Hursta H. Pojecie, jak i metody estymacji
wykladnika Hursta podane sa w pracach (Jajuga 1997; Peters 1997; Shiryaev
1994; Weron, Weron 1999; Zwolankowska 2000). Wykladnik ten ukazuje
charakter danych, jak i sil¢ zaleznosci migdzy danymi. Dla H = 0,5 zaleznosci
miedzy danymi nie wystgpuja i mamy do czynienia ze standardowym
ruchem Browna. Dla H <0,5 proces jest nazywany persystentnym, gdzie
wystepuja dlugoterminowe zaleznosci. Natomiast dla H <0,5 proces jest
nazywany antypersystentnym. Mandelbrot, znajac prace Hursta, wysunal
tez¢ o istnieniu takich zaleznofci na rynkach finansowych. Zaczeto badaé
dane ekonomiczne i odnaleziono wlasnoéé dlugoterminowej zaleznosci
danych w notowaniach gieldowych i kursach walutowych. Odkrycie wyktad-
nika Hursta zainspirowalo B. Maldenbrota i J. van Nessa do proby dopa-
sowania ulamkowego ruchu Browna, zaproponowanego przez Kolmogorowa
do danych ekonomicznych. Stworzyli oni nowa wersj¢ procesu, korzystajac
z pojecia calki stochastycznej. Ulamkowy ruch Browna, omawiany w pracach
(Martyn 1996; Mastalerz-Kodzis 2001; Shiryaev 1994; Weron, Weron 1999),
jest uogélnieniem standardowego ruchu Browna. Proces ten prezentowany
takze w pracy (Norros, Valkeila, Virtamo 1996) mozna okresli¢ za pomoca
wzoru (2), gdzie H jest wykladnikiem Hursta, dWs) jest przyrostem po
standardowym ruchu Browna, natomiast ¢, jest to stala okreslona wzorem (3).

By(t) = Cn{ ‘I) [t = $)#05 — (= 5)"~05)aWs) + f (t— s)”‘°"dW(s)} (2
0

-

- 2HI(1,5-H)
°n = 0,5+ H)I2 - 2H) @)

Ten proces uwzglednia wartosci wykladnika Hursta od zera do jedynki.
B. Maldenbrot i J. van Ness zaproponowali takze, by wykladnik Hursta
uzna¢ za pewng miar¢ ryzyka. Dla wartoéci wykladnika Hursta wigkszych
od H =0,5 notowania charakteryzowalyby si¢ mniejsza zmiennoscia niz
notowania dla H = 0,5, czyli bylyby mniej ryzykowne. Natomiast dla
warto$ci wykladnika Hursta mniejszych od H = 0,5, notowania posiadalyby
wicksza zmiennos$¢ niz notowania dla H = 0,5, co oznacza, 7e bylyby one
bardziej ryzykowne.

Rysunek 2 przedstawia poréwnanie notowan spolki Wolczanka z utam-
kowym ruchem Browna dla H = 0,8. Biorac pod uwage zmienno§é¢ dwéch
proceséw, mozna stwierdzi¢, ze dla pierwszych 12 obserwacji zmiennosé
notowan spolki Wolczanka jest podobnej wielkosci co stala zmiennosé
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ulamkowego ruchu Browna dla H = 0,8. Sytuacja si¢ zmienia dla dalszych
oObserwacji. Zmienno§¢ notowan spolki Woélczanka nagle wzrasta i jest
Znacznie wigksza niz stala zmienno$¢ ulamkowego ruchu Browna dla
H =038, Bioragc pod uwage trafno$¢ opisu, mozna by stwierdzi¢, ze dla
Pierwszych 12 obserwacji ulamkowy ruch Browna dobrze opisuje zmiennos¢
Notowan Wélczanki, natomiast dla dalszych obserwacji nie nadaje si¢ on
do opisu.
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Rys. 2. Porownanie rzeczywistych notowan spolki Wélczanka z utamkowym ruchem Browna
dla H=0,8

Rysunek 3 przedstawia poréwnanie notowan spolki Wolczanka z utam-
OWym ruchem Browna dla H = 0,35. Biorac pod uwage¢ zmiennos¢ dwoch
Procesow mozna stwierdzié, ze dla pierwszych 12 obserwacji stala zmiennosé
ulamkowego ruchu Browna dla H = 0,35 jest znacznie wigksza niz zmiennosé
Notowan spolki Wolczanka. Sytuacja si¢ zmienia dla dalszych obserwacii.
ienno§¢ notowan Wolczanki nagle bardzo wzrasta i jest podobnej
Wielkogei co stala zmiennosci ulamkowego ruchu Browna dla H = 0,35.
czaloby to, ze ulamkowy ruch Browna jest lepszym narzedziem opisu
ZMmian cen akcji niz standardowy ruch Browna. Ma jednak t¢ wade, ze
Opisuje jedynie lokalnie notowania.
Nalezy takze zwroci¢ uwage na konstrukcje ulamkowego ruchu Browna.
l!l.mkowy ruch Browna jest procesem tworzonym po przyrostach stan-
dal’dowego ruchu Browna dWs), co wynika z przedstawionego wczesniej
Wzoru (2), okre§lonego za pomoca calki stochastycznej. Przyrost po
stalldardowym ruchu Browna jest niezalezng zmienna losowa o okreslo-
ym rozkladzie normalnym. Przyrosty po standardowym ruchu Browna
dWs) sa przeksztalcane pod wplywem wag opisanych wzorem (t— s)¥ %%,
artoSci wag zaleza przede wszystkim od odpowiednich warto$ci wykla-
dnika Hursta, Dla H = 0,5 proces redukuje si¢ do standardowego ruchu
Towna. Dla H > 0,5 wszystkie wagi sq mniejsze od jednosci. Oznacza to, ze
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Rys. 3. Porébwnanie rzeczywistych notowan spélki Wolczanka z ulamkowym ruchem Browna
dla H =0,35

przyrosty standardowego ruchu Browna dW(s) ulegaja pomniejszeniu. Trak-
tujgc przyrost standardowego ruchu Browna jako pewna informacje, mo-
zemy stwierdzi¢, ze wszystkie informacje uzyte przy konstrukcji procesu
zostaja przemnozone przez wagi mniejsze od jednosci. Kolejna wartoéé
procesu bylaby tworzona poprzez dodanie nowej informacji o pomniejszonej
wartosci do wezeéniejszego zbioru informacji, takze o pomniejszonej warto-
§ci. Powoduje to, ze ulamkowy ruch Browna dla H > 0,5 posiada mniejsza
zmienno$¢ niz standardowy ruch Browna. Wszystkie wagi wykazuja takze
tendencj¢ spadkowa, co sprawia, ze wagi odpowiadajace starszym informac-
jom maja wigksze wartosci od wag przyporzadkowanych informacjom
nowszym. Oznacza to, Ze na przyszla warto$¢ procesu najwigkszy wplyw
maja najstarsze informacje, czyli przyrosty dW(s). Im informacje blizsze
terazniejszoéci, tym mniejszy wplyw wywieraja na warto$¢ procesu. Wiasnie
to powoduje wystgpowanie dlugoterminowych zaleznosci miedzy danymi.
Dla H <0,5 wszystkie wagi sa wigksze od jednosci. Oznacza to, ze przyros-
ty standardowego ruchu Browna dW(s) ulegaja powigkszeniu, co sprawia,
ze wszystkie informacje maja wowczas wigksze wartosci niz stanowid
w rzeczywistosci. Kolejna warto§é procesu bylaby tworzona poprzez doda-
nie nowej informacji o powigkszonej wartoici do wczesniejszego zbioru
informacji, takze o sporo powigkszonej wartoéci. Powoduje to, ze utamkowy
ruch Browna dla H <0,5 posiada o wiele wigksza zmiennoéé niz standar-
dowy ruch Browna. Wszystkie wagi wykazuja tendencije wzrostowa, co
oznacza, ze wagi odpowiadajace starszym informacjom maja mniejsze
wartosci od wag przyporzadkowanych informacjom nowszym. Powoduje to,
ze na przyszla warto$¢ procesu najwigkszy wplyw maja informacje najblizsze
terazniejszo$ci. Im informacje starsze, tym mniejszy wplyw wywieraja na
warto$¢ procesu.
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4. MULTIULAMKOWY RUCH BROWNA

~ Ulamkowy ruch Browna jest lepszym narzgdziem dla opisu zmiennosci
Instrumentéw finansowych niz standardowy ruch Browna. Ma on jednak
t¢ wade, iz zaklada si¢ staly wykladnik Hursta, czyli stala zmiennosé
Procesu. Jednakze notowania spolek wykazuja rézng zmienno$é w po-
Szczegblnych okresach, co jest widoczne w przypadku notowan spotki
Wolczanka. Swiadczyloby to o tym, ze w roinych okresach wykladnik
Hursta ulega zmianom. Procesem, w ktorym rozpatruje si¢ zmiennosc
Wykladnika Hursta w ustalonym przedziale czasu, jest multiutamkowy ruch
Browna, rozpatrywany w pracach (Mastalerz-Kodzis 2001, Shiryaev 1994),
okre§lony za pomoca wzoru (4), gdzie H(t) jest funkcja Héldera, ktorej
Pojecie i wlasnosci sa omowione w pracy (Mastalerz-Kodzs 2001), a wyrazenie
dWs) jest przyrostem po standardowym ruchu Browna. Ten proces jest
‘{Ogélnieniern ulamkowego ruchu Browna, polegajacym na tym, ze zastepuje
Si¢ staly wykladnik Hursta funkcja Holdera. Wartosci funkcji Hdoldera
nalezg do przedziatlu od zera do jedynki. Funkcja Héldera uzaleznia
Wykladnik Hursta od czasu, dzigki temu uwzglednia si¢ zmiennos¢ wykladnika

Ursta w pewnym przedziale czasu. Najprosciej mozna napisa¢, funkcja
Héldera jest to funkcja, dla ktorej argumentami jest czas, a warto§ciami
Wykladnik Hursta, Ostatecznie multiulamkowy ruch Browna jako proces
Jest wynikiem przeksztalcenia kolejnych przyrostéw standardowego ruchu
Browna dW(s), pod wplywem wag (t—s5)""%5 Wartoéci wag zaleza
Przede wszystkim od odpowiednich wartosci funkcji Holdera, a nie jak
W Przypadku utamkowego ruchu Browna, od odpowiednich stalych wartoci
Wykladnika Hursta.

By (t) = C}I{ ? [(t— 5)HO~ 05 — (= HO-OS1dW(s) + j"(t - s)mn—O-SdW(s)}
Pl 0
)

Multiulamkowy ruch Browna zostal wygenerowany poprzez przeksztalcenie
Olejnych przyrostow standardowego ruchu Browna teoretyczna funkcja
Oldera, Rysunek 4 przedstawia poréwnanie notowan spolki Woélczanka
 multiutamkowym ruchem Browna. Teoretyczna funkcja Héldera zostala
skOnstruowana przez autora tak, ze przyjmuje na poczatku warto$¢ H = 0,85.
astepnie wartosci funkcji Hoéldera ulegaja spadkowi az do wartoéci

= 0,30. Powoduje to, ze przebieg zmiennosci multiulamkowego ruchu
fowna pokrywa si¢ z przebiegiem zmiennosci notowan spotki Wélczanka.
Oz_naczaloby to, ze multiutamkowy ruch Browna jest dobrym narzedziem
OPisu zmiennosci cen instrumentéw finansowych w calym, badanym przedziale
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[—No!owanlo spolki Wolczanka —— Multivtamkowy ruch Browna II

Rys. 4. Poréwnanie notowan spotki Woélczanka z multiulamkowym ruchem Browna, wygene-
t =«
rowanym dla funkcji Héldera H(t) = Sin (45 + 3)

czasu. Efekt ten jest wynikiem zastapienia stalego w czasie wykladnika
Hursta — funkcja Holdera. Cheae wytlumaczyé, dlaczego zachodzi powyzsza
zgodno$¢, nalezaloby postawi¢ tezg o podobienistwie wartoéci teoretycznej
funkcji Héldera, dobranej przez autora oraz wartosci wyestymowanej na
podstawie notowan, empirycznej funkcji Héldera. Estymacja taka jest
mozliwa i rysunek 5 przedstawia wyestmowana empiryczna funkcje Héldera
na podstawic notowan spolki Wolczanka w zadanym przedziale czasu
(29.10.1991-12.07.1994).

Rys. 5. Wyestymowana funkcja Héldera na podstawie spotki Wélczanka

Wyestymowana funkcja Héldera jest odzwierciedleniem zmian wykladnika
Hursta w poszczeg6lnych podokresach. Empiryczna funkcja Hoéldera przyjmuje
na poczatku wartosci H = 0,8, po czym jej wartosci ulegaja spadkowi
i oscyluja wokoél wartosci H=0,4. Przebieg zalozonej teoretycznej funkcji
Héldera dla multiutamkowego ruchu Browna zgadza si¢ z przebiegiem
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empirycznej funkcji Héldera dla spolki Wolczanka. Fakt ten potwierdza
lez¢ o podobienstwie empirycznej i teoretycznej funkcji Héldera. Zarazem
Uzasadnia stuszno$¢ wykorzystania multiutamkowego ruchu Browna dla
Opisu zmian cen akcji oraz potwierdza zalozenie o zmiennoici wartoici
Wykladnika Hursta w czasie.
Metoda estymacji jest przedstawiona w pracy (Mastalerz-Kodzis 2001).
Estymacje przeprowadza si¢ dla szeregu czasowego o n obserwacjach.
OZpatrujemy multiutamkowy proces ruchu Browna w postaci
Byo = By (i/n), gdzie 0<i<n. Wowczas estymator H(i/(n— 1)) mozemy
okreflic za pomoca wzoru (5), gdzie k jest dlugocia sasiedztwa przy
Wyznaczaniu estymatora, m = n/k jest liczba calkowita, natomiast S, (i) jest
okreslone za pomoca wzoru (5).

log(y/7/2 - Sy, (i)

Hyp-1="— logn—1) ()
m i+k/2
S =< Y |Bji1.a—By, (6)
n—=1;.i"

5. PODZIAL MODELU CEN AKCJI NA DWA SPRZEZONE ZE SOBA PROCESY

Multiutamkowy ruch Browna mozemy potraktowaé jako wynik koricowy
dwéch sprzgzonych ze soba procesow. Pierwszym procesem bylby standardowy
fuch Browna Wt), ktéry mozna zdefiniowa¢ jako zbior informacji prze-
t"W.lrzanych. Przyrosty po standardowym ruchu Browna dW(s) bylyby
Pojedynczymi informacjami, ktére kolejno dochodza i powigkszaja zbior
mfprmacji. Zbior informacji bylby natomiast przetwarzany przez proces,
Opisany funkcja Holdera. W wyniku przeksztalcenia zbioru informacji
Przetwarzanych pod wplywem wag zaleznych od funkcji Héldera powstawatby
multiulamkowy ruch Browna. Mozliwe jest postawienic pytania, jak wy-
gl@dalby empiryczny zbior informacji W,,,(t), ktérego teoretycznym przed-
Stawieniem jest standardowy ruch Browna W{t). Gdyby udalo si¢ wyes-
tymowa¢ empiryczny proces W,,,(t), opisany wzorem (8), z rzeczywistych
Notowan spolki, zastapilby on proces standardowego ruchu Browna i tworzyl-

Y nowy empiryczny zbi6r informacji przetwarzanych. Chcac wyliczy¢
“Mpiryczny zbior informacji przetwarzanych W,,,(t), konieczne staje si¢
'OZpatrzenie wzoru na multiutamkowy ruch Browna, czego rezultatem jest
Je@o redukcja do postaci okre§lonej wzorem (7):
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By(t) = cy {i(t - s)"“’"°"dW.,,,(s)} (7)

Wemp(t) = g + Y dWopp(5) (8)
1

Nastgpnie w celu wyestymowania empirycznego zbioru informacji prze-
twarzanych W,,,(t), opisanego wzorem (8) nalezy:

1. Posiada¢ wartosci cen akcji badanej spolki w zadanym okresic.
Notowania spélki Indykpol przedstawia rysunek 6.

8 &8 & &8 8

0

TRRIBRARIRYGIROBRARIGURBENENERY

—————————

Rys. 6. Notowania spotki Indykpol (20.10.1995-11.09.2001)

2. Obliczy¢ wykladnik Hursta dla badanego procesu, ktory bedzie
globalng miarg. Mozna uzy¢ jednej z najbardziej powszechnych metod,
analiz¢ (R-S), przedstawiona w pracy (Weron, Weron 1999).

3. Przeksztalci¢ szereg w celu estymacji funkcji Héldera. Zakladajac, 7e
liczba wszystkich obserwacji jest n, czas zostanie przeksztalcony z (ty, t, ..., t,)
na (ty/n, ty/n, ..., t,/n). Nastgpnie dokonujemy zmian warto$ci szeregu za
pomocag formuly (9), w taki sposob dobierajac wartos¢ H, by wartoéé
estymatora wykladnika Hursta, okre§lonego wzorem (10) i przedstawionego
w pracy (Shiryaev 1994), byla rowna wartosci wykladnika Hursta, obliczonego
za pomocg analizy (R-S):

By(t/n) = (1/n)"By(t) )

log [\/?z?i«z": | By(t/n) — By((t — 1)/n)|)/n)]
PP R G T ) Ly K NS P Y
= log(1/n) (10)
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4, Wyliczyé wartosci funkcji Héldera dla zbioru argumentow
(ty,/n, ty/n, ..., t,/n) za pomoca metody estymacji przedstawionej w pracy
(Mastalerz-Kodzis 2001). Wartosci wyestymowanej funkcji Héldera dla
Spolki Indykpol przedstawia rysunek 7.

0,7 |
0,6
0,6
0.4 |

!
0,2 r
r

Rys. 7. Wartosci wyestymowanej funkeji Holdera na podstawie spotki Indykpol

o 5. Od kazdej wartosci w szeregu odjaé pierwsza warto§é w szeregu.
I®TWsza warto§¢ bedzie stala o, wystgpujaca w réwnaniu na empiryczny

zbibr informacji przetwarzanych W, (t/n), czyli wartoscia, z ktorej proces
Startuje. W ten sposob szereg skréci sig nam o jedna obserwacje.

6. Dokona¢ numerycznych obliczen w celu uzyskania n—1 wartosci

emp(t/n), gdzie:

g dwmp(o) = 0o,

. Mastepnie za pomoca pojecia calki stochastycznej, ktorej wlasnosci sa
Mbwione w pracy Sobczyka (1996), nalezy przeksztalcié wyrazenie:

2/n
By(2/n)cuam [ ((2/n) — (t/m) M~ 03dW,,, (t/n)
1/n
na

2/n
By(2/n) = cuam . ((2/n) = (t/n)"CM =034, (t/n) =
1/n
= caam [(1/m)" P~ "3dW,,,(1/n)],
€0 W ostatecznogci prowadzi do postaci:

By(2/n)

d"’cmp( 1 /n) - CH(Z/u)( 1 /n)H(Z/n) -0,5"

~ kolejng warto$é dW,,,(2/n) otrzymujemy z przeksztalcenia nastepujacego
Wyrazenia;
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3/n
By(3/n) = cmwl;((s/n) = (t/m)) M= OS5 AW,, (t/n) =

= Caam[(2/n)"CM =3 dW,,,(1/n) + (1/n)*M=03qyy. (2/n))
do postaci:

Ba(3/m)

- (2 /n)""""dW,,.,(l /n)
AW oup(2f) = HCI :

(] /n)ﬂ(sln)

- nalezy dokona¢ kolejnych przeksztalcen az do uzyskania wartosci
AWepp(n — 1/n).

7. Z uzyskanych przyrostow dW,,,(t/n) buduje nastepujacy proces
zgodnie ze wzorem (11).

t/n

Wemp(t/1) = atg + 3 AW (t/n) (11

1/n

8. Na koniec wszystkie wartoci Wemp(t/n) sa przeksztalcane zgodnie
z formuta okreslong wzorem (12), gdzie wartos¢ H zostala ustalona w pun-
kcie 3:

By(t) = By(t/n)/(1/n)" (12)

W ten sposéb otrzymuje si¢ empiryczny zbior informacji przetwarzanych
Wemp(t). Wyniki estymaciji przyrostow dW,,,,(s) obrazuje rysunek 8, natomiast
empiryczny zbior informacji przetwarzanych Wemp(t), przeprowadzonej dla
spolki Indykpol w okresie (20.10.1995-11.09.2001), przedstawia rysunek 9.

LGN iAocanowa

Rys. 8. Empiryczne przyrosty qu,(s)
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—

”n = §
LR

PsRG808060CF B

Rys. 9. Proces W, (t) wyznaczony dla spélki Indykpol

Glowng idea niniejszego artykulu jest zaproponowanie nowego podejscia
b ,Slosunku do proceséw notowan obserwowalnych na rynkach finansowych,
tore prezentuje rysunek 10. Podejécie to mialoby polega¢ na utworzeniu
d}V‘SCh nowych proceséw, skladajacych si¢ na proces notowan spolek
Bleldowych, Dopiero sprz¢zenie tych dwoch procesow pozwolitoby na
Utworzenie ostatecznego procesu notowad, zgodnie ze wzorem (7), gdzie
?le“"s.zym procesem bylby proces W,,,(t), natomiast drugi proces stanowilaby
unkcja Hgldera H(t). Proces W,,,(t) odzwierciedlalby informacje o spélice,
OStgpne dla inwestora. Bylyby to informacje o przeszlych cenach oraz
OStepne informacje publiczne. Kazda nowa informacja poszerzalaby proces
'm(f) i jednoczeénie $wiadczylaby o zmianie warto$ci spolki gieldowe;.
t°Wyz§u informacje bylyby przetwarzane przez inwestoréw, zgodnie z charak-
frem jch biezacych przekonan. Biezace przekonania i sposob reagowania
. ‘!°§tQpne informacje przez inwestorow opisywalaby funkcja Holdera.
ki'mklem reakcji rynku na informacje, czyli rzeszy inwestoréw posiadajacych
Okreslone postawy, bylyby notowania spolek gieldowych. Dopiero rozbicie

B s ok T T,
60 Proces W emp(s) . Funkcja Holdera
60 | —_— - .
“0 o8 |
: 0,6

0.4 Nt Nt
10
o 0,2 4 ‘
I . — — -
iy g 833 FIRSRRIREREY

T e T RIS

Rys. 10. Podziat modelu cen akcji na dwa sprzgzone ze sobg procesy
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notowan na dwa procesy tlumaczyloby zmienno$¢ wariancji w poszczeg6lnych
podokresach. Zmienno$¢ ta bylaby wynikiem zmiennosci funkcji Héldera
w czasie, czyli zmiennoci postaw inwestorow. Poprzez zmienno$é postaw,
rzesza inwestorébw znacznie znieksztalcalaby proces W,,,(t), ktory jako
jedyny bylby prawdziwym odzwierciedleniem wartoéci spolki.

6. SCENARIUSZE NOTOWAN AKCJI SPOLKI INDYKPOL

6.1. Scenariusz pierwszy

Zostala dokonana symulacja na podstawie uzyskanego wczeniej em-
pirycznego zbioru informacji W,,,(t) dla spotki Indykpol. Istota symulacji
polegala na przeksztalceniu procesu empirycznego zbioru informacii Wemp (1)
pod wplywem procesu opisanego funkcja Héldera o stalych warto§ciach
H(t) = 0,65. Wycinek zbioru informacji Wemp(t) zostal tak dobrany, by
charakteryzowal si¢ tendencja wzrostowa. W wyniku przeprowadzonej
symulacji otrzymano hipotetyczne notowania spétki Indykpol, przedstawione
na rysunku 11.
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F —— Symulowane notowania cen akcji dla H=0,65 ===Proces Wemp(s)

Rys. 11. Poréwnanie procesu empirycznego zbioru informacji W, () dla okresu
(23.10.95-05.05-97) z symulowanymi notowaniami dla H(f) = 0,65

Poréwnujac dwa procesy z rysunku 11 mozna stwierdzié, ze symulowane
notowanie maja o wiele mniejsze wartoéci i mniejsza zmienno$é niz wynikatoby
to z dostgpnego empirycznego zbioru informacji przetwarzanych Wemp(1)-
Inwestorzy, ktérych postawy mozna okre§li¢ za pomoca wartosci funkcji
Holdera wigkszymi od 0,5 rozpatruja przede wszystkim wazne dla nich,
stare informacje. Informacje biezace nie maja dla tych inwestorow zbyt
duzego znaczenia. Inwestorzy wierza w pewien dlugookresowy scenariusz
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Na rynku, wynikajacy ze starych informacji. Uznaja oni biezace informacje,
Jako krétkookresowe, w dluzszym horyzoncie czasu nie mogace zaklocic
d?"gookrcsowego scenariusza inwestorow. Inwestorzy tacy odrzucaja wigc
b‘eﬂlce, aktualne informacje, wierzac w sprawdzenie si¢ ich oczekiwan, na
PO@Stawie nawet bardzo starych informacji, co powoduje zmniejszenie
zu}lermoéci na rynku, a takze powstawanie zaleznosci dlugookresowych
Migdzy danymi. Rynek z przewaga inwestorow, ktérych postawy sa opisane
Wartodciami funkcji Héldera wigkszymi od 0,5, czgsto reaguje bardzo

Nezrozumiale. Reaguje on zbyt slabo, niz wymagalaby tego biezaca tendencja
Wzrostowa,

6.2. Scenariusz drugi

Zostala dokonana kolejna symulacja, ktorej istota polegala na prze-
KSztalceniu wybranego wczeSniej wycinka procesu empirycznego zbioru
Informagji Wemp(t) pod wplywem procesu opisanego funkcja Holdera o statych
Wartodciach H(f) = 0,4. W wyniku symulacji otrzymano hipotetyczne noto-
Wania spoiki Indykpol, przedstawione na rysunku 12.
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— Symulowany proces notowan dla H=0,4 == Proces Wemp(s) I

R g g :
¥8. 12. Poréwnanie procesu empirycznego zbioru informacji W,,,(t) dla okresu

(23.10.1995-05.05.1997) z symulowanymi notowaniami dla H(t) = 0,4

i Symulowme notowania z rysunku 12 maja o wiele wigksze wartosci
in}‘:?kszanzmiennoﬁé niz wynikaloby to z dostgpnego empirycznego zbioru
"macji przetwarzanych. Inwestorzy, ktérych postawy mozna okresli¢ za
0ca funkcji Héldera, ktorej wartosci sa mniejsze od 0,5, rozpatruja
p;:"dc Wszystkim aktualne informacje, jednoczesnie silnie na nie reagujac.
In Ormacje starsze nie maja dla tych inwestorébw zbyt duzego znaczenia.
Westorzy nie posiadaja opracowanego dlugookresowego scenariusza na
g_gk“, wynikajacego ze starych informacji. Wierza oni jedynie w scenariusz
tkOol(rcsowy, gdyz rynek, na ktérym inwestuja, jest dla nich ryzykowny
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i niepewny. Uznaja oni biezace informacje jako najwazniejsze, cho¢ informacje
te potrafia zmienia¢ si¢ z godziny na godzing. Rynek z przewaga inwestorow,
ktorych postawy sa opisane wartosciami funkcji Héldera mniejszymi od 0,5,
charakteryzuje si¢ zwigkszona zmiennoscia. Rynek taki reaguje zbyt mocno,
niz wynikaloby to z biezacej sytuacji wzrostowej opartej na dostgpnych
informacjach.

6.3. Scenariusz trzeci

Zostala dokonana symulacja na podstawie funkcji Héldera o statych
wartosciach H(t) = 0,65. Tym razem wycinek empirycznego zbioru informacji
Wemp(t) tak dobrano, by charakteryzowal sie tendencja spadkowa, co
przedstawia rysunek 13.

40'[‘ -

"YR398LRBErNBIBEEBERRA &

— Symulowany proces notowar dla H=0,65 = Proces W emp(a)l

Rys. 13. Poréwnanie procesu empirycznego zbioru informacji W op(t) dla  okresu
(30.05.1997-01.06.1998) z symulowanymi notowaniami dla H(t) = 0,65

W tym przypadku symulowane notowania z rysunku 13 charakteryzuja
si¢ wyzszymi warto§ciami oraz mniejsza zmiennoscia niz wynikatoby to
z dostgpnych informacji. Inwestorzy w malym stopniu biora pod uwage
aktualne informacje o tendencji spadkowe;j. Podejmujac decyzj¢, opieraja si¢
oni gléwnie na starszych informacjach, dzigki czemu ceny akcji nie traca
tak duzo na wartoéci. Rynek nie reaguje tak, jak wymagalaby tego silna
tendencja spadkowa. Zbior informacji W,,,(t) jest znacznie znieksztalcony
pod wplywem ludzkiego dzialania, ktére opiera si¢ na wierze, ze tendencja
spadkowa jest krotkookresowa. Poprzez swoje dzialania inwestorzy powoduja
dlugookresowe zaleznosci migdzy zmianami cen akcji, ktore to staja sig
mniej czule na krotkockresowe zalamania oraz charakteryzuja si¢ nizsza
zZmiennoscia.
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6.4. Scenariusz czwarty

Dokonano ostatniej symulacji na podstawie funkcji Héldera o stalych
Warto§ciach H(t) = 0,4. Wycinek empirycznego zbioru informacji Wemp (£)
chal’akteryzuje si¢ tendencja spadkowa. Calo$¢ przedstawia rysunck 14.
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l — Symulowany proces notowan dla H=0,4 ===Proces W emp(s) l

Rys, 14, Poréwnanie procesu empirycznego zbioru informacji W, (t) dla okresu

(30.05.1997-01.06.1998) z symulowanymi notowaniami dla H(t) = 0,4

Dokonujgc analizy rysunku 14, nalezy stwierdzi¢, iz symulowane wartosci
Notowarn majg o wiele mniejsze wartosci i wigksza zmienno$¢ niz wynikaloby
t‘? z dostgpncgo empirycznego zbioru informacji przetwarzanych. Inwestorzy
b_‘°':4 pod uwage przede wszystkim aktualne informacje, jednoczesnie bardzo
Silnie na nie reagujac. Powoduje to, ze rynek reaguje zbyt mocno, niz
}vymagalaby tego tendencja spadkowa, oparta na dostgpnych informacjach.

et to Sytuacja, w ktorej moze nawet doj$¢ do zalamania notowan.

7. POROWNANIE SCENARIUSZY Z RZECZYWISTYMI NOTOWANIAMI
SPOLKI INDYKPOL

7.1. Weryfikacja scenariusza pierwszego

& I?Okpnano poréwnania symulowanych notowan z rzeczywistymi noto-

ri:nlam' spotki Indykpol. Jako pierwszy zostal rozpatrzony scena-

Q@ 52, w ktérym empiryczny zbiér informacii Wemp(t) dla okresu
3-10.1995—05.05.1997) ma tendencj¢ wzrostowa, a symulowane notowania

:? tWorzone poprzez przeksztalcenie tego zbioru funkcja Héldera o statych
artodciach H(r) = 0,65.
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Poréwnujac ze soba rysunki 15 i 16 mozna latwo zauwazy¢, ze symulacja
notowan dla stalych wartosci H = 0,65 jest jak najbardziej trafna dla
pierwszych 200 obserwacji. Kiedy wartosci wyestymowanej funkcji Hdéldera
wynosza H = 0,65 (obserwacje od pierwszej do dwusetnej oscyluja wokol
tej warto$ci) i sa rowne wartoSciom funkcji Holdera uzytym podczas
symulacji, rzeczywiste notowania w pelni pokrywaja si¢ z symulowanymi
notowaniami. Dla dalszych obserwacji, kiedy warto$ci H zmierzaja do 0,4
i roznia si¢ od wartodci funkcji Héldera uzytych podczas symulacji, rzeczywiste
ceny akcji wykazuja wigksza zmienno$¢ i znacznie roznia si¢ od symulowanych
notowan. To uzasadnia wykorzystanie multiutamkowego ruchu Browna
jako modelu cen akcji na rynkach finansowych, a takze rozdzielenie go na
dwa podprocesy: empirycznego zbioru informacji przetwarzanych oraz
podprocesu postaw inwestoréw, opisanego funkcja Holdera.
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Rys. 15. Porownanie rzeczywistych notowan z symulowanymi notowaniami dla H(t) = 0,65
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Rys. 16. Wyestymowana funkcja Holdera dla spotki Indykpol (23.10.1995-05.05.1997)




Wykorzystanie funkcji Holdera 81

7.2. Weryfikacja scenariusza drugiego

Nastgpnie rozpatrzono scenariusz, w ktorym empiryczny zbiér informacii
Wemn(t) dla okresu (23.10.1995-05.05.1997) ma tendencje wzrostowa, a sy-
m‘_‘IOW&nc notowania sa tworzone poprzez przeksztalcenie empirycznego
zbiory informacji Wepm(t) funkcja Holdera o stalych wartosciach H(t) = 0,4.

TRRUSEZREICERNRARRESES S

’: Symulowane notowania dla  H=0,4 = Rzeczywiste notowania cen akcji
\

Rys. 17, Porownanie rzeczywistych notowan z symulowanymi notowaniami dla H(t) = 0,4

P Orébwnujac ze soba rysunki 16 i 17 mozna stwierdzié, iz kiedy wartoéci
Wyestymowane; funkcji Holdera (obserwacje od pierwszej az do trzydziestej)
I6znig sic od stalej wartosci H = 0,4 ustalonej dla symulowanych notowar,
¥niki symulacji znacznie roznia si¢ od rzeczywistych cen akcji. Dla

Ofcowych 50 obserwacii, kiedy wartosci funkcji Holdera dla rzeczywistych
Notowar oscyluja woko6l wartoSci H = 0,4 ustalonej dla symulowanych
fotowan, wartosci symulacji pokrywaja si¢ z rzeczywistymi cenami akcji.

8. ZAKONCZENIE

Cel’em artykutu bylo zaproponowanie nowego podejécia w stosunku do
;’TOOesow notowan cen akcji. Rozdzielono proces notowan na dwa sprzgzone
‘: s‘?bQ podprocesy. Pierwszym byt proces W,,,(t), drugim za$§ proces
W)z, 'azony za pomoca funkcji Héldera. Pierwszy podproces jest podrzedny
% gl?dem drugiego. Oznacza to, ze proces rzeczywistych notowan jest
fuy‘l‘:k}_ﬁn Przeksztalcenia procesu W,,,(t) pod wplywem wag zaleznych od
Ukn °JI_H0k_iera. Dopiero zlozenie dwbch podproceséw razem pozwalz.l na
in ‘:zame niezwyklosci rynkow finansowych. Obecnoéé czlowieka, jako
& estora, wyzwala na rynkach finansowych, oprocz zaleznosci krétkook-
2b OWych, takze zaleznosci dlugookresowe, co nieraz powoduje niezrozumialosé

Yt slabej reakcji rynku na biezace informacje. Najwiecej jednak emoci
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wywoluje przeksztalcenie pod wplywem ludzkiej psychiki procesu notowan
w proces antypersystentny. Ludzie reaguja wowczas bardzo zywiolowo na
aktualne informacje. Wystarczy jedna nagla informacja, ktéra w innym
przedziale czasowym nie wywolalaby nawet reakcji rynku, by w biezacej
sytuacji mogla wywola¢ zalamanie si¢ rynku.
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Michal Pietrzak

USING HOLDER FUNCTION IN MODELING OF STOCK PRICES AT THE WARSAW
STOCK EXCHANGE

Summary

In this wosk there is considered a problem of variation variability of the searched time
series, observed on the financial markets. To do this one has to see through the standard
Brownian motion and carry out its simulation. Comparing the standard Brownian motion
with the realistic quotation there comes a note of its usefulness as a tool of showing the
financial instruments varieties. Next there is introduced fractional Brownian motion with
simulation for different quantities of Hurst exponent. The fractional Brownian motion is
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Considered as a local tool of showing the financial instruments varieties. To carry out the
mob.ﬂ description of assets’ prices varieties, it is proposed to use multifractional Brownian
Motion. Also there is shown the idea of Hélder function and the method of its simulation.
Tl{e basic target of this work is showing the new idea of the processes of quotation of assets’
Prices, through the proposal of a new idea “empirical set of information processing”. This
Way multifractional Brownian motion model has been divided into two subprocesses. The first
;""Pfoeesa “empirical sets of information processing” is a complex of information available
Or the investor. The second subprocess, Holder function, is showing the possible behavior
"‘d_l}uman psyche on the financial markets. In the end there has been carried out the
“mpirical scripts, which confirm the possibility and the sense of dividing the price model.



