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Wac aw Sklinsmont* 

 

MACIERZE WIELOWSKA NIKOWE W NAUKACH 

EKONOMICZNO-SPO!ECZNYCH 
 

Streszczenie. Obecny zakres zastosowa  metod ekonometrii przestrzennej jest ci!gle niewy-

starczaj!cy, aby podejmowa" kompleksowe badania procesów rozwoju spo#eczno-gospodarczego. 

Ekonometria du$o korzysta z dorobku statystyki matematycznej zw#aszcza z jej wielozmiennych 

metod. Jednak przeszkod!  w tym dzia#aniu jest dwuwymiarowo%" obiektów algebraicznych, 

którymi obie dziedziny si& pos#uguj!. Dlatego w pracy chc& wypromowa" instrument macierzy 

wielowska'nikowych, który mo$e w sposób znacz!cy przyspieszy" post&p w badaniach komplek-

sowych, procesów spo#eczno-gospodarczych. W pracy definiuje si& macierze wielowska'nikowe,  

dzia#ania na nich ze szczególnym akcentem na ich iloczyn, którego definicja obejmuje oprócz 

5 znanych i stosowanych w praktyce, równie$ 8 innych, których zastosowanie czeka na odkrycie. 

Przy pomocy poj&cia macierzy asocjatywnej definiuje si& macierz (lsc)-nieosobliw!, (lsc)-

kanoniczn! , (lsc)-dodatnio okre%lone, (lsc)-rz!d, (lsc)-%lad, norm& p-wska'nikowej macierzy oraz 

inne niezb&dne w algebrze macierzy kategorie poj&ciowe. Praca zawiera równie$ zastosowanie 

macierzy wielowska'nikowych odbiegaj!ce od statystycznych metod ale mieszcz!cych si& 

w kategoriach bada  ilo%ciowych. Rozwi!zuje zagadnienie oceny i uporz!dkowania jako%ci nie-

mierzalnych sk#adaj!cych si& na obiekt, którego warto%" #!czn! mo$na oceni" mierzalnie. 

 

 

1. WPROWADZENIE 

 

Wielowymiarowa analiza struktur gospodarczych jest wa$nym dzia#aniem w kierunku 

poszukiwania prawid#owo%ci rozwoju spo#eczno – gospodarczego. Definiowana przez Mar-

ciniaka1 struktura gospodarcza obejmuje zarówno struktur& produkcyjn! gospodarki, jak 

i formy organizacji produkcji, podzia#u i wymiany, a zatem ca#y system funkcjonowania 

gospodarki.  

Struktura gospodarcza sk#ada si& z cz&%ci, pozostaj!cych wobec siebie w okre%lonych re-

lacjach, przy czym ka$da cz&%" równie$ stanowi struktur&. Ka$da struktura jest makrostruk-

tur! wobec swoich cz&%ci i mikrostruktur! wobec struktury, której jest cz&%ci!. Mo$na wi&c 

mówi" o dzia#owej strukturze gospodarki narodowej, strukturze zatrudnienia, strukturze 

konsumpcji, strukturze nak#adów inwestycyjnych, strukturze eksportu, strukturze s#uchaczy 

szkó# wy$szych, strukturze wykszta#cenia spo#ecze stwa, strukturze spo$ycia w okre%lonych 

grupach ludno%ci, itp. 

Bardzo wa$nym jest prowadzenie analiz strukturalnych zarówno w aspekcie przeobra$e  

w czasie jak i w przestrzeni. Ostatecznym efektem wielowymiarowych analiz porównawczych 

jest zrozumienie dzia#a , optymalnych w danych warunkach, prowadz!cych do takich zmian 

strukturalnych, które zapewni! przyspieszony i zrównowa$ony rozwój spo#eczno - gospodar-

                                                 
* Dr, Katedra Informatyki i Ekonometrii, Wy$sza Szko#a Informatyki i Ekonomii Towarzystwa Wiedzy 

Powszechnej w Olsztynie. 
1 Patrz: W. Sklinsmont, M. Cz&%cik, [1970], Macierze wielowska!nikowe w wielowymiarowej analizie 

porównawczej, PWN, Warszawa. 



 Wac#aw Sklinsmont 284 

czy. Podstawowym problemem we wszelkich analizach porównawczych, w tym równie$ 

mi&dzyregionalnych, jest zdefiniowanie wielowymiarowej przestrzeni, w której badane jest 

podobie stwo obiektów gospodarczych np. województw, czy krajów.  

W dotychczasowych badaniach osie takiej przestrzeni stanowi#y zazwyczaj rzeczywiste 

zmienne  makroekonomiczne, natomiast sama taksonometryczna analiza krajów dotyczy#a 

osi!gni&tego poziomu rozwoju regionalnego. 

Omawiana przestrze  mo$e by" przy tym podzielona na kilka podprzestrzeni, 

podsystemów  A=[A1, A2, A3, A4], gdzie np.: A1 – rozwój spo#eczny, A2 – rozwój 

infrastruktury technicznej, A3 –  stan i ochrona %rodowiska przyrodniczego, A4 – rozwój 

infrastruktury finansowej, ró$ni!cych si& przyj&tym zestawem zmiennych diagnostycznych, 

d#ugo%ci! okresu obj&tego badaniem, itp. Analiza mo$e dotyczy" bardziej zdezagregowanych 

problemów, jak ochrona zdrowia, wy$ywienie, infrastruktura spo#eczna, a ponadto mo$e by" 

prowadzona z punktu widzenia zarówno mierników poziomu rozwoju, jak i czynników 

rozwoju, co znacznie poszerza jej zakres, stwarza jednak problemy przy hierarchizacji 

badanych województw, krajów. 

 

 

2. METODOLOGIA 

 

W pracy zbiorowej pod red. A. Zeliasia 2 zrezygnowano z nadmiaru wielowymiaro-

wo%ci, stwierdzaj!c $e „w ogólnym przypadku dane mo$na uj!" w postaci czterowymia-

rowej macierzy X=[xijqp]”. Stwierdzono równie$, $e marginalne znaczenie maj! inne 

mo$liwe typy struktur danych, w których uwzgl&dniany jest typologiczny aspekt struktur 

gospodarczych. Zauwa$ono ponadto $e „odr&bny problem stanowi redukcja wymiarów 

macierzy danych (przy zachowaniu liczby jej elementów) poprzez utworzenie zbiorów 

„mieszanych”, stanowi!cych iloczyn kartezja ski dwóch lub wi&cej zbiorów sk#adowych 

struktury: cech, typów, obiektów i okresów”. Takie podej%cie wskazuje na konieczno%" 

poruszania si& w materii macierzy wielowska'nikowych, a zatem wykonywania dzia#a  

w algebrze tych macierzy.  

Do dzisiaj nie uda#o si& wdro$y" komputerowego programu rachunków algebraicz-

nych na macierzach wielowska'nikowych, zw#aszcza ich iloczynów. Jak wykaza#em 

w pracy3 jest ich 13 typów, spo%ród których zaledwie 5 jest w powszechnym u$ytku. 

Przyj&cie tego faktu do wiadomo%ci, dopuszcza mo$liwo%" rozpatrywania ró$nych wie-

lowymiarowych struktur ekonomicznych takich jak: rodzajowych, typologicznych, prze-

strzennych, czasowych, a przy tym ka$da z nich mo$e by" rozwa$ana w ró$nym aspek-

cie. Wymaga to jednak zdefiniowania na nowo poj&" algebry macierzy wielowska'ni-

kowych tak aby mo$na by#o je wykorzysta" w wielozmiennych metodach statystycznych 

i ekonometrii przestrzennej. 

 

                                                 
2 Patrz: A. Zelia% i in., [1991], Ekonometria przestrzenna. PWE Warszawa. 
3 W. Sklinsmont i in., [1985], Macierze wielowska!nikowe. Podstawowe poj"cia i dzia ania. Zeszyty 

naukowe ART w Olsztynie, nr 15. 
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Podstawowe poj cia 

 

Niech J ={1,2,...,n }, ( =1,2,...,p) b&d! sko czonymi podzbiorami zbioru liczb na-

turalnych, za% R, zbiorem liczb rzeczywistych.  

Funkcj& RJJJf p !""" ...: 21 nazywamy p-wska'nikow! macierz! o warto%ciach 

w zbiorze R. Liczb& 
1 21 2 ...( ... )

pp i i if i i i # a , gdzie   Ji $ ,  =1,2,...,p nazywamy elementem 

p-wska'nikowej macierzy odpowiadaj!cym wspó#rz&dnym  (i1 i2 ... ip). 

Zbiór wszystkich warto%ci tej funkcji nazywamy obrazem p-wska'nikowej macierzy 

i oznaczamy: A = [
piiia ...21

 ],   ni % , p,...2,1# , przy czym n   jest stopniem wska'ni-

ka i   lub jego rozmiarem. 

W przypadku, gdy n1=…=np=n, dla n>1, macierz A nazywamy p-wska'nikow! ma-

cierz! n-tego stopnia. Gdy n=1, macierz degeneruje si& do skalaru. 

Nie wynika st!d jeszcze, w jaki sposób mo$na wypisywa" wszystkie elementy  

1 2 ... pi i ia , w formie konkretnej macierzy wielowska'nikowej. W zwi!zku z tym wprowa-

dzimy dalsze ustalenia. 

Sposób rozmieszczenia elementów typu wspó#rz&dnych (i1 i2 ... ip) w obrazie macie-

rzy nazywa" b&dziemy struktur! zapisu, której graf – notujemy obok, po prawej stronie 

obrazu macierzy. 

Ze wzgl&dów praktycznych ograniczymy si& jedynie do struktury zapisu dwuwy-

miarowego. 

Uporz!dkowany w okre%lony sposób zbiór elementów (i1 i2 ... ip) nazywamy macie-

rz! wska'ników (indeksów) lub matryc! macierzy, i oznaczamy przez E. 

Wobec powy$szych ustale , je%li w miejsce elementu (i1 i2 ... ip) matrycy E, pod-

stawimy przyporz!dkowany funkcj! f, element 
1 2 ... pi i ia to otrzymany, uporz!dkowany 

wed#ug struktury zapisu E, obraz zbioru elementów {
piiia ...21

}, nazywamy macierz! 

A o strukturze zapisu E i oznaczamy symbolem A|E. 

Macierz p-wska'nikow!, której wszystkie elementy s! zerami nazywamy  

p-wska'nikow! macierz! zerow! i oznaczamy symbolem 0. 

(p-1)-wska'nikow! macierz [
piii ......1  

a ], o ustalonej warto%ci  i  wspó#rz&dnej i , 

nazywamy przekrojem prostym o orientacji (i ). Przekrój ten ma rozmiary: 

pnnnnn ,...,,,...,, 1121 &'    
(p-m)-wska'nikow! macierz o ustalonych warto%ciach 

m
iii    ,...,,

21
 

indeksów 
m

iii    ,...,,
21

 ( 11 '%% pm ) nazywamy m-krotnym przekrojem o orientacji 

( 
m

iii    ,...,,
21

). 

Pos#uguj!c si& (p-1)-, lub (p-2)-krotnymi przekrojami, tzn. macierzami jedno- 

lub dwuwska'nikowymi, mo$na macierz p-wska'nikow! zapisa" w postaci prostok!tnej 

tablicy, przy czym przekroje te oddzielamy liniami pionowymi i poziomymi, a informa-

cj& o zakresie i kierunku przebiegu poszczególnych indeksów podajemy w formie grafu 

strza#kowego. 

Dla macierzy A = [
4321 iiiia  ],   ni % , 4,3,2,1# , gdzie n1=3, n2=2, n3=2, n4=3, 

macierz wska'ników E mo$e przyj!" posta": 
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322331233222312232213121

222321232222122222212121

122311231222112212211121

321331133212311232113111

221321132212211222112111

121311131212111212111111

1E . 

Macierz powy$sza jest reprezentacj! macierzy wska'ników E zapisan! za pomoc! 

dwukrotnych przekrojów o orientacji (i3, i4). Macierz E, zapisana za pomoc! dwukrot-

nych przekrojów orientacji (i4, i1), ma reprezentacj& postaci: 

(
(
(
(
(
(
(
(

)

*

+
+
+
+
+
+
+
+

,

-

#

322332132223221312231213

312331132123211311231113

322232122222221212221212

312231122122211211221112

322132112221221112211211

312131112121211111211111

2
E . 

Zgodnie z definicj! macierzy wielowska'nikowej, przyporz!dkowuj!c ka$demu 

elementowi macierzy E1 i E2 pewien element cia#a R, otrzymujemy 4-wska'nikow! 

macierz A zapisan! za pomoc! 2-krotnych przekrojów orientacji (i3, i4), (i4, i1), np.: 
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)
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'
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(
(
(
(
(
(
(
(

)

*

+
+
+
+
+
+
+
+

,

-

''

'

#

201132
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111322
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132132

2
EA . 

Trzeba tu zauwa$y", $e ka$dy sposób zapisu macierzy przy okre%lonej orientacji daje 

wystarczaj!c! informacj& do tego, by mo$na by#o t& macierz zapisa" w postaci przekrojów 

o innej orientacji. Z potrzeb! takich zmian zapisów, spotykamy si& w praktyce.  

Wielowska'nikowe macierze nazwiemy symetrycznymi wzgl&dem wybranych 

wska'ników, je%li ich stopnie s! równe, a elementy, których wspó#rz&dne ró$ni! si& 

tylko permutacj! tych wska'ników s! takie same. Je$eli macierz jest symetryczna 

wzgl&dem wszystkich wska'ników, to nazywamy j! macierz! symetryczn!. 

Macierz wielowska'nikow! nazywamy sko%nosymetryczn! wzgl&dem wybranych 

wska'ników, je$eli ich stopnie s! równe, a elementy których wspó#rz&dne ró$ni! si& 

tylko permutacj! tych wska'ników, maj! warto%ci przeciwne. 

Macierz ][
321 iiiaAE # jest macierz! symetryczn! wzgl&dem pary wska'ników 

( i1 i2), je$eli ma posta": 

 

i2 % 2 

i1 % 3 

i4 % 3 

i3 % 2 

i3 % 2 

i2 % 2 

i1 % 3 

i4 % 3 
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(
)

*
+
,

-

...

...
#

cba

cba
EA . 

W zapisie powy$szym zaznaczono, które elementy s! ze sob! zwi!zane relacj! sy-

metrii (oznaczone jednakow! liter!). Te, które mog! by" ca#kowicie dowolne oznaczono 

„.”. 

Przyk#adem macierzy symetrycznej 3-wska'nikowej 3-go stopnia tzn. symetrycznej 

wzgl&dem wszystkich wska'ników jest macierz: 

(
(
(

)

*

+
+
+

,

-

#

/
0

 

fgfhdgdb

fhdhcdca

gdbdcaba

EA . 

Je$eli  1,  2, ...,  p jest dowoln! permutacj! liczb 1, 2, ... , p, to macierze: 

1 21 2
... ...[ ] i [ ]

pp
i i i i i i   

a a s! wzajemnie swoimi transpozycjami wzgl&dem zmiany 

indeksów 1
1
2

3
4
4
5

6

p
iii

piii

   ...
21

...21
, gdy dla elementów tych macierzy zachodzi relacja:

 

pp iiiiii    ......
2121

aa # , któr! zapisujemy za pomoc! symbolu AT, gdzie: 

T = 11
2

3
44
5

6

p
iii

piii

   ...
21

...21
, ][][ ......

2121 p

T

p

T

iiiiii    
aaA ## .

 
 

Jak #atwo zauwa$y", liczba wszystkich mo$liwych transpozycji macierzy  

p-wska'nikowej, wliczaj!c w to transpozycj& to$samo%ciow!, jest równa p! 

 

Podstawowe dzia!ania na macierzach wielowska"nikowych 

 

Na wst&pnie zdefiniujemy relacje równo%ci macierzy. 

Macierze 
... ...1 2 1 2

[ ] [ ]
1,2,..., 1, 2,...,i i i j j jp q

i n j m
b

p q

  0 0

 0
% %

# #
# #

A a B , nazywamy 

równymi, je$eli p = q (  = 0) 7 (n  = m0):  

... ...1 2 1 2

,gdy ( 1,..., )k ki i i j j jp q
i j k p# # #a b . 

Je$eli macierze A i B spe#niaj! tylko dwa pierwsze warunki, to nazywamy je macie-

rzami tego samego typu.  

Sum! A+B (macierzy tego samego typu): 

p

ni
b

p

ni
a

pp iiiiii
,...,2,1

][,
,...,2,1

][ ...... 2121 #

%
#

#

%
#

 
  

 
  

BA , 
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nazywamy macierz tego samego typu
p

ni

piii ,...,2,1
][

...21 #

%
#

 
  

cC , której elementy 

spe#niaj! zale$no%": 
ppp iiiiiiiii ......... 212121

bac &#  .Iloczynem kA, liczby k przez macierz 

p

ni

piii ,...,2,1
][

...21 #

%
#

 
  

aA nazywamy macierz C tego samego typu co A, której ele-

menty spe#niaj! zale$no%" 
pp iiiiii k ...... 2121

ac # . 

Zamiast A+(-1) B mo$na napisa" A-B i nazywa" ró$nic! macierzy A i B. (atwo 

sprawdzi", $e je$eli dla danych macierzy wy$ej okre%lone dzia#ania s! wykonalne, to: 

A+B=B+A 

(A+B)+C=A+(B+C) 

A+0=A 

k(A+B)=kA+kB 

(k+u)A=kA+uA 

k(uA)=(ku)A 

0A=0 

 

Iloczyn macierzy wielowska"nikowych 

 

W celu zdefiniowania iloczynu macierzy wielowska'nikowych konieczne jest wst&pne 

okre%lenie pewnego post&powania przygotowawczego w stosunku do ka$dej z macierzy 

wymna$anych. Post&powanie to Soko#ov4 nazywa rozbiciem zbioru indeksów. We'my 

dowoln! p-wska'nikow! macierz ][
...21 piii

uU # , gdzie i  % n ,   =1, 2,...,p.  

Zbiór indeksów {i1 i2 ... ip} podzielmy na trzy roz#!czne podzbiory, odpowiednio o liczeb-

no%ci  8, 9, : i utwórzmy z nich trzy ci!gi l=(l1,...,l8), s=(s1,...,s9), c=(c1 ,...,c:). Stanowi! one 

w/w rozbicie zbioru indeksów.  

Oczywi%cie, zachodzi przy tym warunek 8+9+:=p. Macierz U mo$e by" wówczas 

zapisana w postaci pewnej swojej transpozycji: ][
,...,1,,...,1,,...,1 :98 ccsslllsc

uU # , przy czym 

(lsc)=(l1,...,l8, s1,...,s9, c1,...,c:) jest permutacj! zbioru indeksów {i1 ,..., ip}. 

Niech macierze A i B, odpowiednio p- i q-wska'nikowe, maj! posta": 

,..., , ,..., , ,...,1 1 1

1,2,...,

[ ] 1,2,...,

1, 2,...,
l l s s c c

l n

s n

c n

  

0 0
:8 9

/ /

 8
0 9
/ :

% #

# % #

#%

A a , 

,..., , ,..., , ,...,1 1 1

1,2,...,

[ ] 1,2,...,

1,2,...,
c c s s m m

c n

s n

m n

  

0 08 ;9
< <

 8
0 9
< ;

% #

# % #

#%

B b . 

                                                 
4 N.P. Soko#ov, [1972], Vvedenie w teoriju mnogomernych matryc, Nauk, Dumka, Kijev.  
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Przy czym 8, 9, :, ; - s! liczbami ca#kowitymi nieujemnymi, spe#niaj!cymi warunki 

8+9+:=p, 9+:+;=q, wówczas iloczynem macierzy A przez B nazywamy macierz C, 

(8+9+;) – wska'nikow! postaci: 

= > CABcba ###
(
(
)

*

+
+
,

-
?@ @ @

# # #
;98;98

:

:
:98 mmssllmmsscc

n

c

n

c

n

c
ccssll ,...,1,,...,1,,...,1,...,1,,...,1,,...,1

1

11

2

12 1
,...1,,...,1,,...,1

 ... . 

Korzystaj!c z oznacze  u$ytych do skróconego zapisu rozbicia zbiorów indeksów 

obu macierzy na podci!gi odpowiednio l, s, c; c, s, m mo$na iloczyn powy$szy zapisa" 

w formie skróconej: 

= > @ @ @@@
# # #

##()
*

+,
-#

1

11

2

12 1

... gdzie ,
n

c

n

c

n

cc
lsm

c
csmlsccsmlsc

:

:

cbaBA . 

Tab. 1. Stopnie indeksów 

Liczba indeksów stopnia   ZK    K=1..R Stopnie  

indeksów Macierzy A Macierzy B 

MIN (PK, QK) 

K=1, 2, ... , R 

Z1 

Z2 

. 

ZR 

P1 

P2 

. 

PR 

Q1 

Q2 

. 

QR 

W1 

W2 

. 

WR 

 @
#

#
r

k
k pp

1

 @
#

#
r

k
k qq

1

 @
#

#
r

k
k ww

1

 

#ród o: opracowanie w asne. 

Wska'niki nale$!ce do ci!gów oznaczonych przez l i m nazywamy indeksami wolnymi, 

nale$!ce do ci!gu s indeksami splataj!cymi, za% nale$!ce do c sumuj!cymi. 

Wykonalno%" iloczynu macierzy wielowska'nikowych jest uwarunkowana mo$li-

wo%ci! zakwalifikowania indeksów wymna$anych macierzy do klasy takich, które spe#-

nia" b&d! rol& splataj!cych, sumuj!cych b!d' wolnych. Nie ma przy tym znaczenia to, 

w jaki sposób b&d! uporz!dkowane wska'niki zakwalifikowane do poszczególnych 

ci!gów rozbicia. Wynika to z faktu, $e zawsze mo$na przej%" do okre%lonego uporz!d-

kowania drog! transpozycji wymna$anych macierzy. Nale$y jeszcze podkre%li", 

$e do klasy wska'ników splataj!cych lub sumuj!cych mog! nale$e" indeksy macierzy, 

spe#niaj!ce warunek: ( =0) 7 (n =m0).  

Zauwa$my te$, $e liczba takich podzia#ów na l, s, c, m zale$y od liczby jednako-

wych stopni indeksów w zbiorze wska'ników obu macierzy wymna$anych. Je$eli 

r oznacza liczb& ró$nych warto%ci z1, z2,..., zr stopni indeksów w zbiorze p+q indeksów 

macierzy A i B, wówczas liczba mo$liwych rozbi" przedstawia tabela. 

Spe#nione s! przy tym nierówno%ci 0%9+:%w, gdzie 0%w%min(p,q). Gdy które% 

z liczb 8, 9, :, ; w okre%leniach macierzy A i B s! zerami, oznacza to, $e w macierzach 

tych nie wyst&puj! odpowiadaj!ce im ci!gi wska'ników, a w skróconym zapisie macie-

rzy Alsc Bcsm nie wyst!pi! odpowiadaj!ce im litery spo%ród l, s, c, m.  

W zwi!zku z tym mog! zachodzi" nast&puj!ce szczególne przypadki zdefiniowane-

go wcze%niej iloczynu macierzy wielowska'nikowych: 
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Tab. 2. Szczegó"owe przypadki iloczynu Alsc Bcsm 

Lp. 
Szczególne przypadki 

iloczynu Alsc Bcsm 

Nazwy iloczynów spotykane 

w literaturze 

1. 
0

0

#

#

:
9

lmml CBA #  

1. Iloczyn tensorowy 

2. Iloczyn kroneckerowski 

3. Iloczyn zewn&trzny (kolumn) 

4. Iloczyn zewn&trzny (wierszy) 

2. 

0

0

0

#

#

#

;
:
8

sss CBA #  
1. Iloczyn Hadamarda 

2. Iloczyn Schura 

3. 

0

0

0

#

#

#

;
9
8

skalar#ccBA  Iloczyn skalar NY 

4. 0#: lsmsmls CBA #  
Iloczyn khatri-rao (dla bloków o tych sa-

mych rozmiarach) 

5. 0#9 lmcmlc CBA #  
1. Zwyk#y iloczyn macierzy 

2. Iloczyn Krakowianowy 

3. Iloczyn kroneckerowski p-tego stopnia 

6. 
0

0

#

#

;
8

scssc CBA #   

7. 
0

0

#

#

;
:

lsslc CBA #   

8. 
0

0

#

#

;
9

lclc CBA #   

9. 
0

0

#

#

;
8

smsms CBA #   

10. 
0

0

#

#

9
8

mcmc CBA #   

11. 0#8 smcsmsc CBA #   

12. 0#; lscslsc CBA #   

13. lsmcsmlsc CBA #   

#ród o: opracowanie w asne. 

Jak wida" z definicji iloczynu, mno$enie macierzy dwuwska'nikowych mo$e pro-

wadzi" równie$ do przypadków gdy w wyniku otrzymuje si& macierz 3-, a nawet 4-

wska'nikow!. Z braku okre%lenia sposobu zapisu macierzy wi&cej ni$ dwuwska'niko-

wych, uciekano si& do ka$dorazowego definiowania iloczynu nawet wówczas, gdy ró$-

ni#y si& one jedynie form! zapisu rezultatu mno$enia. Przyk#adem tego s! iloczyn tenso-

rowy i zewn&trzne oraz iloczyn kroneckerowski lewo- i prawostronny, b&d!ce faktycznie 

tym samym iloczynem typu AlBm = Clm. Ró$nica mi&dzy nimi polega na zapisie macie-

rzy Clm za pomoc! przekrojów dwukrotnych o innych orientacjach. Poniewa$ istniej! 

jeszcze inne mo$liwo%ci zapisu macierzy Clm za pomoc! przekrojów o jeszcze innych 

orientacjach, mo$na by oczekiwa" dalszych definicji nowych iloczynów.  
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Wszystkie one jednak wraz z wy$ej wymienionymi iloczynami s!, jak ju$ powie-

dzieli%my, jednym i tym samym iloczynem macierzy wielowska'nikowych przez nas 

zdefiniowanym. Powy$sze uwagi zosta#y zilustrowane przyk#adami w pracy5. 

 

W!asno#ci iloczynu 

 

Z okre%lenia iloczynu macierzy wielowska'nikowych A i B wynika, $e nie jest 

on przemienny. Jest #!czny, gdy wykonalne s! iloczyny AB i BC, za% $aden ze wska'ni-

ków sumuj!cych c w iloczynie AB nie wyst!pi w%ród wska'ników sumuj!cych 

c’ w iloczynie BC. W#asno%" #!czno%ci iloczynu w zapisie symbolicznym ma kszta#t 

(Alsc Bcsm) Cc’s’m’=Alsc(Bc’’s’c’ Cc’s’m’) przy czym dla indeksów macierzy B zachodzi waru-

nek (sm)=(l’s’c’). Je$eli B i C b&d! q-wska'nikowymi macierzami, za% A p-

wska'nikow!, to je$eli b&d! wykonalne dzia#ania, wówczas:  

A(B+C)=AB+AC, (B+C)A=BA+CA, k(AB)=(kA), B =A(kB), 231)(
TTT

ABAB # ,  

gdzie: 

 . , , 321 11
2

3
44
5

6
#11

2

3
44
5

6
#11

2

3
44
5

6
#

msc

csm
T

csl

lsc
T

msl

lms
T  

 

Wielowska"nikowe macierze jednostkowe 

 

Wielowska'nikow! macierz A postaci: 

1 2 1 1 2... ... ...i i i j j k k k: 9 :
# - *
, )A a ,

1, 2, ... ,

1, 2, ... ,

i n

j n

k n

  

0 0

  

 :

0 9

#

#

%

%

%

, 

spe#niaj!c! warunek:  

1 2 1 1 2... ... ...

1 gdydla ka$dego   ,
,

0 gdydla ka$dego ,
i i i j j k k k

i k

i k: 9 :

  

  

 

 

#
#

A

B
C
D

a  

nazywamy macierz! jednostkow! i oznaczamy symbolem J, z podaniem informacji 

o rozbiciu zbioru indeksów. Liczba jedynek w macierzy jednostkowej jest równa iloczy-

nowi L: L9, gdzie: 

1

 dla 0

1   dla 0

n
L

:

 
:  

:

:
#

E F#

#

B
G
C
GD

, 1

dla 0

1  dla 1

n
L

9

0
09

9

9
##

FE

#

BG
C
GD

. 

Zauwa$my przy tym, $e zgodnie z przyj&t! umow!, je$eli :=0, wszystkie elementy 

macierzy jednostkowej s! jedynkami, za% gdy :=9=0 macierz jednostkowa redukuje si& 

do skalaru równego 1 i oznaczamy j! przez J0. 

 

                                                 
5 W. Sklinsmont i in., [1985]. 
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Twierdzenie 

Dla dowolnej macierzy
1 2 ... 1,2...,pi i i

i n

p

 

 
%

#
#

- *
, )U u dla której dokonano rozbicia zbioru indek-

sów na ci!gi l, s, c, b!d' c, s, m, istniej! odpowiednie wielowska'nikowe macierze jed-

nostkowe Jl’sc lub Jcsm’ takie, $e   Jl’sc  Ucsm = Ul’sm = Ucsm           Ulsc  Jcsm’ = Ulsm’ = Ulsc. 

W#asno%ci te wynikaj! zarówno bezpo%rednio z definicji wielowska'nikowej macie-

rzy jednostkowej, jak i z definicji iloczynu macierzy wielowska'nikowych. Powy$sze 

w#asno%ci zosta#y zilustrowane przyk#adami w pracy6 

 

Macierze asocjatywne 

W zagadnieniach statystycznych bardzo cz&sto spotyka si& post&powanie, w którym 

za pomoc! pewnego operatora zamienia si& macierz na wektor lub wektor na macierz. 

Operatory te s! zdefiniowane w ró$ny sposób. Macierze asocjatywne stanowi! pomost 

pomi&dzy znan! technik! rachunkow! na macierzach dwuwska'nikowych, a rachunkiem 

macierzy wielowska'nikowych. Stwarza to mo$liwo%" wykorzystania istniej!cych progra-

mów numerycznych, po pewnej ich adaptacji, do rachunku na macierzach wielowska'niko-

wych. Macierze asocjatywne pozwalaj! równie$ na zdefiniowanie szeregu podstawowych 

poj&" teorii macierzy wielowska'nikowych takich, jak: kanoniczno%", dodatnio okre%lono%", 

nieosobliwo%", rz!d i %lad. 

Rozwa$my zbiór I’=(I1, I2, ...,Ip), gdzie Ii=(1, 2, ... ,ni), i=1…p, 

1 2 1 2 1 2 1 2... , ... , ... , ...p 8 9 :" " " " " " " " " " " "I I I = I     L L L = L    S S S = S   C C C = C , 

o elementach odpowiednio:  

(i1 i2 ... ip ) $ I, (l1 l2 ... l8) $ L, (s1 s2 ... s9) $ S, (c1 c2 ... c:) $ C. 

Dla skrócenia zapisu b&dziemy stosowali nast&puj!ce oznaczenia: 

(l1 l2 ... l8)=l, (s1 s2 ... s9)=s, c1 c2 ... c:)=c, (l1 l2 ... l8 s1 s2 ... s9 c1 c2 ... c:)=lsc, przy czym 

lsc $ (L×S×C) stanowi pewn! permutacj& indeksów i1, i2, ..., ip. Tak wi&c dowolna per-

mutacja indeksów i1, i2, ..., ip, z jednoczesnym zakwalifikowaniem pierwszych 8 indek-

sów do l, nast&pnych 9 do s i ostatnich : indeksów do c, jest równowa$na utworzeniu 

lsc $ (L×S×C). 

Utworzenie w powy$szym post&powaniu zbiorów L, S, C o elementach odpowiednio l, 

s, c, nosi nazw& rozbicia zbioru indeksów (i1, i2, ..., ip) na roz#!czne klasy indeksów zwanych 

odpowiednio wolnymi, splataj!cymi i sumuj!cymi. Je$eli który% ze zbiorów L’, S’, lub C’ 

jest pusty, to odpowiedni zbiór L, S, lub C jest tak$e zbiorem pustym. 

Rozwa$my p-wska'nikow! macierz: 
1 2 ... pi i i

- *# , )U u , ik = 1,.., nk, k =1,...,p. Je$eli do-

konamy rozbicia zbioru indeksów (i1, i2, ..., ip) na roz#!czne klasy l, s, c (w sensie zdefi-

niowanym powy$ej), to przez macierz U = [ulsc] rozumie" b&dziemy transpozycj& macie-

rzy U dla T = H I1 2
, ,...

.... .....

p
i i i

l s c
. Nale$y przy tym zwróci" uwag&, $e w wielu przypadkach za-

kwalifikowanie odpowiednich indeksów do l, s lub c odgrywa istotn! rol& przy definio-

                                                 
6 Tam$e. 
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waniu szeregu poj&" lub dzia#a . Niech dana b&dzie macierz 
1 2 ... pi i i

- *# , )A a , ik = 1,.., nk, 

k =1,...,p z rozbiciem zbioru indeksów (i1, i2, ..., ip): 

l = (l1 l2 ... l ), 
H Ilnl   ..1# ,   = 1 .. 8, 

s = (s1 s2 ... s0), 
H Isns 00 ..1# , 0 = 1 .. 9, 

c = (c1 c2 ...c/ ), 
H ICnc // ..1# , / = 1 .. :, 8 + 9 + : = p. 

Dokonajmy uporz!dkowania leksykograficznego elementów zbiorów l, s, c  i oznaczmy 

je odpowiednio: 
H I H I H IlN

lll ..., 21
, 

H I H I H IsN
sss ..., 21

,
 

H I H I H IcN
ccc ..., 21

, gdzie: 

H I

1

dla 0

1 dla 0

l

i
il

n
N

8
8

8
#

B FEG
# C
G #D

 , 

H I

1

dla 0

1 dla 0

s

i
is

n
N

9
9

9
#

B FEG
# C
G #D

, 

H I

1

dla 0

1 dla 0

c

i
ic

n
N

:
:

:
#

B FEG
# C
G #D

. 

Definicja 1 

Dwuwska'nikow! macierz blokowo-diagonaln! postaci: 

1

2

1

.

.

.

s

lc

lc

N

lsc lc

h

h

lc

Nc

A

A

A

#

- *
+ (
+ (
+ (
+ (# #
+ (
+ (
+ (
+ (, )

A D A , 

o wymiarach (Nl"Ns) " (Ns"Nc) nazywamy macierz! asocjatywn! wzgl&dem macierzy Alsc, 

przy tym
H I

[ ]lc h

h ij#A a , h-ty blok o wymiarach Nl"Nc ,  natomiast ( )
( ) ( ) ( )

h
i h jij s cl#a a , i=1..Nl,  

j=1..Nc,  h=1..Ns. 

W przypadku, gdy który% ze zbiorów L, S, lub C jest pusty, wówczas w zapisie macierzy 

asocjatywnej pomija" b&dziemy odpowiedni! liter& l, s lub c. Powy$sze zagadnienie 

zosta#o zilustrowane przyk#adami w pracy7. 

Definicja 2. 

Macierz Alsc nazywamy (lsc)-nieosobliw!, (lsc)-kanoniczn!, (lsc)-dodatnio okre%lon!, 

gdy bloki diagonalne macierzy asocjatywnej Alsc s! odpowiednio macierzami nieosobli-

wymi, kanonicznymi, dodatnio okre%lonymi. 

                                                 
7 W.Sklinsmont i in., [1989], Macierze wielowska!nikowe. Macierze asocjatywne, Zeszyty naukowe ART 

w Olsztynie, nr 19. 
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Rz$d macierzy wielowska"nikowej 

Niech b&dzie dana p - wska'nikowa macierz: 
1 2 ... pi i i

- *# , )A a , ik = 1,.., nk, k =1,...,p, 

gdzie 1 .. ,l n  #  1 .. 8# , s = (s1, s2, …, s9), 
( )1  .. ss n0 0# , 1.. 0 9# , c = (c1, c2, … cµ), 

( )

 1 .. cc n/ /# , 1 .. / :#  oraz   k p/ :& & # , b&dzie ustalonym rozbiciem jej zbioru indek-

sów. Dla powy$szego rozbicia utwórzmy macierz oraz (lsc)-asocjatywn! wzgl&dem niej 

macierz A
lsc. 

 

Definicja 1 

(lsc)-rz&dem macierzy A b&dziemy nazywa" ci!g rz&dów bloków diagonalnych lc

hA  macierzy 

(lsc)-asocjatywnej z macierz! Alsc i oznacza": 

( ) ( ) ( ( )),lc

l sc lsc hr r r# #A A A  1 .. sh N# , gdzie 

H I

1

dla 0

1 dla 0

s

i
is

n
N

9
9

9
#

B FEG
# C
G #D

. 

%lad macierzy 

Rozwa$my p-wska'nikow! macierz 
1 2 ... pi i i

- *# , )A a , ik = 1,.., nk, k =1,...,p i ustalmy 

dla niej rozbicie zbioru indeksów tak jak poprzednio. Je$eli dodatkowo rozbicie to spe#-

nia warunki: 

1.   8 :# ; 

2. ( ) ( ) l c

k kn n# , dla ka$dego k = 1 .. p, co notowa" b&dziemy krótko w postaci c:=l, 

wówczas: 

 

Definicja 2. 

(lsc)-%ladem macierzy Alsc dla rozbicia spe#niaj!cego powy$sze warunki nazywamy 

sum& 
lsc

s l c#
@@a  i oznacza" b&dziemy H I H I  ,lsc lsctr tr#A A gdzie 

( ) ( ) ( )
1 2

1 21 1 1

 

s s sn n n

s s s s

8

9# # #

# J@ @ @ @  nato-

miast 
1 1 2 2

  
l c l c l c l c::# # # #

# J@ @ @ @ . 

W szczególno%ci, gdy 8 = : = 0 wtedy H I H I    s s s
s

tr tr# #@A A a . Natomiast, gdy 9 = 0, 

wtedy H I H I     lc lc s
l c

tr tr
#

# #@A A a . 

 

Norma macierzy 

W literaturze za norm& macierzy A najcz&%ciej przyjmuje si& nieujemn! liczb& A  

spe#niaj!c! nast&puj!ce warunki :  

1. 0  0# 7 #A A ; 

2.     #A A ,  -skalar; 

3.    & % &A B A B . 
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Definicja 3 

Norm& p-wska'nikowej macierzy 
1 2 ... pi i i

- *# , )A a , ik=1,..,nk, k =1,...,p nazywamy liczb& 

A  okre%lon! wzorem 
p1 2

1 2 p

1 2  p

nn n
2

i i   i
i  1i 1 i   1

   J
# # #

# @ @ @A a  b!d' krótko 2  c
c

 !A a , gdzie: 

c = (c1,c2,…,cp), ck=ik, k=1,…, p, 
. . . . . .

5 5 5 5 5 5

.. . . ..
1 1 1 1 1 1

      , ,    .i ijk j ijk k ijk
j k i k j i      

   !! !! !!a a a a a a  

 

Ocena sk adowych jako!ci niemierzalnych na podstawie oceny kompleksowej 

Niech u ytkownik dysponuje dost!pem do zbiorów trzech rodzajów elementów, 
które stanowi" istotne wyposa enie urz"dzenia i którego warto#$ motoryczna w najwi!k-

szym stopniu od nich zale y. Poszczególne elementy ró ni" si! w sposób niemierzalny 

jako#ci" wykonania, materia%em a tak e stopniem zaufaniem do nich przez u ytkowni-
ków. Niech np. b!d" to  m-maszty, %-%odzie,   - agle, U ytkownik chcia%by wiedzie$ jak 

dobra$ najlepszy zestaw spo#ród dost!pnych zbiorów masztów, %odzi i  agli. Warto#$ 

zestawu okre#la si! miejscem uzyskanym w te#cie o charakterze wy#cigu po prostej 
np. 2000m. Ze wzgl!du na praktycznie niemo liwe przebadanie wszystkich mo liwych 

zestawów nawet dla stosunkowo niedu ych zapasów poszczególnych zbiorów sk%ado-

wych elementów, a tak e z powodu zu ywania si! elementów podczas d%ugotrwa%ych 
sprawdzianów metoda powinna uwzgl!dnia$ te ograniczenia. Ze wzgl!dów technicz-

nych u ytkownik ograniczy% liczb! równocze#nie testowanych zestawów do 5 %odzi. 

Ponadto w ka dym te#cie starowa%a jeszcze jedna %ód& wyposa ona w sta%y zestaw masz-
tu i  agla, a sternikiem by% aktualnie najlepszy zawodnik kadry Polski. Z tych wzgl!dów 

„sze#cian” warto#ci zestawów b!dzie mia% wymiary 5x5x5. Ograniczymy si! tylko 

do przebadania 125 zestawów, w 25 próbach po 5 zestawów w ka dej. Wyboru zesta-
wów do ka dego sprawdzianu dokonano wg klucza stanowi"cego 3-wska&nikow" ma-

cierz stopnia 5: 

 

gdzie jednakowe liczby pochodz" z tej samej transwersalni, a miejsca przez nie zajmo-

wane w macierzy, maj" wspó%rz!dne b!d"ce numerami elementów z jakich utworzony 
jest zestaw bior"cy udzia% w te#cie o numerze porz"dkowym transwersalni. Przez trans-

wersal! trój wska&nikowej macierzy stopnia 5 rozumiemy ka dy ci"g: 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5s c  c  s c  s c s c{  }l l s l l la a a a a  

elementów  tej macierzy, których wska&niki spe%niaj" warunki 

" # " # " #–  1     mod 5 ,  –  1     mod 5,   –  1     mod 5.v v vl i v s j v c k v$ % $ % $ %  

Po przeprowadzeniu 25 wy#cigów po 5 zestawów w ka dym otrzymane wyniki uzyska-
nych miejsc od 1 do 5, zapisujemy w formie takiej samej macierzy trój-wska&nikowej 

5x5x5 po transwersalach od 1 do 25.  
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Otrzymana w ten sposób macierz [aijk ] zestawów pobranych do bada', nosi$ b!dzie 

nazw! macierzy obserwacji. Dla struktury zapisu reprezentowanej przez macierz wska&-

ników: 

 

mo emy macierz obserwacji uzyskanych po sprawdzianach zapisa$ w postaci macierzy 

5-wska&nikowej: 

. 

Ka dy przekrój 2-krotny 3-wska&nikowej macierzy obserwacji charakteryzuje war-

to#$ jednej z cech zestawu. Pos%uguj"c si! addytywn" funkcj" jako#ci mo emy uporz"d-
kowa$ zbiory masztów, %odzi i  agli. Sumaryczne oceny dla poszczególnych przekrojów 

2-krotnych macierzy obserwacji wynosz" dla i, j, k=1,...,5: 

. .

5 5

..
1 1

   ,   i ijk
j k  

 !!a a
. . . .

5 5 5 5

. . ..
1 1 1 1

   ,    j ijk ijk
i k j i

a
    

  !! !!a a a k
  

i wpisujemy w pierwszy wiersz tabeli algorytmu porz"dkowania. 

Kieruj"c si! sumaryczn" warto#ci" przekrojów w ka dym kierunku porz"dkujemy 

w nast!pnym kroku numery cech wed%ug odpowiadaj"cych im rosn"cych warto#ci prze-
krojów (drugi krok algorytmu). Otrzymany porz"dek jest tylko cz!#ciowym, bowiem 

niektóre sumaryczne oceny przekopów s" równe. W zwi"zku z tym pos%u ymy si! mia-

r", któr" nazwiemy sumaryczn" odleg%o#ci" sekwencyjn", maj"c" posta$ dla wska&ni-
kowej macierzy n-tego stopnia.  

Dla p=2: 

" #
1 2

1,

2

1 1

 
n n

ij i j
j i

D
&

%
  

& !! a a . 

Minimalizacja sumarycznej odleg%o#ci sekwencyjnej jest kryterium pomocniczym sto-

sowanym wówczas, gdy sumy ocen przekrojów oka " si! kryterium niewystarczaj"co 

porz"dkuj"cym. 
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Tab. 3. Warto ci zestawów w przekrojach 

Warto ci zestawów w przekrojach 

 68 73 73 80 

81 

57 77 79 79 

83 

72 74 74 74 

81 

Lp. Nr masztu Nr !odzi Nr "agla 

Warto # 

D2 

1 5 2 4 1 3 5 1 3 4 2 5 2 1 4 3 1182 

2 5 2 4 1 3 5 1 3 4 2 5 2 4 1 3 1174 

3 5 2 4 1 3 5 1 3 4 2 5 4 1 2 3 1192 

4 5 2 4 1 3 5 1 3 4 2 5 4 2 1 3 1232 

5 5 2 4 1 3 5 1 3 4 2 5 1 4 2 3 1174 

6 5 2 4 1 3 5 1 3 4 2 5 1 2 4 3 1142 

7 5 4 2 1 3 5 1 3 4 2 5 2 1 4 3 1190 

8 5 4 2 1 3 5 1 3 4 2 5 2 4 1 3 1182 

9 5 4 2 1 3 5 1 3 4 2 5 4 2 1 3 1200 

10 5 4 2 1 3 5 1 3 4 2 5 4 1 2 3 1240 

11 5 4 2 1 3 5 1 3 4 2 5 1 4 2 3 1182 

12 5 4 2 1 3 5 1 3 4 2 5 1 2 4 3 1150 

13 5 2 4 1 3 5 1 4 3 2 5 2 1 4 3 1156 

14 5 2 4 1 3 5 1 4 3 2 5 2 4 1 3 1148 

15 5 2 4 1 3 5 1 4 3 2 5 4 2 1 3 1166 

16 5 2 4 1 3 5 1 4 3 2 5 4 1 2 3 1206 

17 5 2 4 1 3 5 1 4 3 2 5 1 4 2 3 1148 

18 5 2 4 1 3 5 1 4 3 2 5 1 2 4 5 1116 

19 5 4 2 1 3 5 1 4 3 2 5 2 1 4 3 1164 

20 5 4 2 1 3 5 1 4 3 2 5 2 4 1 3 1156 

21 5 4 2 1 3 5 1 4 3 2 5 4 2 1 3 1174 

22 5 4 2 1 3 5 1 4 3 2 5 4 1 2 3 1214 

23 5 4 2 1 3 5 1 4 3 2 5 1 4 2 3 1156 

24 5 4 2 1 3 5 1 4 3 2 5 1 2 4 3 1124 

25 5 2 4 1 3 5 1 4 3 2 5 1 2 4 3 1116 

 ród!o: opracowanie w!asne.  

Nawi"zuj"c do algorytmu porz"dkowania zauwa my,  e w zbiorze sum przekrojów 

w kierunkach i oraz j mamy dwa przekroje o równych ocenach sumarycznych, natomiast 

w kierunku k, a  trzy przekroje maj" tak" sam" warto#$. Algorytm porz"dkowania musi 
zatem uwzgl!dni$ 2! x 2! x 3! = 24 stany uporz"dkowania. Dla ka dego z nich oblicza-

my D2 (warto#ci te umieszczony w ostatniej kolumnie), a nast!pnie spo#ród nich wybie-
ramy takie uporz"dkowanie, którego D2 osi"ga warto#$ najmniejsz" (por. wiersz 18 

i 25). Pierwsze sze#$ wierszy w algorytmie porz"dkowania odpowiada 3! permutacj" 

numerów cech w zbiorze  agli (kierunek k) przy ustalonych porz"dkach zbiorów masz-
tów (kierunek i) oraz %odzi (kierunek j). Wiersze 7-12 to 3! permutacji w kierunku [i] 
przy nie zmienionym porz"dku w kierunku [j]. Wiersze 13-18 oraz 19-24 odpowiadaj" 

permutacj" w kierunkach [i] oraz [k] dla drugiego uporz"dkowania w kierunku [j]. Osta-
teczne uporz"dkowanie minimalizuj"ce D2 umieszczono w wierszu 25. Odpowiada to 

uporz"dkowaniu zbiorów elementów sk%adowych: 

' (5 2 4 1 3, , , , , m m m m m
 
' ( ' (5 1 4 3 2 5 1 2 4 3, , , , ,  ,  , , , ,! ! ! ! ! " " " " "

 
dla których D2 = 1116 i jest najmniejsz" spo#ród warto#ci D2. 
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MULTI-INDEX MATRICES IN ECONOMIC AND SOCIAL SCIENCES 

The present application of spatial econometrics is still insufficient to launch complex exami-

nations of processes in social and economic development. Econometrics employs numerous 

achievements of mathematical statistics, particularly those connected with multi-variable methods. 

However, what makes an obstacle in such an operation is two-dimensionality of algebraic objects 

that both sciences use for their calculations. Therefore, I would like to promote in my work 

an instrument of multi-index matrices that may significantly accelerate the progress taking place 

in the research of complex social and economic processes. This work defined the multi-index 

matrices together with operations that may be carried out on them. Special consideration is given 

to their products, the definition of which includes not only 5 known and practically applied ones 

but also 8 others, the application of which is still to be discovered. Using the notion of the associa-

tive matrix the following have been defined: (lsc)-non-singular matrix, (lsc)-canonical matrix, 

(lsc)-equivalence, p-index standard matrix, (lsc)-trace and other notions indispensable for the 

matrix algebra. The work includes definition of generalized invertible multi-index matrix and 

theorems connected with that notion, including the existence criteria for H- and L-generalized 

invertible Alsc matrices as well as the Moore–Penrose inverse. The work includes also other appli-

cations of multi-index matrices differing from the statistical methods. 

 


