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Streszczenie. Obecny zakres zastosowan metod ekonometrii przestrzennej jest ciagle niewy-
starczajacy, aby podejmowac kompleksowe badania procesow rozwoju spoteczno-gospodarczego.
Ekonometria duzo korzysta z dorobku statystyki matematycznej zwlaszcza z jej wielozmiennych
metod. Jednak przeszkoda w tym dziataniu jest dwuwymiarowos¢ obiektéw algebraicznych,
ktérymi obie dziedziny si¢ postuguja. Dlatego w pracy chce wypromowac instrument macierzy
wielowskaznikowych, ktéry moze w sposob znaczacy przyspieszy¢ postep w badaniach komplek-
sowych, procesow spoteczno-gospodarczych. W pracy definiuje si¢ macierze wielowskaznikowe,
dziatania na nich ze szczegélnym akcentem na ich iloczyn, ktérego definicja obejmuje oprocz
5 znanych i stosowanych w praktyce, rowniez 8 innych, ktdrych zastosowanie czeka na odkrycie.
Przy pomocy pojecia macierzy asocjatywnej definiuje si¢ macierz (Isc)-nieosobliwa, (Isc)-
kanoniczng , (Isc)-dodatnio okreslone, (Isc)-rzad, (Isc)-$lad, norme¢ p-wskaznikowej macierzy oraz
inne niezbg¢dne w algebrze macierzy kategorie pojgciowe. Praca zawiera rowniez zastosowanie
macierzy wielowskaznikowych odbiegajace od statystycznych metod ale mieszczacych sig¢
w kategoriach badan ilosciowych. Rozwiazuje zagadnienie oceny i uporzadkowania jakosci nie-
mierzalnych sktadajacych si¢ na obiekt, ktdrego wartos¢ taczna mozna ocenié¢ mierzalnie.

1. WPROWADZENIE

Wielowymiarowa analiza struktur gospodarczych jest waznym dziataniem w kierunku
poszukiwania prawidtowosci rozwoju spoteczno — gospodarczego. Definiowana przez Mar-
ciniaka' struktura gospodarcza obejmuje zaréwno strukture produkcyjna gospodarki, jak
iformy organizacji produkcji, podzialu i wymiany, a zatem caly system funkcjonowania
gospodarki.

Struktura gospodarcza sktada si¢ z czgsci, pozostajacych wobec siebie w okreslonych re-
lacjach, przy czym kazda czg$¢ rowniez stanowi strukturg. Kazda struktura jest makrostruk-
tura wobec swoich czgsei 1 mikrostrukturg wobec struktury, ktorej jest czgscia. Mozna wigce
mowi¢ o dzialowej strukturze gospodarki narodowej, strukturze zatrudnienia, strukturze
konsumpcji, strukturze naktadow inwestycyjnych, strukturze eksportu, strukturze stuchaczy
szkdt wyzszych, strukturze wyksztalcenia spoteczenstwa, strukturze spozycia w okreslonych
grupach ludnosci, itp.

Bardzo waznym jest prowadzenie analiz strukturalnych zaréwno w aspekcie przeobrazen
w czasie jak i w przestrzeni. Ostatecznym efektem wielowymiarowych analiz porownawczych
jest zrozumienie dziatan, optymalnych w danych warunkach, prowadzacych do takich zmian
strukturalnych, ktdre zapewnia przyspieszony i zréwnowazony rozwoj spoteczno - gospodar-
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czy. Podstawowym problemem we wszelkich analizach poréwnawczych, w tym réwniez
migdzyregionalnych, jest zdefiniowanie wielowymiarowej przestrzeni, w ktorej badane jest
podobienstwo obiektow gospodarczych np. wojewodztw, czy krajow.

W dotychczasowych badaniach osie takiej przestrzeni stanowity zazwyczaj rzeczywiste
zmienne makroekonomiczne, natomiast sama taksonometryczna analiza krajow dotyczyta
osiagnigtego poziomu rozwoju regionalnego.

Omawiana przestrzen moze by¢ przy tym podzielona na kilka podprzestrzeni,
podsystemow  A=[Al, A2, A3, A4], gdzie np.: Al — rozwdj spoteczny, A2 — rozwdj
infrastruktury technicznej, A3 — stan i ochrona $rodowiska przyrodniczego, A4 — rozwdj
infrastruktury finansowej, rézniacych si¢ przyjetym zestawem zmiennych diagnostycznych,
dhugoscia okresu objgtego badaniem, itp. Analiza moze dotyczy¢ bardziej zdezagregowanych
problemow, jak ochrona zdrowia, wyzywienie, infrastruktura spoteczna, a ponadto moze by¢
prowadzona z punktu widzenia zaréwno miernikow poziomu rozwoju, jak i czynnikow
rozwoju, co znacznie poszerza jej zakres, stwarza jednak problemy przy hierarchizacji
badanych wojewodztw, krajow.

2. METODOLOGIA

W pracy zbiorowej pod red. A. Zeliasia ? zrezygnowano z nadmiaru wielowymiaro-
wosci, stwierdzajac ze ,,w ogdlnym przypadku dane mozna ujaé¢ w postaci czterowymia-
rowej macierzy X=[X;,,]”. Stwierdzono réwniez, ze marginalne znaczenie majg inne
mozliwe typy struktur danych, w ktorych uwzgledniany jest typologiczny aspekt struktur
gospodarczych. Zauwazono ponadto ze ,,odrgbny problem stanowi redukcja wymiarow
macierzy danych (przy zachowaniu liczby jej elementdw) poprzez utworzenie zbiorow
,mieszanych”, stanowiacych iloczyn kartezjanski dwoch lub wigcej zbiordéw sktadowych
struktury: cech, typow, obiektow i okreséw”. Takie podejscie wskazuje na koniecznosé
poruszania si¢ w materii macierzy wielowskaznikowych, a zatem wykonywania dziatan
w algebrze tych macierzy.

Do dzisiaj nie udato si¢ wdrozy¢ komputerowego programu rachunkow algebraicz-
nych na macierzach wielowskaznikowych, zwlaszcza ich iloczynow. Jak wykazatem
w pracy’ jest ich 13 typow, sposrod ktorych zaledwie 5 jest w powszechnym uzytku.
Przyjecie tego faktu do wiadomosci, dopuszcza mozliwo$¢ rozpatrywania roznych wie-
lowymiarowych struktur ekonomicznych takich jak: rodzajowych, typologicznych, prze-
strzennych, czasowych, a przy tym kazda z nich moze by¢ rozwazana w r6znym aspek-
cie. Wymaga to jednak zdefiniowania na nowo pojeé algebry macierzy wielowskazni-
kowych tak aby mozna byto je wykorzysta¢ w wielozmiennych metodach statystycznych
i ekonometrii przestrzenne;j.

2 Patrz: A. Zelias i in., [1991], Ekonometria przestrzenna. PWE Warszawa.
> W. Sklinsmont i in., [1985], Macierze wielowskaznikowe. Podstawowe pojecia i dzialania. Zeszyty
naukowe ART w Olsztynie, nr 15.
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Podstawowe pojecia

Niech J,={1,2,....n,}, (a=1,2,...,p) beda skoniczonymi podzbiorami zbioru liczb na-
turalnych, zas R, zbiorem liczb rzeczywistych.
Funkcje /2 J, xJ, x...xJ , = Rnazywamy p-wskaznikowa macierzg o wartosciach

w zbiorze R. Liczbe f(ii,..i,)=a,, , , gdzie i, €J,, a=1,2,..,p nazywamy elementem

p-wskaznikowej macierzy odpowiadajacym wspotrzednym (i i, ... i,).
Zbior wszystkich wartosci tej funkcji nazywamy obrazem p-wskaznikowej macierzy

1 oznaczamy: A = [ailizml.p 1, i,<n,, a=12,.p,przy czym n, jest stopniem wskazni-

ka i, lub jego rozmiarem.

W przypadku, gdy n,=...=n,=n, dla n>1, macierz A nazywamy p-wskaznikowa ma-
cierza n-tego stopnia. Gdy »=1, macierz degeneruje si¢ do skalaru.

Nie wynika stad jeszcze, w jaki sposob mozna wypisywaé wszystkie elementy

a, ., , w formie konkretnej macierzy wielowskaznikowej. W zwiazku z tym wprowa-

dzimy dalsze ustalenia.

Sposdb rozmieszczenia elementdw typu wspotrzednych (i, i, ... i,) w obrazie macie-
rzy nazywac¢ bedziemy strukturg zapisu, ktorej graf — notujemy obok, po prawej stronie
obrazu macierzy.

Ze wzgleddéw praktycznych ograniczymy si¢ jedynie do struktury zapisu dwuwy-
miarowego.

Uporzadkowany w okreslony sposob zbidr elementow (i 7 ... i,) nazywamy macie-
rzg wskaznikow (indeksow) lub matryca macierzy, i oznaczamy przez E.

Wobec powyzszych ustalen, jesli w miejsce elementu (i; i, ... 7,) matrycy E, pod-
stawimy przyporzadkowany funkcja f, element a,; , to otrzymany, uporzadkowany

wedlug struktury zapisu E, obraz zbioru elementow {a ) }, nazywamy macierza

ijip..i
A o strukturze zapisu E i oznaczamy symbolem A|g.

Macierz p-wskaznikowa, ktorej wszystkie elementy sa zerami nazywamy
p-wskaznikowa macierza zerowa i oznaczamy symbolem 0.

(p-1)-wskaznikowa macierz [ a ], o ustalonej wartosci lTa wspoétrzednej i,

i g wip

nazywamy przekrojem prostym o orientacji (i,). Przekrdj ten ma rozmiary:

R | .1, (p-m)-wskaznikowa macierz o ustalonych wartosciach 7, ,i I

o= a+lo arap 2t oy

indekséw i, ,i i (1<m<p-1) nazywamy m-krotnym przekrojem o orientacji

Y SN
(lgy sl seesly, )-

Postugujac si¢ (p-1)-, lub (p-2)-krotnymi przekrojami, tzn. macierzami jedno-
lub dwuwskaznikowymi, mozna macierz p-wskaznikowa zapisa¢ w postaci prostokatne;j
tablicy, przy czym przekroje te oddzielamy liniami pionowymi i poziomymi, a informa-
cje o zakresie i kierunku przebiegu poszczegolnych indekséw podajemy w formie grafu
strzatkowego.

Dla macierzy A = [a <n,, a=1273,4, gdzie n|=3, n,=2, n3=2, ny=3,

i1 ip i3 ig ]’ la— a
macierz wskaznikéw E moze przyjac postaé:
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(1111 1211 | 1112 1212 | 1113 1213 ] <3
2111 2211 | 2112 2212 | 2113 2213 -
E - 3111 3211 | 3112 3212 | 3113 3213 r <2
! 1121 1221 | 1122 1222 | 1123 1223
2121 2221 | 1222 2222 | 2123 2223 <2 03
| 3121 3221 | 3122 3222 | 3123 3223 ]

Macierz powyzsza jest reprezentacjq macierzy wskaznikéw E zapisang za pomoca
dwukrotnych przekrojow o orientacji (i3, i;). Macierz E, zapisana za pomoca dwukrot-

nych przekrojow orientacji (iy, i1), ma reprezentacje postaci:

Zgodnie z definicja macierzy wielowskaznikowej, przyporzadkowujac kazdemu
elementowi macierzy E; i E, pewien element ciata R, otrzymujemy 4-wskaznikowg

(1111 1121 | 2111 21213111 3121

1211 1221 | 2211 2221 | 3211 3221 <3
_ 1112 1122 [ 2112 2122 | 3112 3122. rhgz
2 1212 1222 (2212 2222|3212 3222

1113 1123 | 2113 2123 | 3113 3123 i4<3 <2

1213 1223 | 2213 2223 | 3213 3223

macierz A zapisang za pomocg 2-krotnych przekrojow orientacji (i3, iy), (i, i), Np.:

[ 2 3] -1 2| 2 2] 2 3] -1 2] 3 1]
-1 2| 4 3| 0 1 3 20 2 310 1
P 2 6 I W1 IR s N 2 B A
/1_32 1 2] 3 3’/2_223 11 1)
2 30 2 1| 2 1 2 310 2| 1 o0
111 1] 0 2 2 3] 1 1] 0 2]

Trzeba tu zauwazy¢, ze kazdy sposob zapisu macierzy przy okreslonej orientacji daje
wystarczajaca informacj¢ do tego, by mozna bylo t¢ macierz zapisa¢ w postaci przekrojow
o0 inngj orientacji. Z potrzeba takich zmian zapiséw, spotykamy si¢ w praktyce.

Wielowskaznikowe macierze nazwiemy symetrycznymi wzgledem wybranych
wskaznikow, jesli ich stopnie sa réwne, a elementy, ktdrych wspolrzedne roznig si¢
tylko permutacja tych wskaznikow sa takie same. Jezeli macierz jest symetryczna
wzgledem wszystkich wskaznikow, to nazywamy ja macierza symetryczna.

Macierz wielowskaznikowa nazywamy sko$nosymetryczna wzgledem wybranych
wskaznikdw, jezeli ich stopnie sa rowne, a elementy ktérych wspdtrzedne rdznia si¢
tylko permutacja tych wskaznikéw, maja wartosci przeciwne.

Macierz Ag =[a,;,;, ]jest macierza symetryczna wzgledem pary wskaznikow

(i ip), jezeli ma postac:
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A/E{ ;}.

W zapisie powyzszym zaznaczono, ktore elementy sa ze soba zwiazane relacja sy-
metrii (oznaczone jednakowa litera). Te, ktére moga by¢ catkowicie dowolne oznaczono
”V’QI

Przyktadem macierzy symetrycznej 3-wskaznikowej 3-go stopnia tzn. symetrycznej
wzgledem wszystkich wskaznikdéw jest macierz:

V a
a V

vV b
bV

a a bla

c d|b d g
AlE=|a ¢ d|c B h|d h f|.
b d gl|d h flg f 7

Jezeli o, a, ..., o, jest dowolna permutacja liczb 1, 2, ..., p, to macierze:

[a i _; 1sa wzajemnie swoimi transpozycjami wzgledem zmiany
indeksow ( 7 J, gdy dla elementéw tych macierzy zachodzi relacja:
Iap
Aiy iy = Ry, ktorq zapisujemy za pomoca symbolu A", gdzie:

_ T T
=1 oA =My, =l

1
a1 ay D{p

1.

iy iy g

Jak fatwo zauwazy¢, liczba wszystkich mozliwych transpozycji macierzy
p-wskaznikowej, wliczajac w to transpozycj¢ tozsamosciowa, jest réwna p!
Podstawowe dziatania na macierzach wielowskaznikowych

Na wstepnie zdefiniujemy relacje rdownos$ci macierzy.

. i, <n, JpS<my
Macierze A=[a ] B=[b ] , hazywamy
ib-ip” g =1,2,.,p Mda ™ f=12,..,q
rownymi, jezelip =q  (a = f) = (n,=mp):
a :b . sgdy ik:jk (kzl,,p) .
iiy..ip Ni2--Jq

Jezeli macierze A i B spetniaja tylko dwa pierwsze warunki, to nazywamy je macie-
rzami tego samego typu.

Sumg A+B (macierzy tego samego typu):

A=[a . 1 ig <ng ’ b ] ig <ny

] - I 7 / 2
Nedp™ g =12,.,p Mhetp® g =12,.,p
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. ig Shy
nazywamy macierz tego samego typuC =[c

]

o , ktorej elementy
h2-ip™ g=12,.,p

spetniaja zaleznos¢: ¢; iy iy = Riiy iy FPh iy i Tloczynem kA, liczby k przez macierz

ig Shy

A=[a ]

o nazywamy macierz C tego samego typu co A, ktdrej ele-
ii-ip® g =12,.,p

menty spetniaja zaleznos¢ Ciiy. i, :kai1 by
Zamiast A+(-1) B mozna napisa¢ A-B i nazywa¢ rdznica macierzy A i B. Latwo
sprawdzié, ze jezeli dla danych macierzy wyzej okreslone dziatania sa wykonalne, to:
A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+0=A
k(A+B)=kA+kB
(k+u)A=kA+uA
k(uA)=(ku)A
0A=0

Tloczyn macierzy wielowskaZnikowych

W celu zdefiniowania iloczynu macierzy wielowskaznikowych konieczne jest wstgpne
okreslenie pewnego postgpowania przygotowawczego w stosunku do kazdej z macierzy
wymnazanych. Postepowanie to Sokolov' nazywa rozbiciem zbioru indekséw. Wezmy

dowolna p-wskaznikowa macierz U =[u iy i 1, gdzie i,< n,, o=1,2,...p.
nt lp

Zbior indeksow {7 i, ... i,} podzielmy na trzy rozlaczne podzbiory, odpowiednio o liczeb-
nosci & A, uiutworzmy z nich trzy ciagi =(4,....ko), s=(5;,....52), ¢=(c; ,...,c,). Stanowia one
w/w rozbicie zbioru indeksow.

Oczywiscie, zachodzi przy tym warunek x+A+u=p. Macierz U moze by¢ wowczas
zapisana w postaci pewnej swojej transpozycji: U Isc =[u y 1, przy czym

T P T I B

(Iscy=(l},....1e Sp,-...S4 Cy,...ncpy) jest permutacja zbioru indeksoéw {i ,..., i,}.

Niech macierze A i B, odpowiednio p- i g-wskaznikowe, maja postac:
l,<n, a=12,.,k

= < = )
A [a[1""7[K"S1"'"si7c1""’c/1] Sp<ng p=12,.,4
< }/:1925"'7ﬂ
C}, _I’l},
cqg<n, a=12,..k
B=[b ] sﬁSnﬂ L=12,..,4.

Cl e esCIC ] ee08 7 511 e 1T
BT SO PRy UL PR L %
o=12,..,v
mSSnS

* N.P. Sokotov, [1972], Vvedenie w teoriju mnogomernych matryc, Nauk, Dumka, Kijev.
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Przy czym x A, g v - sa liczbami catkowitymi nieujemnymi, spetniajacymi warunki
K+ A+tu=p, A+u+v=q, wowczas iloczynem macierzy A przez B nazywamy macierz C,
(x+A+v) — wskaznikowgq postaci:

monmp Mu

Z Z z all,...,l,(,sl,....Avl,cl,...c” : bcl,...,c,(,sl,...,x/l,n11,...,m‘,:| = [cll,...,ZK,SI,...,sl,ml,...,mv = AB = C .

c1=lep=1 cyzl

Korzystajac z oznaczen uzytych do skroconego zapisu rozbicia zbiordw indeksow
obu macierzy na podciagi odpowiednio / s, ¢; ¢, s, m mozna iloczyn powyzszy zapisa¢
w formie skroconej:

n ny o

AIS(TBL‘S’}’I = I:Za/xcbcxmjl = [clsm ]’ gdZie zzz z z -

c c1=lep=1 zryzl

Tab. 1. Stopnie indekséw

Stopnie Liczba indeksow stopnia Zx K=1..R MIN (Px, Ox)
indeksow Macierzy A Macierzy B K=1,2,..,R
Z P, 0 Wi
Z, P, 0, W,
Zp Pp Or W
2P =P 24 =4 LW =W
k=1 k=1 k=1

Zrodio: opracowanie wiasne.

Wskazniki nalezace do ciagéw oznaczonych przez / i m nazywamy indeksami wolnymi,
nalezace do ciagu s indeksami splatajacymi, za$ nalezace do ¢ sumujacymi.

Wykonalno$¢ iloczynu macierzy wielowskaznikowych jest uwarunkowana mozli-
woscia zakwalifikowania indekséw wymnazanych macierzy do klasy takich, ktére spet-
nia¢ beda rolg splatajacych, sumujacych badz wolnych. Nie ma przy tym znaczenia to,
w jaki sposob beda uporzadkowane wskazniki zakwalifikowane do poszczegdlnych
ciagbéw rozbicia. Wynika to z faktu, ze zawsze mozna przej$¢ do okreslonego uporzad-
kowania droga transpozycji wymnazanych macierzy. Nalezy jeszcze podkreslic,
ze do klasy wskaznikow splatajacych lub sumujacych moga naleze¢ indeksy macierzy,
spetniajace warunek: (a=pf) = (n=mp).

Zauwazmy tez, ze liczba takich podziatow na 1, s, ¢, m zalezy od liczby jednako-
wych stopni indeksow w zbiorze wskaznikdéw obu macierzy wymnazanych. Jezeli
r oznacza liczb¢ réznych wartosci zi, zy,..., z, stopni indeksow w zbiorze p+g indeksow
macierzy A i B, wowczas liczba mozliwych rozbi¢ przedstawia tabela.

Spetlione s przy tym nierownosci 0<A+u<w, gdzie 0<w<min(p,q). Gdy ktdres
z liczb x; A, 1, v w okresleniach macierzy A i B sa zerami, oznacza to, ze w macierzach
tych nie wystgpuja odpowiadajace im ciagi wskaznikow, a w skréconym zapisie macie-
1zy Aje B.sn nie wystapia odpowiadajace im litery sposrod /, s, ¢, m.

W zwiazku z tym moga zachodzi¢ nastgpujace szczegdlne przypadki zdefiniowane-
go wczesniej iloczynu macierzy wielowskaznikowych:
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Tab. 2. Szczegélowe przypadki iloczynu A B,
Szczegolne przypadki Nazwy iloczynoéw spotykane
Lp. . .
iloczynu A B, w literaturze
1. lloczyn tensorowy
A=0 _ 2. Iloczyn kroneckerowski
L. Al Bm - Clm
u=0 3. lloczyn zewngtrzny (kolumn)
4. lloczyn zewngtrzny (wierszy)
k=0
_ _ 1. lloczyn Hadamarda
2 #=0AB =C, 2. Tloczyn Schura
v=0
k=0
3. A=0 A B, =skalar Tloczyn skalar NY
v=0
4 1©=0A,B, =C, Tloczyn khgtrl-rao (dla blokéw o tych sa-
s o mych rozmiarach)
1. Zwykly iloczyn macierzy
5. A=0A4A,B, =C,, 2. Tloczyn Krakowianowy
3. lloczyn kroneckerowski p-tego stopnia
k=0
6' ASL’BL'A = C.S
v=0
=0
7. a A/L‘BS = Cls
v=0
A=0
8. A, B, =C,
v=0
k=0
9' A.YBSm = Cvm
v=0
k=0
10. AB, =C
A=0
11. k=0A,B,,=C,,
12. v=0A,B, =C,
13. A/schsm = C/sm

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Jak wida¢ z definicji iloczynu, mnozenie macierzy dwuwskaznikowych moze pro-
wadzi¢ réwniez do przypadkow gdy w wyniku otrzymuje si¢ macierz 3-, a nawet 4-
wskaznikowa. Z braku okreslenia sposobu zapisu macierzy wigcej niz dwuwskazniko-
wych, uciekano si¢ do kazdorazowego definiowania iloczynu nawet wowczas, gdy roz-
nity si¢ one jedynie forma zapisu rezultatu mnozenia. Przykladem tego sa iloczyn tenso-
rowy i zewngtrzne oraz iloczyn kroneckerowski lewo- i prawostronny, bedace faktycznie
tym samym iloczynem typu A;B,, = C,,. Rdznica mi¢dzy nimi polega na zapisie macie-
rzy C,;, za pomocg przekrojow dwukrotnych o innych orientacjach. Poniewaz istniejg
jeszcze inne mozliwosci zapisu macierzy C,, za pomoca przekrojow o jeszcze innych

orientacjach, mozna by oczekiwac dalszych definicji nowych iloczynow.
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Wszystkie one jednak wraz z wyzej wymienionymi iloczynami sa, jak juz powie-
dzielismy, jednym itym samym iloczynem macierzy wielowskaznikowych przez nas
zdefiniowanym. Powyzsze uwagi zostaty zilustrowane przyktadami w pracy”.

Wtasnosci iloczynu

Z okreslenia iloczynu macierzy wielowskaznikowych A i B wynika, Ze nie jest
on przemienny. Jest faczny, gdy wykonalne sg iloczyny AB i BC, za$ zaden ze wskazni-
kéw sumujacych ¢ w iloczynie AB nie wystapi wsrod wskaznikow sumujacych
¢’ wiloczynie BC. Wtasnos¢ tacznosci iloczynu w zapisie symbolicznym ma ksztalt
(Ayse Besm) Corgm=Ase(Berge Corg) przy czym dla indeksow macierzy B zachodzi waru-
nek (sm)=(Is’c’). Jezeli B 1 C beda g-wskaznikowymi macierzami, zas§ A p-
wskaznikowa, to jezeli beda wykonalne dziatania, wowczas:
A(B+C)=AB+AC, (B+C)A=BA+CA, k(AB)=(kA), B =A(kB), (AB)" =B"A"

gdzie:
Ims Isc csm
T, = T, = T, = i
msl csl msc

Wielowskaznikowe macierze jednostkowe

Wielowskaznikowa macierz A postaci:
i,<n, a=12,..,u

A= |:ail by iy i by ek :| s JpShg =122,
k,<n,
spetniajaca warunek:
1 gdydla kazdego a,i =k,
iy ks ok 0 gdydlakazdego a,i, # ka ’
nazywamy macierza jednostkowa i oznaczamy symbolem J, z podaniem informacji

o rozbiciu zbioru indeksow. Liczba jedynek w macierzy jednostkowej jest réwna iloczy-
nowi L, L, gdzie:

" A
,}_[na dla >0 L - /gnﬂ dlai>0 .
1 dlag=0 1 dla 2 =1

Zauwazmy przy tym, ze zgodnie z przyjeta umowa, jezeli £=0, wszystkie elementy
macierzy jednostkowej sa jedynkami, za$ gdy 4=A1=0 macierz jednostkowa redukuje si¢
do skalaru réwnego 1 1 oznaczamy ja przez J.

*'W. Sklinsmont i in., [1985].
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Twierdzenie

i,<n
a=12..,p
sOW na ciagi /, s, ¢, badz ¢, s, m, istniejq odpowiednie wielowskaznikowe macierze jed-
nostkowe J;. lub J,- takie, ze J;e U = Upgn = Uggn Uie Jesm = Ugn = Upge.

Dla dowolnej macierzy U=[u[|&m[)} dla ktérej dokonano rozbicia zbioru indek-

Wiasnosci te wynikaja zardwno bezposrednio z definicji wielowskaznikowej macie-
rzy jednostkowej, jak i z definicji iloczynu macierzy wielowskaznikowych. Powyzsze
whasnosci zostaty zilustrowane przyktadami w pracy®

Macierze asocjatywne

W zagadnieniach statystycznych bardzo czgsto spotyka si¢ postgpowanie, w ktorym
Za pomocg pewnego operatora zamienia si¢ macierz na wektor lub wektor na macierz.
Operatory te sa zdefiniowane w rozny sposob. Macierze asocjatywne stanowig pomost
pomigdzy znana technika rachunkowsg na macierzach dwuwskaznikowych, a rachunkiem
macierzy wielowskaznikowych. Stwarza to mozliwo$¢ wykorzystania istniejacych progra-
mow numerycznych, po pewnej ich adaptacji, do rachunku na macierzach wielowskazniko-
wych. Macierze asocjatywne pozwalaja rowniez na zdefiniowanie szeregu podstawowych
pojeé teorii macierzy wielowskaznikowych takich, jak: kanoniczno$¢, dodatnio okreslonosc,
nieosobliwos¢, rzad i slad.

Rozwazmy zbior DI=1,, L, ..L), gdzie I1=(1, 2, .. .,m), i=l...p,
I xIx..xI, =1, L xL,x..xL_=L, §x8§,x..xS, =8, C;xC,x.xC, =C,

o elementach odpowiednio:
(hiy..ip)elL(hh..l)eL,(s152...50)€8,(ci¢cz...¢,) € C.

Dla skrécenia zapisu bedziemy stosowali nastgpujace oznaczenia:
(hl o L=l (s182..8)=s, c1ca .. c)=c, (h b ... [ S1 85 ... 8, ¢1 ¢, ... ¢y)=Isc, przy czym
Isc € (LxSxC) stanowi pewna permutacj¢ indeksow iy, i, ..., i,. Tak wigc dowolna per-
mutacja indeksow iy, i, ..., i,, Z jednoczesnym zakwalifikowaniem pierwszych x indek-
sow do /, nastgpnych A do s i ostatnich u indekséw do ¢, jest rOwnowazna utworzeniu
Isc € (LxSxC).

Utworzenie w powyzszym postgpowaniu zbiorow L, S, C o elementach odpowiednio /,
s, ¢, nosi nazwe rozbicia zbioru indeksow (i, i, ..., i,) na roztaczne klasy indekséw zwanych
odpowiednio wolnymi, splatajacymi i sumujacymi. Jezeli ktory$ ze zbioréw L°, S, lub C’
jest pusty, to odpowiedni zbior L, S, ub C jest takze zbiorem pustym.

Rozwazmy p-wskaznikowa macierz: U = [u } , k= 1,..,n, k=1,...,p. Jezeli do-

i ...d,
konamy rozbicia zbioru indekséw (iy, i, ..., i,) na roztaczne klasy /, s, ¢ (w sensie zdefi-
niowanym powyzej), to przez macierz U = [u;,.] rozumie¢ bedziemy transpozycje¢ macie-

rzy Udla T = (";”'2"“"'5) . Nalezy przy tym zwroci¢ uwage, ze w wielu przypadkach za-

kwalifikowanie odpowiednich indekséw do /, s lub ¢ odgrywa istotna rolg przy definio-

¢ Tamze.
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waniu szeregu poje¢ lub dziatan. Niech dana bedzie macierz Az[a,.I ,.EMJ, iy = 1,.., ng,
k =1,...,p z rozbiciem zbioru indeksow (i, i, ..., i,):
I=(h b t) 1, =1.n" a=1.x
5= (5182..8p), Sy = 1..n,(;) ,B=1.1,
c=(c1c..cy), €, = 1..n}(,c) 7=l k+A+u=p.

Dokonajmy uporzadkowania leksykograficznego elementéw zbiordw 1, s, ¢ i oznaczmy

je odpowiednio: 1(1)’1(2) ...l(N’), S(l),S(z) ...S(NS), 0(1)’6,(2) ...C(N“), gdzie:
K A u
dl 0 " dla A>0 < dl 0
N, - ,1:[1”’ aK> N = ,1]1”' a N = ,-1:[1”’ au> .
1 dla x=0 1 dla =0 1 dla =0

Definicja 1
Dwuwskaznikowa macierz blokowo-diagonalng postaci:

Allc
AL

A¥ = ' =DA},

le
Ay, ]

o wymiarach (NxN;) x (N;xN,) nazywamy macierza asocjatywna wzgledem macierzy Ay,
hy

"1, h-ty blok o wymiarach NixN,  natomiast a’ =a,w, (), i=1..N,,

przy tym Ay =[a
J=L.N., h=1..N,
W przypadku, gdy ktorys ze zbiordow L, S, lub C jest pusty, wowczas w zapisie macierzy
asocjatywnej pomija¢ bedziemy odpowiednig litere¢ /, s lub c. Powyzsze zagadnienie
zostato zilustrowane przyktadami w pracy’.

Definicja 2.

Macierz Ay, nazywamy (Isc)-nieosobliwa, (/sc)-kanoniczna, (/sc)-dodatnio okreslona,
gdy bloki diagonalne macierzy asocjatywnej A* sa odpowiednio macierzami nicosobli-
wymi, kanonicznymi, dodatnio okreslonymi.

7 W.Sklinsmont i in., [1989], Macierze wielowskaznikowe. Macierze asocjatywne, Zeszyty naukowe ART
w Olsztynie, nr 19.



294 Wactaw Sklinsmont

Rzqd macierzy wielowskaznikowej

Niech bedzie dana p - wskaznikowa macierz: A:|:ai,iz.“i7:|’ ir=1,., n, k=1,...p,

gdzie I, =1.n,, a=1.x,5=(s1,5, ..., 52, 5, =1. n“) f=1.4,c=(c,cp ... ¢,

(¢)

¢, =l.n", y=1.pu oraz k+y+u= p,bedzie ustalonym rozbiciem jej zbioru indek-

sow. Dla powyzszego rozbicia utworzmy macierz oraz (Isc)-asocjatywna wzgledem niej
. Isc
macierz A™°.

Definicja 1

(Isc)-rzedem macierzy A bedziemy nazywaé cigg rzedéw blokéw diagonalnych A macierzy
(Isc)-asocjatywnej z macierza Ay, i oznaczac:

A

B . [17" dla A>0
no(A)=r(A,)=(r(A})), h=1.N_, gdzie N, =<i=i .
1 dlaA=0

Slad macierzy

Rozwazmy p-wskaznikowa macierz A:[a[l [2‘“,.]], i = 1,.., m, k=1,...,p 1 ustalmy
dla niej rozbicie zbioru indeksow tak jak poprzednio. Jezeli dodatkowo rozbicie to spet-
nia warunki:

1. K= U,
2. n"=n, dla kazdego k = 1 .. p, co notowa¢ bedziemy krétko w postaci c:=l,
WOWCZzas:

Definicja 2.

(Isc)-$ladem macierzy Ay dla rozbicia spelniajacego powyzsze warunki nazywamy
l ) l ) ( $)

sume zzam i oznacza¢ bedziemy m, (A)=mr(A,, ), gdzie Z ZZ z nato-

s I=c =ls,=1 $;=

miast Z >y Z

I=c  l=c¢l,=c,

W szczegolnosci, gdy Kk =pu=0wtedy tr, (A)=tr(A,)=> a, . Natomiast, gdy 1 =0,

wtedy m, (A)=tr(A, )= Z a,

Norma macierzy

W literaturze za norme macierzy A najczesciej przyjmuje sig nieujemna liczbe Al

spetniajaca nastgpujace warunki :
1. A=0=|A]|=0

2. |eA|=|a||A|, a-skalar;
3. |a+B| < [A]+B].
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Definicja 3

Normeg p-wskaznikowej macierzy Az[a,.l ,.zmii}, i=1,..,n, k=1,...,p nazywamy liczbg

||A|| okreslong wzorem ||A||= \/i i % aiizmip badz krotko ||A||: [> a’, gdzie:
i =1 c

i=li,=1 i

5 5 5 5 5 5
€= (C1sC0eesCp)s Tl k=1, pya, =3 > a,,a, =3 > a ., a,=>> a, .
J=lk =1

i=1k =1 j=li=l

Ocena skladowych jakosci niemierzalnych na podstawie oceny kompleksowej

Niech uzytkownik dysponuje dostgpem do zbiordéw trzech rodzajow elementdw,
ktoére stanowig istotne wyposazenie urzadzenia i ktérego warto$§¢ motoryczna w najwigk-
szym stopniu od nich zalezy. Poszczegdlne elementy roznig si¢ w sposob niemierzalny
jakos$cia wykonania, materialem a takze stopniem zaufaniem do nich przez uzytkowni-
kow. Niech np. beda to m-maszty, t-todzie, z-zagle, Uzytkownik chciatby wiedzie¢ jak
dobra¢ najlepszy zestaw sposrod dostepnych zbioréw masztow, todzi i zagli. Wartosé
zestawu okresla si¢ miejscem uzyskanym w tescie o charakterze wyscigu po prostej
np. 2000m. Ze wzglgdu na praktycznie niemozliwe przebadanie wszystkich mozliwych
zestawOow nawet dla stosunkowo nieduzych zapaséw poszczegdlnych zbioréw sktado-
wych elementow, a takze z powodu zuzywania si¢ elementow podczas dtugotrwatych
sprawdziandw metoda powinna uwzglednia¢ te ograniczenia. Ze wzgledow technicz-
nych uzytkownik ograniczyl liczb¢ rownoczesnie testowanych zestawow do 5 lodzi.
Ponadto w kazdym tescie starowala jeszcze jedna t6dz wyposazona w staly zestaw masz-
tu i zagla, a sternikiem byt aktualnie najlepszy zawodnik kadry Polski. Z tych wzgledow
,szescian” wartosci zestawow bedzie mial wymiary 5x5x5. Ograniczymy si¢ tylko
do przebadania 125 zestawow, w 25 prébach po 5 zestawdéw w kazdej. Wyboru zesta-
wow do kazdego sprawdzianu dokonano wg klucza stanowiacego 3-wskaznikowg ma-
cierz stopnia 5:

B . 1 T NN YT 4 1600 146 1 1 12 1415 1 11 7 9 10 I
L 3 4 3| L3AlALAs 2 102016 1718 [ 13 1413 1. 39106
- P s 5 m = 4 e e TE s
v 3810 I R 2425 212223 (18 1920161 1215 1311
1213141510 6 7 § 9 4 5 1 2 32324252122 (171819 2016
P Aan oE o o
617181920 13 21314 o1 6 81 3 4 53 12 (222324 25121
B YT Y 3% My 1A 1 10 1415 1712 Q 0 AT B 7 1 S 1
Py R RE ] 23| LU 1G 1818 E 3 ] 1215 3 910 6 4 3 4 2

gdzie jednakowe liczby pochodza z tej samej transwersalni, a miejsca przez nie zajmo-
wane w macierzy, majg wspotrzedne bedace numerami elementéw z jakich utworzony
jest zestaw bioracy udzial w tescie o numerze porzadkowym transwersalni. Przez trans-
wersale tr6j wskaznikowej macierzy stopnia 5 rozumiemy kazdy ciag:

{al,slc, alz.\'zc2 al]s3c] 3/454C4 a155505 }
elementdw tej macierzy, ktérych wskazniki spelniajq warunki
I,—1=(i+v)mod5,s,— 1= (j+v) mod5, ¢,— 1= (k + v) mod5.
Po przeprowadzeniu 25 wyscigéow po 5 zestawoéw w kazdym otrzymane wyniki uzyska-
nych miejsc od 1 do 5, zapisujemy w formie takiej samej macierzy trdj-wskaznikowe;j
5x5x5 po transwersalach od 1 do 25.
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Otrzymana w ten sposob macierz [a;; | zestawdw pobranych do badan, nosi¢ bedzie
nazwe macierzy obserwacji. Dla struktury zapisu reprezentowanej przez macierz wskaz-
nikow:

mozemy macierz obserwacji uzyskanych po sprawdzianach zapisaé w postaci macierzy
5-wskaznikowej:

12451(15333|25541(53553535[|241
33341(32331(252153(33211(333
41422(143535(4535345(44452(331
42243(33411(55541(12441(321
44132(12345(41122(22321(32323

Kazdy przekrdj 2-krotny 3-wskaznikowej macierzy obserwacji charakteryzuje war-
tos¢ jednej z cech zestawu. Poshugujac si¢ addytywna funkcja jakosci mozemy uporzad-
kowac zbiory masztow, todzi i zagli. Sumaryczne oceny dla poszczegdlnych przekrojow
2- krotnych rnamerzy obserwacp wynosza dla i, j, k=1,..

Zza,,w J Zzazjk7ak ZZG

Jj=li=1

1 wpisujemy w pierwszy wiersz tabeli algorytmu porzadkowania.

Kierujac si¢ sumaryczna wartoscia przekrojow w kazdym kierunku porzadkujemy
w nastgpnym kroku numery cech wedlug odpowiadajacych im rosnacych wartosci prze-
krojow (drugi krok algorytmu). Otrzymany porzadek jest tylko czgSciowym, bowiem
niektore sumaryczne oceny przekopoéw sa rowne. W zwiazku z tym postuzymy si¢ mia-
ra, ktdrag nazwiemy sumaryczng odlegtoscia sekwencyjna, majaca posta¢ dla wskazni-
kowej macierzy n-tego stopnia.
Dla p=2:

n n-1

2
= ZZ(agy _ai+l,j) .
j=li=l
Minimalizacja sumarycznej odleglosci sekwencyjnej jest kryterium pomocniczym sto-
sowanym wowczas, gdy sumy ocen przekrojow okaza si¢ kryterium niewystarczajaco
porzadkujacym.



Macierze wielowskaznikowe. .. 297

Tab. 3. Wartosci zestawéw w przekrojach

Wartos$ci zestawow w przekrojach
68 73 73 80 57777979 72747474 Wartosé
81 83 81 D’
Lp. Nr masztu Nr lodzi Nr zagla
1 52413 51342 52143 1182
2 52413 51342 52413 1174
3 52413 51342 54123 1192
4 52413 51342 54213 1232
5 52413 51342 51423 1174
6 52413 51342 51243 1142
7 54213 51342 52143 1190
8 54213 51342 52413 1182
9 54213 51342 54213 1200
10 54213 51342 54123 1240
11 54213 51342 51423 1182
12 54213 51342 51243 1150
13 52413 51432 52143 1156
14 52413 51432 52413 1148
15 52413 51432 54213 1166
16 52413 51432 54123 1206
17 52413 51432 51423 1148
18 52413 51432 51245 1116
19 54213 51432 52143 1164
20 54213 51432 52413 1156
21 54213 51432 54213 1174
22 54213 51432 54123 1214
23 54213 51432 51423 1156
24 54213 51432 51243 1124
25 52413 51432 51243 1116

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Nawiazujac do algorytmu porzadkowania zauwazmy, ze w zbiorze sum przekrojow
w kierunkach i oraz j mamy dwa przekroje o rownych ocenach sumarycznych, natomiast
w kierunku k, az trzy przekroje maja taka sama wartos¢. Algorytm porzadkowania musi
zatem uwzgledni¢ 2! x 2! x 3! = 24 stany uporzadkowania. Dla kazdego z nich oblicza-
my D? (wartoci te umieszczony w ostatniej kolumnie), a nastepnie sposrod nich wybie-
ramy takie uporzadkowanie, ktérego D* osiaga warto$¢ najmniejsza (por. wiersz 18
125). Pierwsze szes¢ wierszy w algorytmie porzadkowania odpowiada 3! permutacja
numerdw cech w zbiorze zagli (kierunek k) przy ustalonych porzadkach zbioréw masz-
tow (kierunek 7) oraz todzi (kierunek ;). Wiersze 7-12 to 3! permutacji w kierunku [7]
przy nie zmienionym porzadku w kierunku [;]. Wiersze 13-18 oraz 19-24 odpowiadaja
permutacja w kierunkach [/] oraz [k] dla drugiego uporzadkowania w kierunku [/]. Osta-
teczne uporzadkowanie minimalizujace D* umieszczono w wierszu 25. Odpowiada to
uporzadkowaniu zbioréw elementow sktadowych:

{m53m25m4’m|5m3}5 {isal]aizpljpiz}: {Z'ja Z'19Z.29Z.4az'3}9

dla ktorych D* = 1116 i jest najmniejsza sposrod wartosci D,
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MULTI-INDEX MATRICES IN ECONOMIC AND SOCIAL SCIENCES

The present application of spatial econometrics is still insufficient to launch complex exami-
nations of processes in social and economic development. Econometrics employs numerous
achievements of mathematical statistics, particularly those connected with multi-variable methods.
However, what makes an obstacle in such an operation is two-dimensionality of algebraic objects
that both sciences use for their calculations. Therefore, I would like to promote in my work
an instrument of multi-index matrices that may significantly accelerate the progress taking place
in the research of complex social and economic processes. This work defined the multi-index
matrices together with operations that may be carried out on them. Special consideration is given
to their products, the definition of which includes not only 5 known and practically applied ones
but also 8 others, the application of which is still to be discovered. Using the notion of the associa-
tive matrix the following have been defined: (/sc)-non-singular matrix, (/sc)-canonical matrix,
(Isc)-equivalence, p-index standard matrix, (/sc)-trace and other notions indispensable for the
matrix algebra. The work includes definition of generalized invertible multi-index matrix and
theorems connected with that notion, including the existence criteria for H- and L-generalized
invertible Alsc matrices as well as the Moore—Penrose inverse. The work includes also other appli-
cations of multi-index matrices differing from the statistical methods.



