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OBCI !ENIE PROGNOZ STRUKTURY UZYSKANYCH PRZY 
POMOCY "A#CUCHÓW MARKOWA 

 

Streszczenie: Celem artyku u jest ocena obci!"enia prognoz struktury uzyskanych 

na podstawie  a#cuchów Markowa w przypadku, gdy macierz przej$cia  a#cucha szacowana jest 

metod! najmniejszych kwadratów i jej odmianami przy u"yciu makrodanych. %ród em badanego 

obci!"enia jest obci!"enie estymatorów macierzy przej$cia. Przy zastosowaniu metod symulacyj-

nych pokazano, "e pomimo du"ego obci!"enia ocen macierzy przej$cia uzyskane na jej podstawie 

prognozy cechuj! si& niewielkim obci!"eniem. Jednocze$nie stwierdzono, "e znany w literaturze 

wzór analityczny daje z regu y dobre oszacowania obci!"enia macierzy przej$cia, jednak nie nada-

je si& do oceny obci!"enia prognoz. Rozwa"ania zosta y zilustrowane przyk adem prognozowania 

struktury polskiego eksportu wed ug g ównych odbiorców. 

 

1. WPROWADZENIE 

Prognozowanie struktur zjawisk jest jednym z wa"nych zagadnie# poruszanych 

przez ekonometri& przestrzenn!. W pracy analizowane jest podej$cie, które wykorzystu-

je  a#cuchy Markowa do modelowania dynamiki struktury procentowej badanego zjawi-

ska. W omawianej metodzie struktura te reprezentowana jest przez bezwarunkowy roz-

k ad stacjonarnego, jednorodnego  a#cucha Markowa. Podstawowym problemem 

w takim podej$ciu jest wybór takiej macierzy przej$cia, by dynamika rozk adu bezwa-

runkowego  a#cucha przy ustalonym zaobserwowanym rozk adzie pocz!tkowym by a 

jak najbardziej zbli"ona do obserwowanej dynamiki wektora udzia ów opisuj!cego ba-

dane zjawisko. Technicznie, szacowanie elementów macierzy przej$cia jest to"same 

z estymacj! parametrów modelu VAR(1) z dodatkowymi ograniczeniami. W tym celu 

najcz&$ciej stosowana jest metoda najmniejszych kwadratów i jej modyfikacje. Wiado-

mo jednak1, "e uzyskane w ten sposób oceny przy ma ych próbach s! obci!"one. 

W efekcie obci!"enie to przenosi si& tak"e na prognozy struktury uzyskane na podstawie 

modeli  a#cuchów Markowa. 

W pracy podj&to prób& oceny obci!"enia prognoz struktury stawianych przy zasto-

sowaniu  a#cuchów Markowa, których macierz przej$cia szacowana jest metod! naj-

mniejszych kwadratów. W tym celu szczegó owo przeanalizowano obci!"enie ocen 

elementów macierzy przej$cia. Stosowano tutaj przede wszystkim metody symulacyjne. 

Przy okazji jednak poddano równie" ocenie dok adno$' oszacowania obci!"enia estyma-

torów macierzy przej$cia uzyskanych przybli"onym wzorem podanym przez Yamamoto 

                                                 
* Doktor, Katedra Metod Statystyczno-Matematycznych w Ekonomii, Akademia Ekonomiczna im. 

Karola Adamieckiego w Katowicach. 
1 M. Kendall, [1951], Note on Bias in the Estimation of Autocorrelation, Biometrika, Vol. 41; 

D. Tjostheim, J. Paulsen, [1983], Bias of some Commonly-Used Time Series Estimates, Biometrika, Vol. 70(2). 
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i Kunitomo (1984). Przedstawione metody zilustrowano w ostatniej cz&$ci pracy na 

przyk adzie prognozowania struktury polskiego eksportu wed ug g ównych odbiorców. 

Powszechne stosowanie  a#cuchów Markowa w prognozowaniu struktur zjawisk 

wynika z ich zalet2. Po pierwsze uzyskiwane t! metod! prognozy s! zgodne, to znaczy 

suma prognozowanych udzia ów jest równa 1. Po drugie, do wyznaczenia prognoz nie 

jest konieczna znajomo$' warto$ci zmiennych egzogenicznych w okresie prognozowa-

nym. Podej$cie to jest tak"e szczególnie przydatne w sytuacji, gdy dost&pne s! wiary-

godne prognozy dotycz!ce  !cznego poziomu badanego zjawiska. Wtedy do oceny po-

ziomu zjawiska w poszczególnych grupach wystarczy wyznaczy' prognozy udzia u 

danej grupy. Taka sytuacja ma miejsce na przyk ad przy prognozowaniu regionalnego 

PKB. Dane dotycz!ce tych zmiennych s! publikowane ze znacznym opó(nieniem, mniej 

wi&cej dwóch lat. Tymczasem szacunki globalnego PKB s! podawane znacznie szybciej. 

Dodatkowo jeszcze wcze$niej znanych jest wiele wiarygodnych prognoz dotycz!cych tej 

wielko$ci. 

 

2. METODOLOGIA 

Struktura zjawiska w analizowanym modelu opisywana jest przez K-wymiarowy 

wektor Dt = [D1t  D2t  …  DKt], którego sk adowe spe niaj! warunki: 

                                                        
0 itD ;      1

1

!"
!

K

i
itD . (1-2) 

Wektor Dt uto"samiany jest z rozk adem bezwarunkowym  a#cucha Markowa. Sta-

cjonarny, nieprzywiedlny  a#cuch Markowa reprezentowany jest przez kwadratow! K-

wymiarow! macierz przej$cia P. Jej elementy pij s! nieujemne i sumuj! si& w wierszach 

do 1. Spe niaj! wi&c warunki: 
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ijp . (3-4) 

Dynamik& rozk adu bezwarunkowego opisuje równanie autoregresyjne: 

                                                           
PDD 1#! tt . (5) 

Równanie to jest podstaw! wyznaczania prognoz na kolejne okresy. Przy próbie li-

cz!cej T obserwacji prognoz& na h okresów do przodu wyznacza si& jako: 

                                                          
h

ThT PDD !$ .  (6) 

2.1. Estymacja macierzy przej$cia P 

Równanie (5) stosowane jest tak"e przy szacowaniu macierzy przej$cia P, gdy" do-

st&pne s! dane dotycz!ce empirycznych odpowiedników dt wektorów Dt. W takim przy-

padku przyjmuje ono posta': 

                                                            ttt %Pdd $! #1
, (7) 

gdzie %t jest wektorem sk adników losowych spe niaj!cych warunki E(%t) = 0, 

E(%t’%t) = &, E(%s’%t) = 0 dla s ) t. Model wektorowej autoregresji VAR(1) postaci (7) 

                                                 
2 Zob. I. Ko(niewska (red.), [1980], Prognozowanie struktury za pomoc! "a cuchów Markowa, SGPiS, 

Warszawa; J. Aceda#ski, [2006], O pewnej metodzie prognozowania przewozów w gospodarce, 

[w:] P. Dittmann, J. Krupowicz (red.), Prognozowanie w zarz!dzaniu firm!, Prace Naukowe AE 

we Wroc awiu nr 1112, Wroc aw. 
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jest modelem niestacjonarnym, gdy" ze wzgl&du na za o"enia (3-4) najwi&ksza warto$' 

w asna macierzy P jest co do warto$ci bezwzgl&dnej równa 1. 

Bior!c pod uwag& warunki (2) i (4) dla celów estymacji wystarczy rozpatrywa' mo-

del sk adaj!cy si& z K – 1 zmiennych: d*
t = [d1t  d2t  …  dK – 1 t] oraz odpowiedniej  

(K – 1)-wymiarowej macierzy P* postaci: 
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Model zmodyfikowany dany jest równaniem: 

                                                        
***

1

*

ttKt %PdPd $$! #
, (8) 

gdzie PK = [p1K  p2K  …  pK – 1 K] oraz %*
t = [#1t  # 2t  …  # K – 1 t]. W modelu (8) nieznanymi 

parametrami s! wektor PK oraz macierz P*, przy czym teraz wszystkie warto$ci w asne 

macierzy P* le"! wewn!trz ko a jednostkowego. Przy oszacowanych warto$ciach 
KP̂  

oraz *P̂  brakuj!ce oceny 
KKKK ppp ˆ...,,ˆ,ˆ

21
 mo"na wyznaczy' z warunku (2). W ten sposób 

uzyskuje si& ocen& wyj$ciowej macierzy przej$cia P̂ . 

Najcz&$ciej stosowanymi metodami estymacji parametrów modelu (8) s! metoda 

najmniejszych kwadratów (MNK) oraz warunkowa, uogólniona metoda najmniejszych 

kwadratów (WUMNK). W przypadku MNK oceny 
KP̂  oraz *P̂  uzyskiwane s! przez 

rozwi!zanie nast&puj!cego problemu decyzyjnego: 

                                                     
)()'(min X'YX'Y

'
## ,  (9) 

gdzie:          ]'............[ 131212232211312 TKKKTT ddddddddd ###!Y , 
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W powy"szych wzorach IK – 1 oznacza (K – 1)-wymiarow! macierz jednostkow!, 

+  jest iloczynem Kroneckera, vec jest operatorem, który przekszta ca macierz w wektor 

kolumnowy, natomiast T oznacza liczb& obserwacji. Wyznaczone w ten sposób estyma-

tory s! zgodne i asymptotycznie nieobci!"one, jednak nie spe niaj! warunku (3) nie-

ujemno$ci elementów macierzy P3. 

W metodzie WUMNK problem decyzyjny przyjmuje posta': 

         
))(ˆ()'(min 1

1* X'YI&X'Y
'

#+# #

#

T , p.w. 0P  K ,    11PP0 ,+$, #1

* 'KK . (10) 

                                                 
3 Zob. T.C. Lee, G. Judge, A. Zellner, [1970], Estimating the Parameters of the Markov Probability Mo-

del from Aggregate Time Series Data, North-Holland Publishing Company, Amsterdam-Londyn; 

M. Podgórska, P. *liwka, M. Topolewski, M. Wrzosek, [2000], $a cuchy Markowa w teorii i zastosowaniach, 

SGH, Warszawa. 
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Macierz *&̂  oznacza ocen& macierzy kowariancji wektora reszt %t
*. Oszacowanie to 

uzyskuje si& na podstawie reszt MNK postaci (9). Wektor 1'K-1 jest (K – 1)-wymiaro- 

wym wierszowym wektorem jedynek. Ograniczenia wyst&puj!ce w problemie (10) s! 

równowa"ne ograniczeniu (3) nieujemno$ci elementów macierzy P. Estymatory 

WUMNK s! zgodne, asymptotycznie nieobci!"one i cechuj! si& wi&ksz! efektywno$ci! 

ni" estymatory MNK4. Uzyskana na ich podstawie macierz P̂  spe nia wszystkie warunki 

macierzy przej$cia jednorodnego  a#cucha Markowa. 

 

2.2. Obci()enie estymatorów macierzy P oraz prognoz 

W przypadku ma ych prób oba estymatory rozpatrywane powy"ej s! obci!"one. 

Yamamoto i Kunitomo (1984) podali przybli"ony wzór na obci!"enie estymatorów 

MNK parametrów modelu (8). Przy przyj&ciu nast&puj!cych oznacze#: 
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oraz pewnych warunków regularno$ci obci!"enie bias(A) macierzy A w przybli"eniu 

wyra"a si& wzorem5: 
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11211 )'(tr)ˆ(bias
k

kkk

uT *AAA&A ,  (11) 

przy czym przez tr(A) oznaczono $lad macierzy A. Oceny obci!"enia uzyskuje si& 

wstawiaj!c zamiast macierzy &u oraz A oszacowania uzyskane na podstawie próby. 

Niesko#czon! sum& przybli"a si& przyjmuj!c du"!, ale sko#czon! liczb& sk adników. 

Je"eli tylko warto$ci w asne macierzy Â  le"! wewn!trz ko a jednostkowego, szereg 

kolejnych pot&g tej macierzy jest zbie"ny. Powy"szy wynik, a tak"e analizy podobnych 

modeli6, wskazuj!, "e przy wysokich warto$ciach elementów pij ich oceny MNK 

s! $rednio zbyt niskie, natomiast oszacowania elementów o warto$ciach bliskich 

0 s! zawy"one. Podobne wyniki dotycz! WUMNK. 

Na podstawie wzoru (11) mo"na równie"  atwo wyznaczy' obci!"enie szacunków 

macierzy przej$cia P. Nale"y zwróci' tu uwag&, "e w przypadku obu omawianych metod 

za o"enie sumowania si& do 1 elementów w wierszach macierzy P b&dzie spe nione. 

Tym samym suma obci!"e# elementów w wierszach b&dzie równa 0: 

                                                            
"
!

!
K

j
ijp

1

0)(bias . (12) 

Z uwagi na wyst&powanie ogranicze# w postaci nierówno$ci obci!"enie estymato-

rów WUMNK jest praktycznie niemo"liwe do oszacowania w sposób analityczny. 

                                                 
4 Tam"e. 
5 T. Yamamoto, N. Kunitomo, [1984], Asymptotic Bias of the Least Squares Estimator for Multivariate 

Autoregressive Models, Annals of the Institute of Statistical Mathematics, Vol. 36(1), s. 421-422. 
6 Zob. M. Kendall, [1951]; K. Abadir, K. Hadri, E. Tzavalis, [1999], The Influence of VAR Dimensions on 

Estimator Biases, Econometrica, Vol. 67(1); S. Lawford., M. Stamatogiannis, [2004], The Finite-Sample 

Effects of VAR Dimensions on OLS Bias, OLS Variance, and Minimum MSE Estimators, Journal of Economet-

rics, Vol. 148(2); J. Kiviet, G. Phillips, [2005], Moment Approximation for Least-Squares Estimators in Dy-

namic Regression Models with a Unit Root, Econometrics Journal, Vol. 8; J. Aceda#ski, [2008], Dok"adno%& 
prognoz struktury uzyskanych za pomoc! modeli wektorowej autoregresji, [w:] P. Dittmann, J. Szandu a (red.), 

Prognozowanie w zarz!dzaniu firm!, AE Wroc aw, Wydawnictwo Indygo Zahir Media, Wroc aw. 
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W takim przypadku konieczne jest odwo ywanie si& do rezultatów analiz symulacyj-

nych. 

Ze wzoru (6) wyra(nie wynika, "e (ród em obci!"enia prognoz w omawianym mo-

delu jest obci!"enie estymatorów macierzy Ph: 

                                                    
)ˆ(bias)ˆ(bias h

ThT PDD !$ .  (13) 

W najprostszym przypadku, gdy h = 1, obci!"enie tej macierzy mo"na szacowa' ko-

rzystaj!c z metod opisanych powy"ej. Analityczna ocena obci!"enia dla h > 1 jest ju" 

problematyczna, gdy" wymaga znajomo$ci wy"szych momentów rozk adu estymatorów 

macierzy Ph. Bior!c pod uwag& trudno$ci zwi!zane z szacowaniem warto$ci oczekiwa-

nej macierzy P, analityczne oceny momentów wy"szych rz&dów nie b&d! zbyt dok adne. 

Z tego powodu przy szacowaniu obci!"enia prognoz dla d u"szych horyzontów czaso-

wych wskazane jest korzystanie z metod symulacyjnych. 

Nale"y równie" mie' na uwadze, "e je"eli elementy w kolumnach macierzy 

)ˆ(bias hP  b&d! posiada' przeciwne znaki, wtedy ich obci!"enie b&dzie si& cz&$ciowo 

znosi' przy wyznaczaniu obci!"enia prognoz. Dok adna wielko$' tego efektu zale"y 

tak"e od wektora DT.  

 

3. WYNIKI BADA# SYMULACYJNYCH 

W badaniach symulacyjnych analizowano dwie ró"ne macierze przej$cia: 
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W pierwszej macierzy wszystkie warto$ci w asne s! bliskie 1, co wskazuje, 

"e zbie"no$' rozk adu  a#cucha o takiej macierzy przej$cia do rozk adu stacjonarnego 

jest bardzo powolna. W drugiej macierzy natomiast druga z kolei najwi&ksza warto$' 

w asna jest równa 0,3, a wi&c zbie"no$' do rozk adu granicznego jest bardzo szybka. 

Przyk adowe trajektorie rozk adów bezwarunkowych omawianych  a#cuchów dla 100 

obserwacji prezentuj! rysunki 1 i 2. 

Dla macierzy P1 badano równie" wp yw ró"nych rozk adów pocz!tkowych na wy-

niki estymacji i prognozowania. Analizowano trzy rozk ady startowe: 

1 21001 !sd , 1 23/13/13/12 !sd , 1 20714,03571,05714,03 !sd . 

W pierwszym przypadku liczba realizacji  a#cucha potrzebna do uzyskania zbie"no-

$ci jest najwi&ksza, gdy" rozk ad ds1 znacz!co ró"ni si& od rozk adu granicznego. Trzeci 

rozk ad pocz!tkowy równy jest natomiast rozk adowi granicznemu, a wi&c w tym przy-

padku czas zbie"no$ci jest najkrótszy. Dla macierzy P2 rozpatrywano tylko jeden rozk ad 

pocz!tkowy ds2, gdy" zbie"no$' uzyskiwana jest zawsze bardzo szybko. W symulacjach 

przyj&to, "e zak ócenia losowe maj! rozk ad normalny z osobliw! macierz kowariancji. 

Odno$nie pierwszych K – 1 zmiennych by a ona macierz! diagonaln! z elementami 

na g ównej przek!tnej o warto$ciach równych 0,0001. Zaburzenie ostatniej zmiennej 

równe by o sumie zaburze# dla pierwszych K – 1 zmiennych, co gwarantowa o spe nie-

nie warunku (2) sumowania si& do jedno$ci sk adowych wektora rozk adu bezwarunko-

wego. 
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Rys. 1 Przyk+adowa trajektoria rozk+adów bezwarunkowych dla macierzy P1 
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'ród"o: opracowanie w"asne. 

Rys. 2 Przyk+adowa trajektoria rozk+adów bezwarunkowych dla macierzy P2 
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'ród"o: opracowanie w"asne. 

 

3.1. Wyniki badania obci()enia macierzy przej$cia 

W tabeli 1 przedstawiono obci!"enie ocen macierzy przej$cia P1 przy ró"nych roz-

k adach pocz!tkowych oraz ró"nej liczbie obserwacji. Kolumna YK zawiera oceny ob-

ci!"enia obliczone wzorem (11) Yamamoto-Kunitomo. Aby zapewni' zbie"no$' szere-

gów wyst&puj!cych w omawianym wzorze, przed jego obliczeniem badano warto$ci 

w asne uzyskanej macierzy przej$cia. Je"eli najwi&ksza przekracza a 1, wtedy zmniej-

szano proporcjonalnie elementy le"!ce na g ównej przek!tnej tak, aby druga co do wiel-

ko$ci warto$' w asna by a mniejsza ni" 0,99. Tak! skorygowan! macierz przej$cia sto-

sowano jedynie przy obliczaniu obci!"enia zgodnie ze wzorem (11). 

W kolejnych kolumnach zestawiono obci!"enia ocen MNK i WUMNK, które uzy-

skano przy zastosowaniu symulacji. W tym celu symulowano wielokrotnie realizacje 

 a#cucha o danej macierzy przej$cia i korzystaj!c z tych realizacji szacowano macierze 

przej$cia oraz prognozy. Rezultaty tych oszacowa# porównywano nast&pnie z rzeczywi-

stymi warto$ciami macierzy przej$cia i realizacjami  a#cucha. Wyniki w tabeli 

1 s! $rednimi warto$ciami obliczonymi na podstawie 10000 symulacji. W tabeli 2 przed-

stawiono rezultaty takiego samego badania dla  a#cucha z macierz! przej$cia P2 i roz-

k adem pocz!tkowym ds2. 
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Tab. 1 Obci()enie ocen macierzy przej$cia P1 

Liczba  
obserwacji 

Metoda YK MNK WUMNK 

Rozk ad pocz!tkowy ds1 
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013,0038,0025,0

008,0024,0016,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

001,0001,0001,0

019,0051,0032,0

011,0032,0021,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

##

#

001,0001,00

003,0040,0043,0

002,0025,0028,0  

Rozk ad pocz!tkowy ds2 

T = 25 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

165,0116,0050,0

068,0248,0180,0

064,0143,0206,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

##

#

##

075,0077,0002,0

144,0216,0072,0

075,0141,0067,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

##

#

##

044,0052,0008,0

022,0134,0112,0

006,0087,0093,0  

T = 50 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

035,0032,0003,0

040,0079,0039,0

017,0050,0034,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

##

#

##

041,0041,0001,0

073,0105,0032,0

040,0066,0026,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

##

#

#

020,0028,0008,0

006,0066,0060,0

003,0041,0044,0  

T = 100 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

019,0016,0003,0

022,0035,0013,0

011,0021,0011,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

##

#

##

024,0021,0002,0

033,0047,0014,0

018,0028,0011,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

##

#

#

012,0015,0003,0

001,0031,0030,0

002,0018,0021,0  

 
Rozk ad pocz!tkowy ds3 

T = 25 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

##

#

731,0247,0484,0

164,0305,0469,0

193,0163,0356,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

229,0087,0142,0

025,0163,0137,0

015,0090,0105,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

208,0083,0125,0

016,0154,0139,0

017,0086,0102,0  

T = 50 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

096,0032,0064,0

007,0067,0059,0

007,0038,0045,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

115,0042,0074,0

017,0086,0069,0

005,0048,0053,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

104,0040,0064,0

006,0078,0072,0

010,0044,0053,0  

T = 100 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

043,0015,0028,0

007,0032,0025,0

001,0018,0019,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

055,0020,0036,0

010,0042,0032,0

001,0024,0025,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

049,0018,0031,0

001,0037,0036,0

006,0021,0026,0  

'ród"o: opracowanie w"asne. 

Tab. 2 Obci()enie ocen macierzy przej$cia P2 

Liczba  
obserwacji 

Metoda YK MNK WUMNK 

T = 25 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

035,0028,0007,0

037,0046,0010,0

007,0019,0012,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

036,0028,0008,0

039,0048,0008,0

008,0019,0011,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

039,0027,0009,0

044,0050,0006,0

010,0020,0010,0  

T = 50 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

019,0014,0006,0

016,0023,0007,0

001,0010,0009,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

##

021,0014,0007,0

018,0024,0006,0

001,0010,0009,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

022,0015,0007,0

020,0025,0005,0

002,0011,0008,0  

T = 100 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

011,0007,0004,0

007,0012,0005,0

002,0005,0007,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

010,0006,0004,0

005,0010,0006,0

002,0004,0007,0  

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

#

#

#

010,0006,0004,0

006,0011,0005,0

002,0005,0007,0  

'ród"o: opracowanie w"asne. 
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Analizuj!c wielko$ci zestawione w omawianych tabelach mo"na wysnu' kilka 

wniosków. Po pierwsze potwierdzaj! si& znane w literaturze w asno$ci analizowanych 

estymatorów: wysokie warto$ci elementów na g ównej przek!tnej s! niedoszacowane, 

natomiast warto$ci niskie, poza g ówn! przek!tn! – przeszacowane – przy czym w ma-

 ych próbach obci!"enie mo"e by' bardzo du"e (w kilku przypadkach ponad 0,1 przy 50 

obserwacjach, tak"e dla elementów le"!cych poza g ówn! przek!tn!); obci!"enie ocen 

maleje wraz ze wzrostem liczby obserwacji oraz im mniejsze jest tempo zbie"no$ci  a#-

cucha do rozk adu stacjonarnego, tym wi&ksze jest obci!"enie szacunków macierzy 

przej$cia. 

Ponadto wida' wyra(nie, "e nie ma wi&kszych ró"nic pomi&dzy obci!"eniem ocen 

MNK oraz WUMNK. Nie mo"na te" wskaza' "adnej metody, która zawsze dawa aby 

oszacowania cechuj!ce si& mniejszym obci!"eniem. 

Odno$nie wzoru YK mo"na sformu owa' dwa stwierdzenia. Po pierwsze, daje 

on dobre oszacowania obci!"enia w przypadku du"ych prób (w analizowanym przypad-

ku by o to T = 50 oraz wi&cej) lub  a#cuchów cechuj!cych si& szybk! zbie"no$ci! 

do rozk adu stacjonarnego, a wi&c zawsze gdy obci!"enie szacunków jest niewielkie; 

w przypadku ma ych prób (T = 25) i  a#cucha o powolnej zbie"no$ci oceny obci!"enia 

uzyskane omawianym wzorem mog! si& znacz!c! ró"ni' od rzeczywistego obci!"enia. 

Po drugie wzór (11) daje szczególnie du"e b &dy w sytuacji, gdy wi&kszo$' obser-

wacji pochodzi z okolic rozk adu stacjonarnego. B &dy oszacowania wynikaj!ce ze sto-

sowania tego wzoru by y bowiem szczególnie du"e dla rozk adu pocz!tkowego ds3 rów-

nego rozk adowi granicznemu. W przypadku rozk adu pocz!tkowego ds1 b &dy by y 

znacznie mniejsze. 

 

3.2. Wyniki badania obci()enia prognoz 

W tabeli 3 przedstawiono wyniki badania obci!"enia prognoz konstruowanych 

dla  a#cucha o macierzy przej$cia P1, analogicznie jak to by o w tabeli 1 dotycz!cej 

obci!"enia ocen macierzy przej$cia. Rozpatrywano dwa horyzonty prognoz: h = 1 oraz 

h = 5. W przypadku wzoru YK obci!"enie obliczano tylko dla horyzontu h = 1. W pozo-

sta ych przypadkach w pierwszym wierszu podawano zawsze obci!"enie dla h = 1, 

a w drugim dla h = 5. Warto$ci równe 0 w omawianej tabeli oznaczaj!, "e obci!"enie 

co do warto$ci bezwzgl&dnej by o mniejsze ni" 0,001. Nie podano rezultatów dla  a#cu-

cha o macierzy przej$cia P2, gdy" we wszystkich analizowanych przypadkach obci!"enie 

by o mniejsze od warto$ci granicznej podanej powy"ej. 

Pomimo znacznego obci!"enia oszacowa# macierzy przej$cia, obci!"enie prognoz 

jest raczej niewielkie. W przypadku prognoz na jeden okres do przodu nigdy nie prze-

kracza ono poziomu 0,003 dla T = 25 oraz 0,001 dla T = 50 obserwacji i wi&cej. 

Dla h = 5 b &dy w niektórych przypadkach s! ju" wyra(nie wy"sze i przekraczaj! 0,01 

dla ds2 oraz T = 25. 

Je"eli obci!"enie prognoz nie jest znikomo ma e, wtedy oszacowania uzyskane 

ze wzoru YK wyra(nie ró"ni! si& od rzeczywistych obci!"e# wyznaczonych na podsta-

wie symulacji. We wszystkich omawianych sytuacjach oszacowania analityczne prze-

kraczaj! faktyczne obci!"enia. Z tego punktu widzenia omawiany wzór mo"e by' sto-

sowany jedynie do oceny górnej granicy obci!"enia. Prawdopodobnie jednak b&dzie ono 

w rzeczywisto$ci wyra(nie ni"sze, ni" to wynika z takich oszacowa#. 
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Tab. 3 Obci()enie prognoz dla +a,cucha z macierz( przej$cia P1 

Liczba  
obserwacji 

Metoda YK MNK WUMNK 

Rozk ad pocz!tkowy ds1 

T = 25 1 2001,00001,0#  1 2000  

1 2002,00002,0#  
1 2001,00001,0#  

1 2006,0002,0004,0#  

T = 50 1 2001,00001,0#  1 2000  

1 2001,00002,0#  
1 2000  

1 2002,00002,0#  

T = 100 1 2000  1 2001,000  

1 2001,00001,0#  
1 2001,000  

1 2001,00001,0#  

Rozk ad pocz!tkowy ds2 

T = 25 1 2039,0010,0029,0#  1 2003,00003,0#  

1 2015,0002,0013,0 ##  
1 2003,0001,0002,0 ##  

1 2012,0002,0010,0 ##  

T = 50 1 2003,0001,0004,0#  1 2001,00001,0#  

1 2004,00005,0#  
1 2001,00001,0#  

1 2005,00005,0#  

T = 100 1 2001,0001,0001,0#  1 2000  

1 2002,00002,0#  
1 2000  

1 2002,00002,0#  

Rozk ad pocz!tkowy ds3 

T = 25 1 2009,0005,0005,0 ##  1 2002,0001,0001,0 ##  

1 2007,0003,0004,0 ##  
1 2001,000  

1 2001,00001,0#  

T = 50 1 2000  1 2000  

1 2002,00002,0#  
1 2000  

1 2000  

T = 100 1 2000  1 2000  

1 2000  
1 2000  

1 2000  

'ród"o: opracowanie w"asne. 

 

4. PRZYK"AD EMPIRYCZNY 

Przedstawione powy"ej metody prognozowania struktury oraz obliczania obci!"enia 

szacunków macierzy przej$cia, a tak"e prognoz zastosowano do prognozowania struktu-

ry polskiego eksportu wed ug g ównych odbiorców. Dynamik& tej struktury przedsta-

wiono na rysunku 3. Miesi&czne dane obejmuj! okres 05.2004-02.2010 i pochodz! 

z bazy danych Eurostatu. Szereg liczy wi&c 70 obserwacji. 

W badanym okresie najwi&ksza zmiana dotyczy a eksportu do Niemiec, którego 

udzia  spad  z oko o 30% do oko o 25%. Jednocze$nie zwi&kszeniu uleg  eksport 

do Francji, mniej wi&cej z 6% do 7,5% oraz do Wielkiej Brytanii, z 5,5% do 7%. Wi&k-

szym zmianom nie uleg  eksport do W och oraz do pozosta ych pa#stw, które wynios y 

odpowiednio oko o 6,5% oraz 53%. 
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Rys. 3 Struktura polskiego eksportu wed+ug g+ównych partnerów w okresie 05.2004-02.2010 
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'ród"o: opracowanie w"asne. 

Macierz przej$cia  a#cucha oszacowana na podstawie omawianych danych przyj& a 

posta': 

%
%
%
%
%
%

&

'

(
(
(
(
(
(

)

*

!

755,0036,0033,0047,0103,0

515,0253,0109,00123,0

455,00452,0093,00

166,0261,0075,0498,00

201,0043,000756,0

ˆ
WUMNKP , 

przy czym kolejne kolumny odpowiadaj! nast&puj!cym krajom: Niemcy, Francja, Wiel-

ka Brytania, W ochy oraz pozosta e kraje. Oszacowana macierz kowariancji sk adników 

losowych równa by a: 

%
%
%
%
%
%

&

'

(
(
(
(
(
(

)

*

####

##

#

#

##

! #

796,2792,0270,0577,0147,1

792,0674,0058,0300,0240,0

270,0058,0157,0042,0013,0

577,0300,0042,0232,0003,0

147,1240,0013,0003,0372,1

10ˆ 4

WUMNK& . 

St!d wyznaczono prognozy udzia u danego partnera w eksporcie dla h = 1, 2, …, 6 mie-

si&cy do przodu. Prognozy te kszta towa y si& nast&puj!co: 

1 2544,0067,0064,0069,0256,0ˆ !mard , 

1 2ˆ 0,258 0,066 0,062 0,065 0,548kwi !d , 

1 2ˆ 0,260 0,065 0,061 0,065 0,549maj !d , 

1 2550,0064,0060,0064,0262,0ˆ !czed , 

1 2550,0064,0060,0064,0263,0ˆ !lipd , 

1 2549,0064,0059,0064,0264,0ˆ !sied . 
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W nast&pnej kolejno$ci badano obci!"enia szacunków. Stosuj!c metody symulacyj-

ne stwierdzono, "e obci!"enie macierzy WUMNKP̂  przy zaburzeniach losowych o rozk a-

dzie normalnym z macierz! kowariancji WUMNK&̂  równe jest: 

%
%
%
%
%
%

&

'

(
(
(
(
(
(

)

*

###

##

##

##

##

!

005,0005,0001,0002,0003,0

035,0009,0001,0041,0016,0

129,0058,0049,0036,0083,0

122,0102,0008,0110,0083,0

002,0019,0011,0012,0041,0

)ˆ(bias WUMNKP . 

Przy tych samych za o"eniach obci!"enie prognoz w ka"dym przypadku by o mniej-

sze ni" 0,001 i dlatego nie zosta o dok adnie podane. 

Rezultaty zaprezentowane w tej cz&$ci potwierdzaj! analizy z poprzednich rozdzia-

 ów. Mimo znacznego obci!"enia oszacowa# macierzy przej$cia, obci!"enie prognoz 

jest bardzo niewielkie. 

 

5. PODSUMOWANIE 

Przedstawione w pracy wyniki wskazuj!, "e pomimo znacznego obci!"enia oszaco-

wa# macierzy przej$cia  a#cucha Markowa konstruowane na jej podstawie prognozy 

cechuje niewielkie obci!"enie. W zwi!zku z tym przy ocenie jako$ci prognoz wi&ksze 

praktyczne znaczenie b&dzie mie' ich odchylenie standardowe. 

Jednocze$nie pokazano, "e stosowanie wzoru analitycznego podanego przez Ya-

mamoto i Kunitomo daje dobre przybli"enia obci!"enia estymatorów MNK i WUMNK 

macierzy przej$cia. Jednak oceny obci!"enia prognoz uzyskane z tego wzoru s! zdecy-

dowanie zawy"one i do tym celu wzór ten nie mo"na uzna' za przydatny. 
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A BIAS OF STRUCTURE FORECASTS FROM MARKOV CHAIN MODELS 

The paper investigates a bias of forecasts of structure obtained from Markov chain models 

when the transition matrix of the chain is estimated using least squares methods and macrodata. 

The bias comes from a bias of the transition matrix estimators. Based on simulation methods 

it is shown that despite significant bias in the transition matrix estimates, bias of the forecasts 

is rather small. It is also acknowledged that analytical equation known from literature gives accu-

rate estimates of the transition matrix bias, but it is not useful for assessing bias of the forecasts. 

The analysis is illustrated with forecasting of structure of Polish export by the main partners. 


