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OBCIAZENIE PROGNOZ STRUKTURY UZYSKANYCH PRZY
POMOCY LANCUCHOW MARKOWA

Streszczenie: Celem artykulu jest ocena obcigzenia prognoz struktury uzyskanych
na podstawie tancuchéw Markowa w przypadku, gdy macierz przejscia tancucha szacowana jest
metoda najmniejszych kwadratéw i jej odmianami przy uzyciu makrodanych. Zrédtem badanego
obcigzenia jest obciazenie estymatoréw macierzy przejscia. Przy zastosowaniu metod symulacyj-
nych pokazano, ze pomimo duzego obciazenia ocen macierzy przejscia uzyskane na jej podstawie
prognozy cechujg si¢ niewielkim obcigzeniem. Jednoczesnie stwierdzono, ze znany w literaturze
wzor analityczny daje z reguty dobre oszacowania obciazenia macierzy przejscia, jednak nie nada-
je si¢ do oceny obciazenia prognoz. Rozwazania zostaly zilustrowane przyktadem prognozowania
struktury polskiego eksportu wedtug gtéwnych odbiorcow.

1. WPROWADZENIE

Prognozowanie struktur zjawisk jest jednym z waznych zagadnien poruszanych
przez ekonometri¢ przestrzenng. W pracy analizowane jest podejscie, ktore wykorzystu-
je tancuchy Markowa do modelowania dynamiki struktury procentowej badanego zjawi-
ska. W omawianej metodzie struktura te reprezentowana jest przez bezwarunkowy roz-
ktad stacjonarnego, jednorodnego tancucha Markowa. Podstawowym problemem
w takim podejsciu jest wybor takiej macierzy przejscia, by dynamika rozktadu bezwa-
runkowego tancucha przy ustalonym zaobserwowanym rozktadzie poczatkowym byta
jak najbardziej zblizona do obserwowanej dynamiki wektora udzialow opisujacego ba-
dane zjawisko. Technicznie, szacowanie elementow macierzy przejscia jest tozsame
z estymacja parametrow modelu VAR(1) z dodatkowymi ograniczeniami. W tym celu
najczesciej stosowana jest metoda najmniejszych kwadratow i jej modyfikacje. Wiado-
mo jednak', ze uzyskane w ten sposéb oceny przy matych probach sa obciazone.
W efekcie obciazenie to przenosi si¢ takze na prognozy struktury uzyskane na podstawie
modeli fancuchéw Markowa.

W pracy podjg¢to probe oceny obciazenia prognoz struktury stawianych przy zasto-
sowaniu tancuchéw Markowa, ktdrych macierz przejscia szacowana jest metoda naj-
mniejszych kwadratow. W tym celu szczegotowo przeanalizowano obcigzenie ocen
elementéw macierzy przejscia. Stosowano tutaj przede wszystkim metody symulacyjne.
Przy okazji jednak poddano réwniez ocenie doktadnos$¢ oszacowania obcigzenia estyma-
toréw macierzy przejscia uzyskanych przyblizonym wzorem podanym przez Yamamoto

" Doktor, Katedra Metod Statystyczno-Matematycznych w Ekonomii, Akademia Ekonomiczna im.
Karola Adamieckiego w Katowicach.

" M. Kendall, [1951], Note on Bias in the Estimation of Autocorrelation, Biometrika, Vol. 41;
D. Tjostheim, J. Paulsen, [1983], Bias of some Commonly-Used Time Series Estimates, Biometrika, Vol. 70(2).
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i Kunitomo (1984). Przedstawione metody zilustrowano w ostatniej czg$ci pracy na
przyktadzie prognozowania struktury polskiego eksportu wedtug gtdéwnych odbiorcow.

Powszechne stosowanie tancuchow Markowa w prognozowaniu struktur zjawisk
wynika z ich zalet’. Po pierwsze uzyskiwane ta metoda prognozy sa zgodne, to znaczy
suma prognozowanych udziatéow jest réwna 1. Po drugie, do wyznaczenia prognoz nie
jest konieczna znajomos¢ wartosci zmiennych egzogenicznych w okresie prognozowa-
nym. Podejscie to jest takze szczegdlnie przydatne w sytuacji, gdy dostgpne sa wiary-
godne prognozy dotyczace tacznego poziomu badanego zjawiska. Wtedy do oceny po-
ziomu zjawiska w poszczegolnych grupach wystarczy wyznaczy¢é prognozy udziatu
danej grupy. Taka sytuacja ma miejsce na przyklad przy prognozowaniu regionalnego
PKB. Dane dotyczace tych zmiennych sa publikowane ze znacznym op6znieniem, mnie;j
wigcej dwoch lat. Tymczasem szacunki globalnego PKB sa podawane znacznie szybciej.
Dodatkowo jeszcze wczesniej znanych jest wiele wiarygodnych prognoz dotyczacych tej
wielkosci.

2. METODOLOGIA

Struktura zjawiska w analizowanym modelu opisywana jest przez K-wymiarowy
wektor D, = [Dy;, D, ... Dy, ktorego sktadowe spetniaja warunki:
K
D,>0; >.D,=1. (1-2)
i=1
Wektor D, utozsamiany jest z rozkladem bezwarunkowym tancucha Markowa. Sta-
cjonarny, nieprzywiedlny tancuch Markowa reprezentowany jest przez kwadratowa K-
wymiarowa macierz przejscia P. Jej elementy p; sa nieujemne i sumuja si¢ w wierszach
do 1. Spetniaja wigc warunki:

K
P;20; ij/:L (3-4)
i=1
Dynamike rozktadu bezwarunkowego opisuje rownanie autoregresyjne:
D =D, P. ®)

Roéwnanie to jest podstawa wyznaczania prognoz na kolejne okresy. Przy probie li-
czace]j T obserwacji prognozg na s okreséw do przodu wyznacza si¢ jako:

D, :DTPh : (6)
2.1. Estymacja macierzy przejscia P

Roéwnanie (5) stosowane jest takze przy szacowaniu macierzy przejécia P, gdyz do-
stgpne sa dane dotyczace empirycznych odpowiednikéw d, wektorow D, W takim przy-
padku przyjmuje ono postac:

d =d, P+sg,, (7
gdzie g jest wektorem skladnikéw losowych spetniajacych warunki E(g) =0,
E(e’e) =Q, E(g’g,) =0 dla s # £. Model wektorowej autoregresji VAR(1) postaci (7)

2 Zob. 1. Kozniewska (red.), [1980], Prognozowanie struktury za pomocq tancuchéow Markowa, SGPiS,
Warszawa; J. Acedanski, [2006], O pewnej metodzie prognozowania przewozow w gospodarce,
[w:] P. Dittmann, J. Krupowicz (red.), Prognozowanie w zarzqdzaniu firmq, Prace Naukowe AE
we Wroctawiu nr 1112, Wroctaw.
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jest modelem niestacjonarnym, gdyz ze wzgledu na zalozenia (3-4) najwigksza wartos¢
wlasna macierzy P jest co do wartosci bezwzglednej rowna 1.

Biorac pod uwage warunki (2) i (4) dla celéw estymacji wystarczy rozpatrywac mo-
del sktadajacy si¢ z K—1 zmiennych: d',=[dy d ... dx_,,) oraz odpowiedniej
(K — 1)-wymiarowej macierzy P* postaci:

P~ Pig P~ Pk Pk~ Pk
P = P~ Pk P~ Pk Prk1— Pk
Px-n1—Pkak Pxka2"Pxak -+ Pxaka~Pkak

Model zmodyfikowany dany jest rOwnaniem:

d =P, +d P +g, (®)
gdzie Py = [pix pak ... Px-1x] oraz g, = [e1; €2 ... €x_1:. W modelu (8) nieznanymi
parametrami sg wektor Py oraz macierz P, przy czym teraz wszystkie wartosci wlasne
macierzy P leza wewnatrz kota jednostkowego. Przy oszacowanych wartosciach 13K
oraz P brakujace oceny p,,, p,x.... by M0zna wyznaczy¢ z warunku (2). W ten sposob
uzyskuje sie ocene wyjsciowej macierzy przejscia P.

Najczesciej stosowanymi metodami estymacji parametréw modelu (8) sa metoda
najmniejszych kwadratéw (MNK) oraz warunkowa, uogoélniona metoda najmniejszych
kwadratow (WUMNK). W przypadku MNK oceny p, oraz P’ uzyskiwane sa przez

rozwiazanie nastgpujacego problemu decyzyjnego:

min(Y - XB)'(Y-XB), )
gdzie: Y=[d, d; .. d; dyy doy ... dyyp ... dy_y die_i5 o diir],
d 1
d, 1 ’
X=1,,® * . ,Bzvec{P]
: : P,
d,, 1

W powyzszych wzorach Ix_; oznacza (K — 1)-wymiarowa macierz jednostkowa,
® jest iloczynem Kroneckera, vec jest operatorem, ktory przeksztatca macierz w wektor
kolumnowy, natomiast T oznacza liczbg obserwacji. Wyznaczone w ten sposob estyma-
tory sa zgodne i asymptotycznie nieobcigzone, jednak nie spelniajg warunku (3) nie-
ujemnosci elementéw macierzy P°.

W metodzie WUMNK problem decyzyjny przyjmuje postac:

mpin(Y—XB)’(fZH®IH)(Y—XB),p.w. P, >0, O0<P +P,®1', <1. (10)

3 Zob. T.C. Lee, G. Judge, A. Zellner, [1970], Estimating the Parameters of the Markov Probability Mo-
del from Aggregate Time Series Data, North-Holland Publishing Company, Amsterdam-Londyn;
M. Podgorska, P. Sliwka, M. Topolewski, M. Wrzosek, [2000], Laricuchy Markowa w teorii i zastosowaniach,
SGH, Warszawa.
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Macierz Q oznacza oceng macierzy kowariancji wektora reszt g,". Oszacowanie to
uzyskuje si¢ na podstawie reszt MNK postaci (9). Wektor 1'x; jest (K — 1)-wymiaro-
wym wierszowym wektorem jedynek. Ograniczenia wystgpujace w problemie (10) sa
rownowazne ograniczeniu (3) nieujemnosci elementéw macierzy P. Estymatory
WUMNK sa zgodne, asymptotycznie nicobciazone i cechuja si¢ wigksza efektywnoscia
niz estymatory MNK*. Uzyskana na ich podstawie macierz P speia wszystkie warunki
macierzy przejscia jednorodnego tancucha Markowa.

2.2. Obciazenie estymator6w macierzy P oraz prognoz

W przypadku matych préb oba estymatory rozpatrywane powyzej sa obciazone.
Yamamoto i Kunitomo (1984) podali przyblizony wzdér na obciazenie estymatorow
MNK parametréw modelu (8). Przy przyjeciu nastgpujacych oznaczen:

P P, Q0 e e T
A:{O d Qu{o 0}, r:;[d, 1[a; 1],

oraz pewnych warunkoéw regularnosci obciazenie bias(A) macierzy A w przyblizeniu
wyraza sie¢ wzorem®:

biaS(A) - 710 i(Aktr(Aka ) +A2k+1)l—~—l ’ (11)
=0

przy czym przez tr(A) oznaczono slad macierzy A. Oceny obciazenia uzyskuje sig¢
wstawiajac zamiast macierzy €, oraz A oszacowania uzyskane na podstawie proby.
Nieskonczona sumg przybliza si¢ przyjmujac duza, ale skonczong liczbe sktadnikow.
Jezeli tylko warto$ci wlasne macierzy A leza wewnatrz kota jednostkowego, szereg
kolejnych poteg tej macierzy jest zbiezny. Powyzszy wynik, a takze analizy podobnych
modeli®, wskazuja, ze przy wysokich wartosciach elementow pi ich oceny MNK
sa srednio zbyt niskie, natomiast oszacowania elementow o wartosciach bliskich
0 sa zawyzone. Podobne wyniki dotycza WUMNK.

Na podstawie wzoru (11) mozna rowniez tatwo wyznaczy¢ obcigzenie szacunkow
macierzy przejscia P. Nalezy zwroci¢ tu uwage, ze w przypadku obu omawianych metod
zatozenie sumowania si¢ do 1 elementéw w wierszach macierzy P bedzie spetnione.
Tym samym suma obcigzen elementéw w wierszach bedzie réwna 0:

K
> bias(p;)=0. (12)
Jj=1 '
Z uwagi na wystgpowanie ograniczen w postaci nierownosci obcigzenie estymato-
row WUMNK jest praktycznie niemozliwe do oszacowania w sposdb analityczny.

* Tamze.

* T. Yamamoto, N. Kunitomo, [1984], Asymptotic Bias of the Least Squares Estimator for Multivariate
Autoregressive Models, Annals of the Institute of Statistical Mathematics, Vol. 36(1), s. 421-422.

¢ Zob. M. Kendall, [1951]; K. Abadir, K. Hadri, E. Tzavalis, [1999], The Influence of VAR Dimensions on
Estimator Biases, Econometrica, Vol. 67(1); S. Lawford., M. Stamatogiannis, [2004], The Finite-Sample
Effects of VAR Dimensions on OLS Bias, OLS Variance, and Minimum MSE Estimators, Journal of Economet-
rics, Vol. 148(2); J. Kiviet, G. Phillips, [2005], Moment Approximation for Least-Squares Estimators in Dy-
namic Regression Models with a Unit Root, Econometrics Journal, Vol. 8; J. Acedanski, [2008], Dokladnosé
prognoz struktury uzyskanych za pomocq modeli wektorowej autoregresji, [w:] P. Dittmann, J. Szanduta (red.),
Prognozowanie w zarzqdzaniu firmq, AE Wroctaw, Wydawnictwo Indygo Zahir Media, Wroctaw.
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W takim przypadku konieczne jest odwotywanie si¢ do rezultatéw analiz symulacyj-
nych.

Ze wzoru (6) wyraznie wynika, ze zrédlem obciazenia prognoz w omawianym mo-
delu jest obciazenie estymatoréw macierzy P”:

bias(D,,,) = D, bias(P") . (13)

W najprostszym przypadku, gdy % = 1, obciazenie tej macierzy mozna szacowac ko-
rzystajac z metod opisanych powyzej. Analityczna ocena obciazenia dla 4> 1 jest juz
problematyczna, gdyz wymaga znajomosci wyzszych momentéw rozktadu estymatoréw
macierzy P”. Biorac pod uwage trudnosci zwiazane z szacowaniem wartoéci oczekiwa-
nej macierzy P, analityczne oceny momentdéw wyzszych rzedow nie beda zbyt doktadne.
Z tego powodu przy szacowaniu obcigzenia prognoz dla dluzszych horyzontow czaso-
wych wskazane jest korzystanie z metod symulacyjnych.

Nalezy réwniez mie¢ na uwadze, ze jezeli elementy w kolumnach macierzy
bias(f“ ) beda posiada¢ przeciwne znaki, wtedy ich obciazenie bedzie si¢ czg$ciowo
znosi¢ przy wyznaczaniu obcigzenia prognoz. Dokladna wielko$¢ tego efektu zalezy
takze od wektora D7.

3. WYNIKI BADAN SYMULACYJNYCH

W badaniach symulacyjnych analizowano dwie rézne macierze przejscia:

099 001 O 0,6 02 0,2
P, =|0,01 098 0,01, P,={03 05 02].
0,03 0,02 0,95 03 03 04

W pierwszej macierzy wszystkie wartosci wilasne sa bliskie 1, co wskazuje,
ze zbieznos¢ rozktadu tancucha o takiej macierzy przejscia do rozktadu stacjonarnego
jest bardzo powolna. W drugiej macierzy natomiast druga z kolei najwigksza warto$¢
wilasna jest rowna 0,3, a wigc zbieznos¢ do rozktadu granicznego jest bardzo szybka.
Przyktadowe trajektorie rozkladow bezwarunkowych omawianych tancuchow dla 100
obserwacji prezentujg rysunki 11 2.

Dla macierzy P; badano réwniez wptyw réznych rozktadéow poczatkowych na wy-
niki estymacji i prognozowania. Analizowano trzy rozktady startowe:

d,=[0 o 1],d,=[1/3 1/3 1/3],d,=[0,5714 03571 0,0714].

W pierwszym przypadku liczba realizacji fancucha potrzebna do uzyskania zbiezno-
Sci jest najwigksza, gdyz rozktad dy; znaczaco rézni si¢ od rozktadu granicznego. Trzeci
rozklad poczatkowy rowny jest natomiast rozktadowi granicznemu, a wigc w tym przy-
padku czas zbieznosci jest najkrotszy. Dla macierzy P, rozpatrywano tylko jeden rozktad
poczatkowy dy,, gdyz zbieznos$¢ uzyskiwana jest zawsze bardzo szybko. W symulacjach
przyjeto, ze zaktdcenia losowe maja rozktad normalny z osobliwg macierz kowariancji.
Odnosnie pierwszych K—1 zmiennych byla ona macierza diagonalng z elementami
na gtéwnej przekatnej o wartosciach rownych 0,0001. Zaburzenie ostatniej zmiennej
réwne bylo sumie zaburzen dla pierwszych K — 1 zmiennych, co gwarantowato spetnie-
nie warunku (2) sumowania si¢ do jednosci sktadowych wektora rozktadu bezwarunko-
wego.
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Rys. 1 Przykladowa trajektoria rozkladéw bezwarunkowych dla macierzy P,
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Zrédlo: opracowanie wiasne.

Rys. 2 Przykladowa trajektoria rozkladow bezwarunkowych dla macierzy P,
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Zrédio: opracowanie wlasne.
3.1. Wyniki badania obciaZenia macierzy przejscia

W tabeli 1 przedstawiono obcigzenie ocen macierzy przejscia Py przy réznych roz-
ktadach poczatkowych oraz réznej liczbie obserwacji. Kolumna YK zawiera oceny ob-
cigzenia obliczone wzorem (11) Yamamoto-Kunitomo. Aby zapewni¢ zbieznos¢ szere-
gbéw wystepujacych w omawianym wzorze, przed jego obliczeniem badano wartosci
wilasne uzyskanej macierzy przejscia. Jezeli najwigksza przekraczata 1, wtedy zmniej-
szano proporcjonalnie elementy lezace na gtdwnej przekatnej tak, aby druga co do wiel-
kosci warto$¢ wilasna byta mniejsza niz 0,99. Taka skorygowang macierz przejscia sto-
sowano jedynie przy obliczaniu obciazenia zgodnie ze wzorem (11).

W kolejnych kolumnach zestawiono obcigzenia ocen MNK i WUMNK, ktoére uzy-
skano przy zastosowaniu symulacji. W tym celu symulowano wielokrotnie realizacje
fancucha o danej macierzy przejscia i korzystajac z tych realizacji szacowano macierze
przejscia oraz prognozy. Rezultaty tych oszacowan poréwnywano nastgpnie z rzeczywi-
stymi wartosciami macierzy przejscia i realizacjami tancucha. Wyniki w tabeli
1 sg $rednimi wartosciami obliczonymi na podstawie 10000 symulacji. W tabeli 2 przed-
stawiono rezultaty takiego samego badania dla tancucha z macierza przejscia P, i roz-
ktadem poczatkowym d,.
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Tab. 1 Obcigzenie ocen macierzy przejscia P,
Liczba Metoda YK MNK WUMNK
obserwacji
Rozktad poczatkowy d;
[-0,088 0114 —0,026] [-0,105 0152 —0,047] [-0131 0127 -0,004]
T=25 0,122 —0,182 0,060 0,155 —0,235 0,080 0,195 —-0,197 0,002
| 0,001 0,001 -0,002] | 0,001 0,001 -0,001] | 0,001 0,001 -0,002]
[-0,037 0,052 —0,016] [-0,049 0,072 —0,024] [-0,062 0,059 0,003]
T=50 0,054 —0,082 0,028 0,073 0,113 0,040 0,095 —0,093 —0,002
| 0,001 0,001 -0,001] | 0,001 0,001 -0,001] | 0,001 0001 -0,001|
[-0,016 0,024 -0,008] [-0,021 0,032 -0,011] [-0,028 0,025 0,002]
T=100 0,025 —0,038 0,013 0,032 —-0,051 0019 0,043 —0,040 —0,003
| 0,001 0001 —0,001] | 0,001 0,001 —0,001] L 0 0001 -0,001]
Rozktad poczatkowy d,,
[-0,206 0,143  0,064] [-0,067 0141 —-0,075] [-0,093 0,087 —0,006]
T=25 0180 —0248 0,068 0,072 -0216 0144 0112 —-0134 0,022
| 0050 0116 -0,165] |-0,002 0,077 -0,075| |-0,008 0,052 —0,044]
[-0,034 0,050 —0,017] [-0,026 0,066 —0,040] [-0,044 0041  0,003]
T=50 0,039 —0,079 0,040 0,032 -0105 0,073 0,060 —0,066 0,006
| 0,003 0,032 -0,035] | -0,001 0,041 -0,041] | -0,008 0,028 —0,020 |
[-0,011 0021 -0,011] [-0,011 0,028 -0,018] [-0,021 0,018 0,002]
T=100 0,013 -0,035 0,022 0,014 —-0,047 0,033 0,030 —0,031 0,001
| 0,003 0,016 —0,019] |-0,002 0,021 —0,024] |-0,003 0,015 -0,012]
Rozktad poczatkowy d;
(0,356 0163  0,193] [-0,105 0,090 0,015] (0,102 0,08 0,017
T=25 0,469 -0305 —0,164 0137 -0163 0,025 0139 -0154 0016
| 0484 0247 -0,731] | 0142 0,087 -0,229] | 0125 0,083 0,208
[-0,045 0,038 0,007 [-0,053 0,048  0,005] [-0,053 0,044 0,010]
T=50 0,059 —0,067 0,007 0,069 —0,086 0,017 0,072 -0,078 0,006
| 0,064 0,032 -0,09 | | 0,074 0,042 -0]115] | 0,064 0,040 —0,104]
[-0,019 0,018  0,001] [-0,025 0,024  0,001] [-0,026 0,021  0,006]
T=100 0,025 -0,032 0,007 0,032 -0042 0,010 0,036 —0,037 0,001
| 0028 0,015 -0,043] | 0,036 0,020 -0,055] 0,031 0,018 —0,049 |
Zrédio: opracowanie wlasne.
Tab. 2 Obciazenie ocen macierzy przejscia P,
Liczba Metoda YK MNK WUMNK
obserwacji
[-0,012 0,019 —0,007] [-0,011 0,019 —0,008] [-0,010 0,020 —0,010]
T=25 0,010 —0,046 0,037 0,008 —0,048 0,039 0,006 —0,050 0,044
| 0,007 0,028 -0,035| | 0,008 0,028 —0,036] | 0009 0,027 -0,039|
[-0,000 0,010 —-0,001] [-0,000 0,010 —0,001] [-0,008 0,011 0,002]
T=50 0,007 —-0,023 0,016 0,006 —0,024 0,018 0,005 —0,025 0,020
| 0,006 0014 -0,019] | 0,007 0,014 -0,021] | 0,007 0,015 -0,022]
[-0,007 0,005 0,002 [-0,007 0,004 0,002] [-0,007 0,005  0,002]
T=100 0,005 —0,012 0,007 0,006 —0,010 0,005 0,005 —0,011 0,006
| 0,004 0,007 -0011] | 0,004 0,006 —0,010| | 0,004 0006 —0,010]

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Analizujac wielkosci zestawione w omawianych tabelach mozna wysnué¢ kilka
wnioskow. Po pierwsze potwierdzajg si¢ znane w literaturze wlasnosci analizowanych
estymatorow: wysokie wartosci elementow na gtownej przekatnej sa niedoszacowane,
natomiast wartosci niskie, poza gtéwna przekatng — przeszacowane — przy czym w ma-
tych probach obcigzenie moze by¢ bardzo duze (w kilku przypadkach ponad 0,1 przy 50
obserwacjach, takze dla elementéw lezacych poza gléwna przekatna); obciazenie ocen
maleje wraz ze wzrostem liczby obserwacji oraz im mniejsze jest tempo zbieznosci tan-
cucha do rozkladu stacjonarnego, tym wigksze jest obcigzenie szacunkow macierzy
przejscia.

Ponadto wida¢ wyraznie, ze nie ma wigkszych réznic pomigdzy obciazeniem ocen
MNK oraz WUMNK. Nie mozna tez wskaza¢ zadnej metody, ktora zawsze dawataby
oszacowania cechujace si¢ mniejszym obcigzeniem.

Odnosnie wzoru YK mozna sformulowaé dwa stwierdzenia. Po pierwsze, daje
on dobre oszacowania obcigzenia w przypadku duzych prob (w analizowanym przypad-
ku bylo to T=50 oraz wigcej) lub tancuchéw cechujacych si¢ szybka zbieznoscia
do rozktadu stacjonarnego, a wigc zawsze gdy obciazenie szacunkow jest niewielkie;
w przypadku matych préb (7'=25) i tancucha o powolnej zbieznosci oceny obciazenia
uzyskane omawianym wzorem mogg si¢ znaczaca rézni¢ od rzeczywistego obciazenia.

Po drugie wzor (11) daje szczegdlnie duze btedy w sytuacji, gdy wigkszo$¢ obser-
wacji pochodzi z okolic rozktadu stacjonarnego. Bledy oszacowania wynikajace ze sto-
sowania tego wzoru byly bowiem szczego6lnie duze dla rozktadu poczatkowego dg; row-
nego rozktadowi granicznemu. W przypadku rozktadu poczatkowego d;; biedy byty
znacznie mniejsze.

3.2. Wyniki badania obcigzenia prognoz

W tabeli 3 przedstawiono wyniki badania obciazenia prognoz konstruowanych
dla tancucha o macierzy przej$cia Pj, analogicznie jak to bylo w tabeli 1 dotyczacej
obcigzenia ocen macierzy przejscia. Rozpatrywano dwa horyzonty prognoz: 4 =1 oraz
h=5. W przypadku wzoru YK obciazenie obliczano tylko dla horyzontu # = 1. W pozo-
stalych przypadkach w pierwszym wierszu podawano zawsze obcigzenie dla A =1,
aw drugim dla #=5. Wartosci rowne 0 w omawianej tabeli oznaczaja, ze obciazenie
co do wartosci bezwzglednej byto mniejsze niz 0,001. Nie podano rezultatow dla tancu-
cha o macierzy przejscia P,, gdyz we wszystkich analizowanych przypadkach obciazenie
bylo mniejsze od wartosci granicznej podanej powyzej.

Pomimo znacznego obciazenia oszacowan macierzy przejscia, obcigzenie prognoz
jest raczej niewielkie. W przypadku prognoz na jeden okres do przodu nigdy nie prze-
kracza ono poziomu 0,003 dla 7=25 oraz 0,001 dla 7=50 obserwacji i wigce;j.
Dla 4 =5 bledy w niektorych przypadkach sg juz wyraznie wyzsze i przekraczaja 0,01
dla dy, oraz T = 25.

Jezeli obcigzenie prognoz nie jest znikomo mate, wtedy oszacowania uzyskane
ze wzoru YK wyraznie rdznig si¢ od rzeczywistych obcigzen wyznaczonych na podsta-
wie symulacji. We wszystkich omawianych sytuacjach oszacowania analityczne prze-
kraczajg faktyczne obcigzenia. Z tego punktu widzenia omawiany wzor moze by¢ sto-
sowany jedynie do oceny gornej granicy obciazenia. Prawdopodobnie jednak bedzie ono
W rzeczywistosci wyraznie nizsze, niz to wynika z takich oszacowan.
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Tab. 3 Obciazenie prognoz dla lancucha z macierza przejscia P,

Liczba Metoda YK MNK WUMNK
obserwacji
Rozktad poczatkowy dy,
B [0 0 o [-0.001 0 0,001]
B I ’ -0,002 0 0,002 —0,004 0,002 0,006
T=25 [-0,001 0 0,001]

B o o 0] [0 o 0]
r=30 [F0.001 0" 0001 [-0,002 0 0,001] [-0,002 0 0,002]
3 [0 o 0001] [0 o 0001]

B —0,001 0 0,001 -0,001 0 0,001
T=100 oo o
Rozktad poczatkowy d,
B [-0,003 0 0,003] [-0,002 —0,001 0,003]
B e ’ ’ -0,013 0,002 0,015] | [-0,010 —0,002 0,012
T=25 [<0,029 0,010 0,039]
B [-0,001 0 0,001] [-0,001 0 0,001]
r=30 [-0.004 0001 0,003] [-0,005 0 0,004] [-0,005 0 0,005]
B [0 0 o] [0 0 o]
=100 [-o.001 0001 0.001] [-0,002 0 0,002] [-0,002 0 0,002]
Rozktad poczatkowy d;
r—»s L0005 0,005 —0.00] [-0.001 —0,001 0,002] [o o 0,001]
’ ’ ’ [-0,004 —0,003 0,007] [-0,001 0 0,001]
3 o 0 0] [0 o 0]
r=30 o0 o] [-0,002 0 0,002] [0 0 o]
B [0 o 0] [0 0 0]
T=100 o o 0] o o 0 o o 0

Zrodlo: opracowanie wlasne.

4. PRZYKLAD EMPIRYCZNY

Przedstawione powyzej metody prognozowania struktury oraz obliczania obcigzenia
szacunkow macierzy przejscia, a takze prognoz zastosowano do prognozowania struktu-
ry polskiego eksportu wedtug gléwnych odbiorcéw. Dynamike tej struktury przedsta-
wiono na rysunku 3. Miesi¢gczne dane obejmujg okres 05.2004-02.2010 i pochodza
z bazy danych Eurostatu. Szereg liczy wigc 70 obserwacji.

W badanym okresie najwigksza zmiana dotyczyla eksportu do Niemiec, ktérego
udziat spadt z okolo 30% do okolo 25%. Jednoczesnie zwigkszeniu ulegl eksport
do Francji, mniej wigcej z 6% do 7,5% oraz do Wielkiej Brytanii, z 5,5% do 7%. Wigk-
szym zmianom nie ulegl eksport do Wtoch oraz do pozostatych panstw, ktére wyniosty

odpowiednio okoto 6,5% oraz 53%.
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Rys. 3 Struktura polskiego eksportu wedlug glownych partneréw w okresie 05.2004-02.2010
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
Macierz przejscia tancucha oszacowana na podstawie omawianych danych przyjeta

postac:

A

Py =

10,756
0
0
0,123
0,103

o
NI
& ¢S

SRS

Data

0
0,498
0,093

0
0,047

0
0,075
0,452
0,109
0,033

0,043
0,261
0
0,253
0,036

P & 0

4 P e O
S PSS S
LE ST EE S LGS

0,201
0,166

0,455 |,
0,515
0,755 |

przy czym kolejne kolumny odpowiadajq nastgpujacym krajom: Niemcy, Francja, Wiel-
ka Brytania, Wlochy oraz pozostate kraje. Oszacowana macierz kowariancji sktadnikéw

losowych réwna byta:

1,372 0,003 0,013 —0,240 —1,147]
0,003 0232 0,042 0300 -0577
Qi =107 0,013 0,042 0157 0,058 —0,270].
-0,240 0300 0,058 0,674 -0,792
| 1147 -0577 -0,270 -0,792 2,796
Stad wyznaczono prognozy udzialu danego partnera w eksporcie dla =1, 2, ..., 6 mie-
sigcy do przodu. Prognozy te ksztaltowaty si¢ nastgpujaco:
d,, =[0,256 0,069 0,064 0067 0,544],
d,, =[0,258 0,066 0,062 0,065 0,548],
d,, =[0,260 0,065 0,061 0,065 0,549],
d._ =[0,262 0,064 0,060 0,064 0,550],
d,, =[0,263 0,064 0,060 0,064 0,550],
d, =[0,264 0,064 0,059 0,064 0,549].
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W nastepnej kolejnosci badano obcigzenia szacunkéw. Stosujac metody symulacyj-

A

ne stwierdzono, ze obcigzenie macierzy Py, .« przy zaburzeniach losowych o rozkla-

dzie normalnym z macierza kowariancji Q. .« rOWne jest:

[-0,041 0012 0,011 0019 —0,002]
0,083 —0,110 0,008 -0102 0,122
bias(P, ) =| 0,083 0,036 —0,049 0,058 —0,129].
-0,016 0,041 0,001 0,009 —0,035
| 0,003 -0,002 -0,001 —0,005 0,005

Przy tych samych zatozeniach obciazenie prognoz w kazdym przypadku byto mniej-
sze niz 0,001 i dlatego nie zostalo doktadnie podane.

Rezultaty zaprezentowane w tej czesci potwierdzaja analizy z poprzednich rozdzia-
tow. Mimo znacznego obcigzenia oszacowan macierzy przejscia, obcigzenie prognoz
jest bardzo niewielkie.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawione w pracy wyniki wskazuja, ze pomimo znacznego obcigzenia oszaco-
wan macierzy przejscia tancucha Markowa konstruowane na jej podstawie prognozy
cechuje niewielkie obciazenie. W zwiazku z tym przy ocenie jakosci prognoz wigksze
praktyczne znaczenie bedzie mie¢ ich odchylenie standardowe.

Jednoczesnie pokazano, ze stosowanie wzoru analitycznego podanego przez Ya-
mamoto i Kunitomo daje dobre przyblizenia obciazenia estymatorow MNK i WUMNK
macierzy przejscia. Jednak oceny obcigzenia prognoz uzyskane z tego wzoru sa zdecy-
dowanie zawyzone i do tym celu wzor ten nie mozna uznac za przydatny.
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A BIAS OF STRUCTURE FORECASTS FROM MARKOV CHAIN MODELS

The paper investigates a bias of forecasts of structure obtained from Markov chain models
when the transition matrix of the chain is estimated using least squares methods and macrodata.
The bias comes from a bias of the transition matrix estimators. Based on simulation methods
it is shown that despite significant bias in the transition matrix estimates, bias of the forecasts
is rather small. It is also acknowledged that analytical equation known from literature gives accu-
rate estimates of the transition matrix bias, but it is not useful for assessing bias of the forecasts.
The analysis is illustrated with forecasting of structure of Polish export by the main partners.



