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EFEKTYWNO ! KSZTA"CENIA WE WROC"AWSKICH LICEACH 

 
Streszczenie: Celem artyku u jest porównanie efektywno!ci nauczania we wroc awskich li-

ceach. Jedna z metod  oceny oparta jest na pionierskim artykule M. Aitkina i N. Longforda „Stati-

stical Modelling Issues in School Effectiveness Studies”. Modele wykorzystane przez powy"szych 

autorów s u"# do analizy danych panelowych.  Dokonamy te" pomiaru efektywno!ci kszta cenia 

tych szkó   za pomoc# miernika, w którym wykorzystuje si$ wspó czynnik Giniego. W polskiej 

literaturze poj$cie efektywno!ci kszta cenia jest równie" nazywane dodan# warto!ci# edukacji.   

Nasze badania oparte zosta y na wynikach gimnazjalnych i maturalnych uczniów wroc aw-

skich liceów z rozbiciem na cz$!% humanistyczn# i !cis #. Spróbowali!my te" znale&% zale"no!ci 

mi$dzy charakterystykami zwi#zanymi ze szko # (sta" pracy nauczycieli) i efektywno!ci# kszta -
cenia. 

 

1. WPROWADZENIE 

Celem artyku u jest porównanie efektywno!ci nauczania we wroc awskich liceach. 

Jedna z metod oceny oparta jest na pionierskim artykule Aitkina i Longforda [1981] 

Statistical Modeling Issues in School Effectiveness Studies. Modele wykorzystane przez 

powy"szych autorów s u"# do analizy danych panelowych. Dokonamy te" pomiaru efek-

tywno!ci kszta cenia tych szkó   za pomoc# miernika, w którym wykorzystuje si$ wspó -
czynnik Giniego. W polskiej literaturze poj$cie efektywno!ci kszta cenia jest równie" 

nazywane dodan# warto!ci# edukacji.  

Nasze badania oparte zosta y na wynikach gimnazjalnych i maturalnych uczniów 

wroc awskich liceów z rozbiciem na cz$!% humanistyczn# i !cis #. Spróbowali!my te" 

znale&% zale"no!ci mi$dzy charakterystykami zwi#zanymi ze szko # (sta" pracy nauczy-

cieli) i efektywno!ci# kszta cenia. 

 

2. OPIS DANYCH 

Zebrane dane opisuj# wyniki gimnazjalne oraz wyniki maturalne absolwentów wro-

c awskich liceów z lat 2007-2009. Dane zosta y podzielone na dwie cz$!ci: pierwsza 

cz$!% dotyczy wyników z humanistycznego egzaminu gimnazjalnego oraz z matury 

podstawowej z j$zyka polskiego, natomiast druga cz$!% to punkty z egzaminu  gimna-

zjalnego z cz$!ci matematyczno-przyrodniczej oraz  z matury rozszerzonej z matematy-

ki. Matura podstawowa z j$zyka polskiego jest obowi#zkowa, za! matura z matematyki 

na poziomie rozszerzonym w roku 2009 mia a charakter fakultatywny. W konsekwencji  
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liczba analizowanych liceów z danymi humanistycznymi jest dwukrotnie wi$ksza 

od liczby liceów, w których mo"na wybra% liczn# prób$ uczniów zdaj#cych na maturze 
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matematyk$ rozszerzon#. Ka"dy ucze', który pisze matur$ rozszerzon# przyst$puje 

wcze!niej do egzaminu podstawowego z tego przedmiotu.  Liczba uczniów przyst$puj#-

cych tylko do matury podstawowej z matematyki w latach 2007-2009 we wroc awskich 

liceach jest prawie trzykrotnie mniejsza od tych uczniów, którzy zdawali matur$ zarów-

no na poziomie rozszerzonym jak i podstawowym.   

Oznaczenia:  

  LO + liczba – Liceum Ogólnokszta c#ce, którego numer jest wyznaczany przez 

t$ liczb$; 

  DZDZ – Dolno!l#ski Zak ad Doskonalenia Zawodowego (Zespó  Szkó ); 
  LO S – Prywatne Salezja'skie Liceum Ogólnokszta c#ce; 

  LO SU – Liceum Ogólnokszta c#ce Sióstr Urszulanek. 

Dwie ostatnie kolumny tabel 1 i 2 dotycz# danych przeskalowanych, których istota 

zostanie wyja!niona w drugim podrozdziale.  

Tab. 1. Zestawienie uczniów zdaj#cych matur$ z j$zyka polskiego  

w latach 2007-2009 

Szko%a 
Liczba 

uczniów 

Wej&cie - 

&redni 

wynik 

gimna-

zjalny 

Odchylenie 

standardowe 

gimnazjum 

Wyj&cie -  

&redni 

wynik 

maturalny 

Odchylenie 

standardowe 

matura 

 redni 

wynik 

matury 

skalowa-

nej 

Odchylenie 

standardowe 

matury skalo-

wanej 

LO DZDZ 103 62,72 13,54 43,71 13,63 57,07 12,46 

LO I 423 72,74 10,24 58,89 11,83 69,76 10,56 

LO II 671 75,90 9,45 59,57 11,74 72,78 9,59 

LO III 258 86,79 6,88 69,31 10,22 84,88 7,47 

LO IV 489 74,35 11,06 60,73 12,75 71,88 11,33 

LO IX 571 79,53 9,39 63,80 11,02 77,08 9,61 

LO S 70 72,57 10,64 53,97 13,60 67,77 11,65 

LO SU 111 77,50 10,37 63,85 11,28 75,04 11,02 

LO V 264 83,29 7,76 70,06 12,05 81,94 8,47 

LO VI 446 71,79 10,84 56,98 11,12 68,56 10,34 

LO VII 790 82,91 7,97 65,77 11,11 80,49 8,58 

LO VIII 482 79,32 9,37 61,54 11,10 76,58 9,15 

LO X 592 75,69 10,37 60,33 11,16 72,95 10,24 

LO XI 341 72,30 10,49 62,20 12,42 70,50 10,46 

LO XII 554 83,45 9,09 64,93 10,83 81,09 9,39 

LO XIII 542 78,38 10,02 61,99 11,18 75,66 10,12 

LO XIV 363 84,64 8,48 68,46 10,64 82,96 8,69 

LO XV 774 73,51 9,82 58,80 10,99 70,56 9,57 

LO XVI 199 64,81 11,75 48,38 12,35 59,67 12,18 

LO XVII 315 73,18 9,82 57,80 12,53 70,10 9,76 

LO XXI 119 67,18 11,67 58,34 11,42 65,11 11,39 

LO XXIV 238 71,31 11,82 56,76 13,15 68,05 11,96 

LO XXIX 118 67,68 10,60 48,53 10,70 62,38 10,29 

LO XXX 125 66,38 14,00 52,08 13,30 62,85 13,91 

SUMA 8958 76,66 11,21 61,08 12,49 73,91 11,58 

 ród!o: Okr"gowa Komisja Egzaminacyjna we Wroc!awiu [2009]. 

W tabeli 1 przedstawiino ogólne uj$cie wyników gimnazjalnych oraz maturalnych 

z cz$!ci humanistycznej. Najmniejszym odchyleniem standardowym zarówno na pozio-

mie gimnazjalnym (przyj$cia)  jak i maturalnym charakteryzuje si$ LO III. (wiadczy to 

o bardzo równym poziomie kszta cenia w tym liceum. Na poziomie gimnazjum (przyj$-
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cia) drugie miejsce pod wzgl$dem „rozproszenia” (odchylenie standardowe) zajmuje 

LO V, ale pod wzgl$dem wyników maturalnych plasuje si$ dopiero na 18 pozycji. Nale-

"y wzi#% pod uwag$ fakt, i" odchylenia standardowe dla poszczególnych szkó  nie ró"-

ni# si$ istotnie na poziomie wyników maturalnych.  

Tab. 2. Zestawienie wyników uczniów zdaj#cych matur$ rozszerzon# z matematyki  

w latach 2007-2009 

Szko%a 
Liczba 

uczniów 

Wej&cie 

&redni 

wynik 

gimna-

zjalny 

Odchylenie 

standardowe 

gimnazjum 

Wyj&cie - 

&redni 

wynik 

maturalny

Odchylenie 

standardowe 

matura 

 redni 

wynik 

matury 

skalowanej

Odchylenie 

standardowe 

matury skalo-

wanej 

LOI 119 72,30 11,71 38,99 19,18 49,51 20,54 

LOII 233 80,13 8,79 44,95 22,12 56,84 22,30 

LOIII 398 91,75 7,06 73,97 18,73 84,78 14,15 

LOIV 105 77,10 10,68 48,91 21,87 59,66 20,50 

LOIX 271 80,30 10,64 54,82 21,71 65,36 19,77 

LOV 141 82,87 8,70 54,34 22,03 66,13 20,59 

LOVI 81 75,65 11,88 38,22 20,45 49,47 22,91 

LOVII 384 85,40 8,01 59,95 21,21 71,78 17,96 

LOVIII 229 80,12 9,18 50,76 17,23 63,32 15,78 

LOX 193 79,55 10,73 51,58 23,18 62,09 21,89 

LOXII 321 83,93 8,13 60,26 19,61 71,80 16,18 

LOXIII 258 79,37 9,88 51,56 20,81 62,69 18,79 

LOXIV 284 88,06 9,05 71,13 20,93 80,75 16,69 

LOXV 183 75,51 11,41 35,36 20,05 46,52 22,48 

LOXVII 69 74,78 11,26 48,93 19,23 58,31 18,10 

SUMA 

/(REDNIA 
3269 82,40 10,68 55,86 23,28 66,97 21,55 

 ród!o: Okr"gowa Komisja Egzaminacyjna we Wroc!awiu [2009]. 

W Tabeli 2 pokazano wyniki gimnazjalne oraz maturalne z przedmiotów !cis ych. 

Zauwa"my, "e !redni wynik gimnazjalny z cz$!ci matematyczno-przyrodniczej wypada 

troch$ lepiej ni" !redni wynik z cz$!ci humanistycznej. Na poziomie wszystkich 

uczniów odchylenie standardowe wyników maturalnych wynosi 23,28, które !wiadczy 

o istotnym zró"nicowaniu wyników, zarówno wewn#trz  szkó  jak i na poziomie wszyst-

kich uczniów.  

 

3. METODY BADA' 

3.1. Model VC 

Oznaczenia:  

  
ijx  liczba punktów gimnazjalnych i-tego ucznia w j-tej szkole (wej!cie), 

  
ijy  liczba punktów maturalnych uzyskanych przez i - tego ucznia w j-tej szkole 

(wyj!cie), 

  
jn  liczba uczniów w szkole j-tej, {1,..., }j k! , 

  n  liczba wszystkich uczniów tzn. 1 ... kn n n" # # , 

  k  liczba szkó  , 
  x  !redni wynik gimnazjalny badanych uczniów, 
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  y  !redni wynik maturalny badanych uczniów, 

  jx , 
jy  !redni wynik uczniów odpowiednio z gimnazjum oraz z matury j - tej 

szko y. 

Zastosowany model mierzy przyrost (spadek) wiedzy opieraj#c si$ przede wszyst-

kim na ró"nicy pomi$dzy wynikiem z matury a wynikiem z gimnazjum wzór (16). Po-

jawia si$ jednak problem, który ilustruje poni"szy przyk ad. Je"eli dany ucze' uzyska  
na te!cie gimnazjalnym 30 , a na maturalnym 40 punktów, to jego przyrost „absolutny” 

wiedzy jest taki sam jak u ucznia, który w gimnazjum uzyska  wynik 90 za! na maturze 

100 punktów. Przyrost bezwzgl$dny punktów w obu przypadkach jest równy 10; nie 

mo"na jednak mówi% o identycznym przyro!cie wiedzy uczniów. Z tego powodu dane 

zosta y przeskalowane tak, by uwzgl$dnia y pocz#tkow# wiedz$ danego ucznia (wynik 

egzaminu gimnazjalnego), oraz dowarto!ciowa y tych uczniów, którzy mieli lepsze 

wyniki z matur. To samo rozumowanie dotyczy spadku punktów w stosunku do wyniku 

gimnazjalnego. Zaprezentowane rozumowanie jest powodem przeskalowania danych, 

które  przedstawiono  poni"ej:  

                       

'
( ) /100                 o ile   ( ) 0

( )(100 )/100     o ile   ( ) 0

ij ij ij ij ij ij

ij

ij ij ij ij ij ij

x y x y y x
y

x y x y y x

#   $%&
" '

#    (&)
. (1) 

Dwie ostatnie kolumny tabel 1 oraz 2 przedstawiaj# !rednie wyniki maturalne po 

przeskalowaniu. Zauwa"my, "e !rednia maturalna wyników przeskalowanych jest wy"-

sza od !redniej dla wyników maturalnych rzeczywistych. Powodem takiego zachowania 

si$ przeskalowanych wyników maturalnych jest to, "e zdecydowana wi$kszo!% rozwa"a-

nych uczniów uzyska a mniej punktów na egzaminie maturalnym ni" na gimnazjalnym.  

Dalsza cz$!% tego podrozdzia u opiera si$ na dopasowaniu modelu do punktów 

przekszta conych tzn. postaci. ),( '
ijij yx . Oznaczenia !rednich dotycz#ce 'ijy  s# analo-

giczne do oznacze' !rednich
ijy  (na poziomie ca ej populacji jak i szko y).  

Model, który zastosowano jest modelem z czynnikami losowymi, który znany jest 

te" pod nazw# modelu komponentów wariancyjnych (variance components model – VC 

lub równie" error component model), poniewa" dane na podstawie których chcemy 

zbudowa% model s# próbk# reprezentatywn#, oraz niejednorodn#1. Model ten jest posta-

ci: 

                                                     
'

ij ij j ijy x e* + ," # # # , (2) 

gdzie: 

  
ije  zmienna losowa z rozk adu 2(0, )N - , 

  
j,  zmienna losowa z rozk adu 2(0, )IN -  - interpretacja tego sk adnika modelu jest 

taka, "e ka"da szko $ mo"emy traktowa% jak zmienn# losow# z wariancja 2

I-  oraz !red-

ni# * , 

  zak adamy, "e sk adniki losowe pochodz#ce z ró"nych szkó  i dla ró"nych uczniów 

s# nieskorelowane, 

                                                 
1 Por. P. Balestra, M. Nerlove M., [1966], Pooling Cross Section and Time Series Data in the Estimation 

of a Dynamic Model: The Demand for Natural Gas, Econometrica, Vol. 34, No. 3, s. 585-612. 
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  ponadto zak adamy, "e indywidualny sk adnik losowy 
j,  jest nieskorelowany 

z sk adnikiem losowym 
ije  (tzn. ( , ) 0j isE e, " ). 

Z powy"szych za o"e' otrzymujemy:  

                               

2 2

2 2 2 2

var( ' ) var( ) ( ) ( )

            ( 2 )

ij j ij j ij j ij

j j ij ij I

y e E e E e

E e e

, , ,

, , - -

" # " #  #

" # # " #
, (3) 

                                 
2 2

cov( ' , ' ) cov(( ), ( ))

                    ( )

ij pj j ij j pj

j j ij j pj ij pj I

y y e e

E e e e e

, ,

, , , -

" # #

" # # # "
, (4) 

                                              

2

2 2
( ' , ' ) I

ij pj

I

cor y y
-

.
- -

" "
#

. (5) 

Wspó czynniki tak okre!lonego modelu szacujemy za pomoc# najwi$kszej wiary-

godno!ci (np. Atkins i Longford [1986]) lub uogólnion# metod# najmniejszych kwadra-

tów (np. Baltagi [1995]). Estymator parametrów *  oraz +  jest postaci:  

                                                    

*
+
/ 0
1 2
3 4

T -1 -1 T -1
= (X V X) X V y

 

 , (6) 

gdzie:  

                                  
1,1 1, ,

1 , , 1 , , 1 , , 1

, , 1 , , , ,
kk k nx x x

5 5 5/ 0
1 25 5 53 4

T
         

X = , 

                                   11,1 , ,1 ,' ,..., ' ,..., ' '
kn k k ny y y y/ 03 4

T
y = , 

oraz V  jest macierz# kowariancji wektora y . Zgodnie z za o"eniami do modelu ma-

cierz ta jest postaci:  

                                                  

1

2

0 0

0 0

0 0 k

6/ 0
1 261 2"
1 2
1 2

63 4

V

!

!

" " # "

$

, 

gdzie:  

                                    

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

j j

I I I

I I I
j

I I I n n

- - - -
- - - -

- - - -
7

/ 0#
1 2

#1 2"
1 2
1 2

#1 23 4

(

$

!

" " # "

$

. 

Po uproszczeniach wzoru (6) otrzymujemy (np. zastosowanych przez Atkinsa oraz 

Longforda [1986]): 

  

1

1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1

'

( ) ( ' ' )( ) '
j j

k k k

j j j j j
j j j

n nk k k k k

j j ij j j j ij j ij j j j j
j j i j j i j

w w x w y

w x x x w x y y x x w x y

*
+

 

" " "

" " " " " " "

/ 0 / 0
1 2 1 2/ 0 1 2 1 2"1 2 1 2 1 23 4  #   #1 2 1 2
3 4 3 4

8 8 8

8 88 8 88 8

 

 , 
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*

1 1

2 *

1 1

( ' ' )( )
ˆ

( )

j

j

nk

ij j ij j xy
j i

nk

ij j xx
j i

y y x x A

x x A

+ " "

" "

  #
"

 #

88

88
, (7) 

gdzie:  

                              

* * 2

1

( )
k

xx j j
j

A w x x
"

"  8 ; * * *

1

( )( ' ' )
k

xy j j j
j

A w x x y y
"

"   8 , (8) 

                                  

*

1 1

/
k k

j j j
j j

x w x w
" "

" 8 8 ; *

1 1

' ' /
k k

j j j
j j

y w y w
" "

" 8 8 , (9) 

oraz  

                                                   
2 2 2/ ( )j j j Iw n n- - -" # ., (10) 

                                             

2 2

2 *

1 1

ˆvar( )

( )
j

I

nk

ij j xx
j i

x x A

- -
+

" "

#
"

 #88
 . (11) 

Ze wzoru (7) oraz po przekszta ceniach otrzymamy: 

1. Dla 2 0I- "  ( )j jw n" : 

    

1 1 1 1 1 1

1

2 2 2

1 1 1 1 1 1

( ' ' )( ) ( )( ' ') ( )( ' ')
ˆ

( ) ( ) ( )

j j j

j j j

n n nk k k

ij j ij j j j ij ij
j i j i j i

n n nk k k

ij j j ij
j i j i j i

y y x x x x y y x x y y

x x x x x x

+ " " " " " "

" " " " " "

  #     
" "

 #   

88 88 88

88 88 88
. (12) 

Otrzymamy wspó czynnik nachylenia taki sam jak za pomoc# prostej regresji liniowej 

dopasowany do wszystkich danych (bez rozró"niania ze wzgl$du na szko $). Je"eli 'ijy  

nie s# skorelowane na poziomie danej szko y, wówczas model ten spe nia za o"enia 

klasycznej regresji liniowej. 

2. Je"eli 2

I-  jest du"e w stosunku do 2-  tzn. 2 2/ 0I- - 9  wówczas
jw  zbiegaj# 

do zera istotnie 
2( / ) 02 2( / ) / (( / ) ) 0I

j j I I jw n n
- -- - - - 9" # :::::9 . To za! powoduje, 

"e wielko!ci *

xxA  oraz  *

xyA  zbiegaj# do zera. Ze wzoru (7) otrzymujemy : 

                                             

1 1

2

2

1 1

( ' ' )( )
ˆ

( )

j

j

nk

ij j ij j
j i

nk

ij j
j i

y y x x

x x

+ " "

" "

  
"

 

88

88
. (13) 

Przejdziemy teraz do zdefiniowania efektywno!ci uczenia (zastosowanych przez 

Aitkina i Longforda). Zestawienie szkó  odbywa si$ za pomoc# porównania warto!ci 

oczekiwanej sk adnika losowego 
j,  (wzór 2). Poniewa" sk adniki 2-  oraz 2

I-  s# znane 

przed oszacowaniem modelu (w dalszej cz$!ci artyku u zostanie przedstawiona procedu-

ra ich estymacji) wi$c mo"emy t# informacje wykorzysta% jako informacje a priori. Wy-
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znaczymy rozk ad warunkowej zmiennej losowej  
j,  pod warunkiem ' jy . Ze wzoru (2) 

!rednia na poziomie j -tej szko y wyra"a si$ wzorem: 

                                                        
' j j j jy x e* + ," # # # . (14) 

Przy poczynionych za o"eniach ' jy  ma rozk ad normalny 2 2( , / )j I jN x n* + - -# # . Ten 

rozk ad przyjmiemy jako rozk ad a priori. Poniewa" 
j,  jest zmienn# losow# z rozk adu 

2(0, )IN - , wi$c rozk ad warunkowy ( / ' )j jf y,  te" b$dzie rozk adem normalnym. 

 

Uwaga: Znany jest nast$puj#cy fakt z rachunku prawdopodobie'stwa. Je"eli zmienne 

losowe 2

1 1 1~ ( , )X N ; -  i 2

2 2 2~ ( , )X N ; -  oraz 1 2
1,2

( , )cor X X. " , to rozk ad warunko-

wy 1 2/X X  jest postaci: 

2 21
1 1,2 2 2 1 1,2

2

( ), (1 )N X
-

; . ; - .
-

< =
#   > ?

@ A
. 

St#d uwzgl$dniaj#c fakt 2 2 2' ( , ) / ( / )j j I I I jcor y n. , - - - -" " #  mamy: ( / ' )j jf y,  

ma rozk ad normalny w postaci:  

2 2

2 2
' ( ' ), (1 ' )

/

I
j j I

I j

N y x
n

-
. * + - .

- -

< =
> ?   
> ?#@ A

,  

czyli: 

                                        
B C* * 2( ' ), (1 ) /j j j j I jN n y x n n. * + . -   , (15) 

gdzie  

                                                      
* / (1 )j jn w ."  .  

Porównanie szkó  b$dzie si$ opiera o na porównaniu warto!ci !rednich z rozk adu 

warunkowego zadanego wzorem (15). St#d efekt kszta cenia lub edukacj# warto!% doda-

n# (EWD) definiujemy w postaci 

                                                    
* ˆˆ ˆ( ' )j j j je n y x. * +"   .  (16) 

Estymacja punktowa EWD mo"e by% obarczona b $dami ( na poziomie egzaminu 

gimnazjalnego i matury): po pierwsze, pytania i zadania nie badaj# ca kowitego przyro-

stu wiedzy i po drugie oceny dokonywane s# przez ró"ne osoby, o by% mo"e zró"nico-

wanych kryteriach; co jest zw aszcza widoczne w ocenach  matury z j$zyka polskiego 

(du"e odchylenie standardowe). To powoduje konieczno!% wyznaczenia przedzia u uf-

no!ci oszacowanej warto!ci EWD dla analizowanej grupy uczniów. Przedzia  ufno!ci, 

to przedzia , który z okre!lonym wspó czynnikiem ufno!ci zawiera prawdziw# warto!% 

interesuj#cego nas parametru. Wyznaczone dla EWD przedzia y ufno!ci mo"emy trak-

towa% jako regu $ decyzyjn#. Je"eli chcemy w sposób odpowiedzialny formu owa% 

na podstawie EWD oceny typu szko!a A lepiej uczy w zakresie sprawdzanym przez eg-

zamin gimnazjalnym od szko!y B, to warto wiedzie%, jakie jest ryzyko pope nienia b $du. 

Przedzia y ufno!ci pozwalaj# nam to ryzyku oszacowa%. Je"eli wyznaczymy 95% prze-
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dzia y ufno!ci EWD dla porównywanych szkó  i przedzia y te s# roz #czne, to ryzyko 

sformu owania nietrafnej oceny jest niewielkie. Gdy przedzia y cz$!ciowo pokrywaj# 

si$, formu owanie oceny staje si$ bardziej ryzykowna - nale"y si$ od niej powstrzyma%. 

W przypadku EWD szko y przyjmujemy 95% wspó czynnik ufno!ci. Przyj$cie ni"szego 

wspó czynnika ufno!ci dla tych grup zwi#zane jest  z mniej dotkliwymi  konsekwencja-

mi sformu owania nietrafnej oceny.  

Ze wzoru (15) wynika, "e statystyka: 

*

* 2

( / ' ) ( ' )

(1 ) /

j j j j j

j I j

f y n y x

n n

, . * +

. -

   

 
, 

ma rozk ad normalny (0,1)N . St#d przedzia  ufno!ci dla efektu kszta cenia jest postaci:  

   

* * 2 * * 2

1 /2 1 /2[ ( ' ) (1 ) / , ( ' ) (1 ) / ]j j j j I j j j j j I jn y x z n n n y x z n n* *. * + . - . * + . -        #    (17) 

gdzie 1 /2z *  kwantylem rozk adu (0,1)N  rz$du 1 / 2* . 

 

W Tabeli 3 prezentowane s# g ówne charakterystyki statystyczne do oszacowanych 

modeli. Obliczenia zosta y wykonane za pomoc# programu R- Project.  

W dodatku A oraz B zosta y przedstawione sposoby estymacji wariancji  2
I- , 2-  

oraz opisany test mno"ników  Lagrange’a LM  do badania istotno!ci 2
I-  (wzór B.1). 

Otrzymane modele s# dopasowane pod wzgl$dem normalno!ci reszt. Wspó czynniki 

nachylenia +
 

 charakteryzuj# si$ ma ym odchyleniem standardowym. Oszacowane war-

to!ci testu LM  wskazuj# na to, "e 2
I-  jest statystycznie istotny na poziomie istotno!ci 

0,01. Zasadne jest wi$c stosowanie modelu efektów losowych (zwi#zanych z 2
I- ). Za-

uwa"my, "e w obu modelach .  jest na podobnym poziomie 0,08. Wyniki gimnazjalne 

oraz maturalne (przeskalowane wzór (1)), s# mocniej (dodatnio) skorelowane 

w przypadku danych humanistycznych, oraz charakteryzuj# si$ mniejsza wariancj#.  

Tab. 3. Podstawowe charakterystyki statystyczne modeli 

Charakterystyki statystyczne Model dla cz$&ci humanistycznej Model dla cz$&ci matematycznej 

Wsp. korelacji (Pearsona) 0,9515074 0,647615 

#2 11,905508284 245,5981801 

#2
I
 0,783290 24,02437768 

$
 

0,061730791 0,089104 

P-value normalno!% >0,01 >0,01 

Wspó czynnik beta 0,9594070390 1,101871488 

Odch. standardowe beta 0,003787 0,030512165 

Wspó czynnik alfa 0,06551 -25,20932746 

LM  - p-value <0,01 <0,01 

 ród!o: obliczenia w!asne za pomoc% programu Excel oraz w &rodowisku R.  
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3.2. Miernik wykorzystuj#cy wspó%czynnik Giniego (indeks Sena) 

Przedstawimy teraz inny sposób szacowania EWD. Je"eli U(x) jest u"yteczno!ci# 

kszta cenia danej szko y uczniów o wiedzy, zdolno!ci i zachowaniu x, a f(x) jest g$sto-

!ci# tego" rozk adu w danej populacji uczniów tej"e szko y, to !redni# u"yteczno!% 

kszta cenia (SUK) dla  uczniów tej szko y mo"na  obliczy% ze wzoru: 

0
( ) ( )SUK U x f x dx

D
" E , 

który jest analogiem dobrobytu spo ecznego populacji o rozk adzie dochodów ( )f x . 

Do pomiaru nierównomierno!ci rozk adu stosuje si$ wspó czynnik Giniego - G, któ-

ry mo"na  zinterpretowa% geometrycznie za pomoc# krzywej Lorenza (G jest równy 

podwojonemu polu ograniczonego przek#tn# jednostkowego kwadratu i krzyw# Loren-

za). Wspó czynnik Giniego jest relatywnym indeksem nierówno!ci mierz#cym skale 

proporcji wiedzy (dochodów), a nie efektywn# miar$ nierówno!ci. Krzywa Lorenza nie 

zmieni si$, je"eli wektor wiedzy (dochodów) pomno"ymy przez dowoln# dodatni# liczb$ 

rzeczywist#. Zatem mo"emy powiedzie%, "e wspó czynnik Giniego jest indeksem rela-

tywnej nierównomierno!ci. 

Za ó"my, "e mamy 2 krzywe Lorenza dla 2 ró"nych populacji A i B.  

Definicja 1.  
B$dziemy mówi%, "e rozk ad populacji A dominuje nad rozk adem populacji B w sensie 

Lorenza ( ) ( )A BF x F x$  F krzywa Lorenza dla populacji A jest nad krzyw# Lorenza dla 

populacji B (je"eli si$ przecinaj#, to s# nieporównywalne). 

)atwo zauwa"y%, "e je"eli rozk ad populacji A dominuje nad rozk adem populacji 

B w sensie Lorenza, to pole koncentracji dla A jest mniejsze ni" pole koncentracji dla 

B i tym samym w A jest mniejsza nierównomierno!% rozk adu dochodów ni" w B. Zatem 

na zbiorze rozk adów wiedzy porz#dek dominacji w sensie Lorenza jest w pewien spo-

sób równowa"ny z porz#dkiem nierównomierno!ci rozk adu wiedzy. 

Twierdzenie Atkinsona. Niech ( )F x  i ( )G x  b$d# dystrybuantami dwóch  rozk adów 

dochodów o takich samych dochodach przeci$tnych F G; ;" . Wtedy: 

                                 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F GL p L p U x f x dx U x g x dx
D D

$ F $E E ,  (18) 

dla ka"dej U(x) takiej, "e U(x) ro!nie wkl$!le ( ( ) 0U xG H  i ( ) 0U xGG ( ). 

 Czyli SUK populacji A (o dystrybuancie wiedzy F(x)) jest nie mniejsza ni" SUK 

populacji B (przy takiej samej wiedzy przeci$tnej) wtedy i tylko wtedy, gdy rozk ad 

populacji A dominuje w sensie Lorenza nad rozk adem populacji B, czyli gdy w grupie 

A jest mniejsza nierówno!% wiedzy i zachowania ni" w grupie B.  

Twierdzenie Atkinsona uogólni  Shorrocks [1983], wprowadzaj#c uogólnion# krzy-

w# Lorenza GL(x): 

                                                         
( ) ( )GL x L x;" I ,  (19) 

gdzie L(x) jest krzyw# Lorenza, ; jest dochodem przeci$tnym. 

Twierdzenie Shorrocksa. Niech F(x) i G(x) b$d# dystrybuantami 2 rozk adów docho-

dów ( f(x) i g(x) odpowiednio do ich g$sto!ci). Wówczas: 
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                              0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F GGL p GL p U x f x dx U x g x dx
D D

$ F $E E ,  (20) 

dla wszystkich U(x), takich "e ( ) 0U xG H  i ( ) 0U xGG ( , oraz dla ka"dego p ! [0, 1]. 

Czyli SUK populacji A jest nie mniejszy ni" SUK populacji B wtedy i tylko wtedy, 

gdy rozk ad populacji A dominuje w sensie uogólnionych krzywych Lorenza nad roz-

k adem populacji B. Uogólniona krzywa Lorenza dla populacji o rozk adzie F jest defi-

niowana nast$puj#co: 

                                         

1

0

( ; ) ( )
p

GL F p F q dq "E , dla [0, 1]p! ,  (21) 

i stowarzyszony z ni# cz$!ciowy porz#dek GL jest zdefiniowany nast$puj#co: 

( ;  ) ( ;  )FGLG GL F p GL G pF $ , [0,  1]pJ !  oraz ( ;  ) ( ;  )GL F p GL G pH  dla pewnego 

[0,  1]p! . 

Sen [1973] wprowadzi  nast$puj#c# skrócon# miar$ dobrobytu (indeks Sena), któr# 

wykorzystamy w pomiarze wiedzy danej grupy: 

                                                      
B C1 –  F F FIS m G" . (22) 

Uwaga . Porz#dek uogólnionych krzywych Lorenza implikuje porz#dek wed ug skróco-

nej miary (dobrobytu) wiedzy Sena: 
1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )F G F F G GFGLG GL p dp GL p dp L p dp L p dp; ;K $ F $ FE E E E  

11 2 1
2 2

1 2 1 2
(1 ) (1 ) ,

2 2
F G F F G G F G

S S
G G IS IS; ; ; ;

  < = < =F $ F  $  F $> ? > ?
@ A @ A  

gdzie S1 jest polem pod krzyw# Lorenza dla F, a S2 jest polem pod krzyw# Lorenza dla 

G. 

Uwaga. Indeks Sena (IS) w wi$kszym stopniu zale"y od;  ni" od G dla GL0,5; a dla 

G>0,5 odwrotnie. St#d, aby zmierzy% skuteczno!% danej szko y wystarczy wzi#% np. 

stosunek miary wiedzy Sena liczonej dla wyników egzaminu maturalnego(ISM(y)) 

i wyników egzaminu gimnazjalnego (ISG(x)). Tak wyra"ony wspó czynnik b$dziemy 

oznaczali przez EWS (edukacyjna warto!% dodana opieraj#ca si$ na idei indeksu Sena): 

B C B C
B C

, M

G

IS y
EWS x y

IS x
"

%
% %

% . 

Z trzeciego wniosku Lazeara wynika, "e im wi$ksza nierówno!% wiedzy w klasie, tym 

trudniej zoptymalizowa% wynik kszta cenia. Zatem w pomiarze efektywno!ci kszta cenia 

powinno bra% si$ pod uwag$ wielko!% nierównomierno!ci (G) rozk adu wiedzy. 

 

4. REZULTATY I WNIOSKI 

Przedstawimy otrzymane rezultaty. W tabeli 4 pokazana jest próba poszukiwania 

zale"no!ci efektywno!ci kszta cenia od charakterystyki szko y, a dok adniej od sta"u 

pracy nauczycieli w nich ucz#cych. Okazuje si$, "e dodatnia zale"no!% w obydwu mode-

lach jest tylko dla nauczania matematyki. Im wi$cej nauczycieli matematyki z powy"ej 

pi$cio – letnim sta"em jest w danej szkole, tym dana szko a ma lepszy wynik kszta cenia 
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z matematyki. W nauczaniu j$zyka polskiego takich zale"no!ci nie stwierdzono. Tabela 

5 przedstawia rankingi otrzymane w wyniku zastosowania modeli opisanych w poprzed-

nich podpunktach. Dla konfrontacji przedstawiam ranking sporz#dzony przez Gazet$ 

Wroc awsk# opublikowany na dzie' 2008-11-11 (tylko tych liceów, które stanowi# 

cz$!% wspóln#). W rankingu tym du"a waga jest przypisana do indywidualnych osi#-

gni$% uczniów na olimpiadach przedmiotowych. 

Tab. 4. Wspó%czynniki korelacji Pearsona  rankingu z charakterystykami nauczycieli 

J$zyk polski Matematyka 

Charakterystyki szkó%* EWD EWS Charakterystyki szkó%* EWD EWS 

SP5 0,0193 0,0552 SM5 0,4748 0,5090 

SP -0,1328 -0,0611 SM 0,2246 0,2305 

SW 0,3067 0,3373 SW 0,1523 0,1397 

SP5 przez SP 0,3760 0,2696 SM5 przez SM 0,5271 0,5866 

SP przez SW -0,2439 -0,2271 SM przez SW 0,1454 0,1602 

SP5 przez SW -0,1110 -0,1283 SM5 przez SW 0,3783 0,4171 

SumaP5 przez SumaW -0,2953 -0,2642 SumaM5 przez SumaW 0,1838 0,1827 

SumaP przez SumaW -0,2991 -0,2358 SumaM przez SumaW 0,1860 0,1911 

Udzia  m$"czyzn -0,0244 0,0099 Udzia  m$"czyzn -0,5253 -0,4914 

Obliczenia w!asne za pomoc% programu Excel, gdzie: 

  SP5/SM5- 'redni sta( pracy nauczycieli z j"zyka polskiego (SP5) / matematyki (SM5) przynajmniej z 

pi"cioletnim do&wiadczeniem pracy w szkolnictwie. 

  SP/SM- 'redni sta( pracy nauczycieli z j"zyka polskiego (SP) / matematyki (SM).  

  SW - 'redni sta( pracy wszystkich nauczycieli.  

  SumaP5/SumaM5  - Suma lat pracy nauczycieli z j"zyka polskiego (SumaP5) / matematyki (SumaM5) 

przynajmniej z pi"cioletnim do&wiadczeniem pracy w szkolnictwie. 

  SumaW - Suma lat pracy wszystkich nauczycieli.  

 ród!o: Kuratorium O&wiaty we Wroc!awiu. 

Rys. 1. EWD oraz 95% przedzia% ufno&ci (dla j$zyka polskiego) zadany wzorem (17) 
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 ród!o: obliczenia w!asne za pomoc" programu Excel.  
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Rys. 2. EWD oraz 95% przedzia  ufno!ci (dla matematyki) zadany wzorem (17) 
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 ród!o: obliczenia w!asne za pomoc" programu Excel.  

Tab. 5. Rankingi szkó  (RS) 

 Model VC Miernik wykorzystuj"cy indeks Sena 

 J#zyk polski Matematyka J#zyk polski Matematyka 

GAZ. 

WROC. 

Szko a EWD RS EWD RS 
Indeks 

Sena Gim.

Indeks  

Sena matura
EWS RS

Indeks  

Sena Gim.

Indeks  

Sena matura
EWS RS RS 

LO DZDZ -2,2566 24   55,1270 36,1870 0,6564 24     18 

LO I 0,5527 16 -4,9920 12 66,9870 52,2670 0,7803 7 65,7450 33,1630 0,5044 12 - 

LO II 0,5771 15 -6,2677 13 70,5870 52,9200 0,7497 18 75,1490 37,8610 0,5038 13 9 

LO III 2,2117 3 8,9073 2 82,9620 63,5240 0,7657 12 87,9260 65,5510 0,7455 1 2 

LO IV 1,1336 9 -0,0951 10 68,1280 53,5390 0,7859 5 71,2320 41,0560 0,5764 11 12 

LO IX 1,4022 7 2,1015 5 74,2710 57,6280 0,7759 8 74,4150 46,3650 0,6231 5 6 

LO S -1,0305 21   66,9090 46,6690 0,6975 22     11 

LO SU 1,1815 8   71,6370 57,4220 0,8016 3     10 

LO V 2,5901 1 0,0292 9 78,9630 63,2280 0,8007 4 78,1530 46,1510 0,5905 9 3 

LO VI 0,2704 18 -8,7870 14 65,6710 50,7110 0,7722 11 69,0320 32,3130 0,4681 14 15 

LO VII 1,6086 6 2,8972 4 78,4570 59,4900 0,7582 16 81,0050 51,4350 0,6350 4 5 

LO VIII 1,1056 10 0,2417 8 74,2130 55,2990 0,7451 20 75,0800 44,5480 0,5933 8 7 

LO X 0,9455 13 -0,3661 11 69,8720 54,0190 0,7731 9 73,7500 42,9910 0,5829 10 13 

LO XI 1,6647 5   66,3990 55,2390 0,8319 2     14 

LO XII 1,6820 4 4,5479 3 78,5230 58,8200 0,7491 19 79,5200 52,2450 0,6570 3 8 

LO XIII 1,0837 11 0,4406 7 72,8870 55,6960 0,7641 13 73,8090 43,8620 0,5943 7 4 

LO XIV 2,3633 2 8,9580 1 79,9340 62,4490 0,7813 6 83,1080 61,6340 0,7416 2 1 

LO XV 0,6338 14 -11,5375 15 68,0050 52,5500 0,7727 10 69,0720 30,0000 0,4343 15 16 

LO XVI -1,8428 23   58,2270 41,3700 0,7105 21     - 

LO XVII 0,4754 17 1,1386 6 67,7200 50,7900 0,7500 17 68,6400 41,7990 0,6090 6 - 

LO XXI 1,0741 12   60,5710 51,9640 0,8579 1     - 

LO XXIV 0,2093 19   64,7110 49,3800 0,7631 15     12 

LO XXIX -1,7674 22   61,7840 42,5190 0,6882 23     17 

LO XXX -0,2645 20   58,5430 44,6790 0,7632 14     - 

 ród!o: obliczenia w!asne za pomoc" programu Excel.  
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Model VC – j zyk polski 

Pod wzgl#dem humanistycznym w jako ci kszta"cenia najwy$szej sklasyfikowane 

zosta"o LO V. Przewaga nad drugim w rankingu humanistycznym LO XIV wynosi oko-

"o 0,22. Na trzeciej pozycji uplasowa"o si# LO III. Zdecydowanie najgorzej w rankingu 

humanistycznym wypada LO DZDZ (co jest zgodne z rankingiem zaprezentowanym 

przez Gazet# Wroc"awsk%). Rysunek 1 pokazuje jakie licea wykazuj% istotne ró$nice 

pod wzgl#dem oszacowanych EWD. Zauwa$my, $e wyznaczone przedzia"y ufno ci dla 

pierwszych dwóch liceów s% wyra&nie lepsze od pozosta"ych, z wyj%tkiem LO III 

(z którym maj% cze ! wspóln%). Du$% niepewno ci% oszacowanych EWD charakteryzuje 

si# LO SU którego przedzia" ufno ci ma cze ! wspóln% z przedzia"ami trzynastu innych 

liceów.  Podobna sytuacja dotyczy LO XXI.  

 

Model VC – matematyka 

Pod k%tem matematycznym najlepiej wypad"o LO XIV, aczkolwiek nale$y podkre-

 li!, $e przewaga nad LO III jest minimalna (oko"o 0,05), oraz przedzia" ufno ci dla 

LO III jest ca"kowicie zwarty w przedziale LO XIV. Ponadto jak to wynika z rysunku 

2 istnieje istotna przewaga tych dwóch liceów nad pozosta"ymi.. Zauwa$my równie$, 

$e lider poprzedniego rankingu (humanistycznego) zaj%" dziewi%t% pozycje. Podobnie jak 

w poprzednim modelu du$% niepewno ci% jest obarczony wynik LO XVII, gdy$ oszaco-

wany przedzia" ufno ci ma cz# ! wspóln% z wi#kszo ci% przedzia"ów zaznaczonych na 

rysunku 2. Zauwa$my równie$ , $e  oszacowane EWD dla liceów  LO X, LO IV, LO V, 

LO VIII, LO XIII s% bardzo zbli$one, za  ich przedzia"y ufno ci zwieraj% si# w sobie 

(bior%c parami) st%d ryzyko sformu"owania nietrafnej oceny jest w tym przypadku du$e.  

Najgorszym liceum w tym rankingu jest LO XV, dla którego wyznaczony przedzia" 

ufno ci ma cz# ! wspólna tylko z LO VI za  od pozosta"ych jest wyra&nie gorszy.  

 

Model opieraj!cy si  na indeksie Sena – j zyk polski 

Zauwa$my, $e w tym przypadku otrzymali my ranking, który jest znacz%co ró$ny 

od rankingu wyliczonego dla modelu VC. Korelacja pomi#dzy tymi dwoma  rankingami 

wynosi oko"o 0,593. Rysunek 3 pokazuje zale$no ! pomi#dzy rankingami otrzymanymi 

z pomoc% modelu VC oraz opieraj%cego si# na idei Sena. Je$eli liceum otrzyma"o 

w rankingu opieraj%cym si# na indeksie Sena wy$sz% lokat# ni$ w rankingu otrzymanym 

za pomoc% modelu VC wówczas le$u nad przek%tn%, je$eli gorsz% wówczas le$y pod 

przek%tn% (w przypadku równo ! le$% na prostej). Zaznaczone punkty nale$y interpreto-

wa! tak, $e  im wi#ksza odleg"o ! od prostej tym wi#ksza rozbie$no ! w pozycji rankin-

gowej. Na pierwszej pozycji uplasowa"o si# LO XXI. Po"o$enie tego liceum na rysunku 

3 wskazuje na istotna ró$nice pomi#dzy otrzymanymi rangami (model VC pozycja 12). 

Z rysunku 12 zauwa$amy równie$, $e LO XII ma najwi#ksz% odleg"o ! od prostej co 

powoduje spadek z pozycji 4 (model VC) na pozycje 19. Na drugiej pozycji uplasowa"o 

si# LO XI, na trzeciej za  LO SU. Przypomnijmy, $e model Sena dowarto ciuje te szko-

"y, które musia"y dokona! wi#kszego wysi"ku   dydaktycznego powi#kszaj%c wzrost 

wiedzy i umiej#tno ci ka$dego ucznia. 
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Rys. 3. Zale$no!% pomi#dzy rankingami otrzymanymi przy wykorzystaniu dwóch modeli 

rozpatrywanych liceów dla j#zyka polskiego 
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 ród!o: obliczenia w!asne za pomoc" programu Excel.  

Model opieraj!cy si  na indeksie Sena – matematyka 

Otrzymane rezultaty w tym przypadku s% niemal$e idealnie zgodne z rankingiem 

otrzymanym za pomoc% modelu VC, ró$nice mo$emy zauwa$y! tylko dla liderów tzn. 

LO III jest na pierwszej pozycji za  LO XIV na pozycji drugiej.  

 

Przeprowadzone analizy pokaza"y jak zmieniaj% si# rankingi je$eli  we&miemy pod 

uwag#  zró$nicowanie wyników gimnazjalnych oraz maturalnych (zmienimy kryteria). 

Otrzymane rezultaty w ka$dym modelu wykaza"y, $e efektywno ! kszta"cenia j#zyka 

polskiego jest du$o bardziej zró$nicowana ni$ nauczanie matematyki.  

Matematyka jako przedmiot obowi%zkowy pojawi"a si# na maturze w 2010 r. po bardzo 

d"ugiej przerwie, zatem pe"niejszy obraz efektywno ci kszta"cenia uzyskamy bior%c pod 

uwag# wyniki tegorocznych matur.  
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Dodatek A– estymacja komponentów wariancji 

Znaj%c wariancje obu cz# ci sk"adnika losowego modelu byliby my w stanie przeprowa-

dzi! estymacj# parametrów   oraz ! . Jednak w praktyce 
2"  oraz 2

I"  nie s% znane. 

Konieczne jest wi#c oszacowanie ich warto ci. W literaturze mo$emy spotka! wiele 

sposobów estymacji tych parametrów (np. Baltagi [1995] przedstawia cztery ró$ne spo-

soby). Aby uzyska! ocen# wariancji  2"  mo$na u$y! estymatora postaci: 
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1 12
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1

jnk
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n k

 !
" # #

$ $
#
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%%
,  (A.1) 

gdzie 2!̂  jest opisany wzorem (13), oraz: 

                                                            2
ˆ'j j jy x !# $

 
. (A.2) 

Wyja ni# ide# konstrukcji powy$szego estymatora. Odejmuj%c stronami równania zapi-

sane wzorami (2) i (14) otrzymuj#: 

                                                  
' ' ( )ij j ij ij ij jy y x x e e!$ # $ & $ . (A.3) 

Szacuj%c wspó"czynnik !  metod% najmniejszych kwadratów otrzymamy wspó"czynnik 

zapisany we wzorze (13). Metod# najmniejszych kwadratów zastosowali my, gdy$ resz-

ty maj% rozk"ad normalny ze  redni% zero oraz wariancj% 
2var( ) ( 1) /ij j j je e n n"$ # $ 2( )"' . St%d je$eli wariancje sk"adnika losowego obliczy-

my jako drugi moment centralny otrzymamy: 
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Zast#puj%c odpowiednie  wyra$enia ich estymatorami mamy 2 2
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Dla k  szkó" jest k  takich estymatorów. Sumuj%c ostatnie równanie (po wszystkich 

szko"ach j  od 1 do k ) otrzymujemy: 
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Ze wzoru (A.3) widzimy, $e 2 ' '

2 2
ˆˆˆ ˆ( ) ( ) 'ij j ij j ij ij ij j ije e y y x x y x!  !$ # $ $ $ # $ $

 
. Wsta-

wiaj%c to równanie do wzoru (A.4) oraz bior%c poprawk# na liczb# szacowanych para-

metrów otrzymujemy estymator opisany wzorem (A.1). My l%c o liczbie szacowanych 

parametrów mam na my li 
2!
 

 oraz 
j   {1,..., }j k( , co wyja nia sk%d we wzorze (A.1) 

jest 1n k$ $ .  

Przejd&my do oszacowania 2

I" . Ze wzoru (2) widzimy, $e '

ij ij j ijy x e ! )$ $ # &  st%d 

mamy ' 2 2var( )ij ij Iy x ! " "$ $ # & . Jako ocen# estymatora wariancji ca"kowitej modelu 

(2) mo$emy przyj%! wariancje modelu klasycznej regresji linowej (dopasowanych 

do wszystkich danych). Zapisana powy$ej idea sprowadza si# do wzoru: 
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gdzie: 1!̂  jest opisany wzorem (12), za  1
ˆˆ ' 'y x !# $ . 

 

Dodatek B– Test Breuscha-Pagana 

W celu przeprowadzenia testu, czy uzyskane efekty losowe s% istotne, u$yj# testu Bre-

usch’a-Pagana (np. Baltagi [1995]). Jest to test mno$ników  Lagrange’a, w którym sta-

wiam hipotezy: 0 :H  2 0I" #   hipoteza alternatywna: H1:
2 0I" * . 

Testuj# za pomoc% statystyki: 
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gdzie 'ije  s% to reszty otrzymane w wyniku zastosowania metody MNK do wszystkich 

danych (nie zale$nie od szkó"). Powy$szy wzór mówi, $e statystyka testowa LM  

ma asymptotyczny rozk"ad chi-kwadrat (przy za"o$eniu hipotezy zerowej) z jednym 

stopniem swobody. Hipotez# zerow% odrzucamy, je$eli warto ! statystyki LM nale$y 

do prawostronnego obszaru krytycznego.  

 
EFFICIENCY OF LEARNING IN SECONDARY SCHOOLS IN WROCLAW  

In the article authors try to measure the effectiveness of learning in secondary schools 

in Wroclaw. For this purpose, they use models for panel data. The use of panel models to measure 

the effectiveness have been launched by Aitkins and Longford in 1986. Our work focuses on the 

use of the ideas presented by these authors, which we apply to data describing the results of secon-

dary schools and matriculation exams, and school characteristics. 


