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O TEŚCIE jONCKHEEREA-TERPSTRY

1. Wprowadzenie

Metody ana lizy  w a r ian c j i  pozwalają na jednoczesne porównanie 

k i lku  popul a c j i  ze względu na jedną cechę. Do w e ry f ik a c j i  h ipo te ­

zy o równości nadziei matematycznych można korzystać zarówno z t e ­

stów parametrycznych, jak i  nieparametrycznych.

Sprawdzanie h ipotez, w przypadku testów parametrycznych, odby­

wa s ię  poprzez porównanie poszczególnych składników w a r ian c j i  ogól­

nej za pomocą s ta t y s t y k i  F-Snedecora. S ta tys tyka  ta wymaga, aby 

obserwacje były n ieza leżne, a ich rozkłady normalne. W tym przy ­

padku należy najpierw sprawdzić, czy analizowana zmienna losowa 

podlega w każdej subpopulacji rozkładowi normalnemu o te j  samej 

w a r ia n c j i .  Uchylenie założenia o niejednorodności w a r ian c j i  J e s t  

większym niebezpieczeństwem dla popu lac ji generalnej niż stosowa­

nie testów parametrycznych do obserwacji,  które rozkładowi normal­

nemu nie podlegają.

Z uwagi na to wygodniej j e s t  stosować tes ty  nieparametryczne, 

które n ie  wymagają w e ry f ik a c j i  wspomnianych założeń. W zależności 

od i l o ś c i  czynników ksz ta łtu ją cych  r e a l iz a c je  zmiennych losowych 

wyróżnia s ię  ana lizy  wariancyjne jedno-, dwu- i  wieloczynnikowe.

Jednoczynnikowa nieparametryczna ana liza  w a r ia n c j i ,  jak każda 

teo r ia ,  opiera się na pewnych założeniach, które teraz przedstawimy.

Danych je s t  к popu lac j i  generalnych o dowolnych rozkładach z 

c iąg łym i dystrybutantami F^ iu ) ,  F2 ( u ) ,  . . . ,  Fk(u ) .  Populacje  te
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są rozróżnialne za względu na podiom j  j  = 1, 2, . . . ,  к pewnego 

czynnika A. Z każdej z tych popul a c j i  pobrano próbę odpowiednio 

П р  n2» . nk elementową. Niech X y  oznacza r e a l iz a c ję  zmien­

n e j  1-osowej -X, gdzie i  - l i c z b a  porządkowa elementu w j  popula­

c j i .

Załóżmy, że:

(1 )  ^ i j  ~ ^ ^ j  + e i  J  ’  ̂  ̂  ̂  ̂ =  ̂* 2 ’ •••>  ̂*

gdzie: p - nieznana średnia ogólna, - nieznany e fek t j  poziomu 

czynnika A

Ž * j  = 0i 
j-1

(2 )  wszystkie błędy losowe są wzajemnie n iezależne;

(3 ) wszystkie błędy losowe pochodzą z jednej i  t e j  samej pop u lac j i ,  

w k tó re j  określona je s t  c iąg ła  zmienna losowa.

Z przy jętych  założeń wynika, że odzwierciedleniem "zerowego" 

wpływu czynnika A w każdej subpopulacji byłyby jednakowe średnie 

poziomy zmiennej losowej X w każdej z к zbiorowości.

Spostrzeżenie to objaśnia postać hipotezy zerowej w jednoczyn- 

nikowej an a l iz ie  w a r ian c j i  (por. m. in .  B r z e z i ń s k i ,  

S t a c h o w s k i  [2j ) :

(4 ) Hq : F^(u) * F2( u ) = . . .  *

Do w e ry f ik a c j i  tak sformułowanej hipotezy zerowej badacze wykorzy­

s tu ją  n a jczęśc ie j  tes t  K ruska la-W a llisa , który j e s t  również oma­

wiany w l i t e ra tu rz e  polskojęzycznej. W tym opracowaniu p rezentu je ­

my pewne własności testu jonckheorea-Terpstra, który Je s t  także 

testem pozwalającym weryfikować hipotezę zerową (4 ) ,  a n ie  był 

dotychczas stosowany przez polsk ich  spec ja l is tów  przedmiotu.

2. Podstawowe własności testu Jonckheerea-Terpstry

Test '.jonckheerna-Terpstry zosta ł zaproponowany przez T e r-

p s t r a  [15] i  J o n c k h e e r e a  [7 ] ,  a le  w l i t e r a t u ­

rze na jczęśc ie j  występuje Jako tes t  Jonckheerea.



Zakładamy spe łn ien ie  założeń (1)-(3> jednoczynnikowej ana lizy  

w a r ia n c j i ,  a hipotezę zerową określa wzór (4 ) ,  c z y l i

H„ i F j^u) = F2(u ) = . . .  = Fk ( u ) 

wobec hipotezy a lte rna tyw ne j:

gdzie: Uuv - s ta tys tyka  Manna-Whitneya.

Przypomnijmy, że gdy u < v, to s ta tys tyka  Manna-Whitneya jest 

definiowana następująco:

nej (5 ) ,  zatem ooszar krytyczny w tym teśc ie  budujemy prawostron­

n ie .  Dokładny rozkład s ta t y s t y k i  J  j e s t  skomplikowany. H o l ­

l a n d e r ,  W o l f e  [5] zam ieśc i l i  w swojej pracy t a b l ic e  

wartości krytycznych j(ot, M r i j ,  . . . .  nk ) )  spe łn ia jących  rów­

nania:

(5 ) Hj : F j ( u )  F j ( u )  sś . . .  «  Fk (u ) ,

gdzie chociaż jedna z nierówności j e s t  ostra .

S ta tys tyka  t e s tu Jonckheerea-Terpstra J  j e s t  sumą -jk (k - 1) 

s ta ty s tyk  Manna-Whitneya, co możemy zapisać:

к k-l к

(6)

(7 ) U,
uv

S

przy czym

1, j e ś l i  Xi u < X jv  

f< xi u . X j y J « -  1/2, j e ś l i  Xiu = Xj v .

0, j e ś l i  Xiu > Xjv

Duża l iczba  par X ju < X^v świadczy na rzecz hipotezy a lte rn a tyw ­

ie ) P ( J  > j  (oi, k, ( n j ,  . . . .  nk ) ) )  = oć

ty lko  dla pewnych wartości к i  п ., a mianowicie dla к = 3 i



Oj, n2, n3 * 2, 3, . . . ,  8, przy czym ч  n2 < n3, oraz к = 4,

5, 6 i  Oj » nj * • 2, J ,  i .  Wartości oC są podane

z dokładnością 10~*.

Oto k i lk a  własności s ta ty s ty k i  J>

a) j e ś l i  min ( n ^  n2, n^)—* <o i  hipoteza zerowa je s t

prawdziwa, to s ta tys tyka  3 podlega rozkładowi asymptotycznie nor­

malnemu o parametrach:

(10) D2( J )  = | n 2(2N + 3) - J j  n2 (2n^ ♦ 3)

c z y l i :

3' = ~ asN(0, 1);

b) korzysta jąc ze s ta ty s ty k i  3' odrzucamy hipotezę zerową (4 ) ,  

gdy 3 '>  u ^  a ua  oznacza wartość dystrybuanty rozkładu normal­

nego standaryzowanego i

c )  j e ś l i  oczekiwany kierunek r e l a c j i  między nadziejami matema­

tycznymi nie j e s t  zgodny z is tn ie jącym  uporządkowaniem dla h ipo­

tezy a lternatywnej

F j i u )  < F2(u ) *  . . .  < F k (u ) ,

to grupy należy przenumerować;

d) j e ś l i  к = 2, to korzystamy z jednostronnego testu  Manna- 

-Whitneya-Wilcoxona;

e ) wartość s ta ty s ty k i  3 możne wyznaczyć również wówczas, gdy 

zamiast znamy ich rangi (łączne rangowanie wszystkich

к

N = X i  n, 
j  = l J

obserwacji) ;

f )  wartość s ta ty s ty k i  0 zmienia s ię  wraz z przestawieniem 

grup;

g) j e ś l i  к i  nj małe (np. к = 3, n  ̂ = 2, j  = 1, 2, 3) i  h i ­

poteza HQ je s t  prawdziwa, to dokładny rozkład s ta t y s ty k i  3 mo-



żerny otrzymać wykorzystując fak t ,  żo wszystkie

zbiory rang mają jednakowe prawdopodobieństwo r e a l i z a c j i ;

h) z uwagi na własność sym etr ii  rozkładu s ta t y s t y k i  3 warto* 

ś c i  krytyczne j(o£, 5 , ( n p  n2, n^ )) zamieszczone w tab l icach 

H o 1 l  a n d e r a i W o l  f e a [5] możemy odczytać nawet 

wówczas, gdy n ie  spełniona Je s t  nierówność n} n2 € n} .

Najważniejszą własnością każdego testu Je s t  jego moc. Przypom­

nijmy s ta tys tyką  omawianego testu (6 ) :

Ponieważ J  * J 2 ♦ J j  + . . .  + + J k , to możemy zapisać, że

gdzie: J *  * Ц  J  .
v = 2

Hipoteza Hg (4 ) będzie odrzucona, gdy

J  > Jor, a Jo r*  j ( « ,  k, ( n p  . . . ,  nk ) ) .

0 d e h Cl11 rozważa k lasą hipotez alternatywnych Нл po­

s ta c i  :

przy ( Л > 1).

Hipoteza Нд (12) d la  A = 1 brzmi tak samo, jak nasza hipoteza 

zerowa (4 ) .

3. Moc testu  Jonckheerea-Terpstry

k-1

(11) J  = J*  + J,
V

k-1



Obecnie będziemy s ię  s t a r a l i  przy tak zdefiniowanej h ipotez ie

( 1 2 ):

a) znaleźć dokładny rozkład s ta ty s ty k i  3, a tym samym o b l i ­

czyć moc testu 3onckheerea-Terpstry, gdy l iczba  wyróżnionych sub- 

populacji (k )  oraz ich licznoáó ( n .)  j e s t  mała (do k i l k unastu e- 

lementów);

b) badać zbieżność s ta ty s ty k i  3 (rozkład s ta t y s t y k i  3 j e s t  dy­

skretny) do rozkładu normalnego.

Często przy w e ry f ik a c j i  h ipotezy, że dwie populacje z c i ą g ł y ­

mi dystrybuantami F ( * )  i  G (* ) maję tak ie  same rozkłady, tzn. 

Hq : F ( * )  = G (• ) ,  formułuje s ię  hipotezy alternatywne:

(13) Hj : G = FA dla A>0 i A / 1,

»2 * G a 1 - (1 - F )A dla Л > 0 i  A. / l

znane w l i t e r a tu rz e  jako alternatywy Lehmanna.

Załóżmy, że mamy daną próbę losową n j elementową z c iąg łą  

dystrybuantą F ( •) oraz próbę losową n2 elementową z c ią g łą  dys- 

trybuantą G (- ) = { р ( ' ) } Л.

M a n n  i  W h i t n e y  [9] podali wzór rekurencyjny dla 

prawdopodobieństwa s ta ty s ty k i  Uuv , która była analogiczna do okre­

ś lone j u nas wzorem (7 ) ,  przy czym była ona sumą ty lko  zer l j e ­

dynek :

(14) P (U 12 = u, np  n2) .  --~ Lr~  P (U 12 = u, n1( n2 - 1) ♦

+ nx -*-^2 P(U12 s u " n2 * nx - 1, n2)

oraz ta b l ic e  rozkładu s ta ty s ty k i  U12 dla n j,  n2 < 8. Natomiast u 

S c h o r a k a  [13] znajdujemy wzór rekurencyjny dla prawdopo­

dobieństw rozkładu s ta t y s t y k i  n  ̂ - n2 - U, gdy hipoteza h | i H2 

je s t  prawdziwa

n l
(15) P (U12 = u, nl t  n2 ) = ^   ̂ —  i’ ( U ,2 = u •• n2, n, - 1, r>2) +



An-

+ ЛП2" ;  P (U 12 = u ’ -nl* n2 ’  1 } '

gdy G = F Ä i  Я > 0. 

Ponadto

(16) P (U 12 = U, nx, n2) = p(u - u- ni - " г 5 +

A n .

* Án2 V n ~ P<u « u - nl- V  n2 . '  l ) -

gdy G = 1 - (1 - F ) a  i  A > 0.

Zauważmy, że:

P (U l2 => u, O j , n21G * F Л ) s p i u i2 = n l n2 “  u ' nl '  n21 G *

= 1 - (1 - F ) A ) ,

P (U j2 * u, H j, n2 |G * 1 (1 - F ) *  ) * P ( l l j 2 * nt n2 - u ,  П р  n2 |G *

* l - ( I - F )x ).

Ola p rze jrzys to śc i  zapisu przyjmijmy oznaczenie

(17) P (u12 a u> nľ  n2  ̂ s qA^n ľ  n2 '

Przy założeniu, że hipoteza Нд (12) je e t  prawdziwa, to

(18) P U  - j )  - PA ( j ,  k, n ),

gdzie: j e < 0 ,  -|k(k - 1 )> ,

J  określa  wzór (6 ) ,  Ц - l iczba  prób, z których każda je s t  n- 

-elementowa (n^ = n ).

Zgodnie z przyjętymi oznaczeniami dla к = 2

(19) Рд O ,  2 , n) = q *  (n , n, j ) .

J e ś l i  к > 2, to prawdziwy je s t  następujący wzór rekurency jny :

(20) P ( J  = j )  = pA ( j ,  k, n) =

= L p Ł( t ,  к - 1, n )q д ( n , nk - n, j  - t ) ,



gdzie sumowanie j e s t  rozc iągn ię te  na wszystkie wartoáci t  sp e ł ­

n ia jące  nierówność

(21) max-jo, j  - n2(k - 1)

< m in | j ,  y (k  - l ) ( k  - 2)n2}.

Tak określone granice wartości t  (21) powodują, że p^ (* )  oraz 

qA( •) są dodatn ie .

J e ś l i  s ta tystykę  J  przedstawimy w postaci sumy dwóch sk ład n i­

ków (11) J*  i  J k , wówczas zgodnie z tzw. Terpstra [15] będą to 

niezależne zmienne losowe, а р л ( j ,  k, n) je s t  ich  splotem. Funk- 

kc je  P j ( ’ ) można oszacować podstawiając A * 1 do wzorów (19) i 

( 2 0 ).

Wykorzystując fak t n iezależności zmiennych losowych J*  i J k

(11) oraz wzory ok reś la jące  w ie lkośc i E^ k ) ,  ° 2^k^* ) »

D2( J * )  (por. L e h m a n n  [в]  i  J o n c k h e e r e a  [7 ] )  

łatwo znaleźć E (3 )  oraz D2( J ) .

J e ś l i  hipoteza H^ (12) j e s t  prawdziwa, to

2/
E ( j  ) г 0...£.K 

к '  1 + я ’

D2( J k ) *л2п2(к - 1) -j

Natomiast J e ś l i  hipoteza Hg (4 ) je s t  prawdziwa, to 

E ( J * ) =■ { n 2(k - l ) ( k  - 2),

02( J * )  * туп2(к - i ) (к  - 2 ) (2nk + 3). 

Stąd otrzymujemy:

(22) E ( 3) * E ( J k + J * )  = E ( J k ) ♦ E ( J * )  =

• "2‘* - » (Ч-1 - T-hr)-

(23) D2( J )  ■ 02( J k + J * )  = o2(3k ) ♦ 02( J * )  =



■ " 2(k ■ °  [ T ľ r i ? - { ° í s ŕ 4 ^  * m  * * }  * ;

Wiadomo, że J *  i  J k podlegają rozkładowi asymptotycznie nor­

malnemu, dlatego rozkład J  będziemy aproksymować rozkładem nor­

malnym ze średnią E ( J )  wzór (22) i  02( J )  wzór (23 ) .  Wówczas

. / j a  - E ( J )  -
(24) P ( J * j a r ) . l -  ^ --- l ) ,

gdzie Ф (• )  j e s t  dystrybuantą rozkładu normalnego N (0 , 1).

Występująca we wzorze (24) l iczba  ^ j e s t  związana z powszech­

nie stosowaną tzw. poprawką na c iąg ło ść  (por. np. J a c o b s o n

•W) .
Z uwagi na fak t ,  że J  j e s t  dyskretną zmienną losową z t a b l ic  

H o i l a n d e r a  i  W o l f e a  [5] otrzymujemy, np. że:

P ( J  > 12) = 0,0111, P ( J  > 11) = 0,0333,

P ( J  S 10) * 0,0889, P ( J  5 9) * 0,1667, 

a więc nie I s tn ie je  j «  spe łn ia ją ce  równanie:

P ( J  ^ j «  ) = o< , 

gdzie: o< - zadany poziom is to tn o ś c i .

Wartości Jcx i J<x ♦ 1 ustalamy tak, aby przy założeniu, że 

hipoteza zerowa je s t  prawdziwa była spełniona następująca nierów­

ność :

(25) P j = P ( J  > Jc*) > «  > P ( J  ^ j « +  1) = P2.

Tablice  0 d e h a [lO] 1 [ l l ]  zaw iera ją  wartośc i tych praw­

dopodobieństw i wartości krytycznych Jcy albo Jcx + 1. w za leż ­

ności które z prawdopodobieństw Pj czy P2 je s t  b liższo <X. Porówna­

n ie  dokładnych (20) i  aproksymowanych wartości prawdopodobieństwo 

P ( J  ^ j a )  dla poziomów is to tn o śc i  o< = o ,01 i  0,02 oraz к * 3 i

6, n = 2, 4, 6 i  1 przedstaw iają l icz b y  podane w tab l .  1.
O

Zauważamy, że błąd aproksymacji j e s t  mały: 10" , a taka do­

kładność do celów praktycznych je s t  wystarczająca.



T а 1 i  с а 1

Porównanie wartości Р (Э > j « . )  dokładnych i  aproksymowanych

Я

oc = 0, 01 oc = 0 ,20

к = 3 к = 6 к = 3 * = 6

0 A D^A 0 A D-A 0 A D-A D A D-A

1 0,011 0,014 (-0,003) 0,009 0,011 (-0,002) 0,167 0,160 (0,007) 0,187 0,183 <0,004)

n = 2 • 6 0,075 0,078 (-0,003) 0,059 0,060 (-0,001) 0,590 0,576 (0,014) 0,546 0,542 (0,004)

12 0,107 0,098 (0,011) 0,082 0,081 (0,001) 0,707 0,707 (-0,006) 0,633 0,634 (-0,001)

' 1 0,010 0,012 (-0,002) 0,010 0,011 (-0,001) 0,216 0,210 (0,016) 0,205 0,203 (0,007)

n = 4 « 6 0,213 0,207 (0,006) 0,154 0,153 (0,001) 0,880 0,883 (-0,003) 0,767 0,767 (0,000)

12 0,339 0,325 (0,014) 0,232 0,230 (0,002) 0,963 0,968 (-0,005) 0,863 0,865 (- 0 ,0C2)

1 0,010 0,011 (-0,001) 0,010 0,010 (0,000) 0,201 0,198 (0,003) 0,201 0,199 (0,002)

n = 6 « 6 0,393 0,378 (0,015) 0,264 0,264 (0,003) 0,948 0,955 (0,007) 0,868 0,870 (-0,002)

12 0,611 0,600 (0,011) 0,401 0,399 (G,002) 0,992 0,995 (-0,003) 0,944 0,945 (-0,001)

U w a g a :  0 - w artośc i dokładne, A - wartośc i aproksymowane. 

Ź r ó d ł o :  O d e h  [ l i ] ,  s . 470.
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A. Uwagi końcowe

Nasze badania pozwalają sformułować pozytywny wniosek odnośnie 

do korzystania  z rozkładu asymptotycznego s ta t y s ty k i  omawianego 

tes tu ,  nawet przy mało licznych  próbach. Przedstawione rozważania 

mają stanowić bazę dla dalszych badań koncentrujących s ię  na wy­

korzystaniu  nieparametrycznych testów ana lizy  w a r ian c j i  do pogłę­

b ionej ana lizy  s ta ty s tyczn e j  nowożeńców. Zdajemy sobie w pe łn i 

sprawę, że przedstawione rozważania n ie  wyczerpują podjętego t e ­

matu.

I  tak należy wspomnieć o pracy S h о г а к a [14], k tóry 

podaje wzór rekurencyjny służący do generowania rozkładu J  przy 

założeniu, że hipoteza Нд, ma postać ogó ln ie jszą  niż przeprowadza­

ne przez nas rozważania, lemat asymptotycznej mocy testu  Jonckhee- 

rea-Terpstry podejmowali również: P u r i  [12], В a r t  h o l o - 

m e w  [ l ]  i  O d e h  [ l O j . Prace te będą m. In .  przedmiotom 

naszych dalszych badań.
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Kazimiera Guraj-Kaczmarek 

ON THE 30NCKHEERĘ-TERPSTRA TEST

The Jonckhaere-Terpstra te s t  is  one of the one fac to r  te s ts  of 
non-parametric variance ana ly s is .  I t  was proposed by T e r p ­
s t r a  [ l5 ]  and J o n c k h e e r o  [6J most often i t  
appears in the s c i e n t i f i c  l i t e r a t u r e  аь the Jonckheere’ s test. When 
f u l f i l l i n g  the assumptions 1.1 - 1.1 of the cne fac to r  ana ly s is  
c f  variance the n u ll  hypothesis HQ : F j ( u )  = F2 - . . .  = Fk (u )  as

against the a l te rn a t iv e  hypothesis Ĥ  : F^ (u) í  F j ( u )  í  . . . < F k (u )

where at le a s t  one of the in e q u a l i t ie s  is  s t r i c t .



The s t a t i s t i c  J  of the Jonckheere-Terpstra te s t  . i s  a sum 

^k(k - 1) of the Mann-Whitney s t a t i s t i c s  (2 .2 ) .

The paper presents the examination of the t e s t ’ s p rop e rt ie s ,  
i n c luding the f ind ing  of the exact d is t r ib u t io n  of s t a t i s t i c  J ,  
when the more general hypothesis Нд_ is  true (3 .2 )  and the exami­

nation  of convergence of the 3 s t a t i s t i c s  ( the  d is t r ib u t io n  of 
which is  descre te ) towards normal d is t r ib u t io n  (tab .  1). The ap­

proximation e rro r  of 10*2 may be considered rather sm all ,  thus 
the suggested approximation can be accepted as s a t is fy in g  the 
p r a c t ic a l  o b jec t ives .


