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0 TESCIE JONCKHEEREA-TERPSTRY

1. Wprowadzenie

Metody analizy wariancj)i pozwalajg na jednoczesne pordwnanie

.kilku populagji ze wzgledu na Jjedng cechg. Do weryfikacji hipote-

zy o rdwnodci nadziei matematycznych moZna korzystaé zardwno z te-
stdw parametrycznych, jak i nieparametrycznych,

Sprawdzanie hipotez, w przypadku testdw parametrycznych, odby-
wa sig poprzez pordéwnanie poszczegdlnych skitadnikéw wariancji ogdl-
nej za pomocyg statystyki F-Snedecora. Statystyka ta wymaga, aby
obserwacje byty niezalezne, a ich rozktady normalne, W tym przy-
padku nalezy najpierw sprawdzi¢, czy analizowana 2zmienna losowa
podlega w kazdej subpopulacji rozktadowi normalnemu o te) same j
wariancji. Uchylenie zaloZenia o niejednorodnosci wariancji jest
wigkszym niebezpieczeristwem dla populacji generalnej niz stosowa-
nie testdw parametrycznych do obserwacji, ktdre rozkladowi normal-
nemu nie podlegajj.

Z uwagi na to wygodniej )est stosowaé testy nieparametryczne,
ktdre nie wymagaja weryfikacji wspomnianych zalozeri, W zaleznodci
od ilodci czynnikéw ksztaltujacych realizacje zmiennych losowych
wyréznia sig¢ analizy wariancyjne Jjedno-, dwu- i wieloczynnikowe.

Jednoczynnikowa nieparametryczna analiza wariancji, jak kazda
teoria, opiera sig na pewnych zatozeniach, ktére teraz przédstawimy.

Danych jest k populacji generalnych o dowolnych rozktadach z
cigglymi dystrybutantami Fl(u), Fz(u), N Fk(u). Populacje te

4 Dr, adiunkt w Instytucie Ekonometrii i Statystyki UL,

[47]
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sg rozréznialne ze wzgledu na poziom 3 J =1, 2, ..., k pewnego
czynnika A. z kazdej z tych populacji pobrano prébe odpowiednio
Nys Ny ey My .elenontouq. Niech xij oznacza realizacje zmien-
“mej losowej X, gdzie i - liczba porzqdkowa elementu w j. pnpula~
[ ) 1 : : : .
Zatdzmy, 2e: ‘

(1) X“ = 4‘1'340“, s B T TP 2,‘...,n;' b RIS i T ot ok

gdzie: p - nieznana drednia ogdlna, Tj - nieznany efekt j poziomu
czynnika A

K

2 Tyt

J=1
(2) wszystkie btedy losowe ey sa wzajemnie niezalezne;

(3) wszystkie biegdy losowe pochodzg 2z jedne) i te) samej populacji,

w ktérej okredlona jest cigpta zmienna losowa.

Z przyjetych zalozer wynika, 2e odzwierciedleniem “zerowego"
wptywu czynnika A w kazdej aubpopulacjl bylyby jednakowe $rednie
poziomw zmiennej losowe) X w kazdej z- zbiorowodci.

Spostrzezenie to objasnia postad hipotazy zerowej w jedpoczyn-
nikowej analizie wariancji (por. m. in. B r z e z 1 A s k i,
Stachowski [2]):

(4) Hy ¢ Fl(u) = Fz(u) R, Fk(u).

Do weryfikacjl tak sformutowanej hipotezy zerowe) badacze wykorzy-
stuja najczedciej test Kruskala-Wallisa, ktéry Jjest rdwniez oma-
wiany w literaturze polskojezycznej., W tym opracowaniu prezentuje-
my pewne wiasnosci testu Jonckheerea-Terpstra, ktdry jest takize
testem pozwalajgcym weryfikowad hipotezg zerowg (4), a nie byt
dotychczas stosowany przez polskich specjalistéw przedmiotu,

2. Podsta wtasnosc : J kheerea-Terpstr

; tegj Jonckheerea- Tarqatry zostatl zaproponowany przez. Te 2t
pstra [15 § Jonckheerea [7), slew literatu-
rze najczgsciej wystgpuje jako test Jonckheerea.
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N"f;iaiIQdapy spetnienie zatozed (1)-(3) jednoczynnikouéj analizy
wariancji, a hipoteze zerowg okres$la wzdr (4), czyli

Hg : Fl(u) = Fz(u) e S Fk(u)
wobec hipotezy alternatywnej:
(5) Y “1 3 Fl(u) s Fz(“) &£ 50 € Fk(u))
gdzie chociaz jedna z nierdwnosci jest ostra.

Statystyka testu Jonckheerea-Terpstra -J Jjest sumg %k (k - 1)
statystyk Manna-Whitneya, co mozemy zapisacd:

ii k-1 k

(6) J's | e u

ucy WV u=l v=u+l uv’
gdzie: U,, - Statystyka Manna-Whitneya.

"Ptzypomntjmy, 2e gdy u < v, to statystyka Manna-Whitneya jest
definiowana nastgpujgco:

n n

g |
Saie Bk i Xypds

gakiad%}

n =
Ly Jedlh . Xy < Xy
Py Xy ) =1 12, Jesli X;, = Xy
0,

uuv

—

przy czym

Jesli X, > Xy

Duza liczba par xlu < xjv dwiadczy na rzecz hipotezy alternatyw-
nej (5), zatem owszar krytyczny w tym tedcie budujemy prawostron-
nie. Dokiadny rozklad statystyki J Jjest skomplikowany,. Ho l-
lander, Wolfe [5 =zamiedcili w swoje)j pracy tablice
wartosci  krytycznych j(x, k,(n,, ..., nJ))  spetniajacych rdw-
nania:

(8) P(3 >3 (o, Kk, (nl. N nk))) =0l

tylko dla pewnych wartodci k i nj, a mianowicie dla = k = 3 i
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Ny» Mgy Ny = 2, 3, L.0, 8, przy Lzym n) € ny €.ny, oOraz k =8,
5,618 n = nz LIRS P 2, 3, ..., 6. MWartosci o sg podane
2z dokladnosdcig 1074, :

Oto kilka wtasnodci statystyki J;

a) jesli min (ny, ny, voey nk)-—’ ® i hipoteza zerowa jest
prawdziwa, to statystyka J podlega rozkladowi asymptotycznie nor-
malnemu o parametrach:

(9) () -}62 E é; n?). N = 3221 nys
%

(10) 0%(3) = ﬁ{uzm #8) i jg. ng (2n, + 3)}.

czyli: :
s abamolglald: o asN(0, 1)

b) korzystajgc ze statystyki J’ odrzucamy hipotezg zerowg (4),
gdy J'> Uy @ uy oznacza wartod$é dystrybuanty rozktadu normal-
nego standaryzowanego; /

c) jedli oczekiwany kierunek .relacji migdzy nadziejami matema-
tycznymi nie jest zgodny 2z istniejqcym uporzgdkowaniem dla hipo-
tezy alternatywne)

Fl(u) < Fz(“)‘ ﬁ?k(u).

to grupy nalezy przenumerowad;

d) jesli k = 2, to korzystamy z jednostronnego testu Manna-
-Whitneya-Wilcoxona;

e) warto$é statystyki J mozna wyznaczyé réwniez wdwczas, gdy
zamiast xij znamy ich rangi (}gczne rangowanie wszystkich

K
N = ;Z% ny

obserwacji); :

f) wartosé statystyki J =zmienia gig wraz 2 przestawieniem
grup; '

g) jesli k 1."3 mate (np. k = 3, nJ =2, jJ=1,2,3)1hi-

poteza HD jest prawdziwa, to doktadny rozktad statystyki J mo-
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2zemy otrzymad wykorzystujgc fakt, ze wszystkie
( N!
[jnyt.
zbiory rang majy jednakowe prawdopodobiedstwo realizacji;
h) z uwagi na wtasno§¢ symetrii rozkladu statystyki J warto-
dci krytyczne (e, 3.(nl. Ny n;)) zaimieszczone w  tablicach

Hollandera i Wolfea [5 mozemy odczytad nawet
wéwczas, gdy nie speiniona jest nierdwnosc " sn, € Ny,

3. Mo stu Jonckheerea-Terpstr

Najwazniejszg wlasnosclg ka2dego testu jost'jago moc. Przypom-
. nijmy statystykg omawianego testu (6):

3 %ﬁl i& g& ;
= U 3 J
uzl v=uslYV v=2 e

-1
gdzie: "v = kﬂ 1]

u=1 uv

Poniewaz J = 32 . J, R Jk-l . Jk' to mozemy zapisadé, e
(11) J = J* &+ Jk'

k-1
gdzie: J* = 3 2,

v=2
Hipoteza H, (4) bedzie odrzucona, gdy

I >3a 3 Jo= Yoty ky (0yy wuny 0 )

0deh [11] rozwaza klasg hipotez alternatywnych Ha Ppo-
staci:
A

(12) Hao Fi(ud) = o0 = F 1 (u); Flu) = {Fl(u)}
przy (A > 1).

Hipoteza Hz (12) dla A =1 brzmi tak samo, jak nasza hipoteza
zerowa (4).
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Obecnie quziemy sig starali przy tak qu!in;oupﬂejrxhlpotezie
(12) ¢ P e O L /! g b R
a) znale#é doktadny rozktad .statystyki J, a tym samym obli-
czy¢ moc testu Jonckheerea-Terpstry, gdy liczba wyréznionych sub-
populacji (k) oraz ich licznod¢ (nj) jest mata (do kilkunastu e-
lementdw); ‘ / v

b) badad¢ zbieznodé statystyki J (rozklad statystyki J jest dy-
skretny) do rozktadu normalnego. '

Czesto przy weryfikacji hipotezy, ze dwie populacje 2z ciggly-
mi dystrybuantami F(:) 4 G(:) majg takie same rozkiady, tzn.
Hy ¢+ F(+) = 6 (+), formutuje sig hipotezy alternatywne:

(13) Hys Bl FA et Dkl gl 40 4 1,
Hp t 6 =1 -(1-F) dla A>0 4 A 41

znane w literaturze jako alternatywy Lehmanna.

Zatézmy, ze mamy dang prdbg losowq ny elementowy z ciggtlay
dystrybuantg F(+) oraz prébg losowg n, elementowy z ciggty dys-
trybuantg G6C-) = {F(-) A

Mann i Whitney [9] podali wzér rekurencyjny dla
prawdopodobieristwa statystyki qu. ktdéra byla analogiczna do okre-
$lonej u nas wzorem~(7)k przy czym byla ona sumg tylko zer i je-
dynek:

(14) PUig = by 0y, 0y) = P(Ujp = Uy My, 0y = 1) &

S st N

i

+?‘—F'—.,l—2-P(U12 U= Ny, nl -1, 02)

oraz tablice rozkladu statystyki U12 dla Ny Ng € B. Natomiast u
Schoraka  [13] znajdujemy wzér rekurencyjny dla prawdopo-
dobienstw rozkladu statystyki Ny Ny = U, gdy hipoteza Hi i H;
jest prawdziwa

(15) P(Ulz = U. ﬂl, n2) L P(U|2 o SRA Ve 02, nl ko 1. nz) + i

Sl b
Anz* " 1
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AN ' .
R F %
3 Anz * 0y P(012~= b Sy ST VALL L,

gdy: B = FA g A= 0
Ponadto.

. n b . ~
(16) Py, = u, my, np) = 7#;—;; PCU = u, ny - 1, ny) +

POV R e ¢ e 3 Y SAROR W TR L
Zauwazmy, 2e:

P(Uy, = v, 0y, n216 = FA) = P("nz" IR PR PR n2| G =

N TR T D T

P(Ulz = u, Ny, n2|6 =1 (1-F2) -« P(U12 =N Np-u, Ny, n2|6 =
PR I 6 5 L Pl
Dla przejrzystodci zapisu przy)mijmy oznaczenie

(17, ¢ P(Uyp = uy nyy ny) = apng, ny, w),

Przy zatozeniu, 2e hipoteza HA (12) jest prawdziwa, to
(18) P(J L] J) = PA (Jg ko n)‘l
gdzie: )€ <0, fk(k - 1) >,

J okredla wzér (6), k - liczba préb, z ktdérych kazda jest n-
-glementowa (nJ = n). !
Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami dla k = 2

(19) ' Py K¥i 2, nd® qaln, n, 3.
Jedli k = 2, to prawdziwy jest nastgpujgcy wzér rekurencyjny:
(20) P(J = j) = pa (3, k, n) =

: Zt:plu. K-1, Mazin, ak - n, § = t),
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»

ndzld sumowanie jest rozciggnigte na uszysfkie wartosci t  spei-
niajgce nierdwnosc

(21) ; max{ov, - n‘2(k - l)}<t<
| ~<minfy, Hk - DK - 2n?).

Tak okres$lone granice wartodci ¢ (21)  powodujg, .ze _pl(-) oraz
qa(+) sa dodatnie.

Jesli statystyke J przedstawimy w postaci sumy dwdch skiadni-
kéw (11) % 4 J,, wéwczas zgodnie z tzw. Terpstra [15] bedg to
niezalezne zmienne losowe, a8 pj (3, k, n) jest ich splotem. Funk-
kc36> pl(-) mozna oszacowadé podstawiajgc A = 1 do wzordw (19) i
(20).

Wykorzystujqc fakt niezaleznodci zmiennych losowych J* i Jk

(11) oraz wzory okreslajgce wielkodci- E(Jk),.' DZ(Jk), E(J*),

02(3*) (por. Lehmann [8)i1 Jonckheerea [7n
tatwo znalezé E(J) oraz 02(3).
Jedli hipoteza H, (12) jest prawdziwa, to

2
n“(k -1
ECJ) = -51-7-333.
2 AR k - - -
D (Jk) =An“(k - 1){L’,\—-})—T—L+AHO l}m‘
Natomiast Jaéli hipoteza H, (4) jest prawdziue; to:
E(I*) = $nP(k - 1)(k - 2),

p%(3%) = gn?(k - 1)(k - 2)(2nk + 3).

Stad otrzymujemy:
(oY h E(Q) = E(Q + 3*) = E(J) +EQI*) =

S (K A,

(23) p2(3) = 023, + ) = 02(3,) + DPQA") =
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= n2‘(‘."_1).[(l’xa) ‘{ngk-p = %5;\;1% ey } o gk-gHan«-}z ]

Wiadomo, 2e J* i Jk podlegajy rozktadowi asymptotycznie nor-
malnemu, dlatego rozklad J bedziemy aproksymowaé¢ rozkladem nor-
malnym ze $rednig E(J) wzdr (22) i DZ(J) wzér (23). Wéwczas

- EQ) -
(28) P 330 = 1 - Y2 %)

gdzie ¢ (+) Jjest dystrybuanty rozktadu nocrmalnego N (0, 1).
Wystepujaca we wzorze (24) 1liczba -% jest zwigzana 2z powszech-

nie stosowang tzw. poprawkg na cigglo$é (por. np. Jacobson

-[6]).

7 Z uwagi na fakt, ze J jest dyskretng zmienng losowa 2z tablic

Hollandera i Wol¢fea [5 otczymujemy, np. ze:

P(3.» 12) = 0,0111, P(J > 11) = 0,0333,
P(J = 10) = 0,0889, P(J 29) = 0,1667,
a.wigc nie istnieje j speiniajgce rdéwnanie:

P(Jd 2 ) = X,
gdzie: o - zadany poziom istotnosdci.

Wartodcl jJou 1 Jx+ 1 ustalamy tak, aby przy zalozeniu, 2e
hipoteza zerowa Jjest prawdziwa byla speiniona nastgpujaca nierdw-
nodc:

(25) P, = PC) 2 o) 2> P() 2 Jox+ 1) = Py

Tablice O0deha [10] 1 [11] =zawierajy wartodci tych praw-
dopodobieristw i wartodci krytycznych Jjo albo jo+ 1, w zalez-
nosci ktdére z prawdopodobieristw P'1 czy P2 jest blizsze &« Pordwna-
nie doktadnych (20) i aproksymowanych wartodci prawdopodobiedstwo
P(J » jx) dla pozioméw istotnodci & = 0,01 i 0,02 oraz k = 3 i
6, n=2,4, 6 i A= 1 przedstawiajg liczby podane w tabl. 1.

Zauwazamy, 2e btgd aproksymacji jest maty: 10'2, a taka do-
ktadnosé do celdéw praktycznych Jjest wystarczajaca.



Talica 1
Poréwnanie wartosci P(J > j&_) dokladnych i aproksymowanych 3
= 0,01 « = 0,20
2 k =3 k = 6 TR k=5
D A D-A D A D-A D A D-A D A 3 D-A -
1}{0,011{0,014((-0,003) 0,609 0,011 ((-0,002){0,167{0,160 | (0,007)|0,187{0,183 | {0,004)
=24 6,0,075{0,078|(-0,003){0,059{0,060{(-0,001){0,590{0,576 | (0,018)}0,546 (0,542 | (0,004)|
12 | 0,107 /0,098 (0,011)|0,082|0,081| (0,001){0,707|0,707 |(-0,006){0,633 0,634 |{(~0,001)]
i} 0,010/0,012{(-0,002)(0,010{0,011{(-0,001){0,216{0,210 | (0,016)|0,205{0,203 (0.002)
= 44 6}0,213|0,207| (0,006)|0,154{0,153| (0,001)|{0,880}0,883 |(-0,003)|0,767}|0,767}| (0,000)
12| 0,339|0,325| (0,014)|0,232{0,230| (0,002)}0,963|0,968 {(-0,005)|0,863|0,865 ('.-0,00_2)
1{ o0,010{0,011{(-0,001){0,010|0,010| (0,000){0,201{0,198 | (0,003)|0,201{0,199! (0,002)
=64 5| 0,393/0,378| (0,015){0,264|0,264 (0,093) 0,948{0,955| (0,007)|0,868{0,870{(-0,002)
12| 8,611/0,600| (0,011)|0,401|0,392| (6,002)|0,992 0,995 {(-0,003)|0,94410,945 |(-0,001)
Uwaga: D - wartosci dokladne, A - wartosci aproksymowane.
Ir6dto:

0deh [11], s. a70.

9
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Al 4. Uwagi koficowe
_Nasze badania pozwalajg sformutowaé pozytywny wniosek odnodnie
do korzystania 2z rozktadu asymptotycznego statystyki omawianego
testu, nawet przy mato licznych prdbach. Przedstawione rozwazania
majq stanowié bazg dla dalszych badafh koncentrujacych sig na wy-
korzystaniu nieparametrycznych testdéw analizy wariancjli do pogte-
bionej analizy statystycznej nowo2ericéw. Zdajemy sobie w pelni
sprawg, 2e przedstawione rozwazania nie wyczerpujy podjgtego te-
matu. i ’
I tak nale2y wspomnieé¢ o pracy S hor aka [18], ktdry
podaje wzér rhkurencyjny stu2gcy do generowania rozktadu J przy
" zalozeniu, 2e hipoteza H) ma postaé ogdlniejszg niz przeprowadza-
..ne przez nas rozwazania., Tlemat asymptotycznej mocy testu Jonckhee-
rea-Terpstry podejmowali réwniez: Pur i [12], Bartholo-
mew [1] i 0deh {10]. Prace te bgdg m. in. przedmiotem
naszych dalszych badad. :
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Kazimiera Guraj-Kaczmarek

ON THE JONCKHEERE-TERPSTRA TEST

The Jonckheere-Terpstra test is one of the one factor tests of
non-parametric variance analysis. It was proposed by Ter p-
8!t pWg 15/ and Jonckheere 6] but most often it
appears -in the scientific litarature as the Jonckheere's test. When
fulfilling the assumptions 1.1 - 1.2 of the cne factor analysis
of varience the aull hypothesis Hjy : F,(u) = F2 = ouvo® FL(u) as

against the alternative hypothesis H1 : F (u) F (u) € .0 s Fk(u)
where at least one of the inequalities is atrlct. ;
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The statistic J of the Jonckheere- -Terpstra test .is a  sum
Ik(k - 1) of the Mann-Whitney statistics (2.2).

- The paper presents the examination of the test’'s pfopartles.
including the finding of the exact distribution cf statistic 3,
_when the more general hypothesis Hj  is true (3.2) and the exami-

nation of convergence of the J statistics (the distribution of
which is descrete) towards normal distribution (tab. 1). The ap-

proximation error of 10~ -2 may be considered rather small, thus
the suggested approximation can be accepted as ' satisfying the
practical objectives.



