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WIELOWYMIAROWEJ NORMALNOŚCI SHAPIRO-WILKA

1. Wprowadzenie

Na podstawie szeroko prowadzonych badań w łasności testów nor

m alności, w przypadku rozkładów Jednowymiarowych, wynika, że te s t 

Shaplro-W ilka - spośród innych testów normalności - je s t  testem 

optymalnym z punktu w idzenia mocy (p o r. np. S h a p i r o ,  W i l k

[12] oraz D o m a ń s k i ,  T o m a s z e w i c z  [2 ]).

Wydaje s ię  natura lne  zbadanie w łasności uogólnionego testu  Sha- 

p iro-W llka w przypadku rozkładów wielowymiarowych. Zatem celem n i 

n iejszego opracowania je s t  podanie mocy testu  wielowymiarowej nor

malności Shap iro-W ilka . W t e j  częśc i opracowania przedstawione zo

staną dotychczas prezentowane wynik i oraz ich  ana liza  oraz omówio

ny będzie program dalszych badań mocy testu  Shapiro-W ilka i  po

równania jego w łasności z innymi testam i. Is tn ie je  szeroka k lasa 

testów wielowymiarowej normalności (po r. np. D o m a ń s k i ,  

W a g n e r  [3 ] ) ,  powstaje więc p y tan ie , k tóry z n ich  je s t  n a j

lepszy w sensie mocy, k tóry ma własność testu  omnibusu, a k tó ry  z 

n ich je s t  testem ukierunkowanym, a przede wszystkim, k tó ry  s to so 

wać w praktyce s ta ty s ty c z n e j. Próba rozw iązania postawionych tu ta j 

problemów będzie celem opracowania.

Pro fesor w In s ty tu c ie  Ekonom etrii i  S ta ty s ty k i UL.
♦ *
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2. S ta tys tyka  testowa

Niech X = {X j ,  Xp) będzie p-wymiarowym wektorem

o rozkładzie określonym przez dystrybuantę Fp (*.)i * e RP 

RP oznacza p-wymiarową przestrzeń rzeczyw istą . Ponadto niech

losowym 

gdzie 

U *

(X j ,  . . . ,  >(n ) oznacza próbę n wektorów p-wymiarowych będących n ie 

zależnymi rea liz ac jam i wektora losowego .X. Za pomocą dostępnej 

próby U zamierzamy sprawdzić h ipotezę, iż  dystrybuanta Fp(je) na

leży do k lasy  Np, dystrybuant p-wymiarowego rozkładu normalnego 

o nieznanych parametrach jU. i  ]£. Hipotezę zerową zapisujemy w po

s ta c i Hg : Fp(x,) e Np, natomiast hipotezę alternatyw ną jako 

H Hn zastosujemy s ta ty s ty-
0 ; Fp(- ) ”  "p*

1 : Fp^ü) Np ’ Oo sprawdzenia hipotezy

kę testową typu Shapiro-W ilka.

Rp określamy zmienne losowo

nj

Dla wektora С i  0, £  e 

1, . . . ,  n będące kombinacjami liniowym i 

Wartości przyjmowane przez zmienne Z^

zmiennych Х ^ ,  

porządkujemy w

n iem alejący Z
( 1 )

Z^n  ̂ i budujemy kombinację lin iow ą

C*

ciąg

b(C) ■ E * j , nZ ( j ) ,  

j  = l

gdzie: d, , j  = 1, . . . ,  n są pewnymi współczynnikami d la n * 3,
J » П

4, . . .

D e f in ic ja  1. S ta tys tyk ę  tostową typu Shapiro-W ilka (S  h a- 

p i r o ,  W i l k  [1 2 ]) nazywamy zmienną losową

W (C ) =
S dj , n Z( j )  

j  = l j * l

gdzie: Z = Z(n ) ♦ Z ,n>/n.
(n ) '

W zap is ie  wektorowo-macierzowym zmienną W (C ) wyrażamy



- ll* )n , u(C ) « d* Z*, S2(C ) » Z*' H Z* = С А С = C'U H U' С oraz- "П .T* — —« — ̂ м ШШ, mmm - _
A = U H U ' . Zmienna W*(C) wyrażona je ? t  poprzez wektor С / 0. 

Wyznaczeniem tego wektora zajmujemy s ię  d a le j.  Możliwe je s t  przed

staw ien ie  W*(C) jeszcze w in ne j w e rs ji

W*(C ) = C ’ T I 'C / C 'A  С = (С 'Т )2/ С'А С, 

n
gdzie: _Т * £  dj  n —( j )  * —( j )  34 wektorami kolumnowymi ma

c ie rz y  Û ustawionymi w k o le jn o śc i zgodnej z porządkiem v. . .  ,

W
Niektóre w łasności W*(C) wyrażają następujące lem aty:

Lemat 1 . W (C )  < I ' A " l JL d la  każdego C e rP .

Lemat 2. sup W*(C) * P rzV С2Ут supremum je s t  o s iąg 

n ię te  рггэг С - А" 4 .

Lemat 3. W (£ )  = 0 'P  0 /0 '0, D » (Ą 1/2)£ , P * A1 /2J. _T (A 1/2) ' ,

1 / 2
gdzie: A Je s t  p ierw iastk iem  kwadratowym macierzy A takim, że

- A.

Lemat 4. sup W*(£) = Л., gdzie A Jedyną niezerową w artością  

własną macierzy P określonej w lemacie 3.

Lemat 5. W*(£) Je s t  niezm iennicza względem lin iowego prze

k sz ta łcen ia  n ieosob llw ego, gdy ď  1 * 0 .
—n f

Dowody lematów wynikają z w łasności form kwadratowych (p a trz  

np. R a o [9] ) .

Dla sprawdzenia h ipotezy Hq wymaga s ię  wyznaczenia 

W* s min Wł (£ ) ,  C e Rp i  porównania W * z w artością  krytyczną

K*(ct) taką, że P(W* < K*(oO|Hq) « 06 , gdzie oi je s t  zadanym praw

dopodobieństwem (poziomem is to tn o ś c i) .  Hipotezę HQ odrzucamy, gdy 

W* K*(oO. Test oparty na s ta ty s ty ce  W * wymaga lewostronnego ob

szaru krytycznego.

Przechodzimy teraz do sprecyzowania s ta ty s ty k i testow ej W «(£). 

Przyjmujemy za ^  wektor an * (a j  . . . ,  an n) '  , którego sk łado 

we są współczynnikami kom binacji lin io w e j obserwacji z próby d la 

wyznaczenia najlepszego lin iowego nieobciążonego estym atora od

ch y len ia  standardowego w rozk ładzie  normalnym (S  a r h a n,



G r e e n b e r g  [ l l ] ) .  Współczynniki te podáli S h a p i 

r o ,  W i l k  [12] dla n = 3(1)50 (także P e a r s o n ,  

H a r t l e y  [в ])-  R o y s t o n  [lO ] podał  odpowiednie wzo

ry d la ob liczan ia  współczynników d la n e <3, 2000> , Program ob

liczen iow y tych współczynników na emc RIAD przygotowali 0 0- 

m a ń s k i ,  G a d e c k i ,  W a g n e r  [ l ] .

Wektor ą,n spe łn ia  warunki! i j ,  i  = 0 l ą j  » 1, Oznaczmy

przez W(£) s ta tys tykę  W *(£ ), gdy dn = ą,n , tzn.

W(C) = ( a '  Z » )2/Z*'H Z*.
—  n — —  —  —

Widocznym je s t ,  że W(£) spełn ia  warunki lematu 5.

Lemat 6. Dla każdego £  e Rp i £  i  0 spełniona je s t  nierów

ność

na? „/ (n  - 1) «  W(£) 5? 1.
X I I I

Dowód ( S h a p i r o ,  W i l k  [1 2 ]).

Z lematu 6 wynika, że W(£) są ograniczone w pewnym przedz ia 

le  d la  każdego £ e Rp . Wybierzemy tak ie  £, aby W(£) przyjmowało

n 7
dolne ogran iczen ie . Zauważamy, że C'A С * 2  ( C 'Rл) , R4 = X* - X.

j  = l  J  J  ~ J  ”

Aby osiągnąć £ 'A £ -* min należy dobrać współczynniki W * (W p
л

. . . ,  wn)' tak ie , aby w 'J, = 0 i ^ 'w  = (n - D /n a j n ,. Wprowadzamy 

oznaczenia g * wx = n - 1/naj  ̂ p i  d « Wj ■ - 1/na^ n , j  « 2, 

n. Wybieramy £, m in im alizując funkcję

Q(£) » f i  ( £ 'R, - w , )2 » (£ 'R . - g )2 ♦ Z  ( ľ i  ♦ d )2. 
j= l 1 3 X j=2 J

Różniczkując względem £, otrzymujemy

3Q(£) n
— — -- 2 (£ 'R 1 - g )R ' ♦ 2 ♦ d )R J| = 0\

z czcgo po prostych przekszta łcen iach  marny £ '£  - gRj - d R j =



£  ■ • « " ‘ ( i , Ola tak wyznaczonego С o b l i 

czmy i le  wynosi Q (£ ). Szczegółowe ob liczen ia  prowadzą do uzyska

n ia :

Q(£)

l .n

4 —

a l ,n

__l_

ai.n 

n

) ♦
n - 1

r } a _ 1R, - 2 R > 'l R, ♦—I— —1 —1— —1 n
1 f  n

' l . n
с ‘Н г 1 - я ; *  a p .

Postępowanie odnieśliśmy do wektora X^. Wcześniej podaliśmy 

mianownik W(£) w postaci £ 'A  £, do którego podstawi a jąc  podane

Już £ otrzymamy R| A " l A Af* £ j/ a 2 n * R[ A-1 £ j/ a i n-

Zetem aby uzyskać minimum Q (£ ), ewentualnie najm niejszą wartość 

t((£ ) winniśmy tak wybrać wektory X j.  J  " 1. •••• n > аЬУ forma kwa

dratowa R ' A "1R j osiągnęła  wartość maksymalną. Oznaczmy przez 

0» ■"1/2 **
ü j  a A ~ Ю  1 niech maksimum, o którym mówiliśmy, będzie

o s iąg n ię te  przez i  > ^  = max (X j  X^). S ta tys tyk ę  Shap iro-W il

ka przy dobranym £ wyrażamy w postaci (M a 1 k o v 1 c h, A f 1-

< i W )

К  ■ K '  ?> 2/ö.

V « -x
X x ., —m —J

zatem

wyzna-

gdzle: 1 * (Ž (1 ) .  •••, * ( n )>* Z ( i )  «  . . .  «; Z(n ) oraz Żj 

Ponieważ min W(£) osiągamy d la £ * A-1(X - X )/a . ,
"* *" ‘ ím "  A j П

sprawdzenie hipotezy HQ p o lega .na porównaniu w artości Wm 

czonej z próby U z w artością  krytyczną K(oŕ) taką, by P(Wm «£ 

< K ( oi)|H q ) - ci. Je ż e l i  wystąpi nierówność Wffl K( « ) ,  to h ipotezę 

Hq odrzucamy na poziomie oć .

Dokładny rozkład Wm n ie  Je s t  znany, a empiryczne w artośc i k ry 

tyczne d la p = 2 (1 )0 , n * 10(5)50 podał L u d w i c z a k  [ б ] *.

1 Dokładniejsze ta b lic e  u zyska li autorzy (po r. D o m a ń s k i ,  
G a d e c k i ,  W a g n e r  • [ I J ),.



Odnotujmy jeszcze in te resu jące  wyprowadzenie wektora С dokonane 

przez G r e с o [ 5 j , k tóry wykorzystał lemat 6 d la górnego o- 

gran iczen ia  s ta ty s ty k i W(C).

3. Wprowadzenie do badania mocy

Sprawdzenie hipotezy Hg przeprowadzamy testem Wm. S ta tys tyk ę  

testową tego testu  oznaczyliśmy przez

" .  ■ *„<u> ■ » . « i ...............V -

Hipotezę HQ odrzucamy na zadanym poziomie is to tn o śc i oć, gdy

Wm -sś К (ot) = K( oi , p, n ) ,

gdzie; P(Wffl «  K(oi) |Hg) = ot.

Podzielmy przestrzeń prób ЭС na dwie rozłączne podprzestrzenle 

I 0 i  l j  tak ie , że и X  j = X .  S ta tystyka  Wm je s t  funkcją

U z podprzestrzeni X Q, którą tak dobieramy, aby

P(U £ * 0 |Hg) = a  •

Podprzestrzeń 3EQ określamy jako obszar krytyczny d la  testu  Wm o 

rozmiarze oc. Przez or rozumiemy prawdopodobieństwo popełn ienia b łę 

du I rodzaju, a przez /3 prawdopodobieństwo popełn ienia błędu I I  

rodzaju, c z y li  P(U e эе ^ Н ^  =/3. Powstaje zagadnienie wyznacze

nia prawdopodobieństwa, odrzucenia Hg na korzyść a lternatyw y Hj 

zależn ie od dobranych rozkładów £P nie należących do k lasy Np , co 

notujemy Np . Prawdopodobieństwo to traktowane jako funkcja

dla wszystkich dopuszczalnych rozkładów 9 , nazywamy funkcją mocy 

testu  i oznaczamy przez

M( 3CQ, 9  ) - P(U e x 0 !$  ) .

Wartość fu n kc ji M(3C0 , 9 )  dla konkretnego rozkładu Ф nazywamy mo

cą testu  przy a lte rna tyw ie  H^.

Tak więc zagadnienie wyznaczenia mocy testu  opartego na s ta 

tystyce  testowej Wm sprowadza s ię  do wyznaczenia w artości funk

c j i



M(K(oc); g>) = p(wm с  k (oć) i g>),

gdzie: P(Wm K (a ) |HQ) = ос .

Dokładny rozkład przy h ipo tez ie  HQ n ie  je s t  znany. U n ie 

możliwia to wyznaczenie kw an ty li K (a ) .  Nieznane w ie lko śc i K(ot ) 

zastępujemy kwantylami empirycznymi ÍČ(oO, które  znajdujemy meto

dę sym u lacji Monte C arlo .

Kwantyle ii Coc > rozkładu Wffl pozwalają o k re ś lić  moc empiryczną 

tes tu . W tym ce lu  wyznaczamy s ta tys tykę  Wm d la zadanego rozkładu 

9 4 Np reprezentowanego przez próbę U. Przyjmujemy, že wyzna

czonych zostało  q « 1001, 1 £ N (w arto śc i s ta ty s ty k i w* , ( i )  ^ » 

Zliczamy następnie i l e  wyrazów ciągu w/f,( i ) » •••» 

*m(q) poprzedza wyraz K(O-). Niech ta licz b a  wyrazów wynosi r . 

Moc empiryczną tostu opartego na s ta ty s ty ce  Wm określamy i lo r a 

zem

М(К(о с ) ;ф ) * r/q.

Dla badania mocy za rozkłady 9 przyjmuje s ię  tak ie  rozkłady 

wektora losowego X, aby wszystkie jego rozkłady brzegowe były 1- 

dentyczne. Wybiera s ię  wtedy rozkłady jednowymiarowe ze znanymi

/А, i P 2.

Moc te3tu Wm była  analizowana przez w ie lu  autorów, lecz w yni

k i są odniesione ty lko  do n iew ie lk ich  prób (n « 5 0 ) .  Wynika to z

nieznajomości współczynników a, , które zosta ły  opublikowane dla
J  » П

n * 3, 4, . . . ,  50. N ajobszern iejsze badania mocy W(n zo sta ły  p rze

prowadzone przez G i o r g i ,  F a t t o r i n i  ( [ 4 ] ,  ta b l.  1) 

oraz L u d w i c z a k a  ( [ б ] , ta b l. 2 ).

Z przedstawionych wyników można wyciągnąć następujące w nioski:

a ) badania mocy ograniczono do małych prób (n  ^ 50);

b) ponieważ symulacja Monte Carlo była  przeprowadzona ty lko  

d la q * 500 prób, więc w n iek tó rych  przypadkach je s t  naruszona za

sada, że moc testu  rośn ie  wraz ze wzrostem liczeb n o śc i próby (tak  

je s t  np. d la  testu  Wffl przy p - 3 i X J 0 , kiedy moc przy f> - 20 

wynosi 0,702, a przy n = 30 ty lko  0 ,600);

c )  moc testu  maleje przy rozkładach, gdy rośn ie  licz b a  stopni
o

swobody d la tych rozkładów (np. przy p = 3, n = i 0  i X :  je s t
2

moc równa 0,902, a przy p = 3, n = 30 i X 1() je s t  0,680) włas-



o
ność ta wynika z tego, że rozkład X. przy dużej l ic z b ie  stopni 

swobody je s t  dobrze przyb liżony rozkładom normalnym;

d) moc testu  rośn ie  ze wzrostem w ie lko śc i próby n oraz zmien

nych p, własność ta wynika z tego, że prz> dużej p rób ie , -będącej 

r e a liz a c ją  zmiennej losowej o danym rozkładzie Ф , będzie ona l e 

n ie j  dopasowana do tego rozkładu n iż do rozkładu normalnego;

f e ) przy rozk ładzie  9 o składowych wektora losowego będących 

zmiennymi losowymi o rozk ładzie  LN (0 ,1 ) moc tes tu  je s t  bardzo du

ża.

, T a b l i c a l

Empiryczna moc testu  Shapiro-W ilka 
dla p = 2, 3, 4, 5; n = 12, 16, 20, 24, 30., 40, 50; 

q = I 500 ; ОС = 0,10

P Rozkład n • 12 20 30 40 50

2 x 2
*4

X 2 
*10

LN (0,1 )

0,526

0,400

0,894

0,720

0,404

0,984

0,840

0,562

0,996

0,898

0,590

1,000

0,928

0,720

1,000

3 X 2 
*4

x 2 x 10

LN(0,1 )

n = 16 

0,796

0,683

0,982

20

0,844

0,702

0,992

30

0,902

0,680

0,998

40

0,932

0,766

1,000

50

0,934

0,744

1,000

4 X 2 
K 4

X 2 
л 10

IN (0 ,1)

n = 20

0,956

0,848

1,000

30

0,958

0,834

1,000

40

0,958

0,872

1,000

50

0,982

0,842

1,000

5 X 2 
* 4

X 2 
л 10

LN (0 ,1 )

n = 24

0,966

4 0,958 

1,000

30

0,988

0,928

1,000

40

0,984

0,938

1,000

50

0,976

0,922

1,000



Rozkłady fi wektorów losowych X. 0 n ieza leżnych składowych bę

dących zmiennymi losowymi o rozkładach: - wykładniczy ( X ■ 1), 

A2 - t-Studenta z 5 stopniami swobody, Aj - równomierny na symple- 

ksi.e, A4 - równomierny na s fe rze .

T a b l i c a  2

Empiryczna moc testu  Shapiro-W ilka 
dla p * 3, 5, 8; n = 10, 20, 25, 50; q * 100; 

a. = 0,01, 0,02, 0,05, 0,10

p Rozkład n

•HOOua

0,02 0,05 0,10

1 2 3 4 5 6 7

3
1̂

10 0,58 0,69 0,79 0,91
' *

20 0,73 0,86 0,90 0,92

25 0,85 0,90 0,95 0,90

50 0,97 0,97 0,98 0,99

A? 10 0,34 0,42 0,66 0,01
с

20 0,52 0,61 0,75 0,82

25 0,57 0,61 0,B0 0,87

50 0,63 0,66 0,75 0,82

10 0,27 0,39 0,60 0,73
.

&
20 0,43 0,50 0,69 0,75

25 0,44 0,55 0,67 0,79

50 0,71 0,06 0,09 1,00

A4 10 0,08 0,17 0,27 0,41

20 0,00 0,04 0,10 0,17

25 0,01 0,03 0,06 0,15

50 0,10 0,10 0,32 0,61

5
^1

10 0,99 0,99 1,00 1,00
л

20 0,97 0,99 1,00 1,00

25 0,93 0,95 0,99 0,99

50 0,57 0,98 1,00 1,00

10 0,91 0,97 0,98 0,99

20 0,88 0,95 0,90 0,90

25 0,80 0,91 0,95 0,90

50 0,84 0,91 0,96 0,90

^3
10 0,89 0,98 0,99 1,00

j
20 0,00 0,95 0,93 0,98

25 0,79 0,87 0,95 0,90

50 0,87 0,94 , 0,96 0,98



Tab lica  2 ( c d . )

1 2 3 4 5 6 7

A4 10 0,72 0,81 0,92 0,98

20 0,06 0,15 0,24 0,43

25 0,02 0,06 0,13 0,21

50 0,00 0,02 0,04 0,05

a
A1

10 1,00 1,00 1,00 1,00
JL

20 1,00 .1,00 1,00 1,00

25 1,00 1,00 1,00 1,00

50 1,00 1,00 1,00 1,00

10 1,00 1,00 1,00 1,00
A

20 0,99 1,00 1,00 1,00

25 0,99 0,99 •. 1,00 1,00

50 0,99 0,99 1,00 1,00

3̂ 10 1,00 1,00 1,00 1,00

20 1,00 1,00 1,00 1,00
25 1,00 1,00 1,00 1,00

50 1,00 1,00 1,00 1,00

A4
10 1,00 1,00 1,00 1,00

20 0,98 0,99 1,00 1,00

25 0,76 0,86 0,99 1,00

50 0,04 0,08 0,22 0,35

Z podanych wyników możemy sformułować następujące wnioski:

a ) moc testu  Wm, podobnie jak to wynika z lic z b  zawartych w 

ta b l. 2, je s t  bardzo wysoka;

b) d la ustalonego n moc testu  wzrasta wraz ze wzrostem p, co 

oznacza, że te s t  Wm charakteryzu je  s ię  tendencją do odrzucenia 

hipotezy Hq d la dużych p, tzn. d la dużych p należy dysponować 

próbami o dużej liczeb nośc i n;

c ) mała je s t  moc przy i  n = 50, co może być wynikiem ma

ło efektywnego algorytmu generowania prób dla rozkładu równomier

nego na sferze przy q = 100.



4. Program dalszych badart

Prezentowane wyniki dotyczące mocy tes tu  wielowymiarowej nor

malności Shapiro-W ilka n ie dają podstaw do wniosków praktycznych, 

głównie d latego , że o p ie ra ją  s ię  one na m ałej l ic z b ie  powtórzeń 

eksperymentu Monte Carlo  q = 100 lub q = 500 oraz w ąsk ie j k la 

s ie  rozkładów alternatyw nych . W związku z tym należy przeprowadzić 

badania metodą Monte Carlo  sp e łn ia ją ce  następujące warunki:

( i )  liczb a  powtórzeń w eksperymencie wynosić będzie p rzyn a j

mniej q * 1000 ( j e ś l i  koszty będą zbyt wysokie zmniejszymy q, a le  

Jedyn ie  w przypadkach sprawdzonych);

( i i )  k lasa rozkładów alternatywnych oprócz omówionych będzie 

poszerzona m. in . przez rozkład W isharta (op is  programu GENW B5 

dotyczący generatora tego rozkładu zo sta ł podany w [ l ]  , podobnie 

jak d la rozkładu równomiernego);

( i i i )  badanie mocy zarówno dla hipotez prostych jak i z łożo

nych;

( l v )  przy porównaniach testów opartych na sta tystykach  o roz

k ład z ie  dyskretnym i rozk ładzie  ciągłym  zastosowanie testów zran- 

domizowanych;

( v )  zróżnicowanie p, n i cc dla testu  Shapiro-W ilka Wm;

( v i )  in te rp re ta c ja  wyników.

Omówiony eksperyment realizowany je s t  na emc RIAD 32 na pod

staw ie programów RM0CT 671.
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Czeslaw Domański, Wiesław Wagner

REMARKS ON THE SHAPIRÜ-WlLK MULT IDIMENSIONAL 
NORMALITY TEST

In the view of the preformed examinations one can conclude 
that the Shaplro-Wilk one dimensional normality te s t  is  the



most powerful one as against broad c la s s  of a l t e rn a t iv e  d i s t r i 
butions.

The a r t i c l e  presents the Shap iro-Wilk genera lized te s t  of mul
t id im ensional norm ality  and i t s  power for n 50, p = 3.5, 8 and 
four d is t r ib u t io n s :  exponentia l,  t-Student’ s, uniform on sim
plex and uniform on sphere.


