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Wprowadzenie

Uniwersalne a jednocze$nie skuteczne procedury statystyczne stanowia jedno
z podstawowych narzedzi w szeroko pojetych badaniach ekonomiczno-spotecz-
nych. Potrzeba stosowania takich procedur jest $cisle zwiazana z charakterem zja-
wisk dotyczacych wysoko rozwinigtego spoleczenstwa, gdzie stopien réznorod-
nosci wszelkich aspektow jego funkcjonowania jest wysoki.

W analizach statystycznych zwigzanych ze zjawiskami ekonomicznymi szcze-
golna role odgrywaja metody nieparametryczne. Zapewniaja uniwersalnos¢ ze
wzgledu na brak koniecznosci przyjmowania dodatkowych zalozen dotyczacych
rozkladéw zmiennych losowych. Zatozenia takie nie zawsze bowiem sg spelnione,
co w wielu przypadkach jest wyrazem szczegdlnego charakteru analizowanych
zmiennych ekonomicznych - ich wyjatkowosci i niepowtarzalno$ci. Zatem, nie-
powszednio$¢ i incydentalno$¢ zmiennych ekonomicznych wymusza aplikacje
takich metod, dla ktérych obserwowany jest szeroki zakres stosowalnosci, przy
jednoczesnym braku koniecznosci przyjmowania, by¢ moze, watpliwych zatozen.
Z drugiej strony dobre wilasnosci procedur nieparametrycznych stanowia gwa-
rancje skutecznosci metod nieparametrycznych.

Funkcja gestosci jest jedna z podstawowych charakterystyk zmiennej losowej, stad
nieparametryczne procedury zwigzane z funkcja gestosci odgrywaja coraz wigksza
role w analizach zmiennych ekonomicznych. Nieparametryczna estymacja funkcji
gestosci w wielu przypadkach jest nie tylko procedurg stanowiaca punkt wyjscia do
dalszych szczegotowych analiz statystycznych dotyczacych zmiennej losowej, ale sta-
nowi réwniez niezwykle zwartg i wyczerpujaca procedure dostarczajaca okreslone
spektrum informacji o wlasnosciach zmiennej losowej. R6znorodnos¢ rodzajow tego
podejscia oznacza, z jednej strony, wykorzystanie wynikéw estymacji funkeji gestosci
do okreslenia w sposob jednoznaczny klasy procedur wykorzystywanych w dalszych
badaniach i analizach statystycznych, z drugiej za$§ moze stanowi¢ docelows i kom-
pletng procedure statystyczna. Jest zatem procedurg statystyczng o bardzo ogdélnym
charakterze, jednoczesnie gwarantujac szczegétowos¢ wynikéw analiz.

Jadrowa estymacja funkcji gestosci jest procedurg stosowang w analizach sta-
tystycznych nie tylko dotyczacych zjawisk ekonomicznych, ale réwniez przyrod-
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niczych czy technicznych, jednak koniecznos¢ podjecia decyzji o dwoch istot-
nych parametrach metody jadrowej, tj. funkcji jadra i parametru wygtadzania,
w duzym stopniu ogranicza stosowalno$¢ tej metody. Wielo$¢ propozycji metod
dostepnych w literaturze, zwigzanych z wyborem odpowiednich parametréow me-
tody jadrowej, prowadzi do znacznego uproszczenia stosowalnosci metody ja-
drowej funkgji gestosci. W wiekszosci przypadkow wykorzystywane sa te metody
wyboru parametréw metody jadrowej, ktdre sa tatwe do implementacji, co czgsto
oznacza niedoskonato$¢ tych procedur.

Tematem niniejszej monografii s3 procedury wyboru parametréw metody ja-
drowej, ze szczegolnym uwzglednieniem parametru wygtadzania, gdyz w litera-
turze przedmiotu wskazuje si¢ na mniejsze znaczenie wyboru funkcji jadra w es-
tymacji jadrowej funkcji gestosci. Wybor tematyki jest naturalnym rozwinigciem
i podsumowaniem wcze$niejszych badan autorki w tym zakresie. Dotyczyly one,
w szczegolnosci, analiz zwigzanych z wyborem funkcji jadra, wyborem parametru
wygladzania, stosowalnosci procedur jadrowych w badaniach ekonomicznych, co
wigzalo sie z odpowiednia modyfikacja klasycznych procedur jadrowej estymacji
funkcji gestosci, uwzgledniajacych charakter tych zmiennych.

Gléwnym celem badawczym autorki monografii jest analiza wtasnosci proce-
dur wyboru parametru wygtadzania w jadrowej estymacji funkcji gestosci, przy
czym zasadniczym atrybutem branym pod uwage przy analizach badan zwigza-
nych z parametrem wygtadzania byl nie tylko aspekt metodologiczny, ale przede
wszystkim mozliwo$¢ zastosowania w badaniach zmiennych ekonomicznych.
Analizie poddano zaréwno klasyczne, jak i nieklasyczne procedury wyboru para-
metru wygladzania, wskazujac w ten sposob na procedury optymalne w okreslo-
nym zagadnieniu badawczym. Przedstawiono réwniez wyniki badan dotyczacych
zaproponowanej autorskiej metody wyboru parametru wygladzania, uwzglednia-
jacej informacje dodatkowe zwigzane z populacja.

Realizacja powyzszego celu badawczego wymagata sprecyzowania celow szcze-
gotowych, ktdre sg sformulowane nastepujaco:

— okreslenie rodzajow funkeji jadra, ich szczegdtowa prezentacja oraz wska-
zanie mozliwosci zastosowania okreslonej klasy funkcji jadra w konkretne;j
sytuacji badawczej, biorac pod uwage informacje dodatkowe dotyczace roz-
kfadu zmiennej losowej,

— prezentacja metod wyboru warto$ci parametru wygladzania wraz z poda-
niem najwazniejszych wlasnosci metod,

— poréwnanie wartoéci parametréw wygladzania w estymacji jadrowej funk-
cji gestosci, dokonane przy uwzglednieniu réznych postaci funkcji jadra,
co prowadzi do wskazania najlepszych par parametréw metody jadrowej
w estymacji funkcji gestosci,

— analiza wlasnosci autorskiej metody wyboru parametru wygtadzania,

— okreslenie najlepszych metod wyboru parametru wygtadzania dla estymacji
funkcji gestosci zmiennej losowej w badaniach ekonomicznych.
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W wyniku analiz zwigzanych z badaniem wlasnosci metod wyboru parametru
wygladzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci weryfikacji podlegaly nastepu-
jace hipotezy badawcze:

— wybdr parametru wygladzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci zmien-
nej losowej w badaniach ekonomicznych jest $cisle uzalezniony od infor-
macji dodatkowych dotyczacych podstawowych charakterystyk rozkladu,
takich jak asymetrycznos¢ i wielomodalnosg,

— wokreslonych sytuacjach badawczych mozliwe jest wskazanie optymalnych
par parametréw metody jadrowej poprzez wskazanie najlepszej funkc;ji ja-
dra dla okreslonej wartosci parametru wygtadzania,

— przy estymacji jadrowej funkeji gestosci zmiennej losowej w badaniach
ekonomicznych informacje dodatkowe dotyczace jej rozktadu upraszczajg
procedure wyboru optymalnych parametréw metody jadrowej z punktu wi-
dzenia okreslonego bledu,

— modyfikacje klasycznych procedur estymacji funkcji gestosci poprzez do-
bdr nieklasycznych postaci funkgji jadra oraz zastosowanie nieklasycznych
metod wyboru parametru wygladzania powoduja polepszenie wtasnosci es-
tymacji jadrowej zmiennej losowej w badaniach ekonomicznych.

Dla potrzeb realizacji celéw dobrano odpowiednia strukture pracy. W rozdzia-
le pierwszym przedstawione sg informacje zwigzane z estymacja nieparametrycz-
ng, w szczegolnosci z estymacja jadrowa funkcji gestosci. Podane sa wlasnosci
estymatora klasycznego typu Rosenblatta-Parzena, jak réwniez zaprezentowane
sa modyfikacje postaci klasycznej estymatora wynikajace z wystapienia ograni-
czonego no$nika zmiennej losowej, co w badaniach ekonomiczno-spotecznych
wystepuje dos¢ czesto. W rozwazaniach ogélnych dotyczacych klasycznego po-
dejscia w estymacji jadrowej szczegdlnego znaczenia nabiera szczegdtowe okre-
slenie miary precyzji estymacji. W wielu metodach wyboru parametru wygladza-
nia w estymacji jadrowej funkcji gesto$ci minimalizacja okreslonej $cisle miary
precyzji pozwala na wyznaczenie wlasciwej wartosci parametru wygtadzania.
Rozwinigciem rozwazan zwigzanych z klasycznym podej$ciem jest prezentacja
procedur dotyczacych estymacji pochodnych okreslonego rzedu funkeji gestosci.

W rozdziale drugim podjeto probe usystematyzowania informacji dotyczacych
funkgji jadra prezentowanych w literaturze przedmiotu. Wyodrebniono osiem
rodzajow funkcji jadra, gdzie czynnikami klasyfikujagcymi odpowiednig funk-
cje jadra do okreslonej grupy byta konstrukeja, zasady stosowania w analizach
praktycznych, charakter zmiennych losowych, ktérych funkeja gestosci jest obje-
ta estymacja oraz optymalnos¢ funkcji jadra. Wyodrebnione w ten sposdb klasy
w wielu przypadkach nie sg roztaczne.

Rozdzial trzeci jest poswigecony metodom wyboru parametru wygtadzania.
Réznorodnos¢ prezentowanych w literaturze przedmiotu metod powoduje pew-
na nieokreslono$¢ co do metody najlepszej. Stad, w rozdziale tym przedstawio-
no zaréwno te metody, ktore s traktowane przez badaczy jako proste i szybkie
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(uwypuklajac ich wady), jak i metody bardziej zaawansowane, ktére mimo trud-
nos$ci w implementacji powinny by¢ stosowane w praktyce. Zaprezentowano
réwniez autorska metode wyboru parametru wygtadzania oparta na uogélnionej
sredniej harmonicznej. Uzupelnieniem tych rozwazan jest poréwnanie wybra-
nych metod wyboru parametru wygladzania, ze szczegélnym uwzglednieniem
zalezno$ci miedzy funkcja jadra i parametrem wygladzania oraz przy uwzglednie-
niu, przy wyborze metody, informacji dodatkowej zwigzanej ze zmienng losowa.

W rozdziale czwartym omodwiono metody estymacji wielowymiarowej funkcji
gestosci oraz procedury wyboru macierzy parametréw wygladzania. Odmien-
no$¢ metod wyboru parametréow w estymacji funkcji gestosci, przedstawionych
w tym rozdziale, wynika bezposrednio z faktu, ze procedury stosowane dla wielo-
wymiarowej estymacji nie s3 jedynie prostym rozszerzeniem procedur jednowy-
miarowych.

W rozdziale pigtym wyniki analiz zawartych w poprzednich rozdziatach zosta-
ty wykorzystane w zagadnieniach zwigzanych z estymacja funkcji gestosci zmien-
nej losowej w badaniach ekonomicznych, uwzgledniajac w sposéb szczegdlny in-
formacje wstepne dotyczace charakteru rozwazanej zmiennej losowe;.

Przy przygotowywaniu publikacji opierano si¢ gléwnie na literaturze angloje-
zycznej, gdyz w literaturze polskiej jedynie kilka opracowan dotyczy problematyki
nieparametrycznej estymacji jadrowej funkeji gestosci. Monografia zatem moze
stanowi¢ uzupetnienie tej luki.

W czegéci pracy zwigzanej z zastosowaniem procedur oraz z analizami porow-
nawczymi stosowano metody symulacyjne przy wykorzystaniu oprogramowania
MATLAB firmy Mathworks, wersja R2012a i R2014a.

Autorka pragnie serdecznie podzigkowac¢ Panu Profesorowi zw. dr. hab. Czesta-
wowi Domanskiemu za zyczliwo$¢ i wsparcie oraz Recenzentowi — Panu Profeso-
rowi dr. hab. Grzegorzowi Konczakowi za cenne uwagi i sugestie zawarte w recen-
zji, ktére wplynety z pewnoscig na poprawe jakosci publikacji.



Rozdziat 1
Estymacja nieparametryczna
funkcji gestosci

1.1. Uwagi wstepne

Termin ,,statystyka parametryczna” bezposrednio i jednoznacznie wskazuje na
procedury zwigzane z charakterystyka (parametrem) populacji, ktére stosowane
s3 na podstawie dostepnych danych, na przyktad eksperymentalnych. Parametr
moze by¢ rozumiany w dwojaki sposéb: jako niesprecyzowana stala wystepujaca
w rodzinie rozkladéw zmiennej losowej lub tez, wykorzystujac okreslenie w szer-
szym sensie, parametr moze oznacza¢ prawie wszystkie metody opisu zmiennej
losowej w okreslonej rodzinie rozkladu (Gibbons, Chakraborti, 2003). Uwzgled-
niajac powyzsze okreslenie statystyki parametrycznej, statystyka nieparametrycz-
na rozumiana moze by¢ jako zbiér procedur, albo $cisle nieparametrycznego ro-
dzaju (na przyklad test nieparametryczny oznaczajacy weryfikacje hipotezy, ktdora
nie dotyczy warto$ci parametru), lub tez procedury stanowiace analogie do kla-
sycznego (parametrycznego, uwzgledniajacego arbitralne zalozenie postaci bada-
nych funkgeji) podejscia, gdzie okreslone zalozenia dotyczace rozkladu sg zasta-
pione przez zalozenia o bardziej ogdlnym charakterze niz w przypadku podejscia
klasycznego. Mimo ze procedury parametryczne charakteryzowane sa prostota
teoretyczng i obliczeniowg oraz powszechna znajomoscia i dostepnoscia w litera-
turze, nie sa one wystarczalne w wielu sytuacjach badawczych.

Procedury nieparametryczne sa procedurami uniwersalnymi (Domanski,
1979, 1990), w zwiazku z czym moga one by¢ stosowane odno$nie do réznorod-
nych zagadnien poswieconych analizom populacji. S3 wykorzystywane w celu
identyfikacji rozkladu populacji, jak réwniez stuza do opracowania wnioskow
zwigzanych ze szczegdélowa charakterystyka zmiennej losowej w populacji. Ich
uniwersalno$¢ ma réwniez odzwierciedlenie w mozliwosci stosowania procedur
nieparametrycznych bez koniecznosci przyjmowania konkretnych zatozen o po-
pulacjach, z ktérych otrzymujemy dane rzeczywiste, co jest sytuacja wymuszo-
na w praktyce, gdy brak jest informacji wstepnej o rozkladzie badanej populacji
lub istnieje duze ryzyko zwigzane z przyjeciem zalozenia dotyczacego rozktadu
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(Domanski i in., 1998). W wielu przypadkach sa one z jednej strony latwiejsze
do implementacji, a z drugiej charakteryzuja si¢ jedynie nieznacznie mniejsza
skuteczno$cia niz procedury parametryczne. Nalezy jednak podkresli¢, ze w wie-
lu przypadkach procedury nieparametryczne, chociaz koncepcyjnie proste oraz
przejrzyste w zakresie interpretacji, wymuszaja konieczno$¢ zastosowania odpo-
wiedniej techniki komputerowej, co stanowilo wyrazng bariere zaréwno w bada-
niach teoretycznych, jak i aplikacyjnych.

Okreslenie ,nieparametryczne metody statystyczne” zostalo wprowadzone
do terminologii statystycznej przez Wolfowitza w 1942 roku (Wolfowitz, 1942)
i zwigzane bylo z koniecznosca rozszerzenia stosowalnosci metod statystycznych
ponad zwyczajowo wowczas wykorzystywane metody parametryczne.

Nalezy zauwazy¢, ze propozycje teoretyczne dotyczace metod nieparametrycz-
nych oraz préby aplikacji pojawialy sie juz na poczatku XVIII wieku. John Arbu-
thnot, w pracy wykorzystujacej ewidencje chrztéw dzieci w Londynie w latach
1629-1710, z podzialem na plte¢ (Arbuthnot, 1710), analizowal zZrédlo zaobser-
wowanych regularnosci i upatrywal je w opatrznosci boskiej (Ostasiewicz, 2012).
Jednoczesnie byla to pierwsza proba zastosowania testu znakow, co przez niekto-
rych statystykoéw (Noether, 1984; Domanski, 1986) traktowane jest réwniez jako
prezentacja pierwszego testu statystycznego weryfikujacego hipotezy statystyczne.
Idea ,wszechobecnego bostwa’, zapewniajacego okreslone wartosci sredniej staty-
stycznej, jest utozsamiana z podwalinami rozwoju osiemnastowiecznej statystyki.

Jednak to prace z poczatku XX wieku sg traktowane jako wilasciwe poczatki
dziedziny znanej jako statystyka nieparametryczna, w szczegolnosci prace Pe-
arsona (1900, 1911) dotyczace zgodnosci rozkladéw, praca Hotellinga i Pabsty
z 1936 roku dotyczaca korelacji rang (Hotelling, Pabst, 1936) oraz praca Wilcoxo-
na (1945) poswigcona testom Wilcoxona dla jednej i dwdch proéb.

Akceptacja terminologii wprowadzonej przez Wolfowitza dotyczaca statysty-
ki nieparametrycznej nie byla powszechna. Dzialo si¢ to pomimo tego, ze Wol-
fowitz, obok koniecznosci prowadzenia badan w tym nowym woéwczas obszarze
statystyki, prezentowal réwniez prébe zastosowania zasady ilorazu wiarygodno-
$ci w przypadku nieparametrycznym, ktéra Neyman i Pearson zaproponowali juz
10 lat wczesniej dla przypadku parametrycznego. W latach 40. XX wieku jedynie
nieliczni statystycy z Uniwersytetu Columbia oraz Uniwersytetu Princeton wy-
korzystywali to okreslenie w publikacjach w ,,Annals of Mathematical Statistics™
Natomiast w ,,Journal of the American Statistical Associations” po raz pierwszy
termin nieparametryczny pojawil si¢ dopiero w 1949 roku.

Praca Scheffego (1943) jest proba nie tylko przedstawienia teoretycznych pod-
staw do rozwoju statystyki nieparametrycznej, ale przede wszystkim jest pierwsza
publikacja prezentujaca w kompletny sposob istniejace dotychczas nieparame-
tryczne metody statystyczne, w tym nieparametryczne metody weryfikacji hipo-
tez statystycznych (testy zgodnosci, testy losowosci, testy dla dwdch prob, testy
niezalezno$ci i testy analizy wariancji). Praca ta jest traktowana jako pionierska
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w zakresie zdefiniowana estymacji nieparametrycznej, uwypuklajac potencjalne
problemy zwigzane z terminologia. Scheffe, w celu unikniecia niejednoznaczno-
$ci zwigzanej z nazewnictwem, proponuje 0 (bedace parametrem rozkladu) nie
nazywa¢ parametrem, lecz jedynie liczba rzeczywistg okreslong przez rozklad.
W zagadnieniach zwigzanych z estymacja punktowa wskazana zostala jedynie
réwnowaznos$¢ estymatoréw parametrycznych i nieparametrycznych w zakresie
nieobcigzonosci i zgodnosci. Problemy estymacji przedziatowej przedstawione
w réwnie waskim zakresie zwigzane byly jedynie z przedziatami ufnosci dla me-
diany, dla r6znicy dwoch median oraz przedzialami ufnosci dla nieznanej dystry-
buanty.

Pierwsze proby estymacji charakterystyk funkcyjnych zostaly sformalizowane
i przedstawione w pracy Walda i Wolfowitza (1939), a dotyczyly one obszaru uf-
nosci dla dystrybuanty.

Rozwdj metod nieparametrycznych w ostatnich czterdziestu latach jest scidle
zwigzany z rozwojem technik obliczeniowych. Zwigkszenie mocy obliczeniowej
wspolczesnych komputerow umozliwito szybki rozwoj metod nieparametrycz-
nych, w tym zwigkszenie liczby propozycji modyfikacji, majacych na celu popra-
we efektywnosci rozwazanych metod.

Procedury nieparametryczne dotyczace charakterystyk funkcyjnych zmien-
nych losowych, na przyklad estymacja funkcji gestosci, uwzgledniajg fakt, ze zbiér
funkcji okreslonych na zbiorze liczb rzeczywistych R jest nieporéwnywanie licz-
niejszy od R niz w przypadku na przyklad estymacji liczby rzeczywistej lub wekto-
ra (Gajek, Katuszka, 1996). Moze zatem wystapic sytuacja, Ze nawet po zawezeniu
klasy mozliwych funkgji gestosci do zbioru funkcji i-krotnie rézniczkowalnych
(i € N, N oznacza zbiér liczb naturalnych), nie istnieje estymator nieobciazony
funkcji.

Podejscie nieparametryczne w estymacji charakterystyk funkcyjnych zmiennej
losowej umozliwia przyjecie zdecydowanie stabszych zatozen dotyczacych posta-
ci funkcyjnej charakterystyki podlegajacej estymacji w poréwnaniu z przyjmo-
wanymi zalozeniami w metodach parametrycznych. W podejsciu parametrycz-
nym wymagane jest przyjecie zalozenia, Ze znana jest rodzina funkeji gestosci,
z ktdrej pochodza obserwacje, na przyklad w estymacji funkeji gestosci model
parametryczny zaklada, ze funkcja gestosci jest znana co do skonczonej liczby pa-
rametrow. Istnienie informacji wstepnej (okreslane jako ,,boskie spostrzezenie”)
o postaci funkcyjnej charakterystyki podlegajacej estymacji powinno by¢ wyko-
rzystane i wowczas zastosowanie procedur parametrycznych traktowane jest jako
wskazane. Gdy natomiast takich informacji wstepnych brak i zalozenie zwigza-
ne z badang charakterystyka funkcyjng oparte jest jedynie na niedostatecznych
przestankach lub brak jest takich przestanek, procedura estymacji parametrycznej
moze prowadzi¢ do nieprawidlowych wynikéw dotyczacych charakterystyk funk-
cyjnych podlegajacych wnioskowaniu. Opierajac estymacje na zatozeniu, ze funk-
cja gestosci jest okreslonym elementem ze znanej rodziny parametrycznej, badacz
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musi bra¢ pod uwage mozliwos¢ bednej specyfikacji modelu, co moze oznaczac,
ze model nie jest zgodny z populacja, z ktérej dane zostaty pobrane. W szczegol-
nosci gdy przyjmowane jest zatozenie o normalnosci, w rzeczywistosci narzucona
jest grupa catkiem restrykcyjnych zalozen, na przyktad dotyczacych symetrycz-
nosci, jednomodalnosci, okreslonej monotonicznosci poza wartoscia modalna.
Jesli rzeczywista funkcja gestosci jest asymetryczna lub posiada wiele wartosci
modalnych, wéwczas zatozenie o normalnosci moze prowadzi¢ do niewlasciwe;j
charakterystyki funkcji gestosci i moze skutkowac falszywymi wynikami estyma-
cji oraz blednym wnioskowaniem. Oczywiscie mozliwe jest postepowanie pole-
gajace na testowaniu, czy zaktadany rozklad jest zgodny z rzeczywistoscig. Ale
odrzucenie zalozenia dotyczacego rozkladu, niestety, nie skutkuje okresleniem
rozkladu alternatywnego, na przyktad odrzucenie hipotezy o normalnosci spra-
wia, ze badacz nie otrzymuje informacji o innym mozliwym rozktadzie, zmuszo-
ny jest wroci¢ do punktu wyjscia.

Podejscie nieparametryczne oznacza uniknigcie probleméw zwigzanych z ko-
niecznoscia specyfikacji parametrycznej postaci funkcyjnej przed dokonaniem
procedur estymacyjnych. Przyjmowane s3 jedynie zalozenia, ze spelnione sa pew-
ne warunki regularnoéci, takie jak gtadkos¢ i rézniczkowalnos¢. A to sa zdecydo-
wanie slabsze zalozenia dotyczace struktury postaci funkcyjnej funkeji gestosci
niz w przypadku metod parametrycznych. Na przyklad, w estymacji rozktadu do-
chodéw zamiast przyjmowania zalozenia, ze funkcja gestosci nalezy do rodziny
rozkladéw normalnych lub lognormalnych, przyjmuje sie jedynie zalozenie, ze
funkcja gestosci jest dwukrotnie lub trzykrotnie rézniczkowalna. Przyjecie stab-
szych zatozen dotyczacych struktury postaci funkcyjnej gestosci, niestety, powo-
duje konieczno$¢ posiadania wigkszej liczby danych by otrzymac ten sam stopien
doktadnosci, co wlasciwie wyspecyfikowany model parametryczny. Podejscie nie-
parametryczne moze oznaczaé zatem konieczno$¢ zwigkszenia liczby obserwacji
w procedurach nieparametrycznych, by osiaggna¢ taki sam poziom precyzji, jak
odnosnie do dobrze wyspecyfikowanego modelu parametrycznego. Z drugiej jed-
nak strony podejscie nieparametryczne pozwala na wigksza elastycznos¢ w sto-
sowaniu procedur statystycznych, poniewaz wymagane jest jedynie zalozenie, ze
nieznana funkcja gestosci nalezy do pewnego nieskonczonego zbioru krzywych.

Nieparametryczna estymacja funkcji gestosci w wielu przypadkach traktowana
jest jako wstepny etap w analizie lub tez jako analiza dotyczaca doktadnie okreslo-
nej charakterystyki funkcyjnej zmiennej losowe;.

Hansen (2009) okresla podejscie parametryczne jako podejscie o skonczonej
wymiarowosci, podczas gdy podejscie nieparametryczne to podejscie o nieskon-
CzZonej wymiarowosci.

Zasadnicza roznica zwigzana z procedurami estymacji dotyczy szybkosci zbiez-
noéci. Podczas gdy w podejsciu parametrycznym, wlasciwie wyspecyfikowanym,
dla liczebnosci préby n, szybko$¢ zbieznosci jest rzedu n-", to w przypadku po-
dejscia nieparametrycznego tempo to jest wolniejsze niz n, Przy czym, w odréz-
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nieniu od parametrycznego podejécia, tempo zbieznosci jest zazwyczaj odwrotnie
proporcjonalne do liczby zmiennych, co jest znane w literaturze jako ,,przeklen-
stwo wymiarowosci”. Jest ono traktowane jako jedno z najwazniejszych utrudnien
pojawiajacych sie w procedurach nieparametrycznych (Stone, 1994; Pagan, Ullah,
1999). Stosowanie prawie kazdej procedury statystycznej jest powigzane, mniej
lub bardziej, z przeklenstwem wymiarowosci, w podejsciu nieparametrycznym
oznacza ono jednak konieczno$¢ stosowania bardzo duzych préb w celu zapew-
nienia doktadnosci na odpowiednim poziomie. Metody nieparametryczne s za-
tem zalecane szczegolnie wtedy, gdy liczba zmiennych jest mata, natomiast zbior
danych duzy (Silverman, 1986). Stosownie metod nieparametrycznych oznacza
koniecznos$¢ rozwazenia odpowiednio duzej liczebnosci proby w pordéwnaniu
z liczba zmiennych.

Ponadto w podejsciu parametrycznym nie istnieje rozréznienie migdzy praw-
dziwym modelem wystepujacym w rzeczywisto$ci a modelem wykorzystywanym
w procedurze estymacji, natomiast w podejsciu nieparametrycznym taka réznica
miedzy modelami istnieje.

Metody nieparametryczne powoduja wyzszy stopient skomplikowania modelu
dopasowywanego w zaleznosci od proby. Im wiecej informacji w prébie (co moze
oznacza¢ wieksza liczebno$¢ proby), tym wigkszy stopien ztozonosci modelu.
Wymaga to odrebnych twierdzen dotyczacych rozktadow.

W podejsciu nieparametrycznym modele dopasowywane sg traktowane jako
aproksymacje i dlatego tez sg z gory skazane na btedng specyfikacje, a to impliku-
je obcigzenie estymatora. Zazwyczaj wzrost zlozono$ci dopasowywanego mode-
lu powoduje zmniejszenie obcigzenia, ale oznacza jednoczesnie wzrost wariancji
estymacji. Stosowanie metod nieparametrycznych oznacza zatem koniecznos¢
uwzgledniania tego kompromisu, co powoduje ustalenie takiego stopnia zlozo-
nosci modelu, by zminimalizowa¢ ogélne miary dopasowania, na przyktad btad
sredniokwadratowy (MSE).

Nieparametryczne procedury moga dotyczy¢, miedzy innymi, funkeji gesto-
$ci (jednowymiarowej i wielowymiarowej), pochodnych funkcji gestosci, warun-
kowych funkgji gestosci, dystrybuanty, funkcji regresji, parametréw potozenia,
w tym mediany i kwantyli, parametréw skali, w tym wariancji. Nieparametrycz-
na estymacja charakterystyk funkcyjnych moze by¢ gtéwnym celem podjetych
badan, ale moze réwniez stanowi¢ punkt wyjsciowy bedacy warunkiem, ktorego
spetnienie umozliwia dalsze drugoetapowe zagadnienia estymacji lub weryfikacji
hipotez statystycznych. Jezeli problem rozwazany w drugim etapie dotyczy para-
metréw (skonczonego wymiaru), wowczas estymacja traktowana jest jako semi-
parametryczna. Badacz nie specyfikuje postaci funkcyjnej dla pewnych zakresow
danych, ale dla niektérych zakreséw zalozenia parametryczne sa konieczne.

Nieparametryczne metody obejmujg pewien rodzaj aproksymacji oraz meto-
dy wygladzania (jadrowe, szeregéw, splajnéw). Nieparametryczne metody sg in-
deksowane poprzez parametr wygltadzania (parametr dostrajania), ktory okresla
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stopien zlozono$ci. Wybdr tego parametru wygtadzania jest najczesciej zagadnie-
niem kluczowym w zastosowaniach metod w praktyce. Oznacza to, ze metody
okreslania parametru wygltadzania oparte na danych sg traktowane jako istot-
ne w nieparametrycznych metodach. Natomiast konieczno$¢ ich okreslenia jest
czesto uwazana za wade metod nieparametrycznych. Metody nieparametryczne,
ktére wymagaja parametru wygtadzania, ale nie maja okreslonej zaleznej od da-
nych reguty wyboru parametru wygladzania, sg traktowane jako niekompletne
(Hansen, 2009). Niestety, takie podejscie wystepuje dos¢ czesto, co jest zwigzane
z trudno$ciami w rozwijaniu szczegdtowych zasad i regut wyboru parametru wy-
gladzania. Jest to pewien kompromis, gdyz parametr wygtadzania jest wybierany
w oparciu o odpowiedni problem statystyczny.

Funkcja gestosci jest jedna z podstawowych charakterystyk funkcyjnych
zmiennej losowej. Warto pokresli¢ zaréwno jej znaczenie teoretyczne, jak i wyko-
rzystanie do praktycznych obliczen i ilustracji wynikéw wieloaspektowych analiz
(Kulczycki, 2005). Funkcja gestosci jest stosowana miedzy innymi do wyznaczenia
prawdopodobienstwa, ze zmienna losowa przyjmuje wartos¢ z ustalonego zbioru,
natomiast jej prezentacja graficzna stanowi wygodne i intuicyjne narzedzie wstep-
nej analizy danych. W modelowaniu statystycznym funkcja gestosci stanowi opis
schematu losowej zmiennosci danych, ktére nie s3 wyjasnione przez inne struk-
turalne charakterystyki w modelu (Bowman, Azzalini, 2004). W praktycznych za-
gadnieniach funkcja gestosci najczesciej nie jest znana i musi by¢ oszacowana na
podstawie danych pochodzacych z préby.

Estymacja funkcji gesto$ci umozliwia wyjasnienie i oceng, czy potencjalny mo-
del jest dopasowany do danych rzeczywistych. Pagan i Ullah (1999) zwracaja uwa-
ge na znaczenie estymatora funkeji gestosci w analizach Monte Carlo dotyczacych
estymatoréw podlegajacych analizie. Nieparametryczny estymator funkeji gesto-
$ci dostarcza calosciowy obraz rozkladu estymatora i dlatego jest stosowany jako
wygodna forma prezentacji wynikow eksperymentéw Monte Carlo. Przyktadowo,
estymator funkcji gestosci jest konieczny, gdy parametryczny estymator ma roz-
ktad asymptotyczny, ktory zalezy od gestosci szacowanej w okreslonym punkcie.

Estymacja funkcji gestosci moze by¢ wykorzystywana jako zasadniczy i pod-
stawowy etap w analizie danych, o ile celem analizy statystycznej jest otrzymanie,
na przyklad, dogodnej formy prezentacji struktury danych. Moze to by¢ zwigzane
z analizg warto$ci modalnych, co prowadzi do wskazania odmiennych aspektéw
rozwazanego zagadnienia, a nastgpnie umozliwia dekompozycje przedmiotows.
Analiza ogonéw estymatora funkcji gestosci, rozwazanych, na przyklad, w pro-
cesach produkcyjnych, gdzie ,lekki” ogon wskazuje na zwykty rozrzut technolo-
giczny, ,,cigzki” ogon — na zuzycie sprzetu i koniecznos¢ wymiany konkretnych
podzespolow (Kulczycki, 2005), réwniez ma znaczenie praktyczne. W przypadku
zmiennej losowej wielowymiarowej estymator jadrowy wielowymiarowej funkcji
gestosci umozliwia analize struktury danych w zakresie zalezno$ci miedzy po-
szczegdlnymi wspdlrzednymi tej zmiennej.
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Estymacja nieparametryczna funkeji gestosci moze by¢ réwniez wykorzysty-
wana w procedurach analizy dyskryminacyjnej, systemach uczacych sie, klasy-
fikacji danych, analizie skupien, w estymacji funkcjonatéw gestosci (na przyklad
funkcji hazardu).

Nieparametrycznymi estymatorami funkcji gestosci sg, miedzy innymi, hi-
stogram, estymator najblizszego sasiedztwa, estymator oparty na rozwinigciu
funkcji gestosci w szereg Fouriera, estymator wykorzystujacy funkcje sklejane
(splajny) oraz teorie falek, estymator oparty na szeregach ortogonalnych, esty-
mator rzutu, estymator oparty na najwiekszej wiarogodnosci z karg za nadmier-
ne dopasowanie do proby oraz estymator jadrowy. Odrebng procedurg niepa-
rametrycznej estymacji funkcji gestosci jest procedura polegajaca na przyjeciu
za estymator nieznanej funkcji gestosci jednej z funkcji nalezacych do zbioru
12 funkcji Pearsona, wykorzystujac niektdre charakterystyki liczbowe wyzna-
czone w oparciu o probe. Metoda ta oméwiona jest szeroko w pracy Doman-
skiego i in. (1998).

Podejscie nieparametryczne w estymacji funkeji gestosci stanowi wygodne na-
rzedzie w badaniach rozkladéw ptac i dochodéw (Kot, 2008). Nieparametryczna
analiza polaryzacji ekonomicznej, rozumianej jako zanik klasy $redniej, obej-
muje obserwacje zmian w czasie ksztattu funkcji gestosci rozkltadéw dochodow,
w szczegdlnosci wykrywanie bimodalnosci czy wielomodalno$ci. W pracy Kota
przedstawione s3, miedzy innymi, rozktady dochodéw za pomocg empirycznych
funkcji gestosci, na przyktad histograméw. W tym przypadku opis polaryzacji
ekonomicznej sprowadza si¢ do oszacowania empirycznych funkcji gestosci, roz-
pietych na trzech klasach dochodowych, osobno dla kazdego momentu czasu.
Kot zwraca jednak uwage na problemy zwigzane z ustaleniem granic trzech klas
dochodowych (moga to by¢ ustalone arbitralnie granica ubostwa oraz granica bo-
gactwa), jak réwniez na problemy zwigzane z ustaleniem, czy te granice powinny
by¢ stale czy zmienne w réznych okresach czasu.

Niech f= f(x) oznacza ciagla funkcj¢ gestosci zmiennej losowej X, z ktéra utoz-
samiana jest badana populacja, natomiast F(x) jej dystrybuante. Ponadto, niech
X, X, ..., X bedzie ciggiem obserwacji pobranych z populacji, czyli warto$ciami
préby losowej X, X, ..., X . Estymatorem dystrybuanty rozktadu prawdopodo-
bienstwa F(x) jest dystrybuanta empiryczna postaci:

F(x)=

gdzie X jest wartoscig s-tej statystyki pozycyjnej okreslong dla proby losowe;j
X, X, ..., X .Oznacza to, ze X jest s-tym elementem proby uporzadkowanej od
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wartosci najmniejszej do najwickszej. W literaturze wystepuja inne zapisy dystry-
buanty empirycznej, miedzy innymi (Koronacki, Cwik, 2005):

A

3 card{i : X, Sx}

F(x) . (12)
F(x) :%ZI(XI, <x), (1.3
i=1
ﬁ(x)zm, (1.4)
n

gdzie card {i: a < X, < b} = K (a, b] oznacza liczbg elementéw proby, ktérych re-
alizacje znalazly sie w przedziale (a, b], dla —e0 < a < b < +o0, natomiast I(A)
przyjmuje warto$¢ 1 gdy spelniony jest warunek A, a wartos¢ 0 w przeciwnym
przypadku.

Estymator dystrybuanty zmiennej losowej nie jest wykorzystywany w praktyce
ze wzgledu na jego wady, w szczegdlnosci monotonicznosé, powodujaca ogra-
niczone wykrywanie podstawowych cech zmiennej losowej oraz ze wzgledu na
problemy estymacji w przypadku wielowymiarowej zmiennej losowe;.

Jedno z podejs¢ estymaciji wykorzystujace dystrybuante empiryczng polega na
zastosowaniu jej dyskretnej pochodne;j.

Niech estymator gestosci w ustalonym punkcie x ma postac

» ﬁ(x+h)—ﬁ(x—h)
f(x)= o dla pewnych matych wartosci h > 0. Wowczas:

A

f(x)=ﬁil(x—h<Xi <x+h)=

BRI e PR R W
_2nh;1£ h SIJ_nh;K( h ] +3)

, L lu/<1,
gdzie K(u) =42 (1.6)
0

dla |u| >1

jest funkcja gestosci rozkladu jednostajnego na przedziale [-1, 1].
Estymator funkcji gestosci okreslony przez (1.5) jest szczegdlnym przypadkiem
jadrowego estymatora funkeji gestosci.
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Jedna z najstarszych metod estymacji funkcji gestosci jest histogram, stosowa-
ny w uproszczonej postaci juz przez starozytnych Grekéw w V wieku przed nasza
era, jak opisuje to historyk Tukidydes (Miiller, Petersen, 2016). Prace Pearsona
(1895) i Sturgesa (1926) traktowane sa jako fundamentalne w zakresie konstrukeji
histogramu, natomiast twierdzenia dotyczace rozkladu asymptotycznego dla hi-
stogramu s3 przedstawione, miedzy innymi, w pracy Van Ryzina i Bocka (1980).
Mimo wad histogramu, do ktérych zalicza si¢ przede wszystkim brak ciagtosci
oraz problemy zwigzane z wyborem szerokosci klas, histogram jest czesto stoso-
wany w praktyce, szczegoélnie na wstepnych etapach analizy danych.

Histogram definiowany jest w nastepujacy sposob (por. Gajek, Katuszka, 1996;
Sainudiin, Lee, 2011):

(%) :%Zn:I(xie B(x)), W)

Ny 55

gdzie x, x,, ..., X s3 wartosciami n-elementowej proby losowej z populacji o funk-
cji gestosci f, B(x) jest klasg zawierajacy x, nalezacg do zbioru klas {B, ..., B },
kazda o szerokosci h,..

W praktyce wybdr szerokosci klasy h,, oznacza zastosowanie na wstepnym eta-
pie tak zwanych zasad wyboru szerokosci klasy, a nastepnie na stosowaniu w kon-
strukgji histogramu odpowiednio zmodyfikowanych wartosci h,,, pamietajac, ze
gdy szerokos¢ klasy jest zbyt mala, klasy w histogramie moga by¢ puste lub zawie-
ra¢ moga jedynie pojedyncze obserwacje, co oznacza¢ bedzie otrzymanie estyma-
tora funkcji gestosci niedostatecznie wygladzonego. Gdy szerokosé¢ klasy jest zbyt
duza, histogram bedzie estymatorem nadmiernie wygladzonym, prowadzac do
utraty wielu szczegotéw dotyczacych rozkladu.

Najczesciej w praktyce stosowane sa nastepujace zasady wyboru szerokosci
klas h,, (por. Scott, 2015):

1) zasada Sturgesa:

X, — X

h — nn lin
H,St [1+ 10g2 n_] > (1.8)

gdzie [a] = min{z € Z: z > a} i Z jest zbiorem liczb calkowitych.
2) zasada Scotta odwolania do rozkladu normalnego:

=3,56n 3, (1.9)

gdzie G jest oszacowaniem odchylenia standardowego wyznaczonym na podsta-
wie wartosci proby losowe;j.
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3) zasada Freedmana-Diaconisa:

1

iy ep :2(é0,75 _510,25)” % (1.10)

gdzie tjp jest oszacowaniem kwantyla rzedu p wyznaczonym na podstawie proby
Xy Xy oo X0

1 P(z)dstawq zasady Scotta jest taki wybdr szerokosci klasy h, by okreslona miara
bedaca miarg przecietnego dopasowania estymatora do estymowanej funkcji, na
przyktad scatkowany blad $redniokwadratowy, byta najmniejsza niezaleznie od
estymowanej gestosci. Dla duzych liczebnosci prob w klasie funkeji gestosci, skta-
dajacych sie z funkcji catkowalnych w kwadracie, oraz dla ktorych ich pierwsze
pochodne réwniez sg catkowalne w kwadracie, szeroko$¢ przedziatu minimalizu-
jaca blad sredniokwadratowy jest nastepujaca:

too

Stala c zalezy od nieznanej funkcji gestosci poprzez wyrazenie J. [ f '(x)]z dx.
Przyjmujac zalozenie, ze f jest funkcja gestosci rozkltadu normalnego o wariancji
o?, stala ¢ przyjmuje wartos¢ 23/38/nc ~ 3,4860, gdzie ¢ moze by¢ estymowane
na podstawie préby. Co prowadzi bezposrednio do zasady Scotta (1.9). Zalozenie,
ze nieznana funkcja gestosci jest funkeja gestosci rozkltadu normalnego, nie ogra-
nicza w duzym stopniu stosowalnosci tego wyrazenia do wyznaczenia szerokosci
przedziatu histogramu. Nawet dla rozkladéw populacji istotnie roéznigcych sie od
rozkladu normalnego metoda ta daje dobre wyniki (Gajek, Katuszka, 1996).

Prostota zasad wyboru szerokosci klasy powoduje, ze sa to metody zalecane
juz na etapie wstepnej obrébki danych jako skuteczne narzedzie, ale jedynie jako
narzedzie ilustracyjne lub stanowiace punkt startowy.

Modyfikacja histogramu uwzgledniajaca likwidacje podstawowych jego wad
stala si¢ punktem wyjscia do konstrukeji metod jadrowych estymacji funkeji ge-
stosci.
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Prawdopodobienistwo znalezienia si¢ realizacji zmiennej losowej w dowolnym
przedziale (a, b] moze by¢ oszacowane w nastgpujacy sposob:

Pla<X,<b) :j.f(t)dt - (b)) = Ko@)

a

(1.11)
n

Z twierdzenia o wartosci $redniej wynika, ze dla ciaglej funkcji rzeczywi-
stej f zmiennej rzeczywistej oraz dla —eo < g < b < +00 mozna okresli¢ taki punkt
x € (a, b), ze:

f(x)=—]f(t)at. (L.12)

Oznacza to, ze dla matych dlugosci przedziatu (a, b) powyzsza wlasnos¢ jest
prawdziwa w przyblizeniu dla kazdego punktu x z tego przedzialu, a to daje:

Flx)=—2 jf(t)dtg ! )Kn(a,b]. (113

Przyblizenie powyzsze prowadzi do konstrukcji histogramu z przedzialem
o szerokosci h > 0, bedacego funkeja argumentu x € R, przedziatami stalg i lewo-
stronnie ciagla o postaci:

F(x) ==K (3,(0) i ()] = [ B () < B ()| g
dla x € (x(n), x, (1),

gdzie x(n), i = +1, +2, ..., s3 punktami, takimi ze ... <x_ (1) <x,(n) <x_(n) <...
i tworza one ustalony podwdjnie nieskoniczony cigg rownoodlegtych punktéw na
prostej R.

Modyfikacja histogramu moze by¢ traktowana jako wyznaczenie krzywej cze-
stoéci taczacej srodki odcinkéw histogramu. Mozliwe jest rowniez podejscie po-
legajace na przesuwaniu histogramu. Mozna zauwazy¢, ze estymacja ciaglej nie-
znanej funkcji gestosci jest akceptowalna w $rodkach odcinkéw (x(n), x, ()] dla
i =1, £2, ..., natomiast na krancach odcinkéw estymacja ta jest zdecydowanie
gorsza. W przesunietym histogramie punkt x, gdzie dokonywana jest estymacja
gestosci, jest srodkiem odcinka histogramu. Nastepnie dokonywane jest zliczanie
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obserwacji X, ktérych realizacje znalazly si¢ w otoczeniu punktu x. Prowadzi to
do estymatora funkcji gestosci danego wzorem:

j‘(x)=nihKn(x—g,x+%}=%{ﬁ[x+gj—ls(x—gﬂ, (1.15)

Co mozna zapisac jako:

J}(x)zigK[x;X'), (1.16)

gdzie K(u) jest funkcja gestosci o postaci:

>

1 dla |u|$
K(u)=
0 dla |u>

—_ N

2

+oo
Estymator (1.16) jest nieujemny dla kazdej wartosci x oraz I f(x)dx=1,
co wynika bezposrednio z faktu, ze funkcja K(u) jest funkcja gqg?oéci. Niecig-

glos¢ funkji f(x) jest spowodowana tym, ze jest to suma # funkji nieciagtych

K ( X _hXi J argumentu x.

Estymator powyzszy nazywany jest jednostajnym estymatorem jadrowym, es-
tymatorem naiwnym lub adaptacyjnym.

1.2. Estymacja jadrowa funkcji gestosci

Metody estymacji jadrowej jako jedne z najbardziej znanych i efektywnych metod
wygladzania charakteryzujg si¢ nie tylko prostota konstrukcji, co powoduje, ze
metody te s stosunkowo fatwe do stosowania i interpretacji, ale réwniez tym, ze
estymatory jadrowe posiadajg wiele waznych statystycznych wlasnosci.

Jadrowy estymator funkcji gestosci jest jednym z cze$ciej stosowanych niepara-
metrycznych estymatoréw funkcji gestosci. Analogicznie jak w przypadku innych
metod jadrowych, estymacja jadrowa funkcji gestosci jest popularnym i wygod-
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nym narzedziem w analizach empirycznych w wielu obszarach badawczych. Ja-
drowy estymator funkcji gestosci znajduje zastosowanie, na przyklad, w naukach
ekonomicznych w modelowaniu probabilistycznej oraz stochastycznej struktu-
ry danych. Jest wykorzystywany w badaniach rozkladéw ptac i dochodéw (Kot,
2008), w analizach rozkladéw stop zwrotu z inwestycji na rynku kapitalowym
(Czyzycki, 2013) oraz rozwazaniach dotyczacych innych wielkosci ekonomicz-
nych (Zambom, Dias, 2012), w naukach technicznych, w tym w analizach do-
tyczacych niepewnosci procesu technologicznego (Kulczycki, 2005), jak réwniez
w procedurach, gdzie jadrowy estymator funkeji gestosci stanowi odrebny etap,
czesto jeden z wielu, w konstrukcji okreslonych metod statystycznych, w tym
w metodach generowania danych (Krzysko i in., 2008; Konczak, 2013; Chmie-
linska, 2014). Estymator jadrowy funkcji gestosci moze by¢ réwniez wykorzysty-
wany w procedurach weryfikacji hipotez statystycznych; zastosowanie metody
jadrowej w weryfikacji hipotez jest przedstawione na przyktad w pracach Sliwic-
kiego (2012) oraz Domanskiego i in. (2014).

Niech X, X, ..., X, bedzie probg prosta n-elementowg pobrang z populacji
o rozktadzie z nieznang funkcja gestosci f. O funkgji gestosci f zaklada sie, ze spel-
nione s3 okreslone zalozenia dotyczace gladkosci, najczesciej jest to przynajmniej
dwukrotna rézniczkowalnos¢ nieznanej funkeji gestosci f, co zapewnia dobre
wlasnosci estymatoréw jadrowych funkeji gestosci (Zinde-Walsh, 2005).

Estymator jadrowy funkcji gestosci uzalezniony jest od czterech parametréw
metody jadrowej: liczebnosci proby #, funkcji wagowej zwanej funkcja jadra, para-
metru wygladzania (zwanego réwniez szerokoscig pasma, szerokoscia okna, wspot-
czynnikiem gladkosci lub wspdtczynnikiem wygtadzajacym) decydujacym o stop-
niu wygladzenia estymatora oraz od rzedu funkgji jadra, okreslonym jako zaktadana
z gory liczba pochodnych funkeji gestosci. Liczebnos¢ proby w wielu sytuacjach
badawczych jest parametrem niepodlegajacym zmianom. Stad wybdr odpowied-
niej funkgji jadra i odpowiedniego parametru wygladzania stanowi o efektywno-
$ci procedury estymacyjnej funkeji gestosci. Zmiana parametréw metody jadrowej
oznacza zmiang atrybutdw i wlasnosci estymatora gestosci, dlatego tez znalezienie
optymalnych parametréw estymacji jadrowej jest istotnym zagadnieniem w proce-
sie konstrukeji dobrego estymatora funkcji gestosci. Zaréwno wybor funkgji jadra,
jak i parametru wygltadzania s3 przedmiotem rozwazan w nastepnych rozdziatach.

Klasa estymatoréw jadrowych jest okreslona w nastepujacy sposéb (Miiller,
1984):

P, 1 < -X.
fon(®) :szv)k(x P IJ, (1.17)
i=1

gdzie h jest parametrem wygladzania, spelniajagcym warunki: h = h(n) > 0,
h——-—>0 oraz nh————+o0; natomiast v>0 ik >v + 1 s liczbami catko-

n—>+o0
witymi jednoczesnie parzystymi lub nieparzystymi.
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Funkcja wagowa W | spelnia nastgpujacy warunek:

0 dla 0<j<k-Lj#v,

J.ijV’k (x)dx = (—l)vv! dla j=v, (1.18)
o K, dla j=k
gdzie x, #0.

Podstawowa charakterystyka funkcji wagowej (1.18), zwanej funkcja jadra
(w nawigzaniu do pojecia jadra operatora catkowego), jest rzad k funkcji jadra,
ktory jest zwigzany zaréwno z liczbg zerowych momentdw funkcji jadra, jak row-
niez z liczba istniejacych pochodnych krzywej podlegajacej estymacji. Dlatego tez
warunek (1.18) zwany jest réwniez warunkiem dla momentdéw funkgji jadra.

Szczegdlnym przypadkiem estymatora (1.17) dla W, , = K jest jadrowy esty-
mator v-tej pochodnej funkeji gestosci:

~(v 1 < v - X,
fn( )(x):—thzK( )(x p ’J. (1.19)
n i=1

Dla v = 0 otrzymujemy estymator Rosenblatta-Parzena:

A 1 < x=X; ) I
fn(x):Eiz_l:K( . ’J:;;Kh(x—Xi), (1.20)

gdzie: K, ()= %K (ZJ , K(u) jest funkcja jadra, za$ h > 0 parametrem wygladzania.

W celu uproszczenia zapisu w dalszej czesci pracy stosowany bedzie zapis
£ =f 0.

Ta klasa estymatordw zostala po raz pierwszy przedstawiona w pracy Rosen-
blatta (1956), natomiast w pracy Parzena (1962) podano podstawowe wlasno-
$ci dla uchylonego zalozenia o nieujemnosci, w celu otrzymania estymatoréw
bardziej efektywnych. Rézne postacie funkcji jadra s3 szeroko zaprezentowane
w pracy Domanskiego i Pruskiej (2000).

Estymator Rosenblatta-Parzena wywodzi sie z metodologii konstrukcji histo-
gramu. Podstawowa idea polega na estymacji funkcji gestosci w punkcie x, wy-
korzystujac obserwacje z sasiedztwa tego punktu. W odréznieniu od budowania
estymatora zgodnie z kranicami podprzedziatéw jak w histogramie, estymator ja-
drowy naiwny rozwazany w punkcie 1.1 wykorzystuje kazdy punkt jako $rodek
podprzedzialu o dlugosci 2h. Wlasnosci estymatora naiwnego, takie jak ciggtos¢
czy rézniczkowalno$é, sa przenoszone z funkeji jadra. Stad estymator nie jest cia-
gly i ma zerowe pochodne z wyjatkiem punktéw X, + h. Brak ciagtosci funkcji
jadra powoduje, ze estymacja funkcji moze sugerowa¢ informacje o wielu mak-
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simach lokalnych, podczas gdy te maksima lokalne moga by¢ jedynie szumem,
niebedacym charakterystyczna cecha prawdziwej funkcji gestosci.

Najczesciej w praktyce stosuje sie funkcje jadra, ktdre sg ciagltymi, jednomodal-
nymi i symetrycznymi wzgledem zera funkcjami gestosci. Z tak okreslong funkcja
jadra, zwana klasyczna funkcja jadra, jadrowy nieparametryczny estymator gestosci
posiada wlasnosci charakterystyczne dla funkgji gestosci i ma tatwa interpretacje.

Dla nieujemnej funkgji jadra:

e IS (x-X, 11 (x-X,
n_te n
=%ZIK(u)du=%Zl=l, (1.21)
i=l _ i=1
gdzie u:x_T)(i.

Ponadto estymator spelnia takie same warunki rézniczkowalnosci, jakie spet-
nia funkcja jadra.

Klasyczng funkcja jadra jest funkcja gestosci rozkladu normalnego standa-
ryzowanego, zwana gaussowska lub normalng funkcja jadra, o nastepujacej po-
staci:

K(u)= 1 e(_zJ. (1.22)

Wykres gaussowskiej funkcji jadra przedstawiony jest na rysunku 1.1.

f(x) ’

035~

Rysunek 1.1. Gaussowska funkcja jadra

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Dla gaussowskiej funkeji jadra parametry wystepujace w (1.18) s3 nastepuja-
ce: v =0, k =2,k = 1. Estymator funkgji gestosci z gaussowska funkcja jadra jest
funkcja gtadka i ma pochodne wszystkich rzedow.

Horova i in. (2012) wprowadzajg okrelenie klasy S, do ktérej nalezy funkeja
K rzedu k o wartosciach rzeczywistych.

Zalézmy, ze funkcja K spelnia warunek K(-1) = K(1) = 0, oraz gdy nosnik tej
funkgji jest [-1, 1]:

0 dla 0<j<k-1j#vV,

1
Syx=1K:KeLip[-11] A jfo(x)dx: (-1)"v! dla j=v, (123)
-1 K, #0 dla j=k,

gdzie Lip[-1, 1] oznacza klas¢ funkgji spetniajacych dla pewnej statej L > 0 waru-
nek: [f(x) - fly)| < L|x - y| dla wszystkich x, y € [-1, 1].

Funkcja K € S | okreslona jest jako funkcja jadra o rzedzie (v, k).

Niech C"[-1,1] oznacza zbiér funkcji rzeczywistych na przedziale [-1,1],
u-krotnie rézniczkowalnych w sposéb ciagly.

Funkcja jadra jest okreslana jako gtadka, gdy K € S! |, gdzie

S ={KKeS, , NC[-1L1]AKN-1)=K1)=0, j=0,..u-1}. (124

Ze wzgledu na nieograniczony no$nik gaussowskiej funkcji jadra, funkcja ta
nie nalezy do okreslonej powyzej klasy.

Wybdr funkeji jadra ma znacznie mniejszy wptyw na postaé estymatora jadro-
wego funkcji gestosci niz wybor parametru wygladzania. Parametr wygtadzania
wplywa na stopien wygtadzania i ma podobne znaczenie jak szerokos¢ klas dla hi-
stogramu. Wzrost wartosci parametru wygtadzania oznacza zwigkszenie zakresu
stosowania funkgji jadra dla poszczegdlnych obserwacji z proby (dla gaussowskiej
funkeji jadra poszerzenie zakresu stosowania kazdej funkcji gestosci rozkladu
normalnego standaryzowanego). Analogicznie jak w przypadku histogramu, za-
stosowanie malej wartosci parametru wygtadzania powoduje otrzymanie estyma-
tora z duzg liczbg maksiméw lokalnych (estymator jest ,,poszarpany” w stosunku
do faktycznej postaci funkcji gestosci), w tym réwniez moze by¢ rozwazana sytu-
acja, gdzie w kazdym punkcie estymator ma maksimum lokalne. Problemem jest
wowczas rozstrzygniecie czy pojawienie si¢ kilku maksiméw lokalnych oznacza
wielomodalno$¢, czy tez jest ,,skutkiem ubocznym” zastosowania niewlasciwej
wartosci parametru wygladzania. W konsekwencji moze oznacza¢ to niewtasci-
wy opis podstawowych charakterystyk rozwazanej funkcji gestosci. Mata wartos¢
parametru wygladzania powoduje niedostateczne wygltadzenie estymatora funk-
cji gestosci. Duze warto$ci parametru wygladzania prowadzg do estymatora nad-
miernie wygladzonego, w sensie estymatora zbyt obcigzonego, niewykazujacego
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przy takim doborze parametru wygltadzania podstawowych cech strukturalnych,
jak na przyklad wielomodalnosci funkcji gestosci.

Znaczenie metod wyboru parametru wygladzania w estymacji jadrowej funk-
cji gestosci jest omowione w rozdziale trzecim.

Estymator funkgji gestosci f(x), okreslony wzorem (1.20), jest estymatorem
zgodnym f(x) i jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa, czyli f (x) — f(x).

Propozycje nieobcigzonych i zgodnych estymatoréw jadrowych funkeji ge-
stoéci przedstawione sg rowniez w pracy Rychlika (1995), gdzie okreslona jest
losowa reguta wyboru liczby obserwacji w estymacji jadrowej funkcji gestosci.
Praca Gajka (1986) natomiast prezentuje taka procedure modyfikacji estyma-
tora jadrowego funkcji gestosci, ktéry nie posiada wlasnosci funkcji gestosci,
by zapewni¢ optymalny rzad zbieznosci scatkowanego btedu $redniokwadra-
towego.

Charakterystyki liczbowe estymatora jadrowego (1.20) funkcji gestosci sg na-
stepujace:

a) pierwszy moment zwykly

J.xf(x)dx— ij K[x X]d = Zn:TX+uh )K (u)du =

11oo

=—2X J. du+—ZhJ.uK duz%;Xi,

=l oo

(1.25)
b) drugi moment zwykly
x—X, _15 B
j f(x)dx-—zj [ jd nzj (5, + uh)’ K (1) du =
=%ZX? +;ZXth‘uK(u)du+%§h2£u2K u)du=
=—ZX +h2j:°u K(u)du,
_°° (1.26)
¢) drugi moment centralny:
o 2
I f(x)dx—[jxf(x)dx} ZX +h2J-u K(u du—( ZXJ =
:62+h2Tu2K(u)du,
- (1.27)

gdzie 6 jest wariancja z proby losowej X, X, ..., X..
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Wartos$¢ oczekiwana estymatora jadrowego funkcji gestosci ma postac:

E[f(x)]= fK(u)f(x+hu)du, (1.28)
poniewaz
u=>-7
1 (x—X, 1 xX—y h i
E{ZK[ p IHZJ'EK[ . jf(y)dy: y=nh+x :IK(u)f(x+hu)du.
- dy =hdu -

Aproksymacja wartos$ci oczekiwanej estymatora jagdrowego funkcji gestosci jest
mozliwa przy zastosowaniu rozwiniecia Taylora flx + hu) dla argumentu hu gdy
h — 0, ktére ma postac:

Flox+hu)= f(x)+ f(l)(x)hu+% FO (x)n2u? +% FO ()R .
+%f(k)(x)hkuk +0(hk),

(1.29)

gdzie o(h*) oznacza wyrazenia rzedu mniejszego niz h* dla h — 0.

Dla funkgji jadra rzedu k, gdzie k jest rzgdem pierwszego niezerowego momen-
tu zwyktego, oraz przyjmujac zalozenia:

1. pochodna funkgji gestosci rzedu k + 1 istnieje,

+oo
2. I K(u)du =1, (1.30)

+oo
3. IukK(u)dusz #0 (1.31)

wartos$¢ oczekiwana estymatora jadrowego jest nastepujaca:

+o0

E[f(x)]= IK(u)f(x+hu)du=

—oo

= £ (x)+ £ (x)hx, +§ £ (x)nx, % FO (x)h, + ...

1
+Ef(k)(x)hk1<k +o(h*). (1.32)
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+oo
Przy zalozeniu, ze K, = J- ulK(u)du =0 dla/=1,..., k-1, otrzymujemy:

—oo

+oo

E[f(x)] = j K(u)f(x+hu) =f(x)+%f(k)(x)hkl<k +0(hk). (1.33)

—oo

Obcigzenie estymatora jadrowego funkcji gestosci ma postac:

A A 1
B[f(")} = E[f(x)} - f(x) :Ef(k) (x)h*x, + O(hk ) (1.34)
Dla funkgji jadra drugiego rzedu obcigzenie wynosi:
. 1
B[f(x)}zgf(z)(x)hzl% +o(k?), (1.35)
o(hz)

gdzie funkcja o(h?) spetnia warunek lim =0.

h—0 |2

Dla funkgji jadra drugiego rzedu obciazenie wzrasta z kwadratem wartosci pa-
rametru wygladzania. Jezeli parametr wygtadzania bytby dobrany w taki sposdb, ze

lim h =0, to obcigzenie estymatora jadrowego bedzie dazy¢ do zera wraz ze wzro-
n—>+o0

stem liczebnosci proby. Zatem, estymator jadrowy funkcji gestosci jest asympto-
400

tycznie nieobcigzonym estymatorem, gdyz E[ f (x)} - f(x) J. K(y)dy=f(x)
dlah — 0. e
Wariancja estymatora jadrowego funkcji gestosci ma postac:

D’ f(x)]= n}llz D{K(x_hx" ﬂ =
sz -

IKZ dx+o[ h]

poniewaz

el et
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oraz
1 x—=X,
—E| K Lll=flx)+o(1).
el k(225 )
nh

1
1 0( j 1
Funkcja o] — | spelnia warunek lim——%=0. Dla lim —=0, czyli
nh o 1 n—>+0 ph

nh

lim nh =+ zachodzi wlasno$¢, ze wariancja estymatora jadrowego dazy do
n—>+o0

zera wraz ze wzrostem liczebnosci proby. Przy uwzglednieniu nieobcigzonosci
estymatora, estymator jest estymatorem zgodnym.

Warunek lim h =0 oznacza, ze parametr wygladzania powinien by¢ tak do-

n—>+0
bierany, by wraz ze wzrostem liczebno$ci proby jego wartos¢ malala do zera.

Uwzglednienie warunku lim nh =+00 ogranicza jednak szybko$¢ zmniejszania
n—+o0

sie wartosci parametru wygladzania. Gdy oba te warunki sg spetnione, to wkazdym
punkcie dziedziny funkeji gestosci obcigzenie i wariancja estymatora jadrowego
maleja do zera wraz ze wzrostem liczebnosci proby. Skutkiem zmniejszania sie
obcigzenia wartosci estymatora jadrowego ,,0scyluja” wokot wartosci znajdujacej
sie coraz blizej prawdziwej (nieznanej) wartosci funkeji gestosci. Zmniejszenie
wariancji powoduje zas zmniejszanie tych ,,0scylacji” (Kulczycki, 2005).
Asymptotyczna zbiezno$¢ jadrowego estymatora gestosci jest analizowana,
miedzy innymi, w pracach Bickela i Rosenblatta (1973, 1975), gdzie wykazano, ze

ki fankei acstotet £ ok 7))
dla dostatecznie gtadkich funkcji gestosci f i funkgji jadra K, sup—F——
ma graniczny rozklad wartosci ekstremalnych. f(x)

Istotnym zagadnieniem przy estymacji jadrowej funkcji gestosci jest ocena ta-
twosci estymacji. Dla okreslonej wartosci parametru wygladzania estymator ja-
drowy jest dobrym estymatorem dla pewnej grupy funkeji gestosci o okreslonym
ksztalcie, podczas gdy dla klasy funkcji gestosci o innym ksztalcie estymator ten
okazuje si¢ by¢ niewlasciwy, co spowodowane jest stosowaniem tej samej war-
tosci parametru wygladzania w kazdym punkcie, gdzie wyznaczany jest estyma-
tor jadrowy. W pracach Wanda i Devroyea (1993) oraz Wanda i Jonesa (1995)
przedstawiona jest miara stopnia tatwosci estymacji funkeji gestosci oparta na
scalkowanym kwadracie drugiej pochodnej funkcji gestosci wraz z analizg miar
efektywnosci estymacji jadrowej dla okreslonych funkcji gestosci, gdzie funkcja
gestosci beta z parametrami (4,4) traktowana jest jako najefektywniejsza. Wyka-
zano, ze funkcje gestosci podobne do funkgji gestosci rozkladu normalnego sa
najlatwiejsze do estymacji, natomiast stopien tatwosci estymacji uzalezniony jest
od sko$nosci, kurtozy i modalnosci funkcji gestosci. Na przyktad, przy kryterium
opartym na scalkowanym kwadracie drugiej pochodnej funkeji gestosci, w celu
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uzyskania tego samego stopnia dokladnosci estymacji, dla funkcji gestosci roz-
ktadu lognormalnego wymagane jest ponad 15 razy wiecej obserwaciji jest niz dla
funkcji gestosci rozkltadu normalnego.

Istotng charakterystyka funkcji gestosci jest jej nosnik, czyli domkniecie tych
punktéw dziedziny, w ktérych funkeja gestosci przyjmuje okreslone wartosci.

W wielu zagadnieniach praktycznych rozwazane zmienne losowe charakte-
ryzuja si¢ naturalnym ograniczeniem, co znaczy, ze przyjmuja wartosci jedynie
z okreslonego ograniczonego podprzedziatu. Dotyczy to w szczeg6lnosdci zmien-
nych o charakterze ekonomicznym, ktére przyjmuja jedynie wartosci dodatnie
(czas zatrudnienia pracownika, czas funkcjonowania przedsiebiorstwa), ale row-
niez o charakterze technicznym (czas wykonywania pewnej operacji technicznej)
czy przyrodniczym (wielko$¢ zanieczyszczenia na okreslonym obszarze).

Stosowanie estymatora jadrowego funkcji gestosci do zmiennych o ograniczo-
nym nos$niku moze powodowac, ze estymator jadrowy przyjmie wartosci rézne
od zera réwniez w podprzedzialach, w ktérych zmienna losowa przyjmuje war-
tos¢ zero. Moze to by¢ spowodowane uzyciem w estymacji funkeji gestosci takiej
funkcji jadra, ktora charakteryzuje sie nieograniczonym nosnikiem (na przykfad
gaussowskiej funkgji jadra) lub tez uzyciem funkcji jadra o ograniczonym no-
$niku, ktéra to zastosowana w estymacji w punktach skrajnych, lezacych w tak
zwanym obszarze brzegowym, moze czgsciowo wykraczaé poza okreslony pod-
przedzial.

Niech nosnik funkgji gestosci bedzie okreslony jako (a, b). Jesli cze$¢ nosni-
ka funkcji jadra [X - h, X + h] nie zawiera si¢ w (g, b), to X jest okreslone jako
punkt w przedziale brzegowym. Punkt X niespelniajacy powyzszego warunku jest
tzw. punktem wewnetrznym przedziatu. Na przykiad, dla ciagtej funkcji gestosci
zmiennej losowej przyjmujacej jedynie wartosci dodatnie, czyli o nosniku [0, +eo)
iflx) = 0dlax <0, dla parametru wygtadzania h w estymacji jadrowej funkcji ge-
stosci, przedziat [0, h) jest przedzialem brzegowym, natomiast [h, +o) jest prze-
dzialem wewnetrznym.

Estymator jadrowy funkcji gestosci jest estymatorem zgodnym w przedziale
wewnetrznym (por. 1.2), natomiast w przedziale brzegowym estymator nie jest
asymptotycznie nieobcigzony i nie jest estymatorem zgodnym. W szczegolnosci,
estymator jadrowy funkcji gestosci nie jest estymatorem zgodnym, gdy estymo-
wana jest gesto$¢ blisko krancow nosnika funkeji gestosci. Dla nosnika estymowa-
nej funkeji gestosci [0, a), gdzie 0 < a < +oo, wlasnosci estymatora blisko krancéow
nosnika, to znaczy dla x € [0, h) U (a - h, a], s3 odmienne od wlasnosci esty-
matora dla punktéw wewnatrz noé$nika. Obcigzenie estymatora jest rzedu O(h?),
podczas gdy obciazenie wewnatrz nos$nika jest rzedu O(h). Wzrost obcigzenia
w przedziale brzegowym przy estymacji jadrowej w poréwnaniu z obcigzeniem
estymatora w przedziale wewnetrznym nosnika dla ograniczonego nosnika funk-
cji gestosci jest okreslany jako efekt brzegowy w estymacji jadrowej funkcji gesto-
$ci. Rezultatem efektu brzegowego w jadrowej estymacji funkcji gestosci jest taki
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estymator, ktry nie posiada whasnosci funkeji gestosci, a dla zmiennej o wartosciach
nieujemnych warunek J. f(x)dx=1 jest spelniony, ale niestety j f(x)dx#1

(Sclocco, Di Marzio, 2001; Albers, 2012).

Usunigcie efektow brzegowych w estymacji jadrowej funkcji gestosci prowadzi
do poprawy rzedu obcigzenia estymatora. Metody korekty brzegowej estymatora
jadrowego moga oznacza¢ odpowiednig modyfikacje danych prowadzaca do tzw.
estymatora jadrowego z odbiciem. Niech nosnik funkeji gestosci bedzie ograni-
czony z lewej strony, to znaczy, Ze ma postac [a, +o°), a € R. Jest to réwniez ocze-
kiwany nos$nik estymatora jadrowego funkcji gestosci, co oznacza, ze f (x) = 0 dla
kazdego x < a.

Metoda odbicia polega na dokonaniu okreslonej modyfikacji tej funkcji jadra,
ktora znajduje si¢ poza przedziatem [a, +o0). Taka modyfikacja moze by¢, na przy-
kfad, symetryczne odbicie funkcji jadra wzgledem ograniczenia a, gdzie fragmen-
ty funkgji jadra znajdujace sie poza przedziatem [a, +o0) s3 usuwane, a nastepnie
umieszczane w bezposrednim sgsiedztwie ograniczenia a.

Estymator jadrowy z odbiciem ma posta¢ (Kulczycki, 2005):

A 1 < x—X, 2a—x+X,
fRL (X) :E;I[a&w) (X)|:K( h J—i_K( h j:| > (l~37)

gdzie I, jest funkcjg charakterystyczng przedzialu [a, +o0) i ma postac:

! B 1 dla x=>a, -
[“’*‘”)(x)_ 0 dla x<a. (138)

W analogiczny sposéb mozna okresli¢ estymator jadrowy z odbiciem dla ogra-
niczenia prawostronnego, czyli gdy nosnikiem funkgji jest przedzial (—eo, b]:

fRP(x)— ZI mh] |: (x XJ"—K(%]}’ (1.39)

gdzie

I, ( ) 1 dla x<b,
= 1.4
(=)0 dla x>0, (140)

Niestety, rozwazane estymatory sa nieciagte w punkcie a (lub b), ale po uzupel-
nieniu dowolnej pochodnej w tym punkcie o warto$¢ zero, pochodna ta staje si¢
ciagla. Zastosowanie funkgji jadra, ktorej pochodna dowolnego rzedu jest ciagla,
prowadzi zatem do ciaglej pochodnej tego samego rzedu estymatora jadrowego.
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Korekta brzegowa estymatora jadrowego moze by¢ dokonana réwniez za po-
mocg zastosowania odpowiedniej postaci funkcji jadra, zwanej brzegows funkcja
jadra. Moze by¢ wykorzystana w przypadku estymacji funkcji gestosci o dowol-
nym ksztalcie, jednak jej zasadnicza wada polega na tym, ze estymator moze przyj-
mowac wartosci ujemne blisko punktéw brzegowych, szczegdlnie gdy f(0) = 0 lub
fla) = 0.

Estymator jadrowy z brzegowa funkcja jadra dla x > 0 ma postac:

A 1 < x—X,
fz(x) :E;KB (—h i j (1.41)

gdzie K (u) jest asymetryczng funkcja jadra zwigzang z odpowiednim rozkfa-
dem lub funkcjg jadra wyzszego rzedu niz k = 2. Okazuje si¢ bowiem, ze reduk-
cja obciazenia jest mozliwa dla mniejszych wartosci parametru wygtadzania.
Z drugiej jednak strony obcigzenie jest proporcjonalne do drugiej pochodnej
funkcji gestosci dla funkcji jadra drugiego rzedu. Jezeli estymator jadrowy
funkcji gestosci wykorzystuje funkcje jadra rzedu k, obcigzenie estymatora jest
proporcjonalne do h*. Wynika stad, Ze obciazenie estymatora wykorzystujace-
go funkcje jadra wyzszych rzedéw jest mniejsze niz w przypadku estymatora
z funkcjg jadra drugiego rzedu. Zagadnienie to jest omawiane zaréwno w roz-
dziale drugim, gdzie prezentowane sa funkcje jadra redukujace obcigzenie, jak
i w rozdziale trzecim, gdzie prezentowane s3 metody wyboru parametru wygta-
dzania.

Innymi metodami korekty brzegowej estymatora jadrowego sa metoda pseu-
dodanych (gdzie generowane sa dodatkowe dane, ktére wraz z danymi wejsciowy-
mi sg stosowane w konstrukcji estymatora jadrowego) oraz metoda transformacji,
wykorzystujaca okreslong funkcje przeksztalcajaca dane. Stosowane sg réwniez
procedury bedace kombinacjami wymienionych wyzej metod (Karunamuni, Al-
berts, 2005).

Zagadnienie to dotyczy réwniez estymacji funkeji regresji. Nieparametrycz-
ny estymator regresji wykazuje nagly wzrost wariancji i obcigzenia gdy estyma-
cji podlega funkcja regresji w punktach potozonych blisko obszaréw brzegowych
nos$nika funkcji (X < h) (Hérdle, 1990; Kyung-Joon, Schucany, 1998; Mackenzie,
Tieu, 2004; Koldcek, Poménkova, 2006).

Analiza poréwnawcza, w tym badanie wlasnosci estymatora jadrowego klasycz-
nego oraz estymatora jadrowego uwzgledniajacego metode odbicia w przypadku
zmiennych losowych o ograniczonym no$niku przy estymacji funkcji gestosci,
dystrybuanty i funkcji regresji, przedstawiona jest, miedzy innymi, w pracach
Baszczynskiej (2015, 2016a, 2016b).
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1.3. Miary precyzji estymacji jadrowej funkgcji
gestosci

W analizach dotyczacych parametru wygtadzania w jadrowej estymacji funkcji
gestosci duza role odgrywaja miary dobroci estymacji. Minimalizacja tych miar
jest niejednokrotnie punktem wyjscia w wyborze parametru wygladzania, jak
réwniez moga one stanowi¢ oceng precyzji estymatora jadrowego. Role takiej
miary dobroci pelnig miary odlegtosci (miary podobienstwa, miary bliskosci)

miedzy badana funkcjg gestosci i jej estymatorem jadrowym (Cha, 2007).
W zaleznosci od wartosci p w funkcji ”"p :R" > [0, +oo),
1
gdzie ||X||p = (|x1|p +|x2|p +... +|xn|p)p , X= (xl,xz,...xn) mozna wyrdznic trzy
grupy miar precyzji.
Pierwszg grupe stanowig miary oparte na normie L, (p = 1), czyli bledy bez-
wzgledne (btedy absolutne):

~ blad bezwzgledny:
AE[f(x)] =|f (1.42)
~ $redni blad bezwzgledny:
MAE| f(x)]= [ E(f(x } (1.43)
~ scatkowany blad bezwzgledny:
IAE| f(x)]= j ‘ Fa)- f(x)‘dx (1.44)

- scalkowany s$redni btad bezwzgledny:

MIAE| f(x) | = { | ‘f(x) f(x)‘dx] (1.45)

Podstawowg zaleta normy L, jest jej niezmienniczo$¢ przy transformacjach
zmiennych, co wraz z prostota definiowalnosci stanowi o popularno$ci miar opar-
tych na tej normie (Devroy, Gyorfi, 1985). Zaréwno scalkowany btad bezwzgled-
ny IAE, jak réwniez blad bezwzgledny AE sa zmiennymi losowymi. Scatkowany
btad bezwzgledny IAE jest traktowany jako miara uniwersalna, pozwalajaca na
poréwnanie réznych wartosci btedéw bez koniecznosci skalowania, co nie jest
spelnione dla miar opartych na innych normach. Miara ta jest interpretowana
jako obszar miedzy krzywymi, bedacymi wykresami funkeji f i f.
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A

Dla JAE — 0 gdy n — +oo, f jest estymatorem zgodnym f.
Asymptotyczne wlasnosci btedu AE oraz zastosowanie tego bledu w estymacji
funkcji gestosci sa przedstawione w pracy Devroya i Gyorfiego (1985) oraz Halla
i Wanda (1988).

Kolejna grupa miar to miary oparte na normie L, (p = 2), czyli bledy kwadratowe:

- btad kwadratowy:
A A 2
SE[ o |=[ fo-f0) |

(1.46)

- blad sredniokwadratowy:
MSE[ (x)|=E[ f(x)- £ ()], (147)

- scatkowany btad kwadratowy:

ISE[ f() | = [ [ F6)- f(x)}zdx, (148)

—oo

- scatkowany btad $redniokwadratowy:

~+00

MISE[ f(x)]= E{ [[F- f(x)]2 dx} - TMSE[ f) Jax = E{ISE[ j‘(x)]} .

—00

0 . 2 i . .
= J. E{[f(x) —f(x)} }dx = J' {32 [f(x)}rpz [f(x)}}dx, (1.49)
gdzie B[f(x)] jest obcigzeniem estymatora.

Scatkowany blad kwadratowy ISE moze by¢ interpretowany jako funkcja stra-
ty (w klasycznej teorii decyzji). Natomiast scatkowany blad $redniokwadratowy
MISE dla oceny estymatora jako funkcji losowej okreslonej na calej prostej zwa-
ny jest globalnym wskaznikiem jakosci estymacji. W odréznieniu do ISE miara
MISE nie moze by¢ traktowana jako funkcja straty, co moze oznacza¢ trudnosci
w interpretacji tej miary (Gyorfi i in., 2002).

Mozna wykazaé, ze:

MSE| f (x)] =E[f(x)_f(x)]2 -
7)) 5 )+ B[] B2 [F ()= 8 [ F ()] 07

UM 2 Kf(x)— Ki [ 0) x 2 K (%)
_{k!f (x)h k} — _(k!)z{f ()} h** 4+ , (1.50)

>
—_
=
~
L1
Il

oo +o0
gdzie K= J.Kz(u)du, natomiast K, = IukK(u)du.

—oo
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Rozwazane moga by¢ rowniez asymptotyczne postaci miar precyzji, tzn. AMSE
i AMISE wyrazane odpowiednio (Wand, Jones, 1995):

2

AMSE[ (x)]= K—[f(k)(x)Tth+M,

(kl) nh

AMISE| f(x)]= jAMSE[f‘(x)}dx= (;j)z R(f" ))h2k+ﬁ ws1

gdzie R( f (k) ) = I [ f (k) ( x)T jest miarg statystycznej szorstkosci k-tej pochodnej

funkcji gestosci (Scott, 2015).

Niech X, X, ..., X oznacza cigg zmiennych losowych o jednakowych i nie-
zaleznych rozkladach o funkeji gestosci f(x) trzykrotnie rézniczkowalnej i niech
f9(x) oznacza pochodng s-tego rzedu flx), s = 1, 2, 3. Dla funkgji jadra drugiego
rzedu k = 2 (por. (1.18)):

I LI R G

+oo
gd21eK—IuK( )du, x= IK )du.

Dla n— +eo, h — 0 i nh — +o0, MSE — 0, co oznacza zgodnos¢ estymatora jadro-
wego funkgji gestosci. Dowdd przedstawiony jest w pracy w Li i Racine (2007). Jezeli
warunek o trzykrotnej rézniczkowalnosci ulegnie ostabieniu, to dla funkcji dwukrot-
nie rozniczkowalnej w wyrazeniu na obcigzenie w MSE wystepuje o(h*). Wowczas

. 1
(51190, (1 )0, 1),
gdzie O , (), 0, () oznacza rzad zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa.
-1
Dobierajac h =cn Ve dla pewnego ¢ > 0 i a > 1, warunki wymagane dla esty-

macji zgodnej funkcji gestosci f(x), h — 0, nh — +eo sg spelnione.
Scalkowany blad $redniokwadratowy ma wowczas postac:

MISE| f(x) | = EH x] =—K§Jf x)dx+ - L sy

n

Wybér miary MISE jako kryterium bledu zwigzany jest z mozliwoscig de-
kompozycji miary na wariancj¢ i obcigzenie estymatora w ustalonym punkcie x.
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Upraszcza to interpretacje i utatwia wybdr oparty na kompromisie miedzy wa-
riancjg i obcigzeniem. Dokladna posta¢ przedstawiona jest w pracy Marrona
i Wanda (1992), w tym dla przypadku, gdy funkcja gestosci jest rodzina mieszanin
rozkladéw normalnych.

W ocenie odlegtosci migdzy dwiema krzywymi kryteria btedu MISE i MIAE
uwzgledniaja jedynie odleglos¢ pionowa, wykorzystujac miare odpowiednio L,
i L,. Ponadto estymatory z optymalnymi parametrami wygtadzania wykorzystu-
jacymi MISE i MIAE s3 czesto niedostatecznie wygladzone, szczegolnie w przy-
padku mniejszych liczebnosci prob.

Asymptotyczne rozszerzenia oraz dolne i gérne ograniczenia powyzszych ble-
doéw sa przedstawione, migdzy innymi, w pracach Devroya i Gyorfiego (1985),
Halla i Wanda (1988), Scotta i Wanda (1991).

Metoda wyboru parametru wygtadzania oparta na bledach jest metoda po-
dwdjnej funkeji jadra oméwiona w pracy Devroya (1989).

Wybrane miary precyzji moga by¢ zastosowane nie tylko w procedurach esty-
macyjnych funkcji gestosci, ale rowniez w procedurach testowania hipotez staty-
stycznych dotyczacych funkcji gestosci (Baszczynska, 2013a, 2013b).

Nastepna grupe wykorzystywanych w badaniu doktadnosci estymacji jadrowej
funkcji gestosci stanowig miary oparte na normie L, dla 0 < p < 2. Szczegdlnymi
przypadkami, dla p = 1, tak okreslonych miar sa mlary (1.42)-(1.45). Uogolniona
posta¢ dla wartosci oczekiwanej i scalkowanej wartosci oczekiwanej bledu opar-
tegona L dla 0 < p <2 przedstawiona jest w pracy Kile (2010).

Odrebng grupe miar tworza miary oparte na kryterium btedu wizualnego VE
zwigzanego z ideg wygladzania jako$ciowego (Mammen, 1994). Kryterium to
odzwierciedla wizualng percepcje odlegtosci migdzy funkcja gestosci a jej esty-
matorem jadrowym. W wielu sytuacjach badawczych istnieje bowiem potrzeba
oceny nie tylko wartosci punktéw funkcji gestosci, ale réwniez ksztaltu tej funkcji,
w tym takich charakterystyk jak gladko$¢ funkeji oraz liczba wartosci modalnych.
W analizach precyzji estymacji jadrowej prowadzi to do uwzglednienia nie tylko
minimalizacji miar opisanych powyzej, ale réwniez stosowania wskaznikow ja-
kosciowych dotyczacych dobroci estymacji. Oznacza to uwzglednienie zaréwno
pionowej, jak i poziomej odlegtosci miedzy funkcjg gestosci a jej estymatorem.
Kryterium to traktowane jest czgsto jako usrednione kryterium oparte na iloscio-
wych i jako$ciowych cechach estymacji funkcji gestosci (Marron, 1993). Miara
oparta na bledzie wizualnym jest nastepujaca (Kile, 2010):

1

VE(f—>f){j'd((x,}(x)),Gf)zdxr, (1.54

d((x,f(x)),Gf) = inf

("/’}/)ecf

(5. ()= ()]
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G, jest wykresem funkcji gestodci f: [a, b] — R, czyli
G, ={(x.y):xefab]y=f(x)}cR’,
""2 oznacza norme euklidesowa w przestrzeni R®.

Wykorzystywana jest rowniez modyfikacja miary (1.54) prowadzaca do syme-

trycznej miary opartej na bedzie wizualnym. Ma ona postac:
1

VES[f(x)}:[VE(f—)f)z +VE(f—>]A‘)2T. (1.55)

Wiasnosci estymacji wykorzystujacej blad wizualny w wielu przypadkach sg
lepsze dla prob skonczonych. Tempo zbieznosci do optymalnego estymatora jest
takie samo jak w przypadku MISE i MIAE dla duzych prob (Gefeller, Hjort, 1998).

W powyzszych okresleniach miar precyzji wystepuje nieznana funkcja gesto-
$ci, dlatego tez nie s3 one wykorzystywane w praktyce. Stosowane s3 zatem aprok-
symacje tych bledéow i odpowiednich optymalnych parametréw wygtadzania
opartych na danych, co jest przedmiotem rozwazan w rozdziale trzecim.

1.4. Estymacja jadrowa pochodnych funkcji
gestosci

Metoda jadrowa moze by¢ réwniez wykorzystywana w estymacji pochodnych
funkcji gestosci.
Niech:
lim k=0,

h2v+1

limn =+ dlav>1.

Zatézmy ponadto, ze funkcja gestosci posiada ciggly pochodng rzedu k, gdzie
v+ k <k, natomiast pochodna rzedu (v + k) niech bedzie catkowalna z kwadratem.
Niech funkeja jadra K € S, to znaczy K V) e g0

v, k+v v

= x
L)
okreslony jest w nastepujacy sposob (Schuster, 1969; Wand, Jones, 1995; Gui-

doum, 2015):
UYL TR S T « KW x—X,
M (x) I f(x) —nhV“; ( pa (1.56)

Estymator jadrowy v-tej pochodnej funkcji gestosci f (V)(x)
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gdzie:
dx"

K (x) ==K (x). (157)
Przyktadem funkgji jadra wykorzystywanej w estymacji pochodnej funkcji ge-
stosci jest gaussowska funkcja jadra, gdyz funkcja ta spetnia warunki nakladane
na funkcje jadra, czyli posiada pochodne dowolnych rzedéw.
Wartos¢ oczekiwana estymatora pochodnej rzedu v funkcji gestosci ma postac:

E[FMw]= F 0+ et o) s

Asymptotyczne obcigzenie, przy zalozeniu, ze funkcja gestosci jest co najmniej
(k + v + 1) rézniczkowalna, jest nastepujace:

1

B 760 | = B[ 10 |- £ (6) = £ (e o) s

Co oznacza, ze rzad obcigzenia jest ten sam co w przypadku estymacji jadrowej
funkcji gestosci.
Wariancja ma posta¢ (Hansen, 2009):

DZU(V)(’C)J:M%D{K(V)(x_h& ﬂ:

el e {5 -

+oo

:M%_L(K(V))Z(x;yjf()’)d _%(f(v))z(x)JrOGj:
_ nhllm +E(K(V))z(u)f(x+hu)du+o[%j:
_ nfh(x) T(K(v))z(u)dwOGJ:

f(x)_[[K(V)(u)J du (1.60)

Rzad wariancji jest znacznie wigkszy niz w przypadku estymacji jadrowej
funkcji gestosci.
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Scatkowany biad s’redniokwadratowy jest nastepujacy:

MISE[ } EI[ Y (x )} dx =

+o0

J[K(V)(x)} dx - 61
== 2V h* K%z J.[f V) J dx+o(h2k hivﬂj,

n

.2 )
atooznacza, ze f (x) jest estymatorem zgodnym f (x).
Poniewaz zachodzi nastepujaca wlasnos¢:

e

mozna wykazac, ze:

ﬁ: (_1) 1‘<k+v >
k! (k+v)!
gdzie:

K., jest drugim momentem zwyklym v-pochodnej funkgji jadra, rzedu v + k,
1

Ky = jxk+VK(V) (x)dx.
-1
Miary precyzji estymacji AMSE i AMISE sg nastepujace:
+o0
2 f(x) [ K ()] ax

AMSE[ ];(V)(x)}z(:#[ U )|+ = (1.62)

oraz
e AFae e (T y
AMISE[];(V)()C)} 22 Uf (x)} x ) UK (x)} X -
k+v [(k+v)!i|2 nhl+2v : :

Analize optymalnej wartosci parametru wygladzania w estymacji pochod-
nej dowolnego rzedu funkcji gestosci przedstawili Horova i in. (2012). Mozna
wykaza¢, ze parametr wygladzania w estymacji pochodnej funkcji gestosci jest
inny niz w przypadku estymacji funkcji gestosci. Optymalny parametr wygta-
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dzania jest zbiezny w mniejszym tempie niz w przypadku estymacji funkcji ge-
sto$ci. Przy optymalnym parametrze wygtadzania tempo zbieznosdci dla AMISE

o2k 2k s
jest O{n 2v4Zk+l } , €O jest tempem znacznie wolniejszym niz O[n 2kl J dla v=0.

Dyskusja dotyczaca wyboru funkgji jadra i parametru wygtadzania wraz z ana-
lizg efektywnosci w estymacji pochodnej funkeji gestosci przedstawiona jest, mie-
dzy innymi, w pracy Hérdlego i in. (1990).






Rozdziat 2
Rodzaje funkcji jadra

2.1. Uwagi wstepne

Funkcja jadra jest funkcja wagowa i stanowi parametr metody jadrowej, co ozna-
cza, ze przy konstrukeji estymatora jadrowego funkcji gestosci konieczny jest od-
powiedni wybor funkgji jadra.

W klasycznej metodzie jadrowej rozwazanej w podrozdziale 1.2 funkcja wago-
wa jest funkcja K(u): R — R spelniajaca warunek:

IK(u)duzl. (2.1)

Jezeli ponadto funkcja jadra jest nieujemna, K(u) = 0 dla wszystkich u, to funk-
cja jadra jest funkcja posiadajaca wlasnosci funkeji gestosci.
Podstawowymi charakterystykami funkcji jadra sa:
1. j-ty moment zwykly funkcji jadra:
Y .
Iu’K(u)dusz(K)sz. (2.2)

—oo

Nieparzyste momenty funkcji jadra sa réwne zero, gdy funkcja jadra spelnia
warunek (2.1) oraz warunek:

K(u) = K(-u) dla wszystkich u, (2.3)

czyli jest funkcja symetryczng wzgledem zera.
2. szorstkos$¢ funkgji jadra:

[ K2 (u)du = R(K) = k(K) =, (2.4
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Dla symetrycznej wzgledem zera funkcji jadra, spetniajacej warunek (2.1) i po-
siadajacej w zerze (stabe) maksimum globalne:

K(0) = K(u) dla wszystkich u,
zachodzi zalezno$¢:

K< K(0) fK(u)du =K(0).

—oo

3. p-gladkos¢ funkcji jadra.

Funkcja jadra jest okreslona jako p-gtadka, gdy (pn - 1)-sza pochodna funkcji
jadra K® -V jest absolutnie ciaggla na zbiorze liczb rzeczywistych (Miiller, 1984).
Dla funkgji jadra z ograniczonym nosnikiem [a, b] konieczne jest spelnienie wa-
runku, by (1 - 1)-sza pochodna byla réwna zero w obszarze brzegowym:

K®-D(g) = K*-9(b) = 0.

Funkcje jadra nieklasyczne majg zastosowanie przede wszystkim w redukcji
obcigzenia brzegowego w jadrowej estymacji nieparametrycznej. Redukcje efek-
tu brzegowego, obok metod omoéwionych w podrozdziale 1.2, zwigzanych $cisle
z samg konstrukcja estymatora jadrowego funkeji gestosci, zapewnia wykorzysta-
nie odpowiednio zmodyfikowanych funkcji jadra. Poniewaz efekt brzegowy zwia-
zany jest z alokacja wagi, to w przypadku estymacji z symetryczng funkcjg jadra
w standardowej estymacji gestosci moze wystapi¢ alokacja tej wagi poza no$nik
funkeji gestosci, gdy wygtadzanie jest dokonywane blisko obszaréw brzegowych.
Funkcja jadra, bedaca asymetryczng funkcja gestosci z nieujemnym nosnikiem,
nie powoduje efektu brzegowego obciazenia (Chen, 1999). W metodach niepa-
rametrycznych opartych na asymetrycznych funkcjach jadra, dla ktérych nosnik
jest ten sam, co funkgcji gestosci, nigdy nie jest przypisywana waga na zewnatrz
nos$nika funkcji gestosci, w wyniku czego rezultaty estymacji s3 zdecydowanie
lepsze, w szczegdlnosci powodujg one wzrost precyzji estymacji gestosci blisko
brzegéw nosnika. Spowodowane jest to zmiana ksztattu funkcji jadra, co skutkuje
réznym poziomem wygladzania w zalezno$ci od miejsca, gdzie estymacja jest do-
konywana. Oznacza to, zZe obcigzenie estymatora jadrowego funkeji gestosci jest
rzedu O(h), zaréwno blisko brzegdw nosnika, jak i wewnatrz.

Modyfikacja klasycznego podejscia estymacji jadrowej funkeji gestosci, pole-
gajaca na zastosowaniu w miejsce symetrycznej funkeji jadra, funkcji niesyme-
trycznych, nie powoduje znaczacych zmian w wlasnosciach estymatora jadro-
wego. Przykladowo, zakladajac, ze estymowana funkcja gestosci jest dwukrotnie
rézniczkowalna, mozna wykazaé, ze tempo zbieznosci estymatoréw jadrowych
z funkcjami jadra: Birnbauma-Saundersa, gamma, gaussowska odwrotna, lo-
garymiczno-normalng i gaussowska obustronnie odwrotna, jest takie samo jak
w przypadku klasycznego estymatora jadrowego.
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Estymatory jadrowe z nieklasycznymi funkcjami jadra charakteryzuja si¢ ta-
kimi samymi wlasnosciami jak ich funkcje jadra (tzw. ,dziedziczenie charaktery-
styk”). Gdy skos$no$¢ funkeji gestosci jest duza, wowczas jej estymator moze by¢
wrazliwy na okreslone asymetryczne funkcje jadra, co jest korzystne na przykltad
wtedy, gdy dominanta i kwantyle znajduja si¢ w ogonach tych rozkladéw, ktérych
funkcje gestosci podlegaja estymaciji.

Najwazniejszg zaleta asymetrycznych funkeji jadra jest to, ze charakteryzuja
sie zmieniajacym si¢ ksztaltem i pozwalajg na elastyczno$¢ w wygtadzaniu w no-
$niku.

Estymatory jadrowe funkcji gestosci z funkcjami jadra gamma i gaussowska
odwrotng moga by¢ traktowane jako szczegolny przypadek estymatoréw z funk-
cja jadra potegowania splotu funkeji przez samg siebie. Do tej grupy estymatoréw
nie nalezy estymator z funkcjg jadra Birnbauma-Saundersa, gdyz suma niezalez-
nych zmiennych losowych z takim rozkladem nie jest rozkladem Birnbauma-
-Saundersa.

Mozna wskazac¢ sytuacje, gdzie nieklasyczne funkcje jadra sg szczegdlnie zale-
cane. W przypadku wystapienia dos¢ duzej asymetrii rozktadu zmiennej losowej
(w badaniach niektérych szeregéw czasowych) w estymacji jadrowej funkcji ge-
sto$ci preferowana jest asymetryczna funkcja jadra. Gdy analizowana zmienna
losowa charakteryzuje si¢ nosnikiem z ograniczeniem dwustronnym, w estyma-
cji jadrowej powinna by¢ stosowana funkcja jadra beta, natomiast w przypadku
ograniczenia jednostronnego nosnika zmiennej losowej — funkcja jadra gamma.

Zakres stosowalnosci réznych funkgji jadra z jednej strony oraz rézne metody
ich konstrukeji z drugiej daja podstawy do wyodrebnienia okreslonych rodzajow
tunkcji jadra. Wyodrebnienie klas funkcji jadra rozwazanych w tym rozdziale jest
dokonane w taki sposob, ze niektore klasy nie sg klasami roztacznymi.

2.2. Klasyczne funkcje jadra

Klasyczna funkcja jadra jest nieujemng, symetryczng wzgledem zera i majaca
w tym punkcie maksimum funkcja, co oznacza, ze jest funkcjg jadra drugie-
go rzedu (k = 2). Funkcje jadra drugiego rzedu spelniajg nastepujace warunki
(por. Wand, Jones, 1995; Hérdle i in. 2004):

K(u) 20, (2.5)

IK(u)du:I, (2.6)

—oo
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juK(u)du:O, (2.7)

—oo

juzK(u)du:Kz > 0. (2.8)

Symetryczno$¢ i jednomodalno$¢ funkeji jadra jest podstawowa cecha kla-
+oo
sycznej funkcji jadra. Warunek I K(u)du=1 gwarantuje, ze estymator jadro-
oo oo
wy funkcji gestosci f (x) jest funkcja gestosci (spelnia warunek _[ f(x)dx=1).

Estymatory wyznaczone w oparciu o funkcje jadra spelniajace powyzsze warunki
okreslane sg jako estymatory dopuszczalne. Estymatory funkcji gestosci, dla ktérych
warunki te nie sg spelnione, sa estymatorami niedopuszczalnymi (por. Cline, 1988).

Wybrane klasyczne funkcje jadra (spetniajace warunki (2.5)-(2.8)) przedsta-
wione sg w tablicy 2.1.

Tablica 2.1. Wybrane klasyczne funkcje jadra

Nazwa funkgji jadra K(u)
1 dla |u| <1,
Jednostajna K] (u) =<{2
0 dla |u| >1
Trojkatna KT(”) z{(1_|u|) dla |u| <L
0 dla |u| >1
3 2
Epanecznikowa KE (u) = Z(l u ) dla |u| <1,
0 dla |u| >1
15 oy
Dwuwagowa KDW (ll) ={16 (1 u ) dla |u| <l
0 dla |u| >1
350y
Tréjwagowa Ky (u) =432 (1 u ) dla |u| <1,

0 dla |u|>1




0 dla [u>1
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Nazwa funkcji jadra K(u)
Gaussowska KG (u) — 1 e[_z]
\2T
T T
—cos(—uj dla |u| <1,
Kosinusowa KC (”) =14 2

Stopnia trzeciego

7_0(1 —|u|3)3 dla |u| <1,
81

0 dla |u>1

K (u)=

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Hardle i in. (2004); Krzyéko i in. (2008).

Na rysunku 2.1 przedstawione sg wybrane klasyczne funkcje jadra wraz z ich
podstawowymi charakterystykami (por. (1.23)-(1.24)).

Wykres funkgji jadra

Podstawowe charakterystyki funkcji jadra

0.5

Jednostajna funkcja jgdra

0.45

0.4r

0.35

0.3r

0.25

0.21

0.15

noénik [-1, 1]
v=0
k=2
n=-1

1
IKz(x)dx =0,
-1

K, =0,3333

-15 -1 -0.5 0

Trajkatna funkcja jadra

no$nik [-1, 1]
v=0
k=2
p=0

1
'[ K?(x)dx =0,6667
-1

i, =0,1667
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Funkcja jadra Epanecznikowa
0.8 T T T

07t 1 noénik [-1, 1]
0.6 v=0
| k=2
0.5 u _ O
0.4 1
, I K (x)dx=0,6
0.2f ~1
0.1f g Kk =0,2

-15 -1 -05 0 0.5 1 15

Dwuwagowa funcja jadra

oor ] noénik [-1, 1]
0.8f 1 y=0
0.7F 1 k=2
0.6 b u - 1
0.5 1
oar 1 J.Kz(x)dx=0,7143
0.3 4
-1
0.2
0.1 Kk =0,1429

L L L
-15 -1 -05 0 0.5 1 15

Gaussowska funkcja jadra

oo
I K?(x)dx =0,2821

—oo

K, =1

Rysunek 2.1. Wybrane klasyczne funkcje jadra oraz ich podstawowe charakterystyki

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ze wzgledu na tzw. ,,dziedziczenie” wlasnosci estymatora od funkgji jadra, wy-
bor okreslonej funkeji jadra uzalezniony jest od wymagan naktadanych w kon-
kretnym zagadnieniu estymacji. Gdy wymagane jest, by estymator funkcji gesto-
$ci mial pochodne dowolnego rzedu, to zalecang funkcja jest gaussowska funkcja
jadra. W przypadku gdy konieczne jest ograniczenie zbioru, na ktérym estymator
przyjmuje wartosci dodatnie, a istnienie pochodnej nie jest wymagane, wowczas
funkcja jadra Epanecznikowa w estymatorze funkcji gestosci pozwala spetni¢ te
wymagania.
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Okreslajac 0gdlng rodzine funkcji jadra jako modyfikacje funkeji gestosci roz-
ktadu beta, postaci:

K(u)z %(l—uz)d dla |u|£1,

0 dla [u>1,
gdzie d jest liczba naturalng, natomiast dodatnia stala 1, jest okreslona jako:

L d
T, =2I(1—u2) du,
0

mozna zauwazy¢, ze rodzina ta zawiera niektdre klasyczne funkcje jadra. Dlad =0
otrzymujemy jednostajng funkcje jadra, dla d = 1 funkcje jadra Epanecznikowa,
natomiast dla d = 2 dwuwagowa funkcje jadra.

W pracy Kulczyckiego (2005) proponowana jest procedura polegajaca nakonstruk-
cji funkeji jadra na podstawie klasycznych funkgji jadra. Propozycja ta uwzglednia,
z jednej strony, brak duzych réznic w efektywnosciach poszczegolnych klasycznych
funkgji jadra, a z drugiej — wady poszczegélnych funkgji. I tak, chociaz gaussowska
funkcja jadra posiada pochodna dowolnego rzedu, jej calki nie da sie wyrazi¢ wzo-
rem analitycznym. W przypadku innych funkcji jadra, mimo ze calki ich s3 mozliwe
do obliczenia, pochodna nie istnieje w calej dziedzinie (na przykiad dla jednostajnej
funkgji jadra jest w punktach, w ktdrych istnieje, stale réwna zeru). Mozliwe jest sto-
sowanie funkgji jadra bedacej kombinacja liniowa klasycznych funkgji jadra.

Przyktadem moze by¢ kombinacja liniowa funkgji jadra Epanecznikowa i gaus-
sowskiej funkgji jadra o postaci:

K(u) = K (u) + (1 - 0)K_ (),

gdzie o € (0, 1) jest okreslonym udzialem funkgji jadra Epanecznikowa w kombi-
nacji liniowej K(u). Udzial dwoch funkeji jadra o réznych wlasnosciach ma wptyw
na wlasnosci funkgeji jadra K(u). Na przyklad, dla o = 0,9 funkcja jadra K(u) charak-
teryzuje sie efektywnoscia zblizong do efektywnosci funkcji jadra Epanecznikowa,
ale ze wzgledu na udzial gaussowskiej funkcji jagdra ma nieograniczony nosnik.

Dla funkcji jadra nalezacych do grupy klasycznych funkcji jadra zachodzi wia-
$ciwo$¢ przejmowania wlasnos$ci estymatora od funkeji jadra. Dotyczy to niekto-
rych wlasnosci, na przyklad ciaglos¢ i rézniczkowalnos¢ estymatora jadrowego
funkcji gestosci jest analogiczna do wlasnosci funkgji jadra, co okreslane jest jako
»dziedziczenie” wlasnosci estymatora jagdrowego od funkcji jadra.

Stopien wygtadzenia estymatora jest odzwierciedleniem okreslonych wlasno-
$ci funkcji jadra w estymatorze. Na rysunku 2.2 przedstawiono wyniki estymacji
funkcji gestosci z wykorzystaniem funkcji jadra o réznych krotnosciach réznicz-
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kowalnosci tych funkgji. Dla 100-elementowej proby wylosowanej z populacji o roz-
ktadzie normalnym z wartoscig oczekiwang 0 i odchyleniem standardowym 1 wy-
znaczono estymatory funkgji gestosci dla funkgji jadra o réznych krotnosciach
rézniczkowalnosci i dla ustalonej wartosci parametru wygladzania (h = 0,42381).

Estymator funkcji
gestodci z gaussowska
funkcja jadra

Estymator funkeji
gestoéci z dwuwagowa
funkcja jadra

Estymator funkcji
gestosci z funkeja
jadra Epanecznikowa

Estymator funkeji
gestosci z jednostajng
funkcja jadra

oo ocs o0

Rysunek 2.2, Estymatory funkgji gestosci dla funkeji jadra o réznych krotnosciach rézniczko-
walnosci

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wykres estymatora funkcji gestosci jest bardziej wygladzony w tych przypad-
kach, gdzie krotno$¢ rézniczkowalnosci funkeji jadra jest wigksza, przy takiej sa-
mej wartosci parametru wygladzania.

Ocena wplywu ksztattu funkeji jadra na rezultat procedury estymacji oraz
poréwnanie ksztaltow funkgeji jadra, zaréwno tych klasycznych, jak i tych, ktore
nie spelniaja warunkow (2.5)-(2.8), jest mozliwa dzigki procedurze skalowania
funkcji jadra. Procedura taka jest dopuszczalna, gdyz parametr skali w jadrowym
estymatorze funkcji gestosci nie jest jednoznacznie okreslony. Oznacza to, ze dla
okreslonej funkeji jadra K(u) mozliwe jest, dla pewnej stalej b, zdefiniowanie

% 1
alternatywnej funkgji jadra K™ (u) = EK % . Funkcje jadra K(u) i K*(u) s3 nazwane

réwnowaznymi funkcjami jadra, poniewaz dostarczaja takich samych estymato-
row funkgji gestosci. Estymator funkeji gestosci z funkeja jadra K(u) i parametrem
wygtadzania h jest taki sam jak estymator funkcji gestosci z funkcjg jadra K ()

i parametrem wygladzania h" = W

W rozwazanej grupie klasycznych funkgji jadra, przy n — +eo, oraz przyjmujac
zalozenie, ze nieznana funkcja gestosci jest dwukrotnie rézniczkowalna, dla ktdrej:

+00

I (f(z) (x))2 dx < +oo,

—00

(2.9)

w klasie funkcji symetrycznych i calkowalnych w kwadracie, funkcja jadra Epa-
necznikowa traktowana jako optymalna w sensie bledu sredniokwadratowego
MSE (Wand, Jones, 1995; Gajek, Katuszka, 1996, Kulczycki, 2005).
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2.3. Funkcje jadra wyzszych rzedow

Funkcje jadra o rzedzie k > 2 (por. wzor (1.18)) sa okreslane jako funkcje jadra
wyzszych rzedow. Funkgje te nie zawsze sg nieujemne i nie s3 funkcjami gestosci,
co powoduje, ze estymatory jadrowe funkcji gestosci wykorzystujace funkcje jadra
wyzszych rzedow nie zawsze sg nieujemne i dlatego nie posiadajg wlasnosci cha-
rakterystycznych dla funkeji gestosci. Mozliwe jest jednak podejscie polegajace
na usunieciu czgsci estymatora, ktora jest ujemna, a nastepnie dokonaniu takiego
przeskalowania, by calka z estymatora wynosila jeden (por. Hall, Murison, 1993).

Funkgje jadra wyzszych rzedéw sg czesto wykorzystywane zaréwno do esty-
magcji funkeji gestosci, jak i do estymacji pochodnych funkcji gestosci. Wynika to
z faktu, ze wzrost rzedu funkcji jadra powoduje lepsze wlasnosci estymatora ja-
drowego, szczegdlnie w przypadku duzych préb. Wymagane sa one w niektérych
tzw. automatycznych procedurach wyboru parametru wygtadzania, jak réwniez
stosowane s3 w celu redukgji rzedu zbieznosci obcigzenia estymatora jadrowego,
prowadzac do szybszej zbieznosci dla miary MISE.

Niech K, (r > 1 jest liczbg calkowity) oznacza ograniczong, v-krotnie (v > 0
jest liczbg calkowita) roézniczkowalng funkcje jadra rzedu 2r, dla ktorej

+oo
I K,, (u)du=1. Rzad funkcji jadra wskazuje bezposrednio na (2 - 1) pierwszych
réwnych zero momentoéw, co oznacza, ze:

+oo

JukK(u)dMZO dla k< 2r (2.10)

oraz
+oo

juer(u)duio. (2.11)

—oo

Poniewaz dla symetrycznych funkcji jadra momenty nieparzyste s3 réwne
zero, rozwazane s3 jedynie funkcje jadra o rzedach parzystych.

Funkcje jadra wyzszych rzedéw moga by¢ konstruowane na podstawie gaus-
sowskiej funkcji jadra, ktdra jest funkcja jadra drugiego rzedu (Wand, Schucany,
1990). Charakteryzuja si¢ one odpowiednia gtadkoscig oraz wygodna postacia
uwzgledniajaca splot funkeji. Ich efektywno$¢ jest poréwnywalna do efektywno-
$ci optymalnych wielomianowych funkgji jadra, szczegélnie w przypadku, gdy
rzad pochodnej estymowanej funkcji gestosci jest maty.

Uogolnienie tego podejscia polega na konstrukcji funkeji jadra wyzszych rze-
déw na podstawie funkcji jadra nizszych rzedéw, co po raz pierwszy zostalo za-
proponowane przez Schucanyego i Sommersa w przykladzie dotyczacym uogoél-
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nionej metody jackknife (Wand, Schucany, 1990; Kim i in., 2003). Zgodnie z tym
podejsciem funkcja jadra czwartego rzedu jest nastepujaca:

K, (u) = ’K, (cu)

2 >

K, (u)= (2.12)

1—-c
gdzie ¢ > 0 oraz K, jest funkcjg jadra drugiego rzedu.

W szczegélnym przypadku, gdy K jest gaussowskg funkcjg jadra drugiego rze-
du, gaussowska funkcja jadra czwartego rzedu ma postac:

_ 3
@J@ZE&LLE@Q, (2.13)

P 1-¢?

gdzie @(u)= ! e[ ? J .
Jan

Wartoscig minimalizujgcg asymptotyczny scatkowany btad sredniokwadratowy

(3—u2)(p(u).

2

AMISE jest ¢ = 1, dla ktérej funkcja jadra ma postaé: G, (u) =
Gaussowska funkecja jadra rzedu 2r (r > 1) jest okreslona jako:
G, (4)=Q, 0 , (2.14)

gdzie Q,, , jest wielomianem stopnia (2r - 2).

Funkcja jadra G,(u) jest funkcjg jadra rzedu czwartego, gdzie Q, _, jest wielo-
mianem drugiego stopnia. W pracy Wanda i Schucanyego (1990) wykazano, ze
istnieje jeden taki wielomian Q, , stopnia mniejszego lub réwnego (2r - 2), dla
ktérego G, (u) jest funkcjg jadra rzedu 2r.

W tablicy 2.2 przedstawione sg gaussowskie funkcje jadra wybranych rzedéw
parzystych.

Tablica 2.2. Gaussowskie funkcje jadra rzedu 2, 4,6, 8 10

Rzad gaussowskiej G, (u)
funkcji jadra 2r "
2 Gz(u):(p(u)
3_ 2
) G4(u)=( u*)o(u)
2
15-10u” +u*
6 Gs(u)=( : 8 el
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Rzad gaussowskiej G, (u)
funkeji jadra 2r N

(105—105112 +21u* —u6)(p(u)

8 Gs(u): 48

(945-1260u? +378u* —36u° +u* ) o(u)
384

10 Glo(u):

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Wand, Schucany (1990).

Hansen (2005) wykazal, ze na wielko$¢ btedu MISE w niewielkim stopniu
wplywa wybor miedzy gaussowska funkcjg jadra i wielomianowg gladka funk-
cja jadra, podczas gdy wybor rzedu funkcji jadra ma duzy wptyw na btad MISE.
Kryterium wyboru rzedu funkeji jadra zaproponowane przez Hansena (2005) jest
funkcjg jedynie liczebnosci préby, a oparte jest na minimalizacji maksymalnego
odsetka odchylenia miedzy rzeczywistym btedem MISE i optymalnym MISE z ca-
tego zbioru réznych funkcji gestosci.

2.4. Gtadkie wielomianowe funkcje jadra

Gladka wielomianowa funkcja jadra jest okreslona dla funkeji jadra s-gladkich
(s = p+ 1) i funkgeji jadra drugiego rzedu w nastepujacy sposob:

(2s+1)!!

Ks(u)Z 25+ ¢
0 dla |u|>1,

(l—uz)s dla |u|£1, .15

1 dla n=0 lub n=1,
nll =
n(n—2)!! dla n=2.

Wraz ze wzrostem wartosci s, funkcja jadra jest bardziej wygladzona, co bezpo-
srednio skutkuje tym, ze estymator funkcji gestosci jest bardziej wygtadzony i po-
siada wiecej pochodnych. Klasa gladkich wielomianowych funkcji jadra zawiera
funkcje jadra jednostajna (s = 0), Epanecznikowa (s = 1), dwuwagowa (s = 2),
trojwagowa (s = 3) oraz dla s — +eo gaussowska funkcje jadra. Estymator funkcji
gestosci z gaussowska funkeja jadra jako szczegdlnym przypadkiem, dla s — +oo,
funkcji jadra wielomianowej, posiada pochodne wszystkich rzedow.
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Uogoélnieniem gladkiej wielomianowej funkgji jadra (2.15) dla funkgji jadra
s-gladkich o rzedzie 2r jest funkcja jadra postaci:

B”(u)Ks(u) dla |u|S1,
K _JPn
2r,s(”) {0 dla |u|>1, (2.16)
gdzie:
(;j (3+sj rl( l)k(;+s+rj u
B, (u)= = g (2.17)

(s+1),, i3 k(r—l—k)!(sj
n—1 2 k

oraz (a)m = H(g +j) jest symbolem Pochhammera.

j=0
Alternatywnymi postaciami funkcji jadra s (Hansen, 2005):

gdzie C! (u) le) 2 r (m 21) jest wielomianem Gegenbauera
g
r—1
oraz K, (u Z —”’“K(z’") (u).
m=0

m'zzm ( 1 j 2m+s
2 2m+s

Dla s — +co funkgcja jadra jest gaussowska funkcja jadra rzedu 2r o postaci

(=) 0" (u)

Gar ()= 2! (r - 1)!u

(2.18)

Dla gladkich wielomianowych funkgji jadra wraz ze wzrostem rzedu 2r funkcja
jadra graniczna jest funkcja Dirichleta o nieskonczonym rzedzie i ma ona postac:

sin(u)' (2.19)

Kpr (”) = i
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Wybrane gtadkie wielomiﬂnowe funkcje jqdra+czwarteg0 i széstego rzedu oraz

ich charakterystyki R(K)= IKz(u)du, K, = qurK(u)du przedstawione sa

w tablicy 2.3.

) )

Tablica 2.3. Funkcje jadra K,

s

(u) i podstawowe charakterystyki R(K) oraz

2r

dla2r=4oraz2r=6

Funkcja jadra Posta¢ funkgji jadra R(K) Ky,
i 1 5 1
Ep;ineczn_lkowa K4’1(u)=—5 1-7,2 K, (u) 2 L
2r=4, s=1 8 3 4 21
i 1
Epanecznikowa Km(u)=ﬂ 1—6u? +£u4 K, (u) 575 S
2r=6, s=1 ’ 64 5 832 429
7
Dwawagowa | g () = Z(1-3u2 ) K, (u) 805 1
2r=4, s=2 : 4 572 33
292 1
Dwuwagowa Ksz(u)zg 12222, 143 . K, (1) 9295 R
2r=6, s=2 ’ 128 3 15 14144 143
Tréjwagowa K“( )—Z(I—Euzjlg (u) 3780 3
2r=4, s=3 16 3 2431 143
7. 2 2
Tréjwagowa ol )—ﬂ(l —6u2+13u4JK3(u) 301455 1
2r=6, s=3 128 3 134368 221
Gaussowska 1 2 27
K, (u)==(3—-u" K (u -
2r=4 4,(9( ) 2( ) tp( ) 32\/5 3
Gaussowska 1 2, 4 2265
K, (u)==(15-10u" +u" |K (u
2r=6 s (4] 8( JKol) 2048\ '

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Hansen (2009).

2.5. Funkcje jadra o najmniejszej wariancji

Funkcja jadra minimalizujaca asymptotyczng wariancj¢ estymatora jadrowego
jest wielomianem rzedu (k — 2) na przedziale [-1, 1]. Wielomian ten jest syme-
tryczny dla k parzystego, natomiast dla k nieparzystego wielomian ten jest niesy-

metryczny.



60 Parametr wygtadzania w estymacji jadrowej...

Ma on nastepujaca posta¢ (Poménkova, 2008):

— | k=2
K(u)z%z 2i+1) vapr , (2.20)

i=v r=0

gdzie Z piu" =P,(x) jest wielomianem Legendre’a stopnia i.
r=0

Przyktady funkcji jadra o najmniejszej wariancji sa przedstawione w tabli-
cy 2.4.

Tablica 2.4. Wybrane funkcje jadra o najmniejszej wariancji

Parametry S, Posta¢ funkgji jadra
1 dl <1
v=0,k=2 K,(u)=12 <1,
(jednostajna funkcja jadra) 0 dla M >1

{——u dla ‘<1
v=1k=3
0 dla u‘>1
{——ul u*) dla ‘u‘Sl,
v=1,k=3
0 dla |u>1
{——1 3u dla ‘u‘Sl,
v=2k=4
0 dla |u>1
105 ,
——|\1=u"|{1-5u dla |u|<],
v=2k=4 K(u)= 16( )( ) ‘ ‘

0 dla |u>1

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Horovd i in. (2012).

Funkgje jadra o najmniejszej wariancji maja male znaczenie praktyczne ze
wzgledu na ich niekorzystne wlasnosci blisko krancéw nosnika.
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2.6. Funkcje jadra optymalne

Optymalnos¢ funkgji jadra wyzszych rzedow jest $cisle zwigzana z efektywno-
$cig estymatora jadrowego, stad w literaturze rozwazane sg rézne miary (Hansen,
2005; Jones, Signorini, 1997).

Niech funkcja jadra K € S, |, gdzie S, , jest okreslone w podrozdziale 1.2,
0<v<k-2orazvik sa jednoczes$nie parzyste albo nieparzyste, (v + k) jest pa-
rzyste. Funkcja jadra jest okreslana jako optymalna, gdy jest wielomianem rzedu
k, gdzie k jest rzedem funkcji jadra (Horova i in., 2012).

Zal6zmy, ze funkcja jadra K € S, spelnia warunek minimalnej liczby zmian
znakow, okreslajacej dokladnie (k - 2) zmian znakéw na przedziale [-1, 1]. Ozna-
cza to, ze dla funkgji jadra K okreslonej na przedziale [-1, 1] istnieje (k — 1) prze-
dziatow [x,_,x] c [-1,1],i=1,...,k-1,x,=-1,x_ =1, ze:

K(x)K(y) = 0 dla wszystkich x, y € [x_,x],i=1,...,k-1oraz K(x)K(y) <0 dla
wszystkich x € [xH, xi],y IS [x,_, xM] i=1,..., k-3 (Horova, 2015).

Funkcja jadra optymalna K jest funkcja minimalizujacg wyrazenie (Miiller,
1984):

2
k—v |2k+

2v+1 1 e
[I K’ (x)dx] = [|1<k|2"+1 K TM , o (2.21)
21

jka(x)dx

-1

T(K)=

oo +oo
gdzie x, = JukK(u)du, natomiast K= sz(u)du ,

przy zalozeniu, ze funkcja jadra K € S, ma dokladnie (k — 2) zmian znakéw na
przedziale [-1, 1].

Minimalizacja T(K) dla v = 0 i k = 2 wraz z dodatkowym warunkiem K(u) > 0
zostala wykorzystana do wykazania optymalno$ci funkgji jadra zwanej funkcja
jadra Epanecznikowa.

Oznaczmy przez

Ky(u) :LK(u), (2.22)

gdzie K € Sv’ o 6>0.
Funkcjonal T(K) jest niezmienniczy ze wzgledu na transformacje:

)

Funkcje jadra K i K; s3 okreslane jako réwnowazne funkcje jadra.

K-
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Optymalne wielomiany K stopnia k majg postac:

(_1) v! < : k, r (2 23)
K(u)=—2 ;<zz+1 0 gp -3t ) .
gdzie 2 plu' =P Z pou’ = ) s3 wielomianami Legendrea odpowiednio

stopnia i oraz k.

Przyklady funkcji jadra optymalnych sg przedstawione w tablicy 2.5.

Tablica 2.5. Wybrane funkcje jadra optymalne

Kslasa Posta¢ funkcji jadra
v, k
v=0
-Z —1 dl <1,
SO,Z u a ‘u‘
0 dla ‘u‘>1
u —1 7u —3) dla ‘ ‘<1
SO,4
dla ‘u‘>1
—E u —1 33u —30u +5) dla ‘ ‘<1
SO,6
0 dla \u\>1
315 (4 =1)(715u° —1001u* +385u> - 35) dla |u<1,
S 4096
0 dla ‘u‘>1
3465 4199u —7956u° + 4914u* —10924> +63) dla |u<1,
S 65536
0 dla ‘u‘>1
v=1
S u —l dla ‘u‘<1
1,3
O dla ‘u‘>1
—Eu 9u —5) dla ‘u‘<1
SI,S
0 dla ‘u‘>1
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Posta¢ funkgji jadra

%u(uz —1)(143u* —154u> +35) dla fu|<1,

0 dla [u>1

3465

4096
0 dla ‘u‘>1

u(u2 —1)(110514"’ ~17551u* +819u> -105) dla |u|<1,

u
65536
0 dla ‘u‘>l

=2

—%(uz—l)(Suz—l) dla u|<1,

0 dla [u[>1

{@ (u2 —1)(260015u8 —14212u® +10098u* —2772u° +231) dla [u<1,
{ﬁ(uz—l)(77u4—58u2+5) dla [u|<1,
64

0 dla |uf>1

3465
S,, | K(u)=1 2048
0 dla ‘u‘ >1

(u” =1)(1755u° —2249u* + 7214 -35) dla |u<1,

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Poménkova (2008); Horova i in. (2012).

Wykorzystujac odpowiednie wlasnoéci wielomianu Legendrea, mozna wykaza¢,
ze dla nosnika funkgeji [-1, 1], pierwsza pochodna funkgcji jadra optymalnej o para-
metrach v, k i parametrze gtadkosci p = 0 jest funkeja jadra o najmniejszej wariancji,
gdzie v+ 1ik+ 1 s liczbami catkowitymi jednoczesnie parzystymi lub nieparzystymi.

Uwzgledniajac okreslenie gtadkich funkcji jadra z rozdziatu pierwszego, moz-
liwa jest konstrukcja funkcji jadra gtadkich optymalnych. Przyktady funkcji jadra
optymalnych gladkich sg przedstawione w tablicy 2.6.

Tablica 2.6. Wybrane funkcje jadra optymalne gtadkie

Klasa 8%, Przyktad funkji jadra z klasy SY,
st E(l—uz)2 dla ‘u‘Sl,
0.2 Ky (u)=116
Dwuwagowa 0 dla ‘u‘ >1
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Tablica 2.6. cd.
Klasa ¥, Przyktad funkcji jadra z klasy SV,
35 2\3
—|1- dl <1,
Sé’z KTW(u): 32( ¢ ) : ‘“‘
Tréjwagowa 0 dla ‘u‘ >1
S5 KE) ()= — 2wt -1)(5u-1) dia [ul<1,
Druga pochodna T o dla >
tréjwagowej
105 [, 2
— - 1 <1,
811’3 K(u)={16 u(u 1) dla ‘u‘ 1
0 dla |u>1

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Miiller (1984); Horova i in. (2012).

. SRR T 7 v
Mozna zauwazy¢, ze jezeli K € S}, , wowczas K Ve g

Vv,k+v*

Dla k nieparzystych funkcja jadra jest symetryczna, dla nieparzystych warto-
$ci k funkcja jadra jest asymetryczna.

Funkcje jadra optymalne moga by¢ réwniez konstruowane dla innych nosni-
kow funkcji jadra niz [-1, 1]. No$nik moze by¢ okreslony jako [—g, 1] dla funkcji
jadra optymalnej z prawym brzegiem, natomiast [-1, q] dla funkcji jadra opty-
malnej z lewym brzegiem.

Dla noénika [-1, g], 0 < g < 1, klasa funkcji jadra jest okreslona w nastepujacy
sposob (Poménkova, 2008):

Sv,k,L -

KeC' [—l,q], dla noénika [—l,q],
\ 0 dla 0<j<k-1j#V,
Iij(x)dxz (—l)vv! dla j=v,
-1 K, #0 dla j=k.

(2.24)

Dla funkcji jadra K € S, ki zachodzi K(-1) = K(gq) = 0.
Przyktady funkcji jadra optymalnych z lewym brzegiem sg przedstawione w ta-

blicy 2.7.
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Tablica 2.7. Wybrane funkcje jadra optymalne z lewym brzegiem

I;lasa Posta¢ funkgji jadra z lewym brzegiem
vk L
58,3549’ +85,4375u" —0,0332u> —32,7080u” +
Soar | K(u)=1-2,9910u+2,6291) dla ue[-1;0,2679],
0 dla ue¢[-102679]
10%(0,3107u” +0,9405u° +1,0040u° +0,4011u* +
Soer | K(u)=4+7,1680-10""u" —0,0290u" —0,0016u +0,0005) dla ue[—1;1,1303],
0 dla wue[-111303]
—177,4043u” —237,8810u°® +131,8714u° +241,9009u* +
Soer | K(u)=1-6,9026-10""u’ —54,7696u" —2,0280u +3,1887) dla ue[—1;0,4075},
0 dla wue[-10,4075]
10°(1,0074u° +4,2709u® +7,3114u” +6,3922u° +2,9240u° +0,5931u* +
Sosr | K(u)=4-6,5125-10"""4"-0,0140u> —0,00051 +0,0001) dla ue[—1;0,0779],
0 dla ue[—1;0,0779]
10*(-1,1024u° — 3,6208u® —4,0740u” —1,3609u° +0,5880u> +0,41911u* +
Sos: | K(u)=1+6,5070-10""4> —0,0291u” —0,0008u +0,0006) dla ue[—1;0,2z90],
0 dla wue[-10,2290]
10°(0,5923u° +0,6862u® —0,9995u” —1,3576u° +0,2463u° +0,5957u’ +
Sosr | K(u)=4+2,6257-10"°u’ —0,0906u" —0,0017u+0,0038) dla ue[—1;0,5019],
0 dla ue¢[-10,5019]
10*(-1,0375u°® —1,6271u” —6,0590-10 " u* +
Sisi | K(u)=1+0,7944u’ +0,1277u” —0,0824u~0,0053) dla ue[-1;0,3139],

0 dla ue [—1; 0,3139]

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Poménkova (2008).
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2.7. Kanoniczne funkcje jadra

W literaturze przedmiotu okresla si¢ klase funkcji jader rownowaznych, ktore
prowadza do identycznego estymatora jadrowego gestosci. Mozliwe jest okre-
slenie pewnej operacji przeskalowania funkcji jadra K € S, w taki sposdb, by
funkcje jadra otrzymane w wyniku tego przeskalowania stanowily funkcje jadra
réwnowazne dla odpowiednio dobranego parametru wygltadzania h. Niech K(u)
bedzie funkcjg jadra spetniajacg warunki (2.5)-(2.8) oraz niech K4(u)= %K [%
(dla § > 0) bedzie pewng forma przeskalowania funkcji jadra. Niech f, oznacza
estymator jadrowy z funkcjg jadra K € S, i parametrem wygladzania s, natomiast
fj, oznacza estymator jadrowy z funkcja )qdra K(u) i parametrem wygladzania /.
Dla h=hd zachodzi:

f,,(x)=#zn:1<(x_hxij n;SZK(thX j:fﬁ(x). (2.25)

i=1 =1

Oznacza to, Ze rézne wartoéci 6 odpowiadaja r6znym elementom klasy funkcji
jadra réwnowaznych.

Dla estymatora jadrowego funkcji gestosci blad AMISE (dla k = 2) przyjmuje
nastepujaca postac:

AMISE| (x) |= h, T[f(z’ (x)de+£h,

4 n

—oo

gdzie: x, = I w’K(u)du, k= j K*(u)du

Nie jest zatem mozliwa bezposrednia optymalizacja bledu AMISE jedynie ze
wzgledu na funkcje jadra, co spowodowane jest powigzaniem funkgji jadra i pa-
rametru wygltadzania w postaci btedu AMISE.

Dla pewnej Klasy funkcji jadra K (1), K € S biad ten jest nastepujacy:

AMISE[}KW (x)}z%?o[f(z)(xﬂzdx+%, (2.26)

—oo

+oo

gdzie: (K ) = j K yop (1) dut, k(K )= j K2, (u)du.

—oo —oo

o Yor jest czynnikiem kanonicznym. Jest on okreslony

Dla funkgji jadra K € §
1
2k+1
jako Yy = K_i . Funkcja jadra K | natomiast jest funkcjg jadra kanoniczng,

dla ktorej K(Kyok) = Kg(Kyok ).
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W AMISE [ f X, (x)} wystepuja wyrazenia zalezne od K (u), to znaczy: K5 (Ks)
oraz K(Kj). Podejscie oznaczajace oddzielenie zagadnien wyboru parametru wy-
gladzania h i wyboru funkgji jadra K polega na poszukiwaniu takiej wartosci 6, by
spetniona byla réwno$¢ k(Ky) = K (Kg).

Dla kanonicznej funkcji jadra dla klasy réwnowaznych funkcji jadra Kj ,
dla ktérej mozliwe jest oddzielenie funkcji jadra i parametru wygltadzania, real-
ne jest okreslenie takiego parametru wygtadzania §, zwanego parametrem ka-

nonicznym, ktéry jest wyznaczony z réwnoséci kK(Kg)=1x5(K;) i przyjmuje on
1

. K s
postac: 8y =| — | .
K, 1

2k+1
Dla funkgcji jadra K € S, czynnik kanoniczny ma postac: 8, = —2] ,
a miara AMISE:

AMISE[}KW (x)J :%T[ﬁk) (X)T s K(Iljzok) ‘

—o0

Wartosci kanonicznych parametréw wygtadzania dla wybranych funkcji jadra
przedstawia tablica 2.8.

Tablica 2.8. Kanoniczny parametr wygtadzania dla wybranych funkcji jadra

Funkcja jadra Kanoniczny parametr §;
1
Jednostajna (2]5 =1,3510
2
1
Troéjkatna (2)5 =1,3510
2
1
Epanecznikowa 155 ~1.7188
1
Dwuwagowa 355 ~2,0362
L
Tréjwagowa 9450 =2,3122
143
1
Gaussowska Lol 0,7764
4an
1
Kosinusowa (2)5 =1,3510
2

Zrédto: Hardle i in. (2004).
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Blad AMISE z funkcjg jadra K;;  ma postac:

AMISE| f,, (x)]= {$+ih4+jf[f(2) (x)T dx}T(K) : (2.27)

gdzie: T(K)= S—K(Ks) Sia(Ky) ={x* (KK (KS)} (2.28)
0

Oznacza to, ze jedynie stala multiplikatywana T(K) jest zalezna od funkcji ja-
dra. Stala ta jest rdzna dla réznych postaci funkcji jadra, ale nie ma wptywu na
wlasnosci AMISE. Stala T(K) jest niezmiennicza od reskalowania funkgji jadra.
Oznacza to, ze T(K )—T(K ) dlag, 6, >0.

Miara AMISE jest asymptotycznle rowna dla réznych réwnowaznych klas wte-
dy, gdy bedzie wykorzystana funkcja jadra K5 jako reprezentant dla kazdej klasy.
Zastosowanie K zapewnia taki poziom gladkosa jaki jest asymptotycznie réw-
ny dla réznych klas réwnowaznych funkgji jadra (dla takiego samego parametru

wygtadzania). Pozwala to na dokonanie poréwnania estymatoréw gestosci, gdyz
zastosowanie takiego samego parametru wygladzania h, ale réznych funkcji jadra
K* i K%, nie skutkuje zawsze estymatorami o takim samym stopniu wygtadzenia.
Natomiast zastosowanie parametru wygtadzania A, ale z kanonicznymi wersjami
funkgji jadra K* i K, powoduje, ze estymatory gestosci charakteryzuja sie takim
samym poziomem wygladzenia.

Wiasnos¢ powyzsza pozwala na dokladne okreslenie zaleznosci miedzy para-
metrami wygladzania /1, i h, stosowanymi do estymacji z identycznym poziomem

gladkosci estymatora dla dwoch réznych funkeji jadra K* i K?, gdzie A i B okreslaja
B

hy = h,;é dla 8 i 87, przedstawionych w tablicy 2.8.

Funkcje jadra kanoniczne sg uzyteczne rowniez w wyznaczeniu funkcji jadra
optymalnej. Blad AMISE z funkcjg jadra K zalezy od funkgji jadra tylko po-
przez stalg multiplikatywna T(K), co oznacza, ze optymalna funkcja jadra to ta,
ktéra minimalizuje T(K). Jednoczes$nie w ten sposdb dokonane jest oddzielenie
wyboru parametru wygtadzania od wyboru funkcji jadra. Funkcja jadra mini-
malizujacg T(K), czyli minimalizujaca AMISE z+ewwzgle;du na fu&kcjg jadra, dla

nieujemnej funkcji jadra spelniajacej warunki .[ K(u)du=1, I uK (u)du=0
. e oo

i J. uzK(u)du =k, >0 , ma posta¢ (Hodges, Lehmann, 1956):

—oo
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3 1 (1_u2] dla |u|<5%,/1<
a4l L 5K - >
K(u)= 52k, 2

1
0 dla |u| > 55\/1(72.
oo

1
Dla J. wK(u)du=x, = s funkcja jadra jest funkcja jadra Epanecznikowa o po-
staci: —e

(2.29)

3 2
KE(u)z Z(l—u) dla |u|£1,

0 dla |u| >1.

Dowdd przedstawiony w pracy Devroya i Gyorfiego (1985).

Tablica 2.9. prezentuje warto$ci T(K) dla wybranych funkcji jadra oraz wartosci
5

dwoch miar efektywnosci funkgji jadra K: Ef, = r(K) oraz Ef, = M :
T T(K) Clr) )

Tablica 2.9. Wartosci T(K) oraz miary efektywnosci dla wybranych funkcji jadra

Funkcja jadra T(K) Ef, Ef,
Jednostajna 0,3701 1,0602 0,9300
Trojkatna 0,3531 1,0114 0,9860
Epanecznikowa 0,3491 1,0000 1,0000
Dwuwagowa 0,3507 1,0049 0,9940
Tréjwagowa 0,3699 1,0595 0,9870
Gaussowska 0,3633 1,0408 0,9510
Kosinusowa 0,3494 1,0004 0,9990

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Hardle i in. (2004); Wand, Jones (1995).

Mozna zauwazy¢, ze ,straty” wynikajace z zastosowania funkcji jadra innej niz
optymalna (Epanecznikowa) s3 niewielkie. Funkcja jadra jednostajna ze wzgle-
du nie tylko na matg warto$¢ miary efektywnosci Ef,, ale rowniez ze wzgledu na
to, ze estymator wykorzystujacy jednostajng funkeje jadra jest ,,kawatkami” staty,
nie jest czesto stosowana w praktyce. Wybor funkcji jadra moze by¢ dokonywany
uwzgledniajac inne charakterystyki, na przyklad efektywnos$¢ obliczeniows, a nie
tylko optymalnosc¢.



70 Parametr wygtadzania w estymacji jadrowej...

Efektywno$¢ Ef, przedstawia iloraz dwoch liczebnosci préb: liczebnosci proby
dla minimalnej warto$ci AMISE dla funkcji jadra Epanecznikowa oraz liczebno-
$ci proby dla funkgcji jadra K. Oznacza to, Ze w estymacji funkcji gestosci z opty-
malng funkcja jadra Epanecznikowa wymagane jest zaledwie 95,1% obserwacji,
gdy estymacja gestosci dokonywana jest z wykorzystaniem gaussowskiej funkeji
jadra przy warunku, ze btad AMISE jest minimalny.

2.8. Asymetryczne szescienne funkcje jadra

Klasa asymetrycznych standaryzowanych (z wariancja réwna 1) funkcji jadra
o wspolczynniku asymetrii w moze by¢ przedstawiona jako (Abadir, Lawford, 2004):

Kw(u):{a(u—kl)(u—kz)(u—kd dla ue(A,2,),

0 dla ug(AoA,), 20

gdzie:
>“2
w= I u3KW (u)du,
}\’l

_12(r—1ﬂr2—3r+1f
* 5(1’+1)5

5
Ay ==
! —r* +3r—1
5
A, =r|——
2 —r* +3r—1

_ 3—4r+3r’
’ (r—l)\/S(—r2+3r—l) ’
7\’1

Dla w € (05 0,29] funkcja jadra minimalizuje blagd MISE.

Dla w = 0 jest to funkcja Epanecznikowa.

Abadir i Lawford (2004) zaproponowali asymetryczne funkcje jadra i prze-
analizowali ich podstawowe wlasnosci. Wykazali, ze dla préb o umiarkowanych
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liczebnosciach estymatory funkeji gestosci daza do nabywania najistotniejszych
wlasnodci ich funkgji jadra. Wykazano, ze optymalng asymetryczna funkcja jadra
jest szeScienna funkcja jadra ze Srednig zero.

Wiasnosci asymptotyczne asymetrycznych funkeji jadra wraz z okresleniem
rozkladu granicznego klasy asymetrycznych funkcji jadra przedstawione sa
w pracy Fernandesa i Monteiro (2005) poprzez zastosowanie niecentralnego
twierdzenia granicznego dla zdegenerowanej U-statystyki ze zmienng funkcja
jadra.

2.9. Funkcje jadra stosowane w estymacji funkcji
gestosci z ograniczonym nosnikiem

Klasa symetrycznych funkcji jadra beta na przedziale [-1, 1] okreslona jest w na-
stepujacy sposob:

(1-w)’
K(usp)=122"B(p+1,p+1)
0 dla [u>1,

dla |u| <1, (2.31)

1
gdzie B(p+Lp+1)= Itp (1- t)p dt dlap+ 1> 0 jest funkcja beta (calka Eulera
0

I rodzaju). Tak okreslone funkcje jadra sg symetrycznymi funkcjami gestosci beta
na przedziale [-1, 1].

Dla funkcji jadra okreslonej przez (2.31) szczegolne przypadki w zaleznosci od
wartosci parametru p sa przedstawione w tablicy 2.10.

Tablica 2.10. Funkcje jadra w zalezno$ci od wartosci parametru p

Warto$¢ parametru p Funkgja jadra
p=0 jednostajna
p=1 Epanecznikowa
p=2 dwuwagowa
p=3 tréjwagowa

p—> oo gaussowska

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Wand, Jones (1995).
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Gdy nosnik funkcji gestoéci jest nieograniczony (—eo, +c0), estymator jadrowy
gestosci z klasyczng funkcja jadra oraz symetrycznymi funkcjami jadra beta na
przedziale [-1, 1] charakteryzuje si¢ dobrymiwlasnosciami. Przy zalozeniu, ze dru-
ga pochodna funkgcji gestosci istnieje i jest ciggla w otoczeniu punktu x, obcigzenie

estymatora klasycznego dla nh — 0 ma postac B[f(x)} = %hzf(z) (x)x, + o(h2 ) .

Niestety, gdy funkcja gestosci jest ucieta lewostronnie lub prawostronnie, powyz-
sze okreslenie obcigzenia nie jest prawdziwe. W przypadku gdy funkcja gestosci
jest lewostronnie ucieta w punkcie x = 0 obcigzenie estymatora w x = ch, ¢ > 0 ma
posta¢ (Zhang, Karunamuni, 2010):

760

= —f(x)]joK(u)du —hf’(x)_j; uK (u)du +%h2f(2) (x)_j;uzK(u)du + o(h2 ) (2.32)

Dla symetrycznej i nieujemnej funkcji jadra i skonczonej wartosci ¢ > 0 spelnio-
+00 Cc

ne sg nierdwnosci: 0 < I K (u)du <li I uK (u)du # 0, dlatego estymator jadrowy
nie jest zgodnym estymatorem dla funkcji gestosci. Co wigcej, tempo zbieznosci
obcigzenia estymatora klasycznego do zera jest wolniejsze niz zwykle tempo, czyli
O(h?). Problem ten jest okreslany jako problem obcigzenia brzegowego w estyma-
cji jadrowej gestosci, natomiast przedzial, na ktéry skladaja sie te punkty, zwany
jest obszarem brzegowym.

Dla funkgcji gestosci z ograniczonym no$nikiem estymator jadrowy gestosci
powoduje, niestety, powstanie obcigzenia brzegowego.

Dla funkcji gestosci z nosnikiem [0, 1] Chen (1999, 2000a) zaproponowat
podejscie wykorzystujace funkcje jadra beta okreslong na przedziale [0, 1], wy-
korzystujace w konstrukcji estymatora parametr wygladzania h, spelniajacy wa-
runki: h — 0 dla n — +oo. Prowadzi to do estymacji jadrowej bez obciagzenia brze-
gowego. W estymacji funkeji gestosci z ograniczonym nosnikiem, na przyklad
[0, 1], dla ktdrej istnieje ciggta druga pochodna, funkcja jadra K . (u - ] (u),

L] 241, =241
b b
. ‘o . u 1-u
bedaca funkcjg gestosci rozktadu beta z parametrami Z-H oraz +1 na
przedziale [0, 1] jest wowczas stosowana. Funkcja ta ma postaé:
4 1-u
ul (1—u) n
’ dla 0<uc<l,
K u)= u —u (2.33)
o[t ) () B(h“’ hﬂj

0 dla u<Olubu>1.
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Odpowiedni wybdr parametrow funkcji gestosci rozkladu beta uwzglednia in-
formacje, ze jezeli x jest maksimum lokalnym funkgji jadra beta, to funkcja ta
przypisuje maksymalna wage do obserwacji w estymowanym punkcie. Wowczas
estymator jadrowy dla x € [0, 1] ma postac:

fBl ZK (7 ", 1-u
i=1 b

) ( X,-) ) (2.34)

Estymator jadrowy funkcji gestosci (2.34) jest nieujemny, tempo zbieznosci

wariancji jest mniejsze dla punktéw zwanych punktami brzegowymi: % —c¢ lub

1—
=% ¢ Chociaz estymator wykorzystujacy funkcje jadra beta jest wolny od

obcigzenia brzegowego, nie jest wolny od probleméw brzegowych spowodowa-
nych wzrastajaca wariancja w punktach brzegowych. Estymator ten ma mniej-
szg wariancje dla skoniczonych préb w poréwnaniu z klasycznymi estymatorami
uwzgledniajacymi korekcje obcigzenia.

Wystapienie w wyrazeniu na obcigzenie estymatora f & (x) pierwszej pochod-
nej funkcji gestosci f'(x) powoduje, ze poréwnanie estymatora z funkcja jadra
beta z innymi klasycznymi estymatorami jest niemozliwe. Chen proponuje zatem
nastepujaca brzegowa funkeje jadra (Chen, 1999), pozwalajaca na korekeje obcia-
zenia, o postaci:

K/, (1) dla wue(2h, 1-2h),
)
KBZ(u)z K(p(u) l_uj(u) dla ue[O, 2h], (2.35)
b
K dl 1-2h, 1|,
{% p(l—u)] (u) a ue[ ]
gdzie:
p(u)zp(u,h)=2h2+2,5—\/4h4+6h2+2,25—u2—%. (2.36)

Dla kazdej ustalonej wartosci parametru wygladzania h, p(u, h) jest rosnaca

funkcjg u € [0, 2h]. W szczegolnosci posiada styczna y :% w punkcie x = 2h
ip(0,h)=1.
Estymator jadrowy ma wdwczas postac:

fBz Z KBz (2.37)
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Estymator ten jest zawsze nieujemny, co jest spowodowane tym, ze funkcja
jadra jest zawsze nieujemna. Ksztalt funkcji jadra zmienia sie w zaleznosci od
wartosci x i jest odzwierciedleniem poziomu wygladzenia zastosowanego w es-
tymatorze z funkcja jadra beta, przy czym poziom wygtadzenia nie jest spo-
wodowany zmiang wartosci parametru wygtadzania (w odréznieniu od innych
estymatoréw adaptacyjnych). Estymator jest pozbawiony obcigzenia brzegowe-
go i charakteryzuje si¢ mniejsza wariancja niz znane w literaturze metody ogra-
niczenia obcigzenia. Ma lepsze wlasnosci dla proby skonczonej niz ograniczony
estymator.

Gléwnymi zaletami estymatora jadrowego z funkcjg jadra beta, przede wszyst-
kim, jest nieujemno$¢ estymatora, brak obcigzenia brzegowego oraz rzad bledu
MISE wynoszacy O(%/] , czyli taki sam jak dla estymatora gestosci z klasyczna
funkcja jadra. n’>

Ksztalt funkgcji jadra beta zmienia sie w zaleznosci od obserwacji, w ktdrej do-
konywana jest estymacja, w ten sposob, ze dostosowanie poziomu wygladzenia
w okreslonych punktach estymacji jest mozliwe bez wyraznej zmiany parametru
wygltadzania. Dlatego tez estymatory gesto$ci wykorzystujace funkcje jadra beta
traktowane s3 jako adaptacyjne estymatory funkcji gestosci. Nosnik funkgji ja-
dra beta dopasowuje si¢ do nosnika funkeji gestosci, co prowadzi do wigkszej
efektywnosci liczebnosci proby wykorzystanej w estymacji gestosci i do tego, ze
estymator gestosci ma mniejszg wariancje.

W konstrukgji funkeji jadra beta wykorzystuje si¢ (Chen, 1999) wlasno$¢ wie-
lomianéw Bernsteina, méwiaca, ze dla ciaglej funkcji o ograniczonym nosniku
zbiezno$¢ wielomiandéw Bernsteina tej funkcji jest jednostajna, co oznacza, ze
wielomiany Bernsteina nie sg obarczone obcigzeniem brzegowym. Wielomiany
Bernsteina wykorzystuja funkcje jadra dwumianowe, ktére sa funkcjami jadra
beta i majg zastosowanie w nieparametrycznej estymacji regresji (Chen, 2000a)
oraz w estymacji kwantyli (Stone, 1977; Zielinski, 2004).

Klasa ucietych i znormalizowanych funkcji jadra stanowi klase funkeji po-
wstalych poprzez kombinacje dwdch funkcji jadra z gorszymi wlasnosciami
zwigzanymi z obcigzeniem. Obcigzenie estymatora z tak okreslong funkcja ja-
dra ma taki sam rzad zbieznosci zaréwno w $rodku, jak i w obszarach brzego-
wych nosnika.

Dla funkeji gestosci z nosnikiem [0, +o0) oraz dla funkgji jadra klasycznego
K(u) okreslonego przez (2.5)-(2.8) konstrukcja ucietych i znormalizowanych
funkcji jadra K_(u) polega na obcigciu funkcji jadra K(u) w punkcie c, a nastgpnie

na znormalizowaniu w taki sposéb, by I K, (u)du=1.

Ucigtawx=ch (c20)i znormalizowana wyktadnicza funkcja jadra ma po-
stac:
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M dla ue(—oo,c],

c

KmExp(u)z J.exp(—|u|)du (2.38)

—oo

0 dla ue (—oo,c].

Ucieta w x = ¢h (¢ 2 0) i znormalizowana funkcja jadra Epanecznikowa ma
postac:
.2
- L-u dla ue(-Lc],
K. ()= J.(l_”z)d” (2.39)

-1

0 dla ues(—l,c].

Ucieta i znormalizowana funkcja jadra K_ (u) zalezy od punktu x, gdzie funkcja
gestosci jest estymowana. Mozna wykazaé, ze estymator wykorzystujacy funkcje
jadra K_(u) jest rownowazny estymatorowi odbicia (Silverman, 1986).

Kombinacja ucietych i znormalizowanych funkeji jadra oraz uogélnionej me-
tody jackknife jest stosowana tak, by obcigzenie miato rzad O(h?) wszedzie w ob-
szarach brzegowych. Przyklad wykorzystania tej metody do gaussowskiej funkeji
jadra jest przedstawiony w pracy Wanda i Schucanyego (1990).

Niech nos$nik funkgcji bedzie okreslony jako [0, 1]. Dla ustalonego x i parametru
wygladzania h, indeks g jest liczbg rzeczywista g € [0, 1], méwiacy, jaki parametr
wygladzania jest stosowany w zbiorze punktéw (Kyung-Joon, Schucany, 1998):

q=min {%1} dla xe {oéj (2.40)
1- 1
q= min{Tx,l} dla xe (5,1] (2.41)

Dla g= % <1 nos$nik estymatora funkcji jadra jest mniejszy niz x + h. Efek-

oraz

tywna dziedzina funkcji jadra jest okreslona jako [-1, g), zamiast [—-1, 1] jak dla
punktéw wewnetrznych. Dlatego tez modyfikacja ucinania i renormalizacji po-
mija cze$¢ funkeji jadra lezaca miedzy g i 1 i renormalizuje funkcje jadra miedzy
-1 a g. W wyniku tego otrzymujemy brzegowa funkgje jadra.

Okreslona moze by¢ réowniez liniowa kombinacja dwoch réznych tego typu
funkcji jadra brzegowych, czyli uogélniony estymator jackknife. Zastosowanie
funkgji jadra tego typu powoduje, ze obciazenie estymatora w obszarach brzego-
wych jest takie samo jak i wewnatrz no$nika.
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Mozliwe jest rowniez wykorzystanie tej procedury dla okreslonego lewego
efektu brzegowego, czyli dla g = % <1 i dla funkgji jadra drugiego rzedu K(u) na

przedziale -1, 1]. Jezeli x nalezy do przedziatu [0, h), oznacza to, ze jest w lewym
obszarze brzegowym. Wéwczas symetria funkcji jadra nie jest spelniona i ponadto

q
J. K, (u)du#1 oraz j uK, (u)du #0. Stad proponowana jest ucieta funkcja jadra:
-1

-1

Klq(u):qKi dla -1<u<gq. (2.42)

I K, (u)du
-1
Nastepnie jest ona normalizowana w taki sposob, by calka z estymatora byla
réwna 1. Obciazenie i wariancje dla estymatora regresji oraz posta¢ asymptotycz-
nego bledu MSE przedstawili w swojej pracy Kyung-Joon i Schucany (1998).
Funkcja jadra gamma zostala zaproponowana przez Chena (2000b) do esty-
magcji funkcji gestosci z nosnikiem [0, +o). Funkcja jadra gamma charakteryzuje
sie podobnymi wlasnosciami jak brzegowa funkcja jadra beta - jest nieujemna,
wolna od obcigzenia brzegowego oraz osiaga optymalny rzad zbieznoéci dla bledu
MISE.
Funkcja jadra gamma jest funkcja gestosci rozktadu gamma i jest okreslona
w nastepujacy sposob (Zhang, 2010; Hirukawa, Sakudo, 2014):

0 dla u<o,

u

j(u)z ;ubexp[—%j dla u>0, (2.43)

bbﬂl“(u + 1)
b

u
3 +1>0 jest parametrem ksztaltu,

gdzie:

b > 0 jest parametrem skali, spelniajacym warunek b — 0 dla n — +oo;
dla / bedacego parametrem wygladzania w klasycznym estymatorze funkcji
gestosci zachodzi nastepujaca zalezno$¢ b = O(h?),

+o0 u
F(% + 1) = J- e 'ttdt jest funkcja gamma Eulera.

0

+00 +00

2 2
Wowczas przyjmujac zalozenie, ze J[ f w(x)} dx i J.[xf m(x)} dx s3
0 0
skonczone, estymator funkcji gestosci jest nastepujacy:
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for(x)= Z 7+1b X;) (2.44)

=1

Estymator ten jest estymatorem zgodnym i asymptotycznie nieobcigzonym
(Chen, 2000b). Estymator z funkcjg jadra okreslong przez (2.43) jest nieujemny
i wolny od obciazenia brzegowego w odrdéznieniu od estymatora klasycznego i es-
tymatora z ucieta i znormalizowana funkejg jadra, dla ktérych brzegowe obcig-
zenie spowodowane jest zwigkszong wariancja. Estymator z funkcja gamma cha-
rakteryzuje sie tym (w odréznieniu od estymatora z funkcja beta), ze wariancja
ulega zmniejszeniu gdy miejsce, gdzie wygladzanie jest dokonywane, oddala si¢
od obszaru brzegowego. Ma to szczegdlne znaczenie w estymacji gesto$ci z obser-
wacjami rzadko wystepujacymi.

W celu zmniejszenia obcigzenia estymatora funkeji gestosci Chen (2000b) roz-
waza rowniez pewna modyfikacje funkeji jadra (2.43). Funkcja jadra ma wowczas
postac:

0 dla u<o,
Koo ()= L ol exp(_ u J da uso 24
bp,,(u)r(pb (x)) b
% dla ue |:2b,+oo))
z parametrem ksztaltu p, (u) = (2.46)

2
l(ﬁj +1 dla ue[0,2b).
4\ b

Funkcja jadra (2.45) jest funkcja gestosci rozkladu gamma z parametrem

u
ksztaltu 7~ i parametrem skali b we wnetrzu nosnika. Rozklad ten jest nieograni-

b
czony dla x bliskich zeru.
Estymatorem czesciej stosowanym w praktyce jest estymator funkeji gestosci
ze zmodyfikowang funkcja jadra gamma o postaci:

sz Z K i . (2.47)

Estymator ustala rozmiar obszaru brzegowego do obszaru od 0 do 2b niezalez-
nie od ksztaltu prawdziwej funkcji gestosci.

Mozna wykaza¢ (Zhang, 2010), ze w odrdznieniu od estymatora wykorzystu-
jacego funkcje jadra beta, estymator gestosci z funkcjg jadra gamma w lewym
krancu nosnika jest rownowazny estymatorowi z ucietg i znormalizowang funkcja
jadra.
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Malec i Schienle (2013) zaproponowali estymator jadrowy ze zmodyfikowana
funkcjg jadra gamma z dodatkowym parametrem dostrojenia ¢ dostosowanym
do ksztaltu gestosci blisko obszaréw brzegowych. Wykazali réwniez, ze dla tak
okreslonego estymatora jego wlasnosci w probie skonczonej sg zdecydowanie lep-
sze w poréwnaniu z estymatorem jadrowym z klasyczng funkcjg gamma i innymi
klasycznymi estymatorami wykorzystywanymi w procedurach zwigzanych z wy-
stapieniem obcigzenia w obszarach brzegowych. Gdy prawdziwa funkcja gesto-
$ci zbliza si¢ do obszaréw brzegowych z pochodng istotnie rézng od zera (dane
wysokiej czestotliwo$ci, estymacja spektralna dla szeregéw czasowych o diugiej
pamieci), wowczas estymator Malca i Schienla jest zalecany.

Malec i Schienle rozwazali dwa rodzaje zmodyfikowanych funkcji jadra z para-
metrem dostrojenia ¢ (¢ € (0, 1]):

0 dla u<0,
Kpi;(u))b(u): ;up”(")_lexp(—zj dla u>0 (2.48)
bpb(u)r(pb(x)) b
dlai=1T lub II,
gdzie parametry ksztaltu s3 nastepujace:
2
[i(ij +1}[c+2b(l—c)] dla ue[O,ZbC),
p,(u)= bl(c+2b—u) dla ue[Zbc,Zb), (2.49)
¢
% dla ue[2b,+e0)
oraz
1 2
—(ij +1 dla ue[O,Zbc),
PiI(“)= 4\be (2.50)
2 dla ue[Zbc,+oo)‘
bc

W funkcji jadra Kpi(u))b(u) dla parametru ksztattu pi(u) wystepuje

w pierwszej postaci przesunigcie ponizej 1, wprowadzona jest posta¢ kwadratowa

u
w czesci $srodkowej, natomiast dla trzeciej postaci dla p, (u)>z zachodzi

Zb—_”u<c<1 dlau e [2bc, 2b).

Py ()=

b

%< p,ﬁl(u) < pb(u), gdy %
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Dla parametru ksztattu p }1}1 (u) zachowane s3 dwie postacie i ogdlna struktura
z oryginalnej specyfikacji estymatora Chena f, (x) Nastepuje jednak obciecie
obszaru brzegowego proporcjonalnie do warto$ci parametru dostrojenia c.

Automatyczna procedura wyboru parametru dostrojenia c jest przedstawiona
w pracy Malca i Schienla (2013).

Okreslenie klasy brzegowych funkcji jadra jest uogélnieniem wielu metod do-
tyczacych redukeji obcigzenia w bliskosci obszaréw brzegowych (w tym metody
uogolnionej jackknife).

Dla m= % , gdzie h jest parametrem wygladzania estymatora jagdrowego funk-
min{m,SK}
cji gestosci, niech a,(m)= ,[ ulK(u)du , gdzie [—SK,SK] jest nos$nikiem
_SK
funkgji jadra, natomiast K(u) jest funkcja gestosci (Jones, Foster, 1996).

Niech
1 < x—=X,
= \_ nhs h

f(x) %(P) (2.51)
bedzie okreslone dla noénika [0, +<o)
oraz
13 L(x—Xij
fx)= ldr= i (2.52)

c(p)
bedzie okreslona tylko na przedziale [0, +<0) dla L bedacego funkcja jadra z no-
$nikiem [-S, S, ].
min{m,S, }
Niech ¢,(m)= J. u'L(u)du. (2.53)
=S,
Ponadto, niech bedzie dany estymator jadrowy funkcji gestosci z korekta ob-

cigzenia okreslony jako liniowa kombinacja o dobrych wlasnosciach dotyczacych
obcigzenia asymptotycznego:

f(x)=a,f(x)+B,f(x), (2.54)

gdzie:

& (p)es(p)
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B, (1) =-——_etP)alp) =

B Cl(p)ao(p)"al(p)co(p).

Funkcja jadra L zazwyczaj jest inng funkcja niz funkcja jadra K. Przyktady
funkgji jadra L s3 nastepujace:

L(u):lK(ﬁ}, (2.57)

L(u)=K'(u), (2.58)
L(u):K(Zp—u), (2.59)
L(u)zuK(u). (2.60)

Posta¢ (2.60) prowadzi do czesto stosowanej w praktyce brzegowej liniowej
funkgji jadra o postaci:

u)= aZ(P) + —al(p) uvK(u). 2.61
L) {az(p)ao(p)—af(p) () (p)=a(2) }K() e

Wada wszystkich estymatoréw z brzegowa funkcja jadra jest to, ze przyjmuja
wartosci ujemne blisko obszaréw brzegowych. Powyzsza funkcja jadra nie powo-
duje, ze estymator jest ujemny.

Rodzina funkcji jadra brzegowych indeksowana ¢ (0 < ¢ < 1) ma posta¢ (Jones,
1993):

Ko(v)= {0y (p)=ay ()] ay(p)—as (p)clay (pe)—ap(c) -1} =
gdzie:
a,(m)= TulK(u)du dlal=0,1, (2.63)

natomiast p jest funkeja x.
Dla ¢ — 1 funkcja jadra ma postac:

DK () ()i (a)
o)=L o) (p)=an ()0 (7) o

u'K "(u)du (z wyjatkiem funkcji jadra jednostajnego).

NS"\
—
3
N—
Il
Le—
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Podejscie to jest rownowazne zagadnieniu konstrukeji funkcji jadra czwartego
rzedu, korzystajac z funkcji jadra drugiego rzedu.
Liniowe kombinacje K(u) i uK(u) moga by¢ okreslone w nastepujacy sposob:

(o) B K )

s (P)an(p) -4 (p) o

oraz

Ky )= LK), () )

) (p)ay(p)-a,(p)al(p)

Funkcja jadra (2.66) nie moze by¢ jednak stosowana dla funkeji jadra jedno-
stajnego.

Dla gaussowskiej funkcji jadra otrzymujemy K, (u) = K ().

Klasa funkcji jadra bedaca kombinacja K(u) i K(2p - u) jest okreslona jako:

B {2p(1—a0(p))+a1(p)}K(u)—al(p)K(2p—u)

K (u)= . (267

{zp(l_ao(P))+a1(P)}ao(P)_a1(P)(l_a0(P))

Poréwnanie obcigzenia i wariancji przedstawione jest w pracy Jonesa (1993).
Brzegowa, niekoniecznie nieujemna, funkcja jadra K,(u) spelnia nastepujace
warunki:

(2.66)

1 c
IKb(u)duzo lub ij(u)duzl,
c -1
J.uKb(u)du=0,

-1
J.KC (u)du<+o.
-1

Estymacja wykorzystujaca brzegowa funkcje jadra jest procedura ogdlniejsza
od metody estymacji odbicia, poniewaz mozliwe jest tutaj dopasowanie do kaz-
dego ksztattu funkeji gestosci. Wada estymacji opartej na brzegowej funkgcji jadra
jest jednak mozliwos$¢ wystapienia ujemnego estymatora funkeji gestosci.

Nastepna klasa funkgji jadra zwigzana jest z rozkladem Birnbauma-Saundersa
BS (OL,B), ktory zostal zaproponowany przez Birnbauma i Saundersa w 1969 roku
(Birnbaum, Saunders, 1969; Chacko i in., 2015), z parametrem ksztaltu o i pa-
rametrem skali B. Jest to mieszanina z réwnymi wagami rozkladu odwrotnego
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gaussowskiego IG(B,BOFZ) i obustronnego odwrdconego gaussowskiego

2

2
. a o
RIG(B,ﬁ 1Otz). Zmienna losowa ma postaé: T = EZ + (EZJ +1], gdzie

Z~N (0,1) ,00>0, B> 0s3 parametrami ksztaltu i skali, B > 0 jest mediang rozktadu.

Funkcja jadra Birnbauma-Saundersa ma posta¢ (Birnbaum, Saunders, 1969;
Jin, Kawczak, 2003):

0 dla u<o,

Dla a=+h i B > x klasa funkgji jadra Birnbauma-Saundersa jest okreslona
W nastepujacy sposob:

0 dla u<o0,

! ,/L+\/z3 exp —i(ﬁ—2+£j dla u>0. >
2\2hm\ Vxu  \u 2h\ x u

Estymator jadrowy funkcji gestosci z funkcja jadra Birnbauma-Saundersa ma
postac:

K o) (1) =

Fas(x ZKBS i) X,). (2.70)

Estymator funkcji gestosci (2.70) ]est stosowany w estymacji gestosci o no$niku
[0, +oo].

Jin i Kawczak (2003) wykazali, Ze estymator ten szczegoélnie polecany jest
w zastosowaniu do danych finansowych o wysokiej czestotliwosci. Poniewaz es-
tymator (2.70) charakteryzuje sie lepszymi wlasno$ci w poréwnaniu z estymato-
rami z innymi funkcjami jadra, dlatego zalecany jest w sytuacji gdy estymacji
podlegaja rozklady z dlugimi ogonami, zaréwno o wysokiej czestotliwosci, jak
i ultra wysokiej czestotliwosci, gdy celem jest redukcja obcigzenia blisko brzegéw
(dane finansowe o wysokiej czestotliwosci czesto przekraczajg 20 tys. obserwacji).
Ponadto czasy pomiedzy transakcjami s3 nieregularnie rozmieszczone z losowa
liczbg obserwacji dziennych, wystepuja duze strumienie transakcji na otwarciu
i zamknieciu rynkow. Rozklad danych finansowych o wysokiej czestotliwosci jest
jednomodalny oraz dane dotyczace zmiennosci cen sa skorelowane. Do takich
danych wykorzystywany jest rozktad Birnbauma-Saundersa jako funkcja jadra
w estymacji funkeji gestosci.
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Metody jadrowe oparte na uogdlnionym rozktadzie Birnbauma-Saundersa wy-
daja si¢ by¢ odpowiednie do estymacji funkgji gestosci danych finansowych o wy-
sokiej czestotliwosci ze wzgledu na ich elastycznos¢ i wlasnosci (ciezkie ogony
i jednomodalny rozklad).

Marchant i in. (2013) zaproponowali estymatory jadrowe dla funkcji gestosci
dla nieujemnych nosnikéw oparte na uogdlnionych rozktadach Birnbauma-Saun-
dersa (uogdlniajac zmienng Z do zmiennej o rozktadzie symetrycznym). Zbadali
i okredlili wlasnosci tych estymatorow.

Niech zmienna losowa Z ma rozklad standardowy symetryczny
Z~S (0,1; g) = S( g), ktoéry charakteryzowany jest przez dwa parametry: para-
metr polozenia 1 = 0 oraz parametr skali ¢ = 1 i funkcje generujaca o gestosci g.
W szczegdlnosci funkcja gestosci zmiennej Z dana jest jako f, (z) =cg(z?) dla
z € R, gdzie g(v), dla v > 0, jest funkcja rzeczywista generujaca gesto$¢ zmiennej Z.

+oo
Stala c jest stalg normalizacyjna, taka ze: J. g’ (22 )dz :L_ Niech bedzie okre-
C .

$lona zmienna losowa U = Z* ~ ze (1; g), ktora ma rozktad uogélniony chi-kwa-
drat z jednym stopniem swobody i generatorem g funkcji gestosci zwigzanym
z tym szczegdlnym okreslonym rozktadem symetrycznym.

Mozna wykaza¢, ze zmienna losowa Z ma rozklad symetryczny:

2
gdzie T = %(OLZ +Va’Z? + 4) ~ GBS(OL,B;g) ma rozklad uogélniony Birnbau-

ma-Saundersa. Natomiast o > 0 jest parametrem ksztaltu, § > 0 parametrem skali
oraz g jest generatorem gesto$ci zwigzanym ze szczegdlng postacia rozktadu sy-
metrycznego.

(2.71)

Funkcja gestosci zmiennej losowej T jest nastepujaca:

1 1
fT(t;oc,B;g)zig{?(é—H%HLFJr %} dlat>0. (272

Uogolniona posta¢ rozkladu Birnbauma-Saundersa, ktorg zaproponowali Diaz-
Garcia i Leiva-Sanchez (2002), pozwala na wigksza elastyczno$¢ w ogonach funkji
jadra i moze by¢ réwniez zastosowana jako funkgcja jadra w estymatorze gestosci.
Uogdlniony rozktad Birnbauma-Saundersa obejmuje szeroka klase skosnych dodatnie
funkgji gestosci z nieujemnym no$nikiem (miedzy innymi: klasyczna funkcja gesto-
$ci Birnbauma-Saundersa, potegowo-wykladnicza Birnbauma-Saundersa, t-Studenta
Birnbauma-Saundersa). Funkgcje te charakteryzuja si¢ 1zejszymi i ciezszymi ogonami
od rozkladu Birnbauma-Saundersa. Posta¢ uogolnionej funkgji jadra Birnbauma-
-Saundersa pozwala na duzg swobode w okreslaniu asymetrii i poziomu kurtozy.
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Rozklad t-Studenta Birnbauma-Saundersa ma wigksza kurtoz¢ niz klasyczny
rozklad Birnbauma-Saundersa. Rozklad potegowo-wykladniczy ma mniejsza
kurtoze dla parametru wigkszego od jednosci, a wigksza kurtoze dla parametru
mniejszego od jednosci. Dlatego tez rozktad potegowo-wykladniczy Birnbauma-
-Saundersa jest czesciej uzywany jako elastyczniejszy od klasycznego rozkladu
Birnbauma-Saundersa i t-Studenta Birnbauma-Saundersa. Dla parametru réwne-
go jeden otrzymujemy klasyczny rozklad Birnbauma-Saundersa. Dla parametru
wigkszego od 8 rozklad ¢-Studenta Birnbauma-Saundersa ma wieksza kurtoze niz
klasyczny rozklad Birnbauma-Saundersa.

Funkcja jadra uogolniona Birnbauma-Saundersa ma posta¢ (Marchant i in.,
2013):
0 dla u<o,

KUBs(cx,[isg)(u): ¢ u_% u L(E_ Ej a U (2.73)
2B (u+B)g i 2+u dl >0,

gdzie ¢ jest stala normalizacyjng. Wartosci stalej ¢ oraz funkcji generujacej dla
wybranych rozkladéw podane sa, migdzy innymi, w pracy Saulo i in. (2012).

Estymator jadrowy funkcji gestosci zdefiniowanej na przedziale [0, +eo) z funk-
¢ja jadra uogolniong Birnbauma-Saundersa jest nastepujacy:
N 1<
fups(x)= ;; K ) (X) (2.74)
dla a=+h iB=x.
Funkcja jadra dla /& > 0 przyjmuje postac:

0 dla u<o,

K (u) = 1{u B 1 1 X (2.75)
UBS(\/E,x;g) c _(_ —24 —J [R—— + [— dla u> 0,
g{h x u ) |\4ah | Nux u’

gdzie c jest stalg normalizacyjna symetrycznej funkgji jadra.
Powyzsza funkcja jadra koncentruje si¢ wokoét x dla b — 0.
Szczegdlne przypadki uogoélnionej funkcji jadra Birnbauma-Saundersa to:
1) klasyczna funkcja jadra Birnbauma-Saundersa o postaci:

0 dla u<o,

Ky(u)={ 1 1 (u Bj 1 (1 x (2.76)
——exp| ——| — =2+~ | |-—| ——+,/—= | dla u>0,
\/E P 2h\ x u \/E \/E u’
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2) funkcja jadra potegowo-wyktadnicza Birnbauma-Saundersa:
0 dla u<o,

Vol L (u , BY |,
et

Kpspr (u)z 2»r v @.77)
xﬁ(ﬁ+ %j dla v>0, u>0,
3) funkgcja jadra t-Studenta Birnbauma-Saundersa:
0 dla u<o,
F( v+1 ) v
N2 1+L(E—2+Ej 2k
X u (2.78)

Ky (u)= Mzr(;j vh

1 1
x—{—+ i] dla v>0, u>0.

Jan (Nux N

Obcigzenie, wariancja i posta¢ MISE dla estymatora jadrowego gestosci z funkcja

jadra uogélniong Birnbauma-Saundersa podana jest w pracy Marchanta i in. (2013).

Tempo zbieznosci dla optymalnego MISE jest rzedu n_% (analogicznie jak dla klasycz-
nego estymatora jadrowego i estymatoréw z funkcjami jadra o nieujemnym nosniku).

Innym uogélnieniem rozkladu Birnbauma-Saundersa jest skosno-symetrycz-
ny uogdlniony rozklad Birnbauma-Saundersa, zakladajac, ze zmienna losowa Z
ma sko$no-symetryczny rozklad.

Niech zmienna losowa T ma rozklad sko$no-symetryczny uogélniony rozktad
Birnbauma-Saundersa T ~ SUBS (OL,B,X; g) , gdzie g jest generatorem funkcji gesto-
$ci zwigzanym z skosno-symetrycznym rozkladem i A jest parametrem ksztattu zwa-
nym réwniez parametrem sko$nosci. Zmienna losowa o rozktadzie standardowym

1 [T /
skosno-symetrycznym jest okreslona jako Z = —[ E - g] ~ SS(O, LAg )
o

2

2
o o
Wéwczas zmienna losowa T =P EZ + [EZJ +1] ~ SUBS(a,B,X;g) ma

rozktad sko$no-symetryczny uogolniony rozklad Birnbauma-Saundersa.

Funkcja gestosci zmiennej losowej T ~ S UBS(OL,B,?\,; g) o rozkladzie sko$no-sy-
metrycznym uogélnionym Birnbauma-Saundersa, wartoéci statych ¢ oraz postacie
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funkcji generujacej gestos¢ dla sko$nych rozkladéw: normalnego Birnbauma-Saun-
dersa, potegowo-wykladniczego Birnbauma-Saundersa oraz t-Studenta Birnbau-
ma-Saundersa przedstawione s3, miedzy innymi, w pracy Saulo i in. (2012). Skosny
uogodlniony rozklad Birnbauma-Saundersa ma zastosowanie w badaniach dotycza-
cych ochrony srodowiska (Saulo i in., 2013).

Postacie funkcji jadra bedace funkcjami gestosci dla zmiennej losowej o roz-
ktadzie sko$énym Birnbauma-Saundersa dla o > 0, 3 > 0i A € R s3 nastepujace:

0 dla u<o,
2 1 (u B A [u \/E
Xp| — —=24+=||®|—|,[——.]— ||
KSBS(”): \/ﬂe p{ 2(12[[3 +uﬂ [a[\/; uﬂ (2.79)
X%Ij/gﬁ) dla u>0,

gdzie @ jest dystrybuantg rozkladu normalnego standaryzowanego.
Posta¢ funkgji jadra, bedaca funkcja gestosci rozkladu skosnego potegowo-wy-
ktadniczego Birnbauma-Saundersa, jest nastgpujaca:

0 dla u<o,

2 1eXP[_ lzv[g_z EJ ]X
F[IJZZV 20"\ B u

2v

K gpspe (1) = 1 1 1 1A (u B\ (2.80)
e 2_,_(_] [__2+_j »
ZF(J v 2\a § u
2v

ST
xu (u B) dla v>0,u>0,

20L\/E

1

gdzie I'(a) = Iu“_ exp(—u)du jest niekompletng funkcja gamma.
0

W (2.80) dla v = 1 otrzymujemy funkcje jadra skosng Birnbauma-Saundersa.
Funkcja jadra, bedaca funkcja gestosci rozkladu skosnego t-Studenta Birnbau-
ma-Saundersa, ma postac:
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0 dla u<o,
21“(1';”1} | ’(Vzﬂ)
{1—1— P [%—Z—FEH X
v Vo u
|- Wvn
KSBSt(u): (2} WT (2.81)
2
X l—lI ) (K,lj M dla v>0, u>0,
2 N 22 ZOL\/E
(2] [ﬁ‘%]
gdzie T (a,b):% jest ilorazem niekompletnej funkcji beta, gdzie
a,

B, (ab)= Iu“‘l (1- u)b_1 du . Dla v — +oo funkcja jadra skosna ¢-Studenta Birn-
0
bauma-Saundersa staje sie funkcja jadra sko$ng Birnbauma-Saundersa.
Rozszerzenie klasy funkcji jadra uogdlnionych Birnbauma-Saundersa poprzez

okreslenie klasy skosnych uogdlnionych Birnbauma-Saundersa prowadzi do klasy
funkcji jadra bardzo szerokiej z mozliwoscia okreslania poziomu kurtozy ogonéw
tego rozkladu. Jednoczes$nie mozliwe jest dokladniejsze okreslenie asymetrii niz
w przypadku uogélnionych rozktadéw Birnbauma-Saundersa. Estymator gestosci
dla o = oraz = xze sko$na uogolniong funkcja jadra Birnbauma-Saundersa
ma postac:

N 1<

Ssuss (x) :;ZKSUBS(ﬁ,x,A;g) (Xi)’ (2.82)

i=1

gdzie:

Cumia® 133 e [

W szczegolnosci:

0 dla u<o,
2 1(u X A u X
Eenl-serol 1 E-E
3
u 2(u+x) dl 0
X a u>0,
2Whx




88 Parametr wygtadzania w estymacji jadrowej...

0 dla u<o,
2v 1 (u x)
exp| — —=24+—| |x
1) — { 2h”(x uj]
r—|2%
2v
Koser ()= |} 4 11w Y (u o %) o
X 54——1 r 2—,5 T ——24+— X
ZF[J v h X u
2v
_3
u 2(u+x) dl 0 0
X——7 a v>0,u>0,
24 hx
0 dla u<o,

ZF(MJ _(v+1)
—2|:1+L(Z_2+£j:| 2 X

K, (1) = (2.85)

2
X l—lI ) (K,lj m dla v>0, u>0.
2w, N\ Y| Wk
v+ 7(; -2+ ;]

Whasnosci estymatora, w tym obcigzenie, wariancja, blad $redniokwadratowy
i scatkowany blad sredniokwadratowy, poréwnanie z innymi estymatorami oraz
przyklady empiryczne dotyczace analizy danych finansowych wskazujace na lep-
sze wlasnoéci estymatora z funkcja jadra skosng uogoélniong Birnbauma-Saundersa
oraz estymacji gestosci zmiennych losowych zwigzanych z koncentracjg zanieczysz-
czenia powietrza (gdzie zmienne losowe s3 ciggte nieujemne i ponadto zazwyczaj
rozklady sg asymetryczne i charakteryzuja si¢ dodatnia skosnoscia i silng kurtoza),
przedstawione sg w pracy Saulo i in. (2012), Saulo (2013) i Saulo i in. (2013).

Szczegélnym przypadkiem funkgji jadra uogolnionej Birnbauma-Saundersa jest
funkcja jadra sko$na uogélniona Birnbauma-Saundersa (Saulo i in., 2012). Funkgja ta
ma wlasnosci nieujemnej funkcji jadra, ale charakteryzuje si¢ lepszymi wlasnosciami,
szczegolnie w zastosowaniach dotyczacych danych o wysokiej czgstotliwosci.

Jin i Kawczak (2003) zaproponowali klase funkcji jadra, ktéra ma szczegélne
zastosowania w analizach danych finansowych o wysokiej czestotliwosci i o ultra
wysokiej czestotliwosci, gdy analizy zwigzane sg z rozkladami o dlugich ogonach.
Te funkcje jadra maja réwniez zastosowanie w redukeji obcigzenia w obszarach
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brzegowych nosnika funkeji gestosci dla noénika [0, +eo). Charakteryzuja si¢ lep-
szymi wlasnosciami w poréwnaniu z innymi funkcjami jadra.
Pewng transformacja funkcji gestosci rozkladu normalnego jest funkcja gesto-
$ci rozktadu lognormalnego z parametrem skali o i parametrem ksztattu f3.
Funkcja jadra ma posta¢ (Jin, Kawczak 2003):

0 dla u<o,

KLN(%B)(u)_ ! exp{—i(lnu—a)z} dla u>0 (2.86)
2nBu 23

dlap > 0.
Dla o = Inx i = 4In(1 + h) klasa funkgji jadra lognormalnych jest okreslona
W nastepujacy sposob:

0 dla u<o,
1
X

KLN(lnx,4ln(1+h)) (u) = 87t1n(1 + h)u (2.87)

xexp| — (lnu—lnx)2 dla u>0,

1
8In(1+h)

gdzie h jest parametrem wygladzania spetniajagcym warunek & — 0 i nh — +oo dla
n —> +oo.
Estymator jadrowy funkcji gestosci z funkcja jadra lognormalng ma posta¢:

A 1<
fin (%) =;ZKLN(1nx,4ln(1+h)) (X;)- (2.88)

i=1

W pracy Jina i Kawczaka (2003) przedstawiono wyniki badan dotyczacych
poréwnania funkeji jadra stosowanych w estymacji funkcji gestosci dla danych
o wysokiej czestotliwosci i wykazano zdecydowanie lepsze wlasnosci funkcji jadra
z klasy Birnbauma-Saundersa oraz lognormalnych w poréwnaniu z estymatorami
z innymi asymetrycznymi funkcjami jadra.

Jako funkcja jadra moze by¢ wykorzystana funkcja gestosci rozkltadu normal-
nego odwrotnego, zwanego rozkladem Walda. Estymatory jadrowe funkeji ge-
stoéci charakteryzuja si¢ tymi samymi wlasno$ciami co estymatory z funkcjami
jadra gamma (s3 wolne od obcigzenia brzegowego, zawsze nieujemne, osiagaja
optymalne tempo zbieznosci dla MISE) (Scaillet, 2004). Stosowane sg dla funkcji
gestosci z ograniczonym nosnikiem [0, +e).

Nazwa tego rozkladu wskazuje, ze istnieje odwrotna zalezno$¢ miedzy skumu-
lowanymi funkcjami tworzacymi tego rozktadu i rozktadu gaussowskiego. Funkcje
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jadra bedace funkcjami gestoséci rozktadu normalnego odwrotnego i rozktadu obu-
stronnego normalnego odwrotnego charakteryzuja si¢ elastycznym ksztaltem i pa-
rametrem polozenia na osi nieujemnej. Ksztalt pozwala na zmiany w zaleznosci od
punktéw, co oznacza, ze zmiany w poziomie wygladzenia dokonuja sie w sposéb na-
turalny i jej no$niki odpowiadajg nosnikom funkgji gestosci podlegajacych estymaciji.

Niech funkcja gestosci bedzie dwukrotnie rézniczkowalna w sposob ciagly

i niech T(x3f(2) (x))2 dx < +oo,
0

Funkcja jadra bedaca funkcja gestosci rozktadu normalnego odwrotnego
3

m
IG(m, L) z wartoscig $rednig m i wariancja Ew ma postac:

0 dla u<o,
K = :
1G(m.}) (u) \/x exp{—i(l -2+ ﬁﬂ dla u>0. (289
2mu’ 2m\m u

1
Niech zmienna Z = — ma rozklad obustronny gaussowski odwrotny z warto-

1 2
$cig oczekiwang — + — i wariancjg ——+ — . Funkcja jadra ma postac:
A Am A

m
0 dla z<o0,
K _ 2.90
RIG(m,?»)(Z) “/x exp A mz—2+L dla z>0. 20
e 2m mz

Rozwazana moze by¢ nastepujaca funkcja jadra bedaca funkcja gestosci rozkla-
du odwrdconego gaussowskiego:

0 dla u<o,
K

e )

h

E—2+£H dla u>0. (2.91)

1 1
exp
\/ 2mhu’ [ 2hx [x u
Funkcja jadra K [ lj(u) dazy do zera dla wszystkich u, gdy x zbliza sie do
IG| x,—
h

obszarow brzegowych. Oznacza to ograniczenie f 1 (0)=0, co moze by¢ niepo-
zadane w niektdrych sytuacjach.
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Funkcja jadra bedaca funkcja gestosci rozkladu obustronnego odwrotnego
gaussowskiego ma postac:

0 dla u<o,
K = - _
RIG(llj(u) ! exp x—h(_u —24+2 h dla u>0. 2%
—hh 21hu 2h \x—h u
Dlax=0 K - (u) dazy do zera dla u — 0, podczas gdy
ric{

1
Koeyun (0) - KGZ(ph(O),h) (0) n
Estymatory jadrowe funkcji gestosci z odwrdcong gaussowska funkejg jadra

i obustronng odwrdcong gaussowska sg nastepujace:

fIG ZK [ 1] ,» (2.93)

oraz

f RIG K ) ' (2.94)
- an!

i=1 'k

Estymatory te s wyjatkowo latwe do zastosowania, bardzo podobne do esty-
matoréw z funkcja jadra gamma.

W odrdznieniu od obciazenia estymatoréw jadrowych z funkcjg jadra gamma,
w obcigzeniu estymatoréw z gaussowska odwrotna funkcjg jadra i obustronng
gaussowska odwrotng nie ma wyrazenia pierwszej pochodnej prawdziwej funkeji
gestosci.

W pracy Scailleta (2004) rozwazane jest poréwnanie obciazenia i wariancji
estymatoréw z funkcjami jadra z tej klasy w poréwnaniu z klasg estymatorow
z funkcjami jadra gamma. Przedstawione sg rowniez wlasnosci odpornosci esty-
matoréw z asymetrycznymi funkcjami jadra.

Rozwazane rodzaje funkcji jadra sa wykorzystywane w praktyce, chociaz moz-
na wyrdznic te grupy, ktore sa stosowane najczesciej. Klasyczne funkcje jadra ze
wzgledu na ich prostote, a co za tym idzie fatwo$¢ implementacji, sg traktowane
w wielu sytuacjach badawczych jako uniwersalne. Nalezy jednak podkresli¢ ko-
nieczno$¢ rozwazenia wykorzystania w estymacji jadrowej funkcji gestosci tzw.
nieklasycznych funkcji jadra uwzgledniajacych w wiekszym stopniu niz w przy-
padku klasycznych funkcji jadra wlasnoéci analizowanej zmiennej losowej. Pro-
cedurg zalecang jest rowniez zastosowanie réznych postaci funkeji jadra w kon-
strukcji estymatora funkcji gestosci, a nastgpnie dokonanie wstepnej eliminacji
i pominiecie w dalszych badaniach tych funkcji jadra, dla ktorych estymator
funkcji gestosci jest niewtasciwy.






Rozdziat 3
Metody wyboru parametru
wygtadzania

3.1. Uwagi wstepne

Wybor parametru wygtadzania jest kluczowym zagadnieniem w estymacji jadro-
wej funkgji gestosci, ale jednoczesnie jest to zagadnienie traktowane jako najtrud-
niejsze z punktu widzenia okreslenia metody najefektywniejszej. Wielu badaczy
(Kile, 2010) uwaza, ze metoda optymalna wyboru parametru wygladzania nie ist-
nieje, gdyz brak jest jednoznacznie okreslonej definicji optymalnego parametru
wygladzania. Nie sformufowano ostatecznie definitywnego i jedynego rozwigza-
nia tego problemu. Gajek i Katuszka (1996) podkreslaja, Ze nie ma takiego wy-
boru parametru wygladzania oraz funkgji jadra, przy ktérym scatkowany btad
sredniokwadratowy jest najmniejszy dla dowolnej estymowanej funkcji gestosci.

W roznych sytuacjach i zagadnieniach badawczych dotyczacych estymacji
nieparametrycznej wymagany jest wlasciwy parametr wygtadzania. W niekto-
rych przypadkach bedzie to parametr, ktory zagwarantuje dokladna lokalizacje
warto$ci modalnej nieznanej funkeji gestosci. Przykladem w naukach technicz-
nych moze by¢ analiza dotyczaca ujawniania i interpretacji widm powstajacych
w wyniku oddziatywan wszelkich rodzajéw promieniowania — w spektroskopii.
W badaniach zjawisk finansowych moze to by¢ parametr wygladzania zapewnia-
jacy otrzymanie informacji o liczbie wartosci modalnych. W wyniku zastosowa-
nia réznych kryteriow bledu badacz moze otrzymac rézne wartosci optymalnych,
w danej sytuacji badawczej, parametréow wygtadzania.

Waznym zagadnieniem przy wyborze parametru wygtadzania w konkretnym
problemie badawczym jest kwestia jego stalosci lub zmiennosci. Konieczne jest
podjecie decyzji, czy parametr wygladzania ma by¢ globalny - jedna wartos¢
parametru we wszystkich punktach proéby, czy tez lokalny - przyjmujacy rézne
wartosci dla réznych punktéw w probie. Zmienny parametr wygladzania ma
zastosowanie w sytuacjach, gdy konieczne jest uzycie réznej ilosci wygladzania
w réznych punktach. I tak, na przyktad, blisko wartosci modalnej wygtadzanie
powinno by¢ mniejsze, natomiast w ogonach rozkladu jest preferowany wigkszy
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stopien wygladzania. Poniewaz funkcja gestosci nie jest znana, nieznane s3 pod-
stawowe charakterystyki funkeji gestosci, w tym warto$ci modalne oraz ich liczba.
A to oznacza, ze przed analizg badacz nie posiada ani dokfadnej, ani przyblizonej
informacji, gdzie stosowa¢ odpowiednig warto$¢ lokalnego parametru wygladza-
nia. By wlasciwie korzystac z procedury estymacji funkcji gestosci z lokalnym pa-
rametrem wygtadzania konieczny jest etap polegajacy na wstepnej analizie z glo-
balnym parametrem wygtadzania w estymacji jadrowej funkeji gestosci.

Inny problem zwigzany ze stosowaniem lokalnego parametru wygladzania
polega na tym, ze estymator funkcji gestosci moze nie by¢ funkcja posiadajaca
wlasnosci funkeji gestosci, co w zagadnieniach praktycznych traktowane jest jako
wada.

Dla proéb skonczonych niemozliwe jest uzyskanie pelnej informacji o nieznanej
funkcji gestosci podlegajacej analizie. O zakresie informacji uzyskanych z estyma-
cji funkcji gestosci decyduje wiele czynnikéw, miedzy innymi to, ile falszywych
cech charakterystycznych badacz jest sktonny zaakceptowa¢. Na przyklad esty-
mator nadmiernie wygladzony bedzie wygladzal wielomodalng strukture, pod-
czas gdy estymator niedostatecznie wygladzony bedzie wykazywal wiele wartosci
modalnych. Zadaniem badacza jest wywazenie miedzy tymi opcjami, biorac pod
uwage cel badania. Nalezy réwniez rozwazy¢ problem zwigzany z liczebnoscia
proby. W analizach metod wyboru parametru wygladzania opartych na danych
parametr ten jest takg wartoscig, ktéra minimalizuje biad zdefiniowany w okre-
slonym kryterium bledu. Wielu badaczy uwaza jednak, ze dobre wlasnosci nowo-
czesnych metod wyboru parametru wygladzania sa spelnione, niestety, tylko dla
duzych prob.

Wyniki badan prezentowane w literaturze przedmiotu zwiazane z optymalnym
parametrem wygladzania w metodzie jadrowej w wiekszosci dotycza poréwnania
réznych metod wyboru parametru wygtadzania. Poréwnanie metod wyboru pa-
rametru wygladzania powinno raczej by¢ dokonane dla matych i srednich préb,
gdyz dla duzych liczebnosci réznice miedzy parametrami otrzymanymi réznymi
metodami s3 pomijalne (przynajmniej dla praktykéw). Co wiecej, czas obliczen
numerycznych jest proporcjonalny do kwadratu liczebnosci proby. Zastosowanie
metody wyrzucania danych (Wand, Jones, 1995; Raykar i in., 2010) lub metody
dyskretyzacji danych (Turlach, 1992) pozwala na znaczng redukcje czasu obli-
czen. Wyrzucanie danych powoduje, ze nawet dla duzych zbioréw danych opty-
malny parametr wygtadzania moze by¢ wyznaczony w rozsadnym czasie oblicze-
niowym.

Zagadnienie wyboru parametru wygladzania w nieparametrycznej estymacji
funkeji gestosci jest rozwazane przez ostatnich trzydziesci lat, ze wzgledu na fakt,
ze nie istniejg idealne procedury wyboru optymalnego parametru wygtadzania.
Wybdr optymalnego parametru wygtadzania oznacza zatem okreslenie metody
szacowania parametru wygladzania. Znaczenie dyskusji zwigzanej z procedurami
wyboru optymalnego parametru wygltadzania (optymalnym wyborem parametru
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wygtadzania) jest bardzo duze, gdyz dotyczy wskazania rozsadnej procedury wy-
boru, chociazby w konkretnym zagadnieniu badawczym.

Wybér optymalnego parametru wygladzania dotyczy réwniez nieparame-
trycznej regresji, ale przy estymacji funkeji gestosci zagadnienie to jest mniej pro-
blematyczne.

Metoda wyboru parametru wygtadzania w oparciu o probe X, X, ..., X okre-
slana jest jako metoda oparta na danych. Przedstawiona jest, na przyklad, w pra-
cach Cao, Cuevasa i Manteigi (Cao i in., 1994) oraz Jonesa, Marrona i Sheathera
(Jones iin., 1996).

Podstawowy podzial metod wyboru parametru wygladzania uwarunkowany
jest udzialem badacza w wyborze tego parametru. Subiektywny wybér parametru
wygltadzania (metoda wizualnej oceny badacza) jest dos¢ czgsto okreslany jako
metoda wystarczajaca i efektywna. Polega ona na wyznaczeniu wielu estymatoréw
jadrowych funkcji gestosci z réznymi warto$ciami parametréw wygladzania, kto-
re podlegaja analizie dokonywanej przez badacza. Poréwnywane s3 rozne estyma-
tory jadrowe wyznaczone dla réznych warto$ci parametru wygladzania, a nastep-
nie wybierana jest (jest to wybdr subiektywny) ta warto$¢ parametru wygtadzania,
ktéra odpowiada subiektywnie okreslonej optymalnej i oczekiwanej estymacji
funkcji gestosci. Parametr wygladzania wyznaczony metoda subiektywnego wy-
boru nie jest niepowtarzalny. Decyzja o wyborze parametru podejmowana jest
przez badacza, stad rézne wartosci parametréw wygladzania wynikaja jedynie
z okreslonego podejscia badajacego. Ponadto metoda ta jest czasochtonna.

Metoda subiektywna moze zatem oznacza¢ estymacje funkeji gestosci dla ca-
tego zakresu wartosci parametréw wygladzania, a nastgpnie na subiektywnym
wyborze jednego estymatora. Punktem startowym takiego podej$cia moze by¢
wyznaczenie estymatora z duzg warto$cig parametru wygladzania, a nastgpnie
zmniejszanie ilosci wygladzania (zwigkszanie wartosci parametru wygltadzania)
az do otrzymania odpowiedniego i oczekiwanego estymatora, przy czym ocena
stopnia dobroci estymatora zalezy od badacza i moze by¢ oparta na doswiadcze-
niu i wynikach wczesniejszych badan. Podejscie takie wydaje sie by¢ niepraktycz-
ne, zwlaszcza w sytuacji gdy w badaniu istnieje konieczno$¢ przeprowadzenia
wielu procedur estymacyjnych.

Metody obiektywne oparte s3 na ocenie rozbieznosci miedzy estymatorem
a funkcja podlegajaca estymacji. Rozbiezno$¢ ta jest wyznaczana numerycznie
przy podaniu pewnego kryterium btedu (miary precyzji estymacji, miary doklad-
nosci estymacji). Przykladowe kryteria btedu podane s3 i oméwione w rozdziale
pierwszym. Optymalny parametr wygtadzania jest tg wartoscig, ktéra minimalizu-
je blad mierzony przy zastosowaniu okreslonego kryterium btedu. Nalezy jednak
zwroci¢ uwage, Ze rozne miary stosowane przy ocenie dobroci estymacji implikuja
rézne definicje optymalnego parametru wygladzania. Optymalny parametr wygla-
dzania moze by¢ zdefiniowany jako, na przyktad: minimalizujacy ISE, minimalizu-
jacy MISE lub tez parametr minimalizujacy AMISE (Gajek, Katuszka, 1996).
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Parametr wygladzania h jest otrzymany jako rozwigzanie min MP, gdzie MP
oznacza odpowiednig miare precyzji, jedng z oméwionych w podrozdziale 1.3.

Metody te sg okreslane jako obiektywne, wymagaja znacznie mniejszych na-
ktadow czasu, gdyz wyznaczane s3 w sposob numeryczny. Zasadniczg wada tych
metod jest problem z okredleniem kryterium bledu. Jezeli kryterium bledu nie
odzwierciedla rozbieznosci migdzy estymatorem a funkcjg gestosci, kryterium to
jest bezuzyteczne.

Stosujac oznaczenie splotu dwoch funkeji K1i L, czyli K * L(x),

+o0

K*L(x) = J‘ K(x—u) du = J.K x u)du, miary dopasowania moz-

na przedstaw1c jako (por. (1.47), (1 49)):

MSE[fA(x)] =[(Kh ”‘f)(x)—f(xﬂ2 +%[(Ki *f)(x)—(Kh *f)2 (x)} (3.1)

MISE| f( }:—J.K d+[1—%JT(Kh*f)(x)dx+

—oo

+zT(1<h *f)(x)f(x)dx+j £ (x)dx. (32)

Niech funkcja gestosci bedzie k -krotnie rézniczkowalna, 0 < k < k, dla pa-
rzystego k, natomiast k-ta pochodna funkcji gestosci niech bedzie ograniczona

i calkowana w kwadracie. Niech parametr wygtadzania bedzie tak dobrany, by
lim h=0, lim nh=+co.

n—>+o0 n—>+00
Miare dopasowania MISE mozna przedstawi¢ jako:

+oo (k) 2
‘ _K | S (x) TN
MISE[f(x)}—E+h KkJ.(T] dx+o(h +Ej’ (33)

gdzie funkcjajadraK € S ,.
Dla funkcji jadra drugiego rzedu otrzymujemy zatem:

misg| f(x)}=%+ih41<§+f( f(z)(x))zdx+o(h4 +$j 4

Niestety, wyrazenie (3.3) nie umozliwia bezposredniej oceny wplywu parame-
tru wygtadzania na zachowanie si¢ estymatora. Dlatego rozwazane jest podejscie
asymptotyczne pozwalajace nie tylko na analize parametru wygtadzania, ale row-
niez analize tempa zbieznosci estymatora jadrowego funkcji gestosci. Zaletg miary
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AMISE jest to, ze odzwierciedla zalezno$¢ miedzy estymatorem jadrowym funkcji
gestosci a wartoscig parametru wygladzania. Niestety, podobnie jak w przypad-
ku miary MISE, nie ma tatwej interpretacji. Ale dla h — 0 i nh — +oo zachodzi:

MISE[ f (x) | = AMISE[ f (x) |+ o AMISE[ f (x) ).

Podejscie asymptotyczne polega na analizie miary AMISE jako sumy asymp-
totycznej scalkowanej wariancji i asymptotycznego kwadratu scalkowanego
obcigzenia (por. podrozdziat 1.3). Aproksymacja scatkowanego obcigzenia, dla

R( f(z))

funkcji jadra drugiego rzedu, jest dokonywana z wykorzystaniem h*ie; —
natomiast scalkowana wariancja jest aproksymowana poprzez ih . Aproksymacja
n

scalkowanego obcigzenia jest odpowiedzialna za stosunkowo niedostateczng
aproksymacje MISE, co wykazali Marron i Wand (1992). W badaniu, w ktérym
stosowano funkcje gestosci, bedace mieszaning rozkladéw normalnych oraz gaus-
sowska funkcje jadra otrzymano dobra aproksymacja MISE za pomoca AMISE,
chociaz czasami w badaniu wymagane byly proby liczace ponad milion elementéw.

Z postaci AMISE wynika wplyw parametru wygladzania h na estymator jadro-
wy. Male wartosci parametru & powodujg zwiekszenie asymptotycznej warianciji.
Duze wartoéci parametru wygtadzania redukuja asymptotyczng wariancje, ale
réwniez powoduja zwigkszenie asymptotycznego obcigzenia.

Miara AMISE ma postac:

AMISE| f(x)]= % + hz"KiT (%1 dx. (35)

Dla funkcji jadra drugiego rzedu otrzymujemy zatem:

; KRG T 0\ T
AMISE[f(x)}_E+ 2 J;[f (x)} dx. (3.6)
Niech h oznacza optymalng wartos$¢ parametru wygladzania dlav=0idla

Opt, 0, k
rzedu funkcji jadra réwnej k. Jezeli jest to wartos¢, ktéra minimalizuje miare (3.5),

wowczas:
Popros =min AMISE| F(x)] =y 3.7)

gdzie Hn.)est z.blorem wartosci parametru wygladzania.
Rozwigzaniem rownania:

dAMISE| f (x) |
dh

=0

jest

hOPt,O,k = hEIi{nAMISE[]A‘(x)} =h prsi - (3.8)
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Oznacza to, ze

2k+1
2k Yok

Opt,0,k — 2 >
+oo (k)
2nh I [fk'(x)J dx

—oo

1

2k+1
gdzie Yk :(P] jest czynnikiem kanonicznym funkcji jadra KeS,
k

(por. podrozdziat 2.7).

—o| L |. (3.10)

n2k+1

Oznacza to, ze h Optok

Ponadto mozna wykaza¢, ze dla h="hg,,

d*AMISE| f
[f(x)} —o| 1| (3.11)
dh’ 2k=2
1 2k+1

Dla funkgji jadra drugiego rzedu optymalna warto$¢ parametru wygladzania
WYnosi:

h n?>. (3.12)

opt,02 — M

Dla tak okreslonego parametru wygladzania AMISE [ f (x)] = C—4 dla pew-

n>

nej stalej ¢ > 0. Dowodd mozna znalez¢ w pracy Krzyski i in. (2008). .

Z powyzszego wynika, ze szybkos¢ zbieznoéci estymatora jest rzedu # °. Moz-

na wykazac, ze przy stabych zalozeniach nie istnieje estymator nieparametryczny,
4

ktorego szybkos¢ bylaby wieksza od n °.

Minimalizacja AMISE [ f (x)] prowadzi do wyznaczenia parametru wygta-

dzania b, :

1

2k+1

K(k!)2
2kKiR( f(k))

_ _ T2kl
hanise = Paniise, « = n 2 (3.13)
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Dla k = 2 otrzymujemy:

h no. (3.14)

AMISE2 — M

Oznacza to, ze optymalng zbieznos$cia dla h jest h ~n 2k wowczas

AMISE AMISE
2k

AMISE[ thMISE (x)} ~n 2+ Oczywiscie ta sama zbiezno$¢ zachodzi dla MISE.

Po wstawieniu h,, . do AMISE [ thMISE (x)] otrzymujemy:

1

(k)| 2k 2kt
AMISE[thMISE (X):| :( 2k J (SC')Z ) h = Cl (K)CZ (f)i’l 2kt >

dla pewnych C/(K) i C(f).

Turlach (1993) uwaza, ze zasadnicza dyskusja dotyczaca optymalnego parame-
tru wygtadzania jest zwigzana przede wszystkim z wyborem miary ISE lub MISE
w okresleniu optymalnego parametru wygladzania. Niech:

h,, oznacza taky warto$¢ parametru wygtadzania, dla ktérej ISE [ f (x)] jest
najmniejsze, K

h,,: 0znacza takg warto$¢ parametru wygladzania, dla ktérej MISE [ f (x)}
jest najmniejsze,

h sp 0ZNAcza taka warto$¢ parametru wygladzania, dla ktérej AMISE [ f (x)}
jest najmniejsze.

Nalezy zauwaiyc’, ze zaréwno h ., jakih
od préby X, X

Marron i Wand (1992) wykazali, ze h, ,, moze przyjmowac bliskie wartosci do
h adise gdy liczebno$¢ proby jest bliska jednego miliona. Ponadto relatywna zbiez-
no$¢ dowolnego estymowanego parametru wygtadzania h do h,, jest rzedu

(3.15)

\use $3 Zmiennymi losowymi zaleznymi

1
[LIOJ’ podczas gdy relatywna zbieznos¢ h do h,, jest rzedu —Zj, czyli
n n

100, e o =140, ).
hysg n hyuse n

Wybér h , obarczony jest duzg wariancjg, podczas gdy wybér k. jest mniej
zalezny od fluktuacji w prébie. Stad h, . powinno by¢ traktowane jako optymalna
warto$¢ parametru wygladzania mimo wcze$niejszych uwag. Ponadto zachodzi
nastepujaca zaleznos$¢:
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ISE[ fi (x)] < ISE[ f (x)] - E{ISE[ fi (x)}} < E{ISE[ fi (x)}} — MISE [ f (x)}

glee h* S {hISE)hMISE’hAMISE} :

Nalezy zauwazy¢, ze optymalne parametry wygtadzania rozwazane przez Tur-
lacha (1993), czyli hISE, hMISE oraz h s i€ 83 mozliwe do bezposredniego zasto-
sowania w praktyce, gdyz nie ma mozliwosci wyznaczenia ich warto$ci ze wzgledu
na wystepowanie nieznanej funkcji gestosci w kazdej z postaci. Dlatego tez Turlach
rozwaza pojecie estymacji optymalnego parametru wygltadzania na podstawie proby
X, X, ..., X . W ten spos6b nastepuje zastgpienie optymalnej wartosci parametru
wygladzania h, z wykorzystaniem k., b, orazh, . .Stad, mozna wyrdznic trzy
grupy metod wyboru parametru wygladzania w jadrowej estymacji funkcji gestosci:

1) oparte na minimalizacji AMISE,

2) oparte na minimalizacji ISE,

3) oparte na minimalizacji MISE.

Wystepuje réwniez podzial metod wyboru parametru wygladzania na metody
subiektywne, omdéwione wcze$niej, i metody automatyczne. Metody automatycz-
ne dzielg si¢ na klasyczne, wykorzystujace metody parametrycznego modelowa-
nia (w tym metody kroswalidacyjne) i metody podstawiania.

Szeroka analiza poréwnawcza, uwzgledniajaca powyzszy podzial metod, jest
przedstawiona, miedzy innymi, w pracach Loadera (1999) oraz Heidenreicha
iin. (2013).

W literaturze znany jest réwniez podzial metod wyboru parametru wygta-
dzania na metody pierwszej i drugiej generacji. Metody pierwszej generacji to
niektére metody odwotania do rozkladu oraz niektére metody kroswalidacyjne,
natomiast metody drugiej generacji to przede wszystkim metody podstawiania
i metody bootstrapowe.

W pracy stosowany bedzie nastepujacy podzial metod wyboru parametru wygla-
dzania: metody odwotania do rozkltadu (metody Q&D, metody szybkie i brudne),
metody kroswalidacyjne (metody cross-validation, metody krzyzowej walidacji, me-
tody sprawdzania krzyzowego), metody podstawiania (metody plug-in) oraz inne me-
tody wyboru parametru wygladzania w metodzie jadrowej estymacji funkeji gestosci.

3.2. Metody odwotania do rozktadu

Metody odwotlania do rozkladu (metody Q&D, metody quick and dirty, szybkie
i brudne metody) wykorzystuja miare dopasowania AMISE, ktdrej posta¢ dla
funkeji jadra drugiego rzedu jest nastepujaca:
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AMISE| f(x)] =%+ h‘*:ﬁ T[f(z) (x)T dx

Minimalizacja powyzszej miary precyzji estymacji prowadzi do parametru
K T
wygladzania o postaci h ey =| ——F——< | 7 °

KKoR ( f @) )
W wyrazeniunawarto$¢ optymalnego parametruwygladzania wystepuje scatko-

o
wany kwadrat drugiej pochodnej funkeji gestosci, czyli R( f 2 )) = J. [ f 2 )( )} dx,
zawierajacy nieznang funkcje gestosci. W praktycznej zasadzie Silvermana (me-
todzie odwolania do standardowego rozkladu) w wyrazeniu tym wykorzystuje
sie funkcje gestosci pewnego (referencyjnego) rozkladu, przy czym funkcja ta
jest reskalowana w taki sposdb, by wariancja tego rozkladu byla réwna wariancji
z préby. Nastepnie wyrazenie to jest wykorzystywanew b, ...

Metoda analogiczna stosowana byla réwniez w przypadku histogramu
(por. podrozdziat 1.2).

Przy zalozeniu, ze nieznany rozklad zmiennej losowej jest rozktadem nor-
malnym (przyjetym jako rozklad referencyjny) z wariancja o2, otrzymujemy
too

| [f(z) (x)}2 dx = ﬁ ~0,2126°°

—oo

Dla gaussowskiej funkcji jadra, dla ktorej J-uZK (u)du=1 oraz

+oo

—oo

J K du = postac parametru wygladzania jest nastepujaca:

RR G~ 1\0/4_ \/7

gdzie R jest rozstepem miedzy¢wiartkowym zmiennej losowej X.

Zastosowanie miar pozycyjnych w wyrazeniu na optymalny parametr wygta-
dzania powoduje, ze parametr wygladzania h,, . z rozstepem migdzycwiartko-
wym jest bardziej odporny na wartosci odstajace.

! 1

on ° ~1,06cm 5 oraz g, ; =0,79Rn 3,

Stad, dla gaussowskiej funkgji jadra, estymator parametru wygtadzania wyzna-
czony metodg odwotania do standardowego rozkladu ma posta¢ (Hardle, 1991):

A 1
.~ R -
hpp ¢ =1,06min| 6,— |n > 3.16
RR,G ( 13 4J ) (3.16)
gdzie:

G jest oszacowaniem na podstawie préby odchylenia standardowego,

R jest oszacowaniem na podstawie proby rozstepu miedzyéwiartkowego.
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Silverman w 1986 roku zaproponowal zmniejszenie wartosci 1,06 do 0,9, by nie
powodowac ominiecia dwumodalno$ci. Wowczas:

1 A
-z R
h =0,9An ° odzie A=min| 6,— |.
RR,G 8 1.34

40
Dla funkcji jadra Epanecznikowa, dla ktorej I u’K(u)du=1 oraz
oo oo
J. K? (u)du =~ 0,27, otrzymujemy nastepujaca posta¢ parametru wygltadzania:
—co 1
hyg #1,050n >.

Mozliwe jest albo podejscie polegajace na wykorzystaniu warto$ci parametru
wygtadzania h,, bezposrednio w procedurze (wéwczas procedura ta jest znana
jako praktyczna zasada Silvermana 1ub+metoda odwotania do standardowego roz-

N 2
kladu), albo h,, jest uwzgledniana w I [ f(2) ( x)} dx, co moze by¢ wykorzysta-

ne do otrzymania optymalnego parametru wygladzania. Metoda ta, niestety, nie
jest w pelni automatyczna w poréwnaniu z zasada Silvermana, gdyz konieczne

2
jest wybranie poczatkowej wartoéci parametru, by estymowac I [ f @) (x)} dx.

Dlatego tez podejscie to traktowane jest jako nalezace do grupy metod podstawia-
nia (Jones i in., 1996; Loader, 1999).

W praktycznej zasadzie Silvermana (metodzie odwotania do standardowego
rozktadu) h,, jest oszacowaniem optymalnego parametru wygtadzania. Meto-
da ta jest jednak ograniczona do stosowania w sytuacji gdy prespecyfikowana
rodzina gestos$ci jest dobrana wlasciwie. Gdy rozklad jest zblizony do rozkladu
normalnego, procedura ta daje dobre wyniki. Jest ona réwniez wygodna dla ba-
daczy ze wzgledu na nieskomplikowane obliczenia polegajace na wyznaczeniu
odchylenia standardowego z proby i wykorzystaniu go w postaci parametru wy-
gladzania.

Jones, Marron i Sheather wykazali w 1996 roku, ze $rednia warto$¢ parametru
wygtadzania h,, przyjmuje do$¢ duze wartosci, co oznacza nadmierne wygtadze-
nie okreslane jako nadoszacowanie estymacji.

Druga metoda odwotania do rozkladu, oparta na minimalizacji AMISE, jest
zasada maksymalnego wygladzania, ktéra czesciowo zostala wykorzystana przy
histogramie (Terrell, Scott, 1985). Metoda ta oparta jest na wyborze najwigkszego
stopnia wygtadzenia kompatybilnego z estymowang skalg gestosci. Najwickszy
stopien wygtadzenia wystepuje dla najmniejszej wartosci R( f @ ) Dla okreslonej
wartosci skali, na przyklad wariancji, Terrell wykazal, ze rodzina rozkladéw beta

(4,4) z wariancja 6 minimalizuje R( f (2)).
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Nieznany funkcjonat R( f (2)) estymowany jest za pomocg jego dolnego ogra-
niczenia. Wowczas parametr wygltadzania dla funkgji jadra drugiego rzedu ma

postac:

3 .[R(K -1

hMS:EG[ ](<2 )J n >, (3.17)
2

>l | =

gdzie 67 jest wariancja z préby.
Dla gaussowskiej funkcji jadra otrzymujemy (Horovd, Zelinka, 2007):

1
Hysc =1,1446n 5.

Dla funkgji jadra Epanecznikowa parametr ten ma postac:

1

hysp =2,5326n 5.

Parametr wygladzania wyznaczony metodg Terrella jest w przyblizeniu
1,08 razy wigckszy od warto$ci parametru wygtadzania wyznaczony metoda
Silvermana.

Dla jednomodalnych funkgcji gestosci praktyczna zasada Silvermana oraz zasa-
da maksymalnego wygtadzania daja dobre wyniki, dla gestosci wielomodalnych
mozna zauwazy¢ zbyt duze wygladzenie danych. Jednak Terrell zaleca te metody
jako dobry punkt startowy do analiz w sytuacji gdy nie mamy informacji o struk-
turze danych. Mozna bowiem okregli¢ akceptowalny przedziat dla wartosci para-
metru wygltadzania (Horovd i in., 2012) jako:

H, =| min|X, - X,

’hMS:|’

gdzie min|X, - X]| oznacza minimalng odleglos¢ miedzy punktami X, i X,
i,j=1,2,...,n,i# j, natomiast b dla funkcji jadra drugiego rzedu jest okreslony
przez (3.17).

3.3. Metody kroswalidacyjne

Metody kroswalidacyjne naleza do grupy metod okreslanych jako metody catko-
wicie automatyczne, oparte na danych. Co wigcej, przy stosowaniu metod kro-
swalidacyjnych nie ma konieczno$ci przyjmowania zalozenia o klasie gtadkosci,
do ktorej nieznana funkcja gestosci nalezy.
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Klasyczna metoda kroswalidacyjna

Jedna z czesciej wykorzystywanych w praktyce metod kroswalidacyjnych jest me-
toda kroswalidacyjna najmniejszych kwadratow, okreslana jako metoda klasycz-
na. Estymatorem parametru wygladzania w jadrowej estymacji funkcji gestosci
jest parametr minimalizujacy nastepujace wyrazenie:

ISE[ 7, (x)] - f[ Fx0)- f(x)]2 dx = f F2(x)dx - 2T £ f(x)dx + f F2(x)dx,
- - - ™ (3.18)

gdzie fh (x) oznacza estymator jadrowy funkgji gestosci z parametrem wygtadza-
nia h. Niech f,(x)= f(x) w celu uproszczenia zapisu.

Pierwszy element sumy (3.18) jest znany, ostatni jest niezalezny od parametru
+oo

wygtadzania, co oznacza, ze tylko wyrazenie 2'[ f (x) f(x)dx musi by¢ estymo-

—oo

wane. Estymacja moze by¢ dokonana metoda momentéw i wéwczas estymatorem
400
wyrazenia ISE[ f (x)} - J. f*(x)dx jest funkcja okreslana jako funkcja kroswali-

dacyjna najmniejszych kwadratow o postaci:

+o0 no
LSCV (k)= [ fr0dx -2 f.(X,), (3.19)
—oo i=1
gdzie:

n

f4(x) =WZK (x_TX]J (3.20)

j#i

=1
jest estymatorem jadrowym wyznaczonym na podstawie proby, w ktorej pominie-
to i-ta obserwacje X, zwanym estymatorem leave-one-out. Oznacza to koniecz-
no$¢ obliczania n-krotnie estymatora funkcji gestosci i to dla wszystkich zada-
nych warto$ci parametru wygladzania h. Proponowane jest podejscie (Krzysko
iin., 2008), polegajace na wyznaczeniu dla kazdego h > 0:

1 X. —-X. 2
LSCV(h) =~ — K| — |+—K(0
) hnzzi:zj: [ h ]+nh ()’

gdzie K*(x) =K(2)(x)—2K(x) oraz K?(z) = J. K(z—y)K(y)dy.

—00

W szczegdlnosci, jezeli funkcja jadra jest funkejg gestosci rozktadu normalne-
go standaryzowanego, to K @(x) jest funkcja gestosci rozktadu normalnego z pa-
rametrami 01 2.
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Dla gaussowskiej funkcji jadra (Bowman, Azzalini, 2004) zachodzi:

i o FES (W (55 o33

—oo i=1 j=1 i=1 j=1

X)

oraz

BB sy S

i=1 j#i i=1 j#i
Stad

(x; ‘Xj)z (Xi‘Xj)z

LSCV(h)_ ZZe an ZZ o (3.21)

11]1 1177&1

Oszacowaniem parametru wygladzania otrzymanym metoda kroswalidacyjna
najmniejszych kwadratow jest nastepujacy parametr:

hysey =argmhinLSCV(h) . (3.22)

Klasyczna metoda kroswalidacyjna zwana jest rowniez metoda nieobcigzong
kroswalidacyjng, gdyz dla ustalonego, nielosowego parametru wygladzania za-
chodzi (Scott, Terrell, 1987):

E[T}Z(x)dx—zij‘i(xi } ISE(h J.f

= E[ ISE(h) |- R(f) = MISE(h)-R(f) (3.23)

gdzie E{if_i(Xi } f EJ‘f dx=EJ‘f (x) f (x)dx.

Stad LSCV/(h) jest nieobcigzonym estymatorem ISE(h) — R(f).

Zaletami klasycznej metody kroswalidacyjnej sa przede wszystkim intuicyjna
definicja oraz prosta implementacja. Metoda ta jest asymptotycznie optymalna
przy okreslonych do$¢ stabych zalozeniach. Niestety, charakteryzuje si¢ duza wa-
riancjg, co oznacza w praktyce, ze dla réznych prob z tego samego rozkltadu szaco-
wany parametr wygladzania moze mie¢ duza wariancje (Hall, 1983; Stone 1984).
Najwazniejsza wadg klasycznej metody kroswalidacyjnej jest brak stabilnosci na-
wet wtedy, gdy zwigksza si¢ liczebnos$¢ proby.

Dla warto$ci parametru wygladzania h, ., przy funkcji jadra drugiego rzedu
mozna wykazac, ze (Stone, 1984):
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ISE (hLSCV ) a.s. 1,
ISE ()
gdzie:
h,, oznacza parametr wygltadzania, dla ktérego ISE(h) osigga warto$¢ naj-
mniejsza,
h, ., oznacza parametr wygltadzania, dla ktérego LSCV(h) osigga warto$¢ naj-
mniejsza.

Ponadto te dwa parametry wygtadzania charakteryzuja si¢ ujemna korelacja.
Wzgledne tempo zbieznosci parametru wygtadzania wyznaczonego metoda
klasyczng kroswalidacyjna w stosunku do parametru wygltadzania minimalizuja-

cego ISE wynosi 0, (ij . Jest ono okreslane jako bardzo wolne, ale jednoczesnie
10

jedyne mozliwe do otrzymania dla parametru minimalizujacego ISE.

v [ h
Mozna wykazaé rowniez, ze n“’ % —1| ma asymptotyczny rozktad nor-
ISE

malny z wartoscia oczekiwang réwng 0 oraz odchyleniem standardowym &,

Funkcja LSCV(h) ma czesto kilka miniméw, co w wielu przypadkach unie-
mozliwia zastosowanie klasycznych metod numerycznych w celu znalezienia
minimum funkcji. Proponuje sie¢ zatem wybdr takiego parametru wygladza-
nia, ktory jest najwiekszy dla minimoéw lokalnych (Silverman, 1986). Ma to
szczegdlne znaczenia gdy LSCV(h) — —co dla h — 0, gdy dane sg dyskretne
i majg kilka powtdrzen. Moze si¢ jednoczes$nie zdarzy¢, ze LSCV(h) nie ma
minimum.

Stabilizowana metoda kroswalidacyjna (Chiu, 1991; 1996) jest modyfikacja
klasycznej metody kroswalidacyjnej, ktéra pozwala rozwigza¢ problem zwigzany
z brakiem stabilnosci metody klasycznej, nawet wtedy gdy zwigksza si¢ liczebnos¢
proby. W oparciu o funkcje charakterystyczng Chiu (1991) podal wyrazenie dla
szerokiego parametru wygtadzania wh..,.

Kryterium stabilizowanej metody kroswalidacyjnej jest nastepujace:

%T‘@(k)‘z[wz(hl)—Zw(hl)]dk+L(()),

nh

gdzie:
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Dla parametru wygladzania minimalizujacego powyzsze kryterium h,, mozna

L5 a.s.
wykaza¢, ze hg, —=—hg,.

Metoda kroswalidacyjna pseudowiarygodnosci

Metoda kroswalidacyjna pseudowiarygodnosci polega na takim wyborze para-

metru wygtadzania h, by funkcja wiarygodnosci H f (X,) byla maksymalizo-
i=1
wana (Duin, 1976). W celu unikniecia sytuacji gdy maksimum funkgcji dostarcza-

o warto$ci parametru wygtadzania h = 0, nalezy zastapic f(x) przez estymator

N 1 n x—X.
leave-one-out f_i(x):(n—l)th( Y ]J.

=1
i

Parametr wygladzania wyznaczony metodg kroswalidacyjng pseudowiarygod-
nosci jest okreslony w nastepujacy sposob:

hpioy = argmhinPLCV(h), (3.24)
gdzie PLCV (h) =%Zlogfﬂ, (X,).
i=1

Jest to parametr minimalizujacy odlegtos¢ Kullbacka-Leiblera miedzy f (x)
a f(x). Charakteryzuje sie wlasnosciami wlasciwymi dla miary L,. Wada tej meto-
dy polega na niezgodnej estymacji dla rozkladéw cigzkoogonowych (na przykiad
rodziny rozkladéw t-Studenta).

Obciazona metoda kroswalidacyjna

W obcigzonej metodzie kroswalidacyjnej parametr wygtadzania minimalizuje
asymptotyczng posta¢ miary MISE, czyli AMISE o postaci:

AMISE(h) = Rn(:) +h (%)2 R(f%),

ktora dla funkgcji jadra drugiego rzedu przyjmuje postac:
R(k) )
AMISE(h)=—-2+h'| =2 | R(f®)).
=o' (] =(s)

W tym wyrazeniu wykorzystywane jest oszacowanie R ( f @ ) zapomocy R ( f @ )
(Scott, Terrell, 1987).
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Estymator drugiej pochodnej scatkowanego kwadratu funkeji gestosci ma po-
stac:

R(J}(z))=%K(2) K (0)+nizzn:zn:1<(2) K (X, - X)) =

i=1 j=1

ji
1 1 n n
ZWK(Z) * K (O)+ 2h® ;JZ_;K(Z) “K (Xi _Xj) -
i
1 1 n n
ZWR(K(Z))_‘_ e ;;K(Z) *K(Z) (Xi _Xj)
i

Y. (r)| ¥
dla K (u)—h(PH)K (hj

Wartos$¢ oczekiwana powyzszego estymatora jest nastepujaca:
()
. R{K
E[R(f(z))} = R(f(z))+ ( P ) + O(hz) , CO oznacza, Ze estymator ten jest
n

estymatorem obcigzonym. Scott i Terrell zaproponowali w 1987 roku wykorzysta-

nie estymatora R( f @ ) dla estymacji R( f @ ) , gdzie:

R(K)

nh’

R(7®)=r()-

Wowczas kryterium jest nastepujace:

R(K) h'ul(K) &y
BOV( == "2+ — 23 MY kP (x,-x).

nh

i=1 j=1
i

Parametr wygtadzania wyznaczony metoda obciazona kroswalidacyjna jest na-
stepujacy:

hgoy =arg mhinBCV(h) . (3.25)
Obcigzona metoda kroswalidacyjna jest traktowana jako metoda hybrydowa

metody kroswalidacyjnej i metody podstawiania, gdzie zamiast zastosowania roz-
kfadu referencyjnego stosuje si¢ estymacje odpowiedniego wyrazenia.
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Dla gaussowskiej funkcji jadra, dla ktérej x, = 11 R(K)= %/», otrzymujemy:
2NT

1
BCV(h)= e +
X_Xi)

32 zh\/_ ZZe W —hzii(Xi—Xj) e_T+

i=l j=1 i=l j=1

Minimalizacja powyzszego wyrazenia wzgledem h dostarcza estymator optymal-
nego parametru wygltadzania h, ., . Mozna wykazac, ze h, ., ma ten sam rzad zbiez-
nosci relatywnej do h ., jak h, ., do h_, ale stata jest zawsze duzo mniejsza. Problem
wielu miniméw pojawia si¢ rzadziej niz w przypadku klasycznej metody kroswali-
dacyjnej. Dla obcigzonej metody kroswalidacyjnej zaleca si¢ wybranie najmniejszej
warto$ci parametru wygtadzania, dla ktdrej wystepuje lokalne minimum.

Dla klasycznych funkeji jadra zachodzi (Cao i in., 1994):
lirn+ BCV (h) =+,

lim BCV(h) =0.

h—>+0

Poniewaz hm BCV(h) =0, h,_, jest polecane jako najwigksza lokalna wartos¢

mlmmahzu]qca BCV(h) mniej lub w takim samym stopniu jak parametr wygta-
dzania z przeszacowaniem, czyli h, . Z drugiej jednak strony Jones i in. (1996)
zalecajg, by h, ., bylo najmniejszg lokalng wartoscig minimalizujagcg BCV(h) ze
wzgledu na lepsze empiryczne wlasnosci.

Dla gaussowskiej funkcji jadra, dla ktérej 4R(K)—13K (0) >0, BCV(h) >0 dla
wszystkich h > 0, czyli nie istnieje globalne minimum.

Mozna wykazac¢ (Scott, Terrell, 1987), ze:

1 h
nKO [hB# - IJ ma rozklad asymptotyczny normalny N (O,cs LsCv ) Wand i Jo-
AMISE )

()
—LSC€V. ~ 15,7, co wskazuje na to, ze parametry wygta-

nes (1995) wykazali, ze
Opev
dzania otrzymane metoda kroswalidacyjng najmniejszych kwadratow sa znacznie

bardziej rozproszone niz te otrzymane metoda obcigzong kroswalidacyjna.
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Wygtadzona metoda kroswalidacyjna

Wygladzona metoda kroswalidacyjna wykorzystuje wyrazenie:

MISE(h) = jD (f (x)) dx+IB (f (x))dx =

LT dxHj(K *f—f)z(x)dx}.

n-

—oo

R(K)

Scatkowana wariancja moze by¢ estymowana za pomoca IV (h) =

, hato-
miast w estymacji scatkowanego kwadratu obcigzenia mozna wykorzysta¢ esty-

mator jadrowy funkcji gestosci f. Dla estymatora jadrowego f (x) z parametrem
wygladzania d i funkcjg jadra L estymator scalkowanego kwadratu obcigzenia ma

postac’
Zz K, —2K, +K,)*L, *L,(X, - X;),

i=1 j=1

gdzie K oznacza funkcj¢ Diraca. Pomijajgc wyrazenia diagonalne i = j (podobnie
jak w przypadku obcigzonej metody kroswalidacyjnej) i przyjmujac przyblizenie
n = n — 1, kryterium jest nastepujace:

RK) 1

T +n(n_l)ZZ(Kh*Kh_ZKthKo)*Ld*Ld(Xi_XJ‘)' (3.26)

i=l j=1
i#]

SCV (h)=

Nazwa tej metody wskazuje, ze dlan = n - 1:

rscv (n) =28, 1 ZZ (K * K, =2K,)(X, =X, )=
nh i=1 j=1
i#j
R(K) 1 ZZ K *K, —2K, +Ko)(Xi_Xj)’

l’l 11]1
i#j

gdzie ostatnia rownos¢ zachodzi, gdy nie ma powtorzen w probie. Tak wiec
SCV(h) moze by¢ rozpatrywana jako szczegélny przypadek LSCV(h), gdzie roz-
nice (X, - X)) s3 wstepnie wygtadzone. SCV(h) moze by¢ réwniez rozwazana jako
metoda bootstrapowa (Cao i in., 1994).

Parametr wygladzania wyznaczony metoda wygtadzong kroswalidacyjng jest

nastepujacy:
heoy = argmhinSCV(h). (3.27)
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Przy okreslonym wyborze parametru wygtadzania d i funkcji jadra L wzgledny
1
rzad zbieznosci h do h,,, jest rzedu O (n j By otrzymac ten rzad zbieznos$ci

funkcja jadra L musi by¢ rzedu co najmniej 6.

Faktoryzowana wygtadzona metoda kroswalidacyjna jest modyfikacjg wygta-
dzonej metody kroswalidacyjnej, gdzie usuwane s3 wyrazenia diagonalnew IB (h) .
Wéwczas parametr wygtadzania jest nastepujacy: d =Cn™%, gdzie C jest estyma-
torem C. Wybor parametru wygladzania d jest zatem niezalezny od h. Jones i in.
(1991) rozwazali taka sama funkcje celu SCV(h), ale uwzgledniali przypadek gdy
diagonalne wyrazenia s3 wprowadzone ponownie i parametr wygladzania d moze
zaleze¢ od parametru wygladzania h, czyli zaproponowali d =Cn’h™ dla kilku
kombinacji m i p.

Niech:
hisey = argmhinFSCV(h), (3.28)
gdzie:
FSCV (h) R(K ZZ —2K, +K,)*L,*L, (X, - X,). (3:29)
i=1 j=1
Dla d ~ mozliwe jest, by h, ., bylo relatywnie zbiezne rzedu n nawet

1
nz%Sh2
dla funkgji jadra K i L rzedu drugiego. Niektére metody wymagaja funkcji jader
wyzszych rzedow lub transformacji Fouriera (co jest rownoznaczne z uzyciem
funkcji jader wyzszych rzedow). Jest to wazne, zwlaszcza ze funkcje jadra wyz-
szych rzedéw maja lepsze asymptotyczne wlasnosci, chociaz dla matych préb ich
wlasnosci sg gorsze od funkgji jadra drugiego rzedu.

3.4. Metody podstawiania

Parametr wygtadzania minimalizujacy miare precyzji AMISE okreslony przez
(3.13) dla funkgji jadra drugiego rzedu przyjmuje postac:

h 5. (3.30)

AMISE2 = Wf@)) n
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Idea metody wyboru parametru wygladzania, zwana metoda podstawiania,
polega na wyznaczeniu estymatora jadrowego funkgji gestosci fhl (x) z parame-
trem h, wykorzystaniu tego estymatora do wyznaczenia R( f (2))=R( f}h (x)),

a nastepnie wyznaczenia parametru wygtadzenia h, poprzez wstawienie R( f @ )
do (3.30) (Woodroofe, 1970). Pewna modyfikacja polega na wprowadzeniu meto-
dy iteracyjnej, wyznaczaniu b , h, ... do momentu, gdy h, bedzie zbiezne.

W odroéznieniu od obcigzonej metody kroswalidacyjnej, w metodach podsta-
wiania najpierw wyznacza si¢ parametr wygltadzania, ktéry minimalizuje AMISE,
w taki sposob, jakby R( f (2)) nie zalezato od parametru wygtadzania.

Parametry wygltadzania wyznaczone metoda podstawiania moga by¢ okreslone
W nastepujacy sposob:

1
K =

1) hPM: 2AA—(2) n s, (3.31)
KZR(fg(éz’h) j

sl

)2p+1 , natomiast g charakteryzujace
sie optymalnym rzedem zbieznosci ma postac:

10

§=C(f.K )hE.
Nieznana stala C(f, K) moze by¢ szacowana przy wykorzystaniu rozkladu nor-
malnego jako rozkladu referencyjnego, czyli
10 10
g=C(f.K)h" =C(¢,..K)h" =g (&%),

gdzie ¢, oznacza funkcje gestosci rozktadu normalnego z wariancjg oszacowang
na podstawie proby (Sheather, Jones, 1991).

Park i Marron (1990) wykazali, ze zbieznos¢ h,, do h, . optymalnego parame-

tru wygladzania jest rzedu O ) LA} .

n13

1 3
N
2) hHsm:(%j +]2(%] , (3.32)
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gdzie
s K
L Ik
jz_ K4fz(f(3))

20k, R(f®) (Halliin, 195)

3.5. Inne metody wyboru parametru wygtadzania

Procedurg taczaca wyznaczenie wartosci parametru wygladzania z jednoczesnym
okresleniem funkgji jadra wraz z rzedem tej funkgji jest automatyczna procedura
(Horova i in., 2012). Pozwala ona na optymalny wybor parametru wygladzania.
Taki wybdr jest mozliwy dzieki nastepujacej postaci asymptotycznego scatkowa-
nego bledu kwadratowego:

2
. ~ o (2k+1)y,,
AMISE| f(x) ] =(|ie )0 TR (3:33)

2k+1
gdzie v, = [—ZJ jest czynnikiem kanonicznym funkcji jadra K.
k

Algorytm automatycznej procedury prowadzacej do wyboru funkgji jadra K,
rzedu funkcji jadra k oraz parametru wygladzania / dla v = 0, przedstawiony jest
w pracy Horovej i in. (2012).

Odmienng procedurg jest procedura SiZer mapy. W odrdznieniu od wczesniej
rozwazanych metod wyboru parametru wygladzania, w metodzie SiZer mapy wyzna-
czany jest zakres wartosci parametru wygtadzania. Okreslana jest rodzina jadrowych
estymatorow funkgji gestosci { fu(x):he [hmm ,hmax] gdzie h = 2B, B jest szero-
koscig okna, b =x_  -x 7 gaussowske} funkcja jadra dla réznych wartosci para-
metréw wygtadzania. W procedurze SiZer mapy rozwazane s3 nastepujace hipotezy:

hox amE(fh (x))

Hy":———=0
ox™"
oraz
o"E( f. (x
th’x:MiO.

ox™
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Rezultat zastosowania procedury jest przedstawiony w postaci graficznej, gdzie
okreslone s3 te wartosci parametru wygtadzania, dla ktérych estymator jadrowy
funkcji gestosci jest istotnie rosnacy, istotnie malejacy lub wyznaczone s3 te ob-
szary, gdzie procedura nie okresla w sposdb jednoznaczny wlasnosci estymatora
jadrowego funkgcji gestosci. Przyklady zastosowan SiZer mapy przedstawione sa,
miedzy innymi, w pracach Baszczynskiej (2014a, 2014b).

3.6. Badanie wtasnosci wybranych metod wyboru
parametru wygtadzania

Analize wlasno$ci wybranych metod wyboru parametru wygtadzania przeprowadzo-
no metodami symulacyjnymi. Giéwnym celem badania bylo jednoznaczne okresle-
nie, w ktdrych sytuacjach badawczych powinny by¢ stosowane okreslone metody wy-
boru parametru wygladzania h w konstrukeji estymatora jadrowego funkeji gestosci.

Analizie podlegaly zmienne losowe o rozktadach okreslonych przez funkeje
gestosci:

f(x)zza‘ifi(x) , (3.34)

gdzie wagi spelniajg warunki o > 0, Z(xi =1, a funkcja f(x) jest i-tym kompo-
nentem mieszaniny. i=1

Wybér rozkladéw populacji, z ktérych wybierane byty losowo proby, byt kon-
sekwencja umozliwienia reprezentowania mozliwie wszystkich podstawowych
sytuacji badawczych. Czynnikiem branym pod uwage przy wyborze populacji
byto réwniez uwzglednienie réznorodnosci populacji z punktu widzenia podsta-
wowych charakterystyk rozktadéw, w tym asymetrii, modalnosci oraz kurtozy.
Charakterystyki te sa szczegdlnie istotne przy wstepnej ocenie rozktadu populacji,
a co za tym idzie pozwalajg na natychmiastowa ocen¢ dopasowania estymatora do
danych rzeczywistych. Znajomos¢ rozktadu populacji generalnej jest wykorzysta-
na w ocenie dobroci estymacji jadrowe;.

W badaniu rozwazano populacje: P1 - populacja o rozkladzie normalnym
standardowym N(0, 1); populacje P2-P15 - populacje o rozkladach bedacych
mieszaning rozkladéw normalnych o okreslonych parametrach rozkltadow
N(u, o) oraz okreslonymi wagami mieszanin o, > 0. Podstawowe charakterystyki
poszczegdlnych populacji przedstawione zostaly w tablicach 3.1-3.15, a graficz-
nie zaprezentowane na rysunkach 3.1-3.15. W konstrukgji histogramu ustalono
liczbe podprzedziatéw réwna 100.
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Tablica 3.1. Podstawowe charakterystyki populacji P1

1 x’
Funkcja gestodci f, (x)=——exp| ——
\2m

2
Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 50000
Warto$¢ minimalna -4,2486
Warto$¢ maksymalna 4,2891
Srednia arytmetyczna -0,0030
Mediana 0,0005
Kwartyl I -0,6735
Kwartyl IIT 0,6678
Odchylenie standardowe 0,9958
Wspolczynnik asymetrii 0,0152
Kurtoza 3,0010

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.1. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P1

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.2. Podstawowe charakterystyki populacji P2

Mieszanina éN(O,l) + éN(%éj + %N(%,gj
Charakterystyka populacji Wartos¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 50000
Warto$¢ minimalna -3,9687
Warto$¢ maksymalna 3,4926
Srednia arytmetyczna 0,7498
Mediana 0,8484
Kwartyl I 0,3088
Kwartyl III 1,3025
Odchylenie standardowe 0,8188
Wspolczynnik asymetrii -0,7439
Kurtoza 4,02179

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.2. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P2

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.3. Podstawowe charakterystyki populacji P3

s 250242

Charakterystyka populacji Wartos¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 48000
Warto$¢ minimalna -3,6353
Warto$¢ maksymalna 3,5835
Srednia arytmetyczna -1,7909
Mediana -2,3145
Kwartyl I -2,6992
Kwartyl ITI -1,2902
Odchylenie standardowe 1,2260
Wspolczynnik asymetrii 1,3430
Kurtoza 3,8642

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.3. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P3

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.4. Podstawowe charakterystyki populacji P4

2 1 1
Mieszanina ;N(O,l) + _N(O’Ej

3
Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 48000
Wartoé¢ minimalna -3,9094
Warto$¢ maksymalna 4,6419
Srednia arytmetyczna 0,0013
Mediana 0,0015
Kwartyl I -0,3150
Kwartyl IIT 0,3214
Odchylenie standardowe 0,8150
Wspdlczynnik asymetrii 0,0089
Kurtoza 4,4666

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.4. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P4

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.5. Podstawowe charakterystyki populacji P5

1 9 1
Mieszanina BN(O,I) + —N(O j

10

10
Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 50000
Warto$¢ minimalna -4,0204
Warto$¢ maksymalna 3,1736
Srednia arytmetyczna -0,0006
Mediana 0,0002
Kwartyl I -0,0757
Kwartyl IIT 0,0757
Odchylenie standardowe 0,3311
Wspdlczynnik asymetrii -0,1886
Kurtoza 25,5015
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.5. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P5

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.6. Podstawowe charakterystyki populacji P6

Mieszanina %N(fléj + %N[léj
Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebnos$¢ populacji 50000
Warto$¢é minimalna -3,9572
Warto$¢ maksymalna 3,6665
Srednia arytmetyczna 0,0001
Mediana -0,0027
Kwartyl I -1,0065
Kwartyl I1I 1,0001
Odchylenie standardowe 1,2018
Wspdlczynnik asymetrii 0,0040
Kurtoza 2,0444

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.6. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P6

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.7. Podstawowe charakterystyki populacji P7

Mieszanina lN —i,l +1N é,l
2 22) 2 (22

Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 50000
Warto$¢ minimalna -3,2343
Warto$¢ maksymalna 3,5690
Srednia arytmetyczna -0,0010
Mediana -0,0108
Kwartyl I -1,5013
Kwartyl III 1,4961
Odchylenie standardowe 1,5775
Wspolczynnik asymetrii -0,0011
Kurtoza 1,3804

1400

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.7. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P7

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.8. Podstawowe charakterystyki populacji P8

Mieszanina %N(0,1)+ iN(%%j
Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebnos$¢ populacji 50000
Wartoé¢ minimalna -4,0840
Warto$¢ maksymalna 3,9049
Srednia arytmetyczna 0,3731
Mediana 0,4252
Kwartyl I -0,4267
Kwartyl IIT 1,3075
Odchylenie standardowe 1,0941
Wspdlczynnik asymetrii -0,3205
Kurtoza 2,4373

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.8. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P8

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.9. Podstawowe charakterystyki populacji P9

1 1
Mieszanina iN —E,i +1N é,i +—N|0,=
20 55) 20 55) 10 4

1000 -

800

600

400

200

Charakterystyka populacji Wartos¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 50000
Warto$¢ minimalna -3,6906
Wartoé¢é maksymalna 3,7608
Srednia arytmetyczna 0,0014
Mediana -0,0022
Kwartyl I -1,1121
Kwartyl IIT 1,1223
Odchylenie standardowe 1,2756
Wspdlczynnik asymetrii -0,0010
Kurtoza 1,8895
Zrédto: opracowanie wtasne.
n. 10 X 4 -

Rysunek 3.9. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P9

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.10. Podstawowe charakterystyki populacji P10

Mieszanina %N(O,l) + ,Zi;ll()N[[; - 1}:()}
Charakterystyka populacji Wartoé¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 50000
Warto$¢ minimalna -3,9687
Wartoé¢ maksymalna 4,1558
Srednia arytmetyczna -0,0012
Mediana 0,0000
Kwartyl I -0,6068
Kwartyl III 0,6083
Odchylenie standardowe 0,8687
Wspdlczynnik asymetrii -0,0117
Kurtoza 2,9996

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.10. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P10

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.11. Podstawowe charakterystyki populacji P11

49 2) 49 2) &1 -3 1
Mieszanina —N| —-1,— |+ —N| 1,— +Z—N e
100 3) 100 3 350 2’100

=0

Charakterystyka populacji Wartos¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 70000
Warto$¢ minimalna -3,8883
Wartoé¢é maksymalna 3,4116
Srednia arytmetyczna -0,0014
Mediana -0,0026
Kwartyl I -0,9948
Kwartyl IIT 0,9967
Odchylenie standardowe 1,1972
Wspdlczynnik asymetrii -0,0048
Kurtoza 2,0611

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rysunek 3.11. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P11

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.12. Podstawowe charakterystyki populacji P12

2

=2

Mieszanina lN(O 1)+Z£N 1+l 2"
2 31

2’10

Charakterystyka populacji

Wartosé¢ charakterystyki liczbowej

Liczebno$¢ populacji 70000
Warto$¢ minimalna -3,9157
Warto$¢ maksymalna 4,0904
Srednia arytmetyczna -0,3011
Mediana -0,3943
Kwartyl I -1,2008
Kwartyl IIT 0,4959
Odchylenie standardowe 1,0980
Wspolczynnik asymetrii 3,3056
Kurtoza 2,6035

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.12. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P12

Zrédto: opracowanie wtasne.



Metody wyboru parametru wygtadzania

Tablica 3.13. Podstawowe charakterystyki populacji P13

127

1=0 1=1

1 3
. . 46 2 1 -1 1
Mieszanina E ﬁN[zl - l,g] + E %N(y,ﬁj +

3
zLN(l,L]
=300 |2 100

Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 60000
Warto$¢ minimalna -3,6235
Warto$¢ maksymalna 3,8737
Srednia arytmetyczna 0,0582
Mediana 0,1583
Kwartyl I -0,9489
Kwartyl IIT 1,0370
Odchylenie standardowe 1,1913
Wspolczynnik asymetrii -0,0919
Kurtoza 2,0284

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.13. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P13

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.14. Podstawowe charakterystyki populacji P14

2
e
Mieszanina ;HN 1 "

Charakterystyka populacji Wartosé¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 63000
Warto$¢ minimalna -3,5001
Warto$¢ maksymalna 3,0196
Srednia arytmetyczna -0,0014
Mediana -0,3948
Kwartyl T -1,4872
Kwartyl III 1,2381
Odchylenie standardowe 1,6445
Wspolczynnik asymetrii 0,2344
Kurtoza 1,6511

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.14. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P14

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tablica 3.15. Podstawowe charakterystyki populacji P15

2 (121-15 2) {51 (2] 1
Mieszanina ;71\7( p ,7j+§21N(7,2J
Charakterystyka populacji Warto$¢ charakterystyki liczbowej
Liczebno$¢ populacji 63000
Warto$¢ minimalna -3,2130
Warto$¢ maksymalna 3,0921
Srednia arytmetyczna -0,0014
Mediana -0,2414
Kwartyl I -1,8156
Kwartyl IIT 1,3678
Odchylenie standardowe 1,6880
Wspolczynnik asymetrii 0,0379
Kurtoza 1,7528

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 3.15. Histogram i wykres pudetkowy dla populacji P15

Zrédto: opracowanie wtasne.

Populacje P1-P15 stanowig zbior gaussowskich mieszanin Marrona i Wanda
(Marron, Wand, 1992; Ruzgas, Drulyre, 2013).

Jednomodalnymi populacjami sg populacje P1-P5, populacje P6-P9 popula-
cjami umiarkowanie wielomodalnymi, populacje P10-P15 mozna okresli¢ jako
populacje o silnej wielomodalnosci.

W grupie rozktadéw jednomodalnych rozklad populacji P1, bedacy rozkta-
dem normalnym z wartoscig oczekiwang zero i odchyleniu standardowym je-
den, jest oceniany jako ten, ktéry jest najlatwiejszy w estymacji (Terrell, Scott,
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1985). Rozklad populacji P2 jest asymetryczny i umiarkowanie skoény, ale jest
jedynie nieznacznie odmienny od rozkladu populacji P1 i moze by¢ stosowany
do analiz rozkltadow wartosci ekstremalnych. Sko$nos¢ rozkladu populacji P3 jest
duza, rozkltad ten jest podobny do rozkladu lognormalnego. Rozktady populacji
czwartej i pigtej charakteryzuja si¢ wysoka kurtoza (wigksza dla populacji piatej).
Rozklad czwarty jest traktowany jako aproksymacja funkeji gestosci z punktami
nieciaglosci, podczas gdy rozktad piaty jest rozkladem funkeji gestosci z warto-
$ciami odstajacymi (10% obserwacji to obserwacje odstajace).

Rozklady populacji P6-P8 sa bimodalne, natomiast P9 jest populacja o rozkla-
dzie tréjmodalnym.

Rozktad populacji P11 jest bardzo podobny do rozkladu populacji P6. Réznica
miedzy tymi dwoma rozktadami moze by¢ niezauwazalna w przypadku matych
liczebnosci prob, gdyz jedynie 2% obserwacji tworzy maksima lokalne funkeji ge-
sto$ci.

Rozklady populacji P12 i P13 s3g modyfikacjami rozktadéw P10 i P11, odpo-
wiednio. Rozklady P14 i P15 s3 natomiast modyfikacjami rozktadu P7.

Z populacji losowane byly proby o liczebnosciach tak dobranych, by uwzgled-
nione byly proby powszechnie traktowane jako male, srednie i duze. Uwzgled-
nienie réznych liczebnosci préb w badaniu pozwala na oceng wplywu liczebnosci
proby na rezultat estymacji jadrowe;j.

Dla kazdej proby wyznaczany byl estymator jadrowy funkeji gestosci, przy
czym stosowane byly rézne funkcje jadra oraz wartosci parametru wygladzania
wyznaczone okreslonymi metodami. Procedura ta byta powtarzana 25 000 razy.

W celu jednoznacznej oceny wpltywu poszczegoélnych parametréw metody ja-
drowej zachowana byla zasada eliminacji. Dla ustalonego stalego jednego para-
metru metody (na przyklad funkgji jadra) stosowany byt zmienny drugi parametr
metody (dla statej funkeji jadra zmiennym parametrem byt parametr wygtadza-
nia). W badaniu wykorzystane byty nastepujace funkcje jadra: Epanecznikowa,
dwukwadratowa, gaussowska, jednostajna oraz dwie funkecje jadra wyzszych rze-
dow.

Analizie podlegaly nastepujace metody wyboru parametru wygladzania: me-
toda iteracyjna (IT), metoda bezposrednia podstawiania (DPI), metoda maksy-
malnego wygladzania (MS), metoda obcigzona kroswalidacyjna (BCV), metoda
kroswalidacyjna najmniejszych kwadratéw (LSCV) oraz metoda odwotania do
standardowego rozktadu (RR).

W badaniu poréwnywano wartos$ci parametrow wyznaczonych réznymi meto-
dami oraz oceniano wplyw liczebnosci proby na wartos¢ parametru wygladzania,
a tym samym na ksztalt estymatora funkgji gestosci.

Wyniki dla populacji P1-P15 sg przedstawione w tablicach 3.16-3.30.
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Tablica 3.16. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P1

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra | parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygltadzania

IT 2,1238(1,5241|0,9427|1,42411,2340|0,9380(1,2225|0,3853| 1,071 |1,0567
% DPI 1,0115(1,3311|0,9472{1,4206|1,2129{1,1754|1,3478|0,9927|1,2083|1,1976
é MS 0,9611(1,1707{0,8549(1,2098|1,0466|1,0647(1,1165|0,8859| 1,009 (0,9176
é BCV 1,9136]|2,3295(0,9904(1,2107|0,8062|0,7694|0,8734(0,7167|0,7098|0,6714
r_§~ LSCV 1,5470(1,4129|0,9414|1,4811|0,4768|0,5639|1,1418|0,1856|1,1036|0,6617
RR 0,8899(1,0841{0,7916(1,1203|0,9692{0,9859(1,0330|0,8203|0,9343(0,8492
- IT 2,5347(1,8145(1,1265|1,6952(1,5188|1,1356(1,4470|0,4907|1,2754(1,2716
5 DPI 1,1983|1,5769(1,1222|1,6829(1,4368|1,3924(1,5967|1,1760{1,4315|1,4187
—%3 MS 1,1386(1,3869(1,0127(1,4332|1,2399(1,2613|1,3227|1,0495|1,1953|1,0865
E BCV 2,2666(2,7595|1,6956(1,9330|1,7278(1,5832|1,7089(1,8546{1,39921,3429
:3’ LSCV 1,8071{1,8095|1,0971(1,7319|0,5735(0,7310|1,3932{0,2293|1,3992|0,8536
a RR 1,0543|1,2843(0,9378|1,3271{1,1481|1,1679{1,2248|0,9718{1,1068|1,0060
IT 0,9487|0,6985|0,4341{0,65060,5772|0,4333{0,5503(0,1803|0,4908|0,4858
£ DPI 0,4569(0,6012|0,4279(0,6417|0,5479{0,5309|0,6088 |0,4484|0,5458|0,5409
% MS 0,4341{0,5288|0,3862(0,5465|0,4728|0,4809|0,5034|0,4002|0,4557{0,4143
% BCV 0,8654(0,7541|0,4664|0,6804|0,6758(0,5212|0,6194(0,5612|0,4857|0,5294
o LSCV 0,75040,7292|0,4570{0,6968|0,2390{0,3038|0,5777{0,1216|0,5542|0,4471
RR 0,4020{0,4897|0,3576(0,5060|0,4378(0,4453|0,4670(0,3705|0,4220(0,3836
IT 1,1824(1,0823|0,6040(0,9616(0,6769|0,5937|0,8817{0,2062(0,7757|0,7122
o DPI 0,7950(1,0823(0,7446(1,1166|0,9533|0,9238(1,0594|0,7803|0,9497(0,9413
g MS 0,7554(0,9202{0,67190,9509|0,8226|0,8368|0,8776|0,6963|0,7930(0,7208
_g BCV 0,5045(1,8311|1,3370{1,8919|1,6366|1,6649|1,7459(1,3854|1,5777{1,4341
= LSCV 0,9445(1,1474|0,5072{0,8838|0,3705(0,5346|0,7782(0,1425|0,9441|0,5882
RR 0,6995(0,8521/0,622210,8805|0,7617{0,7749|0,8126|0,6448|0,7343|0,6675
IT 1,3315|1,2439|0,8547(1,4057|1,3792{1,1133|1,4348|1,1218|1,2735|1,3221
DPI 0,5795(0,9087/0,7189{1,1329|0,8794(1,0398|1,1563(0,6988|1,1650(0,9674
v=1 MS 0,8663(1,0978(0,82041,1803|1,0342{1,0630(1,1247|0,8992| 1,031 (0,9429
JC_ . BCV 1,6279|2,0615|1,5405(2,2161|1,9416{1,9958|2,1114|1,6883|1,9356(1,7700
LSCV 0,3482(0,1613{0,09420,1121{0,0859{0,0874(0,0708|0,0828|0,0620(0,0592
RR 0,7974(1,0085|0,7536{1,0842|0,9499(0,9765|1,0331{0,8260|0,9471{0,8661
IT 1,9831|1,3389|0,9448|1,5058| 1,399 |1,2983|1,4776(1,2321|1,3135|1,4877
DPI 0,7950(1,1089{0,9189(1,4929(0,9692|1,1689|1,3769|0,8999(1,3504|1,0854
v=2 MS 1,0376(1,3442|1,0176(1,4774|1,3037(1,3479|1,4330(1,1506|1,3242|1,2158
k=4 BCV 1,9127(2,4764|1,8745(1,7213|2,4012|2,4826|2,6393|2,1193|2,43892,2378
m=-1 LSCV 1,29281,0104|0,5031{0,7692(1,1662|0,8732|0,7747{0,9061|0,3842|0,5152
RR 0,9476(1,227210,9290{1,3487|1,1901{1,2305|1,3082(1,0504|1,2089(1,1092

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Dla préb losowanych z populacji o rozkladzie normalnym standaryzowanym
metoda iteracyjna dawala najwieksze wartosci parametru wygladzania niezalez-
nie od wielkosci préb, chociaz réznice migdzy warto$ciami parametréw wygla-
dzania wyznaczonymi réznymi metodami nie byly duze, szczegélnie dla duzych
prob. Procedury nalezace do grupy metod odwotania do rozkladéw oznaczaly
zazwyczaj najmniejsze warto$ci parametru wygltadzania, w tym zastosowanie za-
sady odwotania do standardowego rozkladu (ktéra zaklada, ze rozktad populacji
jest rozkladem normalnym) powodowalo, ze parametr wygtadzania przyjmowat
najmniejszg wartos¢. Wykorzystanie gaussowskiej funkeji jadra wydaje si¢ by¢
w tym przypadku odpowiednie, chociaz parametr wygltadzania jest dla tej funkcji
jadra najmniejszy, co oznacza najmniejsze wygladzanie danych. Dla funkcji jadra
wyzszych rzedow, ktére moga powodowad, ze estymator funkeji gestosci nie be-
dzie funkcja gestosci, parametr wygladzania wyznaczony metoda kroswalidacyj-
ng najmniejszych kwadratow jest najmniejszy w poréwnaniu z estymacja funkcji
gestosci, gdzie stosowane sa klasyczne funkcje jadra. Wraz ze wzrostem liczebno-
$ci préby mozna zauwazy¢ zmniejszenie wartosci parametru wygladzania.

Tablica 3.17. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o proby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P2

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania
1T 2,2885(1,5025|1,11041,0163{0,89151,02590,8033 {0,5950|0,6938 | 0,5958
% DPI 2,2357(1,4486|1,1147|1,0387|0,9148 | 1,1146 |0,8731|0,7821|0,8904|0,7791
'—é MS 1,6232(1,37781,0068 | 0,9305|0,7566 | 0,9278 | 0,7333 | 0,6919|0,7427 | 0,6552
§ BCV 3,2301(2,7416|1,078210,8549|0,6962|0,7299|0,5242|0,5133 | 0,5258 | 0,4834
E{* LSCV 0,93411,2655|0,9476(0,7751{0,9124|0,9135|0,8208 | 0,5060 | 0,3158 | 0,6406
RR 1,503011,27580,9323{0,8616|0,7006|0,8591 | 0,6790 | 0,6407 | 0,6877 | 0,6067
1T 2,8051(1,7976|1,3267(1,2099 | 1,0642 | 1,2258 | 0,9567 | 0,7092 | 0,8464 | 0,7118
% DPI 1,6881(1,7161|1,3205|1,2305|1,0838|1,3204 | 1,0343 | 0,9266 | 1,0548 | 0,9230
§ MS 1,922911,6322|1,1928|1,10230,8963 | 1,0991 | 0,8687 | 0,8196 | 0,8799|0,7763
E BCV 3,8263(3,2477|1,8889|1,3637|1,2011 | 1,2852|1,04300,7939{1,1329|1,0116
g LSCV 1,1820(1,6700|1,4205{0,9216|1,0829|0,3168 | 1,0105|0,7548|0,4360 | 0,7161
RR 1,7806(1,5114|1,1045|1,02070,8299 |1,0178 | 0,8044 | 0,7589|0,8147|0,7188
1T 1,0350{0,6923|0,5116 {0,4544|0,4105|0,4651 {0,3679|0,2709|0,3243 [ 0,2712
S DPI 0,64390,6544 (0,5035|0,4692|0,4132|0,5034 | 0,3944 | 0,3533 | 0,4022 | 0,3519
% MS 0,7332(0,6224|0,4548 (10,4203 {0,3418|0,41910,3312{0,3125|0,3355|0,2960
é BCV 1,45990,80430,5416 | 0,5503|0,4106|0,5322 | 0,3665 | 0,2989 | 0,3827 | 0,3287
© LSCV 0,5491(0,6974|0,5416|0,3812|0,4571|0,1643|0,4123 | 0,2804 | 0,1892 | 0,2669
RR 0,6789(0,5763|0,4211|0,3892|0,3165|0,3881|0,3067|0,2894 | 0,3106 | 0,2741
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Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania

1T 1,3695(1,0302 {0,7070 | 0,6846 | 0,6453 | 0,4403 | 0,5751 | 0,3710|0,4454|0,3125
g DPI 1,1200{1,1386|0,8761|0,8164|0,7191 |0,8761 | 0,6862 | 0,6148 | 0,6999 | 0,6124
g MS 1,2758{1,0830(0,7914(0,7314|0,59471|0,7292 | 0,5764 | 0,5438 | 0,5837|0,5150
_g BCV 2,5392(2,1552(1,5747(1,7314|1,1833|1,4509|1,1467|1,0820|1,1614|1,0246
= LSCV 0,739210,9263| 0,681 |0,5772|0,8201|0,86310,5354 |0,3807 | 0,2562 | 0,4026
RR 1,1814{1,0028 {0,7328(0,6777|0,5507|0,6753|0,5337|0,5036 | 0,5405 | 0,4769

IT 1,4901(1,1827|1,0085|0,99370,9291 | 1,1327{0,8979|0,6609 | 0,9214|0,8233
DPI 1,4783(1,4985|1,1176|1,08471,01938/1,2112{1,1163|0,8993|0,9899|0,9182
v=1 MS 1,4630|1,29200,9662 | 0,9078 |0,74764| 0,9264 | 0,7387(0,7023 | 0,7589 | 0,6736
lf_ ] BCV 2,74772,4263|1,8143|1,7046 | 1,4037|1,7393|1,3868 | 1,3186 | 1,4249 | 1,2647
LSCV 0,3027(0,2179{0,1182 {1,7046 | 0,0750 | 0,0809 | 0,0516 | 1,3186 | 0,0623 | 0,0425

RR 1,3439(1,1868|0,887610,83390,0749 10,8510 | 0,6785 | 0,6451 | 0,6971 | 0,6188

IT 1,2871(1,0047 {1,1005[0,8337{0,8471|1,0037 | 0,7441 | 0,6598 | 0,8996 | 0,7943
DPI 1,3513(1,3625(1,0927(0,9597{1,0149|1,0749|1,0051 | 0,8387{0,9275|0,8190

v=2 MS 1,7523| 1,582 |1,1985|1,1363|0,9423 |1,1746 |0,9412{0,8986|0,9747|0,8681
k:41 BCV 3,228712,9145|2,20772,09311,73602,1635|1,7335|1,6552 | 1,7953 | 1,5988
Heo LSCV 2,746210,7399|0,6791|0,5520|0,5876|0,8565 [ 0,5126 | 0,3122|0,6934|0,4001
RR 1,5997(1,4442|1,0941|1,0373|0,8604 | 1,0723 | 0,8592|0,8203 | 0,8898 | 0,7925

Zrédto: obliczenia wtasne.

Tablica 3.18. Warto$ci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P3

Metoda Liczebno$¢ préby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania
IT 2,5635|1,6360(0,4765|0,4719 0,3534|0,4043 | 0,2806 | 0,2147 | 0,2639 | 0,2311
g DPI 0,7097(1,5448|0,9362 | 1,0650 [ 0,6299 | 1,005 {0,9994 |0,8582|1,0816|0,7035
é MS 0,8181]1,6779{1,0850(1,2958 {0,6624 | 1,2430 | 1,1366 | 0,9878 | 1,2545|0,7765
§ BCV 1,6291 (3,3385|2,0135|1,8288 | 0,4842 | 1,4364|0,8129 | 0,4634 | 0,5012 | 0,2846
L§* LSCV 0,5708|0,7644 {0,4690|0,1445 | 0,2703|0,3372(0,1702|0,1552 | 0,1541 | 0,1545
RR 0,7575|1,5537{1,0047|1,1999{0,6134|1,1510 | 1,0543|0,9146 | 1,1617|0,7190
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Tablica 3.18. cd
Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja |  wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania
1T 3,3126|1,9470{0,5768|0,5720 { 0,4262 | 0,4850 | 0,3421|0,2612 [ 0,3086 | 0,2794
g DPI 0,8408|1,8301 {1,1091|1,2617 {0,7463|1,1852(1,1839|1,0166 | 1,2814|0,8334
%’ MS 0,9691|1,9878 1,2853|1,5351 {0,7848|1,4726 | 1,3488|1,1702 | 1,4862|0,9199
E BCV 1,92953,95482,5573|3,0541 | 1,5616 | 2,9294 | 2,6832 | 2,3278 | 2,9564 | 1,8299
E LSCV 0,6505|0,9711{0,5149|0,2116 { 0,3273|0,4033 | 0,2043 | 0,1617 { 0,1892| 0,1750
RR 0,8974(1,8406|1,1902(1,4215|0,7267|1,3636| 1,2490|1,0836| 1,3762|0,8518
IT 1,199910,6744{0,2190|0,2107 { 0,15920,1852 {0,1264 | 0,0971 | 0,1079 | 0,1044
S DPI 0,32059|0,6978 | 0,4229 | 0,4811 | 0,2846 | 0,4519 |0,45144{ 0,3876 | 0,4886 | 0,3178
s
% MS 0,36950,7579|0,4901 | 0,5853 0,29920,5615|0,5143 | 0,4462 | 0,5667 | 0,3507
§ BCV 0,7369|1,5086 {0,9755|1,1650 0,3272|1,1172|1,0233|0,8878 | 1,1275|0,4331
© LSCV 0,3695|0,4616{0,1780|0,1367 {0,1227|0,1789 [ 0,0829 | 0,0643 | 0,0827 | 0,0812
RR 0,342210,7018 {0,4538|0,5420 {0,2771|0,5199 {0,4762|0,4132 | 0,5247 | 0,3248
IT 0,56070,8598 {0,2589(0,1909 {0,14990,2687 {0,1598|0,1355 | 0,1217|0,1363
s DPI 0,5578 (1,214210,7358|0,8371 | 0,4951|0,7864 | 0,7855 | 0,6745 | 0,8502 | 0,5530
g MS 0,6430(1,3189{0,8528|1,0185{0,5207|0,9770 0,8949|0,7764 | 0,9861 | 0,6103
_é BCV 1,2808 (2,6243|1,69702,0266 | 1,0363 | 1,9437|1,7804 | 1,5446 | 1,9616 | 1,2142
= LSCV 0,34690,5460 | 0,4185|0,1414 {0,2373|0,2633 | 0,1380|0,0633 | 0,1321|0,1243
RR 0,59541,22120,7896(0,94310,48210,90470,82870,7189|0,9131 | 0,5652
IT 0,3763]1,6526|0,2981 | 0,3761|0,4591|0,3530{0,16340,1430|0,1248 | 0,1649
DPI 0,57811,2884|0,7992|1,0063|0,5610(1,1003| 1,1993|0,8841 | 1,1125|0,6765
v=1 MS 0,7373]1,5734|1,0412|1,2642|0,6546|1,2411 | 1,1469|1,8823| 1,28200,7983
k= 31 BCV 1,3859(2,9545(1,95522,37371,2293|2,3301 | 2,1532 | 1,8823 | 2,4067 | 1,4987
heT LSCV 0,347410,2014 {0,1439|0,1433 {0,9041|0,7263 | 0,0787 | 0,0652 | 0,0661 | 0,9861
RR 0,6773(1,4453|0,9565|1,1613(0,6013|1,1401|1,0535{0,92101,1776|0,7333
IT 0,477811,7702{0,3997|0,4491 { 0,5621|0,5110 {0,2118|0,2004 | 0,2094 | 0,2569
DPI 0,677351,4409 | 0,9016 | 1,1163 (0,62726 1,1383|1,0471 | 0,9476 | 1,2178|0,7794
v=2 MS 0,88319| 1,9266 | 2,3791 | 1,5824 | 0,8252 1,5737| 1,4613|1,2829|1,6465 | 1,0287
k_41 BCV 1,62833,5490(2,3791{2,9148 | 1,5202|2,8984 | 2,6915 | 2,3629 | 3,0325| 1,8947
he LSCV 0,3488|0,5479(0,3073(2,91480,1806| 0,236 |2,6915|2,3629]3,0325|0,1184
RR 0,8063(1,7588|1,17901,4446|0,7533|1,4366| 1,3340|1,1712| 1,5031 | 0,9391

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.19. Warto$ci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P4

Metoda Liczebno$¢ préby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania

IT 0,57440,8194|0,8527 | 1,1208 | 0,3446 | 0,2599|0,1759 | 0,18720,2338 | 0,1775
% DPI 0,298410,6894 {0,8943 10,8129 {0,4368 | 0,7446 | 0,3285|0,5071 | 0,5412 | 0,4584
g‘ MS 0,333210,7709{0,9101|0,7481 {0,4170|0,7616 | 0,3436 | 0,4950 | 0,5643 | 0,4560
§ BCV 0,59781,5345(1,2379|1,0556 | 0,8299|0,9039 { 0,6392 | 0,6885 | 0,7733 | 0,7034
é« LSCV 0,288910,1967{0,3095|0,1180{0,2105|0,2035{0,1299|0,1815 | 0,1874|0,1446
RR 0,27800,7139|0,8427|0,6927 | 0,3862|0,7052|0,3182 | 0,4583 | 0,5225| 0,4223

- IT 0,69021,2297{1,0300|1,3671 {0,4123|0,3103 | 0,21220,2246 | 0,2812|0,2121
S DPI 0,35350,8167|1,0594|0,9630(0,5175|0,8821{0,3892 | 0,6008 | 0,6412|0,5430
—% MS 0,3557(0,9133|1,0782{0,8863 | 0,49400,9022 | 0,4071 | 0,5863 | 0,6685 | 0,5402
E BCV 0,7080|1,8177{2,1453|1,7448{0,9831| 1,795 {0,8101|1,1666 |1,3301|1,0748
g LSCV 0,390710,1983{0,3803|0,1334{0,2527|0,2652 |0,1748|0,2147 |0,2126 | 0,1767
a RR 0,329310,8457{0,99830,8207 {0,4575|0,8355 0,37700,5429 | 0,6190 | 0,5002
IT 0,2446 (10,3954 |1,3687 | 0,5055 | 0,1502|0,1171|0,0809 | 0,0866 | 0,1060 | 0,0800
8 DPI 0,1348(0,3114|0,4039 | 0,3672 (0,19730,3364 | 0,1484 | 0,2291 | 0,2445|0,2070
% MS 0,1356(0,3482|0,4111{0,3379(0,1884|0,3440|0,1552 | 0,2236 | 0,2549 | 0,2060
% BCV 0,2703(0,6937|0,8185(0,6726 |0,3751|0,6847|0,3091 | 0,4450 | 0,5073 | 0,4100
o LSCV 0,1645]0,1921 {0,2099|0,0903 { 0,1085|0,1025 { 0,0728 | 0,0866 | 0,0905 | 0,0714
RR 0,125610,3225{0,3807|0,3129{0,1744|0,3186 | 0,1437|0,2071 | 0,2360| 0,1907
IT 0,3613]0,1148 {0,3359|0,1330{0,2053|0,3447 {0,1156|0,1235(0,1442|0,1027

o DPI 0,2345|0,5419{0,7029|0,6389 | 0,3434 | 0,3498 | 0,2582 | 0,3986 | 0,4254 | 0,3603
g MS 0,2340(0,6059|0,7154|0,5880(0,32780,4114|0,2701 | 0,3890 | 0,4436 | 0,3584
é BCV 0,4700(1,2063|1,4237|1,1701 | 0,6524|0,7392|0,5376 | 0,7741 | 0,8826|0,7132
= LSCV 0,21380,2061|0,2651{0,0931 | 0,1662|0,2990|0,0953 | 0,1674 | 0,1788|0,1329
RR 0,21850,5611|0,6624 | 0,5445 | 0,3035|0,4103|0,2501 | 0,3602 | 0,4107|0,3319
1T 0,22601,2666 | 0,3404|1,2379{0,2805|0,9897 {0,1303|0,1264 0,1713|0,1134

DPI 0,1667|0,6129{0,9308|0,9172 (0,4208|0,7945 | 0,4172|0,5591 | 0,6127 | 0,5531
v=1 MS 0,2706|0,7229{0,8734|0,7299 {0,4121|0,7604 | 0,3462 | 0,5024 | 0,5767 | 0,4688
k=3 BCV 0,50851,35811,6403|1,3705(0,7739|1,4279|0,6501 | 0,9433 | 1,0828 | 0,8803
h=-1 LSCV 0,31550,1957|0,1902|0,0942 | 0,6421 | 0,0883|0,2821|0,1931 | 0,3663 | 0,3894
RR 0,248 |0,6641 |0,8023|0,6705|0,3785(0,69850,3180|0,4615|0,5298 | 0,4306

IT 0,3122]1,3559(0,4498 | 1,3276|0,3288|1,0290 | 0,2007 | 0,1973|0,2095 | 0,1911
DPI 0,269810,57990,8208 | 0,7160|0,4101|0,6761 | 0,3506 | 0,4744|0,5793 | 0,4890

v=2 MS 0,3241{0,8852|1,0833(0,9136|0,5195|0,9642|0,4411 | 1,18410,7406 | 0,6041
k_:4 BCV 0,5975|1,6312|1,99591,6829|0,9571|1,7761|0,8126 | 0,6428 | 1,3643 | 1,1128
h=-1 LSCV 0,2158|1,5278 {1,1399|1,0248 {0,1517|1,0255 {0,0819|0,5944 0,1771|0,1024
RR 0,29590,8081|0,9890 | 0,8340 | 0,47420,8802 | 0,4027 | 0,5868 | 0,6762|0,5515

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.20. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P5

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja |  wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania

IT 0,149810,1048 {0,15910,1253 {0,1223|0,1338 {0,1060|0,1371 {0,1168|0,1028
% DPI 0,1050|0,0887{0,1523|0,1417 {0,1453|0,1709 {0,1364|0,1779 0,1504 | 0,1434
é MS 0,09550,0723|0,1269{0,1240(0,1315|0,1543|0,1079{0,1511 | 0,1185|0,1226
é BCV 0,1901|0,1442{0,1312|0,1315{0,1023|0,1167 { 0,0868 | 0,0908 | 0,0851 | 0,0898
é« LSCV 0,1436|0,1148{0,1759|0,1388{0,0749|0,1215{0,1155|0,1717 { 0,0954 | 0,0564
RR 0,0885(0,0670|0,1175(0,11480,12180,14280,09990,1399|0,1098 | 0,1135

< IT 0,1784]0,1250{0,1901|0,1500 {0,1472|0,1573 {0,1261|0,1656 | 0,1387|0,1213
E DPI 0,12440,1051|0,1805(0,1679(0,1721|0,2025|0,1616 | 0,2108 | 0,1782|0,1698
%‘ MS 0,1132]0,0856 {0,1504|0,1469 | 0,1558|0,1827 {0,1279|0,1790 | 0,1404 | 0,1453
E BCV 0,225210,1708 {0,2020|0,2012 {0,1706|0,2073 {0,1481|0,1828 | 0,1479|0,1422
g LSCV 0,16290,1304|0,2076|0,1549(0,0879|0,1316|0,1286 | 0,1955|0,1118|0,0633
RR 0,1048|0,0792{0,1392|0,1360 {0,1443|0,1692(0,1184|0,1658 | 0,1301|0,1345
IT 0,0685 (0,0483|0,0735(0,0573 |0,05510,0585|0,0484 | 0,0639 | 0,0523 | 0,0439
£ DPI 0,047410,0401 | 0,0688 | 0,0640  0,0656 | 0,0772 { 0,0616 | 0,0804 | 0,0679 | 0,0647
% MS 0,04310,0326|0,0573|0,0560 | 0,0594 | 0,0698 | 0,0488 | 0,0682 | 0,0535| 0,0554
% BCV 0,08590,0326|0,0735|0,0680 | 0,06890,0794|0,0516 | 0,0653 | 0,0597 | 0,0604
o LSCV 0,0658|0,0653 {0,0809|0,0554 { 0,0381|0,0592 | 0,0519|0,0700 | 0,0503 | 0,0309
RR 0,3996|0,0302(0,0531 | 0,0519|0,0550 | 0,0645 | 0,0452 | 0,0632 | 0,0496 | 0,0513

1T 0,094710,0717 {0,1008|0,0725 [ 0,0796 | 0,0749 | 0,0787 | 0,0805 | 0,0852 | 0,0488

g DPI 0,0825|0,0697{0,1198|0,1114{0,1142|0,1344{0,1072|0,1399(0,1182|0,1127
g MS 0,07510,0568|0,0998|0,0975(0,1034|0,1213|0,0849 | 0,1188 | 0,0932|0,0964
_g BCV 0,1494|0,1134{0,1985|0,1941 | 0,2058|0,2415{0,1690|0,2363 | 0,1855| 0,1919
= LSCV 0,07310,0794|0,1563 | 0,0906 | 0,0687 | 0,1049 | 0,0795 | 0,1308 | 0,0852 | 0,0509
RR 0,069510,0526 {0,0924|0,0903 { 0,0958|0,1123 [ 0,0786 | 0,1099 | 0,0863 | 0,0893

IT 0,1007(0,0828|0,1438(0,1189(0,1270|0,1446|0,1170{0,1599 | 0,1325|0,1299

DPI 0,09310,1138|0,1115{0,1089 (0,1001|0,1021{0,1292|0,28320,2116|0,1884

v=1 MS 0,0861|0,0678{0,1218|0,1210{0,1299|0,1540 | 0,1087|0,1534 | 0,1212|0,1261
k 31 BCV 0,1617|0,1276|0,2288 | 0,2274|0,24410,2895 | 0,2044 | 0,2879|0,2276 | 0,2368
H LSCV 0,0187(0,1276|0,0141{0,2274|0,2441 | 0,2895|0,2044 | 0,2879|0,2276 | 0,2368
RR 0,0791{0,0622|0,1119{0,1111|0,1194|0,1415|0,09990,1409|0,1113{0,1158
IT 0,1178|0,1289{0,1998 | 0,2156|0,1489|0,1752{0,1996 | 0,1988|0,2119|0,1994

DPI 0,09450,0699|0,12280,1286|0,1298|0,1684|0,14590,2434|0,1391|0,1358

v=2 MS 0,10314{0,0829(0,1511|0,1515|0,1638{0,19530,1386|0,1962|0,1556 | 0,1625
k=4 BCV 0,19000,1532|0,2783(0,2791|0,301910,35990,2554 | 0,3615 | 0,2868 | 0,2994
m=-1 LSCV 0,0730|0,0776 {0,1143|0,0906 | 0,0456 | 0,0729 [ 0,0477|0,1199 (0,0531 | 0,0702
RR 0,09420,0758|0,1379{0,1383 (0,14960,1783|0,1265 | 0,1792 | 0,1420|0,1483

Zrédto: obliczenia wtasne.
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W grupie estymatoréw jadrowych funkeji gestosci wyznaczonych na podsta-
wie prob losowanych z populacji jednomodalnych zauwazalny jest wzrost wy-
gladzania wraz ze wzrostem sko$nosci populacji, z ktérych losowane byty pro-
by. Wysoka kurtoza populacji oznacza réwniez, Ze mniejsze warto$ci parametru
wygltadzania s3 odpowiednie. Zastosowanie funkcji jadra wyzszych rzedéw nie
spowodowalo znaczacych zmian w wartosciach parametréw wygladzania. Proby
losowane z populacji charakteryzujacych si¢ wartosciami odstajacymi (populacja
pigta) wymagaly znacznie mniejszych wartosci parametru wygladzania. W calej
grupie rozwazanych prob losowanych z populacji jednomodalnych metoda kro-
swalidacyjna najmniejszych kwadratéw zapewniata mate wartosci parametrow
wygtadzania estymacji jadrowej funkcji gestosci.

Tablica 3.21. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P6

Metoda Liczebno$¢ préby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania

IT 3,3298(2,5087|1,8743|1,7417 |1,7319|1,4344|1,2024 | 1,4294|1,3311|0,6983
% DPI 1,90281,9499(1,6114|1,6375|1,6573|1,4738 | 1,3566 | 1,5520 | 1,5201 | 1,2264
g‘ MS 2,048211,92541,4595|1,4046 | 1,4769|1,2498 | 1,1548 | 1,2432 | 1,2585|1,1790
§ BCV 4,07603,8310(1,4875|1,3279{1,5806|1,0146 {0,9136|0,9892(1,1181|1,1836
§ LSCV 1,6285|0,5595(1,3997|1,4954|1,0901|1,2011 | 0,6944 | 1,5161 | 1,0710|0,2980

RR 1,8966(1,7829|1,3514|1,3006 | 1,3676 | 1,1573|1,0693 | 1,15121,1653|1,0918
- IT 4,0401 | 3,036 |2,2444|2,0690 |2,0216 (1,6875|1,4412|1,6958 | 1,5586 | 0,8500
g DPI 2,25422,3100|1,9090 | 1,9399 (1,9634 | 1,7459 | 1,6071 | 1,8386 | 1,8006 | 1,4529
—g MS 2,42642,2810|1,7290 | 1,6640 | 1,7496 | 1,4806 | 1,3680 | 1,4728 | 1,4909 | 1,3968
E BCV 4,8283|4,5382(2,4828|2,3615(2,4995|2,0815 | 1,8544|1,9386 1,9097 | 2,224
g LSCV 2,2341|0,7546 (1,5442|1,7363 | 1,4063 | 1,3999 (0,8296 | 1,7047 | 1,2296 | 0,4288
a RR 2,2468|2,1122{1,6010|1,5408 | 1,6201|1,3710 {0,8296|1,3638 | 1,3805| 1,2934

IT 1,5413|1,1506 | 0,8456 | 0,7780 | 0,72290,6246 | 0,5335|0,6477 | 0,5659 | 0,3264
s DPI 0,8595(0,8808|0,7279 (0,7397 | 0,7486 | 0,6657 | 0,6128 | 0,7011 | 0,6867 | 0,5540
% MS 0,92520,8697|0,6592(0,6345 | 0,6671|0,5646 | 0,5216 | 0,5616 | 0,5685 | 0,5326
% BCV 1,8423(1,45621,0152|0,93101,0398 | 0,8247|0,7244 | 0,6853 | 0,7813 | 0,9811
o LSCV 0,9071|0,3477{0,6341|0,7138 | 0,6126 | 0,5638 | 0,4068 | 0,7028 | 0,4844 | 0,1785

RR 0,856710,8054 {0,6105|0,5875{0,6177|0,5228 | 0,48300,5200 | 0,5264 | 0,4932

IT 1,89420,8594 | 1,0504 | 1,2086 | 1,2119]0,6159 | 0,7517|1,0480 | 0,8871 | 0,4146
o DPI 1,4956|1,5326 | 1,2666 | 1,2871 | 1,3027|1,1584 | 1,0663 | 1,2199 | 1,1948 | 0,9639
g MS 1,6099(1,5134|1,1471|1,1040 | 1,1608 | 0,9824|0,9076 | 0,9772 | 0,9892 | 0,9267
_é BCV 3,2042(3,0115|2,2824(2,1964|2,3094 | 1,9544 | 1,8056 | 1,9439|1,9678 | 1,8435
= LSCV 1,3717(0,4543|1,3262|1,2780{0,8454|0,7109|0,6318 | 1,1182|1,0023 | 0,2526

RR 1,4907 (1,4014|1,0622|1,0223 | 1,0749 | 0,9097 | 0,8405 | 0,9048 | 0,9160 | 0,8581
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Tablica 3.21. cd.

Metoda Liczebno$¢ proby

Funkcja |  wyboru

jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania

1T 2,310 |2,2068 [1,7692|1,7587|1,9209 | 1,6560 | 1,5004 | 1,6915 | 1,6944 | 1,7930
DPI 1,4817|1,3005|1,1971|1,5984 | 1,4081 | 12918 |1,0043 | 1,4562|1,2068 | 1,2311
v=1 MS 1,8461|1,8055|1,4006|1,3703 |1,4593|1,2479{1,1632|1,2619|1,2860| 1,2121
k= BCV 3,46723,3904|2,6299(2,5728|2,7398 | 2,3429|2,1837 | 2,369 |2,4143|2,2755
m=-1 LSCV 0,3886(0,3539|0,1499(0,1096 | 0,1081 | 0,0849|0,0699 | 0,0683 | 0,0785 | 0,0564
RR 1,6958|1,65851,2866|1,2588 | 1,3405|1,1463 | 1,0685(1,1592|1,1813|1,1134
IT 2,1560(2,0034|1,48911,2765|1,58891,2651 | 1,0508 | 1,3001 | 1,2987 | 1,6519
DPI 1,6577|1,6754|1,4329 11,5684 | 1,6075| 1,4455|1,2829 | 1,6452 | 1,4702|1,3395
v=2 MS 2,211212,21081,7373|1,7152| 1,8396 | 1,5823 | 1,4821|1,6147| 1,6517 | 1,5620
k=4 BCV 4,0742|4,0726|3,2001 | 3,1593 | 3,3884|2,9143|2,7297 | 2,9738 | 3,0421 | 2,8768
m=-1 LSCV 2,59312,5734{2,0886|0,8100 (0,7162|0,7035 | 0,4303|0,6392 | 0,8333 | 0,6497
RR 2,0186(2,0183{1,5860(1,5659 | 1,6794|1,4445(1,3530|1,4740 | 1,5078 | 1,4259

Zrédto: obliczenia wtasne.

Tablica 3.22. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o proby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P7

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygltadzania
1T 3,3096 |2,4402 |0,8574|0,7507 | 0,7609 | 0,7950 | 0,7349 | 0,6859 | 0,6853 | 0,5805
DPI 1,813 |1,5676(1,4823|1,4793|1,5016 | 1,5095|1,5294 | 1,4752 | 1,4906 | 1,2889
é MS 2,374812,1120(1,7405|1,7918|1,7685|1,7227|1,7859 | 1,7582 | 1,7444 | 1,5659
g BCV 4,725714,2018(1,7187|1,7822|1,9076 | 1,8634|1,9197(1,9724|1,9162|1,8089
g LSCV 1,1444|0,7761|1,0303 [ 0,55590,7598|0,8257 | 0,7368 | 0,5557 | 0,7567 | 0,6719
iy RR 2,1990(1,9556(1,6117|1,6591|1,6376|1,5952|1,6537|1,6281 | 1,6152|1.4500
1T 4,224410,9355|1,0407 (10,8905 |0,9079|0,9529 | 0,8764 | 0,8164 | 0,8165|0,6973
g DPI 2,147811,8571(1,7560|1,7525|1,7789|1,7883 | 1,8119|1,7476 | 1,7658 | 1,5269
% MS 2,8133(2,50202,06202,1227|2,0951|2,0408 | 2,1157{2,0829|2,0665| 1,8551
g BCV 5,5980(4,9775|3,3962 | 3,6453 | 3,4204 | 3,3083 | 3,4969 | 3,7056 | 3,5417 | 3,3381
-4 LSCV 1,352210,8895|1,1366|0,7414|0,8637 0,9882 | 0,8835 | 0,6634 | 0,8643 | 0,7584
E RR 2,6051{2,3168|1,9093 | 1,96551,9400(1,8897|1,9591 {1,9288|1,9135|1,7178
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Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania
1T 1,5792 10,3569 | 0,4043 [ 0,3314|0,3478 | 0,3667 | 0,3358 | 0,3093 | 0,3141 | 0,2667
DPI 0,81890,7081 | 0,6695|0,6682|0,6783 |0,6819 [ 0,6909 | 0,6664 | 0,6733|0,5822
- MS 1,0727 10,6540 {0,7862 | 0,8094 | 0,7988 | 0,7781 | 0,8067 | 0,7942 | 0,7879|0,7074
é BCV 2,1359(1,8279(1,4699(1,6105|1,5895(1,5401 | 1,6050|1,5801 | 1,5676|1,4072
% LSCV 0,5421(0,33090,3975|0,2709|0,3517|0,3802 | 0,3520 | 0,3026 | 0,3503|0,2713
<
U] RR 0,9933(0,8834(0,7280(0,7495(0,7397(0,7206 | 0,7470|0,7354 | 0,7296 | 0,6550
1T 0,787910,4264|0,4774|0,34120,5227 |0,5240 | 0,5020 | 0,4509 | 0,4918 | 0,3083
DPI 1,4250(1,2322{1,1651{1,1627{1,1803|1,1865(1,2021|1,1595|1,1716|1,0131
. MS 1,8666 | 1,6600 | 1,3681 | 1,4083 | 1,3901 | 1,3540 | 1,4037| 1,382 |1,3711|1,2308
‘§T‘ BCV 3,71493,3029(2,7219(2,8019|2,7654|2,6937 | 2,7925 | 2,7492 | 2,7275| 2,4484
é LSCV 1,0204{0,6017{0,9131{0,4813|0,4182(0,6125|0,6455|0,4947|0,4520|0,4904
B\ RR 1,7284(1,5371|1,2668|1,3041 | 1,2872(1,2538 | 1,2998 | 1,2797 | 1,2696 | 1,1397
IT 2,7797 |3,0387 {2,3423 {2,5323(2,6239(2,5912(2,8195|2,6365|2,8696 | 2,7730
DPI 1,8721(1,6956 |1,6564[1,6589|1,7111|1,7256(1,8123|1,7111|1,8189|1,6490
v=1 MS 2,1404 11,9804 (1,6704|1,7481|1,7475|1,7201|1,7990 | 1,7847 | 1,7825| 1,6098
" = ] BCV 4,0199(3,7185(3,1362(3,28193,2808 (3,2292(3,3772(3,3504 | 3,3463 | 3,0221
LSCV 1,0377{0,2284|0,1519|0,13610,1115|0,1005 | 0,0989 | 0,0922 | 0,0848 | 0,0669
RR 1,9662(1,8192(1,5344|1,6058|1,6053|1,58001,6525|1,6394|1,6374|1,4788
1T 2,5666|3,0121|2,2173|2,32782,4220(2,3981 | 2,2365|1,3588 | 2,7774 | 2,4461
DPI 1,7820(1,6914 | 1,5643|1,6275|1,6540| 1,6849|1,7618 | 1,7437(1,7332|1,5751
v=2 MS 2,5638| 2,425 |2,07182,1881(2,2029(2,18092,29212,28362,2894 |2,0745
k_: 41 BCV 4,7236|4,4668 | 3,8162(4,0301|4,0574|4,0168 | 4,2216 |4,2058 [ 4,2164 | 3,8206
He LSCV 3,26793,3399 (2,8668 | 3,2155 | 0,4291 | 0,5824 | 0,5377|0,3248 | 0,4445|0,4354
RR 2,3405(2,2138(1,8914(1,9975(2,0111{1,99102,0925(2,0847|2,0900 | 1,8938

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.23. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P8

Metoda Liczebno$¢ proby

Funkgcja | wyboru

jadra | parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygltadzania

1T 3,3581(1,7397|1,6864 | 1,3895(1,4760|1,38411,3189{1,1151|1,3072|0,8040
g DPI 2,127711,5571{1,5580(1,3698 | 1,5343|1,5391 | 1,3660|1,2975(1,5115|1,3119
fé’ MS 2,1236(1,3601|1,3933|1,1655(1,3077|1,2904 | 1,2034 | 1,0541 | 1,1799|1,1852
é BCV 4,22602,7065 [ 1,2415(1,0090 | 1,1856 | 1,0369 | 1,1292|0,6989 | 0,8258 | 0,9449
U% LSCV 3,5194(1,7463|0,9418|0,8706 | 1,5501 | 0,7698 | 0,6797 | 0,4758 | 0,6898 | 0,5312
RR 1,9664|1,2595|1,2002|1,0793(1,2109{1,1949|1,1143|0,9761 | 1,0926 | 1,0974
< IT 4,0288(2,0795|2,0374|1,6803 | 1,7663 | 1,6782|1,5525 | 1,3478 | 1,5788 | 0,9579
E DPI 2,5206(1,8447|1,8457|1,6228|1,8176|1,8234|1,6182{1,5372|1,7907 | 1,5541
—g MS 2,5158|1,6113(1,6506(1,3808 [ 1,5492|1,5287 | 1,4257|1,2488 | 1,3978 | 1,4040
_E BCV 5,006 |3,2061(2,3172|1,7646 | 2,1562|2,0545 | 1,7588|1,4934 | 1,61852,0478
§ LSCV 3,9263(2,0443|1,1130|1,03521,7139|0,8843|0,8994|0,6169 | 0,7573|0,7354
a RR 2,3296| 1,492 [1,5258|1,2786|1,4346|1,4156|1,3201|1,1563 |1,2943|1,3001
IT 1,5527(0,8026|0,7804 | 0,6431 | 0,6683|0,6389 |0,5151 | 0,5128 | 0,6026 | 0,3596
g DPI 0,96110,7034{0,7038|0,6188 {0,6931|0,6952 (0,6170|0,5861 | 0,6828 | 0,5926
% MS 0,959310,6144 {0,6294|0,5265 [ 0,5907 | 0,5829 | 0,5436 | 0,4761 | 0,5329|0,5354
% BCV 1,9100(0,85140,8802{0,7120|0,81160,7478 {0,7764|0,5770| 0,6565 | 0,8343
© LSCV 1,465210,8402(0,57280,4662 | 0,5711|0,4172{0,3606 | 0,2537 { 0,3081 | 0,3124
RR 0,8883(0,56890,5828|0,4875|0,5470|0,5397|0,5034 | 0,4409 | 0,4935| 0,4957
IT 1,8457(0,78211,0855(0,9207 | 0,7925|0,8702 | 0,8014 | 0,6509 | 0,7450 | 0,5170
8 DPI 1,6724|1,22391,2246|1,0767 | 1,2060 | 1,2098 | 1,0737|1,0199 | 1,1881 | 1,0311
g MS 1,6692(1,0691|1,0952{0,9161|1,0279|1,0143 {0,9459|0,8285|0,9274 | 0,9315
é BCV 3,3221(2,1275|2,1792(1,82272,0450(2,0179|1,8818 | 1,6482| 1,8450 | 1,8532
= LSCV 2,2161(1,3548|0,6881 | 0,6394 | 1,4504|0,6769 | 0,5423 | 0,4309 | 0,3924 | 0,3367
RR 1,54560,9899(1,0141|0,8483(0,9518|0,9392{0,8759|0,7672 | 0,8588 | 0,8626
1T 2,3604|1,4341(1,5704|1,4068 | 1,6402|1,6264 |1,5471|1,3491 | 1,5773|1,6637
DPI 1,4398|1,0043|1,2003 [ 1,0050(1,2703|1,28891,2008 | 1,0024 | 1,2259|1,2118
v=1 MS 1,9140|1,2754{1,3372|1,1371{1,2922|1,2885|1,2122|1,0699 | 1,2057| 1,2184
k=3 BCV 3,5948(0,2144|2,5109|2,1350 | 2,4261 | 2,41902,2758 | 2,0087 | 2,2636 | 2,2874
w=-1 LSCV 0,3919(1,1716|0,1678|0,1001 | 0,0984 | 0,0980| 0,0788 | 0,0602 | 0,0662 | 0,0632
RR 1,7582(1,1716 | 1,2283|1,0445|1,1870|1,1836| 1,1135[0,9829| 1,1076 | 1,1192
IT 2,5773(1,5117|1,6116|1,6182|1,6996|1,7003 | 1,6057 | 1,4117 | 1,6338 | 1,6995
DPI 1,5765(1,1277|1,3016|1,1969 | 1,4282|1,3589| 1,2836(1,1757| 1,3188 | 1,3548
v=2 MS 2,2926(1,5617|1,6585|1,14231,6290|1,6337|1,5445|1,36901,5486| 1,5701
k=4 BCV 4,22412,8771|3,0552|2,6217 3,0004 | 3,0090 | 2,8448 | 2,5215 | 2,8521 |2,8918
n=-1 LSCV 2,2062|1,2907 {1,4790|1,3574 | 1,033 |1,3313(0,3042|0,9734 | 1,2852|0,2703
RR 2,0930(1,4257|1,5141(1,2994|1,4871|1,4914|1,4100|1,2498|1,4137|1,4334

Zrédto: obliczenia wtasne.
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W grupie estymatoréw jadrowych funkcji gestosci wyznaczanych na podstawie
prob pochodzacych z rozkladéw bimodalnych mozna zauwazy¢ zwiekszenie war-
tosci parametru wygtadzania wraz ze zwigkszeniem kurtozy populacji, z ktérych
pochodzily préby. Dla wigkszych liczebnosci prob zauwazalne jest zmniejszenie
warto$ci parametréw wygtadzania. Gaussowska funkcja jadra w wigkszosci przy-
padkow wymagata matych wartoéci parametréw wygtadzania w poréwnaniu z in-
nymi funkcjami jadra.

Tablica 3.24. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o proby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P9

Metoda Liczebno$¢ préby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania
IT 3,92202,5263 {2,0404|1,6042 | 1,8557 | 1,0656 | 1,4577|1,5266 | 1,4774|0,6884
% DPI 2,3126(1,9943 {1,9153|1,5752 {1,7758|1,5559 [ 1,5816 | 1,7276 | 1,6474 | 1,3368
é MS 2,5063|1,8908 {1,6024|1,3948 | 1,6114|1,4839(1,3258|1,3946 | 1,3159|1,2720
g BCV 4,98753,7620|1,6114|1,4325|1,5942|1,6069 | 1,2685 | 0,9857 | 0,9088 | 1,3522
<
iy LSCV 0,488911,4542{2,1593|1,5902 | 1,1270|0,4762 | 1,3784|1,3330 | 1,4796 | 0,3146
RR 2,3207(1,7509|1,4838(1,2916 | 1,4922|1,3740|1,2276 | 1,29141,2185|1,1778
IT 4,73643,0348 |2,4330|1,8973|2,1585(1,27591,7140|1,8305 | 1,7605 | 0,8614
g DPI 2,739712,3626(2,2690|1,8661 |2,1037|1,8432(1,8736|2,0466 | 1,9516|1,5836
_%, MS 2,9691 (2,2400|1,8983 | 1,6524 1,9090|1,7579|1,5706 | 1,6521 | 1,5589 | 1,5068
g BCV 5,9081 | 4,4566|2,6180(2,3073|2,7567 | 2,6522|2,2217 | 2,2741 | 1,8817 | 2,4156
E LSCV 0,55412,1954|2,5981|1,7168 [1,3331|0,7881 | 1,5721 | 1,5548 | 1,9068 | 0,3486
RR 2,749312,0742{1,7578|1,5301 | 1,7677|1,6278 | 1,4544 | 1,5298 | 1,4435|1,3953
IT 1,8244|1,1531{0,93800,7108 | 0,7523|0,4549 | 0,6393 | 0,6981 | 0,6739 | 0,3295
S DPI 1,0446 0,9001 | 0,8652|0,7155|0,8021 | 0,7028 | 0,7144 | 0,7804 | 0,7442 | 0,6038
% MS 1,1321)0,8541{0,7239|0,6300 | 0,7279]0,6703 | 0,5989|0,6299 | 0,5944 | 0,5746
2
§ BCV 2,2543(1,4184|0,9516(0,9053 1,1523|1,1358|0,8594 | 0,7838 | 0,6999 | 1,0433
© LSCV 0,47390,9188|1,0153|0,6416 (0,5973|0,3132|0,6017 | 0,0804 | 0,7333|0,1533
RR 1,048310,7909{0,6702|0,5834 | 0,6740|0,6207 | 0,5545| 0,5833 | 0,5504 | 0,5320
IT 0,69841,7517|1,4166|0,9083 | 0,82520,5414 | 0,7344 |0,7636 | 1,0182|0,3221
g DPI 1,8177|1,5675{1,5054 | 1,2381 | 1,3958 | 1,2229 | 1,2431|1,3579 | 1,2949 | 1,0507
g MS 1,96991,4862 | 1,2595|1,0963 | 1,2666 | 1,1663 | 1,0421|1,0962 | 1,0343 | 0,9998
_g BCV 3,920812,9572(2,5060(2,1812|2,51982,3203 | 2,0731 | 2,1806 | 2,0575 | 1,9888
= LSCV 1,288910,8501 | 1,38780,6314 |0,8999|0,3356 | 0,6060 | 1,0846 | 1,3974|0,2510
RR 1,82411,3762|1,1663 |1,0152 | 1,1728 | 1,0800|0,9649 | 1,0150 | 0,9577|0,9257
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Tablica 3.24. cd.

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygtadzania
IT 2,8771(2,1073(1,8431|1,6422|2,1171|2,0603 | 1,8007 [ 1,9034 |1,7772]1,9339
DPI 1,9989(1,8112|1,8267(1,8430(1,7981|1,6639 | 1,6620|1,6919|1,9920 | 1,6608
v=1 MS 2,2589(1,7731|1,5378 | 1,3608 | 1,5923|1,4816 | 1,3355|1,4155|1,3447| 1,3076
lf_ ] BCV 4,24273,3293(2,8875|2,5549|2,9894 | 2,7815|2,5072 | 2,6575 | 2,5244 | 2,4548
LSCV 0,4849(0,2269(0,1712|1,12910,1142|0,0904 | 0,0796 | 0,0816 | 0,0768 | 0,0608
RR 2,0750(1,6287(1,4126(1,25001,4627|1,3610| 1,2268 | 1,3003 | 1,2352| 1,2012
1T 2,4980(1,9067|1,5743|1,54992,0007 | 1,9886| 1,5600| 1,8167 | 1,6654 | 1,8891
DPI 1,9389(1,7586(1,7840(1,5767|1,7365|1,5242|1,5784 | 1,6751 | 1,7937| 1,4015
v=2 MS 2,7057(2,1710(1,9074|1,7033|2,0073| 1,8786| 1,7016| 1,8113|1,7270| 1,6851
pic—:—41 BCV 4,98543,99933,5135|3,1374 | 3,6971 | 3,4600 | 3,1340 | 3,3360 | 3,1808 | 3,1035
LSCV 2,783910,8578(1,2073|0,9326|0,68890,3369 | 0,9887 | 1,0862 | 0,6394 | 0,6840
RR 2,4701| 1,982 |1,7413|1,5549(1,8325|1,7150|1,5534 | 1,6535|1,5766 | 1,5383
Zrédto: obliczenia wtasne.
Tablica 3.25. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o proby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P10
Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygtadzania
1T 1,6062(1,7271|1,4955|1,0969 | 1,1066 | 1,2285 | 0,7823 | 0,5049 | 0,8684 | 0,8712
g DPI 0,5973{1,5203|1,4122|1,1611{1,0952|1,31690,7388 | 0,8825|1,0609 | 1,0231
‘é MS 0,69511,3576|1,2737|1,0309{0,9568 | 1,0952 | 0,8051 | 0,8182|0,8751 | 0,8537
g BCV 1,3837(2,7013|1,1335|0,9765|0,8413 | 0,8652 | 0,6255|0,5890 | 0,6130|0,5373
ug:]* LSCV 0,21491,8362|1,4077|1,0194|0,2548|1,1093 | 0,7758 | 0,13800,1525|0,7622
RR 0,64371,2571{1,1794|0,9546 | 0,8860| 1,0141|0,7455|0,7576 | 0,8103 | 0,7905
1T 2,0193{2,0604|1,8013(1,3093|1,3145|1,4616|0,9332{0,6607 | 1,0553 | 1,0375
g DPI 0,7076(1,8011(1,6729|1,3755|1,2974|1,5601 | 1,1121 | 1,0455|1,2568 | 1,2120
%’ MS 0,8235(1,6083(1,50891,2213|1,1334|1,2974|0,9537(0,9693 | 1,0367 | 1,0114
E BCV 1,63903,20001,9754 {1,45101,4864 | 1,5600 | 1,2458|1,3599|1,0682 | 1,0301
g LSCV 0,2550{2,02601,53311,2649|0,3007 | 1,2451 | 0,8822 | 0,1640 | 0,1766 | 1,1654
RR 0,7625(1,4892|1,3872(1,1309|1,0496|1,2014|0,8831 [ 0,8975|0,9599 | 0,9365
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Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania
IT 0,7502{0,7919|0,6869 |0,5033 | 0,4854|0,5511 | 0,3555 | 0,2562|0,3992 | 0,3979
S DPI 0,2698|0,6868|0,6379 |0,5245|0,4947 | 0,5969 | 0,4241 | 0,3986 | 0,4792 | 0,4622
% MS 0,3140{0,6132|0,5754 10,4657 | 0,4322|0,4947 | 0,3637 | 0,3696 | 0,3953 | 0,3856
2
§ BCV 0,6256|0,9030|0,78720,5304 | 0,6099 | 0,6344 | 0,4309 | 0,5769 | 0,4605 | 0,4037
© LSCV 0,197610,8023 {0,5222|0,5395{0,1303 | 0,5060 | 0,3593 | 0,0781 | 0,0750 | 0,4442
RR 0,29080,567810,5328 | 0,4312|0,4002|0,4581 | 0,3367 | 0,3422|0,3660|0,3571
IT 0,9115|1,1507 { 1,0064 | 0,5951 0,3293|0,6218 | 0,3494|0,1229 | 0,1282|0,3151
g DPI 1,0807(1,19501,1100{0,9126|0,8608 | 1,0351 {0,7379|0,69370,8338 | 0,8042
g MS 1,2286(1,0671|1,0011 {0,8103|0,7520|0,8608 | 0,6328 | 0,6431|0,6878 | 0,6710
_% BCV 1,931212,1235{1,9920|1,6123 | 1,4962|1,7126 | 1,2590|1,2794 | 1,3684 | 1,3350
= LSCV 0,4498|0,6105|1,2381(0,8360(0,1529(0,7892|0,6833 {0,1062|0,1019|0,6478
RR 0,850110,9881 {0,9270(0,7503 { 0,6964 | 0,7971 | 0,5859|0,5955 | 0,6369 | 0,6214
IT 0,3368|1,4116|1,3755|1,0650(1,1729(1,3268 |0,9270 | 1,0907 | 1,0824 | 1,0565
DPI 0,6620(1,1123|1,11271,1907|1,0060|1,1163 | 0,7481 | 0,8861 | 0,7992 | 1,0037
v=1 MS 0,6265|1,2730 {1,2224|1,0058 | 0,9454 | 1,0935 [ 0,8109|0,8305 | 0,8943 | 0,8777
k:31 BCV 1,1771|2,39062,2953 | 1,8885|1,7750(2,0530 | 1,5226 | 1,5592|1,6789 | 1,6477
3 LSCV 0,2006|0,2045{0,1511|0,1132{0,0879|0,0826 | 0,0745|0,0639 | 0,1220| 1,6477
RR 0,5755(1,1694|1,1229|0,92390,8684 | 1,0045| 0,74490,7629 | 0,8215| 0,8062
IT 0,42991,6331|1,4401|1,0005| 1,054 [1,5629|1,1298|1,1165|1,2355|1,1284
DPI 0,5123(1,3136(1,2919|1,2161 | 1,0304 | 1,2446|0,99490,9091 | 0,9429| 1,1776
v=2 MS 0,7504{1,5588|1,5161|1,25891,1918|1,3865|1,0332|1,0626|1,1485|1,1310
If_:—41 BCV 1,3831(2,87172,7929|2,31902,1952|2,5538 | 1,9032 | 1,9572 | 2,1154 | 2,0831
LSCV 1,32080,76521,2336 | 0,7023|0,6187|0,7325 |0,5833 | 0,5198 | 0,7312 | 0,4967
RR 0,6851{1,4230|1,38411,1493|1,08801,2657|0,9433{0,9701 | 1,0485|1,0325

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.26. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P11

Metoda Liczebno$¢ proby

Funkgcja | wyboru

jadra | parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygltadzania

1T 2,3378|2,4522|2,2071|1,8642|1,4896|1,6026 |0,6324 | 1,5660 | 1,28820,8025
g DPI 1,6445|1,8836(2,0560 | 1,6254 | 1,5394|1,6394 | 1,2471|1,7527 | 1,6037 | 1,3297
fé’ MS 1,5157|1,8248|1,7365|1,5241|1,3658 | 1,4301 | 1,3140|1,4858 | 1,3451 | 1,2043
é BCV 3,0165(3,6306|1,7495(1,6408 | 1,30121,3632|1,3729 | 1,2443|1,0390 | 1,1026
U% LSCV 2,0857(1,5082|2,1758(0,7174{0,9310|0,4246 | 0,5291 { 0,92191,2378 | 0,8020
RR 1,4035(1,6897|1,6080|1,4113|1,2647|1,3243|1,2168 |1,3758|1,2456| 1,1151
< IT 2,767812,9663 (2,6276(2,1984 (1,7720|1,9137 {0,7533|1,8957 | 1,5361 | 0,9604
E DPI 1,9482(2,23142,4357{1,9255|1,8237|1,9421 | 1,4774|2,0764|1,8998 | 1,5753
—g MS 1,795612,1617{2,0572|1,8055|1,6181|1,6942 | 1,5567|1,7602 | 1,5935| 1,4267
_E BCV 3,5732(4,30092,8580(2,6117|2,1646 | 2,3026 | 2,4318 | 2,4224|2,3023 | 2,1040
§ LSCV 2,4055(1,7633|2,6414|0,89161,2174 10,4703 |0,5668 | 1,0215 | 1,4606 | 0,9743
a RR 1,66272,0017{1,9049|1,6719|1,4983|1,5688 | 1,4414|1,6299 | 1,4756 | 1,3211
IT 1,0584|1,13091,0083 | 0,7704|0,6538|0,6925 | 0,2781 | 0,6741|0,5818 | 0,3717
g DPI 0,742810,8508 {0,92870,7342 {0,6954 | 0,7405 | 0,5633 | 0,7917 | 0,7244 | 0,6007
% MS 0,684710,8243 {0,7844|0,6885 [ 0,6170|0,6460 | 0,5936 | 0,6712 | 0,6076 | 0,5440
% BCV 1,3636(1,3572|1,0725|1,1142|0,8644|0,9458 | 1,1009 | 0,9619 | 0,8845 | 0,8876
© LSCV 1,0200|0,8041 |1,0610|0,3851 {0,4903|0,2123{0,2159|0,3896 | 0,5539|0,3817
RR 0,6340(0,7633|0,7263|0,6375|0,5713]0,5982|0,5986 | 0,6215|0,5626 | 0,5037
IT 1,7108|1,5874|1,6263 | 0,8588|0,9624 | 0,5147 [ 0,4106 | 0,84790,6163 | 0,4603
g DPI 1,29261,4805(1,6160|1,2775{1,2100|1,2885{0,9803 | 1,3776 | 1,2605 | 1,0452
g MS 1,1914|1,4343|1,3649(1,1979|1,0736|1,1241 | 1,0328 | 1,1678 | 1,0573 | 0,9466
é BCV 2,3714|2,8539(2,7157|2,3833{2,1359|2,2363 | 2,0547 | 2,3232(2,1032| 1,8830
= LSCV 1,4335|1,1759|1,3444(0,3720{0,6812|0,2442 |0,1583{0,3002 | 1,1461 | 0,6834
RR 1,1032|1,3281|1,2639{1,1093|0,9941 | 1,0409 { 0,9564 | 1,0814|0,9790 | 0,8765
1T 1,467212,1211{1,9801|1,9563 | 1,6327| 1,887 |1,9382|2,0581|1,9133|1,7539
DPI 1,5115(1,8932|1,9823{1,6378|1,6114|1,6918 |1,5002|1,5993|1,6873 | 1,5003
v=1 MS 1,3661|1,7111|1,6665|1,4869 |1,3496 | 1,4279|1,3236|1,5081 | 1,3745 | 1,2381
k=3 BCV 2,5661 |3,2131|3,12912,7917(2,5340|2,6809 | 2,4849(2,8312 12,5805 | 2,3242
w=-1 LSCV 0,3295(0,2201{0,1829|0,1232|0,1249|0,1046|0,0784 | 0,0855 | 0,0702 | 0,0645
RR 1,2549(1,5718 | 1,5308 | 1,3659 | 1,2398 | 1,3117| 1,2159|1,3853 | 1,2626 | 1,1373
IT 1,3098{2,0921|1,7595|1,9996 | 1,7721|1,9880| 1,9774 | 2,4880|2,9052 | 1,8699
DPI 1,49601,7247|1,9609|1,4911 | 1,4306|1,5190| 1,3517|1,5575| 1,6228 | 1,3608
v=2 MS 1,6363(2,0952|2,0670|1,8612(1,7013|1,8105| 1,6865|1,9297 | 1,7654 | 1,5954
k=4 BCV 3,0152|3,85963,8075|3,4281| 3,1338 | 3,3347 | 3,1061 | 3,5541 | 3,2514 | 2,9384
n=-1 LSCV 1,03160,9851 {0,90480,3282 | 0,6660|1,7998 | 0,3754 | 1,5743 | 0,8540 | 0,5815
RR 1,4938(1,9127|1,8870{1,6991|1,5532|1,6528 {1,5396|1,7616|1,6116 | 1,4565

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.27. Warto$ci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o proby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P12

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra | parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania

IT 2,4648|2,1760|1,3152 | 1,7675(1,4081|1,6356 | 1,6509 | 1,1184|1,09290,9597

% DPI 1,58871,8182(1,2522|1,7325|1,4457|1,7323 | 1,6995 | 1,2724 | 1,3860 | 1,3892
'—é MS 1,6224(1,6297|1,1812|1,4626|1,1712|1,4241 | 1,4430{1,0820|1,1943|1,1830
é BCV 3,22853,2426|1,3125(1,4134|1,1154|1,2076 | 1,2246 | 0,7048 | 1,0821 | 0,7673
[% LSCV 1,4416(2,2251|0,1795|1,4518|0,3150|1,3554 |0,2935|1,2596 | 0,2784 | 0,2016
RR 1,5023|1,50911,0937 1,3544|1,0845|1,3187|1,3362{1,0019|1,1059 | 1,0954

- IT 2,969212,6080 [1,5905(2,1154 {1,6819|1,9568 [ 1,9795|1,3361 | 1,3990 | 1,2366
g DPI 1,8820(2,15391,4835(2,0524|1,7126|2,0522 {2,0133|1,5073 | 1,6420 | 1,6458
—g MS 1,921911,9306(1,3993|1,7327{1,3875|1,6871 | 1,7094 | 1,2818 | 1,4148 | 1,4014
E BCV 3,82443,84122,25802,2568 | 1,7665 | 2,2917|2,1692 | 1,4120|1,8779 | 1,5903
§ LSCV 1,98832,53330,2282(1,7257{0,3984|1,5610 | 0,3911 | 1,5220|0,3208 | 0,2606
a RR 1,77971,7877{1,2957 | 1,6045 | 1,2848 | 1,5622 | 1,5829|1,1869 | 1,3101|1,2977
IT 1,1303|1,0001 | 0,5956 | 0,8055 | 0,6435|0,7415 {0,7192|0,5143|0,2087 | 0,4605

£ DPI 0,717610,8213 {0,5657|0,7826 | 0,6530|0,7825 0,7677|0,5747 | 0,6261 | 0,6275
% MS 0,732810,7362 {0,5335|0,6607 { 0,5291 | 0,6433 [ 0,6518 | 0,4888 [ 0,5395 | 0,5344
% BCV 1,45921,1375|0,8236 0,8990|0,6794|0,8617 0,9244 | 0,5194|0,7725| 0,6450
© LSCV 0,893610,9622{0,1231|0,7729{0,1776|0,6838 | 0,1710|0,5724 | 0,1330| 0,1078
RR 0,6786|0,6817|0,49410,6118|0,4899|0,5957 | 0,6036 | 0,4526 | 0,4995 | 0,4948

IT 1,5005|1,08870,1582(1,1797{0,5582|1,0522 | 0,4322 | 0,7438 | 0,2048 | 0,2204

) DPI 1,24871,4291{0,9843|1,3617 | 1,1363|1,3616 | 1,3358 | 1,0001 | 1,0894 | 1,0919
é\ MS 1,2752(1,28090,9284 | 1,1496 10,9206 | 1,1194 | 1,1342|0,8505|0,9387 | 0,9298
_é BCV 2,537912,5489(1,8473|2,2874(1,8315|2,2269 | 2,2563|1,6919 | 1,8674 | 1,8497
= LSCV 1,2572(2,05850,1370{0,99470,2323|0,5851 {0,2384 | 1,1103 | 0,1543 | 0,4042
RR 1,1808|1,18610,8597 | 1,0645|0,8525|1,0365 | 1,0502 | 0,7875|0,8692 | 0,8610

IT 1,6435|1,8447(1,3641|1,7514 | 1,4772|1,8537 | 1,9485|1,2667 | 1,6543 | 1,4599

DPI 1,3301|1,21981,0053 {1,3899(1,1032|1,4192 | 1,4835|1,4103|1,0988 | 1,3554

v=1 MS 1,4622(1,52821,1336(1,4270|1,1573|1,4220{1,4535|1,0982|1,2204 | 1,2161
k=3 BCV 2,7463|2,8696|2,1284|2,6792(2,1728|2,6696 | 2,7288 |2,0618|2,2911|2,2831
nw=-1 LSCV 0,297710,2091|0,1290(0,1419|0,0837|0,1003 | 0,0841 | 0,0686 | 0,0666 | 0,0614
RR 1,3432|1,4038|1,0413|1,3108|1,0631|1,3062|1,3352| 1,0088|1,1211|1,1171

IT 1,7350{1,9022|1,51811,8973{1,5061|1,9301| 1,9878 | 1,3926|1,7728 | 1,6691
DPI 1,4769|1,44091,1159|1,5902 | 1,2518|1,5677 | 1,5516 | 1,4935| 1,2513 | 1,4724

v=2 MS 1,7515{1,8712|1,4060| 1,7861 | 1,4589|1,8029| 1,8520 | 1,4053 | 1,5674 | 1,5672
k=4 BCV 3,22713,4471|2,589913,29002,6871 | 3,3207 | 3,4110 | 2,5882 | 2,8868 | 2,8863
m=-1 LSCV 1,09601,9889|1,2601|1,0002 | 1,1037|0,8400 | 2,0052|0,3298 | 1,5389 | 1,1683
RR 1,5989(1,70831,2835(1,6306(1,3319|1,6459 | 1,6907 | 1,2829|1,4309 | 1,4307

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.28. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o proby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P13

Metoda Liczebno$¢ préby
Funkcja |  wyboru
jadra | parametru |y, 50 |30 | 40 [ 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
wygladzania

1T 3,6169(1,8455|1,8838(1,5617(0,7243|1,0349 | 1,4371{0,5931|0,6691 | 1,0369
g DPI 1,8555(1,5045|1,5504 | 1,44491,0892 1,3627 | 1,5780|1,4760 | 1,1663 | 1,3062
"_:é MS 2,2739(1,4669(1,4868|1,1991|1,1046|1,25791,2997(1,3590{1,1272|1,1104
é BCV 4,5249(2,9187(1,5324|1,1877|1,1022| 1,2436 | 0,9670 | 1,0699 | 1,1180 | 0,8445
Ugjf LSCV 0,403710,5965(0,91311,3889|0,70490,83391,38990,4099 | 0,6978 | 0,2234
RR 2,10551,3583(1,3767(1,1104|1,0228|1,1648 | 1,2035| 1,2584 | 1,0438 | 1,0282
< 1T 4,4688(2,2154|2,2855|1,8560(0,8661 | 1,2461 | 1,7063 | 0,7276|0,7975|1,2149
E DPI 2,19811,7823(1,8367|1,7118|1,2903 | 1,6144 | 1,8694 | 1,7486|1,3816 | 1,5474
—% MS 2,6938(1,7378|1,7614|1,4208 | 1,305 |1,49021,5397{1,6099|1,3354|1,3155
E BCV 5,36003,4575(2,5698 2,1920|2,0637|2,1314|1,9576 | 2,3096 | 2,0491 | 1,8717
§ LSCV 0,4083|0,7423|0,2736(1,719310,8525|1,0243 | 1,6813 | 0,4761 | 0,8056 | 0,3069
a RR 2,494411,6092|1,6310(1,3154|1,2117|1,3799 | 1,4257 | 1,4908 | 1,2365| 1,2181
1T 1,71690,8336|0,8596|0,70320,3353 |0,4750 | 0,6510 | 0,2775|0,3049 | 0,3725
S DPI 0,8381{0,6796|0,7003 |0,6527{0,4920|0,6155 | 0,7128 | 0,6667 | 0,5268 | 0,5900
% MS 1,0271{0,6626|0,6716|0,54160,4989 | 0,5682 | 0,5871 | 0,6139|0,5092|0,5016
% BCV 2,0451{1,1582|1,04960,827310,8999|0,87320,7013{0,9057|0,9016 | 0,7349
O LSCV 0,3900{0,3736|0,1408 | 0,6878 | 0,3494 | 0,4273 | 0,6892{0,2137|0,2991 | 0,1416
RR 0,95110,6136(0,6219{0,5016|0,4620|0,5262|0,5436 | 0,5684 | 0,4715| 0,4645

1T 0,4052{0,8184|0,3457|0,6632(0,5167|0,6538 | 1,0354 {0,3735|0,3484 | 0,3208
8 DPI 1,4584(1,1825|1,2186|0,89940,8561 |1,0711 | 1,2403|1,1602|0,9167 | 1,0267
g MS 1,7873|1,1530|1,1686 | 0,8099 | 0,8682|0,9887 | 1,0216 | 1,0682 | 0,8860 | 0,8728
é BCV 3,5570(2,2943(2,3252|1,9837(1,727311,9671|2,0323 | 2,1249{1,7625|1,7363
= LSCV 0,7138(0,4512|0,1825|0,6642|0,55400,6296 | 1,0404 | 0,2992 | 0,5656 | 0,6091
RR 1,6550(1,0676|1,0821 {0,8903|0,8039|0,9156 | 0,9495|0,9891 | 0,8204 | 0,8082
IT 2,8906(1,5904 (1,8490|1,6679|1,2211|1,5372|1,6422|1,8859|1,6634 | 1,6072

DPI 1,5331(1,1784|1,3143|1,3902|1,02291,3651 | 1,5931 | 1,2883|1,1944|1,1003
v=1 MS 2,049411,3755(1,4269|1,1699|1,0914| 1,2560 | 1,3092 | 1,3794 | 1,1519| 1,1416
k=3 BCV 3,8491(2,5830(2,6791(2,1965|2,0492|2,3582|2,45792,5896 | 2,1625|2,1431
w=-l LSCV 0,39990,18990,1482(0,1176|0,0908|0,1004 | 0,0861 | 0,0739 | 0,0627 | 0,0559
RR 1,8826(1,2636(1,3107(1,0475|1,0026| 1,1538 | 1,2026 | 1,2671 | 1,0581 | 1,0486

1T 2,9910(1,7192(1,99801,82101,3399|1,7201|1,7707 | 1,8917 | 1,7266 | 1,7331
DPI 1,7600(1,2729{1,4326|1,4702| 1,1402| 1,4008 | 1,6437|1,3326 | 1,2468 | 1,1902

v=2 MS 2,45481,6843(1,7698|1,4643|1,3759|1,5925|1,6681 |1,7650 | 1,4794|1,4711
k=4 BCV 4,5229|3,1027|3,2599|2,6972|2,53422,9333 | 3,0723 | 3,2507 | 2,7250 | 2,7094
w=-1 LSCV 3,1974(1,1735|2,0053|1,0496 | 0,4387 | 0,3155|0,6479 | 1,5607 | 0,5563 | 0,5847
RR 2,2410(1,5376(1,6157|1,3368|1,2560 | 1,4538 | 1,5228 | 1,6113 | 1,3506 | 1,3430

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.29. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o préby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P14

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkcja | wyboru
jadra | parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygladzania

IT 3,81173,0486|2,5380 | 1,6454 0,9531|0,6883 |0,7184 0,4831|0,4508 | 0,4477
% DPI 2,3154|1,9437(1,8891|1,9826 | 1,8598|1,6583 | 1,6892|1,6025 | 1,5753|1,3500
'—é MS 2,5602(2,3602|2,0863 |1,9676(1,9098|1,7837|1,8234|1,8587|1,5732|1,5350
é BCV 5,0947 | 4,69582,1312(2,1100|2,1523|1,7132|1,9574|2,1903 | 1,4004 | 1,3328
[% LSCV 1,0632|0,4668|0,2714{0,6771|0,5327|0,4070 | 0,6645 | 0,1675|0,3876 | 0,3773
RR 2,3707(2,1855|1,93191,8219(1,7676|1,6517 | 1,6885|1,7211|1,4568 | 1,4214
- IT 4,638 [3,8830(3,1671{2,6187|1,1359|0,8316|0,8563 | 0,5915|0,5420 | 0,5397
g DPI 2,7430(2,3026|2,2379 | 2,3487(2,2033|1,9646 | 2,0012 | 1,8984 | 1,8662 | 1,5993
—g MS 3,0330(2,7961 {2,4716|2,3309 {2,2614|2,1131 | 2,1602|2,2020 | 1,8637 | 1,8185
_E BCV 6,03515,5628 [ 3,8609 | 3,4726 | 3,4259 | 3,4494 | 3,5461 | 3,7734 | 3,0578 | 3,1357
§ LSCV 1,5036|0,2623|0,4106 | 0,8077|0,61390,4494 | 0,7405 | 0,2220 | 0,4497 | 0,4478
a RR 2,8085(2,5891 {2,2886(2,1584 |2,0940|1,9567 | 2,0003 | 2,0390 | 1,7258 | 1,6838
IT 1,7584|1,43710,3200 {0,7151|0,4084|0,3101 {0,3186|0,2170|0,2062 | 0,2059

£ DPI 1,04590,877910,85330,8955|0,8401|0,7491 | 0,7630|0,7238 | 0,7116 | 0,6098
% MS 1,1565|1,0661 | 0,9424 | 0,8888 | 0,8623 | 0,8057 | 0,8236 | 0,8396 | 0,7106 | 0,6934
% BCV 2,3027{1,9291|1,60591,5052(1,4979|1,5115|1,5827{1,6704|1,2828 | 1,3794
© LSCV 0,626910,2433(0,1708|0,2998 | 0,2781|0,2007 | 0,2363 | 0,0938 | 0,1693 | 0,1826
RR 1,0709|0,987210,8726 | 0,82290,7985|0,7461 | 0,7627 | 0,7775| 0,6580 | 0,6420

IT 2,066710,2320{0,3369|0,3773 | 0,4485|0,3216 {0,3201 | 0,2052 | 0,2310|0,2819

) DPI 1,8199|1,5277(1,4848|1,5583|1,4618|1,3035|1,3277|1,2595|1,2382|1,0611
é\ MS 2,0123|1,8552|1,6399 | 1,5465|1,5004|1,4020 | 1,4332{1,46101,2365|1,2065
_é BCV 4,00503,6912 | 3,2626|3,0767 | 2,9849|2,7892 | 2,8511|2,9063 | 2,4598 | 2,4001
= LSCV 0,8796|0,3283|0,2298 10,6239 (0,3988|0,3825|0,5169{0,1143|0,3155|0,3265
RR 1,8634(1,7178 |1,5185(1,4320|1,3893 | 1,2982(1,3271|1,3528|1,1450 1,1172
IT 2,70233,1769(2,8045|2,6176 | 2,6495|2,4619 | 2,6597 | 2,9762 | 2,3563 | 2,4547
DPI 1,7123|1,7800 | 1,5944 | 1,6629 | 1,5978 | 1,5883 | 1,5461 | 1,5292|1,5263 | 1,3276
v=1 MS 2,3075(2,2132{2,0022|1,9196 | 1,8862|1,7810 | 1,8368 | 1,8866 | 1,6076 | 1,5780
k=3 BCV 4,3339|4,1557|3,7593 | 3,6039 | 3,5412 | 3,3436 | 3,4482 | 3,5418|3,0180 | 2,9624
nw=-1 LSCV 0,4693|0,2545|0,18120,1419{0,1238|0,1103 | 0,0955 | 0,0865 | 0,0734| 0,0708
RR 2,1197|2,0331{1,8392|1,7633 {1,7327|1,6360 | 1,6872|1,7331 | 1,4767 | 1,4496
IT 2,8129(3,3320(2,9445|2,81132,7953|2,6691|2,9201 | 2,9799{2,5139 2,6620
DPI 1,8898|1,8804|1,6780|1,7990|1,7993 | 1,6644|1,7162|1,6789| 1,6043 | 1,4545
v=2 MS 2,7640(2,7100|4,4834|2,4027 | 2,3778|2,2582 | 2,3403 | 2,4140 | 2,0647 | 2,0335
k=4 BCV 5,0925|4,9920(4,5743|4,4255|4,3795|4,1592 |4,3103 | 4,4461 | 3,8027 | 3,7452
m=-1 LSCV 4,0867 |3,6857|2,9430 | 3,1080 |2,9526 | 3,1663 | 3,4169 | 3,6730 | 2,7849 | 2,7526
RR 2,5232(2,474012,26712,1935(2,1707|2,0615 | 2,1365 | 2,2038 | 1,8849 | 1,8564

Zrédto: obliczenia wtasne.
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Tablica 3.30. Wartosci parametru wygtadzania otrzymane w oparciu o proby o wybranych
liczebnosciach losowane z populacji P15

Metoda Liczebno$¢ proby
Funkgcja | wyboru
jadra | parametru 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
wygltadzania

1T 3,67133,1948|2,6346 | 2,2665|2,2176|0,3979 | 0,5663 | 0,4300 | 0,4568 | 0,4262

g DPI 2,357912,4986 (2,4607 | 2,0543 | 2,2629|2,0872 (2,1987|2,1208 | 2,1467 | 1,8073
fé’ MS 2,1330(2,6911|2,0640(2,0249(1,9119|1,9357|1,8788{1,8173|1,7137|1,6536
é BCV 4,2451|5,3541{1,8793|1,7181{1,8392|1,9016 | 1,8007|1,8783 | 1,1060| 0,9754
U% LSCV 0,48280,4854|0,2523(0,1761{0,3990|0,3828 | 0,3633 | 0,3909 | 0,4875 | 0,4493
RR 1,9751{2,4919(1,9112|1,8750(1,7704|1,7924 | 1,7397 | 1,6828 | 1,5869 | 1,5312

< IT 4,37993,83023,1798 | 2,9,39 |2,70720,4800|2,3375|0,5150 | 2,2629 | 0,5088
E DPI 2,793412,9600|2,9151 | 2,4337|2,6808 | 2,4727 | 2,6047 | 2,5125|2,5431|2,1411
—g MS 2,52693,1880(2,4451(2,3988 | 2,265 |2,2931 (2,22572,1529(2,0302|1,9589
_E BCV 5,0286 | 6,3426|3,6323 | 3,988 |3,31243,5691|3,3543 | 3,3234|3,0076 | 3,1711
§ LSCV 0,487210,5933|0,31650,2355|0,4896 | 0,4130 | 0,4406 | 0,5564 | 0,5674 | 0,5442
a RR 2,339912,9520(2,26412,2213 {2,0973|2,1234(2,0610|1,9935(1,8799|1,8114
IT 1,6830(1,2607|1,2191 {1,0721|1,02090,1830{0,8785|0,1989|0,8595 | 0,1963

g DPI 1,0651|1,1286(1,1115|0,9279{1,0222|0,9428 | 0,9932|0,9580 | 0,9697 | 0,8164
% MS 0,9635|1,2156 {0,9323|0,9147 { 0,8637 | 0,8744 | 0,8487|0,8209 | 0,7741| 0,7469
% BCV 1,9190(2,4193|1,3125|1,4035|1,2448|1,4284 | 1,2361 | 1,2468 | 1,0389 | 1,2160
o LSCV 0,4700|0,2871{0,1966|0,1425{0,2158|0,1607 { 0,1962|0,2106 | 0,2218 | 0,2107
RR 0,8922{1,1256|0,8633|0,84700,7997|0,8096|0,7858 | 0,7601 | 0,7168 | 0,6916

IT 1,6768|0,2951 | 0,26770,2095 | 0,3051 | 0,2476 | 0,3347 | 0,1707 | 0,3048 | 0,2436

g DPI 1,85331,9639(1,9341|1,6147 | 1,7786|1,6406 | 1,7282|1,6670 | 1,6873 | 1,4206
g MS 1,6765|2,1152|1,6223(1,5916|1,5028 | 1,5214 | 1,4767 | 1,4284|1,3470| 1,2997
é BCV 3,3372(4,20873,2278 | 3,1664 | 2,9897 | 3,0267 | 2,9377 | 2,8415 | 2,6796 | 2,5855
= LSCV 1,8342|0,45980,2210{0,3675|0,2806 | 0,1734 {0,5853|0,2976 | 0,3949 | 0,3778
RR 1,5524|1,9586|1,5022 {1,4738|1,3915|1,4088 | 1,3674|1,3227|1,2473 | 1,2035

1T 2,6414|3,1751{2,6341|2,7571{2,6062|2,7902 | 2,6749 | 2,6955 | 2,5449 | 2,4750

DPI 1,3288(2,0064 | 1,5422(1,5532(1,1652|1,6004 | 1,0553|1,2668 | 1,4107 | 1,2995

v=1 MS 1,922512,5235{1,98081,9755(1,8892|1,9327{1,8925|1,8446 | 1,7512|1,6999
k=3 BCV 3,6112(4,73833,7192|3,7089 | 3,5468 | 3,6283 | 3,5529 | 3,4629 | 3,2876 | 3,1913
w=-1 LSCV 0,4794{0,29990,2069|0,15290,1330{0,1120|0,1000 | 0,0868 | 0,0807 | 0,0742
RR 1,7660| 2,318 |1,8196|1,81471,7354|1,7754|1,7385|1,6944| 1,0609 | 1,5616

IT 2,88703,3879(2,9941|2,43662,85502,8221|2,9032|2,8178 | 2,6567 | 2,6575

DPI 1,4948|2,4123|1,6839|1,6990|1,2787{1,6987|1,8102|1,8068 | 1,6388 | 1,6336

v=2 MS 2,3028(3,08992,4568|2,4727|2,3815|2,4505|2,4113|2,3603 | 2,2492 | 2,1906
k=4 BCV 4,243315,6918|4,5255|4,5545|4,3864 |4,5133|4,4411 | 4,347 |4,1424|4,0346
n=-1 LSCV 1,81803,7942{2,1441|2,0176 | 1,8525|1,9157 | 1,9513|1,7088 | 1,8579 | 1,5767
RR 2,1022(2,8208|2,2429(2,2574(2,1741|2,23712,2013 | 2,1547|2,0533 | 1,9999

Zrédto: obliczenia wtasne.
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W jadrowej estymacji funkeji gestosci populacji wielomodalnych zauwazalny jest
wzrost warto$ci parametréw wygladzania w poréwnaniu z warto§ciami parametrow
wygtadzania przy szacowaniu funkcji gestosci populacji jednomodalnych. Metoda
kroswalidacyjna najmniejszych kwadratéw oznaczata w wigkszosci przypadkow
mniejsze wartosci parametréow wygladzania. W tej grupie estymatoréw zasada od-
wolania do standardowego rozkladu zastosowana do wyboru parametru wygladza-
nia powoduje, ze wartoéci parametru s wyzsze niz dla metody kroswalidacyjnej
najmniejszych kwadratéw, ale wartosci te s3 bardzo podobne jak w przypadku me-
tody maksymalnego wygtadzania. Oznacza¢ to moze, ze procedury odwotania do
rozktadu dla préb pochodzacych z populacji wielomodalnych zachowuja sie w bar-
dzo podobny sposdb, chociaz przyjmowane sg przeciez w nich odmienne zalozenia
co do rozktadu populacji. Tak mate réznice w warto$ciach parametru wygladzania
nie s3 zauwazalne dla préb pochodzacych z populacji jednomodalnych. Zwigksza-
nie liczebnosci prob nie powoduje w duzym stopniu zmiany wartosci parametru
wygtadzania, co zachodzi dla wigkszo$ci rozwazanych populacji. Ma to ogromne
znaczenie praktyczne, gdyz nie zawsze zwiekszanie liczebnosci préb musi ozna-
cza¢ zmiang w stopniu wygladzania danych. Zastosowanie funkgji jadra wyzszych
rzedéw w przypadku prob pochodzacych z populacji wielomodalnych nie zawsze
mialo swoje odzwierciedlenie w wartosci parametru wygladzania. W wigkszosci
rozwazanych przypadkow gaussowska funkcja jadra zastosowana wraz z zasada od-
wolania do standardowego rozkladu dawata mate wartosci parametru wygtadzania,
co w praktyce oznaczalo matly stopien wygtadzenia danych.

3.7. Zastosowanie metody wyboru parametru
wygtadzania opartej na uogolnionej sredniej
harmonicznej w estymacji jadrowej funkcji
gestosci

Na podstawie wynikéw badan przedstawionych w podrozdziale 3.6, jednoczesnie
biorgc pod uwage prostote i intuicyjno$¢ metod wyboru parametru wygtadzania,
proponowana jest nastepujaca procedura wyboru parametru wygtadzania oparta
na uogolnionej sredniej harmonicznej:

1) wyznaczenie warto$ci parametru wygtadzania wartosci h ,, h, dwiema me-
todami wybranymi na podstawie informacji wstepnych dotyczacych cha-
rakterystyk rozktadu badanej populacji,

2) okreslenie warto$ci parametru 3 ( € (0, 1)) w uogdlnionej $redniej har-
monicznej hUH (Hajja iin., 2013, Lovric, 1999; Tooth, Dobelman, 2016),
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3) wyznaczenie parametru wygladzania hyy(4 5 jako uogélnionej $redniej
harmonicznej z wartosci h, oraz h, postaci:

h _ hAhB
UH(A,B) — hA +B(l’l—3 —]’lA) .

Wyboér uogoélnionej sredniej harmonicznej spowodowany jest jej zwigzkami
ze $rednig arytmetyczng i geometryczng wyrazonymi w nieréwnosci Cauchyego
oraz tym, ze wérod srednich potegowych srednia harmoniczna w najwigkszym
stopniu przypisuje duza wage warto$ciom mniejszym z dwoch uwzglednianych
w $redniej harmonicznej. Ponadto, waga ta w uogélnionej sredniej harmonicznej
moze by¢ regulowana parametrem P. Gdy $rednia harmoniczna jest wyznaczana
z dwoch parametréow wygladzania, $rednia ta bedzie blizsza mniejszemu para-
metru wygtadzania niz parametrowi o wigkszej wartosci. Pozwala to w sposéb
oczywisty unikng¢ zbyt duzego stopnia wygtadzania w estymacji jadrowej funkeji
gestosci.

Dla populacji symetrycznej jednomodalnej na podstawie wynikéw analiz
przedstawionych w podrozdziale 3.6 podjeto decyzje o wyborze dwdch parame-
trow, ktore przyjmuja warto$ci najmniejsze. Sg to parametry wygtadzania wyzna-
czone za pomocg metod odwotania do rozktadu. Dlatego tez parametr wygla-
dzania wyznaczony na podstawie uogolnionej $redniej harmonicznej hyy pp as)
wykorzystuje wartosci parametréw wygladzania wyznaczone metodami odwofa-
nia do standardowego rozkladu h,, i maksymalnego wygtadzania h,;5. Warto-
$ci parametréw wygladzania wyznaczonych metodami: odwotania do standardo-
wego rozkladu, maksymalnego wygladzania i uogélnionej sredniej harmonicznej
dla réznych wartosci parametru 3 dla okreslonych liczebnosci préb pochodza-
cych z populacji P1 wraz z estymatorami funkeji gestosci przedstawione sa w tab-
licy 3.31.
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Tablica 3.31. Wartosci parametrow wygtadzania otrzymane w oparciu o n-elementowe préby
losowane z populacji P1 oraz estymatory funkcji gestosci z parametrem wygtadzania wyzna-
czonym metoda uogdlnionej Sredniej harmonicznej i z gaussowska funkcja jadra

hUH(RR, MS) f (%)
n e b hUH(RR, MsS)
B=1/2 B=1/5 B=1/8 B=1/2

10 | 0,4020 0,4341 0,4174 0,4273 0,4298

20 | 0,4897 0,5288 0,5085 0,5205 0,5236

0.7

30 | 0,3576 0,3862 0,3713 0,3801 0,3823 Dva

0.2

0.4

40 [ 0,5060 0,5465 0,5255 0,5379 0,5411
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Tablica 3.31. cd
hUH(RR, MS) f (%)
n hRR hMS hUH(RR, MS)
B=1/2 | Bp=1/5 | p=1/8 B=1/2

50| 04378 | 04728 | 04546 | 04654 | 04681 | . A

25 2 15

25

60| 04453 | 04809 | 04624 | 04733 | 04761 | . /\

70| 0467 | 05034 | 04845 | 04957 | 04985 | /\

80 | 0,3705 0,4002 0,3848 0,3939 0,3962 |[°=

4

4 05 0 05 1 15 2
-1 0 1 2 3
-1 0 1 2

-1 0 1 2 3

-4 3 2
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h UH(RR, MS) f (x)
n h RR h MS hUH(RR, MS)
B=1/2 B=1/5 B=1/8 B=1/2

90 | 0,4220 0,4557 0,4382 0,4485 0,4512 | °2

100| 0,3836 0,4143 0,3984 0,4078 0,4102 | °2

-3 2 -1 0 1 2 3 a

Zrédto: obliczenia wtasne.

Wykorzystanie parametru wygladzania wyznaczonego metoda uogélnio-
nej $redniej harmonicznej hUH(RR, ms) Z parametrem f3 = 1/2 oraz gaussowskiej
tunkcji jadra w estymatorze jadrowym funkcji gestosci nie w kazdym przypad-
ku powoduje, Ze estymator charakteryzuje si¢ takimi samymi wlasno$ciami jak
funkcja gestosci populacji, z ktorej pochodza préby. Szczegdlnie zauwazalne
jest to w przypadku malej, dziesigecioelementowej proby. Warto$¢ parametru
wygladzania, bedacego uogélniong $rednig harmoniczng, skutkuje wigkszym
wygltadzeniem niz zachodziloby to dla estymatora jadrowego z parametrem
wygladzania wyznaczonym metoda odwolania do standardowego rozktadu, ale
i tak dla matlej proby wygtadzenie to okazuje sie by¢ niedostateczne i estymator
jadrowy moze by¢ traktowany jako dwumodalny. Oznacza to, Ze nawet w przy-
padku gdy populacja, z ktorej pobierane sg proby, jest populacja o rozkladzie
normalnym standardowym a funkcja wagowa w estymatorze jest funkcja gesto-
$ci rozktadu normalnego standaryzowanego, wygtadzenie powinno by¢ wieksze
niz wynikaloby to z zasady Silvermana. Dla wiekszych préb metoda uogélnionej
sredniej harmonicznej zapewnia wygladzenie stanowigce optymalng alternaty-
we dla wygtadzenia metodg Silvermana i metodg maksymalnego wygladzenia.
Zmniejszenie warto$ci parametru 3 oznacza zwiekszenie wartosci parametru
wygtadzania.
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W celu przeprowadzenia analizy wlasnosci parametru wygtadzania wyznaczo-
nego metoda uogolniong sredniej harmonicznej wyznaczono réwniez wartosci
parametréow dla prob o réznych liczebnosciach pochodzacych z populacji wielo-
modalnej. Analiza wlasnosci parametréw wygtadzania dokonana na podstawie
wynikow badania dla populacji wielomodalnych (por. tablica 3.30) wskazata na
parametry wygtadzania wyznaczone metoda iteracyjng h,, oraz metoda kroswali-
dacyjna najmniejszych kwadratow h, ... Wyniki dla wybranych warto$ci parame-
tru 3 przedstawia tablica 3.32.

LSCV*

Tablica 3.32. Wartosci parametréow wygtadzania otrzymane w oparciu o n-elementowe préby
losowane z populacji P15 oraz estymatory funkcji gestosci z parametrem wygtadzania wyzna-
czonym metoda uogdlnionej $redniej harmonicznej i z gaussowska funkcja jadra

A

min max hUH(IT, LSCV) I f €))
n UH(IT, LSCV)
(hIT’ hLSCV) (hl'[” hLSCV) B — 1/2 B — 1/8 B — 9/10 B _ 9/10

10 | 0,4700 1,683 0,7348 1,2725 0,5065

20 | 0,2871 1,2607 0,4677 0,8854 0,3111 |°»

30 | 0,1966 1,2191 0,3386 0,7388 0,2146 | °2
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min max hUH(IT, Lscv) L fx)

n

h s h h s h N UH(IT, LSCV)

( 1T LSCV) ( 1T LSLV) le/z le/g B:9/10 B:9/10
40| 01425 | 1,0721 | 02516 | 0,5905 | 0,1560 | .. W
50| 02158 | 1,0209 | 03563 | 06962 | 0,2342 | o m
60| 01607 | 0,183 | 01711 | 01799 | 0,1627 | M
70| 01962 | 08785 | 03208 | 06123 | 02127 | _ /\/\/\/\
80| 01989 | 02106 | 02046 | 02091 | 02000 | e

&
°
w
-
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Tablica 3.32. cd
min max hUH(IT, Lscv) L fx)
n UH(IT, LSCV)
(hIT’ hLSCV) (hIT’ hLSCV) B — 1/2 B — 1/8 B — 9/10 B _ 9/10

90 | 0,2218 0,8595 0,3526 0,6323 0,2396

100| 0,1963 0,2107 0,2032 0,2088 0,1976

Zrédto: obliczenia wtasne.

Do estymacji funkcji gestosci populacji o rozkladzie wielomodalnym i niesy-
metrycznym wykorzystano estymator jadrowy funkcji gestosci z parametrami
wygladzania wyznaczonymi metodg uogolnionej $redniej harmonicznej z para-
metréw wyznaczonych metoda iteracyjna oraz kroswalidacyjna najmniejszych
kwadratow. W odroéznieniu od estymatoréw wyznaczonych na podstawie prob
pochodzacych z populacji jednomodalnej symetrycznej, parametr wygladzania
w estymatorze w tym przypadku, niestety, nie moze by¢ wyznaczany metodami
odwotania do rozktadu (w metodach odwotania do rozkladu przyjmowane jest
zalozenie, ze populacja, z ktdrej losowane sg proby, ma rozklad normalny lub roz-
ktad beta). Znacznie lepsze wlasnosci estymatora funkcji gestosci otrzymuje sie,
gdy parametr wygladzania przyjmuje wartosci parametru wygladzania wyzna-
czone metoda iteracyjng i kroswalidacyjng najmniejszych kwadratéw. Parametr
uogolnionej $redniej harmonicznej bliski 1 (B = 9/10) daje najlepsze wyniki esty-
macji funkeji gestosci i wykorzystany w tej metodzie zapewnia estymatory funkeji
gestosci, ktore w najlepszy sposéb wygtadzaja estymator.



Rozdziat 4

Parametr wygtadzania

w estymacji jadrowej
wielowymiarowej funkcji gestosci

4.1. Uwagi wstepne

W estymacji jadrowej wielowymiarowej funkcji gestosci, ktora jest naturalnym
uogolnieniem jednowymiarowej estymacji jadrowej, wymagane jest, analogicznie
do przypadku jednowymiarowego, okreslenie macierzy parametréw wygladzania
dodatnio okreslonej, ktéra kontroluje zaréwno stopien, jak i kierunek wygtadza-
nia. Konieczne jest rowniez okreslenie rodzaju funkgji jadra.

Niech X, ..., X bedzie probg losowa pobrang z d-wymiarowej populacji
o funkgji gestosci f. Estymator jadrowy f wielowymiarowej funkeji gestosci dla
xeR? jest okreslony w nastepujacy sposéb (por. Devroye, Lugosi, 2001; Efro-
movitch, 1999):

J}(")“)=%ZKH(X—X,-)’ (4.1)
i=1

gdzie: ) 1
K, jest funkcja jadra K, (x)=|H| 2 K[H Zx}
H jest dodatnio okreslong symetryczng kwadratowa macierza parametrow
wygladzania stopnia d,
[H| jest wyznacznikiem macierzy parametréw wygtadzania H.

4.2, Produktowa i radialna funkcja jadra

W praktycznych zastosowaniach wykorzystywane sg dwa rodzaje funkcji jadra:
produktowa oraz radialna.
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Produktowa funkcja jadra ma posta¢ (por. Scott, 2015):

K" (x) = li[K(xi), 42)

gdzie: x = (x, ..., x,) oraz K jest jednowymiarowg symetryczna funkcjg jadra.

Wielowymiarowa funkcja jadra jest iloczynem jednowymiarowych funkcji
jadra dla poszczegolnych wspotrzednych, gdzie czynniki iloczynu funkcji jadra
produktowego moga przyjmowac rézne postacie funkeji jadra jednowymiarowe;j.

Parametr wygtadzania h® =h, -h, -...-h, jest iloczynem parametréw wygta-
dzania wyznaczonych dla poszczegdlnych wspotrzednych wektora x. Jesli dowol-
nie ustali¢ d-1 wspodtrzednych to d-wymiarowa funkcja jadra produktowa, rozwa-
zana jako funkcja pozostalej (nieustalonej) wspoétrzednej, jest z doktadnoscig do
stalej tozsama z funkcja jadra jednowymiarowa. Na przekroju réwnoleglym do
dowolnej osi funkcja jadra jednowymiarowa jest proporcjonalna do funkgji jadra
wielowymiarowe;j.

Radialna funkgcja jadra wyraza si¢ wzorem:

K*® (x)zckK(\/xTx), (4.3)
gdzie: x = (xl, o xd), natomiast c,jl = J. K(\/xTx)dx oraz c, jest dodatnig stalg,

—00

taka ze funkcja jadra K* (x) jest funkcja gestosci.
W przypadku nietypowych jednowymiarowych funkcji jadra wyznaczenie sta-

+00
tej ¢, nie jest mozliwe ze wzgledu na to, ze J. K (\/ x'x )dx =oo. Konieczna jest

wowczas odpowiednia dodatkowa modyfikacja.

Funkcje jadra radialne charakteryzuja si¢ wlasnoscig symetrii radialnej, co
oznacza, ze na dowolnym okregu o $rodku w poczatku ukladu wspotrzednych
warto$¢ funkeji jadra radialnego jest stata. Dla jednowymiarowego przekroju
wzdtuz osi x,, czyli dla x, = x, = ... = x, = 0, d-wymiarowa funkcja jadra radialna
jest z doktadnoscia do stalej tozsama z funkcjg jadra jednowymiarows. Wtasnos¢
symetrii radialnej powoduje, ze takze na przekroju wzdiuz dowolnej prostej prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspoétrzednych funkeja jadra wielowymiarowa
jest proporcjonalna do jednowymiarowej funkcji jadra.

Przyktady radialnych funkgji jadra oraz warstwice funkgji jadra produktowego
i radialnego przedstawione sg w pracy Kulczyckiego (2005).

Nalezy zauwazy¢, ze dla gaussowskiej funkeji jadra warstwice sg identyczne dla
radialnej i produktowej funkgji jadra. Przykladowa gaussowska funkcja jadra i jej
warstwice dla d = 2 przedstawione s3 na rysunkach, odpowiednio 4.1 1 4.2.
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Rysunek 4.1. Dwuwymiarowa gaussowska funkcja jadra

Zrédto: opracowanie wtasne.

X
Rysunek 4.2. Warstwice dwuwymiarowej gaussowskiej funkcji jadra

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Estymator jadrowy d-wymiarowy f (x) moze by¢ zapisany w postaci:

ST »

11]1

gdzie:
X=(x,%,...,x), ,
X, Jest j-tg sktadowq wektora X, = (szX Xid) ,i=1,2,..,n, K(u) jest
jednowymiarowy funkcja jadra,
h,h, ..., h, s3 parametrami wygtadzania zwigzanymi z poszczegélnymi zmien-
nymi.
Problem optymalnego parametru wygtadzania mozna sprowadzi¢ do poszuki-
wania tylko jednego parametru gdy h, = hs, gdzie s, jest odchyleniem standardo-
wym z proby j-tej zmiennej. Miara precyzji estymacji jest nastepujaca:

d

d e
AMISE(h) =1\ 305 [ £ (x)dx+ b hzjf]] %) fo (%) de |+ ——,
=l e

P Nh,...h,
(4.5)
gdzie f; (x) jest pochodng czastkowa rzedu drugiego funkcji f.
Optymalny parametr wygladzania ma postac:
1
ho~xn 44, (4.6)

4
co prowadzi do miary dopasowania rzedu n 4*¢. Miara dopasowania ro$nie
bardzo szybko wraz z wymiarem d przestrzeni. Zwigzane jest z tym tzw. zjawisko
przeklenstwa wymiarowosci. W pracy Silvermana (1986) przedstawiona jest niezbed-
na liczebnos¢ proby w celu zapewnienia wzglednego bledu sredniokwadratowego
w zerze mniejszego od 0,1. Posiadanie 842 tys. obserwacji w przestrzeni dziesigcio-
wymiarowej odpowiada faktowi posiadania czterech obserwacji jednowymiarowych.

Do estymacji wielowymiarowych funkeji gestosci populacji wykorzystywane
sg funkcje jadra wielowymiarowe.

Funkcja jadra Epanecznikowa wyraza si¢ wzorem:

(d +2)F(1 + d]
K(u): —dz(l—u'u) dla v'u<l
2n? (4.7)
0 dla uu=l,

gdzie I' oznacza niekompletng funkcje gamma.
Jest to jednomodalna funkcja gestosci o symetrii kolowej w przestrzeni d-wy-
miarowej.
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Funkcja jadra d-gaussowska ma postac:

1 1,
K(u):—dexp —Eu u| dla ueR’ (4.8)

(2n)2
Dla populacji o dwuwymiarowym rozkladzie normalnym z wektorem wartosci

0
oczekiwanych [0, 0] i macierzg kowariancji 0 1 na podstawie proby n = 100

z gaussowska funkcjg jadra wyznaczono estymator dwuwymiarowej funkcji gesto-
$ci, ktdry przedstawiony jest na rysunku 4.3, natomiast warstwice na rysunku 4.4.

f(x, y)
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Rysunek 4.3. Estymator jadrowy dwuwymiarowej zmiennej losowej
(n =100, gaussowska funkcja jadra)

Zrédto: opracowanie wtasne.

0.16

L L L L L L L 0.02

Rysunek 4.4. Warstwice estymatora jadrowego dwuwymiarowej zmiennej losowe;j
(n =100, gaussowska funkcja jadra)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Dla populacji bedacej mieszaning dwéch dwuwymiarowych rozktadéw nor-
malnych o wagach 1/2 z wektorem wartosci oczekiwanych [0, 0] i macierzg kowa-

1 0
riancji oraz wektorem wartosci oczekiwanych [5, 0] i macierza kowarian-

1 0
cji na podstawie proby n = 100 z gaussowska funkecja jadra wyznaczono

estymator dwuwymiarowej funkeji gestosci, ktory przedstawiony jest na rysun-
ku 4.5, natomiast warstwice na rysunku 4.6.

f(x,y)

Rysunek 4.5. Estymator jadrowy dwuwymiarowej funkcji gestosci bedacej mieszaning dwdch
dwuwymiarowych rozktadéw normalnych (n = 100, gaussowska funkcja jadra)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rysunek 4.6. Warstwice estymatora jadrowego dwuwymiarowej funkcji gestosci bedacej mie-
szaning dwdch dwuwymiarowych rozktadéw normalnych (n = 100, gaussowska funkcja jadra)

Zrédto: opracowanie wtasne.



Parametr wygtadzania w estymacji jadrowe;j... 163

Wyznaczono réwniez estymator jadrowy dwuwymiarowej zmiennej losowej
o dwuwymiarowym rozkladzie bedagcym mieszaning trzech rozkladéw normal-
nych o wagach 1/3 z wektorem wartoéci oczekiwanych [0, 0] i macierza kowarian-

1 0 10
cji [0 1}, wektorem warto$ci oczekiwanych [5 O} i macierza kowariancji {0 1}

10
oraz z wektorem wartosci oczekiwanych [10 0] i macierzg kowariancji {0 1} na

podstawie proby n = 100 z gaussowska funkcja jadra. Wyniki przedstawione s3 na
rysunkach 4.7 1 4.8.

f(x,y)

0.05

Rysunek 4.7. Estymator jadrowy dwuwymiarowej funkcji gestosci bedacej mieszanina trzech
dwuwymiarowych rozktadéw normalnych (n = 100, gaussowska funkcja jadra)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rysunek 4.8. Warstwice estymatora jadrowego dwuwymiarowej funkcji gestosci bedacej mie-
szaning trzech dwuwymiarowych rozktadéw normalnych (n = 100, gaussowska funkcja jadra)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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4.3. Wybor macierzy parametrow wygtadzania

W praktycznych zastosowaniach wykorzystuje sie dwie metody wyboru macierzy
parametréow wygltadzania: metode podstawiania i metode odwolania do standar-
dowego rozktadu. Nalezy jednak pamieta¢ o koniecznosci wyskalowania danych
tak, by wariancje z proby byly takie same w kazdym wymiarze (Wand, Jones, 1995).

Macierz parametrow wygladzania wyznaczona metoda podstawiania ma po-
stac:

I:IPI =argmin PI(H), (4.9)

HeH

2
gdzie: PI(H) = lR(K)|H|_% +%vechTH¢4vech H,
n

R(K) = J;K(X)KT (x)dx,

W, jest oszacowaniem W, = J.f(4) (x)f(x)dx,
Rd
vechH jest macierza bez elementéw diagonalnych.

Posta¢ macierzy parametrow wygladzania wyznaczona metoda odwolania do
standardowego rozkladu jest nastepujaca:

A 4" (4.10)
REF — W > :

gdzie: ¥ jest empirycznym estymatorem macierzy kowariancji:

. 1 < - —\T
I=——— X, -X)X, -X) .
LB -5)

Wyznaczono przykladowy estymator jadrowy na podstawie proby 1000-ele-
mentowej wylosowanej z populacji o dwuwymiarowym rozkladzie normalnym
bedacym mieszaning pigciu rozktadéw normalnych o nastgpujacych charakte-
rystykach: wagi mieszaniny 1/5, wektory wartosci oczekiwanych [0 0], [1 0],

0 11 1 ol [0 1] oo [L O] [L O] [0 [1 0
011,0 -1 0], [0 -1]; macierze kowariancji o 1P lo 1llo 1llo 1f
{O 1}. Wyniki przedstawione sg na rysunkach 4.9 i 4.10.
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Rysunek 4.9. Estymator jadrowy dwuwymiarowe] funkcji gestosci bedacej mieszaning
pieciu dwuwymiarowych rozktadéw normalnych (n = 1000, gaussowska funkcja jadra,
odwotanie do standardowego rozktadu)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rysunek 4.10. Warstwice estymatora jadrowego dwuwymiarowej funkcji gestosci bedacej
mieszaning pieciu dwuwymiarowych rozktadéw normalnych (n = 1000, gaussowska funkcja
jadra, odwotanie do standardowego rozktadu)

Zrédto: opracowanie wtasne.






Rozdziat 5

Parametr wygtadzania

w zastosowaniach
ekonomicznych estymacji
jadrowej funkcji gestosci

5.1. Uwagi wstepne

Uniwersalnos¢ metod jadrowych powoduje, iz zakres stosowalnosci tych metod
jest bardzo szeroki. Dotycza one zaréwno estymacji, jak i weryfikacji hipotez sta-
tystycznych.

W literaturze polskiej przyktady procedur jadrowych stosowanych w testowa-
niu hipotez statystycznych, rozwazania dotyczace optymalnego wyboru parame-
tru wygladzania oraz przyklady zastosowan w analizach ekonomicznych przed-
stawione s, miedzy innymi, w pracach Sliwickiego (2012), Baszczynskiej (2013a),
gdzie analizowany byl rozklad wskaznika rozwoju spolecznego, Baszczynskiej
(2013b) oraz Domanskiego i in. (2014). Zastosowanie metod jadrowych w anali-
zach dotyczacych estymacji charakterystyk zmiennych ekonomicznych przedsta-
wione s3, miedzy innymi w pracach: Czyzyckiego (2013), gdzie analizy zwigzane
byly z rozkladem stop zwrotu z inwestycji na rynku kapitalowym; Baszczynskiej
(2014a), gdzie zaprezentowano wyniki badan rozkladu emisji dwutlenku wegla
na $wiecie w latach 1960-2010; Baszczynskiej (2014b), gdzie przedstawiono re-
zultaty badania dotyczacego kontraktéw terminowych na cene¢ jednostki emisji
dwutlenku wegla w 2014 roku.

Metoda jadrowa znajduje réwniez zastosowanie przy podejmowaniu decy-
zji odno$nie do probleméw medycznych i zagadnien zwiazanych z psychologia,
w analizach zjawisk technicznych, na przyktad w identyfikacji parametréw obiek-
tu dla potrzeb optymalnego i odpornego sterowania systemami dynamicznymi
(Kulczycki, 2005).

Metoda jadrowa bywa takze stosowana jako narzedzie wykorzystywane w kon-
strukcji pewnych procedur statystycznych, na przyklad przy konstrukcji przedzia-
16w ufnosci (Konczak, 2013).
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5.2. Analiza kondycji przedsiebiorstw

Metoda estymacji jadrowej moze by¢ zastosowana w analizach dotyczacych naj-
wiekszych firm Europy Srodkowo-Wschodniej w 2015 roku. Dane uwzgledniane
w analizie pochodza z opracowan grupy Coface, ktéra od 2006 roku przygoto-
wuje ranking TOP 500 CEE, prezentujacy najwieksze firmy Europy Srodkowo-
-Wschodniej. Zestawienie prezentuje w ujeciu bezwzglednym 500 przedsiebiorstw,
ktore osiagnety najwieksze obroty w roku poprzedzajacym publikacje rankingu
(top 500 CCE, http://www.coface.com [22.03.2016]).

Dane na temat przedsi¢biorstw pozyskuja i weryfikuja eksperci Coface bez-
posrednio w 13 krajach tego regionu. Prace koordynuje centrala Coface na ten
region znajdujaca si¢ w Wiedniu, a ostatecznego scalenia listy dokonuje Coface
w Polsce, jako prekursor tego projektu i najsilniejszy oddzial w regionie.

W rankingu nie s3 uwzgledniane banki i ubezpieczyciele oraz inne firmy z sek-
tora finansowego ze wzgledu na odmienny sposob raportowania wynikéw takich
spotek, co utrudnia zestawienie ich na jednej liscie z przedsiebiorstwami pro-
dukcyjnymi lub handlowymi. W przypadku grup kapitatowych prezentowane sa
skonsolidowane wyniki spétek z grupy, co umozliwia pokazanie rzeczywistego
znaczenia i sily najwiekszych koncernéw z tego regionu.

Analizie podlegal rozklad liczby zatrudnionych w 500 najwigkszych firmach
Europy Srodkowo-Wschodniej. W sposéb losowy pobierano préby o réznej li-
czebno$ci i wyznaczano estymator jadrowy funkeji gestosci.

Dla proby o liczebnosci n = 50 estymator jadrowy wyznaczany byl przy wyko-
rzystaniu optymalnej funkeji jadra. Estymatory jadrowe funkeji gestosci przedsta-
wione s3 na rysunkach 5.1-5.3, natomiast parametry funkcji jadra oraz wielkosci
parametrow wygladzania wzaleznosci od metody wyboru zawierajg tablice 5.1-5.3.
Parametr wygtadzania wyznaczonony metoda uogélnionej sredniej harmonicznej

herPscy

1
hRR + E(hscv - hRR )
gdzie h,, jest parametrem wygladzania wyznaczonym metodg odwotania do
standardowego rozktadu, natomiast /1, ., jest parametrem wyznaczonym metodg

obiazong kroswalidacyjna.

>

okreslony jest w nastepujacy sposob: hyy xp povy =
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Rysunek 5.1. Estymator funkcji gestosci z funkcja jadra optymalng
z parametramiv=0, k=2, y =0 (Epanecznikowa) z parametrem wygtadzania
wyznaczonym metoda uogdlnionej sredniej harmonicznej

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tablica 5.1. Wartosci parametru wygtadzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci
dla funkcji jadra optymalnej z parametrami v =0, k=2, p = 0 (funkcja jadra Epanecznikowa)

Metoda wyboru parametru wygtadzania

Wartos¢ parametru

Uogodlniona $rednia harmoniczna 5734,0510
Iteracyjna 1694,5513
Bezposrednia podstawiania 4538,5815
Maksymalnego wygladzania 5144,8276
Obcigzona kroswalidacyjna 5866,7843
Kroswalidacyjna najmniejszych kwadratéw 876,2016
Odwolania do standardowego rozkladu 4764,0018

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.2. Estymator funkgji gestosci z funkcja jadra optymalna
z parametramiv =0, k=2, = -1z parametrem wygtadzania wyznaczonym

metoda uogdlnionej Sredniej harmonicznej

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tablica 5.2. Wartosci parametru wygtadzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci

dla funkcji jadra optymalnej z parametrami v=0,k=2,y=-1

Metoda wyboru parametru wygtadzania

Wartos¢ parametru

Uogolniona $rednia harmoniczna 7217,6630
Iteracyjna 1017,0941
Bezposrednia podstawiania 3567,3391
Maksymalnego wygladzania 4043,8504
Obcigzona kroswalidacyjna 8046,9724
Kroswalidacyjna najmniejszych kwadratow 705,6883
Odwotania do standardowego rozktadu 3744,5201

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.3. Estymator funkcji gestosci z funkcja jadra optymalna
z parametramiv=1, k=3, =0 z parametrem wygtadzania wyznaczonym
metoda uogdlnionej Sredniej harmonicznej

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tablica 5.3. Warto$ci parametru wygtadzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci
dla funkcji jadra optymalnej z parametramiv=1,k=3,y=0

Metoda wyboru parametru wygtadzania Warto$¢ parametru
Uogolniona $rednia harmoniczna 6986,4930
Iteracyjna nieskonczona
Bezpos$rednia podstawiania 4671,0041
Maksymalnego wygtadzania 5889,2807
Obcigzona kroswalidacyjna 7220,3028
Kroswalidacyjna najmniejszych kwadratow 2370,9088
Odwotania do standardowego rozktadu 5409,8480

Zrédto: opracowanie wtasne.
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5.3. Analiza wskaznikow cen towarow
i ustug konsumpcyjnych

Metode estymacji jadrowej zastosowano do badania rozkladu wskaznika cen to-
wardw i ustug konsumpcyjnych, opracowanego na podstawie obserwacji cen re-
prezentantow towar6w i ustug konsumpcyjnych (ok. 1400 w 2014 r.).

Wskazniki cen obliczono przy przyjeciu systemu wag opracowanego na pod-
stawie struktury wydatkow (bez spozycia naturalnego) poszczegdlnych grup go-
spodarstw domowych na zakup towaréw i ustug konsumpcyjnych z roku poprze-
dzajacego rok badany, uzyskanej z badania budzetéw gospodarstw domowych.
Grupowania towaréw i ustug konsumpcyjnych dokonano na podstawie Klasyfi-
kacji Spozycia Indywidualnego wedtug Celu, zaadaptowanej na potrzeby zharmo-
nizowanych wskaznikéw cen konsumpcyjnych (COICOP/HICP). Od roku 2014
w obliczeniach wskaznikéw cen towaréw i ustug konsumpcyjnych zastosowano
bardziej szczegdtowy system wag, w zwigzku z wdrazaniem przez Eurostat piecio-
cyfrowego szczebla agregacji do klasyfikacji COICOP.

Zrodtem informaciji o cenach detalicznych towardw i ushug sa:

— notowania cen dokonywane przez ankieteréw w wybranych punktach

sprzedazy, w wytypowanych rejonach badania cen (209 rejonéw w 2014 r.);

— cenniki, zarzadzenia i decyzje w zakresie cen jednolitych obowiazujacych

na terenie calego kraju lub jego czesci;

— notowania cen towaréw i ustug zakupywanych przez internet.

Badania dotyczace rozktadu wskaznika cen towaréw i ustug konsumpcyjnych
przeprowadzone byty w dwoch etapach:

1) analiza cen towaréw i ustug konsumpcyjnych w Polsce dotyczyta rocznych
indekséw cen w latach 1950-2013, pétrocznych wskaznikéw w latach 1989-
2014, kwartalnych wskaznikéw w latach 1995-2014, miesiecznych w latach
1989-2014 oraz miesigcznych w latach 1999-2014 (1998 = 100) (http://stat.gov.
pl/obszary-tematyczne/ceny-handel/wskazniki-cen/wskazniki-cen-towarow-i-
uslug-konsumpcyjnych-pot-inflacja-/ [31.08.2014]);

2) analiza wskaznikow cen towaréw i ustug konsumpcyjnych w krajach $wiata
od 2004 do 2013 roku, dane pochodzily z zasobéw The World Bank IBRD-IDA
(http://data.worldbank.org/indicator/FP.CPL.TOTL?page=1[31.08.2014]).

Estymatory jadrowe wyznaczone z gaussowska funkcja jadra i z parame-
trem wygladzania wyznaczonym metoda uogdélnionej $redniej harmonicznej
(B=1/10,h,, h, .. ) w etapie pierwszym sg przedstawione na rysunkach 5.4-5.8.

RR’ ""LSCV
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Rysunek 5.4. Estymator funkcji gestosci rocznych wskaznikow
cen towardw i ustug konsumpcyjnych, 1950-2013

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.5. Estymator funkcji gestosci potrocznych wskaznikdéw cen
towardéw i ustug konsumpcyjnych, 1989-2014

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.6. Estymator funkcji gestosci kwartalnych wskaznikow cen
towardéw i ustug konsumpcyjnych, 1995-2014

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.7. Estymator funkcji gestosci miesiecznych wskaznikéw cen
towardw i ustug konsumpcyjnych, 1989-2014

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.8. Estymator funkgji gestosci miesiecznych wskaznikéw cen towaréw
i ustug konsumpcyjnych, 1999-2014 (1998 = 100).

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozktady cen towaréw i ustug sa rozkladami asymetrycznymi, gdy indeksy cen
towarow i ustug sg indeksami tancuchowymi, natomiast gdy indeksy cen sg in-
deksami jednopodstawowymi (rok 1998 jest rokiem podstawowym) rozktad in-
deksu jest rozkladem o znacznie mniejszej asymetrii.

Wyniki estymacji jadrowej na podstawie 10-elementowej proby wylosowanej
z populacji miesiecznego wskaznika cen towardw i ustug konsumpcyjnych w la-
tach 1989-2014 przedstawiaja rysunki 5.9 i 5.10.

Wyznaczenie estymatora jadrowego funkcji gestosci dla matej 10-elementowej
proby spowodowalo, ze w przypadku indekséw fanicuchowych estymacja wskazu-
je na wielomodalnos¢.

W drugim etapie badania analizie podlegaly wskazniki dla krajow $wiata w la-
tach 2004-2013 (2010 = 100). Wyznaczono estymatory dla gaussowskiej funkcji
jadra i dla metody odwolania do standardowego rozkiadu oraz metody kroswali-
dacyjnej najmniejszych kwadratow. Wyniki estymacji dla roku 2004 (173 panstw)
oraz 2013 (163 panstwa) przedstawiajg rysunki 5.11 oraz 5.12 (metoda odwotania
do standardowego rozkladu z lewej strony, metoda kroswalidacyjna najmniej-
szych kwadratéw z prawej strony).
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Rysunek 5.9. Estymator funkcji gestosci miesiecznych wskaznikow cen
towardéw i ustug konsumpcyjnych, 1989-2014

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 5.10. Estymator funkcji gestosci miesiecznych wskaznikéw cen towaréw
i ustug konsumpcyjnych, 1999-2014 (1998 = 100)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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X X
Rysunek 5.11. Estymator funkcji gestosci dla 2004 roku

Zrédto: opracowanie wtasne.

X X
Rysunek 5.12. Estymator funkcji gestosci dla 2013 roku

Zrédto: opracowanie wtasne.

Estymatory funkcji gestosci sg funkcjami asymetrycznymi bez wzgledu na me-
tode wyboru parametru wygladzania. Wplyw metody wyboru odzwierciedla si¢
w stopniu wygladzenia estymatora. W kazdym z rozwazanych przypadkéw, gdy
estymator funkeji gestosci wykorzystywal metode kroswalidacyjng najmniejszych
kwadratow, estymator charakteryzuje sie malym stopniem wygladzania (wowczas
estymator okreslany jest jako ,,poszarpany”), co jest spowodowane malg wartoscig
parametru wygltadzania wyznaczonego ta metoda.






Zakonczenie

Wplyw parametréw metody jadrowej na estymator jadrowy funkcji gestosci jest
przedmiotem badan, ktérych znaczenie podkreslaja uzytkownicy nieparame-
trycznych procedur statystycznych. Okreslenie, w sposéb eksplicytny, ktérymi pa-
rametrami metody jadrowej nalezy sie postuzy¢ w konkretnej sytuacji badawczej
stanowi niewatpliwie wytyczne, ktére beda stosowane przy réznego rodzaju ba-
daniach statystycznych wykorzystujacych procedury zwigzane z funkejg gestosci.
Oznacza to, ze informacja o podstawowych wlasno$ciach funkcji gestosci otrzy-
mywana poprzez estymator tej charakterystyki funkcyjnej, wyznaczany w sposéb
intuicyjny i przystepny, staje si¢ zasadniczym elementem niemal kazdej analizy
statystycznej o nieparametrycznym charakterze. Wyniki rozwazan dotyczacych
parametrow metody jadrowej moga zatem by¢ wykorzystywane przy analizach
zwigzanych bezposrednio z funkcja gestosci, gdzie zasadniczym celem badania
jest ogdlna charakterystyka populacji, ale réwniez w zagadnieniach szczegdto-
wych analiz, gdzie wstepna ocena funkgji gestosci jest wyznacznikiem kierunku
dalszych, szczegdtowych badan. Ta wlasnie uniwersalnos¢ i szeroki zakres stoso-
walno$ci procedury jadrowego estymatora funkcji gestosci wymusza koniecznos¢
dokladnych analiz zwigzanych z parametrami metody jadrowe;.

W pracy rozwazano wybrane parametry metody jadrowej, ze szczegdlnym
uwzglednieniem parametru wygladzania. Wskazano na wady i zalety kazdego
z rodzajéw podejscia by umozliwi¢ uzytkownikom metod jadrowych stosowa-
nie procedur o szerokich mozliwo$ciach aplikacyjnych, a jednoczes$nie ulatwic¢
wybor odpowiednich parametréw metody jadrowej. Zaproponowano réwniez
wlasng, autorska procedure wyznaczania wartosci parametru wygladzania oparta
na uogodlnionej $redniej harmonicznej, ktorej wlasnosci zapewniaja odpowiedni
sposob wygtadzenia funkcji przy uwzglednieniu informacji dodatkowej dotycza-
cej populacji. Poréwnano znane z literatury przedmiotu procedury wyboru para-
metru wygladzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci oraz zwracono uwage
na zalezno$¢ metody wyboru parametru wygtadzania od postaci funkgji jadra.

Zaprezentowano i poddano analizie szerokie spektrum klas funkeji jadra,
formulujac wskazoéwki dotyczace mozliwych zastosowan w konkretnej sytuacji
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badawczej. Przedstawiono metody wyboru parametru wygtadzania, bioragc pod
uwage mozliwosci implementacyjne potencjalnych uzytkownikéw. Rezultaty
przeprowadzonego badania pozwalaja okresli¢ pary parametréw metody jadro-
wej w estymacji funkcji gestosci, gdy uzytkownik jest w stanie wstepnie okresli¢
chociaz niektdre z wlasnosci rozkladu analizowanej populacji.

Analiza wlasno$ci autorskiej propozycji dotyczacej metody wyboru parametru
wygltadzania wskazuje na uniwersalnos¢ tej metody poprzez mozliwo$¢ doboru
odpowiedniego parametru w uogolnionej $redniej harmonicznej, jednoczesnie
pozwalajac uzytkownikowi na wlasny subiektywny doboér na przyklad parame-
trow wygladzania biorgcych udzial w konstrukeji uogolnionej sredniej harmo-
niczne;j.

Wskazano réwniez na obszary zastosowan estymacji jadrowej funkcji gestosci
dla zmiennych o charakterze ekonomicznym i problemy zwigzane z odpowied-
nim doborem parametréw metody jadrowej, w tym parametru wygtadzania.

Wyniki przeprowadzonych badan pozwalaja na sformulowanie wnioskéw, kto-
re zostaly pogrupowane w trzy obszary weztowe.

1. Zasadne jest wyodrebnienie poszczegdlnych rodzajow funkcji jadra. Usys-
tematyzowanie i podanie wlasnosci istniejacych w literaturze propozycji
funkeji jadra umozliwia okreslenia jasnych kryteriéw wyboru wlasciwej
postaci funkeji jadra w estymacji funkeji gestosci. Klasyczne funkcje jadra
(o rzedzie réwnym 2) oraz ich okreslone kombinacje liniowe stosowane
w estymacji jadrowej funkeji gestosci sg zalecane we wstepnej analizie sta-
tystycznej i moga stanowi¢ punkt wyjscia do dalszych poglebionych analiz.
Poniewaz klasyczne funkcje jadra posiadajg wlasnosci funkcji gestosci, ich
wykorzystanie w konstrukgji estymatora pozwoli na okreslenie podstawo-
wych cech badanej zmiennej losowej, jednoczesnie gwarantujac, ze uzyt-
kownik nie ponosi ryzyka polegajacego, na przyklad, na tym, ze estymator
funkcji gestosci nie ma wlasnosci fukeji gestosci lub nosnik estymatora
jadrowego nie jest zgodny z no$nikiem zmiennej losowej. Jest to podej-
$cie zapewniajace wysoki stopient ogolnosci przy jednoczesnym spetnieniu
okreslonych zatozen wymaganych w stosunku do rezultatu analiz. Funk-
cje jadra wyzszych rzedéw (o rzedzie co najmniej 3) maja zastosowanie
w zaawansowanych analizach statystycznych. Woéwczas traktowane sg one
przez uzytkownika jako naturalna konsekwencja poczatkowych analiz,
w wyniku ktérych otrzymywana jest podstawowa charakterystyka popu-
lacji. I tak, na przyklad, asymetria estymatora lub jego zbyt duze obcia-
zenie zauwazalne w pierwszym etapie badan stanowi wskazéwke do uzy-
cia funkgji jadra wyzszych rzedéw w dalszych badaniach. Funkcje jadra
wyzszych rzedow zastosowane w estymacji jadrowej funkcji gestosci nie
zawsze gwarantuja, Ze estymator charakteryzuje si¢ wlasnosciami funk-
cji gestosci. Jednak te funkcje wyzszych rzedéw, ktére konstruowane sg
na podstawie funkgji jadra klasycznych minimalizujg ryzyko otrzymania
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estymatora funkcji gestosci o niepozadanych wlasnosciach. Funkcjami
jadra o szczegdlnym znaczeniu, zwlaszcza w badaniach zjawisk ekono-
micznych, sa funkcje jadra o ograniczonym nos$niku. Estymator jadrowy
funkgji gestosci z funkcja jadra o ograniczonym nosniku, w szczegdlnosci
o ograniczonym nosniku z lewej strony, jest zalecany ze wzgledu na swoje
pozadane wlasnosci, w sytuacjach badawczych dotyczacych zmiennych lo-
sowych przyjmujacych jedynie wartosci nieujemne.

. Parametr wygladzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci przyjmuje na
ogol wigksze wartosci wraz ze wzrostem rzedu funkeji jadra, ktdra bierze
udziat w konstrukcji estymatora funkeji gestosci. Zaleznos¢ ta ma znacze-
nie wowczas, gdy parametr wygladzania jest wybierany przez uzytkowni-
ka metoda subiektywna, natomiast funkcja jadra jest komponentem de-
terminowanym przez organizatora badan. Wséréd dwoéch metod wyboru
paramentu wygladzania, bazujacych na zalozeniu o znajomosci rozkladu
zmiennej losowej, to znaczy metody odwotania do standardowego rozkla-
du i metody maksymalnego wygtadzania, to wtasnie metoda wykorzystuja-
ca zalozenie o normalnosci rozkladu zmiennej losowej dostarcza mniejsza
wartosci parametru wygladzania. Co wigcej, parametr wygtadzania wy-
znaczony metoda maksymalnego wygltadzania nie przyjmuje wartosci naj-
wiekszych w poréwnaniu z innymi badanymi metodami wyboru szeroko-
sci okna. W zdecydowanej wigkszosci analizowanych przypadkéw metody
kroswalidacyjne, zaréwno metoda obcigzona, jak i najmniejszych kwadra-
tow gwaratowaly wybor znacznie wigkszej wartosci parametru, a co za tym
idzie znacznie wigkszego stopnia wygtadzenia estymatora funkcji gestosci.
Liczebno$¢ préby, na podstawie ktorej jest wyznaczany estymator jagdrowy
funkcji gestosci, ma rowniez istotne znaczenie dla warto$ci parametru wy-
gladzania. Niestety, malo liczne proby wymagaja zawsze wigkszych war-
tosci parametru wygtadzania. Nastepnym elementem majacym znaczenie
w doborze wielkosci parametru wygltadzania jest modalnos¢ populacji.
Informacja dodatkowa pochodzaca z wczesniejszych lub analogicznych
badan odnosnie do podobnych zbiorowosci, a dotyczaca modalnosci po-
pulacji, moze by¢ wykorzystana w procesie doboru odpowiedniej wartosci
parametru wygladzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci. Wowczas
warto$¢ tego parametru powinna by¢ wieksza niz w przypadku estymacji
dokonywanej dla jednomodalnych populacji.

. Proponowana procedura wyznaczania parametru wygladzania oparta na
uogdlnionej sredniej harmonicznej jest kombinacja metody subiektywnej
wyboru parametru wygladzania oraz metody wykorzystujacej posiadane
informacje dodatkowe o wlasno$ciach zmiennej losowej podlegajacej ana-
lizie. Wysoki poziom uniwersalnosci tej metody jest spowodowany dowol-
nos$cig wyboru metod stosowanych w metodzie wyboru parametru wy-
gladzania za pomoca uogélnionej sredniej harmonicznej. Dopuszczalne
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zatem jest wykorzystanie metod fatwych do implementacji przez uzyt-
kownika, co ma znaczenie w zastosowaniach praktycznych, jak réwniez
metod, ktérych wlasnosci sa najlepsze w konkretnej sytuacji badawcze;.
Uszczegolowienie procedury jest dokonywane za pomocg wykorzystania
parametru 3 uogolnionej $redniej haramonicznej. Warto$¢ tego para-
metru pozwala na odpowiednie przypisanie wag do rozwazanych metod
wyboru parametru wygladzania. Jezeli uzytkownik dysponuje informacja
o symetrycznosci rozkladu badanej zmiennej losowej, wowczas najlepsza
wartoscig parametru 3 jest 1/2. Informacja dodatkowa o wielomodalnosci
implikuje natomiast warto$¢ parametru 3 bliskie 1. Proponowana meto-
da sankcjonuje w ten sposéb nie tylko wybér uzytkownika co do metod
wyboru parametru wygtadzania (a to jest w wigkszosci przypadkow $cisle
zwigzane zaréwno z wiedza i do$wiadczeniem uzytkownika metody, jak
i mozliwosciami aplikacyjnymi odpowiednich programdéw informatycz-
nych), ale jednoczesnie pozwala na dogodne uwzglednienie informacji
dodatkowych o badanej zmiennej losowej. Mozliwe jest réwniez zasto-
sowanie omawianej metody przez niedo$§wiadczonego badacza poprzez
mozliwos¢ rozpatrywania réznorodnych sytuacji.

Zagadnienia podlegajace koniecznym dalszym badaniom beda dotyczy¢ nie
tylko modyfikacji procedur wyboru parametru wygladzania, ale réwniez proce-
dur nieklasycznej statystyki w wyborze parametréw metody jadrowej w estymacji
funkcji gestosci. Waznym zagadnieniem jest rowniez mozliwos¢ wykorzystania
otrzymanych wynikéw badan w estymacji jadrowej innych charakterystyk funk-
cyjnych oraz liczbowych zmiennej losowe;j.
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Smoothing Parametr

in Kernel Density Estimation
for Random Variables

in Economic Researches

Summary

The economic phenomena can be analyzed using the procedures of mathematical
statistics. It is closely related to the mass character of the economic phenomena,
where a large amount of information makes that, in many cases, it is impossi-
ble to use a descriptive statistical analysis effectively. Moreover, the popularity of
mathematical statistics is connected with the simplicity and intuitive nature of
mathematical statistics procedures.

Estimation, which is the mathematical statistics procedure based on a random
sample, can be used for the one of the basic functional characteristics of a random
variable - the density function. This is an example of the mathematical statistics
procedure, which basing only on a sample, makes it possible to formulate an accu-
rate and comprehensive description of the economic phenomenon and to analyze
the statistical characteristics of a random variable. The methods of nonparametric
estimation of the density function have the versatility due to the lack of the need
to accept additional assumptions regarding the distribution of random variables.
These assumptions are not always satisfied, what in many cases is a consequence
of the special nature of the analyzed economic variables, especially their uniqu-
eness and specific nature. Therefore, the special nature of the economic variables
forces the application of such methods, for which a wide range of applicability is
observed, and there is no need to accept, perhaps, questionable assumptions. Ap-
propriate properties of nonparametric procedures are a guarantee of the effecti-
veness of regarded nonparametric methods. Nonparametric estimation of density
function, in many cases, is not only a procedure that is a starting point for further
detailed statistical analysis of a random variable, but it is also extremely compact
and comprehensive procedure for providing specific range of information about
the properties of a random variable. The diversity of these approaches means, on
the one hand, the usage of the results of density function estimation to define cle-
arly the class of procedures used in further research and statistical analysis; at the
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same time density estimation itself can be a target and complete statistical proce-
dure. It is therefore statistical procedure of a very general nature, while providing
detailed performance analysis.

Kernel density estimation is one of the most known and often used method
of nonparametric density estimation. Kernel method requires a determination of
two parameters: the smoothing parameter and kernel functions. Before the analy-
sis, the researcher is forced to make a decision on the choice of these parameters.

The theme of the monograph Smoothing Parameter in Kernel Density Estima-
tion for Random Variables in Economic Researches is closely connected with the
procedures for choosing the parameters of kernel method, with particular empha-
sis on the smoothing parameter, as it is pointed in the literature the importance
of choosing a kernel function in the estimation of the density function is smaller.
The choice of subject matter is a natural extension and a summary of the author’s
previous research in this area.

This work consists of five chapters. The first section presents information rela-
ted to the nonparametric estimation, in particular the kernel density function es-
timation. The construction and properties of classical Rosenblatt-Parzen density
estimation are presented, as well as the modifications of the classical estimator
associated with the presence of bounded support of the random variable, what
in economic and social studies occurs quite often. In the general discussion on
the classical approach to the kernel density estimation, some measures of the
estimation precision are shown as they are used in further analysis of choosing
the smoothing parameter methods. In many methods of choosing the smoothing
parameter, the minimizing certain strict measure of precision allows to determi-
ne a proper value of the smoothing parameter. Further considerations associa-
ted with the classical approach present procedures for derivatives of the density
function estimation since they are used in some more sophisticated statistical
measures.

The second chapter covers the systematization of the information about kernel
functions presented in the literature. There are distinguished eight types of kernel
functions, where factors in classifying the appropriate kernel function to a spe-
cific group were the construction rules and the application in the analysis of the
practical nature of the random variables. Thus extracted classes in many cases are
not mutually exclusive. There were differentiated the following classes of kernel
functions: classical kernel functions, kernel functions of higher orders, smooth
polynomial kernel functions, kernel functions with the smallest variance, optimal
kernel functions, canonical kernel functions, asymmetric kernel functions and
kernel function used when a random variable is bounded.

The third chapter is devoted to methods of smoothing parameter selection. The
diversity of methods presented in literature causes a certain indeterminacy as to
the best method. Hence, this chapter presents both of these methods, which are
regarded by researchers as a simple and fast (highlighting their faults), and more
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advanced methods that, despite the difficulties in the implementation, should be
applied in practice. They are: reference rules methods, cross-validation methods
and plug-in methods. In additions some others methods are presented, inclu-
ding SiZer Map method. Some of these smoothing parameter choice methods
are compared using results of the simulation study. Basing on the results of this
simulation study some conclusions are shown, which can be useful for the rese-
archers and users of kernel methods in practice. It is shown that in some specific
situation depending, for example, on asymmetry or modality of a random varia-
ble, some methods of choosing the smoothing parameter are of higher importan-
ce. The comparison of chosen methods of smoothing parameter selection, with
particular emphasis both on the relationship between the kernel function and
parameter smoothing, taking into account the additional information associated
with a random variable is made. It means that when the organizer of the research
has additional information about random variable it can be used in the process of
determining the method of choosing the smoothing parameter in kernel density
estimation. In this chapter author’s own proposition of new smoothing parameter
method is presented - it is the method basing on the generalized harmonic mean.
Because of the good properties of this mean it is possible to use in density estima-
tion such smoothing parameter that will result in better properties of the kernel
density estimator.

The fourth chapter elaborates the topic of the multidimensional methods of
estimating the density functions and procedures of the selection vector of smo-
othing parameters. The procedures used for multivariate estimation are not sim-
ply an extension of the one-dimensional procedures.

In the fifth chapter the results of the previous analyzes have been used in issues
related to the estimation of density function of a random variable in economic
research, taking into account, in particular, the preliminary information on the
nature of the considered random variable. There are presented some examples of
usage of the kernel methods parameters (smoothing parameter and kernel func-
tion) in kernel density estimation of the chosen economic random variables.

This work was based mainly on English literature since in Polish one only a few
works deal with the issues of nonparametric kernel estimation of the density func-
tion. Work can therefore supplement this gap.

In part of the work associated with the use of procedures and benchmarks there
were used simulation methods using the software MATLAB from Mathworks,
R2012 and R2014a.
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