PARAMETRYCZNE MODELE WYMIERANIA OSOB SEDZIWYCH
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Wzrastajgca liczba os6b starych (najczescie]
definiowanych jako majgce 80 i wiecej lat), jak i
podnoszace sie prawdopodobienstwo dozycia do
wieku sedziwego wzmagaja waznos¢ znajomosci
formut opisujgcych proces wymierania tychze
osob. Celem artykutu jest przedstawienie rozpo-
wszechnionych w literaturze demograficznej mo-
deli wymierania os6b bardzo starych. Zaprezen-
towano w nim formuly: Gompertza, logistyczny,
Kannisto oraz model Coale’a-Kiskera.

WPROWADZENIE

Wraz z wydtuzaniem sie ludzkiego zycia coraz
wazniejszg role odgrywa znajomos¢ prawidtowo-
Sci rzgdzacych umieralnoscig osob sedziwych.
Kwestia ta bowiem obecnie staje sie wazna z
przyczyn czysto praktycznych, choéby z punktu wi-
dzenia zastosowan w celach aktuarialnych. Staje
sie réwniez wazna w Polsce, zwazywszy, z jednej
strony, na coraz wiekszg wage umieralnosci os6b
sedziwych, z drugiej za$ na specyfike procesu wy-
mierania w tym wieku (Szukalski, 2000).

W niniejszym tekscie przedstawie wykorzy-
stywane coraz powszechniej modele opisujace
porzadek wymierania oséb bardzo starych, tj. w
wieku przynajmniej 75 lat.]) Stosowanie rozpo-
wszechnionych modeli stuzacych do analizy
umieralnosci oséb dorostych prowadzi do prze-
szacowania umieralnosci os6b sedziwych, bo-
wiem powyzej pewnego wieku (okreslanego na
75—85 rok zycia, sporny jest bowiem nie sam
fakt, lecz jedynie doktadny wiek, zalezny zapew-
ne w jakims stopniu od specyficznych dla danego
spoteczenstwa czynnikéw ekonomicznych, kultu-
rowych i genetycznych) zauwazane jest zwolnie-
nie tempa wzrostu prawdopodobienstwa zgonow.
Podstawowymi przyczynami takiego stanu rzeczy
sa: 1) nasilajgca sie z wiekiem selekcja, spra-
wiajaca, iz do wieku starszego dozywajg osoby o
najlepszym stanie zdrowia (tj. posiadajgce ko-
rzystne dziedzictwo genetyczne i/albo zdrowy styl
zycia); 2) zmiana relacji pomiedzy ,ryzykiem tla”
(takim samym w kazdym wieku prawdopodobien-
stwem zgonu z powodu wypadkéw, zatrué, cho-
réb zakaznych, itp., tfj. zewnetrznymi przyczynami
zgonow) a ryzykiem zwigzanym z procesem sta-
rzenia sie jednostki (pogarszaniem sie wykony-
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wania funkcji fizjologicznych, tji. wewnetrznymi
przyczynami zgonoéw) (Horiuchi, Wilmoth, 1998).

W demografii wyréznia sie trzy typy modeli
wymierania (w zasadzie nalezatoby uzywac bar-
dziej rozpowszechnionych nazw: modele przezy-
cia, trwania zycia lub niezawodnosci), a mianowi-
cie modele opisowe, nieparametryczne i para-
metryczne. Pierwsze z nich ograniczajg sie do
stwierdzenia zwigzku pomiedzy pewnymi wia-
snosciami jednostki, czy zdarzeniami, w ktérych
ona uczestniczy a czestoscig zgonu, bez aspira-
cji do okreslenia sity owego zwigzku. Drugie, z
kolei, cho¢ dostarczajg jednoznacznie zdefinio-
wanej ilosciowo informacji o czestosci wystepo-
wania zgonu, nie bazujg na zadnych zatozeniach
odnosnie do analitycznej postaci rozktadu zmien-
nej opisujgcej rozkiad czasu oczekiwania na
zgon (przykiadem takiego modelu sg tablice
trwania zycia), opisujg zatem, jedynie — z wyko-
rzystaniem wielkosci liczbowych informujgcych o
natezeniu umieralnosci — proces ubytku zbioro-
wosci. Wspomniane powyzej zatozenie o anali-
tycznej postaci rozkladu jest czynnikiem konsty-
tutywnym dla parametrycznych modeli. W dalszej
czesci niniejszego tekstu bazowac¢ bedziemy
wylacznie na modelach parametrycznych.

Specyfika parametrycznych modeli wymiera-
nia polega na tym, iz trudno znalez¢ a priori ja-
kie$ ,w pelni naukowe” uzasadnienie poprawno-
sci danego modelu. Najwazniejszg a niekiedy
jedyna przestanka sprawiajgca iz dany model
jest stosowany, jest jego dobre dopasowanie do
danych empirycznych. ,Naukowa” podbudowa
wyszukiwana jest zwykle a posteriori, w konse-
kwencji dobrego dopasowania do rzeczywistych
danych.2

1) Niegdy$ za osoby bardzo stare uwazano te w wieku 75 i wiecej lat,
obecnie w literaturze demograficznej rozumie sie je jako osoby w wie-
ku 80 i wiecej lat, cho¢ jednoczesnie wiele badan geriatrycznych wska-
zuje, iz z punktu widzenia samodzielnosci, funkcjonalnosci jako cenzure
wieku przyja¢ nalezy 85. rok zycia (po jego przekroczeniu widoczna jest
jakosciowa zmiana podstawowych charakterystyk ludzi starych)

2) Przyktadem niech nam bedzie w tym przypadku wspomniany dalej
rozktad autorstwa B. Gompertza. Ow brytyjski aktuariusz .bawiac" sie
wielkosciami pochodzacymi z tablic trwania zycia, zauwazyt stalg réz-
nice pomiedzy logarytmami naturalnymi liczby ludnosci w kolejnych
grupach piecioletnich pomiedzy 15. a 55. rokiem zycia, co doprowa-
dzito go do sformutowania prawa umieralnosci (Olshansky, Cames,
1997), ktére doczekato sie dopiero po poéttora wieku uzasadnienia »na-
ukowego", tj. ustalenia przyczyn wystepowania
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W dalszej czesci przedstawimy kilka modeli
opisujgcych porzadek wymierania oséb bardzo
starych, modeli, ktére w opinii znawcow zagad-
nienia najlepiej odzwierciedlajg rzeczywiste pro-
cesy ubywania z populacji ludzi sedziwych. Pre-
zentowa¢ bedziemy, zgodnie z praktyka stoso-
wang w badaniach aktuarialnych, jedynie funkcje
intensywnosci |i(x), opisujaca warunkowe prawdo-
podobienstwo zgonu osoby w wieku * lat w ciggu ro-
ku (warunkowe, tj. przy zatozeniu, iz ta osoba dozyta
do danego wieku). Gdy znamy |i(x), czyli funkcje
intensywnosci rozktadu, fakt, iz

HM 5 (1)
gdzie S(x) oznacza funkcje przezycia, tj. prawdo-
podobienstwo, ze zgon danej osoby nastapi nie
wczesniej niz przed osiggnieciem przez dang
jednostke wieku x lat. W rezultacie

(XW=-[In5W]' @
a dalej
Ans (0= (bt (3)

Stad tez mozna oszacowaé wartos¢ funkcji prze-
zycia

4)

SX)=e

nastepnie dystrybuanty rozktadu (tj. prawdopo-
dobienstwa, iz dana osoba umrze nie pozniej niz
do chwili osiggniecia x lat)

FOc) = I-5(~:) =1-e )

oraz natezenie umieralnosci (bezwarunkowe praw-
dopodobienstwo zgonu w wieku x lat)

(6)

STOSOWANE MODELE
WYMIERANIA OSOB BARDZO STARYCH

Punktem wyjscia naszej prezentacji beda dwa
najpopularniejsze modele, przedstawiane w kaz-
dym podreczniku z zakresu matematyki aktua-
rialnej. Modelem najczesciej zapewne uzywanym
jest opracowany przez B. Gompertza rozktad na-
zwany jego imieniem, a opisujgcy umieralnos¢
0s0b dorostych. W tym przypadku funkcja inten-
sywnosci zgonéw w wieku x lat
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W réwnaniu (7) parametr a interpretowany jest
jako zerowy poziom umieralnosci, zwigzany z inten-
sywnoscig umieralnosci w danym $rodowisku przy-
rodniczym i spotecznym w danym okresie. Nalezy
zatem oczekiwac, iz wraz z uptywem czasu (j. po-
zytywnymi zmianami ekonomiczno-spotecznymi)
warto$¢ tego parametru obniza sie. Dodajmy, iz pa-
rametr ten przyjmuje znacznie wyzsze wartosci w
populacji mezczyzn niz w populacji kobiet. Parametr
b z kolei moze by¢ interpretowany jako miara homo-
genicznosci populacji z punktu widzenia umieralno-
Sci. Im wyzszy parametr b, tym dana zbiorowosc jest
bardziej jednorodna pod wzgledem kalendarium
umieralnosci. Jednoczesnie parametr ten dostarcza
nam informacji o wptywie czynnikdw biologicznych
na umieralnos¢ (Koschin, 1989).

Powyzszy doskonale znany wszystkim anality-
kom umieralnosci model bazuje na zalozeniu stale]
stopy wzrostu intensywnosci zgonéw.3 Oznacza to,
iz wedtug formuty Gompertza niezaleznie od bada-
nego wieku intensywnos¢ umieralnosci podwaja sie
w dorostym zyciu co taki sam okres (tj. stopa zmiany
intensywnosci umieralnosci z wiekiem jest stala).
Tymczasem obserwacje rzeczywistej umieralnosci
0s6b sedziwych wskazujg iz po przekroczeniu pew-
nego wieku (w granicach 75—85 lat) prawdopodo-
bieristwo zgonu nie wzrasta juz tak szybko.

Rozbieznos¢ pomiedzy oczekiwaniami wyni-
kajacymi z modelu Gompertza4 a rzeczywistym
poziomem umieralnosci os6b bardzo starych wi-
doczna byla w najbardziej zaawansowanych pod
wzgledem rozwoju demograficznego krajach juz
na poczatku XX wieku. Efektem prowadzonych
prac bylo sformutowanie przez Perksa modelu
logistycznego, majacego opisywac¢ umieralnosc
0sob w czwartym wieku, a dokladniej poczawszy
od 75. roku zycia. W tym przypadku

Vxse ®)

bx
1+ ae

3) Opiera sie bowiem na przekonaniu, ze odporno$¢ na $mier¢ jed-
nostki moze by¢ mierzona przez (co oznacza, iz owa odporno$¢

n(t

traktowana jest jako odwrotno$¢ prawdopodobieristwa zgonu w danym
wieku) i ze ta odporno$¢ stabnie wraz z wiekiem w statym stopniu (. wy-
ktadniczo). Autor modelu uwazal, iz arytmetycznemu przyrostowi wieku
odpowiada wyktadniczy wzrost intensywnoéci zgonu, ktdry jest tym szyb-
szy, im jest wyzsze b. Najwszechstronniejszy znany mi przeglad koncepcji
Gompertza zawarty jest w opracowaniu J. H. Poilanda

4) Zaznaczmy przy tym, iz w okresie w ktérym model ten byt opracowany,
jedynie niewielka cze$¢ ludnosci dozywata do wieku, w ktérym pojawity sie
niezgodnosci. Zwazywszy na nagminne niescistosci pomiedzy rzeczywistym
a deklarowanym wiekiem (zawyzanie i zaokraglanie wieku) wielkosci znajdu-
jace sie tablicach trwania zycie dla os6b sedziwych byly mato prawdopodob-
ne. Sam Gompertz skadinad, o ile poczatkowo twierdzit, iz jego toimuta sto-
sije sie do wieku 10—80 lat, p6zniej zmienit swoj poglad ograniczajac sie do
wieku 20—60 lat (Otshansky, Cames, 1997:3)
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Zaznaczmy, iz szczegOlnymi jego przypad-
kami sg: po pierwsze, gdy oc=0, znany model Ma-
kehama, po drugie, gdy oc=0 i c=0 wspomniany
wczesniej model Gompertza. Podstawowg zaletg
modelu logistycznego jest fakt, iz zaktada on po-
wolne zmniejszanie sie tempa wzrostu intensyw-
nosci zgonow wraz z wiekiem, co — jak juz wie-
my— odpowiada rzeczywistosci.

Na poczatku lat dziewiecdziesigtych Vaino
Kannisto, wybitny znawca umieralnosci osob se-
dziwych, bazujagc na badaniach empirycznych,
zaproponowat specyficzny rodzaj modelu logi-
stycznego (Thatcher i in., 1998), przy zatlozeniu,
iz a=a

Hx=c +
1+ee

©)

Oceniajac roznice pomiedzy modelem logi-
stycznym w wersji Perksa i w wersji Kannisto
odwotajmy sie do ustalen A. R. Thatchera (1999),
ktory badajgc umieralno$¢ oséb dorostych i se-
dziwych stwierdzit, iz w Swietle tak historycznych,
jak i wspéiczesnych danych owa umieralnosé
opisana jest bardzo dobrze dzieki odwotaniu sie
do zapisanego w nieco odmiennej postaci mo-
delu logistycznego:

Kz

o+

1+ 2 y (10)

gdzie z =a exp(3*) =exp{|t (X—» (11)
za$ $=- in(oty/p (12)

W stosunku do poprzednio podanej formuty (8)
zachodzg rownosci:

y=2¢ P=Db; Ka=a

Dane pochodzace z wielu wspotczesnych
rozwinietych krajéow wskazuja iz « jest bliska 1,
dlatego tez powyzszy model zapisany by¢ moze
W prostszej postaci, tozsamej z modelem Kanni-
sto (10):

N =T T5+Y (13>

Szacunki dokonane przez Thatchera wskazuja
na dobre dopasowanie tego wtasnie modelu do da-
nych odnosnie do porzadku wymierania dla Wegier z
X—XII wieku i Anglii z lat 1640—1689, dla Wrocta-
wia z lat 1687—1691, Anglii i Walii z roku 1841 i lat
1980—1982, w dwdch ostatnich przypadkach z po-
dzialem na kobiety i mezczyzn. Co wiecej, Thatcher
dokonat biomedycznej interpretacji parametréw
funkciji logistycznej: a, p, &y.

Wedle niego parametr yjest bliski Sredniemu
poziomowi wartosci funkcji intensywnosci w wie-
ku 30—35 lat, stgd tez zmiany w jego wartosci
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wystepujace wraz z uptywem czasu kalendarzo-
wego (a doktadnie staly spadek) Thatcher utoz-
samia z eliminacjg przyczyn zgonow 0s6b w tym
wieku w przesziosci, a zatem przede wszystkim
— choréb zakaznych i w przypadku kobiet zgo-
néw okotoporodowych.

Z kolei parametr p jest Scisle zwigzany ze stopa
wzrostu intensywnosci umieralnosci wraz z wie-
kiem. W modelu logistycznym owa stopa, w prze-
ciwienstwie do np. modelu Gompertza, nie jest
stata, lecz zmienna, obnizajac sie wraz z wie-
kiem. Parametr ten okazuje sie by¢ wzglednie
stabilny w analizowanych epokach historycznych,
wskazujac najprawdopodobniej na istnienie ge-
netycznie zdeterminowanego wzorca starzenia
sie populacji.

Kolejny parametr $~okresla wiek, w ktérym inten-
sywnos$¢ umieralnosci osigga wartos¢ 0,5, zas
prawdopodobienstwo zgonu warto$¢ okoto 0,4.
Jednoczesnie jest to wiek okreslajgcy pojawienie
sie punktu przegiecia wykresu funkcji logistycz-
nej, wiek wynoszacy okoto dziewieédziesiat/dzie-
wiecdziesiat kilka lat.

O ile, jak wczesniej wspomniano, intensywnos¢
umieralnosci wsrod mtodych dorostych (30—35 lat)
zdeterminowana jest przez parametr y, zas w wie-
ku bardzo wysokim (powyzej 90 lat) przez para-
metr <), 0 tyle w wieku Srednim dominuje parametr a
W dzisiejszych spoteczenstwach, gdzie umie-
ralno$¢ w wieku 30—35 lat jest bardzo niska, za-
chodzi nastepujgca relacja jiso®a. Patrzac na
szacunki Thatchera [1999] bazujgce na danych
historycznych wida¢, iz wtasnie ten parametr w
najwiekszym stopniu podlegat zmianom (nastep-
nym pod tym wzgledem byt y), co potwierdza
wnioski z innych badan, poswieconych fenome-
nowi procesu starzenia sie ludnosci.

Ostatni prezentowany model bazuje na funk-
cji kwadratowej. Jest to koncepcja autorstwa
Coale’a i Kiskera (zob. [Wilmoth, 1995]), maja-
ca opisywac umieralnos¢ os6b w wieku 85—110
lat. Bazuje ona na zalozeniu, iz stopa zmia-
ny wspoiczynnika zgondéw wraz z wiekiem
(K,=In(mx¥-In(mx_), gdzie m, to wspoiczynnik zgo-
néw w wieku x lat) po 85. roku zycia opisana jest
funkcjg liniowg

k = &5+ (x- 85)i (14)
gdzie s oznacza spadek k* w obszarze wieku mie-
dzy x a 85 lat. W efekcie

mx = "*84 exP i £
[>.=85

(*83+ (y-85).r) j

= MM exp  (jc-84) KK + sromercremireicee e (15)

Wiadomosci Ubezpieczeniowe nr 3/4



co po zlogarytmowaniu prowadzi do
(jic 84)(x - 85)

In(wi ) = In(Mi4)+ (*-8 4 ) * M+ —-----2mmmmmmeeeoe s (16)
2
Zwazywszy nato, ze
dl |
y = 1, _J L =
* Lx Lx dx (. dx

po odpowiednich podstawieniach otrzymujemy
ostatecznie

In(n?) = a + foc + cc2 (18)

Z ujemnym parametrem c. Wedtug badan J. Wil-
motha (1995) model ten dos¢ dobrze zgadza sie
Z rzeczywistymi danymi pochodzacymi z Japonii i
Szwecji. Jego podstawowg zaletg jest prostota,
za$ dodatkowa fakt, iz jako jedyna z podanych w
niniejszym opracowaniu formut nadaje sie bez
zastrzezen do zastosowania w oparciu o dane
okresowe, a nie wylgcznie dane kohortowe. Dla-
tego tez moze by¢ swobodnie wykorzystywany
do analiz bazujgcych na tablicach trwania zycia.
Pozostate modele, poniewaz zaktadaja opis pro-
cesow biologicznych prowadzacych do ubytku
ludnosci, powinny by¢ stosowane tylko do bada-
nia okreslonych populacji, a mianowicie okreslo-
nych kohort.

ZAKONCZENIE

Znajomos¢ prawidtowosci rzadzacych umie-
ralnoscig oséb bardzo starych zyskuje obecnie
coraz wiekszag wage, zwlaszcza w kontekscie ba-
zujgcej na analizie rzeczywistych proceséw kon-
cepcji rektangularyzacji krzywej zgonéw, przewi-
dujacej powolne ujednolicanie sie wzorcOw umie-
ralnosci (tj. zmniejszanie sie zmiennosci wieku w
chwili zgonu) i powszechne osigganie bardzo za-
awansowanego wieku. Okresowe tablice trwania
zycia wskazujg iz w krajach rozwinietych juz
obecnie potowa populacji dozywa do wieku 80
lat, za$ prognozy mowig iz za p6t wieku dotyczyé
to bedzie ponad 60% ludnosci (UN, 2001:73). Za-
stosowanie niewtasciwej metody prognozowania
intensywnosci procesu wymierania oséb w czwar-
tym wieku prowadzi¢ moze do nadmiernie pesy-
mistycznych wynikéw, efektem czego bedzie
mnostwo zyjgcych — aczkolwiek nieuwzglednio-
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nych w prognozach — starcéw. Dlatego tez przed-
stawione w niniejszym tek$cie modele wymiera-
nia osob bardzo starych zastuguja na zapoznanie
sie z nimi tak przez demograféw, jak i specjali-
stdw z zakresu biometrii i matematyki aktuarial-
nej. Podejmowane sg juz obecnie prace majace
pozwoli¢ na stwierdzenie, ktory z powyzszych
modeli charakteryzuje sie najwyzsza zgodnoscig
Z rzeczywistoscig (zob. [Thatcher iin. 19987). Migj-
my nadzieje, iz udostepnienie przez polskie pu-
bliczne stuzby statystyczne szczegétowych da-
nych informacji o umieralnosci 0s6b sedziwych
(zwlaszcza niepublikowanych w Zadnej postaci
informacji odnoszacych sie do oséb w wieku 100
i wiecej lat) pozwoli na przeprowadzenie weryfi-
kacji prezentowanych w niniejszym tekscie mo-
deli parametrycznych na rodzimym materiale sta-
tystycznym.
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