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Recenzja pracy doktorskiej mgra Karola Lawniczaka

,Funkcja Wignera na rozmaito$ciach nietrywialnych topologicznie”

Motywem przewodnim rozprawy doktorskiej mgra Karola Lawniczaka jest doglebna analiza
mozliwych konstrukeji i whasnosci funkcji Wignera w przypadku gdy przestrzen fazowa uktadu
ma nietrywialng topologie. Funkcja Wignera jest odpowiednikiem klasycznego rozktadu
prawdopodobienstwa na przestrzeni fazowej. Jednak w odroznieniu od klasycznej gestosci
funkcja Wignera nie jest dodatnio okreslona i z tego powodu nazywana jest czasami kwazi-
rozktadem. Reprezentacja stanu kwantowego poprzez funkcje Wignera umozliwia analize
wlasno$ci uktadu kwantowego w analogii do analizy uktadu klasycznego na odpowiedniej
przestrzeni fazowej. Formalizm ten pozwala efektywnie bada¢ zarowno granice klasyczng jak
1 kwantowa dekoherencje¢. Funkcja ta zaproponowana przez Wignera w latach 30. ubiegtego
wieku nadal znajduje wazne zastosowania w optyce kwantowej, teorii kwantowych ukladoéw
otwartych, kwantowej teorii informacji, w teorii sygnatow, czy tez w badaniu kwantowego
chaosu. W latach 80. ubiegltego wieku Wootters zaproponowat dyskretny analog funkcji
Wignera (discrete Wigner function), ktora rowniez znalazta wazne zastosowania w kwantowe;j
teorii informacji. Funkcja Woottersa podobnie jak oryginalna funkcja Wignera jest Scisle
zwigzana z koncepcja baz komplementarnych. Przyktadem takich baz sg np. bazy operatora
polozenia 1 pedu w przestrzeni Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem. W skonczenie
wymiarowych przestrzeniach Hilberta problem klasyfikacji baz wzajemnie komplementarnych
jest nadal otwarty. Oryginalna funkcja Wignera zazwyczaj jest definiowana na przestrzeni
fazowej R?" gdzie ,,n” oznacza liczbe stopni swobody uktadu klasycznego. Praca doktorska
mgra Lawniczaka wychodzi poza ten prosty schemat. Doktorant stawia szereg waznych pytan.
W szczegdlnosci jak zdefiniowa¢ funkcje Wignera na topologicznie nietrywialnej przestrzeni
Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

Instytut Fizyki

ul. Grudzigdzka 5/7, 87-100 Torun

tel.: +48 56 611 33 10, fax: +48 56 622 53 97
www.ifiz.umk.pl, ifiz@fizyka.umk.pl




fazowej. Ma to istotne znaczenie np. dla uktadéw poddanych wigzom. Takie uktady sa
notorycznie trudne do analizy. Tym samym praca doktorska mgra mgra Karola Lawniczaka
wpisuje si¢ w wazny i aktualny nurt badan.

Praca doktorska mgra Lawniczaka stanowi wazny wktad w zrozumienie waznych aspektow
funkcji Wignera i stanéw koherentnych na przestrzeniach o nietrywialnej topologii. Doktorant
jest wspotautorem dwoch artykutow poswieconych tej problematyce:

1. K. Kowalski i K. Lawniczak, Wigner functions and coherent states for the quantum
mechanics on a circle, J Phys A: Math. Theor. 54, 275302 (2021)

2. K. Kowalski i K. Lawniczak, Wigner function for the quantum mechanics on a sphere,
Ann. Phys. (NY) 457, 169428 (2023)

Obie prace zostaly opublikowane w wiodacych czasopismach z fizyki teoretycznej i

matematycznej. Bez watpienia jest to solidny dorobek publikacyjny.

Praca ma klasyczny uktad pracy doktorskiej: sktada si¢ z o$miu rozdziatow (w sumie 110
stron), technicznego dodatku, oraz spisu literatury (46 pozycji). Napisana jest z duza dbatoscia
0 precyzje prezentowanych tez i przedstawionych analiz. Po krétkim wprowadzeniu do
tematyki funkcji Wignera na przestrzeni fazowej R"x R" (Rozdziat IT), doktorant przedstawia
dyskusje mozliwych uogolnien standardowych definicji stanéw koherentnych 1 funkcji
Wignera na przestrzenie z nietrywialng topologia (Rozdzial III). Rozdziaty IV-VII prezentuja
gtéwny material rozprawy. Rozdziat VIII jest krotkim podsumowaniem.

Do najwazniejszych wynikow rozprawy zaliczam:

1. Detaliczng analize formalizmu mechaniki kwantowej w przypadku gdy przestrzenig
konfiguracyjng jest okrag. Przestrzen konfiguracyjna posiada nietrywialng topologie.
Natomiast przestrzen fazowa czyli wigzka kostyczna okregu jest wigzka trywialng 1
posiada topologie¢ walca. Autor dysertacji przedstawia ciekawa dyskusje stanow
koherentnych na okregu. Konstrukcja jest podobna do standardowej konstrukcji znanej
z teorii oscylatora harmonicznego: stany s3 generowane z umownhego stanu
podstawowego poprzez dziatanie unitarnego operator przesunigcia. Jednak z powodu
nietrywialnej topologii funkcje falowe stanow koherentnych na okregu maja zupetie
inng strukture niz te odpowiadajagce stanom koherentnym na prostej. Doktorant
przedstawia detaliczng strukture funkcji falowych na okregu. Jak mozna byto oczekiwaé
pojawia si¢ tutaj inna klasa funkcji specjalnych — funkcje theta Jacobiego typu 3.
Doktorant wyprowadza rowniez zalezno$¢ od czasu stanéow koherentnych podczas
ewolucji generowanej przez Hamiltonian czastki swobodnej — w tym przypadku
kwadrat momentu pgdu. Prezentowane wyniki zastaly opublikowane w pracy [6].



2. Analize funkcji Wignera na okrggu: uzywajac naturalnego uogolnienia (wzor (4.4.1))
doktorant analizuje podstawowe wtasnosci funkcji Wignera. Prezentowane wyniki
zastaty opublikowane w pracy [6].

3. Detaliczng analiz¢ formalizmu mechaniki kwantowej w przypadku gdy przestrzenig
konfiguracyjng jest 2-wymiarowa sfera. W tym przypadku zaréwno przestrzen
konfiguracyjna jak i odpowiednia wigzka kostyczna (przestrzen fazowa) posiadaja
nietrywialng topologie. Autor rozprawy przedstawia dyskusje stanéw koherentnych na
na sferze. Konstrukcja takich stanéw byta znana wczesniej. Doktorant powotuje si¢ na
dwa podejscia - prace Kowalski-Rembielinski (2000) oraz Hall i Stenzel (1994,1999) —
i dokonuje detalicznej analizy poréwnawczej uzywajac rdéznych reprezentacji
odpowiednich funkcji falowych. Ta cze$¢ rozprawy jest dobrze zilustrowana wykresami
rozktadu gestosci prawdopodobienstwa na sferze dla réznych parametréw stanu
koherentnego.

4. Analize funkcji Wignera na 2-wymiarowe] sferze. Przedstawiono oryginalng
konstrukcje funkcji Wignera, ktora w odrdznieniu od wczesniejszych prob w petni
wykorzystuje strukture odpowiedniej przestrzeni fazowej, ktorg w tym przypadku jest
nietrywialna wigzka kostyczna. Doktorant przeprowadza analize podstawowych
wlasnos$ci takiej funkcji oraz ilustruje funkcje Wignera dla stanéw koherentnych.
Prezentowane wyniki zastaty opublikowane w pracy [7].

5. Zaprezentowanie uniwersalnej metody konstrukcji funkcji Wignera na nietrywialnych
topologicznie rozmaitos$ciach (Rozdziat VI). Doktorant zamieszcza krotka dyskusje w
przypadku walca i hiperboli. Ta czg¢$¢ rozprawy po odpowiednim dopracowaniu moze
da¢ podstawe do warto$ciowej publikacji.

Przestawione w dysertacji wyniki sa bez watpienia ciekawe 1 warto§ciowe.

Uwagi krytyczne:

1. Zdecydowanie zabrakto mi ilustracji wprowadzonych narzedzi do analizy konkretnego
uktadu fizycznego.

2. Nierdbwnomierny podziatl zaprezentowanego materialu na rozdziaty i1 podrozdziaty:
Rozdziat 111 to zaledwie 1.5 strony tekstu, gdy natomiast Rozdziat IV to az 50 stron. Nie
widze wielkiego sensu wyodrebniania 1.5 strony jako niezaleznego rozdziatu.

3. Troche zagadkowa jest dla mnie numeracja kolejnych sekcji materiatu: np. rozdziat 11
posiada pierwszy podrozdziat 2.1, po czym nastepuje sekcja 2.1.1.1. Taka numeracja
nie ulatwia czytania pracy.

4. Wprowadzanie momentu pedu w sekcji 4.1.2 nie jest dla mnie do konca jasne. Autor
pisze ,,Analogicznie opiszmy wyrozniony wektor momentu pedu”. Ale co go wyrdznia?



5. Uzywanie zargonu typu ,,jadro cieplne”. Rozumiem, ze jest to tlumaczenie ,heat
kernel”, ale nie brzmi to najlepiej. Termin ,,jadro cieplne” pojawia si¢ w dysertacji 51
razy.

6. Wzor (4.2.1.): nie jest dla mnie jasne o jakg miar¢ Haara chodzi?

7. W definicji funkcji theta Jacobiego na stronie 118 powinno by¢ sumowanie po ,,n” a
nie po ,,k”.

8. Podsumowanie catej rozprawy jest bardzo lakoniczne. Oczekiwatbym bardziej
whnikliwego podsumowania ponad 100-stronicowej dysertacji.

Te drobne uwagi krytyczne nie wptywaja na oceng koncowa.

Ocena koncowa: Prace doktorskg mgra Karola Lawniczaka oceniam bardzo wysoko.
Doktorant postawil szereg ambitnych probleméw i uzyskat wazne i ciekawe rezultaty.
Doktorant posiada gruntowng wiedzg¢ teoretyczng oraz solidny warsztat badawczy dotyczacy
matematycznych aspektow mechaniki kwantowej. Wyniki doktoranta wnoszg istotnie nowe
wazne elementy do formalizmu funkcji Wignera 1 standw koherentnych na topologicznie
nietrywialnych rozmaitos$ciach. Przedstawione wyniki zostaty czesciowo opublikowane w serii
prac w tak renomowanych czasopismach jak Journal of Physics A oraz Annals of Physics.

W zwiazku z powyzszym stwierdzam, ze przedstawiona mi do recenzji rozprawa spelnia
wszystkie wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim i wnosze
o dopuszczenie jej do dalszej cze¢Sci postegpowania.
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