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Wstep

0.1 Logiki wielowartosciowe i logiki modalne

Gléwne powody powstania logik wielowartoSciowych mialy filozoficzny charak-
ter. Jednym z nich byl problem wartosci logicznych zdan odnoszacych sie do
przysztosci. Juz Arystoteles w Rozdziale XI O interpretacji rozpatruje zdanie

Jutro bedzie bitwa morska. (1)

Jaka wartos¢ logiczna powinno ono przyjaé, jesli dysponujemy jedynie klasyczna
(dwuwarto$ciowa) logika? Pewnym sposobem rozwiazania (miedzy innymi) tego
problemu byta logika tréjwartosciowa ([30]). Trzecia wartosé, bedaca wartoscia
posrednia pomiedzy prawda i falszem jest wartoscia, ktora ma odpowiadac nie-
zdeterminowaniu zdania odnoénie co do jego prawdziwosci lub fatszywosci.
Kwestiag czasu bylo rozszerzenie zbioru wartosci logicznych do wigkszej niz trzy
liczby wartosci [31].

Ponadto, nalezy mieé¢ na uwadze, ze sam Lukasiewicz proponowal systemy
logiki, nazwane przez niego systemami logiki modalnej ([32]). Jednym z nich
jest logika czterowartos$ciowa (oznaczana symbolem k) okreslona na jezyku za-
wierajacym spojniki jednoargumentowe — =, [, ) oraz jeden dwuargumentowy
—. Semantyka zadana jest tabelkami (wartogcia wyrézniona jest 11)%:

— |11 10 01 00 |- 0 O
1111 10 0L 00 1100 11 10
1011 11 01 o1 10|01 11 10
01|11 10 11 10 01|10 01 00
0011 11 11 11 00 | 11 01 00

I Dowéd jej petnosci wzgledem systemu zaprezentowanego przez Lukasiewicza podat Smiley
[46].
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W szerszym znaczeniu? modalno$é moze byé definiowana w kategoriach poje-
cia funktora modalnego ([34]): F' jest funktorem modalnym dzialajacym
na zdanie A wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé¢ logiczna zdania F'(A) nie jest
okreslona (a przynajmniej nie jest okreslona w sposéb catkowity) przez warto$é
logiczng zdania A ([34]).

Tak wiec modalna logika ¥, bedac ekstensjonalna, nie spelnia powyzszego
warunku, bowiem w logikach ekstensjonalnych warto$é logiczna zdania ztozone-
go wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci jego zdan sktadowych.

Mamy tu na mys$li takie operatory jak Jest mozliwe, ze ..., Jest konieczne,
ze ....

Zauwazmy bowiem, ze zdania:

Beata Szydlo jest premierem RP, (2)

24+2=4 (3)

sa prawdziwe (przy czym zdanie (2) jest prawdziwe przynajmniej w momencie
pisania tych stéw).

Jesli jednak poprzedzimy je funktorami typu konieczno$ciowego, otrzymuje-
my zdania:

Jest konieczne, ze Beata Szydlo jest premierem RP, (4)

Jest konieczne, ze 2+ 2 = 4. (5)

Zdania (2) oraz (3) maja te sama warto$¢ logiczna. Jednak rézna jest wartosé
logiczna zdan (4) oraz (5). Pierwsze z nich jest falszywe, drugie za$ prawdziwe.
Ostatecznie — warto$¢ zdania postaci ,Jest konieczne, ze A” nie jest zdeter-
minowana jedynie przez wartosé¢ logiczna zdania skladowego A.

Zatem funktor Jest konieczne, ze ... jest funktorem intensjonalnym — war-
tos¢ logiczna zdania, ktérego jest gléwnym spdjnikiem, nie jest jednoznacznie
wyznaczona poprzez wartosci jego argumentow.

W niniejszej pracy rozwazamy wylacznie modalnos$ci aletyczne, a wiec
takie, jakie rozpatrywane sa w wiekszosci znanych systemoéw formalnej logiki
modalnej, w odréznieniu od na przyklad modalnosci deontycznych czy episte-
micznych.

0.2 Wielowartosciowe logiki modalne

Konstrukcja wielowartoéciowych logik modalnych moze odbywaé sie w sposob
dwojaki:

2 Owo znaczenie jest na tyle szerokie, ze moze zostaé¢ odczytane jako definicja spéjnika
intensjonalnego. Jednak biorac pod uwage podobienstwo spéjnikéw intensjonalnych, przyj-
mujemy definicje W. Marciszewskiego.
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i) Poprzez wprowadzenie modalnosci do logiki wielowartosciowej;
ii) Poprzez zwigkszenie liczby wartosci w pewnej wyjsciowej logice modalnej.

Owe dwa podejécia, mimo iz moga prowadzi¢ do tych samych logik, moze
wiele rézni¢. Podejicie pierwsze wyraza si¢ poprzez proste dolaczenie operatora
koniecznosci (lub mozliwosci) do jezyka oraz dodaniu aksjomatéw charaktery-
zujacych modalno$é. Jest to niewatpliwie podejscie syntaktyczne. Drugie za$
wskazuje na modyfikacje logik modalnych od strony semantycznej — modyfiku-
jemy struktury Kripkego w taki sposob, ze dopuszezamy w $wiatach (punktach),
wartosciowania o przeciwdziedzinie innej niz {0,1}.

W wielu przypadkach chcemy po prostu podaé¢ semantyke dla syntaktycznie

zdefiniowanych logik. Najblizsza temu podejéciu jest niewatpliwie praca [39)].
Jednak najczesciej wykorzystywanym podejsciem wydaje sie to drugie — defi-
niujemy semantyke oraz staramy sie poda¢ syntaktyczng charakterystyke defi-
niowanej przez nia logiki. Semantyka z reguly dobrze oddaje intuicje, jakie stoja
za budowa tej czy innej logiki. Tak wiec semantyka najczesciej stanowi punkt
wyjscia.
Nie oznacza to jednak, ze kazde z tych podej$¢ jest jednoznacznie zorientowane
tylko na sktadni¢ czy tylko na semantyke. W praktyce formalnej rzadko kiedy
dazy sie po ,sznurku do klebka”3, modyfikujac po drodze przyjete zalozenia
(tym bardziej, ze wspomniane podejscia nie byly wyrazone explicite). W kaz-
dym jednak przypadku mozemy znalezé pewne, mniej lub bardziej stanowcze,
roztozenie akcentéw.

Nie spos6b pominaé faktu, ze pozaformalne (filozoficzne) intencje powstania
wielowartosciowych logik modalnych spotykaja sie z badaniami w zakresie opisu
wlasnie niedookre$lonosci informacji w bazach danych* (patrz [29]).

Blizsze naszemu (to znaczy logiczno-filozoficznemu) jest jednak ujecie zawarte
w [41] oraz [40]°, gdzie przedstawione sa logiki modalne oparte na skoficzenie
wartosciowej logice Lukasiewicza.

I wlaénie Rozdzial 2. poswieciliSmy opisowi oraz aksjomatyzacji modalnych
logik opartych na skonczenie warto$ciowych logikach Y.ukasiewicza. Podajemy
ponadto metode rozstrzygania tych logik, zbazowanej na znanej z logiki modal-
nej metodzie filtracji. Wiekszo$é z przedstawionych przez nas logik zostata juz
zaksjomatyzowana we wspomnianej pracy [40]. My jednak przedstawiamy ak-
sjomatyzacje wiekszej ich liczby, w tym logiki niemajacej prostego odpowiednika
w dwuwartosciowej logice modalnej (RU,, ). Warunek nalozony na jej semantyke
mozemy wyrazi¢ w nastepujacym stwierdzeniu: Wartosci zmiennych zdaniowych
w $wiecie v, bedacym nastepnikiem (wzgledem relacji osiagalno$ci w modelu)

3 W naszym przypadku znaczytoby to, ze najpierw definiujemy semantyke, a potem kon-
sekwentnie okres§lamy dla niej aksjomatyke. Ewentualnie — majac dang aksjomatyke, szukamy
adekwatnej dla niej semantyki.

4 We wspélczeénie uzywanych systemach zarzadzania relacyjnymi bazami danych (SQL)
wystepuje warto$é¢ taka jak NULL, odpowiadajaca tukasiewiczowskiej wartosci % Praktycy
powoluja si¢ nawet na logiki wielowartosciowe [36]. W nowszych, nierelacyjnych systemach
(NoSQL) takimi jak MongoDB, klucze o niezdefiniowanej wartosci przyjmuja po prostu war-
to$¢ undefined (zainteresowani nierelacyjnymi bazami danych moga siegnaé np. po [6]).

5 Mimo ze w obu tych pracach znajdujemy odniesienie do [29].
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biezacego $wiata w nie moga byé¢ bardziej oddalone od liczby % niz ich wartoéci
w w. To znaczy: Rwv implikuje |V (v,p) — 3| < |V(w,p) — 3|. Cheemy przez
to wyrazié¢, ze w przypadku gdy relacja osiggalnosci jest rozumiania jako rela-
cja nastepstwa czasowego, to w kolejnych punktach czasowych zdania atomowe
maja coraz mniej dookre$lona warto$é®. Moze byé ona traktowana jako dualna
(w bardzo duzym przyblizeniu) w stosunku do logik: Nelsona i intuicjonistycznej
(ktérymi réwniez zajmujemy sie w tej pracy).

Ponadto, o czym przed chwilg wspominali$émy, wskazujemy na zastosowanie
filtracji w procedurze rozstrzygania dla poszczegdlnych logik. Niejako przy oka-
zji podajemy wzory na ilo$é¢ skonczonych struktur, w jakich trzeba sprawdzié¢
prawdziwos¢ formuly, aby stwierdzié¢, czy jest ona teza danej logiki.

Niewatpliwie nowos¢ stanowia wielowartosciowe odpowiedniki znanej logiki
PDL (propositional dynamic logic) zbazowane na wielowartosciowej logice Luka-
siewicza, to znaczy — logiki PDL,, zdefiniowane dla kazdego n > 2. W Rozdziale
3. przedstawiamy aksjomatyzacje i dowdd twierdzenia o pelnosci owych logik.
Przeprowadzenie tego dowodu wymagalo daleko idacych modyfikacji i uzupel-
nien dowodu dla dwuwartosciowych logik PDL zawartego w Rozdziale 3 [4].
W tym samym rozdziale piszemy o zwiazkach, jakie lacza wielowarto$ciowe lo-
giki Fukasiewicza i logike Nelsona. Piszemy o tym ze wzgledu na fakt, ze mie-
dzy logika Nelsona i tréjwartosciows logika modalna F.ukasiewicza S43 zachodzi
zwiazek analogiczny do tego, jaki taczy logike intuicjonistyczna i dwuwartoscio-
wa logike S4 (mamy tu oczywiScie na mysli interpretowalno$é intuicjonizmu
w S4 — patrz [35]).

Sama logika Nelsona, podobnie zreszta jak intuicjonizm, wykazuje pewne
pokrewienstwo z logika wielowarto$ciowa. Szczegélnie wyrazny zwiazek zacho-
dzi, gdy przyjmiemy epistemiczng interpretacje tej drugiej. Dla takich zdan jak
Jutro bedzie bitwa morska czy W tej chwili w Warszawie jest burza, mimo iz
mozna przyjaé, ze posiadaja jakas wartosé logiczna, wartosé ta pozostaje niejako
w zawieszeniu (por. [20] s.15). W semantyce dla logiki Nelsona zdanie przyjmuje
wartos¢ 1, jesli we wszystkich osiagalnych $wiatach przyjmuje te warto$é. Zda-
nie za$ jest falszywe tylko wtedy, gdy w kazdym $wiecie osiagalnym nie jest
prawdziwe. Pod koniec rozdzialu przedstawiamy propozycje uogdlnienia logiki
Nelsona, by byla interpretowalna w logice S4,, dla dowolnego n > 3. Wyniki
formalne poprzedzamy istotnymi, wedtug nas, rozwazaniami o mozliwych ugél-
nieniach porzadku informacyjnego, to znaczy przy przejsciu od logiki tréjwar-
tosciowej do logik o wigkszej ilodci wartosci. Jesdli bowiem dysponujemy logika
tréjwartosciowa, to wartosé % jest jedynym elementem minimalnym porzadku
informacyjnego, za$ 1 oraz 0 sg nieporéwnywalnymi elementami maksymalnymi.
Wprowadzajac uogdlnienie, nasza intencja jest odpowiedz na pytanie takie jak:
jaki jest porzadek informacyjny na zbiorze {0, &, 2,1}?

Istnieje jednak znacznie ogdlniejsze podejscie do modalnych logik wielowar-
tosciowych zaprezentowane przez Fittinga w [11, 12, 13]. W powyzszych pra-
cach formuly modalne warto$ciowane sa w algebrach Heytinga. Wazng innowa-

6 Sama nazwa RU jest skrétem od stéw rising uncertainty (czyli rosngca niepewnosé).
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cje stanowi wartosciowanie w algebre Heytinga samych relacji. Mozna wéwczas
moéwié o stopniu zachodzenia relacji. Jednak ujecie Fittinga nie wyplywa
z czystej checi uogdlniania zastanych konstrukeji. Skonczona algebra Heytinga
moze zostaé przedstawiona za pomoca zbioru agentéw (ekspertéw), powiedz-
my {1,2,...,n}, powiazanych relacja zaleznosci (dominacji, patrz [12]). Przez
warto$¢ logiczna zmiennej zdaniowej p uznajemy tedy jaki§ podzbidér zbioru
{1,2,...,n} okredlajacy, ktory z agentéw uznaje zdanie p za prawdziwe. W przy-
padku gdy agenci sa od siebie niezalezni, zdanie p moze za warto$é¢ przyjacé
dowolny podzbiér A zbioru agentéow. Powiemy wéwczas, ze agent i nalezy do
zbioru A wtw., gdy ¢ uznaje p za prawdziwe. Wowczas wartoscia moze by¢ do-
wolny element pelnej algebry Boole’a P({1,2,...,n}). Jednak gdy na zbiorze
agentéw okreslimy czesSciowa funkcje zaleznosci z (lub jak woli Fitting — domi-
nacji), to z naszej dziedziny mozliwych wartosci logicznych wykluczamy zbiory
B takie, ze dla pewnego i € {1,2...,n}:

i ¢ B, z jest okreslona na i oraz z(i) € B. (6)

Ostatecznie Fitting ogranicza sie do warto$ciowan w skoniczonych algebrach Hey-
tinga. Mozna latwo pokazad, ze czeSciowa funkcja na zbiorze {1,2,...,n} wy-
znacza algebre Heytinga. Dokladniej, jesli z jest funkcja czeSciowa na zbiorze
{1,2...,n}, to elementami algebry Heytinga L(z) beda te i tylko te podzbiory
A zbioru {1,2,...,n}, ktére spelniaja warunek:

jesli z(7) jest okreslony oraz z(i) € A, to i € A. (7)

Naturalnie L(z) jest krata, ktérej nosnik zawiera si¢ w P({1,2,...,n}).

W naszym ujeciu dopuszczamy, by formuly modalne warto$ciowane byty
w dowolnej kracie (lub dokladniej — jesli jezyk zawiera operatory typu mozliwo-
ciowego, wymagamy, by krata byla \/-krata’, gdy operatory typu konieczno-
$ciowego — potrzebujemy A-kraty®). Wynika to z faktu, ze gdy zastapimy cze-
Sciowa funkcje dominacji relacja, nie musimy otrzymaé algebry Heytinga. Taka
formalizacja ujmuje sytuacje, gdy agent nie tyle jest uzalezniony w swoich osa-
dach od jednego, konkretnego agenta, lecz 'przekonaé’ go moze jakas ich grupa.
Ponadto w Rozdziale 4. (ktérego wyniki zaprezentowane byly w [15]) uogdl-
niamy pojecia takie jak bisymulacja, p-morfizm itp. poprzez wprowadzenie
dodatkowego parametru, umozliwiajacego tworzenie bisymulacji, p-morfizmdw
(nazywanymi przez nas ograniczonymi morfizmami) itp., miedzy struktura-
mi relacyjnymi zbazowanymi na réznych algebrach.

Do tej pory w literaturze rozpatrywane byly jedynie morfizmy (bisymulacje,
ograniczone morfizmy) miedzy strukturami warto$ciowanymi w tych samych al-
gebrach [21]. Nasze ujecie pozwala na zrelatywizowanie morfizmu do danego
odwzorowania miedzy algebrami (nazwijmy je h), w ktérych warto$ciowane sg
struktury. Dlatego tez nasze uogdélnienia bisymulacji i ograniczonego morfizmu

7 To jest takiej kraty, by dla kazdego niepustego podzbioru istnial jego kres gérny.
8 To znaczy — takiej kraty, w ktérej kazdy niepusty podzbiér ma kres dolny.
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to, odpowiednio, bisymulacja ze wzgledu na h, ograniczony morfizm ze wzgledu
na h (patrz Definicje 4.2.3 oraz 4.2.5). Aby mie¢ na obecnym etapie pewien
wglad w nasze podejscie, przedstawimy tu uproszczone wersje poje¢ z Rozdzia-
tu 4. Niech A = (4,<4), B = (B,<g) beda kratami oraz h : A — B homo-
morfizmem. Niech 9t = (W, R) oraz 9t = (W', R’) beda strukturami takimi, ze
W, W' sq zbiorami ($wiatéw) oraz R: W xW — A, R\ : W' x W' — B
(relacje wielowarto$ciowe). Ponadto niech f : W — W'. Powiemy, ze f jest
morfizmem ze wzgledu na h wtw. gdy h(R(w,v)) < R'(f(w), f(v)).

W szczegodlnosci mozemy dokonaé interpretacji dowolnych kratowych warto-
Sciowan, w wartosciowania w algebrze Heytinga. Ilustracje naszych stéw moze
stanowi¢ przyklad zaczerpnigty z [15].

Mianowicie, rozpatrzmy dwie kraty — algebre Heytinga BT, okres$long przez
rodzine zbioréw {0, {1}, {2}, {1, 2}, {1,2,3}} oraz — Blnf przedstawiona na Dia-
gramie 1.

{1,2,3,4,...} U{o0}

T

{1,2,3,4,...}

{2,3,4,....n42,...}

\

{2,3} {2,4} - {2,n+2}

NS

{3} {2}

S~

0
Blnf
Diag. 1.

Naturalnie, BInf nie jest algebra Heytinga. Zdefiniujmy funkcje h : BInf —
BT, w nastepujacy sposob:

ho = 0;

h{3} = {1};
h{2) = h{2,3) =h{2,4) = ... = h{2,n + 2} = ...

= n{2,3,4,...,n+2,...} = (2};
h{1,2,3,4,...} = {1,2};
h{1,2,3,4,... }U{co} = {1,2,3}.

Jak tatwo sprawdzi¢ h jest homomorfizmem krat, zachowujacym wszystkie
kresy (réwniez zbioréw nieskonczonych). Sytuacje mozemy opisaé¢ w nastepujacy
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sposob: agenci 2, 3, ... zostaja utozsamieni, tworza bowiem co$ w rodzaju stron-
nictwa (partii). Pewna ilo$¢ informacji o strukturze zaleznosci miedzy agentami
zostata wprawdzie utracona po zastosowaniu odwzorowania h, lecz BT1-model
nie tylko zawiera wszystkie informacje istotne, ale ponadto w algebrze BT mo-
zemy waluowaé operatory typu koniecznosciowego (patrz uwaga na s. 80).

Ciekawym, lecz nie eksploatowanym do tej pory problemem jest zastosowa-

nie ujecia Fittinga do opisu praktycznego problemu replikacji baz danych (dla
zainteresowanych — [25, s. 374]). Przyjmujemy dla celéw pogladowych pewne
uproszczenie pojecia serwera bazodanowego, przez ktéry bedziemy rozumieé
pewien noénik (zbiér) informacji (mozemy nawet zalozy¢, ze jest to rodzina cia-
géw skladajacych sig z liter pewnego ustalonego alfabetu). Serwery A i B moga
pozostawaé w relacji master-slave (w terminologii Fittinga — w relacji domina-
cji). W przypadku gdy na serwerze nadrzednym (serwer A — master) nastepuje
aktualizacja danych, serwer B (slave) pobiera ja, by dane na nim zgromadzone
stanowily lustrzang kopie¢ danych serwera A.
Nastepnym pytaniem jest, czy nasza propozycja (tzn. gdy relacja zaleznosci nie
jest funkcja) dobrze ujmuje sytuacje, gdy jeden serwer podrzedny moze dokonaé
aktualizacji, dopiero gdy zmiany w nadrzednych wzgledem niego (wielu) serwe-
rach sa identyczne (to znaczy dopuszczamy, by relacja dominacji, czyli relacja
master-slave, nie byla funkcja). Postuzmy sie przykladem — serwer A jest zalez-
ny od serwerdéw B oraz C'. Zalézmy, ze kazdy z tych trzech serweréw gromadzi
ten sam zestaw danych. Niech w chwili ¢y nastapi zmiana zawartosci serwera
B. Wéwczas serwer A dokonuje aktualizacji swojej zawarto$ci dopiero w chwili
t1 > to, w ktorej dokonana zostala aktualizacja na serwerze C' oraz jest iden-
tyczna z aktualizacja jaka nastapila w chwili £y na serwerze A.

W Rozdziale 5. pokazujemy, ze fuzzy przestrzenie topologiczne (patrz np.
[45]) moga stanowié semantyke dla wielowartosciowych logik modalnych, wyste-
pujacych w takiej postaci, w jakiej zostaly zdefiniowane w Rozdziale 4. Fuzzy
przestrzenie topologiczne stanowia uogélnienie dobrze znanych przestrzeni to-
pologicznych w tym sensie, ze topologie nie sg rodzinami podzbioréw pewnego
zbioru X, lecz sa rodzinami jego fuzzy podzbioréw (oczywiscie spelniajacymi
pewne aksjomaty wilasciwe dla topologii).

Nawiazujac do pracy Fittinga [14], pokazujemy, jak interpretowaé formutly
modalne w algebrach macierzy nad kratami. Jednak ze wzgledu na fakt, ze
do tej pory rozpatrywaliémy rowniez modalnoéci o wickszej niz jeden liczbie
argumentéw, konieczne stalo sie poszerzenie bazy pojeciowej, w sposéb daleko
wykraczajacy poza to, co zostalo zaprezentowane w [14].

Ostatni rozdzial zostal poswiecony wielowartosciowosci w teorii automatow
i gramatyk wielowarto$ciowych. Wielo$¢ zwiazkéw, jakie tacza logiki modalne
z teorig automatdéw, nie pozwala na szersze jej ujecie w niniejszej pracy (zain-
teresowani formalno-lingwistycznym ujeciem logik temporalnych moga siegnaé
do [49], [18]). W rozdziale tym pokazujemy, ze kazdy automat zdefiniowany nad
skonczong BL-algebra da sie zasymulowaé przez automat skonczony. Jednakze
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za gléwny wynik uwazamy Twierdzenie 7.3.3 mowiace, ze kazda gramatyke pro-
babilistyczng okre§long na liczbach z przedzialu [0, 1] mozna aproksymowaé za
pomocy gramatyki, ktérej wartosci nie wychodza poza zbidr liczb wymiernych.
Ostatnim twierdzeniem zaréwno rozdziatu, jak i calej pracy, jest twierdzenie
moéwiace, ze regularnie kontrolowane gramatyki, zdefiniowane w [8], moga symu-
lowaé dowolne gramatyki probabilistyczne. Jako naturalne pojawilo si¢ pytanie:
czy zachodzi zalezno$¢ odwrotna, to znaczy — czy dowolna gramatyke regularnie
kontrolowana da si¢ zasymulowaé za pomoca pewnej gramatyki probabilistycz-
nej?

Korzystajac z okazji, chcialbym wyrazié¢ wdziecznosé osobom, ktore podjety
niewdzieczny trud przeczytania ponizszej pracy, a zaliczajg si¢ do nich: Marek
Nowak, Michal Zawidzki, Anna Debska, Kaja Bednarska i Janusz Kaczmarek.
Dzigki nim ksiazka stala sie lepsza i zawiera znacznie mniej bledéw (a moze
nawet nie zawiera ich wcale).

Na szczegdlng uwage i podzigkowania zastuguje praca wlozona przez prof.dr.
hab. Tomasza Polacika, ktéry podjal si¢ zrecenzowania niniejszej ksiazki.



Rozdziat 1

Preliminaria
matematyczno-logiczne

1.1 Teoria mnogosci

W calej pracy bedziemy postugiwacé sie standardowa notacja, gléwnie teorio-
mnogoéciowa. Nie bedziemy zatem przytacza¢ wszystkich pojeé i definicji —
sg od tego wilasciwe podreczniki. Warto jednak sformutowaé kilka z nich oraz
poda¢ konwencje notacyjne bedace w upodobaniu autora.

Bedziemy postugiwaé sie pojeciem zbioru pustego (' czy relacji binar-
nej miedzy zbiorami A i B, to jest pewnego zbioru R skladajacego si¢ z par
uporzadkowanych (a,b), gdzie a jest elementem zbioru A, za$ b nalezy do B.
Prawdopodobnie najczesciej uzywana relacja bedzie relacja nalezenia do zbio-
ru €. Podobnie pochodna od niej relacja zawierania si¢ zbioréw (A C B — zbiér
A zawiera sie w zbiorze B) oraz relacja wlaSciwego zawierania sie: C, tzn.
AC Bwtw., gdy AC Boraz A # B.

Przez zbiér potegowy danego zbioru A, bedziemy rozumieé¢ rodzine wszystkich
jego podzbioréw. Oznaczaé bedziemy go poprzez P(A). Formalnie — P(A) :=
{X: X C A}

Majac dane dwa zbiory: A oraz B, przez ich iloczyn bedziemy rozumieé zbiér
ANB:={z: z€ A& z € B}.

Podobnie przez ich sume teoriomnogosciowg rozumiemy zbiér AU B := {x :
x € A lub € B}. Ich réznice natomiast, oznaczona poprzez A — B, zdefiniuje-
my jako {z:x € A & x € B}. Przy czym czesto mamy do czynienia z sytuacja,
w ktérej A stanowi pewne, z gory ustalone uniwersum U. Wtedy piszemy po
prostu —B.

L Tj. zbioru niezawierajacego zadnego elementu; moze byé on zdefiniowany bardziej for-
malnie jako 0 := {z : = # z}.
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Dla dowolnego zbioru X ktadziemy F'in(X) na oznaczenie jego skonczonych
podzbioréw. Ogdlnie — bedziemy pisaé X € Flin, jesli tylko X jest zbiorem skon-
czonym. Zatem Fin(X) = P(X) N Fin.

Ogdlniej — majac dana rodzine zbioréw A, przez jej iloczyn uogdlniony
bedziemy rozumieé¢ zbior

(A :={x:Vpeaz € B}. (1.1)

Podobnie, przez sume uogélniong rodziny A rozumiemy zbior:

UA:: {z : 3peaz € B}. (1.2)

Tloczyn uogdlniony zbioru bedziemy nazywaé rowniez przecigciem. Czasem
sume uogdlniong okresla si¢ mianem unii.

Naturalnie AN B = ({4, B} oraz AU B = |J{A4, B}.

Przez iloczyn zbioréw A oraz B rozumiemy zbiér A x B = {{(z,y) : z €
A, y € B}.

Dla relacji R € A x B polézmy R™ (alternatywnie R~') na oznaczenie
konwersu R, to znaczy R~ := {{y,z) € Bx A: (x,y) € R}.

W wigkszosci przypadkéw przekreslony symbol relacji bedzie oznaczal jej
dopelnienie: z ¢ A oznaczaé¢ bedzie nieprawda, ze x € A, A B — niepraw-
da, ze A C B.

Dla dowolnej relacji binarnej R C A x B przez dom(R) oznaczymy zbiér {x €
A : 3y € B & (z,y) € R} (przeciwobraz, dziedzina relacji) i podobnie
codom(R) = dom(R™) (obraz, przeciwdziedzina lub kodziedzina).

Ogdlniej — dla relacji RC Ax B, C C A, D C B kladziemy

R[C] = {y€ B:34cc:(z,y) € R}
obraz zbioru C' wzgledem relacji R (1.3)
R7YD] = {z€A:3yep:(z,y) € R} '

przeciwobraz zbioru C wzgledem relacji R.

7Z powyzszych definicji bezpogrednio wynika, ze dom(R) = R~'[B] oraz codom(R)
= R[A].

W przypadku gdy C = {c1,...,¢m} oraz D = {dy,...,d;} sa zbiorami skon-

czonymi, bedziemy omija¢ nawiasy klamrowe, piszac R[c1, ..., cy] oraz R™1[dy,
ooy dg)-
Zauwazmy, ze notacja R™Y[dy,...,ds] zgodna jest z konwencja, wedle ktorej

konwers relacji R zapisujemy jako R~! (przeciwobraz zbioru wzgledem relacji
jest tozsamy z obrazem zbioru wzgledem jej konwersu).
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Przez funkcje odwzorowujaca zbiér A w zbiér B (f : A — B lub
f € B*) rozumiemy dowolng relacje f C A x B, taka, ze dom(f) = A (co
oznacza, ze dla kazdego a € A istnieje b € B takie, ze (a,b) € f) oraz warunek
(a,b1), (a,be) € f implikuje by = bo.

Element jednoznacznie wyznaczony przez funkcje f oraz a € A bedziemy

oznaczaé przez f(a). W bardziej skomplikowanych wzorach bedziemy pomijaé
nawiasy, dopuszczajac notacje fa. Méwimy, ze funkcja f : A — B jest iniekcja
(lub jest 1-1), jesli spelnia warunek f(a1) = f(az) = a1 = az. Réwnowaznie,
gdy f=1: codom(f) — A (to znaczy, gdy relacja f~! jest funkcja nalezaca do
zbioru Acodem(f)),
Fakt, ze funkcja jest iniekcjg czesto oznacza sie za pomocg notacji f: A — B.
Jesli f : A — B spelnia warunek Vycp3zcaf(z) = y, to powiemy, ze f jest
surjekcja lub funkcja ,,na”. Oczywiscie f : A — B jest surjekcja wtw., gdy
flA] = B. Piszemy wtedy: f: A — B.

Jesli f: A — A, to o f powiemy, ze jest endomorfizmem. Rodzing endo-
morfizméw na zbiorze A bedziemy oznaczaé przez End(A).

Dla dowolnej indeksowanej rodziny zbioréw {A; : ¢ € T'} jej iloczyn uogél-
niony bedziemy zapisywaé jako [ A:. Podobnie, sume uogélniona: |J A: :=

teT teT
U{A;: teT).

Niech T bedzie niepustym zbiorem oraz dla kazdego t € T A; bedzie do-
wolnym zbiorem. Przez iloczyn kartezjanski rodziny indeksowanej {A;}ier
bedziemy rozumieé zbidr wszystkich funkeji f : T — |J A; takich, ze f(t) € A;

teT
dla dowolnego ¢ € T. Iloczyn taki bedziemy oznaczaé jako [] A:. Dopuszczamy
teT
konwencje zapisywania jego elementéw jako (a¢)ier, gdzie ({at)ier)(to) = ay,
dla ty € T.

W przypadku zbioru {a;)¢tcr € [] A¢ przez projekcje na skladnik ¢, be-

(T
dziemy rozumieé funkcje pry, : [[ Ar — As, zdefiniowana jako pry, ({at)ier) =
teT
at, . Zatem dla a € [] A: mamy zawsze a = (pri(a))ter. Zrozumialy jest zatem
teT
Zapis pT’tO[H Bt] dla H Bt - H At'
teT teT teT

W przypadku relacji innych niz dwuargumentowe niemozliwe jest uzycie no-
tacji infiksowej. W niniejszej pracy bedziemy postugiwali sie kilkoma konwen-
cjami:

i) (z1,29,...,2,) € R;

ii) Rrixo...2n;

)
iii) R(z1,22,...,z,), dla kazdego n > 2;
)

iv) czy w przypadku relacji dwuargumentowej x Ry.
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Majac dane dwie relacje R C A x B oraz T'C B x C, przez R oT oznaczaé
bedziemy ich zlozenie, tzn. RoT = {(z,2) € Ax C: Jy(y € B & (x,y) €
& (y,z) €T)}.

Niech R C A x A. Kladziemy:

RY .= {{a,a): a € A}, R = Ro R" (1.4)
oraz

Rt = [j R" R* := [j R™. (1.5)
n=1 n=0

Naturalnie kazda funkcja jest relacja. Tak wiec mozemy zlozyé¢ dwie funk-
cje f: A — Boraz g : B — C, otrzymujac f o g. Jednak w przypadku
funkeji bedziemy uzywaé innego rodzaju zloZenia (mozemy je nazwaé zloze-
niem funkcyjnym). Oznaczymy je poprzez -. Czyli dla f : A — B oraz
g: B — Cprzez (g- f) : A — C bedziemy rozumieé ich zlozenie jako funkcje
(9- f)(x) = g(f(x)). Jednak w dalszym ciagu f o g oznaczaé bedzie ich ztozenie
jako relacji. Dysponujac zlozeniem funkcji, mozemy pokusi¢ sie o przedstawie-
nie alternatywnych w stosunku do powyzszych definicji iniekcji (zwanej réwniez
monomorfizmem) oraz surjekcji (okreslanej mianem epimorfizmu). Ujecie
to odnajdujemy w teorii kategorii, gdzie nie mozemy postugiwaé sie pojeciem
elementu zbioru (sama teoria kategorii postuguje sie abstrakcyjnymi pojecia-
mi, takimi jak obiekt czy morfizm). Przez monomorfizm rozumiemy funkcje
f A — B, ktéra jest lewostronnie skracalna, to znaczy dla dowolnych funkcji
g:C — Aoraz h: C — A warunek

f-9=[-h (1.6)
implikuje
g=h. (1.7)

Podobnie, funkcja f : A — B jest epimorfizmem wtw., gdy dla dowolnych
funkcji g : B — C oraz h: B — C warunek

g-f=h-f (1.8)
implikuje
g=nh, (1.9)

czyli gdy mamy do czynienia z prawostronna skracalnoscia funkcji f.

Dla dowolnego zbioru A funkcje identycznosciows na tym zbiorze zapiszemy
jako id 4.
Przez tanicuch na zbiorze Z rozumiemy dowolng rodzine zbioréw L C P(Z)
spelniajaca:
dla dowolnych X, Y e L: X CY lubY C X. (1.10)
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Niech A bedzie dowolnym zbiorem. O relacji R C A x A powiemy, ze jest:
e zwrotna na zbiorze A, jesli V,cax Rz,

e przeciwzwrotna na zbiorze A, jesli V,ca—xRx,

e symetryczna na zbiorze A, jesli V, yca[zRy = yRz],

e przeciwsymetryczna na zbiorze A, jedli V, yecalxRy = —yRz],

e antysymetryczna na zbiorze A, jedli V, yca[zRy & yRz = z =y,
e przechodnia na zbiorze A, jedli V, , .ca[zRy & yRz = zRz].

Przez zbiér uporzadkowany bedziemy rozumieli pare (A4, R), gdzie A jest

zbiorem, a R binarna relacjag na A. W przypadku gdy bedziemy mieli do czynie-
nia ze strukturami ztozonymi czesto zamiast (A, R) bedziemy uzywaé nawiaséw
okragtych (A, R).
Powyzsze wlasnoéci mozemy laczy¢ w grupy, tworzac zbiory uporzadkowane
o okreslonych wlasnosciach. I tak — relacje binarng R na zbiorze A nazywamy
quasi-porzadkujacg na tym zbiorze wtw., gdy jest zwrotna i przechodnia na
tym zbiorze.

Relacje binarna R na zbiorze A nazywamy czeSciowo-porzadkujaca na
tym zbiorze wtw., gdy jest quasi-porzadkiem oraz jest antysymetryczna na tym
zbiorze.

Jesli ponadto relacja R spelnia warunek zRy lub yRx dla dowolnych z,y € A,
to powiemy, ze jest liniowo porzadkujgca zbiér A.

Wracajac do struktur uporzadkowanych, mozemy powiedzieé zatem, ze (A, R)
jest zbiorem quasi-uporzadkowanym wtw., gdy R jest quasi-porzadkiem. Podob-
nie dla pozostalych wtasnosci.

1.2 Algebra

Dowolng funkcje o : A™ — A, gdzie A jest niepustym zbiorem oraz m > 0, na-
zwiemy operacja m-argumentowa. Rodzine wszystkich operacji m-argumen-
towych na zbiorze A oznaczymy przez O™ (A). Powiemy, ze podzbiér B zbioru
A jest zamkniety na operacje o € O™(A) wtw., gdy spelniony jest warunek:

bi,..., by € B implikuje o(by, ..., by,) € B. (1.11)

W tym przypadku funkcje o ograniczona do m-tek postaci (by,...,bn,) ta-
kich, ze b1, ...,b, € B oznaczymy przez o|B.
Podobng notacje bedziemy stosowaé¢ w bardziej ogélnym przypadku: gdy
f: [1Ar — B oraz B; C A; dla dowolnego ¢t € T. Napiszemy wowczas
€T

[1 5
f| TI Bt na oznaczenie funkeji At€T
teT
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Definicja 1.2.1. Niechn = (nq,...,nk) bedzie ciggiem liczb naturalnych. Przez
algebre typu n rozumieé bedziemy strukture

A= (A 01,...,01), (1.12)
gdzie A jest niepustym zbiorem oraz o; € O™ (A) dla dowolnego i = 1,... k.
Wowczas o1, ..., 0, nazwiemy operacjami algebry A, zbidr A — no$nikiem

tej algebry (oznaczymy go przez [A/).
O dwdch algebrach A i B powiemy, ze s¢ podobne wtw., gdy sq¢ tego samego
typu.

Niech A = (A, 01,...,0%) bedzie algebra ustalonego typu oraz B C A. O al-
gebrze B = (B, uy,...,u;) powiemy, ze jest podalgebra algebry A (symbolicz-
nie B < A) wtw. u; = 0;|B dla dowolnego i = 1,... k.

Piszemy ponadto B < A wtw., gdy zachodzi jednocze$nie B < A oraz A # B.

Zalézmy, ze G C A. Oznaczmy przez (G) 4 najmniejsza podalgebre algebry
A zawierajaca zbiér G. (G) 4 zawsze istnieje, gdyz rodzina G(A) = {B C A :
(B,01|B,...,05|B) < A & G C B} jest niepusta, bowiem zawsze nalezy do niej
sama algebra A, oraz rodzina podalgebr algebry A jest zamknieta na przeciecia.
Méwimy, ze B < A jest generowana przez G C A w przypadku, gdy zachodzi
(G)a=/B/.

Zalézmy, ze A = (A, 01,...,0k), B = (B,u,...,u;) sa algebrami tego same-
go typu. Dowolng funkcje h : A — B spelniajaca dla dowolnego i = 1,...,k,
dowolnych aq,...,ar € A

h(oi(al,...,a;ci)) :ui(hal,...,haki) (1.13)

nazwiemy homomorfizmem algebr A i B. Rodzine wszystkich takich funkcji
oznaczymy przez hom(A, B).

Jasno wida¢, ze B X A wtw. id;z; € hom(B, A).

Jesli dysponujemy odwzorowaniami bedacymi homomorfizmami miedzy al-
gebrami, to bedziemy postugiwaé sie réwniez pojeciami wlasciwymi dla funkcji.
Na przyktad dowolny homomorfizm algebry A w nig sama nazwiemy endomor-
fizmem tej algebry. Zbiér endomorfizméw algebry A bedziemy oznaczaé przez
End(A).

Niech dana bedzie algebra A = (A, o01,...,0) typu 7 oraz klasa algebr A
typu f2. Niech ponadto G C A spelnia nastepujacy warunek

dla dowolnej algebry B = (B, uy,...,ur) € A, kazda funkcja
f + G — B rozszerza si¢ jednoznacznie do homomorfizmu (1.14)
miedzy algebrami A oraz B

Woéwcezas G nazwiemy zbiorem wolnych generatoréw algebry A, a sama
algebre A nazwiemy wolno generowang przez zbiér G w klasie A.
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Warunek (1.14) oznacza, ze jesli mamy funkcje f : G — B, to istnieje funk-
cjag: A — B, taka ze g|G = f oraz g € hom(A, B). Warunek jednoznacznosci
oznacza, ze jesli dla jakiego$ h € hom(A, B) zachodzi h|G = f, to g = h.

Struktura algebraiczna, czesto wystepujaca w nastepnych rozdzialach be-
dzie algebra Heytinga. Przypominamy, ze przez algebre Heytinga rozumie si¢
algebre A = (4,V,A,—,0,1), w ktorej (A, V,A) jest krata, 0 i 1 jej elementa-
mi, odpowiednio, najmniejszym i najwickszym, — dwuargumentows operacja
spelniajaca:

TANYy<zwitw. x <y — 2 (1.15)

dla dowolnych x, y, z € A.

1.3 Konsekwencja logiczna

Wszystkie pojecia i twierdzenia wystepujace w biezacym podrozdziale mozemy
znalezé w [51].

Niech bedzie dany przeliczalnie nieskoniczony zbiér zmiennych zdaniowych
® oraz skonczony ciag symboli fi ..., f,. Ponadto niech bedzie dana funkcja
n:{1,2,...,n} — N. Definiujemy zbiér formul L jezyka L, jako najmniejszy
pod wzgledem inkluzji zbior X spelniajacy warunki:

i) ® C X;
ll) Jeéh P1,02, ..., Pk € X oraz ﬁ’(fl) =n, to fi(golw'wgok) € X.

Wéwezas strukture £ = (L, fi1,. .., fn) mozemy traktowaé jak algebre typu
n. Latwo jest zauwazy¢, ze L jest algebrg wolno generowana w klasie wszystkich
algebr typu (7i(1),...7(n)). Wéwczas nazwiemy L jezykiem zdaniowym.
Niech £ = (L, fi1,. .., fn) bedzie dowolnym jezykiem zdaniowym.

Definicja 1.3.1. Przez relacje konsekwencji dla £ rozumiemy dowolng re-
lacje FC P(L) x L spelniajgcq:

i) p € X = X F ¢ (zwrotnos¢)
i) XCY & X Fo=Yt ¢ (monotonicznosé)

i) {v € L : X F ¢} +F ¢ = X I ¢ (idempotencja, zwana réwnie?
domknieciem).

Definicja 1.3.2. Dowolng operacje C : P(L) — P(L) nazwiemy operacja
konsekwencji wtw. C spelnia:

i) X C C(X) (zwrotno$é)
i) X CY = C(X) CC(Y) (przechodnio$é)
iii) C(C(X)) C C(X) (idempotencja).
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Jest wiadome, ze powyzsze pojecia sg rownowazne, a uzycie ktoregos z nich
jest raczej wynikiem przyzwyczajenia, bowiem dla dowolnej relacji konsekwencji
F niech C : P(L) — P(L) zdefiniowana bedzie:

Cr(X):={peL: Xt}
Odwrotnie: dla operacji konsekwencji C: niech FcC P(L) x L:
X ke ¢ wtw. p € C(X).

Twierdzenie 1.3.3. F=t¢, oraz C = Ci,. n

Definicja 1.3.4. O konsekwencji C : P(L) — P(L) powiemy, Ze jest struk-
turalna wtw. dla dowolnego e € End(L), dla dowolnego X C L:

[C(X)] € C(e[X]).

(Warunek dla relacji: jesli X b @, to e]X] F e(p)).

Definicja 1.3.5. Konsekwencja C jest finitarna wtw. dla dowolnego X C
L, ¢ € L: jesli ¢ € C(X), to istnieje Xy € Fin(X), spelniajecy ¢ € C(Xy).

W przypadku relacji = powiemy, ze jest ona finitarna, jesli dla dowolnych X C
L, ¢ € L warunek X & ¢ implikuje Xy & ¢ dla jakiego$ skoriczonego Xy C X.

Niech A = (M, Fy, ..., F,) bedzie algebra podobna do jezyka L.
Powiemy, ze M = (M, Fi,...,F,, D) jest matryca dla jezyka L, jesli tylko
DCM.
D — 7zbiér wartodci wyréznionych matrycy 9 (poréwnaj [51] 3.1.1.).

Definicja 1.3.6. ([51] 3.1.1.) ¢ € Con(X) wtw. dla kazdego h € hom(L, A) :
hIX]C D= h(p) € D.

Jesli mamy rodzine matryc M tego samego typu to definiujemy:

Definicja 1.3.7. ([51] 3.1.1.) ¢ € Cu(X) wtw. dla kazdej M € M : ¢ €
Con (X

Przyktad:
L' (L AV, —, )
= ({0, 1} ANV, =~ { 1) (logika klasyczna),
= ({0, 1,1}, AV, 9 {1}) (tréjwartosciowa logika Lukasiewicza),
gdz1e operacje \7 =, ~ sg zdefiniowane:

Ay = min{z,y}

xVy = max{z,y}

x>y = min{l,1 -z +y} (1.16)
~r o= 1—=.

Twierdzenie 1.3.8. ([51] Twierdzenie 3.1.3.) Dla dowolnej klasy matryc M:
Cwm jest strukturalng operacjg konsekwencyi. |

Dla konsekwencji C oraz X C L potézmy IMME = (L, f1,..., fn, C(X)).
Ponadto niech L(C) = {IMF : X C L}. Jest to tak zwana wigzka Linden-
bauma.
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Twierdzenie 1.3.9. ([51] Twierdzenie 3.1.5.) Dla dowolnej strukturalnej kon-
sekwencji C: C' = Cyc)- |

Definicja 1.3.10. Przez inferencje dia jezyka £ rozumiemy pare (X, @), gdzie
X5 C L jest skoriczonym zbiorem formul, a ¢ formulq. Przez regule rozumie-
my dowolny zbior inferencji. Regule r nazywamy aksjomatyczna lub po prostu
aksjomatem, jesli warunek (X, @) € r, implikuje Xy = 02. W dalszej cze-
sci okreslenie reguta bedziemy stosowac zarowno do aksjomatow jak i do requt
z niepustymi zbioramsi przestanek.

Dla dowolnego zbioru regul R, cigg formul (p1,92,...,0m) nazwiemy dowo-
dem formuly ¢ ze zbioru X w oparciu o zbior requl R witw.

® Pm =Y,
e dla kazdego 1 < i < m:

— w; € X lub

— istniejg 1,2, ...,k € {Q1,...,0i—1} oraz T € R takie, Ze
<{¢17,¢)27' .. ,wk}a§01> cr.

Piszemy ¢ € Cr(X) wtw. istnieje dowdd formuly ¢ ze zbioru X na gruncie
regul ze zbioru R.

Przyklad: £ = (L,—),
r={{0,o— W —v): p.¥eL}
ra={0, (=W —=x) = (p—=x)=@—=x)): g¥,x €L}
TmMp = {({(pﬁp - ¢}7¢> : (P7'(/J S L}a
Cirira,rapy — implikacyjna logika Hilberta.

Definicja 1.3.11. Powiemy, Ze zbior formul X jest zamkniety na regule r
wtw. dla kazdego (Y,p) €r: Y C X = p e X.
Kladziemy

CTIR(X) = (1 17)
(Y CL:XCY orazY jest zamkniety na kazdg z requl v € R}. :

Dla operacji konsekwencji C' niech
rx = {(Xy,p) 1 Xy jest skonczonym podzbiorem X & ¢ € C(Xy)}.

R(C)={rx: X C L}
Przytoczymy teraz bez dowoddéw kilka znanych twierdzen charakteryzujacych
operacje Cng, Cng oraz Cr(c)-

Twierdzenie 1.3.12. Cr jest finitarng operacjg konsekwencji. |

Twierdzenie 1.3.13. Cng(X) jest najmniejszym w sensie C zbiorem formul
zawierajgeym X ¢ zamknietym na wszystkie requly r € R. |

2 Innymi stowy, aksjomat to po prostu reguta bezprzestankowa.
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Twierdzenie 1.3.14. Cnrg = Cgr.
Twierdzenie 1.3.15. Dla dowolnej finitarnej konsekwencji C: C' = Cr(c)y. B

Nazwijmy X C L C-teorig jesli C(X) = X. W przypadku konsekwencji
wyrazonej przez relacje, warunek ten mozemy zapisa¢: X jest F-teoria, gdy za-
chodzi implikacja X - ¢ = p € X.

Polézmy Th(C) = {X C L: X jest C-teoria} i analogicznie Th(F) = {X C
L : X jest F-teoria} Zal6zmy, ze zbiér formul ¥ spelnia dwa warunki

i) X ¢
i) VygnX, ko

Powiemy woéwczas, z 3 jest zbiorem relatywnie maksymalnym wzgledem
©. Jedli istnieje przynajmniej jedna formuta wzgledem ktorej X jest relatywnie
maksymalny, to powiemy po prostu, ze X jest relatywnie maksymalny (lub by
by¢ precyzyjnym, relatywnie F-maksymalny). Rodzina wszystkich relatywnie -
maksymalnych zbioréw oznaczana bedzie przez RMax(F). Latwo jest pokazad,
ze dowolny element zbioru RMax(F) jest F-teoria, to znaczy jest zamkniety na
kazda inferencje relacji .

Przytaczamy bez dowodu lemat, szczegdlnie uzyteczny podczas przeprowa-
dzania dowodéw o pelnodci:

Lemat 1.3.16. (Lemat Lindenbauma)
Jesli = jest finitarng relacjg konsekwencji oraz X 1/ ¢, to istnieje X, — zbior
relatywnie F-maksymalny wzgledem @, jednoczesnie zawierajgcy 3. |

1.4 Logiki modalne

Sktadnia logik modalnych. Wigkszos¢ definicji wystepujacych w tym para-
grafie pochodzi z [4].

Definicja 1.4.1. Przez typ podobienstwa modalnego rozumiemy pare T =
(O, p), gdzie O jest niepustym zbiorem operatoréw modalnych, natomiast p :
O — N funkcjq przyporzqdkowujgcg operatorowi /A € O ilo$é jego argumentow
p(A) (w szezegolnym przypadku p(AN) moze byé réwne 0).

Definicja 1.4.2. Niech ® bedzie zbiorem atoméw. Definiujemy zbiér formul
nad ® i sygnatura 7 (symb. Form(r,®)) w nastepujacy sposdb:

p=p| 0|1 Ap2 | D1, 0p0)) (1.18)

to znaczy Form(t, ®) jest najmniejszym zbiorem zawierajgcym @, zamknietym
na negacje —, koniunkcje A oraz na requle

T PR NN W ATA (Z R YN (1.19)
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dla kazdego A € O. Powyzsza definicja jest na tyle ogélna, by objaé¢ swoim
zasiegiem wiele znanych przyktadéw jezykéw modalnych®. Pozostate spéjniki
mozna zdefiniowaé

L = pA-D
eV = (e Ay) (1.20)
p—t = eV

Ze wzgledu na czeste uzycie jezyka o sygnaturze ({A}, {{A,1)}), zbiér for-
mul Form(({A}, {{(A,1)}), {p1,p2,...}) oznaczaé bedziemy przez L, sam zas
operator modalny A przez {. W konkretnych formutach bedziemy uzywaé ra-
czej zmiennych p, q,r, s,t zamiast zmiennych z indeksami.

W stosunku do jezyka modalnego uzywa sie okredlenia multimodalny
w dwdch znaczeniach:

e gdy |O] > 1, tj. gdy sygnatura jezyka zawiera przynajmniej dwa operatory,

e gdy istnieje A € O taki, ze p(A) > 1, czyli istnieje przynajmniej jeden
operator wiecej niz jednoargumentowy.

Jezeli bedziemy uzywaé tego pojecia, to zawsze podamy o ktére nam chodzi (np.
jezyk multimodalny o wielu operatorach jednoargumentowych).
Dla kazdego operatora /A € O definiuje sie operator dualny:

v(@lw-w@p(&)) = jA(ﬁ(tolw"’ﬁ%pp(A))' (1'21)

Jesdli V jest dualny wzgledem A, to rozszerzamy funkcje p kladac p(V) :=
p(D).

W przypadku jezykéw monomodalnych, formute Q¢ czytamy mozliwe, ze
. Operator dualny (typu koniecznosciowego) powstaly zgodnie z definicja Oy =
=0=p, czyli nieprawda, ze mozliwe, ze nie ¢ czytamy po prostu: koniecz-
ne, ze . Jesli dysponujemy wieksza iloscia operatoréow jednoargumentowych,
zapisujemy je w nastepujacy sposob: (a), gdzie a jest jakas$ jego ustalona ety-
kieta. Operator dualny wzgledem takiego operatora oznaczymy: [al.

Czesto zdarza sie, ze O w sygnaturze nie jest zwyklym zbiorem, lecz do-
datkowo dysponujemy okreslonymi nan dziatlaniami. Na przyktad w jezyku dla
tak zwanej Propositional Dynamic Logic (PDL) mamy dany zbiér programéw
atomowych {a1,as, ...} oraz dzialania dwuargumentowe U oraz ; i jedno dzia-
tanie jednoargumentowe *. Wowczas struktura (A, U, ;,* ), gdzie A jest zbiorem
generowanym przez {ai, as, ...}, stanowi algebre wolna w swojej klasie.

Logike modalna czesto traktuje sie jako synonim logiki z modalnosciami
jednoargumentowymi (tj. typu koniecznosciowego i mozliwoéciowego). Jednakze

3 W Rozdziale 4. podamy jeszcze ogdlniejsza definicje obejmujaca inne niz booleowskie
zestawy spdjnikow.
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rozwijane sa z powodzeniem logiki wyrazone w jezyku zawierajacym dwuargu-
mentowe operatory modalne S (od since) oraz U (until).

Semantyka relacyjna dla logik modalnych. Aby uchwycié¢ sens i rézno-
rodnosé logik (nie tylko modalnych), konieczne jest przedstawienie ich semanty-
ki. Najbardziej znana i najczeéciej uzywana jest semantyka relacyjna. Mimo
iz, posiada ona pewne istotne ograniczenie (ekspresja), to zadne, nawet najbar-
dziej pobiezne przedstawienie problematyki logiki modalnej, nie moze pominaé
tego typu semantyk.

Podstaws ich sukcesu sa niewatpliwie — intuicyjnosé oraz wzgledna prostota.
Te cechy przekladaja sie réwniez na uniwersalno$é zastosowan (od logik czysto
modalnych, przez logiki temporalne, do logik deontycznych).

Regula jest, ze przedstawienie pojeé¢ powinno zaczynaé sie od najbardziej
ogblnego. My jednak uznalidémy, ze zaczniemy od najprostszego; zbyt wczesne
wprowadzenie najbardziej generalnego pojecia mogtoby wprowadzi¢ zamiesza-
nie. Zaczniemy zatem od przedstawienia semantyki dla jezyka zawierajacego
jeden tylko jednoargumentowy operator modalny ¢. PrzySwieca nam bowiem
strategia tagodnego wprowadzania w problematyke, zaczynajaca od pojeé zna-
nych.

Definicja 1.4.3. Niech W bedzie niepustym zbiorem, R relacjg binarng na nim
okreslong. Przez strukture relacyjna dla jezyka Lo bedziemy rozumied pare
postaci § = (W, R). Elementy W nazywad bedziemy punktami bgdZ $wiatami,
relacje R — relacjg osiagalno$ci. W przypadku gdy (w,v) € R bedziemy réw-
niez mowili, ze v jest widzialny z punktu ($wiata) w. Przez model Kripkego
zbazowany na § = (W, R) nazywaé bedziemy strukture M = (§F,V), gdzie
V:® — P(W) jest wartosciowaniem.

Dla struktury relacyjnej § = (W, R) kladziemy /§/ := W oraz dla modelu

Kripkego M = (§, R): /M/ := /F/.
Definiujemy relacje |- prawdziwo$ci formuly w punkcie modelu:

5, V,w|p wtw.  w € V(p)
S ViwlF-e  wtw. FV,wlfe
SViwleAy wtw. FViwlFe&§ Vw9
§.VwlFO0p  witw. F,Viv|-o
dla pewnego v € W, takiego ze Rwwv.

Zwréémy uwage, ze warunki dla pozostalych definiowanych sp6jnikéw przed-
stawiajg sie nastepujaco:

§, Vow AL
SVwlFevey wiw. FViw|-¢ lub§ Viw -9
§ViwlF0Op  wiw. § Viul-e
dla kazdego v € W, takiego, ze Rwwv.

Jedynym warunkiem, oprécz pierwszego, wartym omowienia jest tutaj waru-
nek dla operatora mozliwosci. Formula Q¢ jest prawdziwa w punkcie w (w mo-
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delu M) wtw., gdy istnieje punkt v osiagalny z w, w ktérym prawdziwa jest
formuta ¢.

Podobnie — formuta Oy jest prawdziwa w punkcie w (w modelu M) wtw., gdy
dla kazdego punktu v, ktory jest osiagalny z w prawdziwa jest sama formuta ¢.

Majac dang strukture relacyjna § = (W, R) oraz punkt w € W piszemy

FwEe (1.22)

jesli tylko
SV (1.23)

dla kazdego wartoéciowania V' w strukturze relacyjnej §.
Moéwimy woéwczas, ze ¢ jest spelniona w punkcie w, w strukturze relacyjnej

5.
Podobnie piszemy:
SEv (1.24)
wtw., gdy
SwEe (1.25)
dla kazdego w € W. Méwimy wéwczas, ze @ jest spelniona w strukturze rela-
cyjnej §.
Mozemy réwniez ustali¢ wartosciowanie V' i napisaé:
@ V)Ee (1.26)
wtw.
(&, V), w | ¢ dla kazdego w € W. (1.27)

We wszystkich powyzszych przypadkach postugujemy sie bardziej kompak-
towa notacja:

Th(M,w) = {p € Lo:Muw |- p}
Th(OM) = () Th(M,w)
weWw
Th(§,w) = N{Th(FV),w): VePW)} (1.28)
Th(3) = nW Th(F, w).

Latwo zauwazy¢, ze zbiory Th(9, w), Th(9), Th(F,w), Th(F) sa teoriami,
co uzasadnia ich notacje.

Dla dowolnych modeli Kripkego 9 = (W, R),V), Mt = ((W,S),V’) oraz
punktéw w € W, w’ € W' definiujemy relacje

w e w wtw. Th(O,w) = Th(M,w').

1.29
e (1.29)
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W przypadku gdy modele sa ustalone, majg roztaczne dziedziny i wiadomo
o jakie modele chodzi, bedziemy pisa¢ po prostu w «~ w’.

Podobng notacje stosujemy dla struktur relacyjnych:

w e w' wtw. Th(F, w) = Th(&,w'). (1.30)

Modele o modalno$ciach wieloargumentowych. Majac rozeznanie w mo-
delach Kripkego dla podstawowego jezyka modalnego mozemy uogdlni¢ ten przy-
padek na szersza klase jezykéw.

Zalézmy, ze T = (O, p) jest typem podobienstwa modalnego.

Definicja 1.4.4. Przez strukture T-relacyjng rozumiemy strukture § = (W,
RA)nco, gdzie W jest niepustym zbiorem, oraz dla kazdego N € O, R jest
relacjg p(A) + 1 argumentowq na zbiorze W.

Majgc dane wartosciowanie V€ P(W)® w strukturze relacyjnej § definiu-
jemy relacje prawdziwosci formuly ¢ w punkcie w w modelu 9t podobnie
jak w przypadku jednoargumentowym, jednakze z uwzglednieniem nowych opera-
torow:

M, w |- A(@1, ... @pn))  whw. istniejg v, ..., v,n) € W takie, Ze
Rawviva ... vy oraz
M,v; |Fei dlai=1,...,p( ).
(1.31)
Zgodnie z definicjg, prawdziwosé dla operatora dualnego moze bycé opisana:

M, w |- V(p1,. .., 0pv))  wtw. dla kazdych vy, ..., v,vy € W takich, Ze
Rawvivs ... v,wy zachodzi
M, v; |- @i dla pewnego i =1,...,p(V).
(1.32)

Pojecia przedstawione w (1.22)-(1.23), (1.24)-(1.25), (1.26)-(1.27) oraz (1.28)
bez zmian przenosza sie na jezyki multimodalne.

Majac dany model Kripkego 9 = (F,V) oraz punkt w € /F/, definiujemy
relacje konsekwencji:
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Parametryzujac poszczegélne elementy, z powyzszej definicji otrzymujemy
kolejne:

Fo= [ Fotw (1.34)
we/M/

Fgwi= ﬂ )Z(g,v),w (1.35)
VeP(/S/)®

Esi= () Fsw- (1.36)
we/F/

W logice czesto zdarza sig, ze definiujemy konsekwencje za pomocs klasy
modeli. Nie inaczej jest w przypadku logik modalnych. Niech bowiem M bedzie
jakas klasa modeli Kripkego. Mozemy wéwczas polozyé

= {Em: M e M} (1.37)

Ponadto definiujemy dla klasy struktur relacyjnych F:

Fr={EGyv): SEF&VeP(F)) (1.38)

Mozliwe sa jeszcze inne definicje, nie rozpatrywane w literaturze (przynaj-
muniej znanej autorowi). Niech bowiem F bedzie klasa struktur relacyjnych oraz
wo € ({/§/: § €F}.

Relacja konsekwencji jest réwniez

Erawe= [ [{Fs.wo: §€F} (1.39)
Podobnie, jesli wy € O{/M/ : M € M} dla jakies klasy modeli Kripkego M:
Emaue= [ {Emuw,: MM} (1.40)

Powyzsze definicje mozemy jeszcze uogdlnié, gdy Wo C ({/§/: F € F}:

Fewoi= () Er (141)

woEWo
oraz gdy Wo C {/9/: M e M}:

Evwe= (] Emuw, - (1.42)

woEWp

Powinno by¢ oczywiste, ze =15y, /(5}/=Fs oraz =y}, /qmy/=Fm-
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Powyzsze uogélnienia obejmuja definicje (1.37) oraz (1.38) stanowiace lo-
kalne relacje konsekwencji, lecz niezaleznie mozna wprowadzaé tak zwane
globalne relacje konsekwencji.

Jesli bedzie dana struktura relacyjna § czy tez model 9t definiujemy globalng
konsekwencje

b) lig% o wtw.  Vyes 3¢ =5 @, (1.43)
EER e wtw.  Vyes For ¢ =Fm e,

jak réwniez dla klas: struktur relacyjnych F oraz modeli M

== 0H
) ’ (1.44)

|
D)
NN
gl@

Prosta analiza poje¢ pozwala stwierdzié, ze o ile =pCHE{ oraz E=mCE,
o tyle odwrotne inkluzje nie musza mie¢ miejsca. Jednak w przypadku rozpa-
trywania logik jako zbioréw tez, powyzsze definicje zbiegaja sie, tzn. {¢ : =¢
o} ={p: ¢} oraz {¢: Fm o} = {p: = ¢}

Tutaj réwniez pokusimy sie o pewne uogdélnienia.
Nazwijmy pare (§, X) struktura relacyjna z rodzing wyrdzniona, jesli
X € P(P(/F/)). Definiujemy:

= |:%’X © wtw.
VXE/KVEP(/S/‘I’)[VwElebEZ(gv V)’ w “_ Y= vwéX(S, V)7 w H_ <,0]~

Analogicznie, nazwijmy strukture (9, X') modelem z rodzing wyréznio-
ng, jesli X € P(P(/M/)) i potézmy:

b)) |=§’;%X ¢ wtw. Vxex[VuexVypesM,w |- ¢ = VoexM,w |- ).

Latwo jest zauwazy¢, ze ):3:):%,{{w}:w€/5/} i |:m:':£gn,z{{w}:we/m/} oraz

%:):%,{/S/} i )ZgnZ)ng}{/m/}. Ponadto jesli dla kazdego X € X istnieje
3 C Y taki, ze X = U3, to 2V LY

Pewne normalne logiki modalne. Zaczniemy od przedstawienia aksjoma-
tyki dla logiki klasycznej, bedacej podstawa dla normalnych logik modalnych.

(—1) o= (W — o)

(=2) e = W —=x)] = (¢ =¢) = (¢ =X
(M) oAy — o

(N2) o AP =)
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Oznaczmy zbiér regut:

{(_’1)7 (_)2)7 (/\1)7 (/\2)7 (/\3)7 (\/1)’ (\/2)7 (\/3), (ﬁl)’ (ﬁ2)7 (ﬁ3)7 (MP)}

przez Cl. Jak wiadomo, Cl definiuje relacje konsekwencji F¢; identyczna z relacja
=g, wyznaczong przez dwuelementows algebre Boole’a ze zbiorem wyréznionym
{1}.
Definicja 1.4.5. Przez K rozumiemy najmniejszy pod wzgledem inkluzji zbior
formul zawierajgcy wszystkie podstawienia w jezyku L¢ aksjomatow logiki kla-
sycznej, zamkniety na requle (M P) oraz trzy specyficzne reguly:

(K) DO(p = ¢) = (Op — Oy)

(Dual) O «— - (1.45)
(€ @/Dp.

Jednoczesnie definiujemy finitarng relacje konsekwencyi dla logiki K:

Sk ¢  wtw.  istnieje skoniczony podzbidr {xi1,..., Xk}

zbioru X taki, ze x1 AN ... A xx — ¢ € K. (1.46)
Niech K bedzie klasa wszystkich modeli Kripkego.
Twierdzenie 1.4.6. (Twierdzenie o adekwatnosci dla K): Fx=F«. |

Dowéd powyzszego twierdzenia, mozna znalezé np. w [4]. Wskazuje ono, ze
najstabsza logika modalna definiowana za pomoca klasy modeli Kripkego, to
wlasnie K.

Mozemy wzmocni¢ logike np. poprzez natozenie warunkéw na relacje osiagal-
nosci, a tym samym zmniejszenie klasy modeli Kripkego. Niech K4 bedzie klasa
wszystkich modeli Kripkego, w ktérych relacja osiagalnosci jest przechodnia.

Dodajmy do zbioru regut K aksjomat

(4) Op — O (1.47)
i nazwijmy tak otrzymany zbiér K4. Podobnie jak poprzednio

Y Frga@ wtw. istnieje skoniczony podzbiér {xi,..., Xk}

zbioru X taki, ze x1 A ... A xr — ¢ € K4. (1.48)
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Twierdzenie 1.4.7. (Twierdzenie o adekwatnosci dla K4): Fxa=Fka. [ |

Poprzez dodawanie warunkéw na relacje osiggalnosci mozemy definiowac,
w sposob podany powyzej, wiele roznych logik. W tabeli przedstawiamy kilka
logik oraz warunkow jakie im odpowiadaja

nazwa logiki ‘ warunek relacji ‘ specyficzny aksjomat
B symetryczna (B) ¢ — OOy
T zwrotna (T) ¢ — Op
S4 zwrotna i przechodnia (B)+(T)
S5 zwrotna, symetryczna i przechodnia (B)+ (T)+ (4)

Najwazniejsze konstrukcje teoriomodelowe. Jednym z najwazniejszych
pojeé w teorii modeli dla logik modalnych jest bisymulacja. Niech § = (W, R)
oraz & = (W’,S) beda strukturami relacyjnymi.

Definicja 1.4.8. Bisymulacja miedzy § a &, to relacja 0 # Z C W x W'
spetniajgca (dla wZw'):

i) Rwv to istnieje v' € W' taki, ze Sw'v' oraz vZv' (“forth condition”);
ii) Sw'v' to dla jakiego$ v € W zachodzi Rwv i vZv' (“back condition”).

Graficznie pierwszy i drugi warunek bisymulacji mozna przedstawié¢ na dia-
gramach

v . . ,U/
A
“forth condition”
R s
w—
A
v . ,U/
A
“back condition”
R s
w—
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Definicja 1.4.9. Bisymulacja miedzy modelami Kripkego 9t = (F,V)
oraz N = (6, V'), to kaida relacja Z bedgca bisymulacjg pomiedzy strukturami
relacyjnymi § oraz &, spelniajgca nastepujgce warunks

iii) jesli wZw', to w € V(p) wtw. w' € V'(p) dla dowolnej p € .
Przyjmujemy nastepujaca notacje:

o /.56
jesli Z jest bisymulacja miedzy strukturami relacyjnymi § oraz &,

o 7 :F, w0, w
jesli Z jest bisymulacja miedzy strukturami relacyjnymi § i & oraz wZw’,

e 7:(F,V)=(6,V")
jesli Z : §=6 oraz w € V(p) wtw. w’ € V/(p) dla wZw' (czyli Z stanowi
bisymulacje pomiedzy modelami Kripkego),

e 7:(F,V),we(6, VW wtw. Z : (§,V)=(&, V') oraz wZw'.
Mozemy réwniez skwantyfikowaé sama bisymulacje piszac:

e 508

jesli istnieje bisymulacja Z miedzy strukturami relacyjnymi § oraz &,

o Jwed,w
jesli istnieje bisymulacja Z miedzy strukturami relacyjnymi § i & oraz
wZw’,

* (3,V)=(8,V)
jesli istnieje bisymulacja laczaca modele (F,V) oraz (&,V"),

gdy Z: (F,V),w=(6,V’),w dla pewnej bisymulacji Z.

Twierdzenie 1.4.10. (Twierdzenie o bisymulacji) Dla dowolnej bisymulacji
Z Mo N zachodzi Z T ons [ |
(2,9)
Definicja 1.4.11. Kazda funkcja f: W — W’ spelniajgca:
i) Rwv = Sfwfv;
it) Sfwv' = Fpew (Rwv & fv =10)

jest nazywana p-morfizmem miedzy F 16 (f :F—> &).
Jesli dla M = (§,V), M= (&,V’) zachodzié bedzie f : § — & orazw € V(p)

wtw. f(w) € V'(p) dla dowolnej p € ®, to powiemy, ze f jest p-morfizmem
miedzy M i N, piszgc przy tym f: M — N.

Naturalnie, f jest p-morfizmem wtw. f jest bisymulacja bedaca funkcja. Stad
iz 1.4.10 otrzymujemy:

Twierdzenie 1.4.12. (Twierdzenie o p-morfizmie). Jesli f: M — N, to w «~
f(w) dlawe W. [ |
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Rozszerzmy pojecie bisymulacji na struktury o dowolnej sygnaturze modal-
nej 7.

Definicja 1.4.13. Niech § oraz & bedg strukturami relacyjnymi typu m = (O, p).
Méwimy, ze 0 # Z C /§/ x /&/ jest bisymulacja miedzy § a & witw. dla
wZw' zachodzq (dla A € O)

i) jesli Rawvy ... vy, to istniejg vy, . .. ,v;(A) € /®/ takie, ze
Rpw'vi ... v, n) oraz viZvj dlai=1,...,p(A);
ii) jesli Ry w'vy .. .v'p(A), to istniejq vi,...vyn) € [T/ takie, Ze

Rawvy ..., vypy oraz viZvy dlai=1,...,p(A).

Definicja 1.4.14. Niech § = (W, Ra)aer oraz & = (W' Sa)aer. O funkcji
f W — W' powiemy, ze jest p-morfizmem witw.

i) Rawvy ... vyp) tmplikuje Sa fwfor ... foy,ay dla w,vi, ... 0505
ii) jesli Sa f(w)vy ... v’p(A), t? istniejg vi, ..., vyn) € W takie, ze Rawvy . ..
Vpny oraz f(vg) =wvp dlai=1,...,p(A).

Jak w szczegolnym przypadku bedziemy pisaé Z : §—=® oraz [ : § — &.

Nalezy tutaj nadmienié, ze w przypadku kazdej sygnatury twierdzenia 1.4.10
i 1.4.12 pozostaja w mocy.

Wykazemy teraz kilka faktow dotyczacych algebraicznych wlasnosci zbioru
B(F, ®), tzn. zbioru wszystkich bisymulacji miedzy § a &.

Stosunkowo latwo jest pokazaé, ze dla dowolnego ) # Z C B(&,5): UZ €
B3, ®).
Fakt 1.4.15. (B(F,®),U) jest pdlkratq, w ktdrej dla kaidego niepustego pod-

zbioru istnieje kres gorny. |

Nietrudno pokazaé, ze jesli Z; € B(§,®), Zs € B(&,9), to Z10Z; € B(F, $)
jesli tylko Z1 o Zy # 0, skad wynika, ze zbiér B(F,§) U {0} jest zamkniety na

zlozenia.

Ponadto dla Z € B(§F,®) oraz {Zi}1er C B(§,8): Zo |J Zt = U (Zo Zy).
teT teT

Fakt 1.4.16. (B(F, 8)U{0}, A, U) jest dystrybutywng kratq zupeing, gdzie )\ A =
U{Z € B(F,8)U {0} : VscaZ C S}. m

Definicja 1.4.17. Niech O # W' C W spetnia warunek dla A € 7,

dla w' € W'jesli Raw'vy ... vpay to v1, ... 050y € W' (1.49)

Wéwczas & = (W' (RIW')) aer nazwiemy generowang struktura relacyjna
5. symb. & — §F.
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Alternatywna charakterystyke generowanej struktury relacyjnej mogtby sta-
nowic:

Fakt 1.4.18. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

i) & — §;
it) id/s) : §=6;
iit) id/g): & > F. |

7 powyzszego i z 1.4.10 wynika:
Twierdzenie 1.4.19. (Tuwierdzenie o generowanej podstrukturze relacyjnej ge-
nerowanym,). Jesli & — §F oraz w' € W', to Th(6,w') = Th(F,w').

Dla dowolnego G C W kladziemy

G = G

n n 1-50
(G)&-i_ = (G)gU{Ul,...,Up(A) eWw: Elwe(G)gRAwU1~-~vp(A)}~ ( )

Niech (G)g oznacza C-najmniejsza generowang podstrukture relacyjna §
zawierajaca G. Wowcezas (G)z = G (G)3-

Inne zwiazki miedzy po chiamin]ji%ymulacji wyrazaja nastepujace twierdzenia
Lemat 1.4.20. Z[(G);] C (Q)z dla Z : F=F.

DowOD. Oczywiste na mocy definicji. [ |
Twierdzenie 1.4.21. Niech § — F, & — & oraz Z : F=6. Wiwczas
Z7Y/®' )] — & oraz Z[/F']] — &*. [ |
Twierdzenie 1.4.22. Dia Z : §=®, G CW: (Z|G))s C Z[(G)5].
Dowo6D. Pokazujemy przez indukcje, ze dla kazdego naturalnego n
(ZIG)e < Z[(G)s]- (1.51)
Naturalnie dla n = 0 (1.51) przyjmuje postaé
Z|G] € Z[(G)s3], (1.52)

czyli naturalnie zachodzi. Zalézmy, ze v’ € (Z[G])gt", to znaczy (i) v’ € (Z[G])%

lub (ii) R'w'v" dla pewnego w’ € (Z[G])g. Gdy zachodzi pierwszy przypadek,
korzystamy z zalozenia indukcyjnego. Niech wiec zachodzi (ii). Wéwezas z zalto-
zenia indukcyjnego w' € Z[(G)z], skad wZw’ dla jakiego$ w € (G)z. Z definicji
bisymulacji otrzymujemy istnienie v € W spelniajacego Rwv oraz (iii) vZv'.
Lecz z definicji otrzymujemy v € (G)g, z (iil) natomiast: v’ € Z[(G)gz]. [ |

4 Kierujac sie klarownoscig notacji, we wniosku umiesciliémy noséniki struktur relacyjnych.
Oczywiscie, ze chodzi tu o zbiory wyposazone w relacje osiggalnosci. Wierzymy, ze Czytelnik
z tatwoscia odtworzy brakujace elementy.
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Twierdzenie 1.4.23. Dila Z : (W,R)—=(W',S), G C W jesli R i S sq¢ syme-
tryczne, to (Z[G])w,s) = Z[(G)w,r)]-

DowoD. Inkluzje (C) otrzymujemy na mocy Twierdzenia 1.4.22. Dowodzimy
zatem inkluzji (2). Dowdd przebiega przez indukcje. Pokazujemy, ze dla dowol-
nego n:

ZI(G){w.r)) € (ZIG)w,s)- (1.53)
n+1

(W,R)
turalnie wystarczy rozpatrzyé przypadek, gdy dla jakiego$ (i) v € (G)FW, R)
zachodzi Rvw. Skoro R jest symetryczna otrzymujemy Rwv i z definicji bisy-
mulacji istnieje v/ € W’ spelniajacy vZv’ oraz Sw'v’. Z zalozenia indukcyjnego
oraz (i) wynika, ze v € (Z[G])w~,s). Ponadto z symetrii S wynika, ze Sv'w’.
Ostatecznie otrzymujemy w’ € (Z[G])w,s)- ]

Dla n = 0 inkluzja naturalnie zachodzi. Niech w € (G) oraz wZw'. Na-



Rozdziat 2

Logiki modalne oparte
o wielowartosciowg logike
Y ukasiewicza

2.1 Wprowadzenie

Logiki wielowarto$ciowe FLukasiewicza wydaja sie odpowiednie jako baza dla
logik modalnych. Nie bez znaczenia jest fakt, ze wielowartosciowe logiki Y.u-
kasiewicza pozwalaja na definiowanie w ich obrebie tak zwanych spéjnikéw
charakterystycznych, to jest takich, ktore identyfikuja wartosé logicznag for-
muly (szczegdly znajdzie Czytelnik w dalszej czesci rozdziatu).

Wielowartosciowe logiki modalne byly szeroko omawiane w literaturze. Na
przyktad Thomason w [47] prezentuje bardzo ogdlna metode aksjomatyzacji
skonczenie wartosciowych logik modalnych (K). W podobnym duchu przedsta-
wia sie artykul Morgana ([38]), ktéry pokazuje, ze zawsze istnieje aksjomatyza-
cja skonczenie wartosciowej logiki modalnej, jesli tylko spetnione sa tak zwane
warunki standardowe dla kazdego warto$ciowania V (zakladamy, ze wartosci
logiczne stanowi zbiér {1,2,...,n}):

(1) Vip Aw) € D whw., gdy V(e), V() € D;

(2) V(eVy) € D wtw., gdy V(e),V(¥) € D;

(3) V(e — ¢) € D wtw., gdy V(p) € D oraz V() € D;

(4) V(=) € D wtw., gdy V(p) & D;

(5) V(Ji(p)) € D wtw., gdy V(p) =k

dla k € {1,2,...,n},

gdzie Jy jest definiowalng formulg o jednej zmiennej zdaniowej oraz D jest zbio-
rem wartosci wyréznionych.
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W [47] wymagane sa warunki (2),(4),(5) oraz dodatkowy warunek charakte-
rystyczny dla operatora modalnego:

V(O¢) w punkcie ($wiecie) w jest w zbiorze wartosci wyrdznionych D wtw.,
gdy dla kazdego v, bedacego nastepnikiem w wzgledem relacji R — wartosé V(i)
w punkcie v jest w zbiorze D.

Osterman [40] aksjomatyzuje oraz przedstawia algorytm rozstrzygania dla
trzech wielowartosciowych logik (bedacych wielowarto$ciowymi odpowiednikami
logik T, S4, S5), zbazowanych na n-wartosciowej logice Lukasiewicza (nazy-
wajac je przy tym: ,T, ,S4, nSs5). Niektdre z logik prezentowanych w tym roz-
dziale pokrywaja sie z tymi proponowanymi przez Ostermana. Zaprezentujemy
jednak rowniez wiele logik dotad nie rozpatrywanych. Ponadto wprowadzimy lo-
gike RU,,, ktérej sens nadaje dopiero wielowartosciowosé (w dwuwarto$ciowym
wydaniu pokrywa si¢ ona z logika K). My$limy przy tym, ze ta logika wlasci-
wie wpisuje sie w filozoficzng interpretacje logik Lukasiewicza w ogdle — liniowo
uporzadkowany zbiér wartosci logicznych moze sugerowaé¢ stopnie pewnosci
uznania danego zdania za prawdziwe.

Ponadto prezentujemy konstrukcje filtracji dla wielowarto$ciowych logik
modalnych Fukasiewicza. Tym samym pozwoli to na przeprowadzenie dowodu,
ze rozpatrywane wielowartosciowe logiki modalne zbazowane na zdaniowej logi-
ce Lukasiewicza posiadaja tzw. wlasno$¢ skoniczonego modelu. Tym samym
bedzie to dowdd na ich rozstrzygalnosé.

2.2 Prezentacja jezyka i logiki

Na samym wstepie wprowadzimy kilka definicji i konwencji notacyjnych wyste-
pujacych w skonczenie warto$ciowych logikach Fukasiewicza. Jednakze przed-
stawiamy jedynie te fakty, ktore uznalidémy za istotne dla wielowarto$ciowych
logik modalnych. Zainteresowany Czytelnik moze poglebi¢ swoja wiedze korzy-
stajac z wielu publikacji (na przyktad [48] lub [33]).

Oznaczmy przez t,, (n > 2) logike wyznaczona przez n-warto$ciowa matryce
Pukasiewicza ({0, -15,..., 2=2 1}, -, —,{1}), gdzie

S n—1°

r = 1-uz,

r—y = min{l,1—z+y} (2.1)
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(poréwnaj np. z [48]). Ponadto definiujemy

eVy = (z—=y) =y,

x ANy = ~(-zV-y). (2.2)

Pierwotnie jezyk dla logiki Lukasiewicza zawiera jedynie spdjniki — oraz —.
Postugujac sie powyzsza definicja mozemy Lo rozumieé jako jezyk zawierajacy
—, - wraz z . Rozszerzamy go za pomoca definicji ¢ V¢ := (¢ — ¢) —
U, p AN = =(—p V) oraz Oy := =Q—h.

Potézmy dodatkowo:

Y —0 w = wa
O —r1 Y = 9= (0= ), (2.3)
ooty = (0= V) A (Y =k @)

dla k € N. Oznaczmy przez L dowolna kontrtautologie £, na przyklad —(p — p).
Ewentualnie postugujac sie konwencja z poprzedniego rozdziatu: L moze byé
spdjnikiem pierwotnym. Wéwczas — jest zdefiniowany przez —p := ¢ — L.

Dzigki zachowaniu prawa tacznosci przez V, bedziemy uzywaé nastepujacego

oznaczenia (dla dowolnego, skoficzonego ciagu formul g, i1, .., k1)
K+l
Vi = @opVerV...Vr. (2.4)
i=k

Lemat 2.2.1. W dowolnej matrycy Lukasiewicza, k € N zachodzi x — y =
min{1, (1 — ) -k +y}.

DowOD. Indukcja wzgledem k. Dla k = 0,1 stwierdzenie oczywiste. Zalézmy,
ze rownosé zachodzi dla jakiegos k. Wéwezas ¢ —p11 y = ¢ — (¢ —p y) =
min{l,1 —z+x —¢ y} =min{l,1 —z +min{l,(1 —z) -k +y}} = min{1, (1 -
z) - (k+1)+y}. u

Powiemy, ze zbiér formutl X jest logikag modalng oparta na n-wartoscio-
wej logice Lukasiewicza wtw. Sb(X) = ¥ (tzn. ¥ jest zamkniety na podsta-
wienia) oraz ¥ jest zamkniety na kazda regule n-wartosciowej logiki L.ukasiewi-
cza.

Dlan > 1oraz i € {0,...,n — 1} przez J;(p) rozumiemy formule zdefinio-
wana w [48] taka, ze dla kazdego wartosciowania prawdziwosciowego h jezyka
w n-wartoSciowa matryce Lukasiewicza zachodzi:

WJi(p) =1 &  h(p) =+
oraz ) (25)
h(Ji(p)) =0 gdy h(p) # 5.

Ponadto, niech I; bedzie formula taka, ze odpowiadajaca jej unarna operacja
w matrycy Lukasiewicza spelnia:
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1, dlax> ni
Ii(z) =
0, dlaz< ni

Obie operacje (Ji oraz Ij) sa wzajemnie definiowalne:

o) = V@
Ji(x) = Ip(x) A —Ippr(x)
' dlia k<n i+1 (26)
Jn—1(z) = Io1(x)

Ponizej pokazujemy, ze spéjnik Iy jest definiowalny w matrycy Lukasiewicza
jedynie za pomocg — oraz —. Ponizsze twierdzenie jest adaptacja Lematu 7.
z [48].

Twierdzenie 2.2.2. Dla kazdego k € {0,1,...,n— 1} operacja Ij, jest definio-

walna w matrycy Lukasiewicza.

DowoD. Definiujemy operacje Hy(z) = -, Hip1 = @ — Hi(z). Nie jest trudne
wykazanie, ze H(x) = min{l, (1 — z) - t}.
Zatem H,,_1(z) = min{1, (1 —z) - (n— 1)} skad

1, dlaz<1
Hna(®) =9 dlaz=1
0, dlaz=1

Kladziemy I,,—i(z) = ~H,_1(x). Zalézmy, ze I, jest zdefiniowany dla ¢ > k.

Niech r bedzie najwieksza liczba naturalna spelniajaca H, (k_i) < 1 czyli

(1—E=1).4 < 1. Niech p bedzie liczba speliajaca Lo =(1—- k=), . Za-

n—1 n—1
16zmy nie wprost, ze p < k, czyli (1— k_l) r—l—# < L . Wtedy: (1— Z 1) r<
%,ku ELyp>1-5loraz1 > (1-£ )r+(1 E=Ly = (1-£21) (r+1);
sprzecznose.

Kladziemy Ij_1(z) = —I,(H,(z)).

Rozpatrzmy ciag r()wnowainoéci
I,(H(745))=0 wtw. H,.(-47) < 25 wtw. (1—-L5)-r < E5 wtw. (1--45)-r <

(1— =1y wtw. 1--4 < 1——Wtw k;—1<q.

n—1

Wynika z niego, ze Iy_1(z) =1 wtw. 2> =L oraz ;1 (z)=0 wtw. z< =1 B

Ji oraz I, sa zrelatywizowane do konkretnej matrycy Lukasiewicza (nie ist-
nieje bowiem formuta definiujacej obie funkcje J, w kazdej algebrze Fuka-
siewicza). Winny mieé zatem postaé JJ' oraz I, gdzie n jest moca matrycy
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Lukasiewicza, definiujacej dang logike. Jednakze bedziemy pomija¢ dodatkowe
oznaczenia, gdyz nie bedzie prowadzito to do niejednoznacznosci.
Zanotujemy bez dowodu nastepujacy lemat

Lemat 2.2.3. Nastepujgce schematy aksjomatow spelnione sq¢ w logice Luka-
stewicza t,, dla kazdego n > 1:

i) Ay = 0,0 N — 1
i) (p—¥) = ((p—=x) = (=P AX)

i) (p =) — (¥ —x) = (¢ — X))

’L"U) (90 —n—1 X) - ((w —n—1 X) - ((90 \ ’(/}) —n—1 X)))
v) (¢ —=n-1 (¥ = X)) = (¢ =n-19) = (¢ =n-1X))
) 'V )

vits) Ji(p) A (o) =L dlai <k

ir) (¢ — b)) — (Y — —p).

DowOD. Sprawdzenie sprowadza si¢ do prostych wyliczen. |

2.3 Logika K, zbazowana na logice t,

Zdefiniujmy K,, dla n > 1 jako najmniejsza logike:

(i) zbazowana na n-wartoSciowej logice Lukasiewicza (to znaczy zawierajaca
wszystkie podstawienia tez logiki t,,);

(ii) zamknieta na reguly:

Polézmy g, na oznaczenie relacji konsekwencji zdefiniowanej nastepujaco:

Ytk, ¢ wtw. istnieje dowdd formuly ¢ ze zbioru ¥ U K,

przy uzyciu reguly (MP). (2.7)

Przyjrzyjmy sie dokladniej przypadkowi, gdy n = 2. Stad, ze Jo(p) =
-p, Ji(p) = Ii(p) = p oraz Iy(p) = —p V p w dwuwartodciowej logice Luka-
siewicza (bedacej w rzeczywistosci logika klasyczna Cl), powyzsze aksjomaty
(poza tymi nie zawierajacymi parametru k) przyjmuja postaé
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(iii) (O<) ~Op — (O v OL), Op — (Op vOL).

Nietrudno zauwazyé, ze powyzsze schematy sa tezami zwyklej logiki K.
W konsekwencji mozemy zanotowaé¢ Ko = K.

Fakt 2.3.1. 7). O(p AY) — (e AOy), (O AOy) - O(p AY) € Ky;
it). Jesli bk, © —n_1 ¢, to bk, Op —,_1 0.

Dowop.

Ad i). Dowiedziemy prawdziwo$¢ jedynie pierwszego stwierdzenia (wykazanie
drugiego przebiega podobnie): z Lematu 2.2.3 i), oraz z (G), (K), (M P) otrzy-
mujemy: O(p A ) — Oy, O(p A) — Oy € K, ponadto z Lematu 2.2.3 ii)
wynika, ze O(p A ) — (Op AOY) € Ky;

Ad ii). Wynika z faktu, ze dla kazdego i € {1,...,n— 1} :

Fr, O(p —n—i ¥) = (Op — O(p —n—i—1 ¥)) oraz z Lematu 2.2.3 iii). ]

Rozwazmy klase MK struktur 9t nastepujacej postaci:
M = (W,R,V) gdzie W jest niepustym zbiorem R C W x W oraz V jest
odwzorowaniem V : W x £ — {0, ﬁ, R Z—j, 1} generowanym przez V|®
w nastepujacy sposéb:

V(w,—p) =1-=V(w,¢)
V(w, o — 1) =min{1,1 - V(w, ) + V(w,)}
V(w,Op) = A{V (v, ) : Rwv}.

Wbweczas:
V(wv © A ¢) = min{V(w, So)a V(w, 7721)}
V(w7 pV 1/)) = maX{V(w7 90)7 V(wa w)}
V(w,0p) = V{V(v,¢) : Rwv}.

Stosujac notacje wprowadzona w poprzednim rozdziale mozemy dwa ostatnie
punkty przeformutowaé¢ w nastepujacy sposob:

V(w,Op) = A V(v,0)
v€E R[w]
oraz (2.8)
V(w, Op) = \/ V(v, ).
vE R[w]

W powyzszych definicjach uzyliémy operacji kresu dolnego A oraz kresu gor-
nego \/. Bedziemy uzywaé wszelkich konsekwencji tego faktu, np. A @ = 1 stad,
ze 1 jest najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru pustego; dualnie — \/ ) = 0.



2.3. LOGIKA Ky ZBAZOWANA NA LOGICE ty 41
Klasa MK wyznacza relacje konsekwencji:

Y Emc e wtw.  dla dowolnego (W, R,V) € MK V(w, ) =1,
jesli tylko VyesV(w,9) =1 (2.9)
dla dowolnego w € W.

Stwierdzenie 2.3.2. i). Fyx ¢ =Fux Do, Ewx Ol — ) — (O — Oy);
ii). dla kaidego ¢ € Sb(Ln) : Fmx ¢; gdzie Sb(X) oznacza zbior podstawieri
w jezyk modalny, formul ze zbioru X;

iti). Fme Jo(Op) — Ol (),

). Evx Je(Op) = (0Jk(p) VOL) dlak € {0,...,n—1};

1)), lZMK Ol v-OdL.

Dowo6D. Pokazujemy jedynie punkt (i). Pozostale wymagaja jedynie prostych

przeliczen. Implikacja jest oczywista. Zalézmy, ze vk O(p — ) — (Op —
Ov). Tak wiec dla pewnego w € W :

V(w,0(p — ¢) = (Op — Oy)) < 1. (2.10)
7 definicji:
V(w,Op — Oy) < V(w,O(p — 1)), (2.11)

czyli

A Vo) + N V)< N minfl1- V() + Ve,d)}),

vER[w] vER(w) vER(w)
(2.12)
oraz:
- N\ Vo) + A\ V)< N\ 1=V, +V(ve). (213)
vER[w] vER(w) vER(w)

Wyprowadzamy zatem

1+ N\ V) <r< N\ 0-Vw,e)+Vy)+ A Vve), (2.14)
vER[w] vER(w) UER(w)

dla pewnego r € Q.

Istnieje wiec vg € R[w], spelniajacy 1+ V(vg, ) < r.
Ostatecznie:

14 V(vg, ) <7 <1—V(vg, )+ V(vo, ) + V(vo,p) (2.15)
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to znaczy

V(”O? 1/’) < V(”Oa 1/})7 (216)
co jest jawng sprzecznoscia. |

Stwierdzenie 2.3.3. MP jest requla Fyx, tzn. ¢, ¢ — ¥ Eux ¢ dla wszyst-
kich formul ¢, . |

Twierdzenie 2.3.4. (Twierdzenie o dedukcji dla K,,). L, bk, ¥ & Ytk
© —n-1 9.

Dow6D. Pokazujemy przez indukcje, ze jesli (x1, ..., xx) jest dowodem formutly
¥ ze zbioru XU{¢}, to dla kazdego i € {1, ..., k} istnieje dowdd formuly ¢ —,_1
X ze zbioru Y. Jedyny przypadek, ktéry rozpatrzymy, to ten kiedy istniejg
J,m<i spelniajace x; = Xm — Xi- Ale fakt ten wynika bezposrednio z punktu
v) Lematu 2.2.3. Ostatecznie zalozenie indukcyjne jest prawdziwe dla i. |

Lemat 2.3.5. Dia ¥ € RMax(tgk,): oV EX S pe X lub € X.

DowOD. Zaldézmy, ze Vi) € X oraz ¢, 1 ¢ 3. Niech y bedzie formuta wzgledem
ktérej X jest relatywnie maksymalna. Wtedy X, ¢ Fg, x, X,% Fx, x. Skad
YFk, ¢ =n-1X,¥ —n_1 X, co razem z Lematem 2.2.3 iv) daje ¥ Fg, x; czyli
sprzeczno$c. |

Lemat 2.3.6. Dia ¥ € RMax(Fk,), ¢ € Lo: istnieje dokladnie jeden i €
{0,1,...n — 1} taki, Ze J;(p) € X.
DowOD. Lemat jest konsekwencja Lematéw: 2.2.3 vi), vii) oraz 2.3.5. |

Dla ¥ € RMax(Fk, ) i formuly ¢ potézmy:

A(XZ, p) = ten i, dla ktérego zachodzi J;(p) € X. (2.17)

Jak ustalilismy (Lemat 2.3.6) A jest dobrze zdefiniowana funkcja. Definiuje-
my relacje binarng RT» C RMax(Fg, )% :

SRTT & dla kazdej formuly ¥ : \(Z, Oy) < A(T, ).

Lemat 2.3.7. Jesli ¥ € RMax(rg,) oraz O L& X, to dla kazdej formuly

o € Ly 0N, = {Ixsow@) : ¥ € Lo} U{Jxz,00) (@)} jest zbiorem nie-
sprzecznym.

Dowop. Zalézmy, ze O L¢ ¥ oraz 0%, Fx, L, to znaczy

{Ik1(01)7'-~qum(0m)7Jk(U)} l_KnJ- (218)

dla pewnych Ji, (Ooy), ..., Ik, (Oom), Jx(Oo) € 3. Latwo jest pokazaé (z po-
moca twierdzenia o dedukeji), ze:
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Py Te(@) A\ Tk, (03) =01 L (2.19)
i=1
co implikuje:
m
P, Je(0) = (= /\ In,(02)) (2.20)
i=1

(przypominamy, ze Jj, oraz Ij, za przeciwdziedzine maja zbidr {0,1} tak wiec
mozemy zastapi¢ —,_1 przez —)

m

P (N Tk, (05) = k(o) (2.21)
i=1
z Lematu 2.2.3 ix),
b, (O 7\ Iy, (0;)) — O-Jk (o) (2.22)
i=1
z (G), (K), (MP),
Fr, (7\ O, (o)) — O=Jk (o) (2.23)
i=1
z Faktu 2.3.1 1),
Yhk, (7\ Ji; (O0;)) — (O-Jk(o) A-OL) (2.24)
i=1
dzieki (Ek) i zalozeniom
Y kg, (7\ Jy; (Doy)) — =Jx(0o) (2.25)
i=1
z (Og).
Tak wiec ~J(Oo), Jp(Oo) € 3 — czyli sprzecznosé. |

Lemat 2.3.8. Dla ¥ € RMazx(Fk,): Jesli OX, C II € RMaz(Fk,), to
YR,

Dowop. Zalézmy, ze ¥ € RMax(Fk, ) oraz OX, C Il € RMaz(Fk, ). Wtedy
dla ¢y € Lo, A(Z,0¢) < A(I1,v), z Lematu 2.2.3 viii). |
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Lemat 2.3.9. (Lemat fundamentalny dla K, ).

Dla kazdego ¥ € RMaz(Fk, ), ¢, € L:

(7)) AZ, ) =1 =A%, )

( ) (Z 410/\1&) = min{)‘(z’¢>7)‘(sz)}

(V) AE, ¢ V) = max{ (3, @), (X, )}

(O ) A(E Op) = A{\I, ) : XRT*1T € RMax(Fg, )}

DowOD. Jedynym niebanalnym przypadkiem jest (). Jesli 1L e X, to z faktu
Fx, L— ¢ wynika

Fx, OL— Op oraz Oy € X. (2.26)
Z faktu, ze p—y,—_1J,—-1(p) jest regula t,,

Jn—1(0¢), J,—1(OL) € £ oraz A(X,0p) = A(E,0L)=n—1. (2.27)

Ostatecznie nie istnieje IT dla ktérego zachodzitoby SRT1I czyli A(X, Op) =
n—1=A0= A1, ) : XRT"II € RMax(Fg, )}
Zatézmy, ze O L¢g 3. Czeéé < jest wnioskiem z definicji R*». Pozostato nam do
wykazania >. Zalézmy, ze

A(Z,0p) < A{MIL ) : SR™ T € RMaz(k,, )} (2.28)

Tak wiec Ji(Op) € X dla jakiegos k < n — 1 oraz {x : OX, Fxk, x} Vk.
I11(p), z Lematu 2.3.7 oraz Lematu 2.2.3 viii). Na bazie lematu Lindenbauma
wnioskujemy, ze istnieje II € RMax(Fk,) taka, ze 0,38 C {x : O,% tk,
X} C I Z It 1(p). Lecz wtedy Lemat 2.3.8 implikuje SRT*1I oraz A(XZ,Oyp) =
AT, ); co jest niemozliwe. [ |

Twierdzenie 2.3.10. (Twierdzenie o przystosowaniu dla K,). Fk, CFEvx-

DowOD. Wynika z 2.3.2. |

Przez model kanoniczny dla g, rozumiemy strukture
K = ((RM&SE(}_K ) T’n) ({O, 71117 "’n 1’1}7\) VRMaz) gdzie VBRMaz _

)\|CI> 7 (to znaczy yEMaz (33 p) = )‘(Z’p) dla relatywnie maksymalnej > oraz
zmiennej zdaniowej p). Z lematu fundamentalnego dla K, V(%,p) = )‘(fo)

Twierdzenie 2.3.11. (Twierdzenie o petnosci dla K, ). FuxChk,, .

DowOD. Zalézmy, ze ¥ Hk, . Na mocy lematu Lindenbauma istnieje Xy €
RMazx(Fg, ) spelniajaca ¥ C ¥g i ¢ € Xg. Zatem dla kazdej ¢ € 3 prawda jest,
ze M(Xo,1) = n — 1 oraz A(Xg, ) # n — 1. Konsekwentnie VEMaz (34 4)) = 1
dla ¢ € ¥ i VEMaz(33, ) £ 1. Ostatecznie % FEme - |
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Korzystajac z twierdzenia o adekwatnosci dla K,, latwo jest dowie$é¢ uzy-
teczny:

Fakt 2.3.12. Dla kazdej formuly modalnej o(p1, ... Dm,q1,y---,qi,7):

Jesli b ®, to '_K'n, ‘p(Jkl (¢1)» ) ka (me); Il1 (¢m+1)» s 7Ili (meri)v J—)
dla dowolnych formul 1, ..., my; oraz ki, ... km,l1,...,; €{0,...,n—1}.

DowOD. Przez kontrapozycje

|7(Kn @(Jkl (7/11), [ ka (wm)v Ill (wval)a s Ili (’l/}m+i)v J—) (229)

7 twierdzenia o pelnosci:

%M,’f (S (V1) -5 Ty (m), Iy (Pmg1), - - Ty (Ymsi), L), (2.30)

to znaczy dla pewnych
(W,R,V)e MK weW:

V(w» SD(JIM (wl)v RN ka (¢m)vjll (merl)v s VIli (¢m+i)a J—)) 7é L. (2'31)

Zdefiniujmy dwuwartos$ciowa waluacje V' dla (W, R):

V'(v,pj) =V (v, Jx,(¢;5)) dla 1<j<m
V'(v,q5) =V (v, I, (Om+;)) da 1<j<i
V' (w,r):=0 (2.32)
oraz

V'(v, s) := dowolne w pozostalych przypadkach.

Jasne jest, ze w klasycznym modelu Kripkego zachodzi V'(w, @) = 0, czyli
poshugujac sie twierdzeniem o przystosowaniu dla K otrzymujemy Hk . |

UWAGA. Rozpatrzmy zbiér K/, generowany przez Sb(t,,)U{(K), (L), (MP),
(G)}, i konsekwencje -/, okreslona w nastepujacy sposéb: ¥ H ¢ wtw. istnieje
dowéd ¢ ze zbioru ¥ U K], z uzyciem (M P).

Mozna wykazaé, ze F, jest tozsama z semantyczna konsekwencja !, réz-
niaca sie od [k, tym jedynie, ze wartoSciowanie rozszerza sie w podobny sposéb
jak w [39], to znaczy

V" (w,0p) = 1 wtw., gdy
V" (v, ) =1 dla kazdego v € R[w] (2.33)
oraz = (0 w przeciwnym przypadku.

PRZYKEAD. Stad, ze w trojwartosciowej logice Lukasiewicza Jy(v),J1(¢),J2(p)
moga by¢ zdefiniowane w nastepujacy sposéb —p A =(¢ < ), ¢ < - oraz
© A= (p < —p) odpowiednio, tak wiec K3 jest aksjomatyzowalny poprzez zbidr:

(@) o — (v — )
(i) (p — ) = (¥ — x) = (¢ — X))
(#11) (—p — =) — (Y — )



46 ROZDZIAL 2. LOGIKI MODALNE OPARTE O...
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2) Op A =(0p < =0p) — O(p A =(p < =¢))

Og) (0 A =(0p < =Op)) — O((me A =(p < —~p)) vO 1)
D(p — ﬁD(p) — ((}(gp s ﬁ(p) \VAR L),

Op A =(0p < =0p)) = O((p A =(p < —p)) vO 1)
1)0Lv-0L.

Aksjomaty (i)-(iv) razem z (MP) tworza baze dedukcyjna dla tréjwartoscio-
wej logiki Lukasiewicza (poréwnaj [50] lub [48]).

2.4 Logiki KD,,T,, K4,, KB,

Podobnie jak w przypadku dwuwartodciowym mozemy ograniczy¢ klase struk-
tur relacyjnych, by otrzymaé nowe wersje modalnych skoficzenie wartosciowych
logik Y.ukasiewicza. Na przyktad, jesli do K, dodamy grupe aksjomatéw:

(Dg) Jp(Ogp) — OJr(p) dla kazdego k € {0,1,...,n— 1} (2.34)

otrzymujemy aksjomatyzacje logiki zdeterminowanej przez klase n-wartosciowych
modeli Kripkego MP | w ktérych relacja osiagalnoéci jest serialna, tzn. R spelnia
formute pierwszego rzedu V3, Rxy.

PRzYKEAD. Gdy n = 2 schemat (Dg) przyjmuje posta¢ Oy — Q- (czyli
jest wyprowadzalny w K) natomiast (Dq) = Op — Oy, tak wiec w rzeczywi-
stodei jest to aksjomat logiki modalnej (D), stad KDy = KD.

W przypadku gdy n = 3 (Dg), (D1) oraz (D3) moga zosta¢ wypisane jak
ponizej:

(Do) —Up A =0p < =Op) = O(=p A =(p < ~p))
(D1) (B < —Op) = O(p < —p) (2.35)
(D2) OpA=(Op < —0Op) = O(p A =(p < —p)).

Twierdzenie 2.4.1. (Twierdzenie o adekwatnosci dla KDy,). Fxp,=Fwp-

Dowo6D. By wykazaé twierdzenie o przystosowaniu wystarczy sprawdzié, ze dla
kazdego modelu z klasy MP speniony jest aksjomat Dy.

Pobiezna analiza Lematu 2.3.7 pozwala wywnioskowaé, ze dla zbioru formut
Y € RMax(Fkp, ) zbiér O%,, jest niesprzeczny. W nawigzaniu do Lematu 2.3.8
otrzymujemy, ze dla kazdej ¥ € RMax(Fkp,) istnieje relatywnie maksymalna
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II taka, ze YREP~II. W Lemacie 2.3.9 (warunek (0J)) nie rozpatrujemy przy-
padku gdy O Le X. Ostatecznie, zostal okreslony model kanoniczny dla Fxp,
z serialng relacja osiagalno$ci. |

Stosunkowo tatwo jest sprawdzi¢, ze formuly (Og) oraz (L) nie sa niezalezne
w logice K D,,. Co wiecej, formula 0L implikuje sprzecznosé, skad -0 Le K D,,.

Przez T, model rozumiemy dowolny n-wartoéciowy model, gdzie relacja
osiggalnoéci jest zwrotna (¥, Rzz). Klasa M, wszystkich T,-modeli wyznacza
konsekwencje =yt na jezyku Le. Potézmy T, = Ky, + (To) + (T1) +. ..+ (Tn-1)
gdzie (Ty) I (O¢) — Ir(p).

Twierdzenie 2.4.2. (Twierdzenie o adekwatnosci dla Ty, ). -1, =Fur-

Dow6p. Dla dowiedzenia pelnosci wystarczy pokazaé, ze R™ jest zwrotna. B
Przez 4,-model rozumiemy n-wartosciowy model z przechodnia relacja osia-
galnoéci — V. (Rxy A Ryz — Ruxz). Klasa M} wszystkich 4,-modeli definiuje
semantycznie relacj¢ konsekwencji Fye. Potézmy K4, = Kp+(41)+...+(4n-1)

gdzie
(4%) 1x(O¢) — I, (O0yp). (2.36)

Twierdzenie 2.4.3. (Twierdzenie o adekwatnosci dla K4,). -4, =Fp: . B

Przez B,-model bedziemy rozumieé¢ n-warto$ciowy model Kripkego z syme-

tryczna relacja osiagalnogci. Klasa MB wszystkich B,-modeli determinuje relacje
konsekwencji [Fys. Kladziemy KB, = K, + (B) gdzie

(B) ¢ — O0C¢. (2.37)
Twierdzenie 2.4.4. (Twierdzenie o adekwatnosci dla KB,,). Fxp,=Fys . B

Zbiér rozpatrywanych do tej pory wielowarto$ciowych logik modalnych mo-
zemy ustrukturyzowac¢ w postaci kraty (dla kazdego n > 1):

S5, = KTB4,

S4, = KT4, TB,
K D4,5 KDB,
K4, KD,/ KB,

K, Diag. 1
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Kazda z logik bedaca kompozycja logik podstawowych, posiada semantyke
bedaca teoriomnogos$ciowym przecigciem odpowiednich klas modeli. Na przy-
ktad KDB,, moze by¢ zdefiniowana przez klase n-wartosciowych modeli Krip-
kego, ktérych relacja jest serialna i symetryczna (czyli jak w klasycznej, dwu-
wartosciowej logice modalnej).

2.5 Skonczenie wartosciowa logika Yukasiewicza
Den,

Powiemy, ze relacja binarna R C W x W jest gesta wtw., gdy zachodzi V, , (Rxy
— 3,(Rzz A Rzy)). Potézmy MPe" na oznaczenie klasy n-wartosciowych modeli
Kripkego z gesta relacja osiagalnosci. Definiujemy logike K Den,, = K + (Den)
gdzie

(Den) OOp — Oep. (2.38)

Twierdzenie 2.5.1. (Twierdzenie o adekwatnodci dla K Deny ). Fk pen,, =Fmpen -

Dow6D. Pokazujemy, ze dla X, 11 € RMaz (- pen, ), jeéli SREPn 11 istnieje
I' € RMax(Fkpen, ) spetniajaca: YREPern PREDena [ W tym celu wykazuje-
my najpierw, ze zbior

I ={Iu(p) : Je(Op) € B} U{OJi(p) : Ju(p) € 11} (2.39)
jest -k pen,, -niesprzeczny.

Zalézmy nie wprost, ze L da sie w logice Fx pen, Wyprowadzi¢ z I'*. Tak

wiec z faktu, ze Fx = A Op; — =0 A p; oraz Faktu 2.3.12
j=1 j=1

Fipen, \ In.(01) = =0 N\ T, (%) (2.40)
i=1 j=1
dla jakichs
Jo,(Opi) € X (i=1,...,my) oraz Jy;(¢;) €I (j=1,...,m). (2.41)

7 aksjomatéw dla K,, Faktu 2.3.12 oraz Ek otrzymujemy:

S Fkpen, 00 N\ T, (¥;). (2.42)
J=1
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Z definicji ¢:

m
S Fpen, O0= N Ji, (). (2.43)
j=1
Z Faktu 2.3.12 otrzymujemy:
m m
l_KDenn - /\ Jlj (%) - 'rL—l(ﬂ /\ Jlj (%)) (244)
j=1 j=1
(Den) oraz (2.43) implikuja
Y bk Den,, 0- /\ Iy, (1;). (2.45)
j=1
Zatem, korzystajac z (2.44) ¥ Fxpen, Jn—1(0- A\ Ji,(¢;)) i ostatecznie
j=1
m
Ik pen,, Jn1(= /\ 1, (1)) (2.46)

1

J

sprzecznos$é (2.41) i (2.46).
WykazaliSmy wiec, ze zbior formut T'* jest niesprzeczny, zatem dla jakiech$

I' € RMax(Fxpen, ): T* CT. Oczywiste jest, ze YREDem T,

Jedyna rzecz, jaka pozostala do wykazania, to

[REDenaTq, (2.47)

Zalézmy, ze przeciwnie non-I'REP 11, czyli ze istnieje formula ¢, taka ze
AT, Op) > ML, ), to znaczy J,,,(Op) € I, Ji(p) € II dla jakiego$ k < m oraz

z definicji (2.39) OJr(p) € I'* CT.
Jednak, tatwo zauwazy¢, ze Fx, Jn(Op) A OJk(p) —L — sprzecznosé.

2.6 Pozostale wielowartosciowe logiki

Yukasiewicza:
KD, , KDC,,T 4 KB/ K5,

W ponizszej tabeli umiesciliSmy logike stowarzyszona z odpowiednim warunkiem
na relacje w taki sposéb, ze klasa modeli Kripkego spelniajacych ten warunek

definiuje relacje konsekwencji wyznaczona przez te logike.
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aksjomaty warunek I-rzedu nazwa
(D;.) O(Jx(Op) — OJk(p)) Ve (Rxy — 3, Ryz) prawie serialna
(DC) Op — Oy Vo2 (Rzy AN Rz —y = 2) funkcyjna
(Ty) OIx(B¢) — I(v)) Va,y(Rxy — Ryy) prawie zwrotna
4/ O (Op) — I, (OO V. (Rzy — prawie
(4% ® @ w(Ray
Voo (Ryu A Ruv — Ryv)) przechodnia
(B/) O(e — O0w) Vz,y(ny — prawie
V.(Ryz — Rzy)) symetryczna
(5") O — OO Va2 (Rzy A Rz — Ryz) euklidesowa

n? n n?
tak wiec dla celéw demonstracyjnych wybraliémy jedna z nich.

Dowody o adekwatnosci dla logik K D), T}, 4, KB sa niemal identyczne,

Twierdzenie 2.6.1. (Twierdzenie o adekwatnosci dla K4;,). Frar =y .

Dowo6D. Czesé (C) wymaga jedynie prostego sprawdzenia, ze aksjomat (47))
jest prawdziwy w kazdym modelu prawie przechodnim.

Dla dowiedzenia pelnosci pokazemy, ze RE4 jest prawie przechodnia.
Zalbézmy, ze / ) )
SREGIRKATRE A, (2.48)

Musimy wykazaé, ze

MREA. (2.49)
Z (4},) oraz 2.3.12 otrzymujemy

I:(Dp) — I,(00yp) € 11 (2.50)

Zalézmy, ze non —IIRK 40 A oraz zanotujmy nastepujace fakty (dla dowolnej
formuly ):

AL O¢) < AL, 9); (2.51)

AT, ) < A(A, ). (2.52)

Istnieje zatem formula ¢ taka, ze M(A,p)<A(I1,0y), tzn. Ji (@) €A, Jm (Op)e
IT oraz k < m. I, (O0¢p) € I z (2.50) a na mocy (2.51) otrzymujemy I,,(Cyp) €
I'. Tak wiec dla pewnego I > 0: J,1(0¢) € T.
Nastepnie z (2.52) uzyskujemy m + 1 = AT, O¢) < A(A,p) = k — co stanowi
jawna sprzecznosc. |
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2.7 Krata wielowartosciowych logik modalnych
Yukasiewicza

Dla kazdej z rozpatrywanych logik Lukasiewicza A, polézmy || A, ||= A2 (na
przyklad || S4,, ||= S4). Zatem || A,, || jest dobrze znana dwuwartosciowq logika
modalna (ktéra mozna uzyskaé poprzez dodanie wszystkich aksjomatéw logiki
klasycznej).

Tloé¢ logik, ktére powstaja z powyzszych poprzez kombinacje wynosi, mniej wie-
cej 200 (dla kazdego n > 1). Niech A,, oznacza zbidr ich wszystkich dla ustalo-
nego n, tak wiec

An = (2.53)
{(KAy ... Ap)n i A, ..., A €4{D,T,4,B,Den, D', DC,T",4', B’ ,5'}} ’
(naturalnie, pewne z tych logik maja nieregularna notacje, na przyklad pisze-
my S4, raczej niz (KT4),). Latwo jest sprawdzi¢, ze (A,,C) tworzy ograni-
czong krate z elementami: najmniejszym i najwiekszym (odpowiednio K, oraz
(855’ Den(DC)),, = TR, ') dla kazdego n > 1.

Co wiecej, znany wynik A. Lindenbauma dotyczacy skonczenie wartoscio-
wych logik Lukasiewicza (Twierdzenie 9, [48]), przenosi si¢ na wielowarto$ciowe
logiki modalne:

Twierdzenie 2.7.1. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) n— 1 dzieli m — 1;

(i) dla kazdego A € Ag :Fp, Cha;

(1i1) istnieje A € Ay taki, zebp, Cha,, .

Dowop. ((i)=-(ii)) Zalézmy, ze n — 1|m — 1 oraz X t/a, ¢; znaczy to, ze dla
pewnej klasy modeli tworzacych semantyke dla A, — X [~ . Dla pewnego
takiego modelu (W, R),V) — VyexV(w,v¢) = 1 oraz V(w,p) # 1. Jednakze
kazde warto$ciowanie w n-wartosciowej matrycy Lukasiewicza jest jednoczeénie
warto§ciowaniem w m-wartosciowej matrycy. Tak wige X f=p,, @ oraz X i/, .
((ii)=-(iii)) Wynika z faktu, ze Ag # 0.

((iii)=-(1)) Jesli n — 1 fm — 1, to istnieje formula ¢ oraz zbiér formul nieza-
wierajacych sp6jnikéw modalnych 3 taki, ze: ¥ k¢ o oraz ¥ t/y, ¢ (patrz na
przyklad [48]). Skad istnieje wartosciowanie h w n-wartosciowej matrycy Luka-
siewicza: h[X] =11 h(p) # 1. Dla kazdej logiki ze zbioru A,,, ({w}, {(w,w)},
V") jest modelem falsyfikujacym ¢, gdzie V"(w,p) = h(p) dla kazdej zmienne;
zdaniowej p. |

TR, jest n-wartosciowa logika trywialng identyczna z T, z dodanym aksjomatem
(TR) ¢ — . Semantycznie moze by¢ zdefiniowana przez klase modeli, ktérych relacja
osiggalnosci jest identyczno$cia na zbiorze $wiatéw.
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o0
Twierdzenie 2.7.2. (|J A,, C) jest kratg o nastepujgcych wlasnodciach:
=2

n=

e S5+ DC jest jej elementem najwiekszym (tak zwana logika trywialna),

o0
e dla dowolnego niepustego zbioru istnieje element najwiekszy w { |J An, C )
n=2

dany wzorem

sup{An, k €N} = (sup{ll Au, [l:k € ND)uyoipee (254)
gdzie (ng — 1)ren oznacza najwickszy wspdlny dzielnik liczb ny, — 1, k =
1,2,..., asup kres gorny w kracie Ao,

o inf{An, Any}t = (If{|] Any [L 1] Ay D —1im0—2) (2.55)

tutaj [,] oznacza najmniejszq wspolng wielokrotnos$é, zas inf jest liczony w As,

o jesli dla ciggu {k; — 1}ien istnieje nagmniejsza wspdlna wielokrotnosé, to
inf{A,, : k € N} jest okreslony oraz

inf{An, : k € N} = (inf{|| An, ||: k € N}), (2.56)

ng—1lken-

2.8 Warunki specjalne dla skonczenie
wartosciowych logik Yukasiewicza

By uzyskaé korzysci z rozszerzenia zbioru wartosci logicznych, mozemy rozpa-
trywaé niestandardowe warunki naktadane na klasy modeli. Na przyktad niech
MRV bedzie klasa modeli M gdzie, V™' ma nastepujaca wladciwosé:

dla kazdej zmiennej zdaniowej p oraz punktéw w,v € /IM/

1
5 | (2.57)
Co taki warunek moze oznacza¢? My proponujemy nastepujaca ,temporal-
ng” interpretacje — dla kazdego punktu w przyszlosci (nastepniku ze wzgledu
na relacje R) — stopien niepewnosci co do wartosci logicznej jest przynajmniej
nie mniejszy niz teraz” (w poprzedniku ze wzgledu na R). Mozemy fakt ten
rozpatrywaé jako wzrastajaca entropie ze wzgledu na R. Latwo jest zauwazy¢,
ze dla kazdej formuly ¢ nalezacej do (—, A, V)-reduktu jezyka, zachodzi fakt:

(RU) Rwv = |V (v,p) — %| < |V(w,p) —

(RU) Ruw = |V (v, ) — %| < |V(w, ) %|. (2.58)

Jednakze nie mozemy tej wlasnosci rozszerzy¢ na caly jezyk, o czym moze
Swiadczy¢ nastepujacy przyklad:
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V(v,p)=3,V(v,q) =5, V(v,p—q) =1
R

V(w,p)=1,V(w,q) = 3,V(w,p—q) =3
Fig. 3

Co wigcej, jesli R[v] = 0, to V(w,0p) = & < 1 = V(v,0p). Lecz nie jest

trudno zauwazy¢, ze warunek R[w] # ) dla kazdego w € W pozwala na rozcia-
gniecie (RU) na formuly zawierajace operatory modalne (jednak nadal bez —).
Zauwazmy, ze w kazdym dwuwarto$ciowym modelu warunek (RU) zachodzi,
tak wiec FEyru=f=ux-

Rozpatrzmy zbioér aksjomatow:

(RU)k  (Ik(p) A ~In—r41(p)) — OUk(p) A ~Ln—r41(p)

+(In—p41(p) A =Ii(p) = O(Tn—g41(p) A ~Lk(p)), (2.59)
gdzie p oznacza dowolna zmienna zdaniowa.
Polézmy
KRUn = Kn + ni(RU)b (2.60)
i=0

Twierdzenie 2.8.1. (Adekwatnosé dla KRU, ). Fxru, =Fmru.

DowOD. Dowdd twierdzenia o przystosowaniu pozostawiamy Czytelnikowi.

Potézmy
6(k7p) = Ik(p> A% nkarl(p)‘ (261>

Zalézmy, ze

YREV-TI. (2.62)

Rozpatrzymy jedynie przypadek, gdy A(X,p) < %, to jak tatwo spraw-
dzi¢ B(\(Z,p),p) € X. Natychmiast otrzymujemy OB(A(X,p),p) € X oraz
B(AN(Z,p),p) € II. Zatem

Insp) () A = L-azp)+1(p) € 11 (2.63)
7 powyzszego tatwo stwierdzi¢, ze:

AL p) € [A(E, p),n = A(Z, p)]. (2.64)
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Fatwo jest wykazaé, ze

k 1 k 1 k 1
1

_ TR _Lz _ 2. 2.65
| n—1 2‘ | n—1 2| |n —1 2‘ ( )
W przypadku, gdy LS}{’ ) %, mamy Lff_’f ) )‘flri’f ) < %, a zatem \%ﬁf )
;| < |>\(27p) _1
21 S It 2l
Jesli zas L < AULR) g,
AILp) 1
1-— —. 2.66
n—1 < 2 ( )
Z powyzszego 1 (2.64) otrzymujemy
A2, p) AMILp) 1
< - —. 2.67
n—1 n—1 < 2 ( )
Wowezas z (2.65) mamy
AILp) 1. AE,p) 1
—=| < |—=— <. 2.68
= =1 3/ <l =7 3 (2.68)
n

2.9 Filtracja w skonczenie wartosciowych
logikach Y.ukasiewicza

Filtracja ([4] §2.3) jest technika pokazywania rozstrzygalnosci dla danej logiki.
Zastosujemy ja w tym wlasnie celu dla wszystkich logik prezentowanych w tym
rozdziale. Zaczniemy od definicji podstawowych pojeé¢ bedacych uogdlnieniami
pojeé znanych z dwuwartoSciowej logiki modalnej (lub by by¢ bardziej precy-
zyjnym — znanych z teorii dwuwarto$ciowych modeli Kripkego).

Definicja 2.9.1. Niech ¥ bedzie zbiorem formul zamknietym na podformuly,
M = (W, R, V) natomiast, n-wartosciowym modelem Kripkego. Definiujemy re-
lacje rownowaznoéci na zbiorze W :

w ey v & VoenV(w, ) =V (v, @). (2.69)

Oznaczmy przez [wly lub [w] klase abstrakcji zawierajgcq punkt w € W,
a wyznaczong przez relacje réwnowainosci e~y Poldimy Wy == W/ .,.
Niech img = (W RS, V) bedzie modelem, ktéry nie musi byé jednoznacznie
wyznaczony, spelniajgcym :
(Z) Wf = WE,‘
(ii) R [w][v] jesli Rwv;
(iii) Yopes (R fullv] = V(v,¢) < V(w,09));
(iv) dla kazdej zmiennej zdaniowej p € ¥ : VI ([w],p) = V(w,p).

smg nazwiemy filtracja I przez 3.
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Fakt 2.9.2. Dla kazdego zbioru formul zamknietego na podformuiy, dowolnego
n-warto$ciowego modelu Kripkego M = (W, R,V): jesli imz jest filtracjg M
przez ¥, to |Wx| < nl¥l.

DowéD. Zdefiniujmy g : Wy, — {0,1,...,n — 1}* w nastepujacy sposéb:
g([w])(p) = V(w,p) - (n — 1). Nie powinno stanowi¢ trudnosci wykazanie, ze
g jest iniekcja. |

Twierdzenie 2.9.3. Dla kazdej filtracji Dﬁé = (Wg, Rf, V1) — dla dowolnej
formuly ¢ € X :

V(w, @) = VI ([w],¢), dla kaidego w € W. (2.70)

DowOD. Przez indukcje wzgledem budowy formutly .

Dla p € ®, nasze stwierdzenie wynika bezposrednio z czwartego warunku filtra-
cji.

Dla spéjnikéw booleowskich dowdd jest standardowy.

Niech zatem ¢ = (1. Z zalozenia oraz zalozenia indukcyjnego oraz trzeciego
warunku filtracji otrzymujemy:

Viw,ov)=\/ V(v Vo V(le) = VI ([w), 0v).  (2.71)
vER(w) [U]ERf([w])
Podobnie, jesli RY [w][v], to VI ([v],%) = V(v,9) < V(w, Ov)), tak wiec
Vo V(] 9) < V(w, 0p). ]

[vl€R/ ([w])

Powiemy, ze n-wartoSciowa logika A ma wlasnosé skonczonego mode-
lu (finite model property) ze wzgledu na klase modeli M wtw., gdy dla kazdej
formuty ¢

jesli ¢ € A, to istnieje (W, R, V) € M

takie, ze |W| < g oraz V(w, ) < 1 dla pewnego w € W. (2.72)

Powiemy po prostu, ze n-wartosciowa logika A ma wtasnoéé skonczonego
modelu wtw., gdy A ma wlasnos¢ skonczonego modelu ze wzgledu na jakas
klase modeli M.

Twierdzenie 2.9.4. K,, ma wlasnosé¢ skorczonego modelu ze wzgledu na MX.

DowéD. Zalézmy, ze ¢ € K, czyli ze istnieje M = (W, R,V) € ME oraz
w € W takie, ze - V(w,p) < 1. Nawiazujac do Faktu 2.9.2 oraz Twierdzenia
2.9.3 wystarczy pokazaé, ze istnieje filtracja modelu 9 przez

{¢} = {¢ : ¥ jest podformuly p}. (2.73)
Potézmy

R*[w][v] wtw. istnieja wy € [w],v1 € [v] takie, ze Rwjvs. (2.74)
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Zalézmy, ze R®[w][v], czyli zgodnie (2.74) dla pewnych wq,v1 € W zachodzi
W oAy oy W1, U ey U1 014z Rwqvs.

Niech O € {}. Wtedy V (v, ) = V(v1,%) < Vw1, 0¢) =V (w, 0¢).
Dowiedzenie drugiego warunku filtracji nie powinno nastreczaé¢ zadnych trud-
nosci. ]

Twierdzenie 2.9.5. Dla kazdego n > 1, K, jest rozstrzygalna.

Dow&D. Zgodnie z Twierdzeniem 2.9.4, Faktem 2.9.2 oraz Twierdzeniem 2.9.3
nlledl
wystarczy sprawdzié, czy ¢ jest prawdziwaw > 28" - elementowej klasie struk-
i=1
tur relacyjnych (z dokladnoscia do izomorfizmu). |

Twierdzenie 2.9.6. T, ma wlasnosé skoriczonego modelu ze wzgledu na M.
Dowo6D. Pokazujemy, ze jesli M = (W, R,V) € M, to relacja osiagalnodci
zdefiniowana przez warunek:

R [w][v] wtw. YypesV (v,9) < V(w, () (2.75)

jest zwrotna oraz Dﬁé = (W, R, V) jest filtracja dla kazdego skorczonego
zbioru zamknietego na podformuty.

Warunki drugi i trzeci z definicji filtracji naturalnie zachodza. Zatézmy, ze ¢ €
Ly. Wtedy V(w,¥) < V(w,0v) stad, ze v — O € T, (co latwo dowiesé
w oparciu o Twierdzenie o adekwatnosci dla b7, ). Ostatecznie Rf [w][w]. ]

Twierdzenie 2.9.7. T, jest rozstrzygalna dla kazdego n > 2.

DowOD. Wynika z 2.9.6. |

Twierdzenie 2.9.8. KD, ma wlasnosé¢ skonczonego modelu.

DowOD. Niech gy ¢ dla pewnego MM € MP. Definiujemy R/ [w][v] w taki sam
spos6b jak (2.74). Niech [w] € Wiy Wtedy istnieje v € R[w] oraz Rf[w][v]

zgodnie z oczywistym faktem, ze (Wm, RS, V1) jest filtracja. |
Twierdzenie 2.9.9. KD, jest rozstrzygalna dla kaidego n > 2. |

Twierdzenie 2.9.10. B,, ma wlasnosé¢ skoriczonego modelu ze wzgledu na ME.

Dow6D. Wystarczy pokazaé, ze konstrukcja prezentowana powyzej zachowuje
symetrie. |

Twierdzenie 2.9.11. B,, jest rozstrzygalna dla kazdego n > 2. |
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Pozostawiamy bez dowodu garé¢ twierdzen dotyczacych rozstrzygalnosci:

Twierdzenie 2.9.12. K4,, ma wlasnos¢ skoriczonego modelu ze wzgledu na
MK4, [ |

Twierdzenie 2.9.13. Dla dowolnego n > 1 logika K4, jest rozstrzygalna. W

Twierdzenie 2.9.14. Dla kazdegon > 2,A € A, A ma wlasnosé skornczonego
modelu 1 jest rozstrzygalna. |
Twierdzenie 2.9.15. Dla kazdego n > 2, KRU, ma wlasnosé¢ skonczonego
modelu ze wzgledu na MRY.
DowOD. Zalézmy, ze Vxru, ¢, to znaczy:

Fmy ¢ oraz VP (w, ) < 1 (2.76)

dla pewnego 9 = (W, R, V™) € MRY w, € W.
Niech R/ bedzie relacja binarng zdefiniowana poprzez warunek (2.74). Oczywi-

$cie 9)?{7} = (WS, Rf, V') tworzy filtracje. Mamy pokazaé, ze 93?{7} € MRU,

Zatézmy, ze RY[w][v] oraz \% i < |7p) 1]. Zgodnie z definicja
R dla jakich$ wg € [w],vo € [v] zachodzi Rwguvg.

Jednakze jest to niemozliwe, na podstawie faktu, ze R spelnia (RU). |
Twierdzenie 2.9.16. Dia kazdego n > 2 K RU,, jest rozstrzygalna. |

2.10 Obliczanie ilosci relacji przechodnich

Postugujac sie filtracja jako metoda rozstrzygalnosci, konieczne jest wskazanie
funkcji pozwalajacej na obliczenie ilosci modeli o zadanych wtasnoéciach. Przy
okazji chcielibyémy przedstawi¢ metody to umozliwiajace.
W tym paragrafie przyjrzymy sie modelom przechodnim.

Obliczanie iloSci relacji przechodnich na zbiorze n-elementowym (oznaczmy
te liczbe przez tr,) bylo rozpatrywane w literaturze (zobacz na przyklad [43]).
tr, jest wyrazalne za pomoca liczby p, — czeSciowych porzadkéw na zbiorze
n - elementowym.

Niech |n] oznacza najwieksza liczbe naturalna nie wieksza niz n oraz {Z}
druga liczbe Stirlinga, to jest liczbe podzialu zbioru n-elementowego na
k niepustych podzbioréw (poréwnaj [19] Rozdzial 6.). Jak latwo pokazaé, a
jest wartoscig i-cyfry liczby m w jej rozwinieciu binarnym (liczac od zera, to jest
dla liczby zapisanej w postaci agag—_1 ...ajag, gdzie a; € {0,1} dla 0 < i < k).
Zanotujmy:

Lemat 2.10.1. [2/] Dla dowolnej liczby naturalnej n:
pn =

n —1n—1 n—1

2 H [ (T (1= a7 s )( 1:[ (=23 ony (L= 20iy,)]

m=0 =0 7=0

(2.77)

gdzie z* = [27'm| — 2[27"" m | oraz
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Zak n)pe, (2.78)

k
gdzie a(n) = z:o M{:} [ |
5=
Kazda relacja binarna R na zbiorze n-elementowym {z1,...,z,} moze byé

przedstawiona jako liczba naturalna [(R) z przedziatu [0, 2"2). Liczba [(R) ma
rozwiniecie binarne a,2a,2_1 ...a1, ktére mozemy przedstawi¢ w macierzy

ay as e ap
A — An+1 Ap4-2 cev Op4n (279)
An.(n—1)4+1  Gn.(n—-1)42 --- an2
w ktorej
1, gdy Rx;x;

Aij =
0, w przeciwnym przypadku.

Jedli interesuje nas wylacznie ilo$é relacji przechodnich tr(n), mozemy ja
wyliczy¢ bez odwolywania sie do cze$ciowego porzadku p,:

i 1:[ 1:[ Tt Tnpr (1 — T (2.80)

m=0

n':]|

Jesli nie potrzebujemy wzoru, mozemy postuzy¢ sie algorytmem wyliczania
tr(n).

Niech R C {eg, e1,...,en—1}x{to,t1,...,tk—1} bedzie relacja binarna. Wéw-
czas R mozna przedstawi¢ w postaci macierzy o wymiarach n x k:

0,0 o1 ... Tok-1
X X e X _
M(R)= | "M b Lk (2.81)
Tn—1,0 Tn-1,1 -+ TLTp—1k-1

gdzie x; ; =1 dla Re;t; oraz x; ; = 0 w przeciwnym przypadku.

Dla dwéch macierzy A = [a; jli<m,j<n, B = [bi jli<n,j<i kladziemy A -B =
[Cr.s)r<m,s<hks 8dzie ¢ s = maxigicn{min{a,, b, s}} lub stosujac inna notacje

n
Cr.s = V (ar,l A bl,s)~
=0
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Poczynimy jeszcze jedna uwage dotyczaca notacji — dla kazdej macierzy A =
[@;,5)i<m,j<n kladziemy A, ; = a; ;.
Pozostawiamy bez dowodu standardowy (- oznacza mnozenie macierzy):
Fakt 2.10.2. Dla kazdego RC Ax B,SC BxC
M(RoS)=M(R)-M(S). (2.82)
|
Whioskujemy zatem, ze R C {eg,e1,...,e,_1}° jest przechodnia wtw., gdy

M(R) - M(R) < M(R) gdzie [a; jli<m.j<n < [bijli<m,j<n Oznacza, ze dla kaz-
dego 1< m,j <n Qj, 5 < bi,j.

Dla kazdej z liczb x = 0,1,. .., o’ 1 sprawdzamy, czy M X (z)- M X (z) <
MX (z), gdzie MX (x) = [¢; ;]0,<i,j<n—1. Wartosci macierzy M X (z) wyliczamy
ze wzoru ¢; j = (27 M+ g — g 2= (niHs) =1y






Rozdziat 3

O pewnych zastosowaniach
wielowartosciowych logik
Fukasiewicza

W tym rozdziale oméwimy dwa zagadnienia dotyczace wielowartoéciowych lo-
gik modalnych tukasiewicza. Z jednej strony przedstawimy wielowartosciows
wersje tak zwanej logiki PDL (od propositional dynamic logic), bedacej logi-
ka multimodalna, w zamierzeniach opisujacej dzialanie komputera (wykonanie
deterministycznego lub niedeterministycznego programu). Z drugiej strony chce-
my pokazaé, jakie istotne zwiazki lacza pewna trojwartosciowa logike modalna
F.ukasiewicza z logika Nelsona.

3.1 Klasyczna PDL

Sygnatura dla PDL wyznaczona jest przez zbiér programéw atomowych
AtomPr (zakladamy, ze AtomPr jest przeliczalnie nieskoniczonym zbiorem).
Zbior 11 jest generowany przez reguly:

mi=a € A|lmy Umg|my; mo|m*. (3.1)

Definicja 3.1.1. Przez regularna strukture relacyjna dla PDL bedziemy
rozumiel strukture relacyjng § = (W, Ry )ren spelniajgcq:

L4 R‘IT1U7T2 = Rﬂl URﬂ'g}
° R7T1;7T2 = R7r1 o R7T27
o R« =R’.

Jezyk PDL, symbolicznie Lppy, bedzie definiowany jako standardowy jezyk
ze zbiorem jednoargumentowych modalnosci {(r) : = € II}. Zbiér formul jezyka
Lppr, bedziemy oznaczaé przez Lppy,.
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W pelnej wersji PDL do jezyka dodaje sie modalnosci {(p?) dla dowolnej formu-
ly modalnej ¢. W standardowej semantyce formute [p?]y) definiuje sie ¢ — ).
My rozpatrujemy wersje PDL bez tego operatora.

Dodatkowo kladziemy o' := o oraz a"*! = a;a". Ponadto, niech [a]y :=
~{a) .

3.2 Wielowartosciowa PDL

Zdefiniujmy PDL,, dla n > 2 jako najmniejsza logike:
(i) zbazowana na n-wartosciowej logice Lukasiewicza;
(ii) zamknieta na reguly (dla a € II):

In-1(#)) = (¢ =n-1 [@]Tn-1(p))-

Zgodnie z definicja [o] oraz regutami t,,, (Comp) moze przyjaé postaé {(«; 8)¢
— (a){B)p. Podobnie (Alt) i (Miz) moga zostaé rozpisane odpowiednio: (U
Bre < {a)p V (B)p oraz (a*)p < ¢ V (a){a”)e.
Standardowo definiujemy relacje konsekwencji -ppr, :

Y tFppr, ¢ wtw. istnieje dowdd ¢ ze zbioru ¥ U PDL,,

przy uzyciu M P. (3.2)

Definicja 3.2.1. Przez PDL, model Kripkego bedziemy rozumieé strukture
=W, Rx,V)ren, gdzie (W, R;)ren1 jest reqularng strukturg relacyjng oraz V :
W x & — {0, ﬁ, ..., 1}. Wartosciowanie zostaje rozszerzone w standardo-
wy sposob na pozostate PDL-formuly, to jest jak w przypadku n-warto$ciowej
modalnej logiki Lukasiewicza.

Fakt 3.2.2. i) Fpor, [a™]e o [a]™e dlam > 1;
it) Fppr, [@]e — [o]™¢ dlam > 0;
iii) Fppr, (@) k(@) < Je(p) V(@) () Jr(p);
) Fppr, (@) lk(p) = I({e)p);
v) FppL, Ji(e) = I({a)p);

Ui) FrprL, ((,D — w) —n—1 (Jk(SD) - Ik('(/}))
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Dowob. (i) wynika z (Comp);

(ii) dow6d przez indukeje. Z (Mix) wynika Fppr. [o][a*]e — [a]e. Korzysta-
jac powtérnie z (Mix); otrzymujemy Fppr. [a*]lp — [a]p. Zalézmy wiec, ze
(ii) zachodzi dla m > 0,1. Z Fppy, [o][a*]e — [a][a]™y oraz Fppr, [a*]e —
[a][a*]p otrzymujemy Fppr,, [a*]p — [a]" e

(iil) konsekwencja (Miz);

(iv) teza wielowartosciowej logiki Lukasiewicza,

(v) z (iil) otrzymujemy Jx(p) — (a*)Ji(p) oraz z wielowarto$ciowych logik L.u-
kasiewicza (a*)Ji () — (a*)Ix(¢). Z powyzszych oraz (iv) otrzymujemy teze;
(vi) pokazemy, ze (p — ) —n_1 (Ji(p) — Ir()) jest schematem n-wartodciowej
logiki t.ukasiewicza. Zalézmy nie wprost, ze

(V(w,¢) = V(w,9)) =n-1 (V(w, Je(#)) = V(w, (Ip(¢))) <1 (33)

przy jakim$ warto$ciowaniu V oraz punkcie w. Korzystajac z Lematu 2.2.1
Vw,p) = V(w,y) =1 oraz V(w, Jp(p)) — V(w, I(¢)) < 1 czyli V(w,¢) <
V(w, ) oraz V(w, (I(¢)) < V(w, Jx(¢)), co jest niemozliwe. [ |

Definicja 3.2.3. Niech X bedzie dowolnym zbiorem PD L-formul. Powiemy, Ze
Y. jest zamkniety w sensie Fischera-Ladnera (lub dokladniej n-zamkniety
w sensie Fishera-Ladnera) wtw., gdy spelnia warunki:

i) jesli {a1;a2)p € 3, to {aq){az)p € %;
i) jesli (a1 Uaa)p € X, to {(a1)p V {ag)p € 3;
iii) jesli (a*)p € X, to (a){a*)p € X;

i) jesli € 3 oraz ¢ nie jest postaci Ji, (V)V.. Vg, (¥), I (¥), dla pewnych
— formuly ¢ oraz k,ky,... ky € {0,1,...,n — 1}, to wszystkie bezposrednie
podformuty ¢ sq¢ elementami 3;

v) jesli o = Jp, (V) V .. N Ji, (), to Ju, (), ..., T, () € 5;

vi) jesli ¢ € ¥ oraz ¢ nie jest postaci Ji, (¥) V Jiy (¥) V ...V T, () ani
Li(y) dla pewnych — formuly w oraz ki,...,km,j € {0,1,...,n — 1}, to
Je(@), In(@) €3, dlak =0,1,....,n—1;

vii) jesli I(p) € X, to Jo(v), J1(©)s..., Jn_1(p) € 2.

Zwrbémy uwage, ze definiens powyzsze]j definicji zawiera spéjniki Ji, Iy, kto-
re sg zrelatywizowane do konkretnej wartoéci n (mimo iz tego zgodnie z umowa
nie wyszczegblniamy). Tak wigc sensownie jest méwié, ze jest on n-zamknigty.
Ponadto wybieramy pewne ustalone postaci formut Ji, I dlak =0, 1,..., n—1
(patrz Twierdzenie 2.2.2) i tak rozumiemy je w powyzszej definicji.

Definicja 3.2.4. Dla dowolnego zbioru formul ¥ niech FL(X) bedzie najmniej-
szym zbiorem zawierajgcym X Fischer-Ladnerowsko n-zamknietym.
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Dla dowolnej formuty ¢ definiujemy:

n—1
\/ Jk(d))v oﬂega:(]“(di)\/\/e]?m(ﬂ)),
k=0
o Kby o vim
nP =
n—2
\V Jk(p), W przeciwnym razie
k=0

Definicja 3.2.5. Przez [ FL(X) rozumiemy najmniejszy zbidr zawierajgcy X,
zamkniety Fischer-Landerowsko, oraz zamkniety na , (tzn. o € X =7 ¢ € X).

Zwrdéémy uwage na nastepujacy fakt: zadna z formut Ji(x), Ir(x) nie jest

postaci ¢ V 1, ktéra to zdefiniowana jest jako (¢ — 1) — 1. Nawiazujac do
dowodu Twierdzenia 2.2.2 gléwnym spéjnikiem zaréwno Jy, jak i Iy jest = (mimo
iz w definicji Jj, postugujemy sie A, lecz przypominamy, ze o A1) := =(—pV-1))).
Zatem jesli p Vop € FL(Y), to ¢, ¢ € FL(Y).
Definicja 3.2.6. Przez atom nad X rozumiemy maksymalny, niesprzeczny pod-
zbidr YFL(X). To znaczy A jest atomem nad ¥ wtw. A CY FL(X), A jest
niesprzeczny oraz jesli p € FL(X) — A, to AU{p} jest PDL,-sprzeczny. Zbidr
atomdéw nad ¥ oznaczymy przez At,(X) (lub At(X) gdy nie bedzie prowadzilo to
do nieporozumien).

Fakt 3.2.7. ¥ € Fin wtw. YFL(X) € Fin.

DowOD. Pokazujemy jedynie (=). Zdefiniujmy: hg(p) = 0 dla dowolnej zmien-
nej zdaniowej p, hg((a)p) = hg(=p) = 1+hg(p), hg(p — ¥) = 1+max{hg(y),
hg(¥)}. Ponadto niech fi(p) = p, fl(=p) = ~fl(e), fllp — ¥) = fl(p) —
JUw), fl({ons az)p) = (aa)(az) fl(9), fl({on Uaz)p) = fl({a1)p) V fl({az)e),
fla)p) = {a)(a) fi(gp).

Pokazujemy, ze zbiér wartosci {hg(v)) : ¢ € FL({®})} jest ograniczony
z gory.

Rozpatrujemy trzy przypadki.
i) formula @ nie jest postaci Jx, (¢¥) V...V Jg, () ani I (¢).

L
Wéwezas formula o najwiekszej wartosci hg nie moze byé wiekszaniz \/ Ji(fl(p));
k=0

i) o = Ji, (W) V...V Iy, (). Woéwezas formula o najwiekszej wartosci hg jest
n—1

V Je(fL(1));

k=0

iil) ¢ = I (). Wowcezas dla dowolnego x € FL({p}) zachodzi:
n—1
ho(x) < max{T(0). V. R(710). .

Lemat 3.2.8. Niech Max(Fppyr,) bedzie zbiorem wszystkich maksymalnych
Fppr, -teorii (to znaczy relatywnie maksymalnych wzgledem 1 ). Wowczas:
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AHE) = {P'n FL(D) : T € Maz(-ppr, )}

Dowo6p. (Q) jesli A € At(X), to FL(X) 2 A Vppr, L, a zatem istnieje
I'e Max(Fppyr,) taka, ze A CT; czyli A =T NYFL(Y).

(D) Niech ' € Max(Fppr, ). Jasne jest, ze I'N ~FL(X) jest zbiorem niesprzecz-
nym. Zalézmy nie wprost, ze nie jest to maksymalny, niesprzeczny podzbiér
~FL(Y), czyli ze istnieje B € At(X) spelniajacy ' N FL(X) C B oraz for-
mula ¢ € B — T NYFL(Y). Zalézmy najpierw, ze ¢ nie jest zadnej z postaci

n—2
Jkl(’L/J) V...V ka(¢), Ik(il}) Woéwczas F,(p l_PDLnJ— oraz I l_PDLn \/ Jk((p)
k=0

n—2
Zatem \/ Jx(¢) e T NYFL(X) C B, co prowadzi do sprzecznosci.
k=0
Niech ¢ = Jk1 (w) V...V ka (’(/J) Wtedy T, Jkl (’t/)) V...V ka (1/}) }_PDLnJ—u skad

n—1
I'tppL, V J;(¢). Podobnie jak w poprzednim przypadku
K1k £5=0
n—1

V Ji(), Je, () V...V Jg,, (¢) € B. Co jest niemozliwe.
Rt kom #5=0

k—1
Jesli zas ¢ = I(¢), to T Fppr, V J;j(¥), a skoro I' jest maksymalna, to
=0

I'Fppr, Jk, (¢) dla jakiegos ko < k. Ale wtedy I (¢), Ji, () € B co impliku-
je, ze B jest sprzeczna.
[

Lemat 3.2.9. Dia dowolnego zbioru formul ¥, A € At(X):

i) dla oV eXFL(X): oV €A wtw. p € A lubp € A;

it) dla @ €eYFL(X) : sposrod ¢, ¢ dokladnie jeden jest elementem A;
iti) dla (o B)p EFFL(Y) 1 (a; By € A wiw. (a)(B)p € A;

i) dla (e UB)p eXFL(Z): {(aUPB)p € A wiw. (a)p € A lub (BYp € A;
v) dla (o*)p eFL(E) : (a*)p € A wtw. ¢ € A lub (o) (a*)p € A.

DowOD. Z Lematu 3.2.8 wynika, ze A = T'(4) NYFL(X) dla pewnej I'(A) €
Mal’(l_pDL”).

Ad(i)(=) wynika z faktu, ze

DL (o1 L) = (6 —no1 1) = (9 V & —n_1 1))

(<) oczywiste;

Ad(ii) wynika z faktu, ze dokladnie jeden z ¢, ¢ jest elementem I'(A) oraz
z zamkniecia YF'L(X) na 7;

Ad(iii) wynika z (Comp);

Ad(iv) z (Alt) oraz z i);

Ad(v) z 1). oraz (Miz). u

Lemat 3.2.10. Dla dowolnej ppr,, -niesprzecznej ¢ €, FL(X) istnieje A, €
At(X), dla ktérego mamy ¢ € A,.
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Dowo6D. Przypadek, gdy X jest nieskoniczony wynika niekonstruktywnie z Lema-
tu Lindenbauma. Zalézmy zatem, ze ¥ jest skonczony, skad na mocy Faktu 3.2.7
~FL(X) ={o1,...,0m} dlapewnych m € N, 0; € Lppr, (1 <1i < m). Mozemy
przy tym zalozy¢, ze o1 = ¢. Definiujemy indukcyjnie zbiory A1, As..., A, C
~FL(XY). Kladziemy A; := {01}, a nastepnie dla 1 < k < m biorac pod uwage
fakt, ze

Fepr, \ Ak < (N Ak Aokia) V(N Ak A Fokia) (3.4)

stwierdzamy, ze jeden ze zbioréw Ay U{okt1}, ArU{} 0k+1} jest niesprzeczny.
Wowczas za Ayy1 kladziemy éw zbior.
Ostatecznie ¢ € A, € At(X).

|

Dla ¢ €FL(X), A € At(Y) definiujemy:
k, oile A l_PDLn Jk(gﬁ);

A4, ) =
n—1, gdy p € A.

Definicja 3.2.11. Dla skoriczonego zbioru formul ¥ budujemy model kanonicz-
ny nad ¥ : (AH(X), (S2)aem, VE), gdzie dla A,B € At(X), p € ®, a € I :
V(A,p) = % oraz ASEB wtw. \ AN (a) \ B jest -ppr, -niesprzeczny.

Definicja 3.2.12. Przez regularny PDL-model nad ¥ rozumiemy
R(T) = (AHE), (B )aen, V), (3.5)

gdzie RZ = SZ dla m € AtomPr oraz (Ry)aen 8¢ generowane przez
(Rr)reatompr- W dalszym ciggu zakladamy, zZe ¥ jest dany i pomijamy jego
oznaczente w indeksach.

Lemat 3.2.13. Dia A € At(X),m € AtomPr, (m)yp €yFL(X):
MA, (1)) = \/{\(B,) : R-AB}. (3.6)

Dowop. () Jesli A Fppr, [7] L, A(A4, (7)) = 0. Mozemy zatem zalozy¢,
ze AWppr, [7] L. Zatem AU {=[r] L} jest niesprzeczny. Czyli istnieje teoria
maksymalna A® spelniajaca:

i) A*NYFL(Y) = A oraz
ii) —[n] Le A°.

Zal6zmy najpierw, ze ¢ nie jest postaci J;, (x) V...V J;, (x) ani I.(x), zatem
Je() ey FL(X)dlak=0,...,n— 1.

Niech YFL(X) = {o1,...,0m}, gdzie o1 = Ji(¢) dla k = A(A, (m))). Z ak-
sjomatu [7]< otrzymujemy

FpoL, Jno1-k([7]~9) = (M) Jna—k(=¢) V [7] L), (3.7)
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skad
FppL, Je((m)d) — ((m)Jk(¢) V [7] 1), (3-8)

czyli () J () € A®. Zatem AU{(rm)o} jest niesprzeczny. Definiujemy indukeyj-
nie zbiory By, ..., By, takie, ze dla 1 <i <m A AA(m) A\ B; jest niesprzeczny:
By = {Ji(v)}. Niech B; bedzie okreslony. Wéwczas

l_PDLn <7T> /\Bz Ad <7T>[(/\BZ /\O’i+1) \ (/\Bl A ;O-iJrl)]. (39)

Nastepnie korzystajac z aksjomatow dla n-wartosciowych normalnych logik mo-
dalnych otrzymujemy:

Fppr, (1) \Bi < [(m)(A\ Bi Aoi) vV (m)(/\ Bi A yois)], (3.10)

zatem N\ AN (m)(AB; Aoip1) lub AAA(m)(AB; A [ 0it1) jest niesprzeczny.
Jako Bj;1 wybieramy B; U {o;} lub B; U {0;}. Oczywiscie B,, € At(X) oraz
AR, By 2 Ji(¥).

Zalézmy, ze tp = Ji, (X) V...V g, (x). Niech Atppr, Je((7)(Jk, () V...V
Ji.. (X))). Z K, tatwo jest pokazaé, ze k = 0 lub k = n—1. Naturalnie wystarczy
rozpatrzy¢ jedynie ten drugi przypadek. Zatem A Fppr, Jn—1((7)(Jk, (X)) V...V

Jk,, (x))) oraz

Fepr, Jo([T]=(Jk, () V-V Ik, (X))

— (M) Jo(—(Jky Q) V -V Tk, (X)) V [71] L)) (3.11)

i podobnie jak w przypadku bazowym A bFppr, () Jn—1(Je, (X)) V...V Ik, (X))
oraz Arppr, (m)(Jk, (X) V...V Jg, (x)). Dalej postepujemy identycznie, jak to
uczyniliémy wczesniej.

Gdy za$ ¢ = Ii(x), to korzystamy z faktu, ze Jiy;(x) € A dla jakiego$
j=0.
(>) wynika z faktu, ze dlal >0 Fppr, Jpe((m)90) A{m)Jpq(¢) —L |

Lemat 3.2.14. Dia a € II: S,~ C S%.

DowOD. Polézmy
S*(A) :={C € At(2) : AS:C} (3.12)

oraz

b=\ AC (3.13)
)

Cesx(A
Niech AS.+B.

n—2
Zalézmy nie wprost, ze ¥g A () \/ Jr(10) jest Fppr, -niesprzeczna. Wowczas
k=0
niesprzeczna jest YoA(a)=Jp—1( \  AC)orazon{a) A —Ju—1(AC).
Cces:(A) Cesx(A)
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W znany juz sposéb budujemy B € At(X) taka, ze

oA @)ABA N\ Taa(A\C) (3.14)

Cesx(A)

jest formuta niesprzeczna. Ale wéwcezas B ¢ S¥(A) oraz z niesprzecznosci g A
(a) A\ B znajdujemy C € S%(A) taka, ze C'Sy,B. Ale wtedy otrzymujemy AS} B.
Sprzecznosé.

n—

n—2 2
Skoro v, (@) / Jk(v0) FppL, L, otrzymujemy v Fppr, (@) V' Ji(vo) —n—11,
k=0 k=0

skad Fppr, Yo —n1 [a]Jn_1(t0) oraz Fppr, [0*](%0 —n_1 [a]Jn_1(t0)). Za-
tem z (Ind,) otrzymujemy

Fror, %o —n-1 [ Jn—1(%0). (3.15)

Z faktu, ze \ A A (a*) \ B jest niesprzeczny wynika niesprzeczno$é formut

NAN (@Y (Ta—1(g) NAB) oraz AAAN{&*)( V  Ju1(AC)ANAB)). Za-
CESqx(A)

tem dla pewnego Cy € S%(A) mamy niesprzeczng formute J,_1(A Co) A A B.

Ostatecznie niesprzeczna jest réwniez A\ Co A A\ B. Ale B i Cj sa maksymalne,

zatem B = Cj. |

Lemat 3.2.15. Diaa€Il: S, C R,.

DowOD. Przez indukcje wzgledem budowy a. Dla a € Atom Pr warunek otrzy-
mujemy z definicji R(X). Jedli a = §* oraz Sy C Rg, to z Lematu 3.2.14 mamy
Sp= S (98)" € (Rg)™ = Rg-.

Zalézmy, ze ASq.pB, czyli ze A AN (a; ) \ B jest niesprzeczny, skad otrzy-
mujemy niesprzecznos¢ A A A (a)(8) A B.
Dla {o1,...,0m} = FL(X) definiujemy indukeyjnie zbiory I'y,..., Tyt
Fl == ®7
jesli I'; zostal zdefiniowany, to
NANA (@) (AT Ao A(B) \ B) jest niesprzeczny lub niesprzeczny jest A A A

(@) (ATi A o A(B) A B).

W pierwszym przypadku ktadziemy I';1q = T; U{o;}, w drugim za$ T'; 1 =
Naturalnie I',,, € At(X), AS.T',,S3B iz zalozenia indukcyjnego: AR, T, RgB,
skad AR..3B.

Niech wreszcie ASqupB, czyli A A A (U B) A B jest Fppy, -niesprzeczna.
Z (Alt) otrzymujemy niesprzeczno$é A AA((a) A BV{8) A\ B). Skad natychmiast
stwierdzamy, ze A A A (o) AB lub A A A (8) \ B jest niesprzeczna, a zatem
AS\B lub ASgB. Z zalozenia indukcyjnego — AR, B lub ARgB i ostatecznie
ARuu3B. m

Lemat 3.2.16. Dia A € At(Y), (a)y €/FL(Y) :
A4, (@) = VIA(B, ¥) : RaAB}.
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DowoODp. Najpierw pokazemy, ze dla A € At(X), (a)y € FL(X) zachodzi:
AMA, (a)) < V{A(B,v¥) : RoAB}. Jedli ¢ nie jest postaci I.(x) ani Ji, (x) V
ooV g, (), to Ji(¥) €Y FL(XE) (gdzie k = A(A4, (a))). Wtedy kladac By =
{Jk(¥)} budujemy w znany juz sposéb ciag By C By C ... C B,, € At(Y), taki
ze N AN (a) \ By, jest zbiorem Fppr, -niesprzecznym. Zatem

ASy B, (3.16)

oraz

Ji () € By,. (3.17)
Lecz z Lematu 3.2.15 oraz (3.16) otrzymujemy AR, B,,.

W przypadku gdy v jest postaci Ji, (x) V...V Jg, (Xx), na samym poczatku
dowodu po prostu kladziemy B := {¢}. Podobnie gdy ¢ = IL.(x).

(>) Dowdd ze wzgledu na budowe « € II. Dla o € Atom Pr warunek wynika
z Lematu 3.2.13.
Pokazujemy, ze dla o = (* nier6wnos$é¢ réwniez zachodzi (jesli tylko zacho-
dzi dla 8). Przy czym rozpatrujemy jedynie przypadek, gdy ¢ nie jest postaci
Ji, (X)) V...V Jg,, (x) ani postaci I.(x). Pozostale sa analogiczne do przypadku
klasycznego (patrz [4] Lemat 4.89). Niech

A= OQRﬁC1Rg c. Ci_lec’i =B
oraz (3.18)
Jk(’L/J) € B.

Przez indukcje wzgledem i pokazujemy, ze I, ((5*)¥) € C; dla 1 < j <.
Jedli i = 0, to Ji(¢) € A azbFppr, Ju(¥) — I((8*)Y) (ktéry wynika
z Faktu 3.2.2 (vi) oraz (Miz)) mamy I ((6*)¥) € A. Niech zatem i > 0 wéw-
czas I ((6*)¢) € Ch, czyli Ji((B8*)¢¥) € C: dla pewnego [ skad C1 Fppr,
(8% Jpr1 (), a zatem A(A, (B)(5*)Y) = k+1 (z gléwnego zalozenia indukcyjne-
go) oraz A(A, (*W) > k+1 z (Miz). Z tez K,, otrzymujemy I, ({3*)1¢) € A.
Przypadki gdy a = agUa; oraz a = ay; o nie nastreczaja wiekszych trudnosci.
|

Twierdzenie 3.2.17. Fppr,. ¢ wiw. dla dowolnego PD Ly -modelu Kripkego
M= (W, Ry, V)ren zachodzi V(w,p) =1 dla dowolnego w € W.

DowOD. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie (=). Pokazujemy (<). Niech
VppL, . Zatem dla pewnego k < n—1 formuta Ji(p) jest PD L, -niesprzeczna.
Niech X, bedzie zbiorem skladajacym si¢ ze wszystkich podformul formuty
Ji(p) oraz wszystkich formul postaci Ji(x), gdzie x jest podformuta ¢, k €
{0,1,...,n — 1}. Jasne jest, ze w regularnym PDL-modelu nad X,, R(X,) =
(At(E@),(RE“”)QGH,VE#’) zachodzi V¢ (A,¢) = £ < 1 dla pewnego A €
At(E,) takiego, ze Ji(p) € A.

[ |
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3.3 Wielowartosciowe logiki Y.ukasiewicza
a logika Nelsona

Wiadomym jest, ze logika intuicjonistyczna jest interpretowalna w logice S4
(poréwnaj [35]). W biezacym paragrafie pokazemy, ze logika Nelsona (zdefinio-
wana ponizej) moze by¢ interpretowana w logice S43. Nastepnie przeprowadzimy
pewne analizy nad samym pojeciem porzadku informacyjnego. Ponadto, ko-
rzystajac z mnogosci wielowartoéciowych logik modalnych Yukasiewicza, przed-
stawimy formalna propozycje uogdlnienia logiki Nelsona w ten sposéb, by dala
sie zinterpretowaé w logice S4,, dla n > 3.

Definicja 3.3.1. Jezykiem logiki intuicjonistycznej jest L = (L,~,\,V,—).
Przez model Kripkego dla logiki intuicjonistycznej rozumiemy struktu-
re M = (W, <, V), gdzie W jest niepustym zbiorem, < quasi-porzgdkiem na
W oraz V : Var — P(W) wartosciowaniem spelniajgcym warunek

jesliw < v & w e V(p),tov e V(p). (3.19)

Definiujemy prawdziwos¢ formuly ¢ w punkcie w

Muw|Fp whw weV(p)
Muw|FeAy ww MwlFe & Mo |-y
Mw|FeVey ww MwlFe ub M w1y (3.20)
Muw|Fe—v wtw Veew[w<v=[DMolFe=Mo Y]
Mw |~ wiw. Voew|w <ov= Mo |-l

Klase modeli Kripkego dla logiki intuicjonistycznej oznaczymy przez Myn.

Wiadomo, ze relacja konsekwencji =; 1 zdefiniowana

S EINT ¢ wtw. dla dowolnego (W, <, V) € Mynp oraz w € W
warunek  Vyex, w |- ¢ implikuje M, w |- ¢
(3.21)
pokrywa sie z logika intuicjonistyczna zdefiniowana aksjomatycznie, to jest z lo-
gika wyznaczong przez zbidér aksjomatéw (p. [7], s. 74, [51], s.127):
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vili) (¢ = x) = [(¥ = x) = (¢ VY — X)]
ix) (p =~ 1) = (P =~ )
x) ~ (=)=

oraz regute (M P).

Definicja 3.3.2. [51] s.358. Przez logike Nelsona bedziemy rozumieé logike
dla jezyka Ly = (Ly,—,~,A,V,—) bedacq rozszerzeniem INT o nastepujgce
aksjomaty charakteryzujgce spojnik —:

NI =(p = 9) o @Ay
N2 ~(e ANY) = (e V =)
N3 =(pV ) = (mp A=)
N ==
N5 =g — (¢ = ).
Tak wyznaczong relacje konsekwencji oznaczymy jako .

Przez N-model bedziemy rozumieé strukture:

M= (W, <, V), gdzie (W, <) jest zbiorem quasi-uporzadkowanym, V : W x
Var — {0, L, 1} wartosciowaniem speliajacym warunek

w < v implikuje V(w,p) C V (v, p) (3.22)
dla dowolnej zmiennej zdaniowej p. Porzadek C jest zdefiniowany jako zbiér

par uporzadkowanych {(L,_L),(0,0),(1,1),(L,0),(L,1)}. W celach poglado-
wych warto jest go przedstawi¢ na rysunku:

0 1
uE

Dzigki temu, latwo jest zauwazy¢, ze relacja C da sie zinterpretowaé jak
porzadek informacyjny, gdzie 1 jest wartoscia odpowiadajaca brakowi in-
formacji, za$ 0 i 1 to odpowiednio — prawda i falsz. Jest oczywiste, ze w owym
porzadku 11 0 sg ponad L, ponadto jako informacyjnie nasycone, nie sg ze soba
poréwnywalne.

Rozszerzamy funkcje V' na wszystkie formuty jezyka Ly:

1, jesli V(w,p)=0;
V(w,~¢)=1q 0, gdy V(w,p)=1

1, w pozostalych przypadkach;
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o gdy V(w, @) =V(w,9) = 1;
V(w,p )= 0, gdy {V(w,p),V(w,)} N{0} # 0;
L, w pozostalych praypadkach;
1, jesli V(w,¢) =1 lub V(w,v) =1;

V(w, Vi) =<¢ 0, gdy V(w,p)=V(w,)=0;

1, w pozostalych przypadkach;

L gdy Vozu[V(v,) =1=V(v,¢) =1];
V(w,p —1)=1¢ 0, w przypadku V(w,¢)=1& V(w,9) =0;

,  w pozostalych przypadkach

1, jesli VosoV (v, ) # 1

V(w,~p)=1< 0, jedli V(w,p) =1,
1, w pozostalych przypadkach

Twierdzenie 3.3.3. Dla dowolnego N-modelu M = (W, <, V) wlasnosé (3.22)
przenosi sie na wszystkie formuly, to znaczy dla dowolnej formuly @:

w < v implikuje V(w, @) C V (v, @). (3.23)

Dow6D. Wymagana prosta indukcja ze wzgledu na ksztalt formuly. |

Klasa N-modeli definiuje relacje konsekwencji =y w nastepujacy sposéb:

Y =N ¢ wtw. dla dowolnego N-modelu 9 = (W, <, V)
dla dowolnego w € W warunek VyesV(w, ) = 1 implikuje (3.24)
V(w,¢) =1.

Twierdzenie 3.3.4. Fy=Fx.

Dowdéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w §5.3 [51].

Zdefiniujmy translacje tr : £ — Lo z jezyka zdaniowego £ = (L, A,V, —
,~,) w modalny jezyk zdaniowy Lo = (Lo, A, V,—,,0) (naturalnie Op =
—~0=p):

1. tr(p) = p dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;

2. tr(p A) =tr(p) Atr(v); tr(e V) =tr(e) Vir@); tr(-p) = —tr(e);
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3. tr(p — ¥) = O(L2(tr(p)) — tr(v)) V ~tr(p) V tr(y);
4. tr(~p) = O-Ja(tr(9) V —ir(p).

Oznaczmy przez M PI3 najmniejsza logike zawierajaca S43, aksjomaty:
Us) (J2(p) — OJa(p)) A (Jo(p) — OJo(p)) oraz zamknigta na reguly:

e MP

e ¢/Up.

Jak wiemy, w przypadku tréjwartosciowej logiki FLukasiewicza, spojniki Jy, J1,
J2 moga by¢ zdefiniowane nastepujaco:

o Jo(p) :i=pA-(p = —p),

e Ji(p) :==p < p,

o Jo(p) =—pA~(p < —p).
Okreslmy relacje konsekwencji w nastepujacy sposob:

Y Fumpr, ¢ wtw. @ jest dowodliwa ze zbioru M PI3 U X (3.25)
przy uzyciu reguty M P. '

Wartosé L moze zostaé utozsamiona z %, a kazdy N-model moze by¢ rozpa-

trywany jako struktura Mm = W, <, V) bedaca modelem dla tréjwarto$ciowej
logiki F.ukasiewicza, gdzie

V(w,p) = % wtw. V(w,p) =1L . (3.26)

Fakt 3.3.5. Dla dowolnego N-modelu M = (W, <, V) oraz dowolnych — formuly
p € L i Swiata w € W:

V(w,p) = V(w,tr(p)).

Dowo6D. Indukcja wzgledem budowy formuly. Pokazujemy jedynie warunek dla
implikacji, czyli
V(w, ¢ — x) = V(w,O(Ja(tr(1)) — tr(x)) V ~tr() V ir(x)). (3.27)

~ Niech prawa strona (3.27) bedzie réwna 1. Przypadek gdy V(w, —tr(y) v
tr(x)) = 1 jest oczywisty, to znaczy lewa jest réwniez réwna 1. Gdy za$ zachodzi
V(w, O(Jy(tr()) — tr(x))) = 1, to z definicji waluacji dla O:

Vosw[V(0,9) =1 = V(v,x) = 1]. (3.28)

Z powyzszego i z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy V(w, 9 — x) = 1.
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Niech V( B2 (tr(v)) — tr(x)) V —tr(y) v tr( )) =0, czyli
R V(zﬂ, —tr()) = V(w, tr(x)) = 0. Ostatecznie V (w, tr(1))) = 1 oraz
V(w,tr(x)) =01 V(w,y — x) =

Zalézmy zatem, ze V(w, O(Jo(tr(v)) — tr(x)) V —~tr(¥) V tr(x)) =L.

Jedli V(w,O(J2(tr(v)) — tr(x))) =L, to V(w,¢» — x) < 1. Ponadto nie
moze byé¢ V(w, 1) — x) = 0, bowiem mieliby$my V(w, ) = 1 oraz V(w, x) = 0,
co implikowatoby V (w,O(Jo(tr(x)) — tr(x))) = 0.

Ponadto gdy V (w, O(J2(t7(¥)) — tr(x))) = 0,10 Jpsu [V (v,1) = 1 & V (v, x)
= 0]. Zatem V(w,v — ¥x) 7é 1 oraz V(w,» — x) # 0, bo w przeciwnym
razie mielibysmy V (—tr(y) V tr(x)

) = 0. I w konsekwencji by$my otrzymali
V(w,0(J2(tr(v)) — tr(x)) V ~tr(w) v tr(

x)) =0. n

Twierdzenie 3.3.6. ¥ Fy ¢ wtw. tr[S] Fyrpr, tr(p).

DowOD. Najpierw nalezy wykazaé, ze M PI3 jest wyznaczona przez klase tréj-
warto$ciowych modeli Kripkego, w ktérych relacja osiagalnosci R jest zwrotna
i przechodnia oraz spetnia warunek

V(w,p) € {0,1} & Rwv = V(v,p) = V(w,p). (3.29)

Zatem mozemy je utozsamic¢ z N-modelami. Korzystajac z Faktu 3.3.5 do-
wodzimy twierdzenia. [ |

Twierdzenie 3.3.6 wskazuje zwiazek jaki taczy logiki - oraz S43, ktory jest
analogiczny do tego, jaki zachodzi pomiedzy logika intuicjonistyczna a logika
S41.

Naturalnie, wielowarto$ciowa modalna logika Y.ukasiewicza nie musi by¢ tréj-
wartosciowa. Warto by sie¢ w tym miejscu zastanowié¢, jakiego uogdlnienia logiki
Nelsona trzeba dokonaé, by byla ona interpretowalna w modalnej logice f.u-
kasiewicza o wigkszej niz trzy ilosci wartosci. My pozwolimy sobie przedstawic¢
nastepujaca propozycje:

Dla dowolnej liczby naturalnej n, niech M PI,, bedzie logika zdefiniowang na
jezyku L przez nastepujacy zbiér regut:

e wszystkie reguty logiki S4n,

o U,) dla dowolnego a > 5 : Isq(p ) — DI>a( ) oraz dowolnego b < 3
Iy (p) — Ol¢y(p). gdmea be {O,n Treeey e 1,1}

Powyzej uzylismy nastepujacych oznaczen: I>4(p) = Io.(n—1)(p) oraz I<y(p) =
Iy (n-1)+1(P)-

Przyjrzyjmy sie blizej intuicjom, jakie stoja za akSJomataml U, . Jedli war-
tos¢ zmiennej zdaniowej p w punkcie w jest wigksza niz =, to w kazdym punkcie

1Zwracamy jednakze uwage na fakt, ze w tréjwartosciowym przypadku dodajemy aksjomat
Us.



3.3. WIELOWARTOSCIOWE LOGIKI EUKASIEWICZA... 75

v, pozostajacym w relacji dostepnosci z punktem w ($wiatem potomnym) war-
to$¢ p musi by¢ blizej wartosci 1 (lub doktadniej — v(p) > w(p)). Symetryczna
sytuacja ma miejsce gdy w(p) < & (wtedy to 0 < v(p) < w(p) < 1)2.

W logikach czesciowych istnieja dwa porzadki —

e porzadek prawdziwosci formul, czyli 0 <1< 1,

e porzadek ilodci informacji, jakie niosa te formuty.
Drugi z porzadkéw przedstawiliSmy na ponizszym rysunku:
0 1
\ /
1
Gdy zbior wartosci logicznych ma wiecej niz trzy elementy, powiedzmy jest
postaci {0, - — n2 Tooees i 1 ,1}, wtedy to porzadek stopni prawdziwosci jest

zwykla relacja niewiekszo$ci pomiedzy liczbami wymiernymi. Porzadek informa-
cyjny moéglby zosta¢ oddany w nast@pujqcy spos6b (rozpatrujemy Jedyme przy—

1 1
padek, w ktérym n jest nieparzyste, rownowaznie — 5 € {0, —5, —=7,..., o= 1 ,11):
0
1 n—2
n—1 n—1
_2 n—3
n—1 n—1

N

Porzadek ten mozemy zdefiniowaé¢ formalnie:

1
5 (3.30)

Powyzsza definicja ma zastosowanie do zbioréw [0, 1] N Q oraz [0, 1].

1
x[ywtw.§<x<yluby<m<

2Chodzi nam tu o ujecie intuicji, ktéra méwi, ze jesli wartoéé zmiennej zdaniowej w punkcie
w jest juz zorientowana na 0 lub 1, to w kazdym R-nastepniku moze si¢ jej wartos¢ jedynie
zblizy¢ do tej wartosci (to jest do 0 lub 1).
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Porzadek ilosci informacji moze zosta¢ uogélniony na wiele sposobéw. Jeden
z nich zostal przedstawiony bezposrednio powyzej. Jednakze chcieliby$my uza-
sadnié¢, ze mozna dopuscic¢ i inne rozwigzania:
wStopien dookreélenia” formuly o jest wyzszy od stopnia dookreslenia formuty
B wtedy i tylko wtedy, gdy warto$é v(a) jest blizej niz v(8) do ,wartosci mak-
symalnie zdeterminowanych” (to znaczy wartosci 11 0).
Ostatnie zdanie nie stanowi definicji i powinno by¢ raczej traktowane jak po-
stulat. Polézmy d : [0,1] — [$,1] dla funkcji wskazujacej wspomniany stopiet
zdeterminowania:

d(z) =1—min(l — z,z). (3.31)
Nastepnie okreélamy relacj¢ = w nastepujacy sposob:
z <y wtw. d(z) < d(y). (3.32)

Mozemy stwierdzi¢, ze = stanowi dobry przyklad porzadku informacyjnego.
Ponadto nietrudno zauwazy¢,ze < jest zwrotna i przechodnia, lecz nie jest an-
tysymetryczna na zbiorze [0,1] (mamy 0 < 1 oraz 1 <0 ale 0 # 1).

Majac relacje binarna C mozemy zdefiniowaé¢ PI”-model, dla n € NU{X,}U
{R;} oraz r € (0,1] jako nastepujaca strukture (W, <, V), gdzie

o W#0,
o < jest quasi porzadkiem,

o VW xVar — A, gdzie

{0,-1-,...,1}, jesli neN;
A= [0,1]NQ, gdy n = N;
[Oa 1]7 gdy n= Nl;

e w < v implikuje V(w,p) CE V (v, p), gdzie z C y wtw. x = y lub = = y.

Za jezyk zdaniowy potézmy L' = (L,A,V,—,—,~, F), gdzie F jest stala
(spGjnikiem 0-argumentowym). Warto$ciowanie V' moze zostaé rozszerzone na
caly jezyk L:
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V(w, —p) 1= V(w, ),
V(wﬂp/\qﬁ) = min(V(wﬂp)vV(wﬂ/)))’
V(w,oVy) = max(V(w, ), V(w,v)),
V(w,p — ) min(1, max(vé\w(l —I.(V(v,9)) + V(v,)) (3.33)
1- V(U}, (P), V(U}, ’(/)))a
Viw,F) = 0,
Viw,~p) = V(w—F).

W powyzszych wzorach I,. nie oznacza formuly, lecz jest po prostu funkcja
[0,1] — [0, 1] zdefiniowana na stronie 37.

Zdefiniujmy funkcje tAr:L L — Ly dlan>2

o) = ()
(s@ AY) = min(ti (p), i (),
e V) = max(f (o), (), (3:34)
«o —4) = DL (i, (9) = () V 6, () V (),
Mvg) = frle—L).

Wiadomo, ze spéjniki I, nie sa definiowalne w nieskonczenie wartosciowej
logice Lukasiewicza®. Tak wiec w przypadku gdy n € {Rg, ®;} musimy rozsze-
rzy¢ zbidr spojnikéw pierwotnych o I,..

Definiujemy logike =pr w nastepujacy sposéb:
¥ Eprr ¢ wtw. dla dowolnego PI}-modelu (W, <, V) :

(3.35)

vwEW[(VwEZV(wudj) = 1) = V(w7(p) = 1]

Latwo jest pokazaé¢ fakt analogiczny do 3.3.5 dla n > 3.
Twierdzenie 3.3.7. ¥ Fypr, o wiw. tr, [ | Epm- tr 1(gp). [

Fakt 3.3.8. Dia kazdej liczby naturalnej n > 2 nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

ZZ) by ):PI:;,—I (Y25

~n—1

iii) () Eapr, e ().

dla dowolnego zbioru L-formul ¥ U {¢}.

3N oraz N; wartosciowe logiki Lukasiewicza sg finitarne, tak wiec gdyby dla kaz-
dego r € [0,1] N Q@ spdjnik I, byl definiowany, wtedy dla zbioru formul X =
sy 1) Is1_2(®)s-- s Is1_1(D),-- } F %o P istniatby jego skonczony podzbiér Xy C X
2l=3 >l=3 zl=5%

spetiajacy Xy xy P> €O jest niemozliwe.
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DowOD. Wystarczy pokazaé, ze ':Pln 1=Fprz.
Okre$lmy odwzorowanie f : {0, 5, n2 Tyeees o= =21} — {O 1,1} w naste-

pujacy sposéb f(0) =0, f(1) =1 oraz dla k ¢ {O 1}: f(k) =

Rozpatrzmy dowolny PI?~!'-model (W,<,V) oraz zdeﬁniujmy PI3-model
(W, <,V*) w nastepujacy sposéb V*(w,p) = f(V(w,p)).

Postugujac sie¢ indukcja ze wzgledu na ksztalt formuly, mozna wykazaé, ze
VH(w, ) = f(V(w,p)). Tak wiec jesli zachodzi X pm-1 ¢, to dla pewne-
go PI" Lmodelu (W,<,V), we W,

V(w, ) =1 dla kazdego ¢ € ¥ oraz V(w, ¢) # 1. (3.36)

Wéwezas mozemy skonstruowaé PI3-model (W, <, V') spelniajacy
VyesVT(w,0) =1 & VF(w,¢) # 1. (3.37)
Pokazalismy zatem, ze ¥ Fpr2 .
By wykazaé =, - 1CEp [z Mozemy postapié podobnie, z tym jednakie wyjat-
kiem, ze definiujemy funkCJQ f:{0,L,1} — {0, =15, 25, ..., 2=2 1} poprzez
warunki f(0) =0, f(1) =1 oraz f(L )= —1:. Mozna udowodnié¢, ze dla dowol-
nego PI3-modelu (W, <, V), PI"_,-model (W, <, V*) zdefiniowany przez waru-
nek V*(w,p) = f(V(w, p)) posiada wlasnosé V*(w, @) =, f(V(w,y)), gdzie ~,
jest relacja rownowaznosci na zbiorze {0, —, n2 Troes Z—:%, 1}, zdefiniowana:
1 2 n—2
—1'n—-1"n-1
Wéwezas, jesli X [£ppz ¢, to dla pewnego PI;_;-modelu (W, <, V) oraz
w € W mamy VyesV(w, ) =1 oraz V(w,¢) # 1. Zatem VyexV*(w,¢) =1
oraz V*(w, ) # 1.

rg swtw.r=s€ {0,1} lubr,s € {n }. (3.38)

Reasumujac, dla dowolnego n > 2 :}= PIr_, definiuje te sama logike (nieza-
leznie od n). Z drugiej strony [~ p r2 p — p. Mozna to latwo wykazac, postugujac
sie modelem ({w}, {{w,w)},V), gdzie V(w,p) = 2



Rozdziat 4

Uogélnione modele
Kripkego

Modele Kripkego zbudowane na strukturach relacyjnych stanowia jedno z naj-
wazniejszych narzedzi semantycznej charakterystyki logik modalnych. Natural-
ne ich wielowarto$ciowe uogélnienia znane miedzy innymi z [47],[38] czy tez [40]
nie sg jedynymi mozliwymi. W takiej generalizacji duzo dalej idzie Fitting ([11],
[12], [13]). W jego epistemicznym systemie wartosé formuly ¢ w punkcie w mo-
ze by¢ rozpatrywana jako zbior agentéw utrzymujacych, ze jest ona prawdziwa
w danym $wiecie (punkcie). Co wiecej, wartoSciowana jest réwniez relacja osia-
galnosci R (wartosé moze by¢ interpretowana jako zbiér agentéw wierzacych, ze
dwa $wiaty polaczone sa relacja osiagalnosci).

My za$ dodatkowo bedziemy rozpatrywaé¢ wielowartosciowe relacje o licz-
bie argumentéw wiekszej niz 2. Formalnie ,relacje” takie beda funkcjami
R:W"™ — A, gdzie W jest zbiorem $wiatéw, A natomiast zbiorem wartosci lo-
gicznych. Wyrazenie R(wy, ..., w,) = a moze by¢ interpretowane: (wr,...,wy)
wchodzi w relacje R w stopniu a lub punkty ws,...,w, wchodza w re-
lacje R w stopniu a.

Wydaje si¢ naturalnym wyposazenie zbioru A w porzadek stopni prawdzi-
wosci <. Zatem w dalszym ciagu bedziemy bra¢ pod uwage strukture (4, <)
bedaca algebra Heytinga.

Niech dany bedzie jezyk zdaniowy £ = (L, f1,..., fn) typu o, generowa-
ny przez zbiér zmiennych zdaniowych ®. Dla modalnego typu podobienstwa
7 = (0O, p), ktadziemy M L* (7, ®) dla jezyka modalnego zbazowanego na jezyku
L. Zatem zwykly jezyk modalny mozemy oznaczy¢ przez MLV =) (1, ),
gdzic T = ({0, 0}, p) oraz p(0) = p(0) = 1.

Niech Form*(r,®) bedzie zbiorem formul modalnych nad 7 oraz ®, zdefi-
niowany przez:

w = p|fz((pla .. 7()00(f1))| AN ((pla .. '7(pp(A))'



80 ROZDZIAL 4. UOGOLNIONE MODELE KRIPKEGO

Stale bedziemy uzywaé symbolu 7 na oznaczenie zbioru modalnosci, tzn. do-
puszczamy zapis A € T.

Rozpatrzmy strukture A = (A, <), gdzie A = (A, Fy, ..., F,) jest algebra
podobna do £, oraz < jest czedciowym porzadkiem na zbiorze A takim, ze (A, <)
jest \/-krata (tzn. krata (A, A, V), taka ze dla kazdego niepustego podzbioru A
istnieje jego supremum). Przez strukture A-relacyjna bedziemy rozumieé
strukture

§ = (W.(Ra)sen A), (4.1)
gdzie W # () jest zbiorem punktéw i dla kazdego A € 7, Ra jest A-warto$ciowa
relacja, to jest funkcja Ra : WPAIHL — A,

Definicja 4.0.9. Przez A-model zbazowany na strukturze A-relacyjnej
T bedziemy rozumieé strukture M = (§,V), gdzie V : W x Form*(r,®) — A
jest odwzorowaniem speiniajgcym:

(Z) V(U), fi(@lw . w@ﬂ(ff,))) = Fi(V(wﬂDl)v . '7V(w7900(f71))>)
dlaie{l,...,n};

p(D)
(i) V(w, A(p1, - 0p0)) =V (Rawvi.c.vpiay AN V(vi, 04)).
Vs V() EW i=1

Zauwazmy, ze odwzorowanie spelniajace (i) oraz (ii) jest jednoznacznie zde-
terminowane przez V | (W x ®).

Przez \-krate bedziemy rozumieé¢ dowolna krate, dla ktérej dla dowolnego
niepustego podzbioru istnieje jego kres dolny. Naturalnie dowolna \/, \-krata
jest krata zupelna.

UwAGA. Jesli chcemy rozwazy¢ modalnosci uniwersalne, musimy przyjaé¢ do-
datkowe definicje. Przede wszystkim dzielimy 7 na dwa typy podobienstwa 7
oraz Ty. Przez strukture A-relacyjng bedziemy rozumie¢ strukture

S = (I/Va (RA)AETov (RV)VET[UA)7 (42)
gdzie <a definiuje krate zupelna oraz dla dowolnych a,b € A istnieje element
najwiekszy (oznaczany a — b) w zbiorze {c € A:a A c <a b}. Mamy tu zatem
do czynienia z algebra Heytinga. Co wiecej, warunek (ii), w wersji dla operatora
koniecznosci (V € 1), przyjmuje postaé:

(V)
V(P15 0pwy)) = AWVL ... Vp(v) is i)
(iii) V(w,V(p Po(v))) A (Rawor...vye)—= V V(vi, i)
V1,V (v) EW =1
W ogdélnosci A oraz V nie sa wzajemnie definiowalne w algebrze Heytinga —
rownosé r — y = —x V y nie jest zawsze spelniona.

Przyjmujemy nastepujace konwencje notacyjne. Dla danego A-modelu 91
zaktadamy, ze jego sktadniki beda zapisywane w postaci: W, (Ra)aer, oraz V.
Podobnie, zakladamy 0t = (W', (R\)aery, B, V). Jednakze z tym wyjatkiem,
ze w przypadku, gdy 91 jest A-modelem, to B = A.
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4.1 Sumy rozlaczne i podmodele generowane

Wiekszosé przytoczonych tu pojeé i definicji ma swéj pierwowzér w przypadku
dwuwarto$ciowym. Omoéwilismy je w Rozdziale 1. Mozna je uzupelnié siegajac
np. do [4].

Definicja 4.1.1. Rozpatrzmy krate A z elementem najmniejszym 0a . Powiemy,
ze A-modele sq rozltaczne, jesli tylko ich dziedziny sq. Dla kazdej klasy M =
{M, : t € T} (gdzie My = (Wi, (Rat)ner A, Vy)) roztacznych A-modeli,

definiujemy sume rozlaczna |H M; = (J Wi, (Ra)aer, A, VEM) | gdzie
teT teT

R qwvy ... Vp(A)s gdy w,wy, . .. s Wph(n) € W dlat € T;
RA’U)'Ul . 'Up(A) =
Oa, w przeciwnym przypadku;

oraz VEM jest wartosciowaniem generowanym przez odwzorowanie V : ( U W) x
teT

& — A takim, ze V(w,p) = Vi(w,p) jesli tylko w € W.

Kladziemy M YN = H{M, N} ludb bardziej ogdlnie — My & Mo W ... WMy, =
M.

te{l,....k}

Definicja 4.1.2. (Pordwnaj takze [4]). Niech I, N bedg A-modelami. Powie-

my, e M jest podmodelem N wiw. W C W', Ra = R, | WP+ dlg

A € 71 idla kazdego w € W, p € @, V(w,p) = V'(w,p). Co wiecej, mdwimy, ze

M jest generowanym podmodelem N (symbolicznie M — MN) wtw. M jest

podmodelem N i dla kaidego A € T warunki: w € W, R\wvy,...v,n) > 0a

implikujg: {v1,..., v} CW.

Zauwazmy, ze kazdy sktadnik sumy roztacznej jest jego generowanym pod-

modelem, to znaczy dla odpowiedniej rodziny {9, }+cr, warunek M, — 4 M,
teT
jest spelniony dla kazdego to € T'.

Powiemy, ze wielowartosciowa relacja R : W"T! — A jest stabo syme-
tryczna wtw. dla dowolnych w,vy,...,v, € W oraz i € {1,...,n}:

Rwwvq ... Vi—1ViVi41 - .. Up > Oa (43)

pociaga za soba
Rvvy ... Vi—1WVi41 - .. Uy, > 04a. (44)

Zauwazmy, ze warunek ten réwnowazny jest stwierdzeniu:

jesli Ruguy ... v, > 0a to dla kazdej permutacji s zbioru {0,...,n} :

R”Usovsl e Vgn > 0A. (45)

Dla dowolnego modelu 9t méwimy, ze jest 91 jest stabo symetryczny wtw.
dla kazdego A € 7, R jest stabo symetryczna.
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Powiemy, ze R jest symetryczna wtw. Rugvy ... v, = Rusvsq - . . Vs dla dowol-
nej permutacji s. Naturalnie jest to pojecie mocniejsze od stabej symetrii.

Dla dowolnego ) # G C W kladziemy (G)on na oznaczenie najmniejsze-
go generowanego podmodelu M zawierajacego G. Jest to poprawna definicja
z uwagi na fakt, ze rodzina generowanych podmodeli 9 jest zamknieta na teo-

riomnogosciowe iloczyny. Bedziemy przy tym uzywaé notacji (wi, ..., wy)m na
oznaczenie ({ws,...,wy})om. Co wiecej, identyfikujemy (G)on z jego zbiorem
punktéw.

Dla dowolnego G C W kladziemy (G)§; = Gidla A er
(G)pth® = v e W : Foaewn)-1 Jwe()n, Rawvvd > 04}, ()t = (G)py U
U (G)QILA; (0 oznacza tutaj konkatenacje ciagéw).
JANSES

I
-
Q
=

Lemat 4.1.3. (G)m

Lemat 4.1.4. Dla dowolnego symetrycznego modelu I oraz dowolnych w,v €
W ve (w)m wtw. (v)om = (w)om-

DowOD. (=) wystarczy dowiedé, ze w € (v)on. Niech k bedzie najmniejsza
liczba naturalna taka, ze v € (w) . Jedli k = 0, to nasze stwierdzenie jest
oczywiste. Jesli k > 0, to Rautva > 0a dla jakiegos$ u € (w )k ! Lecz wtedy
w € (u)om oraz ze stabej symetrii Ravoui > 0a, tak wiec u € (v)on, tzn.
w € (V).

(<) Oczywiste. |

Twierdzenie 4.1.5. Niech N bedzie stabo symetrycznym A-modelem, dla kto-
rego istnieje Oa . Istniejg witedy w, € W, dla t € T takie, ze M = |4 (wi)om

teT
DowOD. Polézmy w ~ v wtw. (w)on = (v)om. Wtedy z Lematu 4.1.4 9 =
W{W', (R | WP o, A V(W x <1>)) W' € W/.}. Niech f: W/ —
W bedzie dowolna funkcja speliajaca f([w]~) € [w]~. Tak wiec M =
W (flw])m. u

[wlneW/ o

4.2 Homomorfizmy i bisymulacje

Majac dane czeSciowo uporzadkowane algebry tego samego typu: A = (A,<a)
oraz B = (B, <p) takie, ze (4,<a) oraz (B,<p) sa \/-kratami (odpowiednio
\-kratami, kratami zupelnymi), pot6zmy:

Hom'P(A,B) := Hom(A,B)N{f € B*: f zachowuje \/ i A},
Homine (A, B) := Hom(A,B) N {f € B4 : f zachowuje A i V},
Homls:fp(A, B) := Hom*"P(A, B) N Hom;,¢ (A, B).
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Dla uproszczenia reszta rozdziatu bedzie si¢ odnosi¢ jedynie do zbioru Hom®“P
oraz modalnosci typu mozliwosciowego, lecz wszystkie wyniki daja sie tatwo
uogdlnié na jezyki zawierajace modalnosci koniecznosci (rozpatrujemy zbiér wte-
dy Homins) jak réwniez jezyki zawierajace oba typy modalnosci (Hom:.P).
Definicja 4.2.1. Zaldzmy, e A = (A,<a), B = (B,<B) s¢ dwiema upo-
rzgdkowanymi algebrami tego samego typu oraz h € Hom®'P(A  B). Jesli M jest
A-modelem oraz N jest B-modelem, powiemy, ze funkcja f : W — W' stanowi
homomorfizm modeli ze wzgledu na h, (symb. f : M —;, N) wiw:

(7’) hV(’LU,p) <B Vl(fwap) dla pE ¢7‘

(i) };VRAwO cowpp) KB R fwo .. fwyay dla dowolnego AeT,wy ... wyp)E

Definicja 4.2.2. Niech A, B, h bedg jak poprzednio. O f : 9 —p N powiemy,
ze jest silnym morfizmem modeli ze wzgledu na h wiw:

(i) hV(w,p) =V'(fw,p) dlap € &, w e W oraz

(ii) hRawg ... wyp) = Ra fwo ... fwyay dla dowolnego AET, wp ... wyp)E

Gdy silny homomorfizm f ze wzgledu na h bedzie iniekcja to powiemy, ze
f jest zanurzeniem, co zapiszemy (f : MM —;, MN). Co wiecej, gdy f bedzie
bijekcja powiemy, ze jest izomorfizmem.
Jesli bedzie istnial izomorfizm f : 9t —p N, powiemy po prostu, ze 9 oraz N
sa h-izomorficzne (symb. 2t =, N).

Zauwazmy, ze powyzsza definicja oddaje interpretacje stopni prawdziwosci
zawartych w jednej algebrze, w innej algebrze.

Definicja 4.2.3. Niech h € Hom®“P(A B). Powiemy, ze f : W — W’ jest
ograniczonym morfizmem ze wzgledu na h (symb. f : MM —;, N)) wiw.
zachodzq rownocze$nie:

(i) h(V(w,p)) = V'(fw,p) dlap € ®, we W;
(ii) h(Rawvi.. . vpp)) <KB Rafwfur.. . fuyay dla w,vy,. .., v,0) € WA €
T;
(1) dla kazdego v, ... ,’U;(A) e W', we W istniejg vy, ...,v,n) € W takie,
Ze foi =} dla1<i<p(A) Rpfwvi.. vy a) <B h(Rawvr...vyn)).

Powyzsze pojecie jest w rzeczywistosci uogdlnieniem ograniczonego morfi-
zmu (bounded morphism) z przypadku dwuwartoéciowego. Latwo pokazaé, ze
z Definicji 4.2.3 wynika, ze f jest ,na”. (iii) pociaga za soba, ze dla dowolnego
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v’ € W' istnieje jego przeciwobraz wzgledem f. Nie stanowi to powaznego ogra-
niczenia, bowiem zwykle pojecie ograniczonego morfizmu implikuje, ze dowolny
model jest odwzorowywany w generowany podmodel, tj. dla dowolnego ograni-
czonego morfizmu f : M — N, f[W] jest generowanym podmodelem N.

Twierdzenie 4.2.4. Jesli M, N, & sq, odpowiednio — A-, B-, C-modelami,
fit M —p Noraz fo : M —4 S (fr : M =, N fo: N >4 &), to fo- f1:
m —g-h 6, (fg . f1 M —g-h 6)

DowOD. Rozpatrzymy jedynie przypadek ograniczonego morfizmu. Zalézmy,
ze fi : M —p N, fo: N —, 6. Warunki — pierwszy i drugi, ograniczonego
morfizmu naturalnie zachodza. Sprawdzmy wiec trzeci. Niech vf, ... ,v;’( Ay €
W zatem istnieja v}, ... ,v;(A) € W’ takie, ze fa(v)) =v) dlai=1,...,p(A)
oraz R} fo- fi(w)vy ... v] n) <c gRA(f1(w)v] ... v} A)). Poprzez kolejne uzycie
punktu (iii) definicji, istnieja vy ...v,a) € W takie, ze f1(v;) = vj oraz:
RlAfl (w)v'l ce ’U;(A) <B h(Rval ce UP(A))'
Ostatecznie fs - f1(v;) =0 1 korzystajac z monotonicznosci g:

IAfQ -fl(w)vi’...v'p’(m <cg~hRA(wv1...vp(A)). [ |

Definicja 4.2.5. Niech 9 oraz N bedq, odpowiednio A- oraz B-modelami.
Niech ponadto h € Hom*"?(A,B). Dowolng relacje binarng O # Z C W x W’
nazwiemy bisymulacja ze wzgledu na h laczaca O oraz N (co oznaczymy
poprzez Z : M <, N) wiw.:

(i) jesli wZw', to hV (w,p) = V'(w',p), dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;

(i) (forth condition) jesli wZw' oraz vy, ..., v,y € W, to istniejg vy, ...,
v;(A) € W' takie, ze v;Zv; dla 1 <1i < p(A) oraz h(Rawvy ... v,0)) <B
Rpw'vp .. v, 0y

(i1i) (back condition) jesliwZw' oraz vy, ... ’U;(A) € W', toistniejg v, ..., vpn)
€ W takie, Ze v;Zv; dla 1 <i < p(A) oraz Ryw'vi...v) Ay <B
h(Rval PN ’Up(A))'

Dla dowolnych w € W,w' € W bedziemy pisa¢ Z : M, we, M, w’', na
oznaczenie faktu, ze Z jest bisymulacjg laczaca w oraz w’. Ponadto zapisze-
my M, we, M, w' na oznaczenie faktu, ze istnieje bisymulacja jak powyzsza.
Jesli M oraz N beda ustalone, bedziemy po prostu pisaé¢ we,w’ na oznaczenie
M, we, N, w'. Jasne jest, ze majac dane trzy dwuwartosciowe modele Krip-
kego M = (W, R, V), M = (W' RV, & = (W', R", V") oraz dwa punkty
w € W, w' € W’ moze zachodzié¢ MM, w=N, w’, lecz niekoniecznie M, w—&, w’'.
Zatem bisymulacja jest zrelatywizowana do modeli, a nie ich no$nikéw a nawet
struktur relacyjnych.

Twierdzenie 4.2.6. Rodzina bisymulacji jest zamknieta na zlozZenia, tzn.

jesli Zy : Mywe, N, w' oraz Zy : N, w'iQG, w'

to Zy0Zy: M, wgg_h67w”. (4.6)
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Dowo6D. Podobny do dowodu Twierdzenia 4.2.4. [ |

Bisymulacja stanowi relacyjny odpowiednik ograniczonego morfizmu, mie-
dzy innymi dla kazdej wielowarto$ciowej bisymulacji Z zachodzi dom(Z) = W
oraz codom(Z) = W' (zatem inaczej niz w przypadku klasycznym).

Obecnie przedstawimy kilka twierdzen ukazujacych znaczenie wprowadzo-
nych pojeé¢ oraz zwiazki miedzy nimi. Dla danego A-modelu, jesli I — N,
odwzorowanie identycznosciowe ¢ : W — W' stanowi zanurzenie ze wzgledu
na identycznosciowy homomorfizm A.

Rozpatrzmy przypadek, gdy 9t oraz 91 sa odpowiednio A- i B-modelem.
Przez definicje, kazde zanurzenie jest silnym morfizmem. Co wiecej, jesli f :
M —, N, jest surjektywnym, silnym morfizmem, to f : I —p M.

Twierdzenie 4.2.7. Dla dowolnego f CW x W' :
oM =, N wtw f: M =, N oraz f jest funkcjg. (4.7)
|

Podsumowanie zaleznosci miedzy powyzszymi pojeciami zostalo oddane na
Diagramie 1.

homomorfizm — bisymulacja <
silny morfizm ograniczony morfizm —»

T

zanurzenie <—

surjektywny silny homomorfizm

generowany podmodel —

N

suma rozlaczna 4

Diag. 1

Twierdzenie 4.2.8. Dla dowolnej bisymulacji Z ze wzgledu na h lgczgcej M
oraz N:

Vwew.w ew (WZw' = hV (w, @) =V'(w',¢)) dla dowolnej formuly ¢. (4.8)
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DowOD. Przez indukcje ze wzgledu na . W przypadku, gdy ¢ jest zmienng
stwierdzenie wynika z definicji bisymulacji.

Niech f bedzie dowolnym sp6jnikiem. Jesli twierdzenie zachodzi dla vy ..., ¥, (y),
to zachodzi réwniez dla ¢ = f(11 ..., (s)). Rzeczywidcie, niech wZw’. Otrzy-
mujemy wtedy:

hv(wv 90) = hV(U}, f(wlu ce 7wa(f))) = hFA(V(wvwl)v ey V(wvwo(f)))
= FB(hV(w,’l/q), ey hV(w, ’L/}g(f))) = FB(V/(U]/, wl), ey V/(’UJI,’L/JU(f)))
= V’(w’, f(wl, . awa(f))) = V’(w’, (p).

Dla ¢ = A(¢Y1,...,%,n)), korzystajac z faktéw, ze wZw’oraz dla kazdego
V1, .. Up(p) € W oistnieja vy, .. .v;(A) € W’ speliajace v;Zv} dla 1 <i < p(A)

oraz h(Rawvy ... vpa)) SB RAWVL, - VA

mamy:
p(L)

h(\/A{Rval S Upa) A /\ V(Ui,’(/)i) TULL ., Upa) € W}) =
=1
p(D)

\/B{h(Rval R UP(A)) N [\1 h(V(’Uz,i/}l)) TV, UpA) € W} <B

p(D)
Ve{Raw'vy...v)a) A i/:\l V(i i) 1, 0y EWE =
V/(wlv A(wlv s 7¢/}(A))) = V/(w/a QD)
Podobnie, z trzeciego warunku bisymulacji:
p(L)
V'(w', @) = Ve{Raw'vy ... v, o) A '4\1 V(i i) 10t vp0) € W <B

p(D)
Veih(Rawvr ... v0)) A [\1 h(V (vi,105)) 101, vupny) € W =RV (w, ). B

Definicja 4.2.9. Dia A-modelu 9, B-modelu N, oraz h € Hom*'P(A,B):
vwEW,w/EW’ [w e w' & vgoEL(hV(wa 90) = V’(w’, QP))] (49)
Whiosek 4.2.10. Dia dowolnej bisymulacji Z ze wzgledu na h: Z Cesy. B

Whniosek 4.2.11. Jesli f: M —, N, to dla kazdego w € W : w ey, f(w).

Dow6D. Wynika z Twierdzen 4.2.7 oraz 4.2.8. |
Whniosek 4.2.12. Jesli f : M —p N jest silnym surjektywnym homomorfi-
zmem, to dla kazdego w € W i w e~y f(w). [ ]

Fakt 4.2.13. Jesli M — N, to dla dowolnej formuly o, w e W : V(w,p) =
V' (w, ).
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DowOD. Latwo wynika z Definicji 4.0.9, bowiem w liczeniu sumy

p(D)
V(w, A(pr, -5 000))) =V (Rawvr...wyay A\ V(vg,9)) nie bierze-
V1, 5Up(A) =1
my pod uwage skladnikéw v1, ..., v,y takich, ze Rawvi ... v,a) = Oa.

Do konca biezacego paragrafu zakladamy, ze kazda uporzadkowana alge-
bra jest JID (join infinitive distributive), tzn. ze zachodzi prawo: z A \/ y; =

teT
V (@A)
teT

Dla dowolnego modelu 9 oraz réwnowaznosci ~C«w;qC W x W definiujemy

M~ = (W/~, (RR)ners A, Vo), gdzie
RZ[w][v1] ... [vpa)] = VIRAVUL .. upp) 2 v € [w],uy € [v;]} oraz
Va([w], p) = V(w,p) dlap € @.

Co wiecej, dla relacji binarnej Z C W x W', niech Z® : W — W’ oznacza
dowolng funkcje wyboru w znaczeniu:

Z*(v) € Zv). (4.10)

Dla Z : M <, N poléimy ~z= (Zo Z7 1)t CW x W oraz ~z= (Z 1o
Z)T C W’ x W' gdzie T oznacza operacje tranzytywnego domknigcia relacji
binarnej. Z faktéw dom(Z) = W, codom(Z) = W' wnioskujemy, ze obie relacje
sg réwnowaznosciami.
Twierdzenie 4.2.14. Dla dowolnej Z : M <=, N oraz funkcji fz : W/x, —
W'/~,, [w]— [Z*(w)] zachodzi fz : Ma, —p N~y
Dow6D. W powyzszym dowodzie korzystamy z faktu, ze dla Z : 9, N za-
chodzi Z o (Z7 Yo Z)* : M, M.
7 zatozen wynika, ze fz jest dobrze zdefiniowana, tzn. nie zalezy od funkcji wy-
boru °®. Naturalnie zachodzi pierwszy warunek ograniczonego morfizmu. Aby

wykaza¢ zachodzenie drugiego, niech [w], [vi],...,[vya)] € W/x, oraz v €
[w], u; € [v;]. Istnieja u] € W' takie, ze u; Zo(Z ™ oZ)*u) oraz hRavuy ... uyn) <B
RAZ®*(v)u) ... uj, p), skad wynika hRZZ [w][vi] ... [vya)]

= V{hRavur...uppn) : v € [wlu; € [vi]} < V{RAV'UY .. ujn) 0 0" €
[2°(w)], uj € [Z2°(vi)]} = RX7 fz[w]fz[vi] ... f2[vpa)]-

Niech [w] € W/x, oraz [vi],..., [V, n)] € W[~y v € fz[w], wj € [v],...,
wyny € [Vyal Z zalozenia dom(Z) = W, codom(Z) = W' istnieje v €
W, dla ktérego zachodzi vZ o (Z71 o Z)*v', czyli istniejg v1,...,v,0) € W:

AU U ay SB hRAVUL. . Vyn) OTaZ viZo(Z7toZ) Wl dlai =1,...,p(D).

Ostatecznie: R'YZ fzw][vf] . .. [Way] = VIRAV U - cufy p) 10" € frlw] ug €
[vl], i=1,... P(A)} <B V{hRavuL .. uppny i v € [w]ug € [vg], i =1,...,p(A)}
= hRZZ [w] [’Ul] e [UP(A)]' |
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4.3 Bisymulacja w sensie H.P.Gumma
i T.Schrodera

W tym paragrafie poréwnany pojecia bisymulacji i morfizmu jakie zostaly przed-
stawione w [21] z pojeciami zawartymi w tym rozdziale. Dla porzadku bedziemy
uzywaé nazw staby ograniczony morfizm oraz staba bisymulacja (to jest
odstapimy od nazewnictwa zawartego w [21]). Co wiecej uogdlnimy je, wpro-
wadzajac nowy parametr h € Hom:"¥(A,B) (w [21] rozpatrywany jest jedynie
przypadek A = B oraz h = id).

Gléwnym wnioskiem z biezacego paragrafu jest to, ze bisymulacja przedsta-
wiona przez Gumma i Schrodera posiada pewne ograniczenia stosowalnoéci do
logik zdaniowych. Mianowicie — bezpos$rednim wnioskiem z Twierdzenia 4.3.5
jest to, ze warunkiem koniecznym zachowania przez staba bisymulacje prawdzi-
wosci formul, jest posiadania wtasnosci JID przez jedna z algebr Heytinga.

Definicja 4.3.1. (Pordwnaj [21].) Dla dowolnych modeli M, N funkcje f :
W — W’ bedzie zwana stabym ograniczonym morfizmem ze wzgledu na
h (symb.f : M =, N) wtw. dla kaidych w,v; .. Uy € W' vy, ,v;(A) €
w':

(i) hV(w,p) =V (fw,p) dlap € P;

(ii) h(Rwvs ... Up(A)) <B RAfwfor... fUp(A)7'

(i) R’Afwv{...v;(A) <B hV{RAwv1 ... vp0) 2 fUr =01, .0, fUp0) = v;(A)}.

Definicja 4.3.2. Z C W x W' nazwiemy staba bisymulacja ze wzgledu na
h, symb. Z : M <, N, wtw. dla dowolnychw, vy ... V() € W' vy, .. ,v'p(A) €
W' takich, ze wZw':
(1) WV (w,p) = V(w',p) dlap € ®;
(ZZ) hRval . Up(A)
= V{Rpw'v) ... vp a) AB RRAWYVL .. Vp(a) V12V - Vp(n) V) py b
(iii) Raw'vy ... v, )

= \/{R'Awlvll . U;)(A) AB hRAwvy ... Vp(a) v Zv] ... ,’UP(A)ZU;(A)}.

Fakt 4.3.3. Dla dowolnego f : M —»;, N zachodzi f : M =, N. |

Twierdzenie 4.3.4. Dla dowolnej uporzqgdkowanej algebry B: B jest JID wtw.
dla dowolnego A-modelu M oraz B-modelu N, f : M =, N pocigga za sobg
J Comp.

Dowo6D. (=) Dowdd poprzez indukcje ze wzgledu na ksztalt formuly. Pokazu-
jemy jedynie warunek dla A.
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p(A)
hv(w,A(@h?@p(A)) = h[ \/ (RAwUI .. -vp(A)/\ /\ V(Uzawl))} =
V155V (A) EW =1
p(D)
\ (hRpawvy ... vy N N\ RV (vi,0:)) <B
i=1

VisesVp(a) EW

(&)
V. (Rafufo . fus A A V(Foe) <a

p(L)
V (Rpfwvr. vy A N VI 1) = VI(fw, Aler, o, 0p(n))-
’Ui,‘..,’U;(A)EW’ i=1
Ponadto:
1l L , p(L) .
V(W' Alpr, - @p(a))) = V [RAw'v] v 0 A [\1 V'(vi, :)] <m

1)17...,1);)(A)€W/

p(L)
V V{ARAwv1 .. vp(n) 0 fo1 =010, fUp(n) = V) p) I 4/_\0 V' (v}, i)

vi,...,v;(A)EW’ i
p(L) . .
= V V{hRAwvL .. 00y A /\ V'(vi, i) for = 0,0, fo,a) =
vi,...,v;(A)EW’ =0
Vp(ay 3 =
p(D) )
\ [V{ARAwvL ... vpn) A /\ RV (vi, i) = for = vy, ..., fUpn) =
vi,...,v;(A)EW’ i=0
(D)

vyay ] <B V [hRawv1 ... 050y A ‘/\0 RV (vi, @i)] =

vl,.ufup(A)EW

RV (w, A(p1, -5 ©pn)))-

(<) Zatézmy, ze x A\ v £V (x Ayt). Zdefiniujmy A-modele 9 oraz MN:
teT teT
W = {w} U{vitter, W = {w',v'} i Rwv; = y; oraz Ruv = 0 w przeciwnym
przypadku, R'w'v' = \/ y, R'v's’ =0 w pozostalych przypadkach. Za warto-
teT

$ciowania przyjmijmy V(u,p) = V'(uv/,p) =z dla u € W,u' € W’ oraz p € ®.
Rozpatrzmy funkcje f: W — W' taka, ze fw = w' oraz fu, = dlat € T.
Nie jest trudno sprawdzié, ze f : 9 = M.
Zauwazmy ponadto, ze:
Vw,0p) = V (RwuAV(u,p)) =V (x Ay) oraz

ueW teT
V'(fw,0p) =V'(w',0p) = \ (Ruw'u AV (W p)=axA V y.
wEeW’ teT
Ostatecznie — V'(fw, Op) € V(w, Op). |

Twierdzenie 4.3.5. (Poréwnaj [21], Twierdzenie 4.3.) Dla dowolnej algebry
uporzgdkowanej B: B jest JID wtw. dla dowolnych: A-modelu 9N oraz B-
modelu N, Z : M —p, M implikuje Z Ceory,.

DowOD. Podobny do dowodu Twierdzenia 4.3.4. [ |






Rozdziat 5

Topologiczne A-modele
Kripkego

5.1 Semantyka topologiczna dla logik modalnych

Gruntowne omoéwienie topologicznych semantyk dla logik modalnych Czytelnik
znajdzie np. w [3]. Jednak by mdgl zrozumieé, na czym polega przedstawio-
ne w tym rozdziale uogélnienie topologicznych semantyk dla logik modalnych,
przytoczymy kilka definicji dotyczacych topologicznej interpretacji dwuwarto-
Sciowej logiki modalne;j.

Niech (W, O) bedzie przestrzenia topologiczna (to jest W jest zbiorem, a O C
P (W) rodzing zbioréw otwartych!). Niech V : & — P(W). Wéwczas przez mo-
del topologiczny rozumiemy strukture 9 = (W, O, V). Prawdziwosé¢ formuly
w modelu topologicznym 9t = (W, O, V) definiujemy indukcyjnie:

Mw|Fp wtw.,gdy w e V(p),
dla dowolnej zmiennej zdaniowej p
Mw |- wtw.,gdy Mw |- e,
Muw -p Ay wtw.,gdy M w |-o, Mw |-,
M, w |F Dsﬁ wtw.,gdy HUEO[U} eU & vUGUSDL v |F 90]7
Mw |- Op wtw.,gdy Yyecolw € U = JpeuIM, | ¢

(5.1)

Przez topobisymulacje miedzy modelami topologicznymi 9t = (W, O, V') oraz
N = (W', 0, V') rozumiemy niepusta relacje Z C W x W’ spelniajaca dla wZw’

i) w e V(p) wtw., gdy v’ € V/(p) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;
ii) jesli w € U € O, to istnieje U’ € O spelniajacy Vo ey peyvZv';

iil) jedli w’ € U’ € O, to istnieje U € O spehiajacy Vyecy I e vZv’.

ITo znaczy, O, W € O, O jest zamknigta na dowolne sumy i skoficzone iloczyny.
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Topobisymulacja, podobnie jak bisymulacja w semantyce relacyjnej, zacho-
wuje prawdziwosé¢ formul.

Twierdzenie 5.1.1. (/1) Dla dowolnych modeli topologicznych M = (W, 0, V)
oraz N = W', 0, V'): jesli Z C W x W' oraz Z jest topobisymulacjq, to dla
wZw' zachodzi:

M, w | ¢ wiw., gdy N, | ¢ (5.2)

dla dowolnej formuty modalnej . |

W rozdziale tym nie tylko przedstawimy uogélnienia powyzszych pojec, ale
i wskazemy na pewne zwiazki, odpowiadajace temu, co ma miejsce w klasycz-
nych (dwuwarto$ciowych) semantykach dla logik modalnych.

5.2 Semantyka topologiczna dla
wielowartosciowych logik modalnych

Na uzytek biezacego rozdzialu zakltadamy, ze £ = (L, f1,..., fn) jest dowolnym
jezykiem zdaniowym, A = (A, <) jest struktura taka, ze A = (A, F1,..., F,)
jest algebra podobng do L oraz < definiuje zupelna algebre Heytinga na zbiorze
A. Ponadto zakladamy, ze (A, <) jest krata nietrywialna, to znaczy 1 # 0 oraz

algebra spelnia JID, to znaczy z A \/ v = \ (z A y:) dla dowolnych z,y; €
teT teT

A. W odréznieniu od poprzedniego fozdzialuf bedziemy rozpatrywaé jedynie

jezyk modalny zawierajacy tylko dwie modalnosci OJ, o, a oznaczymy go poprzez

La,. Czyli Lo jest jezykiem powstalym poprzez rozszerzenie jezyka £ o dwa

spdjniki jednoargumentowe [, . Naturalnie zaktadamy, ze O, O & {f1,..., fa}.

Podstawowe informacje dotyczace topologii rozmytych mozna znalezé w [45].

Definicja 5.2.1. Przez A-podzbidér W (lub po prostu A-zbidr) bedziemy rozu-
miec dowolng funkcje f: W — A, gdzie W jest zwyklym zbiorem.
A-zbiory bedziemy oznaczaé jak zwykle zbiory, tzn. przez X, Y, Z itp.
Powiemy, zZe X jest podzbiorem Y (symb. X < Y) wtw. X(w) < Y(w) dla
dowolnego w € W.

Dla danych A-zbioréow X orazY definiujemy operacje A, V, — w nastepu-
jacy sposob:

(XAY)(w) = X(w)AY(w)
(XVY)(w) = X(w)VY(w) (5.3)
(X —=-Y)(w) = X(w)—Y(w).

Dla rodziny A-zbioréw X kladziemy

AX)(w) = A X(w)
VX)(w) = V X(w)
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Wyréziniamy ponadto dwie funkcje stale W oraz 0):

Ww) =

D(w) = (1) (5:5)

Dla powyzszych bedziemy réwniez pisaé 1 na oznaczenie W oraz 0 na oznaczenie ().

Definicja 5.2.2. Przez (A, <)-topologie bedziemy rozumied kazdy zbiér O C
AV spetniajgcy:

i) W, 0 € O;
i) Jesli X, Y € O, to X \NY € O;

i) '\ X¢ € O dla dowolnej, indeksowanej rodziny { X }ier dla ktérej Xy € O
teT
(dlateT).

Bedziemy réwniez pisaé A-topologia, A-topologia, gdy bedzie wiadome z kon-
tekstu, o jaki porzqdek chodzi.

Definicja 5.2.3. Przez topologiczny A—model Kripkego rozumiemy uklad
M = (§,V), gdzie § = (W,0),W # 0 oraz O jest A-topologig na W oraz
V' wartosciowaniem, przyporzqdkowujgcym elementom W x L ¢, elementy zbio-
ru A%, spelniajgcym ponadto warunki (w poniiszych wzorach F4 jest interpre-
tacja spdjnika [ w algebrze A):

Vi (o @ap)) = FAV(w@).. o V(w, o)
Vwog) = A U= VUV o
Ueo veW :
VD) =V [0)A A U@) = V)

Definicja 5.2.4. Niech R: W xW — A. O wielowartosciowej relacji R powie-
my, ze jest A-zwrotna (lub po prostu zwrotna) wtw. Rww = 1 dla dowolnego
w € W. Powiemy, ze jest A-przechodnia (przechodnia) wtw. Rwv A Rou <
Rwu dla dowolnych w,v,u € W.
Jesli R spelnia oba te warunki, to powiemy po prostu, Ze jest A-quasi porzad-
kujaca (quasi porzadkujaca).

Od tej pory zakladamy, Ze R jest quasi porzgdkujgca.
Dowolny X € AW nazwiemy R-skierowanym w gére wtw. dla w,v € W
zachodzi X (w) A Rwv < X (v).

Fakt 5.2.5. Dla dowolnej A-struktury § = (W, R), Or jest A-topologiq na
W, gdzie Og jest rodzing R—skierowanych podzbiorow W. |

2Zatem mozemy zapisaé V (e, ) € AW,
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Dla dowolnej A-topologii O na W definiujemy Ro : W x W — A:
Rowv = A (Uw) — U(v)).
UeO

Fakt 5.2.6. Rp jest A—zwrotna i przechodnia oraz kazdy O—otwarty zbior jest
Ro—skierowany.

DowOD. Dwie pierwsze wlasno$ci sg oczywiste. Sprawdzamy trzecig. Jesli X €

O, to

X(w) A Rowv = X (w) A U/E\O(U(w) - UMW) < X(w) A (X(w) = X(v)) <
X (v). [ |

Fakt 5.2.7. Dla dowolnej relacji R, X € Og zachodzi réwnosé¢ X (v)= \ (X (w)
weWw
A Rwv).

DowoOp. (<) wynika z faktu, ze X (v) = X(v) A1 = X (v) A Rvv.
(>) Niech w € W, wéwczas stad, ze X jest skierowany mamy X (w) A Rwv <

X (v), a zatem XW(X(w) A Rwv) < X (v). [ |

Definicja 5.2.8. Niech w € W oraz A € A. Przez A-punkt bedziemy rozumieé
funkcje wy : W — A spelniajgcq

A, oidlew=wv;
wa(v) =
0, w przeciwnym razie.

Dla A-zbioru X bedziemy pisaé wy € X zamiast wy < X. Przez otoczenie
punktu wy (lub dokladniej O-otoczenie) bedziemy rozumieé dowolny X € O
spelniajacy wy € X (lub réwnowaznie —wy < X, czyli A < X(w)).

Fakt 5.2.9. Niech R bedzie relacjg wielowartosciowq. Dla dowolnego A—punktu
wy, Vuﬁ € WA zdefiniowany Vui (v) = Rwv A X jest najmniejszym elementem
w zbiorze ({V € Or : wy € V},<).

DowOD. Jasne jest, ze VI (w) = A, czyli wy € V,X . Niech z,y € W. Wéwczas
- VB (x) A Rey = Rwz A AN Rry < Rwy A X = V.E (y), a zatem V.2 jest R-
skierowany. Niech zatem X bedzie zbiorem R-skierowanym takim, ze wy € X,
t.j. A < X(w). Jesli v € W, to wowezas VI (v) = Rwo A X < X(w) A Rwv <
X(v), skad VI < X. [ |

WNIOSEK 1. Vi = \{V € Op 1wy € V}. [ |

WNIOSEK 2. Dla X € Op: X =\ VE

WX (w) "
weW
Dow6D. Wynika z Faktéw 5.2.7 oraz 5.2.9. |
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Twierdzenie 5.2.10. Dia dowolnego A—modelu Kripkego 9 = ((W,R),V),
w ktérym R jest A—zwrotna i A-przechodnia, w € W oraz formuly ¢ zachodzi

Vi(w, ) =V(w,p) (5.7)

gdzie V' jest wartosciowaniem w topologicznym A-modelu Kripkego MMt = (W,
Or), V") dla ktérego zachodzi V(w,p) = Vi(w,p) dlap € ®.

DowOD. Teze pokazujemy przez indukcje ograniczajac sie naturalnie do formul,
ktorych gtéwny funktor jest operatorem modalnym.
Definiujemy U, € AW:

Uw(v) := Ruww. (5.8)
Jak tatwo sprawdzi¢ U, € Op. Zatem mamy: Vi(w,0¢) = A (U(w) —
vé/W(U(v) AV, 9))) < Un(w) — Ué/W(Uw(v) AV, 9))) < e
V (Ruv AVHv,9))) =V (Rwv AV (v,9))) = V(w, Op).

veW veW

Niech beda dane dowolne U; € Or, v1 € W. Wobec faktu, ze U; jest R-
skierowany w gore oraz z zalozenia indukcyjnego mamy

Ruvy AV (v1,90) AU (w) < Ui (o) AV (01,0) <V (Ui(v) AV (0,9)).
veEW

Wobec dowolnoéci vy stwierdzamy, ze

V (Rwv AV (v,0)) AU (w) <V (Ur(v) AVH(v,9)), czyli
veW veW
V (Rwv AV (v,9)) < Up(w) — \/ (Ui(v) A Vi(v,p)), a poniewaz U; bylo
veW veW
wybrane catkowicie arbitralnie, ostatecznie otrzymujemy

V(w,0p) = V (Ruwv AV(v,9)) < U€/>9 Uw) = V U) AV, ) =

veWw veW
Vi(w, ).
Podobnie stwierdzamy dla (0. Niech Uy € Ogr, v, € W:

Up(w) A Rwoy A N\ (Ur(v) — Vv, 9)) <
veW
Ui(w) A Rwvy A (Ur(v1) — Vi(v1,9)) < Ui(v1) A (Ui(vr) — Vv, ) <
Vi(v1, ), a zatem
Ur(w) A N\ (Ui(v) — Vi(v,9)) < Rwvy — V(v1,9) skad, wobec dowolnosci
veW
przy wyborze v; mamy
Uw) A A (Ui(v) = Vv, 9)) < A (Rwv — V(v,9)) = V(w,Op).
veW veW
Dalej otrzymujemy
Viw,Bp) = V Uw)A A (U) = VHv,9) < A (Rwo — V(v,9)),
UeOgr veW veW
skad juz mamy V'(w,Oyp) < V(w,Op).
Druga nieréwnosé wynika z ponizszego (ktadziemy U, (v) = Rwv. Jak wiemy
U, jest zbiorem R-skierowanym)
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V(w,Op) = A (Rwv = V(v,9)) =Us(w) A A\ ([Un(v) = V(v,9) <

veW veW
V (Uw)A A (U) = Vv, ) = Vi(w,Op). u
UecOr veW

Definicja 5.2.11. O A -przestrzeni topologicznej (W, O) powiemy, ze jest prze-
strzeniag Aleksandroffa wtw. dla dowolnej rodziny {U, }rer zbioréw O—otwar-

tych, \ U € O.
teT

Mozna pokazaé, ze Op jest przestrzenia Aleksandroffa.

Dla wy niech U, € O oznacza najmniejsze otoczenie wy (o ile istnieje) tzn.
wy € ka & Ver(w,\ el = wa < U) (5.9)
Odnotujmy bez dowodu nastepujacy:

Lemat 5.2.12. Dla dowolej A-relacji R, zwrotnej i przechodniej, (W, Or) jest
przestrzeniq Aleksandroffa. |

Lemat 5.2.13. Niech dla kazdego wy istnieje Uy, . Zbior U jest zbiorem otwar-
tym wtw. dla kazdego wy € U, Uy, < U.

DowoD. Zaltézmy, ze dla kazdego wy istnieje Uy, .
(=) Wynika bezposrednio z (5.9).

(<) Z zalozenia, dla kazdego w € W istnieje U, € O. Pokazujemy, ze U =

U (w)

V Uwy,,- Z zatozenia Uy, < U dlaw € W. Zatem \/ Uy, <U. Po-
weWw weW
nadto, (wé/w U y)(0) Z (U, )(v) > U(v). Ostatecznie: U = wé/ﬂ/ Uy €

Or.

Lemat 5.2.14. (W, 0) jest przestrzenig Aleksandroffa wtw. dla kazdego A-
punktu wy istnieje jego najmmniejsze otoczenie.

DowoODp. (=) Niech wy bedzie A—punktem. Wéwczas wy € A{U € O : A <
U(w)} € O, jest najmniejszym O-otoczeniem wy.

(<) Majac dowolna rodzine {Uy }ter zbioréw O—-otwartych, jesli wy € A Uy, to
teT
Vierwy € Uy, a zatem Vier(Uy, < Up), czyli wy € Uy, < A U Korzystajac
teT
z Lematu 5.2.13 otrzymujemy teze. ]

Twierdzenie 5.2.15. (i) Dla dowolnej A-relacji R, A—zwrotnej i A—przechod-
niej: R = Roy,;

(#) Dla dowolnej A—topologii O na W : O C Og,. Ponadto jesli O = Og,, to
(W, O) jest przestrzeniqg Aleksandroffa.

Dowo6D. Ad(i) Dla dowolnych w,v € W, U; € Or mamy: RwuAU; (w) < Uy (v),

a zatem Rwv < Up(w) — Up(v), czyli Rwv < A (U(w) = U(v)) < Uy (w) —
UeOr
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Uy, (v) = Rww — Rwv =1 — Rwv = Rwv (gdzie U, jest zdefiniowany w (5.8))

czyli R = Ro,,.

Ad(ii) Dlaw e W, U; € O: Ui(w) A Rowv =Ur(w) A A (U(w) — U(v)) <
Ueo

Ur(w) A (Uy(w) — Ui (v)) < Up(v), a zatem Uy € Og,,.

Druga czed¢ wynika z faktu, ze Op,, jest zamknieta na dowolne przeciecia. W

Inaczej niz w przypadku binarnej (zwyklej) topologii Twierdzenia 5.2.15
p.(ii) nie da sie odwrécié. Wskazuje na to nastepujacy

PRZYKEAD 1. Niech W = {a,b} oraz A = (([0,1], A, V), <), gdzie < jest
zwyklym porzadkiem miedzy liczbami rzeczywistymi z przedziatu [0, 1]. Zatem
w tym przypadku x — y = 1 wtw. x < yoraz x — y = y, gdy y < «x.
Ponadto niech O = {0,1} (gdzie 0,1 sa funkcjami stalymi). Oczywiscie O jest
przestrzenia Aleksandroffa. Jasne jest, ze Rowv = 1 dla w,v € {a,b} oraz
VEo(w) = 1 dlaw € {a,b} (patrz definicja w Fakcie 5.2.9). Zatem V¢ € Og,,,

2 2
lecz VJio ¢ O.

Definicja 5.2.16. Niech bedg dane — M = (F,0,V) topologiczny A-model
Kripkego oraz M= (6, 0" V') topologiczny B-model Kripkego oraz h € Hom®"P(A,,
B). Powiemy, ze ) # Z C W x W' jest stowarzyszona z h topobisymulacja
witw. dlaw e W, w' e W ,pe ®

(Z) hV(w7p) = V/(wlap);

(i) VveodvreohU(w) <g U'(w) A A (U'(v)— V  hU(v));

v eWw’ veEZ 1]
(iii) Vireo Fueol' (w') <g hU) A N (WU@w) — \  U'(W")).
veW v’ €Z[v]

W powyzszym przypadku zapisujemy Z : M N oraz Z : M, wes PN, w'.

Lemat 5.2.17. W dowolnej algebrze Heytinga zachodzi:
T—oy<TAz—=yAz. (5.10)

DowoD. (x = y)A(zAz) <z AyAz<yA z skad otrzymujemy
(x = y) ANz Az <yA z co implikuje teze. [ |

Lemat 5.2.18. W dowolnej algebrze Heytinga speiniajacej JID

jesli x <yp — z dlat €T,

tox< \/ y — 2. (5.11)
teT

Dowo6D. Niech dla t € T zachodzi z < y; — 2. Zatem réwniez x Ay; < z. Stad,

ze algebra spelnia JID otrzymujemy

AN =V (®xAy) <z Zatemz < \ y — 2.
teT teT teT
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Twierdzenie 5.2.19. Jesli 9, wlg?p‘ﬁ, wh, to w ey w'.

DowOD. Indukcja ze wzgledu na budowe formutly. Pokazujemy jedynie dla [0 i ¢.
Niech U] € O, wéwezas na mocy (iii) warunku topobisymulacji

Ul(w}) <g hUr(wi) A N\ (hUL(0) = \/ U{(0)) (5.12)

veW v €Z[v)

dla pewnego U; € O.
Wezmy dowolny punkt v; € W. Wéwcezas, z podstawowych wlasnosci algebr
Heytinga oraz zalozenia indukcyjnego mamy

A (hUi(v) =V Ui(v)) <g hlUi(v1)) =V Ui(v') <
veW v'€Zv] v’ €Z[v1]
hUL(v1) ARV (v1,0) — ) (U (v") AV'(V/, p)). Ostatnia nieréwnosé wynika
v €Z[v1]
z Lematu 5.2.17, réwnosci AV (v1,p) = V' (v', ) dla v1Zv" oraz JID.

Zatem, korzystajac z Lematu 5.2.18:
A (hUi(v) =V Ui(v')) <s
veW v €Z[v]
V (hUi(v) ARV (v,0)) =V (UI(0) AV (V' 9)),
veW v’ €Z[v1]
skad i z Lematu 5.2.17 natychmiast wynika

hUL(wi) A A (BUL(v) =V Ui(v)) <s

veW v €Z[v]

hUL(wi) ALV (BUL(0) ARV (v, 0)) =V (U1 (0) AV (0, 9))]-
veW v'€Z[v1]
Biorac pod uwage — ostatnia nieréwnoéé oraz (5.12) dochodzimy do wniosku, ze
Ui(wh) < AU (wi) ALV (RUL(0) ARV (v,90)) =V (UT(0") AV (v, 9))].
veW v’ €Z[v1]

Nastepnie korzystajac z nieréwnosci:

2 ANy—2)<(z—vy)—z (5.13)
prawdziwej w kazdej algebrze Heytinga otrzymujemy
Ui(wy) <p [WUr(w1) — V (RUL(v) ARV (v,90))] =V (UL(0") AV (v, ).
vEW v €Z[v1]
Zaraz potem
hV (w1, Op) = A [hU(w1) — V (hU(v) ARV (v, 9))] <B
Ueo vEW
hU(w1) =V (hUL(v) ARV (v,0)) < Up(wy) —  V  (UI(0") AV'(v', ),
z

vEW v'€Z[v1]
bowiem w dowolnej algebrze Heytinga:
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x < (y — z) — t implikuje (y — 2) < (z — ©) (5.14)
czyli

hV (w1, 0p) < Ui(wy) — V  (U(v') AV'(v',¢)), a skoro Uy byl wy-
v’ €Z[v1]
brany najzupelniej dowolnie
hV(w, 0p) < A [U(wy) — V  (U'W)AV(V,9))] <V'(wh, 0¢).
U’'e0’ v’ €Z[v1]
Niech zatem U; € O, czyli (z (ii) warunku topobisymulacji) dla pewnego

Ujeo

hWUi(w) < Uj(w) A N\ (U{@)— \/  hUi(v). (5.15)

o W veZ—1[v']

Niech v] € W. Podobnie jak w poprzednim przypadku

A (Ui(v)— V  hUi(v))<pUi(vi) = V  hUi(v) <
v eWw’ vEZ~1[v’] vEZ 1 [v]]
Ul (v)) AV (v}, ) — z\/l[ ](hUl(v) ARV (v, p)) oraz

W)~ V) <

v’ eW’ veZ~1[v]
,é/W/(U 1WAV (V) — Z\!l[ ,](hUl (v) ARV (v,¢)) i nastepnie
U (wh) A /é\W/(U{(UI) — EZYI[ ) hU1(v)) <B
Ul(w) AV (UL) AV, 9) =V (RUL(v) ARV (0, 9))).

v’ eEW’ veEZ1[v’]

Z (5.15) otrzymujemy

hU(w) < Ui(w))AC V (UI0)AV (V' 9)) =V (hUL(0)ARV (v, ).
U/GW/ veZ—l[UI]
Dochodzimy zatem do nieréwnosci (korzystajac ponownie z (5.13))

W (w) < (Ui(wy) — V (U(") AV, 9) —  V  (hUi(v) A

v EW! veZ—1[v']
hV (v, ¢)).
Ponadto mamy

Vi(wy, 0p) = A [U'(wi) =V (U'(W) AV, 9))] <B

U/EO’ v’ eW’

Ui(wy) — é/w/( 1AV, 9)) <B AU (w1) — ZV[/](hUl(v)AhV(vvw))]

oraz wobec dowolnosci Uy: V(wi, Op) < hV (w1, Op).

Przed dowiedzeniem, ze prawdziwosé twierdzenia przenosi si¢ z formuty ¢
na [y, wykazemy nastepujace stwierdzenie:
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W dowolnej algebrze Heytinga spelniajacej JID prawdziwa jest nieréwnosé

(x — \/yt)/\/\(yt—>z)<x—>z. (5.16)
teT teT

Dla kazdego to € T mamy y;,, A A\ (ye — 2) < z,czyli V v A A (e — 2) <
teT

teT  teT
zyskad e A(x— V y) A ANlye—2)=a2A V ye A A\ (1 — 2) < z. Tak wiec
teT teT teT teT
otrzymujemy (5.16).
Niech U; € O. Istnieje zatem U; € O:
hUi(wy) <g Uj(w) A\ (UI(0) — \/  hUi(v). (5.17)
v EW! veZ-1[v']

Wezmy dowolny v; € W’. Dokonujac podstawienia
T 2]
z— Uj(vy)
Yyt — hU1(v)
z = V'(vh,¢), w (5.16) oraz korzystajac z zalozenia indukcyjnego mamy

(Ui(w}) — V  hUL(0)) A A (hU1(v) = BV (v, ) <B

vEZ 1 [v]] veW
Ui(v1) =V wh@) A N (RUi(v) = WV (v, 9)) <B
veEZ~1[v]] vEZ~1[v]]

Ui (v]) — V'(v1, p), a skoro v} bylo dowolne

A U(W) =V h()A A (WU(v) = hV (v, 9))
v eW’ veZ1v’] veW (518)

< A\ (Ui(v') = V'(?', 9)).
v'eWw’

Mnozac obie strony nieréwnosci (5.18) przez Uj (w)) otrzymujemy

Ullw) A A (UI() =V hUi(0)) A A (hUL(v) — AV (v, )
v EW! veZ1[v] vEW
< Ui(wp) A A (UI) = VIV, 0)).
' EW!
(5.19)
Korzystajac z podstawowych wlasnosci algebr Heytinga

Uiwi) A A (UW) = VW) <p
N Uez_ll[vl] ! ! !/ !/ ! (520)
A (RUL(0) = BV (0,0)) = [ (D) A A (UF() = V(W' )]

veW v EW’
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Stad i z (5.17) otrzymujemy

hUr(wi) < A (hUL(v) = WV (v,)) = [Ui(w))A A (U1(v') = V'(0', 9))]
oraz veW v eW’

hUr(wi)A A (RUL(0) — BV (v, 9)) < Uj(wi))A A (Ur(0') = V'(v', 9)) <

vEW v EW!
V U (w)n AN U') = V([ 9))]-
Ue0o’ v’ eWw’

U; € O byt dowolny, tak wiec

V [WU(w) A A (RU(v) — AV (v, 9)) <B
Uueo veW

V U (w)n N (U () = V([ 9))],
Ueo’ vew!
a znaczy to tyle, co hV (wq,0p) < V'(wi,Op).

Wykazanie, ze V' (w},Op) < hV (w1, Op) przebiega analogicznie. |






Rozdziat 6

Macierze kratowe

6.1 Zastosowania algebr liniowych w teorii krat

Algebra liniowa ma szerokie zastosowanie w teorii logik rozmytych (por. np. [9]
czy [28]). Nie ma istotnych réznic miedzy zwyklymi macierzami a macierzami
zawierajacymi warto$ci z przedzialu [0, 1]. Z drugiej strony, rozpatrujac macierze
zawierajace inne niz liczbowe wartosci, mozemy wprowadzi¢ nowe typy operacji
na owych macierzach. Na przyklad, jesli na kracie okreslona jest niestandardo-
wa operacja F', to indukuje ona operacje na rodzinie macierzy zawierajacych
operacje z tej kraty.

Ponadto, reprezentacja macierzowa modeli Kripkego oraz relacji binarnych, jako
tatwo podlegajaca odtworzeniu w typach danych wystepujacych w popularnych
jezykach programowania (np. Array), pozwala na latwa implementacje proce-
dur:

e obliczajacych wartos¢ formuly we wszystkich punktach danego modelu,

e sprawdzajacych, czy dana relacja binarna, laczaca zadane modele Kripke-
go, jest bisymulacja.

Biezacy rozdzial jest w istocie dokltadnym opisem owych procedur, niezalez-
nym od jezyka programowania. Ponadto wymienione dowody wskazuja, ze nasz
opis jest adekwatny do tychze procedur.

Na poczatek przytoczmy kilka definicji.
Ciagi liczb naturalnych bedziemy oznaczaé przez w, u itd. Ponadto kla-
dziemy [(uy,...,ug)| = k oraz |()| = 0. Element ciagu wystepujacy na pozycji

i oznaczymy przez i;, to znaczy (ui,...,ux); = u;. Male litery greckie z kreska
na goérze £ oznaczaé beda ciagi liczb porzadkowych (zaréwno skoficzone jak i
nieskonczone).

Ponadto bedziemy stosowaé¢ oznaczenie & < K w przypadku, gdy € oraz R sa
tej samej dtugosci i dla kazdego 0 < i < || : & < k;. Podobnie kladziemy
¢ < R gdy & < k; dla kazdego 0 < i < |£]. Co wigcej, jesli € = (&1,...,&),
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to wg oznaczac bedzie (we,, We,, . .., we, ). Przypominamy, ze piszemy @ - 0 na
oznaczenie konkatenacji ciagéw u oraz v.
Niech K = (K, A, V) stanowi krate oraz beda dane liczby naturalne kq, . .. , kp,.

Przez macierz typu k1, . . ., k,,, nad K bedziemy rozumie¢ dowolne odwzorowa-
nie a : [k1] X ... x [km] — K, gdzie [n] = {1,...,n}. Kazda macierz da si¢
zapisa¢ w postaci [ail---im]ilékl...im<km' Jesli by = kyyr = ... = kigy = K, wtedy
bedziemy uzywaé notacji:
[a’il~~~im]i1gk)l~~7;t—1gkt—lit,it+1~~7:t+jgklit+j+1<kt+]’+l~nim<km' (61)
Na przyktad, zamiast
[@iyigiziais)in<s ia<a ia<a ia<a is<2) (6.2)
potozymy
[@iigisiis)in<s in,iasis<a is<2- (6.3)

M(K) bedzie oznaczaé klase wszystkich macierzy nad K. Jej podklase za-
wierajaca macierze typu ki, ..., kn, oznaczymy przez My, « .. xk,, (K).

Dla A = [ai1~»»im]i1<k1--~i7n<km € M(IC) kladziemy Ail...im = Qjy...5,,, & dla 1 <
j<m,1 <t /{j:
Aj(t) = [bil~-~i7rL]i1<k1~~~ij71gkj—lijSkj71,7;j+1gkji»l'ui'mgkm’ (64)
gdzie:
iy i s dla ij <t
biy..igy = (6.5)
a”il...’L-j_l’ij—O—lii_'_l...im) gdy t < Z]'

A; (+) PO prostu rozni sie do wyjsciowej macierzy jedynie tym, ze zostaly z niej
usunigte wszystkie elementy a;,. i _,¢i;,,...i,, (dla danego t).
Podobnie dla A = [ai,. i, iy <kr. iy <hrs 1 < J < m kladziemy

Ay iyt Liginim = @iy i, <k, (6.6)
dla macierzy jednowymiarowej gdzie {i1,..., %y} — {i;} sa ustalonymi wartos-
ciami.

Co wiecej, jesli w K istnieje element najmniejszy Oy, kladziemy wtedy
Ay .. ko) (Gt - - 0g,, ) dla macierzy A € My, ¢, (K) dla ktérej Ai,, ..ip,, = G oOraz

Ai,. i, = Ox w pozostatych przypadkach.
Dla dowolnej macierzy A, przez AT oznaczymy jej transpozycje.

Dladanych a € K, A = [aiy...i,, Jiv<ky...im <k, € M(K) definiujemy produkt

1x

aA = [a A @iy iy iy <k <k - (6.7)
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Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ operacje

aVA=[aV ai. i,liy<ky.ip <km - (6.8)

X

Jesli A jest taka sama jak powyzsza i B = [by,. i, Jiy<ky...im <k, » IOZEMy zdefi-
niowaé

A * B = [ailn-i'm * bil---inz]ilgkl-4-7flrngk77n
gdzie x € {A,V}. (6.9)
Uogdlniajac, niech A = (A, <a), gdzie A = (A, Fy, ..., F,) jest algebra upo-
rzadkowana. Odtad zakladamy, ze (A, <a) spelia JID. Dla dowolnego i < n

F; .
oraz Ay = [al, i Jiv<hnrim<hins s Ao(ry = 1070 T ki <k, Kladzie-
my:

Krvro kom F
FPfm (A Aary) = [Fiad a0l ik i, (6.10)

Wtedy AFtbm = (Mg, . sk, (A), FFvokm o Fkeokn) stanowi algebre
podobna do A, a nawet A*1>Fm € IP(A) (tzn. jest izomorficzna kopia pewnego
produktu kartezjaniskiego algebry A) oraz AFi-km — (Akvebm )
jest algebra uporzadkowana, gdzie

(@i i iy s i b SAFL b iy, Ly <hr i <hom
wtw. (6.11)
Ay .oy SA Uiy oy, dlady <k dy <k
W dalszym ciagu bedziemy pomija¢ indeksy, piszac po prostu F' zamiast
Fhisekm

Dla A = [ai,...i,,Jiy <ky i <k OTaZ B = [bj, 5, 1j <1y, <1, definiujemy pro-
dukt tensorowy:

AR B = [ai,...in, Nbji. o lis<hor i <kmji <Uieein <l (6.12)

oraz dualny produkt tensorowy:

ADB = [aiy.ip, V bjy. g lis <Bi i b i <l <lon - (6.13)

Latwo jest zauwazy¢, ze
[a] ® A = aA (6.14)
oraz

[al @A =aVA, (6.15)

gdzie [a] jest macierza typu 1 zawierajaca a jako jedyny element.
Niech beda dane A = [a;, .., l;<x oraz B = [bj, ., ]5<;- Dla liczby naturalne;
p takiej, ze p < min{m,n} oraz ky,—pt+s =I5 dla 1 < s < p kladziemy
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A ®p B = [ch1~~~hm+n72p]ﬁg<k1‘..k1,L7plp+1lp+2...ln> (6‘16)

gdzie:

Chyohimin—2p =
VACRy b v —pitim—praeeim N iyt —ptaeeviv o —pt 1 o —p2 T —2p -
<imfp+1imfp+2 s im> < <kmfp+1kmfp+2 s km)

(6.17)
Jak nietrudno zauwazy¢, warto$¢ cp, . p,,,,_,, Wyliczana jest w nastepujacy
sposdb:
suma \/ przebiega po wszystkich ciagach ¢m—pi1, tm—p+2, - - - im, ktore sa wspdl-
ne dla p ostatnich wskaznikéw macierzy A i p poczatkowych wskaznikow macie-
rzy B. Pozostale wskazuja wspoélrzedne otrzymanej macierzy A ®P B.

Podobnie:

A ®p B = [Chl»-~hm+n—2p]ﬁg<k1...k,,L7plp+1lp+2...7L> (6‘18)

gdzie

Chyohompn—2p =
MOy b pivn— ity ™ iyt —ptz i o —pt 1 o — 2o T —2p -
<imfp+1imfp+2 s 'im> < <kmfp+1kmfp+2 s km>}
(6.19)
W przypadku gdy p = n napiszemy AB := A®P B (,ﬁ := A®P B) a macierz
skonstruowana w ten sposéb nazywana bedzie produktem skalarnym (pra-
wie dualnym produktem skalarnym) A oraz B.

Przytaczamy bez dowodu nastepujace:

Stwierdzenie 6.1.1. Zaloimy, ze K jest kratq oraz k = (ky, ..., ky) niepustym
ciggiem liczb naturalnych. Wtedy:

i) (M5(K),A,V) jest kratg;
ii) (M7 (K), A, V) jest kratq dystrybutywng jesli tylko K jest takq kratq;
iii) jesli IC jest zupelna, to (M (K), A, V) jest réwniez zupelna;

w) jesli 1x (Ox) jest najwickszym (najmniejszym) elementem w I, to
(Lic)iy<hor. iy <lom ([OKc)iy <hoy i <k ) JESE €lementem najwiekszym (najmmniej-
szym) w (Mg (KC), A, V);

v) dla kazdego filtra § (idealu i) w K, My (f) (Mz(i)) jest filtrem (idealem)
w (Mg (K), A, V). (Przypominamy, ze kazdy filtr i kazdy ideal w kracie jest
podkratq, tak wiec nasza notacja jest usprawiedliwiona,). |
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Lemat 6.1.2. Niech bedq dane dwie macierze A = [aiy.. iy )iy <ky...imy<kmy B =
[bil"~ik]i1<k1'~~i7n<k7n€Mklu'k?n(’C)' Wtedy"

i) Aoyt (it - -0t ) <A implikuje g, g,y (it - - 0t,,) < B dla kaZdego
a € K, iy, <ki...iy, <kn ww AB;

”) Alky,....kom) (itl s itm) P b<l1~~ln> (.jn .- 'jrn) =
AN DGy e plomspgrooidn) (B« e Tt Ty g e Jry)s

i11) jesli K jest kratq dystrybutywng i nastepujgce operacje sq zdefiniowane, to
AP (BVC)=A®PBVARPC
(BVO@PA=BxPAVCRPA,
BKC=>ARBKAQPC&BR?ALCRPA.

DowoD. Ad (i) (=) (@sy..ip, ) ky.. o) (31 - - i) < A co implikuje
(@i oci ) oy o) (1 - - - B) < B dla kazdego (iy...im) € [k1] X ... X [kp]. Skad
Giy..ip < biy. i, dla dowolnych i1 < k1, ..., % < ki, zatem A < B.
(<) Oczywiste.
Ad(ii)
a(kl,...,km)(itl s itm) ®P b(ll...ln>(jr1 o Jrn) =
[Cir i 1dn i1 <ot oviom — p <o — i1 Sl 1 < » B0Z1E

Cil---im—pjp+1~~-jn =

VA@ky .o b ity -t ))in iy A (O Gy - Trn)) i
im—p+l <km—p+1 . Zm < k;m & im—p-{-s = js dla 1 <s < p}

Tak wiec
Ciyovim—pipi1gn = @ N WEw. iy = 4 dla 1 < g < m — p oraz j, = j,, dla

p<g<n.
Ad (iii) Wymaga prostych wyliczen.

|
Nastepne dwa proste fakty przytaczamy bez dowodéw.
Stwierdzenie 6.1.3. Dla dowolnego A,B,C € M(K) :
A Be®C) =(A®B)®C. (6.20)
|
Stwierdzenie 6.1.4. Jesli dla dowolnego (i1, ..., iy) istnieje a;, . i, — biy .,

to A — B takze jest zdefiniowany oraz A — B = [as, i, — biy. iy, Jiv<loyo.in <l -
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6.2 Modele Kripkego i bisymulacje

W biezacym paragrafie pokazemy, ze mozliwe jest wyliczanie wartosci formuty
modalnej w modelu Kripkego, za pomoca wprowadzonych operacji. Co wiecej,
zaprezentujemy macierzowy warunek bisymulacji dla wielowartosciowych modeli
Kripkego.

W przypadku, gdy aq,...,ar beda liczbami porzadkowymi macierz typu
< ai,...,< ap nad I bedzie to odwzorowanie postaci a : a3 X ... X a — K
(korzystamy tutaj ze znanego faktu, ze kazda liczba porzadkowa jest zbiorem
zawierajacym liczby porzadkowe mniejsze od niej (poréwnaj na przyklad [26]).
Rodzine takich macierzy bedziemy oznaczaé przez Mg, x ... x <a,, (K). Mimo uzy-
cia liczb nieskonczonych, wszystkie dotychczasowe definicje pozostaja w mocy.

Definicja 6.2.1. Niech § = (W, (Ra)aery: (Ry)very) bedzie dowolng struk-
turg A-relacyjng oraz a bedzie dowolnym typem porzgdkowym zbioru W. Zatem
mozemy zapisaé: W = {we te<a-

Niech ponadto M = (F,V) bedzie wielowartosciowym modelem Kripkego.
Zdefiniugmy odwzorowanie [®]oy : Form(p,7) — Mco(A) w nastepujgcy spo-
50b:

]93? [V(wg,p)]§<a dlap e ®

F@n o)l = Fllorlatens [ooglm)

pl2) (6.21)
[A(p1-- - 0pa))lm = [4)] @1 [pilam dla A € 7
V(pr- o)l = VIDY [ilm dla V€ m.

W powyzszych wzorach postuzylismy sie oznaczeniem:
[f] = [Rywe,we, ~~w§p(u)]£o _____ ¢,<a- Ponadto f jest spéjnikiem, za$ F od-
powtadajgcg mu operacjq w algebrze.

Twierdzenie 6.2.2. Dia dowolnego modelu Kripkego M z nosnikiem W, ¢ €
Form(p,7) : [plm = [V(we, @)le<a-

Dow6D. Indukeja ze wzgledu na dlugos$é formuty. Dla p € ® stwierdzenie oczy-
wiste. Dla spéjnika f zachodzi na mocy réwnosci:

[f(<p17 sy wo(f))]im = [F(V(wfv 901)’ R V(’U)g, <p0(f)))]§<a

= F([galon, - - - [0o(p)lom)-
Dla A € 74:
(L) (D)
[A] @ [pilam = [RAwﬁowé]§o<a,§<av(A)[ A (wﬁia‘»@i)]gkom(&) =
(D)

[ \/ (Rﬁwﬁowf A _/\1 V<w5i7 wi))]§o<o¢ = [V(w€7 A(@la ceey @p(A)))]£<a-

E<ar(D) i=



6.2. MODELE KRIPKEGO I BISYMULACJE 109

Dla V € m:
p(V) p(V)
V] E_Bl [pilam = [Rywe,eley<agcar | ,\_/1 V(we,, pi)lzcart =

p(V)
[ A (Rywgwg — NV V(wg, :))leo<a = [V(we, V(o1, .. 0p0))e<a- B
E<ar(V) i=1

Niech A = [ai,..i,, Jir <o vim<hs B = 04 ]in<tngust, oraz = (un .. uy),

U= {(v1,...,v) spelniaja warunki 1 <u; < ... <wug<m, 1 <vy <...<wv <
noraz Ky, =ly,,...,kuy, =1ly,.
Kladziemy ¢ | (u) dla ciagu powstalego z ¢ poprzez usuniecie wyrazéw znajdu-
jacych sie na pozycjach: uq,uo, ..., us, to jest dla
’élv ig, N ,Z'ulfl, iu1+1, N 7iu2,1l’u2+1, ce 7iut717;ut+1a ce ,im i podobnie dla
j | (9). Polézmy:

A®yB= [Ci1@iim i<kl @.51@)<51@) (6.22)
gdzie:

Cil(m)jlm) =
\/{ailw-im /\ bjl‘-'jn : Z"Ufl < kul st iut < ku“jvl g l’Ul . ~j1}t < lvt (623)
& Ypequ,... ty i, = Ju, }-

Powyzsza definicja jest najbardziej skomplikowana w tym rozdziale. Jednak-
ze jest calkiem podobna do definicji ®” wprowadzonej wczeéniej, z tym jednak
zastrzezeniem, ze niekoniecznie pokrywaja sie p ostatnie i-indeksy z poczatko-
wymi j-indeksami, lecz suma \/ przebiega dla indekséw wspdlnych dla wspét-
rzednych @y, , tuy, - - - Gy, W @iy, OTAZ Juy, Jugs - - - Ju, W bjy.. 5, . Sa one wspdlne
w tym znaczeniu, ze iy, = j,, dla p = 1,...,t. Latwo jest zauwazy¢, zZe ®Y
okresla te sama operacje co ®P, jesli tylkow = (m —p+1,m—p+2,...,m)
oraz o= (1,2,...,p).

Niech dana bedzie struktura A-relacyjna § = (W, (Ra)aer) 1 struktura B-
relacyjna & = (W', (Sa)aer)- Niech ponadto « bedzie jakim$ typem porzadko-
wym zbioru W, (§ natomiast dowolnie wybranym typem porzadkowym zbioru
W'. Niech wreszcie Z C W x W'. W dalszym ciagu macierz Z € Mg <,({0,1})
bedzie reprezentowaé zwykla relacje binarng Z, w tym znaczeniu, ze Z; ; = 1
wtw., gdy w; Zv; zachodzi dla dowolnych ¢ < 3, j < «, gdzie W = {w; };<q oraz
W’ ={vi}icp.

Co wigcej, dla X C Y niech yx : Y — {0,1} bedzie funkcja charakterys-
tyczna zbioru X, tzn. xx(a) = 1 jesli a € X oraz xx(a) = 0 gdy a ¢ X.
Przypominamy, ze dla dowolnej relacji binarnej Z, zapis Z~ wskazuje jej kon-
wers.

Twierdzenie 6.2.3. Jesli Z : §—,,8, to dla kazdego A € T:

. 3. A A
(i) Z&) [hRa) <s [Sa] @5 500 (@Y 2);
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(ii) Z" ) [Sa] <p [WRA] @25 0O (@2 (21)).
Co wiecej, jesli spelnione sq¢ nastepujgce warunki:
1) ZW]=W', Z-\ W' = W;
2) dla kazdego niepustego X C A:supc, (X) € X;
8) dla kazdego niepustego sup (Y) € Y;

to powyzsza implikacja moze zostaé zastgpiona réwnowainoscig.

Dowob.
Zatézmy, ze Z : §<, . Wtedy:

2 2
Z 2 [hRA) = [xz~ (Wl wro)leo<sro<a O] [RRAWAWS g <aicana) =

[AV (Xz~ (Wey s wae) A RRAWNWS) gy < g x<ara) -
o<

Co wiecej:

2,3,...,p(A)+1
[Sal @3B, (@7 z) =
3,0, A)+1) (A
[SA’U)&) 5]50<5§<ﬁp(A) ®§13 g;()(A)) 1) ®P )[XZN(wgoawA1)]§0<ﬁ A<a =

[Sawe,w ,]ga<ﬁ,s<ﬁﬂ<A>

(L)
(2,3,...,p(D)+1)
®<13 L2p(A)—1) [j/—\l Xz~ (wéj7w)\j)}£1<57>\1<0‘7“-1£p(a)<67>‘p(A)<O‘

p(A)
=[ V (Sawgwe A N\ Xz~ (we,,wx,)]g<pi<ar -
E<pr(L) j=1
Wybierzmy dowolne o < 3, A1,..., Aya) < « i potézmy

== \/ (Xz~ (wéo,w)\o) AN hRAw)\OwAl .. .’w)\p(A)). (624)
Ao<a

Gdy Zr, > 0, to dla pewnego wskaznika \g < a otrzymujemy x z~ (wg,, wx,) =

1 oraz wy, Zwé Przez definicje bisymulacji istnieja &1, - . ., §,(a) < 0 spelniajace
wk1zw/§1’" p(A)ng (A)’Sk%dXZ~(wg 5w)\1) "':XZ“’(w/gp(A)aw)\p(A)):
1 oraz:

/ / /
hRAwWN WA, - WA, A <B S’Awgow51 CWe

1Zwréémy uwage, ze dwa ostatnie warunki sg réwnowazne stwierdzeniu, ze konwersy <a
oraz <p sa dobrymi porzadkami.
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Jako wniosek otrzymujemy:

p(B)
2L <B \/ (SAwéowé/\ /\ XZ~(wéj,w>\j)). (6.25)
£<BP(D) j=1

Czyli zachodzi (i). Teraz dazymy do wykazania (ii):

2 2
ZT &) [Sa] = Xz (Wrgs W, )ro<asi<o Of1) [Sawh,whle,pecpmer =

[5 \éﬁ(Xz(wAm We,) N SaWe, We)]no<a,é<pre -
0]

Ponadto:
2,3,...p(A)+1 A
[hRA] ®§1,3,...?2(p()ﬁ)—>1> (@ 2") =
2,3,...,p(A)+1 A
[h’RAw/\ow/_\])\o<a75\<O¢p(A) ®21,37~-7§EJ(A);F—>1> ®p( )[Xz(w)‘o’wél)b‘0<a7§1</3 =
[ARAWN,WR] )y <o, x<ar(2)

(»)
23,..p(D)+1) L
®(1,3,...,§p(&)71> [ 4/\1 X2(Wx;s W )IAi <61 <B, M0y <o) <8 =
J:
p(A) ,
[V (hRawxwx A A Xxz(wx;, Wi, ) <a.é<pe -
A<ar (D) j=1

WeZmy dowolne A\g < @, &1, ...,§,a) < B 1 podstawmy:
—_ ! / / !/
B = \/ (xz(wxg, we,) A Spwg, we, ...wgp(m). (6.26)
§o<p

Jesli 21, > 0, to dla pewnego wskaznika £y < § otrzymujemy xz(wy,, wéo) =
1. Stad w,\OZw’go. Przez definicj¢ bisymulacji, istnieja A1,...,A\,a) < a spel-
niajace wAlZwél,...7w)\p(A)Zwép<A)7 skad xz(wx,, wg, ) =... =
XZ(wAp(Awwép(A)) = 1 oraz spelniajace:

! ! !
SAwEOw&1 CWe <B hRawy Wy, - S, p)-

Otrzymujemy zatem:

p(L)
L <B \/ (hRawy, w3 A /\ Xz(wx;, w,))- (6.27)
A<ar(D) j=1

Stwierdzamy, ze (ii) réwniez zachodzi.

Zalézmy, ze zachodzi (i), (ii) oraz 1), 2), 3). Pokazujemy, ze Z jest bisymu-
lacja ze wzgledu na h.
Wezmy dowolne A, A1, ..., Ayn) < @, § < 3 takie, ze w)\OZwéo.
W przypadku gdy 0 = hRAwx, W, - - -, Wy naturalnie istnieja 1, ..., Vpa) <
0 takie, ze

p(8)?
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RRAWAWA, - -, WA, o) SB SAwg W), . .w%p(m (6.28)
oraz
wy, Zw!, dlai=1...,p(A). (6.29)
Jesli 0 < hRAw Wy, - -, Wy, , to dzigki (i) (patrz (6.25))
0< V (hRawx,wy, - .. Y WA, ny N X2~ (wéo7 wy,)) <
Ao<a
., p(A) ,
-V (SAwéowé A /\ XZ~(w§j,w>\j)).
§<ﬁP(A) j=1
Tak wigc z zalozenia wynika, ze dla pewnych v1,...,7,a) < 3, spelniaja-
cych (patrz zalozenie 3))
! /! ! p(A) /
Sawgwl, .owl A j/7\1 Xz~ (W), we;) =
ro pls) / ¢ (D)
supgA{(SAwéowE—/\ j/:\1 Xz~ (Wi, wy,)) 1 € < B2} €
ro o(8) / e A)
{(SAwgowg/\ jAl XZN(ng>w>\j)) (&< pre}
zachodzi:
0< hRAw)\Ow,\l ce Wy <B
., p(A) ,
V. (Sawgwg AN Xz~ (wg ,wy)) =
E<pr(L) j=1
! /! ! p(A) /
Sawgwl, owl A j/—\1 Xz~ (W, we;).
7 powyzszych nieréwnosci wynika
. p(D) ,
RRAWA W, s WA, ) SB SAWE W, w0 A jé\l Xz~ (W), ;) <
SAw/fow’/Yl ces Wypay
(6.30)
oraz
ub\lway1
!
Wiy 20, (6.31)
/!
Wiy W, )¢

Dowiedli$my, ze Z spelnia pierwszy warunek bisymulacji. Podobnie mozna
pokazaé, ze zachodzi i drugi.
|



6.3. PRZYKLAD 113

6.3 Przyktad

Obecnie postaramy si¢ wykazaé¢ zastosowanie przedstawionych wlasnie metod.
Po pierwsze, podamy sposéb reprezentacji macierzy o wigkszej niz 2 liczbie
wymiaréw w 2-wymiarowej przestrzeni. Nastepnie przedstawimy dwa modele
Kripkego nad dwiema réznymi uporzadkowanymi algebrami. Na samym kon-
cu za pomoca macierzy zdefiniujemy relacje binarna, wykazujac, ze jest ona
bisymulacja.

Definicja 6.3.1. Poldéimy

ﬂatl([ail...z‘m]KE) = [[ail~~-im,]il<kl]i2<k2i3<k3-“im<k’7‘rl (632)
flata ([ai, i, Jick) = [[@ir . im Ji <hrin<ha lis <his i <l -

Jasne jest, ze powyzsze odwzorowania sa izomorfizmami. Poniewaz wprowa-
dzamy je jedynie ze wzgledéw prezentacyjnych, bedziemy utozsamiaé flat; (A)
oraz flata(A) z A.

Zdefiniujmy kilka modeli Kripkego. Po pierwsze niech A = {0,1,3,3,1}
oraz F': A — A zdefinowane beda jak w ponizszej tabeli.

Po drugie niech B = {0, %, %, 1}, gdzie F' : B — B réwniez zostala zdefi-
niowana w tabeli ponizej.

0 1 x | F'(x)
0 1
1 3
a a
1
3 1
1 1 3
2 2 5 N
3 3
3
I 0
1 0
1 0

W obu przypadkach definiujemy:

1 dlaa<b
a—b= .
b w przeciwnym przypadku.

Niech h : A — B bedzie odwzorowaniem 0 +— 0; % — %; é — %; % —

1; 1 — 1. Proste wyliczenia prowadza do wniosku, ze jest to homomorfizm
A= (AF,—)iB=(B,F,—), zachowujacy ponadto sup i inf (ze wzgledu na
<).

Nastepnie potézmy W = {x, xo, 23,24, 25} oraz W' = {z}, 2, 2}, Zdefi-
niujmy za pomoca macierzy dwie wielowartoéciowe relacje (gdzie dla R elementy
W wystepuja w porzadku, w jakim ,zostaly umieszczone” w zbiorze W, a dla
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R’ w zbiorze W'). W macierzy [R], 0 oznaczaé¢ bedzie wektor [0,0,0,0,0]7 oraz
[0,0,0]%, gdy zostanie umieszczony w macierzy R'.

=]

=)
[=NeNoBal =)

=)

=]

1
4 - -
0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0o o 0
m=| o (R = :
3
0 |0 0
1
L 3 _

=)
o
=)
o
V= O O O

O OrIFO O

Na przyklad trzeci wiersz drugiej kolumny macierzy [R] zawiera wektor war-
tosci Rwxsxy dla w € W. Pierwszym elementem W jest x1, czyli Rxixsze = i
oraz Rwzgze =0 dla w € W/{x1}.

Polézmy § = (W, R, A) oraz & = (W', R/,B). Zdefiniujmy Z C W x W’
przez nastepujaca macierz:

1 0 0 0 0
Z=10 1010 (6.33)
0 01 01
Niech ponadto:
3 1
[V(wlvp)a V(wg,p),V(wg,p),V(w4,p),V(w5,p)] = [17 17 §a0a 1] (634)
oraz
11 3
[V(IU1, q>7 V(w2a q)7 V(w?n q)7 V(w4a q)7 V(wSa q)] = [07 Za 57 0) Z] (635)
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Rozpatrzmy formule ¢ = p — F(A(Fq,q)). Woéwczas
[Fq](&',V) = [V(l‘h FQ)7 V($27 FQ)a V(x37FQ)7 V($4, FQ)7 V($57Fq)] = [17 %7 %7 1a O]
Latwo wyliczamy, ze

RN
o k103
[Fdgwv@ldev =0 7 3 0 3
0 1 3 0 3%
00 0 0 0]

Zgodnie z Definicja 6.2.1 [A(Fq,q)]5,v) = [RI([Fdl,v) © [dG,v))- Cozyli

(EREE
0110
[A(Fg.))gvy=[RI|0 7 3 0 3
R
0 0 0 0 0

Taka macierz mozemy obliczy¢é w nastepujacy sposéb:

Wektorem szukanym jest [A(Fgq,q)]z,v). Aby znalezé jego io-ta wartosc,
znajdujemy wszystkie miejsca w [R] o wspdlrzednych s,t (ktére przy naszej
dwuwymiarowej reprezentacji sa wektorami postaci U5t = [v1,v2, V3, V4, v5]),
gdzie wektor ¥ ma ip-ta warto$¢ rézna od zera. Jesli nie ma takich wartodci,
to ([A(Fq,9)lz,v))ie = 0. Jedli istnieja takie wartodci, to tworzymy macierz
[(Tst)io)st<5- Nastepnie wyliczamy wartosé

([2Fg, Dl v)ie =V ()i A([Fdlgv) @ [dev)se): (6.36)

s,t<5

W konsekwencji otrzymujemy [A(Fq, q)]z,v) = [%, 0, %,O, %] oraz
[F(A(Fq, q))](g’v) = [%, 1, %, 1, %] Ostatecznie [(p](g’v) = [%, 1,1,1, %]
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Sprawdzamy, czy relacja Z reprezentowana przez macierz Z jest bisymulacja.

Z o) [hR] =
0 0 o0 0 0]
1
0
o o |0/ o o
0
0
1
3
0
o (0] o o0 0O
10000 0
010 1 0faf 0 =
0010 1 0
0
o o o o |2
0
2
3
0
0
o o o0 |3 0
0
L O -
0 o o0 0 0]
1
0 o 0] 0o O
0
1
3
0 [0] o o0 O
0
0
0o 0o o0 o0 |0
2
3
0
0 0 0 |0 0
1
L 3 i
Z 00 0 0
7 drugiej strony, ZQZ= |0 Z 0 Z O
0 0 Z 0 Z
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oraz
0 0o 0]
1
o 0 o0 Jof| [z 0 000
2,3 2 2,3
[R]®05 (Z0Z)= o Ll ®iy (02 0 2 0=
1 0 0 Z 0 Z
o [0] o
1
L 3 d
R A
1
? ? 0 ? ?
?
1
3
? |7 ? ? ?
?
)
? ? ? ? ?
2
3
?
? ? ? ? ?
1
3

W powyzszej tabeli umiesciliémy ? dla wartosci nieistotnych dla naszych
celéow. Drugi warunek bisymulacji moze by¢ pokazany w podobny sposéb.






Rozdziat 7

Ekspresyjnoscé
wielowartosciowych
automatow 1 gramatyk

Automaty wielowartoéciowe maja dluga historie w computer sciencel. Na przy-
klad w [17] zdefiniowane zostaly tak zwane BL-automaty. Gléwnym zaloze-
niem lezacym u podstaw ich konstrukeji jest to, ze ich stany wartosciowane sa
w BL-algebrach, ktore z kolei sg specjalnymi przypadkami krat rezydualnych
(wszystkie niezbedne definicje dostarczymy w dalszej czeéci). W tym rozdzia-
le pokazemy, ze takie automaty moga by¢ symulowane (oczywiscie w pewnym
sensie) przez zwykle automaty skonczone. Rozpatrujemy przy tym jedynie skon-
czone BL-algebry.

W drugiej czedci rozdzialu bedziemy rozpatrywaé probabilistyczne grama-
tyki w postaci, w jakiej zostaly zdefiniowane w [44]. Gramatyki takie r6znia
sie od tych zdefiniowanych w [27] — gléwnie tym, ze na kazdym etapie ich wy-
prowadzania istnieje rozklad wyznaczony na zbiorze regul, ktére moga zostaé
zastosowane.

Gramatyki probabilistyczne moga zostaé uzyte do definiowania zwyklych je-
zykéw — gdy a € [0,1], to L(G, a) jest jezykiem skladajacym sie ze wszystkich
stow majacych wyprowadzenie o stopniu wyzszym niz a. Latwo jest pokazad,
ze dla a € (0,1) L(G,a) jest jezykiem skonhczonym. Zatem istnieje gramatyka
(nieprobabilistyczna), ktéra generuje jezyk L(G, a). W biezacym rozdziale poka-
zemy, ze dowolna gramatyka probabilistyczna moze byé¢ aproksymowana przez
gramatyke skladajaca sie jedynie z liczb wymiernych (patrz Twierdzenie 7.3.3).

Wprowadzenie wielowarto$ciowosci do teorii gramatyk ma przynajmniej dwa
wymiary: praktyczny i czysto teoretyczny. Gramatyki probabilistyczne (por.

1Pojecie Computer science nie ma dobrego odpowiednika w jezyku polskim. Termin nauka
o komputerach brzmi nieco sztucznie, a termin informatyka w jezyku polskim odnosi sie¢
raczej do zastosowan computer science.
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[44]) moga ujmowaé rzeczywiste zjawiska jezykowe. Na przyklad rozpatrzmy
wyrazenie wraz z jego analiza syntaktyczna:

bystry student.
a n
n

Dodajmy na poczatku funktor ,bardzo” (w tym przypadku jest on typu "/—")

n/n
Otrzymujemy zatem syntaktycznie poprawng nazwe:

bardzo bystry student.

n/n n n
n/n n

Mozemy kontynuowaé nasze postepowanie i utworzy¢ wyrazenia ,,bardzo bar-
dzo bystry student”, ,,bardzo bardzo bardzo bystry student” itd. Jednakze wraz
z dlugoscia wyrazenia staje sie ono coraz bardziej nienaturalne. Gramatyki pro-
babilistyczne moga stowarzyszaé z wyrazeniem jego prawdopodobienistwo (lub
— jak to woli — stopief jego naturalnosci). Gramatyka taka moze akceptowaé
wyrazenie ,bardzo® bystry student” (dla & > 1), lecz z mniejszym stopniem
niz wyrazenie ,bardzo bystry student”. Z drugiej strony inna gramatyka mo-
ze zmniejsza¢ wartos¢ wyrazen mieszajacych rézne dziedziny semantyczne — na
przyklad majac forme zdaniowa ,Jesli X, to Y, mozemy zastapi¢ X przez
zdanie z jezyka arytmetyki Vo, .(x <y = 2+ 2z < y+ 2) i zmienna
Y przez zdanie o pogodzie ,Jutro rano wstanie stonce”. Otrzymujemy: ,Je-
§li Voy.(x <y = 2+ 2 <y+ 2), to jutro rano wstanie stonce”.

Zwroéémy uwage, ze w [27, s. 423] symbole nieterminalne wystepujace w fuz-
zy gramatyce nazywa sie fuzzy kategoriami syntaktycznymi.

PowyzZsze wyjasnienie istnienia gramatyk probabilistycznych ma charakter
zdecydowanie filozoficzny. Chcemy jednak nadmienié, ze gramatyki probabili-
styczne stosowane sa w takich dziedzinach jak rozpoznawanie mowy, obrazéw
czy tak zwanego pattern recognition (zainteresowany Czytelnik moze siegna¢ do
[42, 5]). Podejmuja one miedzy innymi problematyke niejednoznacznosci grama-
tycznej wyrazen. Jako przyklad mozemy podaé, ze istnieja przynajmniej dwie
struktury gramatyczne dla zdania: I saw the boat with the telescope (przyklad
zaczerpniety z [16]). Jednakze moga one réznié sie prawdopodobienstwem od-
dania intencji wypowiadajacego zdanie.

7.1 Zwigzki logik modalnych z automatami
skonczonymi. Gramatyki

Wprowadzimy kilka definicji z zakresu teorii automatéw. Szersze przedstawienie
problematyki Czytelnik znajdzie np. w [23]. Ponadto pokazemy, w jaki sposéb
automaty moga by¢ rozumiane jako uszczegdélowienie modeli Kripkego.

Definicja 7.1.1. Niech dany bedzie alfabet Y, to znaczy skonczony zbior sym-
boli. Przez X+ bedziemy rozumieé skoriczone i niepuste ciqgi wyrazen ze zbioru
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Y. Zgodnie z konwencjg wystepujgceg w teorii automatow, skonczone ciqgi bedzie-
my oznaczal pPoprzez T1xs ..., Ty zamiast {x1,Ta,...,T,). Ponadto kladziemy:
¥* =Xt U{\}, gdzie X oznacza stowo puste. Elementy zbioru P(X*) bedziemy
nazywaé jezykami nad X.

Przez automat skonczony (symb. FA) nad ¥ rozumiemy strukture A =
(Q,6,q0, F), gdzie Q jest skoriczonym zbiorem standéw, 6 : Q@ x ¥ — P(Q)
funkcjg przejscia, gy € QQ stanem poczatkowym oraz F' C @ wyréznionym
podzbiorem standw kohcowych (terminalnych).

Rozszerzamy funkcje § na caly zbioréw 3*

6*(q, ) = {a},
6*(q,0) = 6(q,0), (7.1)
0*(q,60) = {peQ:3eq(red*(q,d) &pei(r,o))}

Kazdy automat wyznacza jezyk nad X
L(A)={o € X" :6"(qo,0) N F # 0}. (7.2)

Definicja 7.1.2. Przez deterministyczny automat skoniczony (symb. DFA)
nad ¥ rozumiemy A = (Q, 9, qo, F), gdzie § : Q@ x X — Q. Podobnie jak w ogdl-
nym przypadku rozszerzamy o

(g, N) = g

6*(qg,00) = 6(6(q,0),0). (7.3)

DFA definiuje jezyk

L(A) = {5 € 2" : (g0, 5) € F}. (7.4)

Aby odnotowaé zwiazek taczacy logiki modalne z teorig automatéw potdézmy:
A =(Q, 6, qo, F) oraz zdefiniujmy model Kripkego MM(A) = (Q, 74, V)acsx, gdzie
ra(q, ) wtw. r € §(q,a) oraz V(tp) = F.

Woéwczas:

Fakt 7.1.3. M(A), qo IF (o0){(o1) ... {ok)tr wtw. cgoy ...0K € L(A). [ |

Nie przeczymy, ze przedstawiony tu zwiazek moze wydawaé sie dos¢ luzny.
Jest on taki, poniewaz zajmujemy sie jedynie podstawowsg logika modalna. Sil-
niejsze pokrewienstwo laczy bardziej ztozone logiki modalne. Na przyktad LT L
z automatami Biinchiego. Jednakze pokazanie tego zwiazku wymagaloby dodat-
kowej publikacji. Prosimy wiec Czytelnika, by traktowal ten rozdzial jako probe
przyblizenia do takiej potencjalnej teorii.

Definicja 7.1.4. Przez gramatyke rozumiemy strukture G = (N, T, P, S) gdzie
N jest zbiorem symboli nieterminalnych, T' — zbiorem symboli terminal-
nych, NNT = 0, S € N jest wyréznionym symbolem poczatkowym,
PC(NUT)*N(NUT)*x (NUT)* nazywamy zbiorem produkcji gramatyki.
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Elementy zbioru P oznaczamy poprzez a —¢g 3 lub o — B (gdy G bedzie usta-
lona) zamiast {a, B). Definiujemy indukcyjnie relacje wyprowadzenia w gra-
matyce G:
00 =G 00
g0 =g 01202 & v — y € P implikuje (7.5)
0o =G 01Y02.
Gramatyka definiuje jezyk L(G) :={g €T*: S=gad}.

W dalszym ciagu bedziemy pisa¢ § zamiast §*.

7.2 BL-automaty

Ogdlng teorie fuzzy automatéw mozna znalezé w [37].

Definicja 7.2.1. Operacja binarna % na zbiorze [0, 1] bedzie zwana t-norma
wtw. dla dowolnych a,b,c,d € [0,1]:

(i) axb=bxa;

(ii) a < ¢, b < d implikuje axb < ¢ *d;

(#ii) a * (b c) = (a*b) *¢;

(iv) ax1=a.

Binarna operacja @ na zbiorze [0, 1] bedzie zwana t-konorma wtw. bedzie spel-
niala (i)-(i3) oraz a ®0 =0 dla dowolnych a,b,c,d € [0,1].

Definicja 7.2.2. [22] Przez krate rezydualna rozumiemy algebre £ = (L, A\, V, *,
—,0,1), gdzie

(i) (L,A,V,0,1) jest kratg z elementami: najwickszym z najmniejszym, dla
ktorej porzgdek kratowy bedzie oznaczany poprzez <;

(ii) (L, *,1) jest przemienng pdlgrupq z jedynkq 1, tzn. operacja x jest prze-
mienna, tgczna oraz 1 jest elementem neutralnym x;

(#ii) * oraz — tworzq pare rezydualng, tzn. z < © — y wiw. T * 2z < y dla
x,y,z € L.

Korzystajac z tacznosci operacji * w kracie rezydualnej, dla dowolnych jej
elementéw ay, ..., ax piszemy *F_ja; zamiast (... (a1 * az) * ...) * ax. Ponadto
zaktadamy, ze * wiaze silniej niz A, V oraz —.

Definicja 7.2.3. Dowolna krata rezydualna £ = (L, A, V,*,—,0, 1) bedzie okresla-
na jako BL-algebra wtw. spelnia réwnosci:

(i) x Ny=xx(x—vy);

(ii) (x —y)V(y — x) = 1.
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Lemat 7.2.4. [22] W dowolnej BL-algebrze, zachodzq nastepujgce fakty (dla
dowolnych x,y, z):

(i) jeslix <y, to z > x < z — y;

(ii) x <y — (z*y);

(i1i) jesli x <y, tox 2z < y* z;

() (xVy)xz=(x*x2)V(y*2).

Dowo6D. Dla (i) z Definicji 7.2.3 otrzymujemy (z — z) % z < z. Tak wiec
(z = x) * 2 < y jesli tylko < y. Z rezydualnosci z — = < z — y. (ii) wynika
z faktu, ze x * y < x x y oraz Definicji 7.2.2. Dla (iii) zalézmy, ze x < y. Wtedy
(ii) implikuje y < z — (y*2) i © < z — (y * 2). Z rezydualnodci = * z < y * 2.

Dowéd (iv) jest nieco dluzszy. Naturalnie x * z < z * z, co implikuje z < z —
(x*xz)iz < z— (xx2)V(y*z) zgodnie z (i). Podobnie mozemy pokazaé,
zey < z— (x*xz)V(y*z), zatem xVy < z — (z*2)V (y*2) i ponownie
korzystajac z rezydualnosci (xVy)*z < (zx2)V (y*z). Dla odwrotnego kierunku:
xxz,y*xz < (xVy)x*zz (i), czyli (x % 2) V (y * 2) < (x V y) * z. Ostatecznie
wyprowadziliémy wymagana réwnosc. |

Powyzszy lemat bedzie wykorzystywany w dalszym ciagu. W miedzycza-
sie rozpatrzymy przyklad BL-algebry. Gléwnymi reprezentantami klasy BL-
algebr sg algebry postaci ([0, 1], min, max, *, —, 0, 1) gdzie * jest ciagla t-norma,
oraz x — y := sup{z € [0,1] : z* 2z < y}. Jesli * jest zdefiniowany jako
x xy := max{0,z + y — 1}, otrzymujemy wtedy MV-algebre ([22]).

Jesli A =(Q, qo,0, F) jest zwyklym automatem skonczonym (symb. FA), to
ktadziemy:

e states(A) = Q

e init(A) = qo

e trans(A4) =4

e terminal(A) = F.

Dla FA: A = (Q, 40,6, F) poléimy Q(0) = {ao}, Q(k + 1) = Q(k) U {g €
Q: Fpeqi),oen(p,0,q) € 0} oraz Q(w) = |J Q(k). Ostatecznie niech p(A) =

k=0
(Q(w), g0, 0 N(Q(w) x ¥ x Q(w)), Q(w) N F). Tak wiec p(A) jest zredukowanym
automatem, zawierajacym jedynie stany osiagalne. Co wiecej, L(A) = L(p(.A)).

Definicja 7.2.5. Niech A = (Q,qo,0,F) oraz B = (Q', ¢, 6, F') bedg dwoma
FA. Przez bisymulacje pomiedzy A oraz B rozumiemy relacje Z C Q x Q'
spelniajgcg:
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1) g Zqp;
2) dla{q,q'") € Z, 0 € ¥:

a) jeslip € 6(q,0), to istnieje p' € 0'(¢', o) taki, ze pZp';
b) jeslip’ € §'(¢',0), to istnieje p € 6(q,0) taki, ze pZp';
¢) q € F wtw. ¢ € F'.

W przypadku gdy Z jest bisymulacjg pomiedzy A oraz B, zapiszemy Z : A=B.
Fakt istnienia relacji Z, takiej ze Z : A=B bedzie odnotowywany przez A=B.

Twierdzenie 7.2.6. Jesli A=B, to L(A) = L(B).

Dowob. Jesli A<—B, to moze zostaé pokazane przez indukcje ze wzgledu na
dlugosé¢ &, ze dla kazdego ¢ € 0(qo, ) istnieje ¢’ € §'(qp, o) taki, ze ¢Zq' i sy-
metrycznie dla ¢’ € §'(q(, ) istnieje ¢ € §(qo, ) oraz qZq’. Z Definicji 7.2.5 2)
c¢) wynika teza. |

Nie jest trudno sprawdzi¢, ze klasa bisymulacji zawiera identyczno$cé i jest
zamknieta na zlozenie. Zatem stwierdzamy, ze klasa tworzy kategorie, w ktérej
morfizmami sa bisymulacje.

Definicja 7.2.7. [17] Dla dowolnej BL-algebry L = (L, A, V,*,—,0,1) i jej
reduktu K = (L,N\,%,0,1) przez K — Y-automat bedziemy rozumie¢ struktu-
re B = (Q,I,T,E), gdzie Q jest skoriczonym zbiorem standw, I € L% sta-
nem poczatkowym oraz T € L? jest stanem terminalnym, E jest funkcjg
QxXYxQ— L.

Funkcja E reprezentowana bedzie przez macierz [Epglpqcq, gdzie dla kaZdych
P,q€Q, Epg: X — L: Epy(0) = E(p,0,q).

Dla dowolnych elementéw po,...,pn 2 Q oraz $cieski® ™ = pop1 . ..Pn Praypo-
rzqdkowana bedzie funkcja ||x||B : " — L, w taki sposéb, ze dla dowolnych
0g=0q0...0p_1 € X"

‘ |7T| |B(5) = *?:_OIEPiPHl (ai)'

Dla dowolnych p,q € Q polézmy P"™(p,q) = {p} x Q" x {q}. Nieformalnie
P™(p,q) jest zbiorem wszystkich Sciezek dlugodci n + 1 zaczynajgcych sie na p,
konczgcych zas w q.

Dla K — X-automatu B, definiujemy funkcje |B| : ¥* — L w nastepujgcy
5posob:

Bl(o) = V Vo I(p) * |I7[[%(@) = T(q).

P.9€Q e Pl (p,q)

Wartosé |B|(5) nazwiemy stopniem akceptacji stowa & € 3*.

Dla dowolnego L-podzbioru B zbioru ¥* (tzn. B € LZ*) powiemy, ze B jest
rozpoznawalne witw. istnieje K — X-automat B, taki ze |B| = B.

2Przez Sciezke rozumiemy po prostu ciag skonczony.
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Konkretne przyklady BL-automatéw Czytelnik znajdzie w [17].

Dla BL-algebr £ = (L, A, V,*,—,0,1) i L = (L', N, V', %', =, 0/,1") oraz ich
reduktow K = (L, A, %,0,1) 1 K' = (L', N, +',0',1") kladziemy HOM®**P (K, K')
na oznaczenie rodziny wszystkich homomorfizméw zachowujacych \/, tzn. ta-

kich, ze h € hom (K, K') dla ktérych zachodzi:
jesli AC L, to h[\ A] =\ h[A].

Definicja 7.2.8. Niech A = (Q,I,T, E) bedzie K — X-automatem oraz B =
(Q,I',T'E") bedzie K' — X-automatem (K oraz K' jak powyzej). Ponadto
niech h € HOM®**?(K, K'). Dowolng niepustq relacje Z C @ x Q' nazwiemy
h-bisymulacja pomiedzy A oraz B, jesli tylko dla dowolnej (p,p') € Z:

i) h(I(p)) = I'(p") oraz W(T(p)) = T'(p');

it) dla dowolnych o € ¥ oraz q € @Q istnieje ¢ € Q' taki, ze qZq' oraz
M Epq(0)) < Ep g (0);

iii) dla dowolnych o € % oraz ¢ € Q' istnieje ¢ € Q taki, ze qZq oraz
Bl (0) < hEp ().
7 : Ay, B oznaczaé bedzie, ze Z jest h-bisymulacjq pomiedzy A oraz B.

Twierdzenie 7.2.9. Niech Z : A=, B. Wtedy:

i) jesli Z71Q'] = Q, to h(]A|(5)) < |B|(5) dla dowolnego & € X*;
i) jesli Z|Q] = Q' ,to |B|(¢) < h(|A|()) dla dowolnego & € ¥*;
iii) jesli Z-11Q") = Q oraz ZIQ] = Q', to h(|A|(@)) = |B|(5).

DowoD. Ad i) Z definicji

Al@ =\ 1) *lInll*(6) * T(9). (7.6)

P,9€Q e Pl%l(p,q)

Niech p,q € Q oraz m € PlIl(p,q), czyli m = q1g2 .. qo(qlo)11, gdzie ¢ =
P, Qo1 = q-
Pokazujemy, ze dla m = 2,...,|o| + 1 istnieja g}, ¢5, - . ., ¢, € Q' takie, ze:

(04)

—1 —1
h[*zll E‘Ii‘]iJrl (Ui)] < *;11 Etl];q£+1

. (7.7)
oraz ¢; Zq. dlai=2,...,m.

Dla m = 2, z faktu ze Z~1[Q’] = Q istnieje ¢ € Q' taki, ze q; Zq}. Z definicji
h-bisymulacji znajdujemy g € Q" spemiajacy h(Ey,q,(01)) < Eyq;(01).
Zalézmy, ze (7.7) zachodzi. Dowodzimy dla m 4 1. Z definicji istnieje ¢;,  ; € Q'
taki, ze ¢m412qp, 1 oraz h(Eq, g, (Om41)) < E(/I;nq;n+1(0'm+1). Wtedy:
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m—1
h[ i= 1_Eq7q7+1((7i)] = h[*; 2, Eq1q7+1( )] * h qmqm,+1(0m)]
< >I< E// / (0’1) * E‘;;nq;n+1 (O'm) = 221 Eq;q;_'_l(ai) (78)
oraz qZZqz dla 1=1,....m+1

Dowiedli$my (7.7), skad juz latwo wynika nasze stwierdzenie.
Ad ii) Podobnie jak powyzej.

Ad iii) Wynika z punktéw i) oraz ii). |

Jesli K jest ustalony, to klasa K — Y-automatéw z id-bisimulacjg jako mor-
fizmem tworzy kategorie.

Pokazemy teraz, ze istnieje sposéb symulacji® BL-automatéw nad skonczona
algebra.

Niech B = (Q,I,T, FE) bedzie BL-automatem nad skoficzona algebra K =
(L, A, *,0,1). Polézmy dla ag € L

Oq, (B) = (LQ7 (1(9))qeq: 0, Fa,) gdzie:
1) 0({ag)geq, o) = (V ap* Epg(0))eeq;

PEQ

ii) Fa, = {(aq)qeq € L9 ap < \/Q ag*T(q)}
q€

Pokazujemy, ze dla kazdego 6 = 01 ...0; € XF

S({I(@)geq o o) =(\/ /I *|I7l[P(o1...0))geq-  (7.9)

peEQ TEPF(p.q)

Naturalnie, gdy k = 1, to zgodnie z definicja O, (B).

6({1(q))qeq-01) \/ I(p) * Epg(01))qeq- (7.10)
peQ

Zatem (7.9) zachodzi.

Zalézmy, ze dla jakiego$ j < k zachodzi (7.9). Wéwczas

S(L(@)geqro1---0) =\ 1) lI7lP(o1...05))geq.  (T.11)

PEQ TEPIi(p.q)

3W pewnym szczegélnym sensie.
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Zatem

6((I(q))geq,01--.05041) = 0(6((1(q))qeq, 01 ---0;),0541) =
oV V) *[Inl[Bor . 05))eeq, 0541) =

PEQ TEPI(p.q)

VIV V1)« rlB(or ... 05)]  Bgplojin)req =

q€Q pEQ wEPIi(p.q)

(
(VV VI |7l[B(o1...05) * Egr(0541)req = (7.12)
(
(

qE€EQ pEQ wEPI(p.q)

VIV Vo Ip)«alPlor...oi0551)req =

q€Q pEQ wePIit1(p.1)

V.o Vo Ip)*lIrlF(or ... 050j0))req-

PEQ TePIit(p.r)

Réwnosé (*) wynika z Lematu 7.2.4 (iv).

Tak wiec jesli zdefiniujemy zwykly dwuwartosciowy jezyk L, (B) = {7 €
¥*: ap < |B|(d)}, to zachodzi

Twierdzenie 7.2.10. L,,(A) = L(O,4,(A)). [ |

Twierdzenie 7.2.10 wynika z 5.2 [10]. My jednak zaprezentowaliSmy elemen-
tarny dowdd konstrukeyjny, niewymagajacy wprowadzenia solidnej porcji teorii
formalnych szeregéw potegowych (dla zainteresowanych ta problematyka pole-
camy [2]).

7.3 Gramatyki probabilistyczne

Definicja 7.3.1. Niech A= (A, ®,x, 1) bedzie algebrg typu (2, 27 0), gdzie ope-
racje ®,* sq lgczne. Poléimy A®) = {(ay,...,a,) € AF : @az = 1}. Je-

§li A bedzie znana z kontekstu, zamiast A%) bedziemy pisaé A(k) Przez A-
gramatyke G rozumiemy strukture G = (N, T, P, S,0,v,¢,A), gdzie N,T sq
rozlgeznymi alfabetami (odpowiednio — symboli nieterminalnych i terminalnych),
S € N, P jest zbiorem produkcji. Zaktadamy, Ze produkcje sq etykietowane ele-
mentams zbioru F' = {f1,..., fx} (tzn. jest dana funkcja labelg : P — F),
8,7 € A®) oraz ¢ : F — AW Majgec w G rozumianej jako zwykla gra-
matyka, wyprowadzenie D postaci S = xg =g 1 =G ... = Tn =G Tntl
przy uzyciu requl majgcych za etykiety fi,, firs- -, fj, definiujemy ¢a(D) =
prij,(0) * a1 % ... % ap oraz Yg(D) = prj,(8) * a1 * ... * a, * pry, (), gdze
a; = prj,(¢(fj,_,)) dlai = 1,...,n. pr; oznacza projekcje i-tego skladnika,
tzn. pri((ai,...,ar)) = a;. Projekcje bedg oznaczane réwniez w skréconej posta-
ci przez (a1, ...,a); = a;.

Gdy G jest ustalona, indeks dolny w g zostanie pominiety.

W powyzszej definicji rozklad & okresla prawdopodobienstwo zastosowania
pierwszej reguly (a raczej prawdopodobienstwo etykiety, jaka posiada ta re-
gula). Zastosowanie reguly na kazdym etapie derywacji wyznacza prawdopo-
dobienstwo uzycia reguly w nastepnym kroku, czyli ¢(f), gdzie f jest reguly



128 ROZDZIAYL. 7. EKSPRESYJNOSC WIELOWARTOSCIOWYCH...

uzyta poprzednio. Co wiecej, jesli regula z etykieta f jest ostatnig uzyta, wtedy
wektor v wskazuje jej ,finitarnogé”?.

Jesli mamy dana A = ([0,1],,*,1), gdzie @ jest t-konorma oraz * jest
t-norma, to G bedziemy nazywaé t-gramatyka. Niech [0, l]z(,k) oznacza zbior
wszystkich ciagéw (ay,...,ax) € [0,1]%) takich, Ze nie istnieje i = 1,...,k oraz
a), < a; spelniajace (a1,...,a; 1,0, air1,...,ax) € [0,1]%). G nazwiemy pro-
babilistyczna t-gramatyka, jesli d, vy € [0, 1]§)k) oraz kazdy wiersz ¢, brany jako
k-wymiarowy wektor, jest elementem [0, 1]1(,k).

Niech A bedzie interwalem [0, 1] wyposazonym w naturalny porzadek <.
Kladziemy wowczas dla a € A:
L(G,a) =
{z € T* : x jest wyprowadzalne z S za pomoca derywacji D takiej, ze (D) > a}.

Z punktu widzenia gramatyk probabilistycznych wazniejsze od zbioréw L(G,
a) sa prawdopodobienistwa wyprowadzen wyrazen. W dalszym ciagu pokaze-
my, ze dla dowolnej gramatyki probabilistycznej, jej wyprowadzenia moga by¢
aproksymowane przez gramatyki probabilistyczne skladajace si¢ jedynie z liczb
wymiernych.

Rozpatrzmy klase M, ,,([0,1]) n X n-macierzy elementéw ze zbioru [0, 1] oraz

wyrdéznijmy jej wlasciwa podklase My(Lp T)L sktadajaca sie ze wszystkich macierzy
n

[aij]lgidgn spehliajadcych dla i € {1, ey n} : Z Qij = 1.
Jj=1

Niech By = [a1, ..., a,],B1 = [b1,...,by] beda probabilistycznymi wektora-
mi (tzn. 0 < a;,b; < 1 oraz > a; = > b; = 1), symbolicznie By, B; € M®
i=1 i=1

1,n
%

oraz A = [aij]mgn S M#Lp) .

(oo}
Dla uktadu G = (Bg, A,B;) definiujemy funkcje gg : U {1,...,n}* —
k=1
[0, 1] w nastepujacy sposéb:

k—1
gg(m17 s 7mk) = Qm, - H Ami,miqq bmk (713)
i=1

Lemat 7.3.2. Dla dowolnych G = (Bg,A,B1), ¢ > 0, 6 € (0,1) istnieje
G = (B, A, BY), ktdrego matryce skladajq sie jedynie z liczb wymiernych, spel-
niajgcy: jesli gg(ma,...,mg) > 9, to |gg(ma,...,mg) — ggr(ma,...,my)| <e.

4Definicje probabilistycznych gramatyk wystepujacych w literaturze (zobacz na prazyktad
[44]) nie zawierajg sktadnika 7. Jednakze wszystkie prezentowane tu wyniki mozemy latwo
zaadaptowaé do konstrukcji nie uwzgledniajacej wektora .



7.3. GRAMATYKI PROBABILISTYCZNE 129

DowdD. Niech

n—1
11 G12... Gip—1 Qnp=1—Y ai,
i=1
A =
Gn1 apn2-... Gpnn—1 QAnn = 1- Z An,q
i=1
n—1
oraz Bg = [a1,a2,...,an_1,1 — > a;], B1 = [b1,b2,...,bp_1,1 Z bi].
i=1
Niech ponadto € > 0,§ € (0, 1). Pokazujemy, ze istnieja:
Co = [ ",CL=1[b,....0.]e M) B M®)  (7.14
0 [alv"'van]a 1 [1a"' ]6 1n7 [fl]] <ij<n € n,n ( )
speliajace
jesli gg(mq,...,mg) >4, to |gg(mi,...,mg) —gg(Mm1,...,mg)| <e, (7.15)

gdzie Q’ = (CJ(),B7 Cl)

STWIERDZENIE. Ilo$é¢ takich m spelniajacych gg(m) > g oraz m

niezawierajacych 1 jest skonczona dla kazdego ¢ € (0,1). (7.16)

Niech g bedzie najwiekszg z liczb a;j, b;, a; (1 < n) mniejsza od 1. Je-
§li k jest liczba naturalng taka, ze ¢ < p* < 1, to log#u < log, q (poniewaz
p < 1). Tak wige k < log,, ¢, skad |m| <1+ logu q dla kazdego m spelniajacego
gg(m) > q. To dowodzi naszego stwierdzenia.

Dla dowolnego ciagu m = m; ...my € [n]* zdefiniujmy funkcje
g™ :[0,1](»+ (=1 [0, 1] w nastepujacy sposéb:
dla dowolnego ciagu liczb

T=2T1...,Tp-1211212-- - T1n—1---;TnlTn2 -+, Tnn—1Y1 - - - Yn—1
€ [0, 1](n=DHn-n=D+n=1) — [ 1)(n+2):("=1) oznaczmy:
B k—1
g™(x) = Lo(ma) - [] Li(mi,miy1) - La(my), gdzie:
i=1
Tk oilel<k<n
— n—1
Lot =1 | 50 sdyken (7.17)
i=0
Tk oile j <n
A n—1
La(koj) =4 4 — S i oilej=n (7.18)
i=0
Yk oilel <k<n
Ly(k) = (7.19)

n—1
1-— Zoyi gdy k =n.
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Niech (¢")52g = (di, .- dy_1,€115 1€ 115>l > €1 f1r- -5
T 1), bedzie ciagiem skladajacym si¢ z liczb wymiernych z przedziatu [0, 1]
zbieznym do (a1, ..., Gn—1,011, 3@l n—1s--->0n1s---s0nn-1,01,--,0n_1).

Z (7.16) wynika, ze istnieje tylko skoficzona ilos¢ m niezawierajacych 1, spel-
niajacych gg(m) > §. Polézmy Ms na oznaczenie zbioru takich .

Dla dowolnego m € Mjs funkcja g™ jest ciagla, zatem istnieje i; € N spel-
niajacy o
lgg(m) — g™ ()] <€ (7.20)

dla dowolnego i > i,.
Polézmy ipmer = max{im : m € Ms}.

FLatwo jest zauwazy¢, ze podstawiajac
I Jimazt1 / _ Jtmazt1 _ Jimaxtl 3/ _ pimactl / —
ay =dy™etT A =TT e = e by = et by =
fim,am"l'l

ot;zymujemy (7.14).
[ ]

Twierdzenie 7.3.3. Dla dowolnej probabilistycznej t-gramatyki G z konormg
x®y = min{l,z+y} oraz zwyklym mnozeniem jako normg, dla é € (0,1), € >0
istnieje probabilistyczna t-gramatyka q(G), ktdrej produkcje sq wartosciowane
w liczbach wymiernych taka, Ze dla dowolnego wyprowadzenia D, spelniajgcego

Ya(D) > 60 zachodzi |G (D) — ) (D)| <e.

DowOD. Nasze twierdzenie wynika z 7.3.2 przez podstawienie: §; = ¢;, pr;(¢(fi))
=bij, Vi = di. u

7 Twierdzenia 7.3.3 wynika, ze dla dowolnej gramatyki probabilistycznej
mozliwe jest dowolne aproksymowanie jej niezerowych wyprowadzen (lub do-
ktadniej — wyprowadzen o z gory ustalonym rozsadnym prawdopodobienstwie
0) przez gramatyke probabilistyczna o warto$ciach wymiernych.

W dalszej czesci pokazemy, ze gramatyka probabilistyczna moze by¢ symulo-
wana przez tak zwana gramatyke regularnie kontrolowana, ktora jest gra-
matyka dwuwartosciowa. Zawiera ona jako komponent jezyk regularny, majacy
za zadanie niedopuszczanie pewnych wyprowadzen.

Definicja 7.3.4. (/8]) Przez regularnie kontrolowana gramatyke (regu-
larly controlled grammar) bedziemy rozumieé strukture G = (N, T, S, P, R) gdzie
N, T sq niepustymi rozlgcznymi zbiorami (jak w przypadku zwyklej gramatyki:
odpowiednio — symboli terminalnych i nieterminalnych), S € N, P — zbiorem
zwyklych produkcji, R zbiorem regularnym nad P.

0 ¢ € T* mowimy, zZe jest akceptowane przez G wtw. istnieje wyprowa-
dzenie
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S =, 01 =>p, 02 =>p, ... =>p, Op = 0 takie, Ze p1p2...pn € R (7.21)
gdzie =, oznacza tu bezposredniq derywacje przy uzyciu produkcji p;.

Twierdzenie 7.3.5. Dla dowolnej bezkontekstowej gramatyki G istniejg:

i) przeliczalnie nieskoriczony cigg {Gi}ticw Tegularnie kontrolowanych gra-
matyk;

ii) odwzorowanie g : [0,1] — w takie, Ze L(G,r) = L(Gg(ry).

DowoD. Niech s : [0,1] NQ — w bedzie dowolna bijekcja. Zgodnie z 7.3.3 wy-
starczy, ze nasze twierdzenie zostanie udowodnione dla gramatyk zbazowanych
na liczbach wymiernych.

Niech r € [0,1] N Q. Zbudujemy regularnie kontrolowana gramatyke G’ spelnia-
jaca: L(G,r) = L(G').

Polézmy G = (N',T,S,P',R,), gdzie N' = NU{z' : x € T}, P = {z° —
Y. ye, = y1...Yym € PYU{2' — x: x € T}. Uzywamy przy tym
nastepujacego oznaczenia:

z, dlaz e N;
x° = (7.22)

7', w przeciwnym przypadku.

Potézmy

Z(x —y1...Ym) =1 Wtw. T — y1 ... Ym jest etykietowana przez f;. (7.23)

Ostatnim skladnikiem G’ jest R, =

n—1

Y pnar g€ (P) ip1, o0 € Poozeyy - 11 0(f200) zmisn) - V2(0m) >

75 q1, - qm € {2 — 2z €T}

OBSERWACJA. R, jezykiem regularnym nad P’. (7.24)

Naturalnie zbiér wszystkich wartosci 0y, - &(f1,), - A(fin)g = -+ - ¢(f1, 1),

oraz 0, - O(f1,), - O(fin)s -+ &(f1,_1), -, wiekszych niz r (ktéry bedziemy
oznaczaé przez 7), jest skonczony. Zdefiniujmy deterministyczny automat A =

(Q7255/7QOaF)a gdZie Q = {qi,a 01 < ] < kaa S F}U{QO7q1}7 Y= P/aF = {ql}
oraz 0’ definiujemy jako:

(1) 5/(q07xo =YL Um) = 4Z(z—y1..Ym) 0 2(v—y; .

—ym)’

(2) 5/(qi7aaxo - yf s y;)n) = QZ(zHyl‘..ym),a~¢(fi)z(1_,yl___ym);
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(3) 0'(gi,ar ¥ — ) = @1 jesli tylko @ - y; > r oraz
(4) ¢'(q1,2" — x) = q1.

Nie jest trudno zauwazy¢, ze A akceptuje te i tylko te stowa, ktérych pre-
n

fiks p7...p;, spelnia p1,....pn € P67 - 11 0(f2(0)) 2p111) - V2(pa) > T OT0Z
=1

koniczace si¢ dowolnie dluga sekwencja regul zastepujacych x’ — =z, tak wigc
L(A) = R,. Zatem zachodzi (7.24).

Sprébujmy zrozumieé zasade dzialania gramatyki G’. Stosuje ona produkcje
ze zbioru P’, lecz w taki sposdb, ze dopuszcza jedynie wyprowadzenia, takie ze

n
0Z(p1) -ll:[l A(f2p0) Z2(pisr) * V2Z(pn) > 7- Innymi stowy G’ symuluje G. Na tym

etapie mamy wyprowadzone stowo z ...z! dla pewnego wyrazenia z; ...z,
wyprowadzalnego w G z dowolnym stopniem prawdopodobiefistwa. Wtedy G’
konczy wyprowadzanie stowa nad T wtw. wszystkie «/ zostaly zastapione przez
x; dzieki regulom postaci: © — 2’. Zatem L(G,r) = L(G'). Ostatecznie polézmy
r = GS(T.) ~ @G |

Jasne jest, ze dowdd Twierdzenia 7.3.5 jest konstruktywny. W podobny spo-
sOb mozemy dowiesc:

Twierdzenie 7.3.6. Istnieje odwzorowanie g pomiedzy klasqg par uporzgdkowa-
nych (GP,r) i w, gdzie GP jest gramatykq probabilistyczng, v € [0,1] jest takie,
ze L(Gg(arry)) = L(GP,7), dla pewnego kanonicznego ciggu regularnie kontro-
lowanych gramatyk {Gp}new -

O



Z.akonczenie

Jak zapewne zdazyl sie Czytelnik zorientowaé, ujecie wielowartosciowosci w lo-
gikach modalnych oraz teorii automatéw i gramatyk przedstawione powyzej
nie jest ujeciem wyczerpujacym, stanowiacym monografii. Naszym celem by-
o przedstawienie, rowniez nowych, wynikow dotyczacych przede wszystkim lo-
gik modalnych opartych o wielowarto$ciowe logiki f.ukasiewicza oraz ogdlnej
teorii wielowartosciowych logik modalnych'. Pokazaliémy réwniez, ze wielowar-
tosciowa logika Fukasiewicza moze stanowi¢ baze dla logiki dynamicznej PDL.
Wskazaliémy ponadto na zwiazki pomiedzy logikami wielowarto$ciowymi Fu-
kasiewicza a logika Nelsona, proponujac przy tym propozycje ugdlnienia logiki
Nelsona, tak by byta interpretowalna w logice S4,, dla n > 3. Postaraliémy sie
przedstawi¢ dotad nie eksploatowany temat wielowartoSciowej semantyki topo-
logicznej dla wielowartosciowych logik modalnych, ktory to, skromnym zdaniem
autora, niesie duzy potencjal badawczy.

Postarali$émy si¢ podjaé i rozwinaé pomyst Fittinga, zawarty w [14], polega-
jacy na macierzowej reprezentacji wielowartoéciowych modeli Kripkego. Pozo-
staje mie¢ nadzieje, ze zmudne macierzowe obliczenia nie zniechecity zbyt wie-
lu Czytelnikéw, szczegdlnie biorac pod uwage mozliwos¢ przyszlej implementa-
cji sprawdzajacej, czy dana macierz reprezentuje bisymulacje miedzy modelami
Kripkego (naturalnie implementacji opartej o proponowana reprezentacje).

W ostatnim rozdziale przedstawiliémy pewne zaleznosci pomiedzy sila ekspresji
standardowych automatow i gramatyk z ich wielowarto$ciowymi odpowiednika-
mi.

IKtoérej wigkszosé zostata juz ujeta w [15].
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